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OZET

PiSAGOR HODOGRAF EGRILER VE PiISAGOR NORMAL YUZEYLER
UZERINDE RASYONEL HAREKETLERIN GEOMETRISI

KALKAN TASDEMIR, Bahar
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Senay BAYDAS
fkinci Danigsman: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
Mayis 2024, 127 sayfa

Bir rasyonel hareketin, bir noktaya, bir dogruya ve bir dizleme etkisinin
yoriingeleri olan; egri, regle ylizey ve zarf yiizeyinin Pisagor hodograf ve Pisagor normal
ozellikleriyle iligkilerini inceledigimiz bu tez yedi boliimden olusmaktadir.

Tezin ilk Gi¢ bolimiinde sirasiyla; giris, kaynak bildirisi ve tezde kullanilacak
temel kavramlar verilmistir.

Dérdiincii boliimde, rasyonel hareketin noktaya etkisiyle olusan yoriinge egrisinin
Pisagor hodograf egri olma durumu agiklanmaistir.

Besinci boliimde, rasyonel hareketin dogruya etkisiyle olusan yoriinge yiizeyinin
acilabilir yiizey olma durumuyla Pisagor hodograflik 6zelligi arasinda bir iliski
bulunmustur.

Altinci boliimde, tek parametreli rasyonel hareketin bir diizleme etkisiyle olusan
diizlemler ailesini oskiilator, normal veya rektifyen diizlemleri olarak kabul eden egrinin
bir Pisagor hodograf egri oldugu kesfedilmistir. Daha sonra, iki parametreli rasyonel
hareketin bir diizleme etkisiyle olusan diizlemler ailesinin zarf yiizeyi ile Pisagor normal
ylizey olusturulmustur.

Son olarak, yedinci boliimde, tezde yapilan ¢alismalar i¢in tartisma sunulmus ve
sonuglar 6zetlenirken acik problemlere dikkat ¢ekilmistir.

Anahtar kelimeler: Dual kuaterniyon, Pisagor hodograf egri, Pisagor normal
yiizey, Rasyonel hareket, Regle yiizey, Study kuadrigi, Zarf yiizeyi.






ABSTRACT

GEOMETRY OF RATIONAL MOTIONS ON PYTHAGOREAN HODOGRAPH
CURVES AND PYTHAGOREAN NORMAL SURFACES

KALKAN TASDEMIR, Bahar
Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Senay BAYDAS
Second Supervisor: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
May 2024, 127 pages

This thesis consists of seven chapters in which we investigate the relationships
between the Pythagorean hodograph and Pythagorean normal properties of curves, ruled
surfaces, and envelope surfaces resulting from the act of a rational motion on a point, a
line, and a plane, respectively.

The first three sections of the thesis successively cover the introduction, literature
review and basic concepts to be used in the thesis are included.

In the fourth section, the case where the trajectory curve resulting from the act of
rational motion on a point becomes a Pythagorean hodograph curve is explained.

In the fifth section, a relationship is found between the property of the trajectory
ruled surface becoming a developable surface under the act of rational motion on a line
and the Pythagorean hodograph property.

In the sixth section, it is discovered that the curve that accepts the family of planes
formed by the act of a one-parameter rational motion on a plane as osculating, normal, or
rectifying planes, is a Pythagorean hodograph curve. Then, the Pythagorean normal
surface is created with the envelope surface of the family of planes formed by the act of
a two-parameter rational motion on a plane.

Finally, in the seventh section, a discussion is presented for the studies carried out
in the thesis and open problems are pointed out while summarizing the results.

Keywords: Dual quaternion, Envelope surface, Pythagorean hodograph curve,
Pythagorean normal surface, Rational motion, Ruled surface, Study quadric.
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1. GIRIS

Egrilerin ve yiizeylerin rasyonellik 6zelligine sahip olmasi bilgisayar destekli
tasarim (CAD) alaninda ¢esitli avantajlarindan dolay1 calisilmaktadir. Rasyonellik
ozelligi, bircok alanda, 6zellikle cebirsel geometri, projektif geometri, hareket geometrisi
ve diger bilim dallarinda geometrik kavramlarin temsili igin biiyiik bir 6neme sahiptir.

Bézier veya NURBS gibi egri ve yiizey temsilleri yalnizca polinom ve rasyonel
ifadelerle tanimlanarak geometrik tasarimda geometrik nesnelerin daha esnek ve kesin
bir modellemesini saglar. NURBS (diizgiin olmayan rasyonel B-spline egrileri)
bilgisayarlar tarafindan iglenen geometrik bilgilerin gosterimi ve tasarimi i¢in endiistride
standart bir form haline gelmistir.

Bilgisayar destekli geometrik tasarim (CAGD) alaninda, birgok geometrik nesne
bir parametreli egrilerin (veya iki parametreli yiizeylerin) ofset egrileri (veya ofset
yiizeyleri) ile tanimlanir. Ofset egri (veya yiizey), normal vektorii yoniinde pozitif veya
negatif sabit bir kayma ile baz egrisinden yer degistiren egridir (veya yiizeydir). Bu ofset
egrilerinde (veya yiizeylerinde) girdi egrileri (veya yiizeyleri) rasyonel olsa bile bunlarin
ofset egrileri (veya yiizeyleri) genellikle rasyonelligi kaybederler. Bu uygulamalarda
istenmeyen bir durumdur. Ciinkii, CAD ve CAGD sistemleri sadece rasyonel nesneleri
temsil edebilen NURBS algoritmalarina dayanir. Bu yiizden, ofsetin rasyonelligini
garanti eden egrilerle ¢alisma fikri ortaya ¢ikmustir (Farouki ve Sir, 2011). Bu noktada,
rasyonel Pisagor hodograf egriler ve rasyonel Pisagor normal yiizeyler devreye girer.

Pisagor hodograf egrilerin ve Pisagor normal yiizeylerin polinom olma durumlari
tizerinde literatiirde bir¢cok calisma mevcutken rasyonel olma durumu iizerine fazla
calismaya rastlanilmamaktadir. Ciinkii, rasyonel olma durumunda bir sorunla
karsilagilmaktadir: rasyonel bir ifade integrallenebilirse integrali genellikle rasyonel
olmaz. Polinom durumunun aksine hodografi veya normali rasyonel olan egri veya
yiizeyin kendisi genellikle rasyonel olmaz.

Bu tezde, bir rasyonel hareket polinomu altinda nokta, dogru ve diizlemin
yoriingeleri olan egri, regle yiizey ve zarf yiizeyleri ile Pisagor hodograf egrilerinin ve
Pisagor normal yiizeylerinin iliskileri bulunmustur. Rasyonel hareket polinomu,
katsayilar1 dual kuaterniyonlar halkasina ait olan ve normunun reel bir polinom olma

kosulu olan Study sartin1 saglayan bir polinomdur. Bu polinomlar Study kuadrigi



tizerinde bir egri tanimlar. Noktalar, dogrular ve diizlemler normlanmig Pliicker
koordinatlari araciligtyla dual kuaterniyonlarla tanimlanabilir. Bu hareketin adjoint etkisi
tanimi etki ettigi nesneye (nokta, dogru, diizlem) bagli olarak degisir.

Ikinci boliimde, genel anlamda Pisagor hodograf egriler iizerine yapilan
¢alismalarin evrimi adina kisa bir derleme sunulmustur. Buna ¢k olarak, tezin temelini
olusturan kavramlar hakkinda da kaynak bildirisine yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde, bu tezin miimkiin oldugunca kendini agiklayic1 bir kaynak
olmasi adma gerekli teorik bilgiler verilmistir. Ozellikle, kinematik ve bazi geometrik
kavramlara kisa bir giris yapilip Pliicker koordinatlarinda tanimli dogrulara ve dual
kuaterniyonlara detayli yer verilmistir. Dual kuaterniyonlarin belirli yoriinge nesnelerini
elde etmek igin hareketin hangi sekilde tanimlandigina deginilmistir. Ayrica, bazi
tanimlar daha anlasilabilir olmasi amaciyla 6rneklerle gesitlendirilmistir.

Dordiincli boliimde, Pisagor hodograf egri 06zelligi bir rasyonel hareketin
yoriingesi olarak tanitilmistir. Burada, bir noktanin rasyonel hareket altinda olusan
yoriinge egrisinin rasyonel ¢atiya sahip olma 6zelligi garanti altina alinip egrinin Pisagor
hodograf egri olma durumu bulunmustur.

Besinci boliimde, bir dogrunun rasyonel hareketi tanimlanip bu hareket altindaki
yoriingesi olan regle yiizeylerin Pisagor hodograflik ile ilgili temel iliskileri
sonuglandirilmigtir. Bu hareketin analizi sonucunda hareketin dogasindan kaynakli bazi
ozellikler kesfedilmistir. Bu regle yiizeyi sabit aksod (fixed axode) kabul eden hareket
formiillestirilmistir.

Altinct boliimde, daha 6nceki boliimlerde noktaya ve dogruya etkisi caligilan
rasyonel hareket polinomunun diizleme etkisi ispatlanmistir. Bu hareket polinomu
oncelikle bir parametreli olarak alinip bir parametreli diizlemler ailesiyle Pisagor
hodograf egriler arasinda iligkiler saptanmistir. Ardindan, iki parametreli olarak alinip
zarf yiizeyler kavramina basvurulmustur. Buradan, elde edilen zarf yiizeyinin Pisagor
normal yiizey olma durumu bulunmustur.

Son olarak, yedinci béliimde, tartisma sunulmus ve sonuglar 6zetlenirken belirli

acik problemlere dikkat ¢ekilmistir.



2. KAYNAK BILDIRiSLERI

Pisagor hodograf egriler, ilk olarak 1990 yilinda Sakkalis ve Farouki tarafindan
diizlemsel Pisagor hodograf egrinin Bezier formuyla tamitilmistir (Farouki ve Sakkalis,
1990). O zamandan beri, 6zellikle bilgisayar destekli geometrik tasarim (CAGD) alaninda
calisan birgok arastirmact bu egrileri c¢alismaktadir. Bu egrilerin avantaji, bazi
diferansiyel geometrik hesaplamalar bilgisayar destekli tasarim ve bilgisayar destekli
tiretim (CAD/CAM) uygulamalarina uygun hale getiren rasyonel bir hiza sahip
olmalaridir.

Diizlemsel Pisagor hodograf egriler, Oklidyen benzerliklerine (yansima, dteleme,
dénme ve genigleme) ve lineer yeniden parametrelendirmelerine gére siniflandirilmustir.
Ayrica dordiincii ve besinci dereceden Pisagor hodograf egrilerin global 6zellikleri analiz
edilmistir ve tiim singiiler konfigiirasyonlar1 tanimlanmustir (Sir, 2020).

Uzaysal Pisagor hodograf egriler i¢in gerekli ve yeterli formlar ilk olarak Pisagor
dortliileri olarak adlandirilan polinomlar cinsinden tanimlanmistir (Farouki ve Sakkalis,
1994). Daha sonra, uzaysal Pisagor hodograf egrilerinin genel bir formu kuaterniyonlar
ile sunulmustur (Choi ve Han, 2002).

Uzaysal Pisagor hodograf egrilerinin kuaterniyon gosterimi; birinci dereceden
Hermite interpolasyonu, koordinat sistemleri arasindaki doniisiimler ve donmeyi
minimuma indiren ¢atilarin (RMF veya Bishop c¢atis1) belirlenmesi gibi temel
algoritmalarin formiilasyonunu biiylik 6l¢iide kolaylastirmistir. Teget gosterge ve
stereografik izdiisiimiin kullanimiyla Pisagor hodograf uzay egrilerinin temel yapisi ve
ozellikleri lizerine bazi sonuglar sunulmustur (Farouki ve Han, 2006).

Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egriler, Pisagor hodograf egri kavramini
genisletmistir. Moon, Minkowski Pisagor hodograf egrilerin, diizlemsel bir alanin orta
eksen doniistimiiniin (MAT) temsili i¢in uygun oldugunu géstermistir (Moon, 1999). Orta
eksen doniisiimii cemberlerin genel zarfi tarafindan tanimlanir. Diizlemsel bir seklin orta
ekseni, sekli kapsayan bir dizi diskin merkezlerinin konumudur ve orta eksen doniisiimii,
sekle karsilik gelen disklerin yarigap degerleriyle birlikte merkezleri olan orta eksen
konumlaridir. Orta eksen doniisiimiiniin tanimlandig1 zarf formiili tanimi yardimiyla

(Choi vd., 1997) Minkowski Pisagor hodograf egriler incelenmistir (Moon, 1999).



Pisagor hodograf egrilerini Minkowski uzayina genellestirme fikri rasyonel

ofsetlere sahip olmak igin zarf formiiliinden gelen /x'2(t) + y'2(t) — r'2(t) radikal
terimi yok etmektir. Bu, dogrudan Pisagor hodograf 6zelligiyle ilgilidir. R*! uzayinda
Minkowski Pisagor hodograf i¢in gerek ve yeter sart tanimlanmistir (Moon, 1999). Daha
sonra, Minkowski Pisagor hodografinin rasyonel durumu da c¢alisiimistir (Kosinka ve
Lavicka, 2010).

Pisagor hodograf egriler, cebirsel ve trigonometrik uzay iizerinde olusturulan
trigonometrik Pisagor hodograf egrileri kapsayacak sekilde genisletilmistir. Cebirsel
trigonometrik Pisagor hodograf (ATPH) egriler, Pisagor hodograf egrileriyle benzer bir
hodograf 6zelligini paylasan Pisagor hodograf egrilerinin bir alt sinifidir (Romani vd.,
2014; Romani ve Montagner, 2019).

Bir uzay egrisi iizerindeki dénmeyi minimuma indiren ¢ati R® uzay1 igin bir
ortonormal baz tanimlar. Rasyonel donmeyi minimuma indiren ¢atiya (RRMF) sahip olan
polinom egrileri, bir A(&) kuaterniyon katsayili polinomu igin r'(§) = A(&)iA*(§)
formunun integralinin alinmasiyla belirlenen Pisagor hodograf egrilerinin bir alt kiimesini
olusturur. A(&) kuaterniyon katsayili polinomun dénme gosterge matrisi ve gekirdek
kavramlarinin tanitilmasiyla, onceden bilinen tiim 06zel durumlar1 iceren RRMF
egrilerinin tam uzaymnin kapsamli bir karakterizasyonu gelistirilmistir. Bu yeni
karakterizasyon, RRMF egriler uzaymnin yapisini netlestirmeye yardimci olmustur.
Pisagor hodograf egrileri i¢in bir algoritma sunulmustur (Farouki vd., 2017).

Bir r(t) polinom uzay egrisi ile ayn1 donmeyi minimuma indiren rasyonel ¢atiya
(RRMF) sahip olan #(t) rasyonel uzay egri ailelerini olugturmak i¢in bir metodoloji
sunulmustur (Farouki ve Sir, 2020). #(t) ’nin oskiilator diizlemlerinin zarfi #(¢) rasyonel
egrisinin tanjant agilabilir yiizeyini tanimlar. Burada, #(t) tanjant agilabilir yiizeyinin
regresyon kenari (veya cuspidal kenar1) (Kreyszig, 2013) olarak elde edilir. Rasyonel
egrilerin ingasinda rasyonel donmeyi minimuma indiren ¢atiya (RRMF) sahip Pisagor
hodograf polinom egrisinin hodograf yapisindan faydalanan farkli bir yaklasim
sunulmustur. (Farouki ve Sir, 2020).

Egriler ve yiizeyler baglaminda G°, G, G2 ve G3 farkli siireklilik seviyelerini
temsil eder. Bu siireklilikler iki egrinin veya yilizeyin bulustugu birlesme noktasinda
sirastyla ayn1 konum, teget, egrilik ve egrilik degisim hizina sahip olmasidir. G ve G2

stireklilikleri durumlarinda yay uzunlugu belirli egriler i¢in Hermite interpolasyonu



yardimiyla Pisagor hodograf egriler ¢alisilmistir. Bu konuda temel c¢alisma, Hermit
interpolasyonunda girdi olarak verilen ug¢ nokta tiirevleri esit olan diizlemsel Pisagor
hodograf egrilerini kullanarak, belirli yay uzunluklarina sahip G! diizlemsel Hermite
interpolantlarini olusturma kavramini tanitmaktadir (Farouki, 2016). Noktalari, tegetleri,
egrilikleri ve belirli yay uzunluklarini interpolasyona dahil eden Pisagor hodograf spline
egrileri kullanilarak Farouki’'nin ¢alismas1 G2 diizlemsel Hermite interpolantlarina kadar
genisletilmistir. Yedinci dereceden Pisagor hodograf Biark egrilerinde (Biark egri,
egrinin birlesim noktasinda diferansiyellenebilir olacak sekilde baglanan, tipik olarak
dairesel veya eliptik olan iki yaydan olusan parcali bir egridir) uzunluk kisitlamalari
karsilanirken G2 siirekliligi elde etmenin fizibilitesi gosterilmistir (Knez vd., 2022).

Uygulama kapsamini daha da genisleten Farouki vd. (2021), Pisagor hodograf
egrileri tarafindan tanimlanan, belirli yay uzunluguna sahip uzaysal kapali C? egrilerini
arastirmistir. Frenet ¢atisinin ve ¢atinin Biark egrilerinin baglant1 noktalarindaki egriligin
stirekliligini koruyan, egri yapisinin sinirlarimi iic boyutlu uzaya iten interpolantlarin
liretilmesi igin bir ydntem sunan, uzaysal C? siirekli egrilerin insaas1 caligilmistir.
(Farouki vd., 2021). Belirli yay uzunluklarina sahip G? uzaysal interpolantlarin
hesaplanmasi ele alinmistir. Ayrica, uzaysal Pisagor hodograf spline egrileri igin yeni bir
interpolasyon semast sunularak bu egrilerin hareket tasarimi uygulamalarinda nasil
uygulanabilecegi gosterilmistir (Knez vd., 2024). Son olarak, yay uzunlugunu koruyan
dairesel yaylarin G2 Hermite interpolasyonu calisilmistir (Zagar, 2023).

Rasyonel diizlemsel Pisagor hodograf egriler iizerine calismalar ilk olarak
Pottmann (1995a) tarafindan baslatilmigtir. Polinom Pisagor hodograf egrilerinden
rasyonel Pisagor hodograf egrilerine gegis acik degildir ¢linkii rasyonel hodografin
integrali her zaman rasyonel bir egriyle sonu¢glanmaz. Rasyonel Pisagor hodografa sahip
olmak, rasyonel bir Pisagor hodograf egrisi i¢in yalnizca gerekli bir kosuldur. Bu zorlugu
asmak i¢in diizlemsel egrilerin dual temsiline (dogrularla gosterimi) dayanan farkli bir
yaklagim uygulanmistir (Fiorot ve Gensane, 1994; Pottmann, 1995a). Diizlem egrileri
nokta lokuslarindan ziyade tek parametreli teget dogru ailelerinin zarflar1 olarak ele
alinmistir. Bu tegetlerin oryantasyonunu ve orijine olan uzakliklarini tanimlamak ig¢in
rasyonel fonksiyonlar hesaplanarak, geometrik olarak sezgisel bir sekilde rasyonel
Pisagor hodograf egriler olusturulmustur (Pottmann, 1995b). Diizlemsel Pisagor

hodograf egrilerin polinom ve rasyonel olma durumlari karsilagtiritlmistir (Farouki, 2008;



Kosinka ve Sir, 2010). Rasyonel Pisagor hodograf egrilerinin diizlemsel durumundan
uzaysal durumuna genelleme asikar degildir, ¢iinkii dogrunun duali farkli sekillerde
tanimlidir. Diizlemde noktalar ve dogrular dual 6gelerdir, ancak uzayda dualite noktalar
ve diizlemler arasindadir (uzayda dogrularin duali yine dogrulardir) (Pottmann ve
Wallner, 2001).

R3 uzayinda rasyonel Pisagor hodograf egrilerin olusturulmasi igin bir rasyonel
birim teget vektorler alan1 tanimlanmasina dayanan yontem Onerilmistir. Bu teget alan,
birinci tiirevi ile birlikte, egrinin oskiilator diizlemlerinin oryantasyonunu tanimlar. Bu
oryantasyon bilgisine ek olarak, orijinden her bir oskiilatér diizlemin mesafesini
belirleyen rasyonel bir destek fonksiyonu bilgisiyle birlikte bir oskiilator diizlemler ailesi
tanimlanir. Bu bir-parametreli oskiilator diizlemler ailesinin zarfi bir agilabilir yiizey
olusturur. Bir r(u, v) yiizeyi tek parametreli normal vektor alanina (N(u) veya N(v))
r(u, v) sahipse agilabilir yiizeydir. Rasyonel Pisagor hodograf uzay egrisi, bu agilabilir
ylizeyin regresyon kenar1 (veya kuspidal kenar) olarak tanimlanir. Bu tiir egriler, rasyonel
parametrik hiza ve ayrica tegete gore donmeyi en aza indirgemek i¢in polinom Pisagor
hodograf egrileriyle ayn1 kosullar1 saglayan rasyonel uyarlanmis catiya (adapted frame)
sahiptir. Bu tiir rasyonel Pisagor hodograf uzay egrilerinin temel 6zellikleri, 6rneklerle
tiiretilmis ve gosterilmistir. Bunlarin geometrik Hermite interpolasyonu ile pratik yapilari
i¢in basit algoritmalar da 6nerilmistir. Rasyonel birim teget vektor alanmin tanimi, R3'de
rasyonel Pisagor hodograf egrileri olusturmaya yonelik bir teknigin temelini olusturur
(Farouki ve Sir, 2011).

Pisagor hodograf egrilerini B-spline Orneklerine genisletmek icin, B-spline
fonksiyonlar ile Pisagor hodograf egrileri (Albrecht ve Farouki, 1996; Albrecht vd.,
2017; 2020) calisilmustir. Clifford cebirleri, bu egrileri ¢esitli uzaylarda tek bir cebirsel
yapi altinda gruplamak i¢in kullanilir. Bu egrilerin pratik uygulamalarina ve kullanimina
olanak saglayan Oklid ve Minkowski uzaylar1 dikkate almmustir. Pisagor hodograf
Ozelliklerine sahip B-spline egrileri Clifford cebirleri yardimiyla incelenmistir (Bizzarri
vd., 2023). Pisagor hodograf egrilerinin ilk kez Clifford cebirleri yardimiyla tanitildigi ve
kuaterniyon cebiri yardimiyla cebirsel bir modelin dnerildigi bu ¢alisma Choi vd. (2002)
calismasinin devami olarak diisiiniilebilir. Pisagor hodograf B-spline egrileri, diisiik
boyutlu Oklid uzaymin yani sira (2,1) ve (3,1) boyutlu Minkowski uzaylarinda tanitilmis

ve incelenmistir (Bizzarri vd., 2023).



Son yillarda, Pisagor hodograf egrileri iizerine yapilan ¢aligmalara ilginin siirekli
arttig1 goriilmiistiir ve bu durum ¢ok sayida yeni paradigma ve uygulamaya yol agmaistir.
Aslinda bu yeni kesiflerin hacmine ve ¢esitliligine ayak uydurmak oldukga zorlayici hale
gelmistir. Bu ihtiyaci karsilamak amaciyla, Pisagor hodograf egri arastirmalarinin ii¢ ana
kolu olan polinom Pisagor hodograf egriler, rasyonel Pisagor hodograf egriler ve Oklid
ve Minkowski uzayindaki Pisagor hodograf egriler icin Hermite interpolasyonu
basliklarin1 6zetleyen derleme g¢alismalari sunulmustur. Daha sonra, uzaysal Pisagor
hodograf egriler; rasyonel ortonormal catilardan, polinom Pisagor hodograf egrilerinin
uzantilar1 ve 6zel durumlarina, Pisagor hodograf egrilerine dayali ylizey tasarimindan,
Pisagor hodograf egrilerinin gergek hayatta kullanimina kadar gruplandirilmistir
(Kosinka ve Lavicka, 2014; Farouki vd., 2019).

Kozak vd. (2016) calismalarinda, ilk defa iki degiskenli kuaterniyon polinomunun
katsayilar1 {izerinde tanimlanan kisitlamalara dayali olarak polinom Pisagor normal
ylizeyleri i¢in bir kuaterniyon yaklasimi 6ne stirmiistiir. Pisagor normal yiizey olusturmak
icin ylizeyin tek veya ¢ift dereceli olmasina gore yeterli olan kisitlamalar bulunmustur.
Bu Pisagor normal yiizeylere kiibik, kuartik (dérdiincii dereceden) ve kuintik (besinci
dereceden) 6rnekler verilmistir (Kozak vd., 2016).

Pisagor normal ylizeylerin bir geometrik cebir temsilini temel alan kapsamli
birlestirici teorisi sunulmustur (Krasauskas, 2017).

Minimal yiizeylerde Pisagor hodograf o6zelligi ve Pisagor normal &zelligi
karakterize edilmistir. Enneper ylizeyinin izotermal parametrelendirmesi, Pisagor normal
temsilini kabul eder ve izotermal parametrelendirme, Pisagor hodograf yapisini koruyan
dontisiimlerle yakindan ilgilidir (Ueda, 1998; Kim ve Lee, 2008; Kong vd., 2016). Pisagor
hodograf egriler ve polinom minimal yiizeyler, cebirsel yapilari nedeniyle baz1 dogal
iligkilere sahiptir. Pisagor hodograf egrilerini kullanarak polinom minimal yiizeyler
olusturmak i¢in bir teknik onerilmistir (Hao, 2020). Pisagor hodograf egriler yardimiyla
polinom minimal yiizeyler derecelerine gére siniflandirilmistir (Fang vd., 2022). Farouki
diger arastirmacilarla birlikte daha az kisitlanmis sekil parametreleriyle polinom minimal
ylizeyleri iireten li¢ tane kompleks polinom yardimiyla daha onceki arastirmalar
genisletmistir (Farouki vd., 2022). Bu polinomlardan sadece biri sabit oldugunda yama
sinirini olusturmak i¢in diizlemsel Pisagor hodograf egriler kullanilarak sinirli minimal

ylizey yamalar1 (Plato sorununa ¢6ziimler) olusturulur (Farouki vd., 2022).



Ug boyutlu uzaydaki dogrular kiimesine odaklanan dogru geometrisi kavrami,
ayn1 zamanda projektif geometri, cebirsel geometri, mekanik ve robotikteki uygulamalari
da igerir. Dogru uzay1, en temel elemanlar1 regle yiizeyler olan bir diizgiin manifolddur.
Pottmann ve Wallner (2001) tarafindan dogru geometrisi iizerine kaleme alinan eser,
alanindaki giiclii temellere dayanarak, kapsamli ve saglam bir kaynak olarak oOne
cikmaktadir.

Dogru geometrisi hareket geometrisini ¢alismada oldukga elverisli bir aragtir.
Dogru segmentlerinin kontrol dogrulari olarak belirlenmesine olanak saglamak igin
Pliicker koordinatlarinin kullanim1 vurgulanmaktadir. Ayn1 zamanda, bu geometri Bezier,
Cardinal ve B-spline dahil olmak {iizere farkli baz fonksiyonlarini kullanan dogru
yapilarinin geometrik tasarimi i¢in hesaplamali yontemdir. Teoriyi imalat uygulamalarina
da genisleterek ofset regle yiizeylerin hesaplanmasina yonelik yontemler gosterilmis ve
tel kesme ve elektro erezyon (EDM) sistemlerinde takim hareketinin modellenmesi ile
uygulamasi saglanmistir. Burada sunulan matematiksel temel, CAD/CAM arastirma ve
uygulamalarinda dogru geometrisinin kullanimina yonelik yeni olanaklara kapi
agcmaktadir (Ravani ve Wang, 1990).

Regle yiizeyler robotikte onemlidir. Dual vektorler yonli dogrulardir. Regle
ylizeyin geometrisi striksiyon egrisinin (regle yiizeyinin tiim lirete¢ dogrularini birlestiren
minimum uzunluktaki egri) geometrisi ile yakindan iliskilidir (Selig, 2005).

Rasyonel regle yiizeyler, bu yiizeylerin kontrol yapisina ve diisiik dereceli
temsillerine odaklanarak, ii¢ boyutlu Oklidyen ve projektif uzaydaki regle yiizeylerin
geometrisine giris yaparak hesaplamali dogru geometrisi yardimiyla ¢alisilmistir. Ayni
zamanda kuadriklerden olusan G rasyonel regle yiizeyler inga edilmis ve diisiik dereceli
regle yiizeyler i¢in 6rnekler saglanmistir (Peternell vd., 1999).

Vida hareketinin geometrisi ve R3'teki dogru yerdegistirmesi ve nokta-dogru yer
degistirmesine iliskin dual kuaterniyon temsilleri incelenmistir. Matematiksel teknikler
vurgulanarak, 6zellikle sayisal kontrol isleme (NC) i¢in NURBS (Piegl ve Tiller, 1997)
formatinda yoriingelerin olusturulmasinda rasyonel nokta-dogru hareket tasariminin
uygulamasina iligkin Ornekler saglanmistir. Rasyonel regle ylizey tasarlamanin
inceliklerini ve sayisal kontrol islemede yoriingeleri tanimlamak i¢in biri konum digeri
oryantasyon egrisi olmak tizere ¢ift NURBS egrileri arastirilip bu ¢cer¢evede matematiksel

ve geometrik hususlara vurgu yapilmaktadir (Zhang vd., 2012).



3. TEMEL KAVRAMLAR

Kinematikte, Oklid yer degistirmeleri ddénme ve Oteleme hareketlerinin
kombinasyonu ile tanimlanir. Dénme hareketi bir ortogonal matrisiyle, 6teleme hareketi
ise bir 6teleme vektoriiyle ifade edilir. Bagka bir model ise Study parametrelerini kullanir.
Bu parametreler, yedi boyutlu projektif uzayda 6zel bir kuadrik {izerindeki bir noktanin
koordinatlarini temsil eder ve her nokta, bir yer degistirmeyi ifade eder. Ugiincii model
ise dual kuaterniyon modelidir. Dual kuaterniyonlar, donme ekseni ve donme agisina
iligski n bilgilerin dogrudan okunmasini sagladigindan oldukga sezgiseldir. Pratik agidan
bakildiginda, dual kuaterniyonlar bilgisayarda daha az bellek kullanimina sahip olabilir.
Kat1 cisim hareketleri, 6zellikle Pliicker koordinatlariyla birlikte kullanilarak, dual
kuaterniyonlar araciligiyla giizel ve daha basit bir sekilde tanimlanabilir. Bu nedenlerden
dolayi, tez ¢aligmasinda donme ve teleme temel hareketlerinin tiim bu farkli iglenme

bicimleri kullanilacaktir.

3.1 Hesaplamah Dogru Geometrisi

Bu boliimde dogru geometrisinin bazi temel tanimlar1 ve 6zellikleri verilecektir.
Pliicker koordinatlarindaki temel fikir, RP® ii¢ boyutlu reel projektif uzaymdaki tiim
dogrular1 tanimlayan bir nokta modeli olusturmaktir. Bu noktalar, RP> bes boyutlu reel
projektif uzayinda bulunan Pliicker kuadrigi veya Klein kuadrigi olarak adlandirilan bir

kuadrik tlizerindedirler.

3.1.1 Klein Dogru Uzay Modeli

RP3 reel projektif uzaymndaki L dogrularini tanimlayan bir nokta modeli
tanimlanmustir. Genel olarak, bir L € RP3 dogrusu, dogru iizerinde rastgele iki farkl
xR = [xg: x1:x5:x3]7 ve YR = [yo:y1:¥2: ¥3]T noktalar ile tanimlanabilir. Boylece,
xAy‘nin {egAej,egAeyeqgAes, e, Nes,es Aey,eq Aey} bazina gore koordinatlart

dogrunun Pliicker koordinatlar: olarak adlandirilir (Selig, 2005).



(x0, %1, %2, %3) A V0, Y1, ¥2,¥3) = (o1, Loz, Lozs 123, 131, 112) (3.1)

Bir bagka deyisle, L*nin Pliicker koordinatlari olan ;; sayilar

be 5 v v

i xj
Yi Vi
yazilir. Boylece, Esitlik (3.1)’de ifade edilen L dogrusu bes-boyutlu RP® uzayimnda

matrisinin mindrleridir, dyle ki [;; = | = x;y; — %y, i = {0,1,2,3},i # j olarak

noktalarinin koordinatlari olarak

- = =1T
[l01: loz: 103: l23: l31: llz]T = [ll: lz: l3: ll: lz: l3] (32)

yazilir. Ilk {i¢ koordinat [l;:1:13]7, L dogrusunun yoniinii diger ii¢ koordinat ise

— — —aT . o _ee )
[ll: L, l3] , L dogrusunun moment vektoriinii temsil eder. Moment vektorii dogru ve

orijin noktasinin gerdigi diizleme diktir. Pliicker koordiatlar
ZF+15+15=1
sartin1 saglarsa normallestirilmistir denir (Selig, 2005).

Lemma 3.1. Pliicker koordinatlar1 xR, yR noktalarin1 geren temsilcilerden bagimsizdir
(Selig, 2005).

T

Ispat. L iizerinde iki farkli x' = [xp:x1:xp:x5]7 ve v’ = [y4:y1:vs:y5]T noktalar:

alinsin. x" ve y' noktalar1 x ve y cinsinden A;4, — 4,45 # 0 olmak lizere

x'=x+ Ay
y' =A3x + Ay
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olarak yazilsm. x ve y ile L'in Pliicker koordinatlart Esitlik (3.2) yardimiyla

hesaplaninca

lij = x{y; — xjyi
= (A4ix; + Az)’i)()%xj + /143’j)
- (Alxj + Aij)(A3xi + Ayi) = (Mg — A243)15

skaler bir faktére gore aynmidir yani Pliicker koordinatlar1 projektif anlamda dogruyu

temsil eden iki noktadan bagimsizdir.

3.1.2 Klein Kuadrigi

RP3'teki bir dogrunun Pliicker koordinatlarmi temsil eden Esitlik (3.2) ile
tanimlanan RP>'teki tiim noktalar Klein kuadrigi olarak adlandirilan bir kuadrik iizerinde

bulunur. Esitlik (3.2) ile tanimli1 dogru koordinatlarinin

lorlas + loala1 + lozlsz
= (Xoy1 — %1Y0) (X2Y3 — X3¥2)
+ (xoy2 — %2¥0) (X3y1 — X1¥2)
+ (x0y3 — %3Y0) (12 — X2y1) = 0

esitliginden
lorlas + loalzq + lo3liz = 0 (3.3)

denklemiyle tanimlanan RP® uzayinda olan kuadrik Pliicker kuadrigi veya Klein kuadrigi
olarak adlandirilir ve M ile gosterilir (Pottmann ve Wallner, 2001).

M, ’te, ust-indis Klein kuadriginin Hilbert polinomunun derecesi ve alt-indis

4 3
Klein kuadriginin projektif boyutudur. Klein kuadriginin Hilbert polinomu ’16—2 + 2% +

11



23x2

7 . ) . . .y e
?+?x+ 1 polinomudur. Polinomun derecesi yani kuadrigin derecesi dorttiir ve

projektif boyutu ise polinomun derecesinin faktoriyeli ile polinomun bas katsayisinin
carpimi yardimziyla ikiye esit olarak bulunur.

[lk ii¢ koordinat I = (lyq, Loz, lp3), L dogrusunun yoniinii ve diger ii¢ koordinat
I = (I,3,131,1;) ise L dogrusunun momentini ifade eder. Pliicker bagintis1 [ ve [

koordinatlarinin ortogonalligini ifade eder (Pottmann ve Wallner, 2001).
Ters olarak, [Iy:1y: ls: 132 1 l_3]T € RP?, Esitlik (3.3)’ii saglayan bir nokta olsun.
RP3 uzayinda dort tane nokta
g = [O ll: lz: l3]T,
Ny T
a1 = [_ll: O: l3: _lz] 9 (34)
— ST
a, = [_lz: _l3: 0: ll] B
AN
as = [_l3: lz: _ll: 0] B

olarak tamimlansin. Esitlik (3.4)’te verilen her nokta ¢ifti i¢in Esitlik (3.2) ile Pliicker

koordinatlar1 hesaplansin. Ornegin, a, Ve a; noktalari igin
- - - 1T
[l% lllZ: lllg: _lzlz - l3l3: lllz: l1l3]
denklemi kullanilarak
- . — T
[l% lllZ: lllg: llll: lllZ: lllg]

seklinde basitlestirilebilir. Ayrica bu ifade de [; # 0 oldugunda projektif olarak
[ll: Lyl l_3]T noktasina denktir. Ayni hesaplamalar diger nokta ¢iftleri i¢in de

uygulanir. Boylece, RP® projektif uzayinda [1y: Ly: I3: [y: I l_3]T Pliicker koordinatlarina

sahip bir dogru elde edilir (Pottmann ve Wallner, 2001).
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y: L - RP® Klein déniisiimii RP3 uzayimndaki bir L dogrusunu RP® uzayinda bir
dogrunun Pliicker koordinatlar1 olan (ll, L1310, l_z,l_3)]R§ noktasina doniistiiriir. RP3

uzayindaki tim dogrular ile Pliicker kuadrigi arasinda birebir ve orten bir iligki vardir

(Pottmann ve Wallner, 2001).

Teorem 3.2. L = [ll: Llg: g e l_3]T € RP3 Pliicker koordinatlarinda tanimli dogru

olmak iizere herhangi bir x = [x,: x;: x,: x3]7 € RP3 noktas1 ancak ve ancak

[ 0 l_l l_2 Z3] X
_ll 0 l3 _lz x1

_ =0
|—lz —l3 0 l1| 2
l—l_3 lz _ll OJ x3

esitligini sagliyorsa L dogrusu iizerindedir. Ayrica, K = [ky: ky: k3 kq: ky: E3]T € RP3
bir bagka Pliicker koordinatlarinda tanimli bir dogru olmak tizere K ve L dogrular1 ancak

ve ancak

000 10 o'zl'

0O 0 0 01 O k2
===1/0 0 0 O O 1}|]|"s3
[lllzl3lllzl3] 1 0 O O 0 O ]El :O
0100 0 0|
0O 01 0 0 O i

_3_

matris ¢arpimini sagliyorsa kesisir (Selig, 2005).

3.2 Kuaterniyon Cebiri

19. yiizyilda W.R. Hamilton, SE(2) diizlemsel Oklidyen grubunun kompleks
sayilar araciligiyla olan temsilini SO(3) donmeler grubuna genisletmeye c¢alisirken
kuaterniyonlar ortaya ¢ikarmistir (Hamilton, 1866). Oncesinde, Vidinli Hiiseyin Tevfik
Pasa kuaterniyonlar1 tanimlama yolunda yol kat etmis olsa da (Hussein Tevfik Pacha,

1882) Hamilton bu genisleme i¢in kesin bir konsept saglamistir.
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3.2.1 Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar dort boyutlu vektor uzay1 tizerinde tanimlanmustir. Reel sayilar bu
vektdr uzayina ay € R — (ay,0,0,0)” € R* seklinde gémiiliidiir. U¢ boyutlu vektorler
de benzer olarak ay, € R - (0,0, a,,a3)7 € R* seklinde gomiiliidiir. Kuaterniyonlar
kiimesi H ile gosterilir. Kuaterniyonlar, asagidaki sekilde tanimlanan R*’{in standart bazi
kompleks birimli i, j, k ile

1=(1,0,0,0)7, i=(0,1,007,  j=(00107,  k=(0001T

tanimlidir. Baz vektorleri ¢garpma islemiyle asagidaki iliskiyi saglar (Hamilton, 1866):

2=j2 =k?®=ik=-1 (3.5

Kuaterniyonun baz vektorlerinin ¢carpim tablosu Cizelge 3.1°de verildigi sekildedir.

Cizelge 3.1 Kuaterniyon ¢arpim tablosu

! 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k -
i j K -1 i

k K i - -1

! Kuaterniyon garpma islemi

Bir g € H kuaterniyonu, ay, a, ay, a3 € Rve 1,1, j, k baz vektorleri olmak iizere

q= aO + C(li + azj + a3k (36)
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bi¢iminde ifade edilir. Burada, a, kuaterniyonun skaler veya reel kism1 a = a;i + a,j +
a;Kk ise kuaterniyonun vektorel veya imajiner (sanal) kismi olarak adlandirilir (Hamilton,
1866).

g=aqp+qitajtak=aqp+a ve p=c¢tgitgjt+tgk=c+c
kuaterniyonlarinin ¢arpimi Esitlik (3.5) ile tanimli baz vektor ¢arpma islemiyle asagidaki

sekildedir (Selig, 2005):

aqp = (ao + Clli + Clzj + (13k)(C0 + Cli + Czj + C3k)
= QpCo + aocli + CloCZj + (10C3k + C[1C0i + C[zCOj + C[3C0k (3 7)
—ay¢; — ay¢; — azcz + (azc3 — azcp)i — (a363 — az¢y)j

+ (a1¢, —ay¢)k = ap¢p + apc + cpa — (a,c) +a x ¢

Kompleks eslenige benzer sekilde Esitlik (3.6)’da tanimlanan bir g
kuaterniyonunun kuaterniyon eslenigi q* € H kuaterniyonun vektorel kisminin eksi ile

carpilmastyla

q* = Clo - a1i i azj - a3k (38)

tanimlidir (Selig, 2005).

Carpim durumunda olan iki kuaterniyonun eslenigi (pq)* = q*p* Ozelligine
sahiptir.

Kompleks sayilara benzer sekilde kuaterniyon normu Esitlik (3.6) ile verilen bir

kuaterniyonun Esitlik (3.8) ile verilen eslenigi ile ¢arpimidir:

lall = Vaq* =\/a3+a§+a§ + a2 (3.9)

ve reel bir sayidir (Selig, 2005).
Esitlik (3.9) ile ifade edilen normu 1’e esit olan kuaterniyonlar birim kuaterniyon

olarak adlandirilir. Birim kuaterniyonlar (a;, ay, a3)” € R3 bir birim vektdr olmak iizere
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q = cos 0 + sin 6 (a;i + a,j + azk) (3.10)

seklinde yazilabilir (Selig, 2005).

Bir kuaterniyonun tersi

(3.11)

formuliiyle hesaplanir (Selig, 2005).

Cizelge 3.1°den de goriildigi tizere Esitlik (3.7) ile tamimlanan kuaterniyon
carpma islemi komutatif degildir. Esitlik (3.11)’de tanimli ters islemiyle kuaterniyonlar
(H, +, ®), reel sayilar tizerinde dort-boyutlu bir bolme cebiri tanimlar, bu yiizden bélme

(division) halkasidir (Selig, 2005)

3.2.2 Dual Kuaterniyonlar

19. yilizyilin ortalarina dogru Clifford, dual sayilar olarak adlandirilan bir cebir
gelistirmistir (Clifford, 1873). Study, SE(3) kat1 cisim transformasyonlar grubu temsili
icin kuaterniyonlari dual kuaterniyonlara genisletmistir (Gfrerrer, 2000).

Bir dual say1 a + eb seklinde yazilir. Burada, a,b € R ve €, €2 =0 sartim
saglayan dual birimdir (Veldkamp, 1976).

Dual sayilar kiimesi, sifirin bolenleri eb (b € R) sayilarina sahip olan degismeli

bir halkadir. x; = a; + €b; Ve x, = a, + €b,, a, # 0 ise x; /x, bolimiiniin

X, a,+eb, a,

X a, +eb a b ab
== 1——1+e<1 12) (3.12)

oldugu kolaylikla goriilmektedir. Diger tiim durumlarda, bolme islemi belirsizdir. Bir x =

a + €b dual sayisinin tersi

x_l = — —€c— (313)
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olarak hesaplanir. Diferansiyellenebilir bir f fonksiyonu igin Taylor agiliminin

uygulanmasiyla

f(x) =f(a+e€b) =f(a)+ebf'(a) (3.14)

esitligi elde edilir. Ikinci tiirev ve sonrasindaki terimler dual bilesen €2 = 0 bagintisin1

sagladigi icin sifira esit olurlar. Bu kuralin trigonometrik fonksiyonlara uygulanmasiyla

sinx = sin(a + €b) = sina + eb cos a,

cosx = cos(a + eb) = cosa — ebsina,

tanx = tan(a + eb) = tana+6C

)

os?a

cotx = cot(a + €b) = cota — e ——
sin? a

acilimlar elde edilir (Veldkamp, 1976).
Bir © € DH dual kuaterniyonu, p =ay+a;i+ayj+azk € H ve b =¢y, +

¢ + ¢z + sk € H olmak tizere
D={p+ed eDH | p,b€H, €2 =0} (3.15)

ile gosterilir. Burada, p dual kuaterniyonun reel kizsmi ve d ise dual kuaterniyonun dual
kismi olarak adlandirilir (Veldkamp, 1976).

Dual birim e tiim i, j, k kompleks birimlerle degismelidir. Dual kuaterniyonlar
kiimesi DH ile gosterilir (Selig, 2005).

Dual kuaterniyonun baz elemanlarinin ¢arpim tablosu Cizelge 3.2°de verildigi
sekildedir. Dual kuaterniyonlarda ¢arpma islemi Esitlik (3.7)’de tanimli kuaterniyon

carpma islemine €2 = 0 kuralin1 dahil ederek uygulanur.
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Cizelge 3.2 Dual kuaterniyon ¢arpim tablosu

®! 1 i j k € ei €j ek
1 i j k € €l €) ek
i i -1 k —j —e€i —€ ek —€j
j j k -1 —i €j ek —€ —ei
k k j —i -1 ek €j —ei —€
€ € €l €j ek 0 0 0 0
€l €l —€ ek —j 0 0 0 0
€j €j ek —€ —i 0 0 0 0
ek ek €j —el —€ 0 0 0 0

! Dual kuaterniyon ¢arpma islemi

Q =p; +€d, € DH ve P = p, + €d, € DH dual kuaterniyonlarinin ¢arpimi

QP = (p; + €dy)(p, + €dy) = pyd; + €(p1d, + dydy) (3.16)

olarak tanimlanir. Q ve B dual kuaterniyonlarinin i¢ ¢arpimi Ve vektérel ¢arpimi

2(Q,P) = QP* + PY’ 29 %P = QP - PQ (3.17)

olarak tanimlanir (Selig, 2005).
Kuaterniyonlardan farkli olarak dual kuaterniyonlarda iki tiir eslenik tanimlidir.
Esitlik (3.15) ile tanimlanan bir dual kuaterniyonun kuaterniyon eslenigi reel ve dual

kisim olan kuaterniyonlarin esleniginin alinmasiyla

D =p" +ed” (3.18)

tanmimlidir. Esitlik (3.15) ile tanimlanan bir dual kuaterniyonun dual eslenigi ise dual

kismin eksi ile ¢arpilmasiyla
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tamimlidir (Selig, 2005).
Kuaterniyon normu gibi dual kuaterniyon normu eslenigi ile carpimidir. p = ay +

ai+aj+azk eHved =c¢y+ i+ ¢yj + sk € H olmak iizere
D] = DD* = (p+ ed)(p* + €d*) = pp* + €(pd* + dp*) (3.20)
= a% + a% + a% + a% + 2€(a0C0 +a.¢0 +aycy + a3C3)
= |Ipll + €(p, )
ve ||D|| € D dual bir sayidir (Veldkamp, 1976).

Carpim durumunda iki dual kuaterniyonun normu, kuaterniyon eslenigi ve dual

eslenigi

1B = lIQIBI, @P) =P'Q°,  (QP)e = QAP

ozelliklerine sahiptir.

Esitlik (3.21)’de ifade edilen normu 1’e esit olan dual kuaterniyon noktalari

DIl=1 = lpll=1 & {p,d) =0 (3.21)

birim dual kiire olarak adlandirilir (Veldkamp, 1976).

Birim dual kiire kuaterniyon ¢arpim islemi ve dual kuaterniyon ters islemiyle
beraber bir grup tanimlar (Selig, 2005).

R5’deki bir dogru (p, d) dual vektér gifti ile belirlenebilir. p ve d vektdrlerinin

bilesenlerine s6z konusu dogrunun normlanmis dogru Pliicker koordinatlar: denir

(Hacisalihoglu, 1983).
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3.3 Study Kinematik Doniisiimii

Study kinematik doniisiimiiniin temel fikri, SE(3) Oklidyen yer degistirmeler
grubunu tanimlamak i¢in bir nokta modeli olusturmaktir. Bu doniisiim, Oklidyen yer
degistirmeler grubu ile RP” yedi boyutlu reel projektif uzayinda bulunan 6zel bir kuadrik
(3-boyutlu bir 'ideal' noktalar diizlemi harig¢) arasinda birebir eslesme saglar (Gfrerrer,
2000).

Bir yer degistirme matrisi

11 Tiz T3 ty
21 Tz T30 €S0(3), t= |t
31 T3z 133 i3

_J[R t _ 3
D=1, 1]eSE(3)|R_ eR

olmak tizere, bunun Study kinematik doniisiimii altindaki goriintiisii yedi boyutlu
projektif uzayda bir g = [po: p1: py: p3: do: dy: dy: d3]T noktasidir. Bu noktanin ilk dort
koordinatlari agagidaki oranlarm en az birinden elde edilebilir (genellikle aynidirlar):
Po:P1:P2:P3 = 1 + 711 + 79 + 7331735 — 123:7T13 — 1311721 — T2
=T3p — T3t 141 —Top —T33:7pq + 1120731 — 113 (3.22)
=113~ T31iT12 12001 =11 + 15 + 1330735 + 123

=Ty —TyiT3q F 13Ty + 13l — 1y — 1y + 7133

Bu noktanin son dort koordinatlari ise

1
dy = > (t1p1 + tap2 + t3p3),
1
d, = 5 (t1po — t3p2 + t2p3), (3.23)
1
d, = 5 (t2po + t3p1 — t1D3),

1
d; = 5 (t3po — t2p1 + t102),
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esitlikleriyle verilir.
3.3.1 Study Kuadrigi

Dual kuaterniyon temsili kullanilarak, kati cisim hareketler grubunun elemanlari
alt1 boyutlu projektif kuadrigin noktalar1 olarak diisiiniiliir (3-boyutlu bir ‘ideal’ noktalar
diizlemi hari¢). Eger kati cismin belirli bir pozisyonu baslangi¢c pozisyonu olarak
sabitlenirse, cismin diger tiim pozisyonlari, baslangi¢ konfigiirasyonunu mevcut
konfigiirasyona gotiiren tek bir doniisiimle tanimlanabilir. Esitlik (3.22) ve Esitlik (3.23)
denklemleriyle tanimlanan bir ¢ = [pg: p1: P2: p3: do: dy: dy: ds]T € RP7 noktasi igin

Podo + p1dy + p2d; + p3ds

1 1
= Epo(tﬂ?l + t,p; +t3p3) — §P1(t1po — t3py + tap3)

1 1
5Pz (t2po + t3pr — t1p3) — 5Ps (t3po — t2p1 + t1D2)
=0

iliskisi elde edilir. Boylece, Study kinematik déniisiimii bir D € SE(3) Oklidyen yer
degistirmesini RP” uzayimnda Esitlik (3.24)’te verilen kuadratik form ile tanimlanan bir
kuadrige doniistiiriir:

Study kuadrigi, RP” uzaymda
Podo + p1dy1 + p2d; + p3ds = 0. (3.24)

denklemiyle tanimlanir ve § ile gosterilir. Esitlik (3.24), Esitlik (3.20)’de tanimlanan bir
dual kuaterniyonun normunun dual kismina denktir (Selig, 2005).

Po = P1 = P2 = p3 = 0 3 —boyutlu uzay1 harici iirete¢ (exceptional generator)
olarak adlandirilir ve Study kuadrigine dahil degildir (Selig, 2005). Harici iiretecteki
noktalar Oklid yer degistirmelerini temsil etmez ciinkii bu degerler i¢in Esitlik (3.10)’da
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tanimlanan Euler parametreleri sifira esit olur. Sekil 3.1’de sematik olarak Study kuadrigi

ve harici tireteg gorsellestirilmistir.

Sekil 3.1 Study kuadrik semasi (kirmizi kisim harici iireteci temsil eder)
Kuaterniyonlarda i¢ ¢arpim islemini tanimlayan
pd*+dp* =0 (3.25)

denklemi yardimiyla da Study kuadrigi tanimlanir. Study kuadriginin Hilbert polinomu:

10 x° 47x8 x7  2243x® = 49x5 = 121279x* = 2963x3 = 121883x% = 709x

X
+ ++ +=+ 1.
302400 7560 20160 42 14400 72 60480 + 756 + 25200 + 210 +

Polinomun derecesi yani kuadrigin derecesi ondur. Kuadrigin projektif boyutu ise
polinomunun derecesinin faktdriyeli ile polinomunun bas katsayisinin ¢arpimi
formiilityle hesaplanarak 12 olarak bulunur. Bu donisiimler, alti boyutlu projektif
kuadrik olan Study kuadrigi S\E (3-boyutlu diizlem iizerindeki ideal noktalar harig)
iizerindeki noktalardir. Ideal noktalar diizlemi E: p, = p; = p, = p3 = 0 diizlemidir.
Hareket geometrisinde, Study kuadrigine ek olarak bagka bir 6nemli kuadrik de

tanimlidir. Bu kuadrik

22



pé+pi+p5+p5=0 (3.26)

olarak tanimlidir ve null koni olarak adlandirilir. V" ile gosterilir (Selig, 2005).
NV, tam olarak normu dual olan dual kuaterniyonlari icerir. Karmasik degerler de
dikkate alindiginda null konisinin harici iiretegten farkli oldugu unutulmamalidir. Harici

irete¢ E tam olarak V" null konisinin reel noktalarindan olusur.

3.4 Hareket Geometrisi

Ofset (paralel) egriler: Parametrik olarak temsil edilen bir (f(t),g(t)) baz

egrisinden bir d uzaklikta olan paralel egrinin iki kolu,

14

x:fig—,
/flz +gIZ
fl
y=gt

e
f

olarak verilir. Burada, f' = % veg' = %’dir (Weisstein, 2021). Ofset (paralel) yiizeyler

de benzer bir tanima sahiptir.

Tamim 3.3 (Rasyonel egri). a: [a, b] » R", a(t) = (a1 (1), ay (1), ...,an(t)) egrisi igin

eger

a, (t) a,(t) an(t)
m’QZ(t) =TS "'an(t) = bn(t)

“®= NGE

olacak sekilde ebob(ai(t),bi(t)) =c¢;, ¢; €R kosulunu saglayan a;(t),b;(t)
polinomlar1 mevcut ise a(t) € R™ egrisine n —boyutlu rasyonel polinom egrisi denir

(Fulton ve Weiss, 1969).
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Ornek 3.4. Merkezi orijin olan birim ¢ember x = cos@ ve y = sin6 denklemlerini
saglayan tiim noktalarin geometrik yeri olarak tanimlanabilir. Burada x, y g¢ember
tizerindeki herhangi bir noktanin koordinatlaridir ve 6 parametresi g¢emberin

merkezindeki noktanin x —ekseniyle taradig1 agidir. Cember denklemi rasyonel formda

. . . , . 0 ,
trigonometrik yerine koyma yontemi yardimiyla t = tan 2 olmak tizere,

(©) = 2t
=T e
© = 1-t?

YW =1 e

olarak yazilir.

Bir hiperbol normal formda

xZ 2
-2 =1
a? b?

denklemiyle yazilir. a ve b sirasiyla asal eksen ve yedek eksen olarak adlandirilir. Burada
hiperbol x = asecf ve y = btan 8 denklemlerini saglayan tiim noktalarin geometrik
yeri olarak tanimlanabilir. Burada, sec@ = 1/ cos 8 ve tan 6 = sin 8 / cos 8 olmak iizere

trigonometrik yerine koyma yontemiyle

1+ t?

x(t) =a 0
(t)—bl_tz
Y N 2u

rasyonel formunda yazilabilir. Diger taraftan hiperbol xy = 1 denklemiyle de verilebilir.
Bux=tvey= % olarak parametrelendirilen rasyonel egridir.

Ayni sekilde bir elips

x2 y2

a? b2
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denklemiyle yazilir. Burada elips x = a cos 8 ve y = b sin 8 denklemlerini saglayan tim

noktalarin yeri olarak tanimlanabilir. Oyleyse elips konik kesiti

©) = 2t
X =ar e
42
t)=>»
y(®) 1+ t?

rasyonel formunda yazilabilir. Béylece, cember, elips ve hiperbol egrileri polinom egrisi

degil rasyonel egrilerdir.

Teorem 3.5. Rasyonel bir egrinin ancak ve ancak sonsuzda bir tek noktasi varsa polinom

egrisidir (Abhyankar, 1988).
Ornek 3.6. Cember egrisinin sonsuzda iki noktasi oldugu i¢in bir polinom egrisi olmas1
miimkiin degildir.

Oncelikle, sonsuzdaki noktalarin hesaplanmast igin baz1 temel bilgiler verilsin. R?
uzayinda bir u noktas1 homojen koordinatlarda

[ul={rveR? | v=2Au1eR\{0}}

seklinde verilir. Bir boyutlu RP? projektif uzay1r R\ {0}‘mn = iliskisine gore denklik
smifidir (Richter-Gebert, 2011):

uxv:e 3ILeR\ {0} oylekiv = Au

RP? projektif uzaymm noktalari bir reel projektif dogrudur. Reel projektif dogru, Sekil

3.2°de gorsellestirilmistir.
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RZ

R Xg=1

v

X1

Sekil 3.2 Reel projektif dogru

R? uzayinda bir (x,, x;) noktas: projektif uzayda

noktasina eslesir. (a, b) merkezli p yarigapl gember denklemi

(x-—a)?+(y-b)?=p’

seklinde tanimlanir. Cemberin sonsuzdaki noktalarin1 hesaplamak i¢in homojen

koordinatlarda yazilsin:

esitligi agik formda

x? —2axy + a?x3 + x2 — 2bxy + b%x2 — p?x¢ =0 (3.27)
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yazilir. Cember egrisinin sonsuzdaki noktalari Esitlik (3.27)’nin x, = 0 degeri igin

bulunan
xi+x2=0 (3.28)

noktalar kiimesidir. (3.28) (x; +ix,)(x; —ix,) = 0 olarak carpanlarina ayirilir.

Xo
X1
X2

olarak bulunur. Boylece, cember egrisi sonsuzda iki tane (0,1,i)T ve (0,1,—i)T

Buradan,

0
1
ti

noktalarina sahiptir.
Ornek 3.7. Parabol egrisi sonsuzda tek noktas1 oldugu i¢in bir polinom egrisidir.

Parabol egrisi y = a(x — h)? + k olmak iizere paraboliin sonsuzdaki noktalarini

hesaplamak i¢in homojen koordinatlarda yazilsin:

esitligi acik formda

ax? — 2ahxgx; + ah®x3 + kxg —x, =0

olarak yazilir. Polinom egrisinin sonsuzdaki noktasi x, = 0 degerine karsilik gelen

noktadir:

ax? —x, =0

esitliginden bir (0: x;: ax?)T noktas: olarak hesaplanur.
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Tamim 3.8 (Oskiilator diizlem). a: I — R3 bir diferansiyellenebilir egri, P, Q ve R egri
tizerinde, Q — P, R — Q olan ii¢ nokta olsun. P’de belli olan PQ, QR vektorlerinin
gerdigi diizleme egrinin P = a(t,) noktasindaki oskiilator diizlemi denir. Teget diizlem
olarak da adlandirilir. @(s) yay uzunlugu ile parametrelendirilmis egri, t(s), n(s) ve b(s)
egrinin sirasiyla teget, normal ve binormal vektorleri olmak iizere sirasiyla teget diizlem

denklemi, normal diizlem denklemi ve rektifyen diizlem denklemi

det(X — a(s),t(s),n(s)) = 0 veya

(3.29)
(X —a(s),b(s))=0

det(X — a(s),n(s),b(s)) = 0 veya (3.30)
(X —a(s),t(s))=0

det(X — a(s), b(s), t(s)) = 0 veya (3.31)

(X —a(s),n(s))=0

ile tamimlanir (Karakas, 2024).

Bir cismin bagka bir cisme gore olan konumunu incelemek amaciyla, her bir cisme
bir koordinat ¢atis1 baglanir. Bu durumda, biri sabit F catisina, digeri ise hareketli M
catisina baglanmis olarak varsayilir. Koordinat transformasyonu, D: F — M, bir cismin
M'de olgiilen koordinatlarin1 F ¢atisindaki koordinatlara ceviren bir islem olarak

tanimlanir ve bu transformasyon,
X=Ax+d
denklemi kullanilarak gergeklestirilir. Burada; x, noktanin M c¢atisindaki konum

vektoriini, X ise F catisindaki konum vektoriinii temsil eder. Koordinat

transformasyonlari, homojen matrisler yardimiyla

[il=[5 3%
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formunda tanimlanir. A, donme operatorii olan bir ortogonal matris ve d ise Oteleme

vektoriidiir (McCarthy, 1990).

Tamm 3.9. 0(n, R), n —boyutlu ortogonal grup, n X n ortogonal matrislerin ctimlesidir

ve
O(n) ={A| A €GL(n,R),AT = A71}

kiimesi olarak tanimlanir. Bir ortogonal matrisin determinanti ya 1 ya da —1'dir ve bu
nedenle ortogonal grup iki bilesene sahiptir. Grubun birim eleman1 olan birim matrisi

iceren bilesen ozel ortogonal grup SO(n) olarak adlandirilir ve
SO(n) = {A| A € GL(n,R), AT = A~!,det A = 1}

kiimesiyle tanimlanir. SO(n)’in grup etkisi n —boyutlu uzayda orijin etrafinda donme
hareketidir. Ayrica, n —boyutlu R™ uzayinin kati cisim yer degistirmeler grubu uzayimn

Oklidyen grubu olarak tanimlanir. Bu grup
SE(n) = { ‘g ﬂ | A€S0(n),te R"}

ile gosterilir (McCarthy, 1990)

Tamm 3.10 (Rasyonel hareket). Rasyonel hareket, yalnizca rasyonel yoriingelere sahip
olan harekettir. Dual kuaterniyonlar yonlii oldugundan (iki yon ayni hareketi verir), Mod
{£1}’e gore birim normlu dual kuaterniyonlar grubu SE(3) kati cisim yer degistirmeler
grubuna izomorfiktir. SE(3) kati cisim yer degistirmeler grubunun dual kuaterniyon

modelinde rasyonel hareket Study kuadrigi tizerinde bir egri ile tanimlanir (Selig, 2005).
Tamim 3.11 (Hareket polinomu). Bir ® = p + €bd dual kuaterniyon polinomu normunun

dual kismi pd* + dp*ile tanimli olan Study sartin1 sagliyorsa ve normunun reel kismi

pp* # 0 oluyorsa hareket polinomu olarak adlandirilir (Selig, 2005).
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Nokta-dogru-diizlem hareketi: D ={p+¢ed € DH | p,d € H, pd* + dbp* = 0}
hareket polinomunun asagidaki sekilde

X={xo+ey | x, €ER, y € R3} (3.32)
L={l+¢€l | leR? 1eR3} (3.33)
E={x+ey, | x€RS yo € R} (3.34)

sirastyla Esitlik (3.32) ile tanimlanan X noktasina (veya vektoriine), Esitlik (3.33) ile

tanimlanan L dogrusuna ve Esitlik (3.34) ile tanimlanan E diizlemine etkileri asagidaki

sekilde verilmistir (Selig, 2000)

D XD 1= (p—ed)(xg+ ey)(p+ed)?

(p — ed)(xo + €y)(p + €d)” (3.35)
4 pp*
D LD =(p—ed)(I+€l)(p —ed)™? (3.36)
(»— eb)(l + Ei)(p — €d)”
- pp*

DEDT=(p—ed)(x+e€y,)(p+ed)?

_(p—eD)(x+eyy )+ ed)’
pp*

(3.37)

Dogru ve diizlem hareketinin ispatlar1 sirasiyla 5.1 ve 6.1 boliimlerinde

verilecektir.

3.5 Regle Yiizeyler ve Zarf Yiizeyler

3.5.1 Regle Yiizey

Tanmim 3.12 (Regle yiizey). E3 Oklid uzayimda bir r dogrusunun bir kurala bagli olarak
hareketiyle olusan yiizeye regle (kuralli) yiizey denir (Karakas, 2024).
Ug boyutlu E® Oklid uzay1 standart koordinatlarinda bir regle yiizey
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s(u,v) =alu)+vr(u), uel,LveR

parametrik gosterimine sahiptir. Burada, a(u), a(u) # 0 regiiler egrisi dayanak egrisi ve
r(u) # 0 vektor alan1 dogrultman olarak adlandirilir. Yiizey bir parametreli dogrular
ailesini igerir: s(uy, v) sabit bir u, degeri i¢in R(uy) dogru iiretecini temsil eder (Do
Carmo, 1976; Karakas, 2024).

Genel anlamda bir regle yiizey, uzayda hareket eden bir dogru tarafindan tiretilir

(Karakas, 2024)

Tamm 3.13 (Regle yiizeyin dual gosterimi). R = % + €y = R(xy, Xy, X3, Y1, V2, V3)

dogrusunun (xq, X5, X3; ¥1, V2, ¥3) homojen olmayan alt1 koordinatlar1 arasinda

{xlz +x:4+x5=1
X1Y1 + %Y, + x3y3 =0

bagintilarindan baska

F(x1,%2,%3;¥1,¥2,¥3) =0
D (x1,%2,X3; Y1, Y2, ¥3) =0
Y (x1, X2, X3, Y1, Y2, Y3) = 0

bagintilar1 da varsa X dogrusunun parametre sayisi birdir. Study tekabiiliine uyan

bagimsiz bir parametreye bagl (o) sayidaki X dogrularinin climlesine regle yiizey denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Bir regle yiizey, bir u parametresine bagli R = R(u) birim dual fonksiyon olmak

uzere

R=r()+er(u) =r(u) + e(a(u) X r(u)) (3.38)
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seklinde de yazilabilir. Bu birim dual vektdr, birim dual kiire {izerinde bir R dual egrisi
cizer. Bu egriye R3’te bir regle yiizey karsilik gelir. R dual egrisine regle yiizeyin dual
kiiresel resmi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Bir bagka deyisle, RP*’te bir R = R(u) dogrular ailesi eger R, Klein goriintiisii
Klein kuadrigi lizerinde bir R, () egrisiyse bir regle yiizey olarak adlandirilir. Yiizeyin
diferensiyellenebilirlik sinifi R, ’nin diferensiyellenebilirlik siifi olarak tanimlanir.
R(u) dogrular yiizeyin iirete¢ dogrularidir (Pottmann ve Wallner, 2001).

Eger R bir regle yiizeyse dogrularinin birlesimi RP3 uzayindaki noktalarmn bir iki-
yiizeyi olarak bir parametrizasyona sahiptir. R’nin dogrularinin u € D (D, bir aralik veya
projektif dogrudur) ile R(u) formunda parametrilendirildigi varsayilsin. Eger, egriler

a(u) = a(w)R, b(u) = b(u)R Oyle ki a(u) Vv b(u) olarak segilirse
s:D XR - RP?, s(u,v) = ((1—v)a()+vbw)R
yiizeyin bir kisminin parametresidir ve

s:D x RP! - RP3
s(u,1p:41) = x(u, Ag: 1) R = (Aoa(u) + Alb(u))IR{

tim regle yiizeyi parametrize eder. r(u) = b(u) — a(u) vektorleri R(u) iiretecine

paraleldir ve tepe noktasi orijin olan koniyi tanimlar. Boylece regle yiizeylerin

parametrizasyonu

x(w,v) =alu)+vr(u), u€el, veR (3.39)

seklinde de yazilabilir (Pottmann ve Wallner, 2001).

Ornek 3.14. Bir dogru demetinin Klein goriintiisii Klein kuadrigi iizerinde bir dogrudur.

(/10(271;271) + Az(Pz:ﬁz))R, P1P1 = P2.D2 = P1.P2 + P2.01 =0 ile  parametrize
edilebilir. Bu sartlar (p;,p;) ve (p,, p,) koordinatlarinin Pliicker koordinatlarinda

kesisen iki adet dogrular oldugu anlamina gelir. Eger (1y: A4,) projektif dogrunun bir
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noktasiyla tanimlanirsa bu, bir c: RP! —» My egrisidir ve bir dogru demetinin Klein

kuadriginde kapali bir egriye karsilik geldigini gosterir (Pottmann ve Wallner, 2001).

Ornek 3.15. Kuralli kuadrikler iki farkli dogru ailesi tasir. Regulus, ii¢ boyutlu projektif
uzayda diizgiin bir kuadrik tizerindeki iki dogru ailesinden biri anlamina gelir. Regulusa
en temel 6rnek olarak donel hiperboloid verilebilir. Bir dogrunun eksen etrafinda donmesi
bir regulus olusturur. Ekseni iceren bir diizlemdeki yansima ikinci regulusu verir. Ayni
regulusun iki dogrusu kesisir ve farkli reguluslarin dogrular1 genellikle ideal bir noktada
(sonsuzda) kesisir. Bir regulusun Klein goriintiisii Klein kuadrigi lizerinde bir koniktir
(Pottmann ve Wallner, 2001).

Yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir a(s) uzay egrisi ve egrinin

t(s) teget vektori tarafindan olusturulan yiizeyin denklemi
r(s,v) = a(s) + vt(s) (3.40)

ile verilir. Olusan bu ylizey tanjant agilabilir yiizey olarak adlandirilir (Struik, 1950).
Acilabilir yiizeylerin hesaplamali dogru geometrisinde farkli bir tanimlamasi

vardir. Tanim 3.13’de Esitlik (3.24 ile ifade edilen Klein kuadriginin {izerinde olmasiyla

karakterize edilen regle yiizeyin eger tiirevi de Klein kuadrigi lizerinde bir egriyse bu

regle ylizeye agilabilir yiizey denir (Pottmann ve Wallner, 2001).
3.5.2 Zarf Yiizeyi

F(x,y,z) = 0 bir yiizey olsun. F(x,y,z, a) = 0 formunda verilen bir denklem
sonsuz sayida ylizey tanimlar, her yiizey a parametresinin bir degeriyle belirlenir. Bu tiir
sistemler yiizeylerin bir parametreli ailesi olarak tanimlanir. Ornegin, bir egrinin teget
diizlemleri boyle bir aile olustururlar.

k > 2 icin F, C*¥sinifindan olsun. Parametrenin a ve a’ degerlerine karsilik gelen

ve kesisimleri bir egri olan iki yiizey denklemleri

F(x,y,z,a") — F(x,y,z,a)

F(x,y,z,a) =0, 0

a —a
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seklinde yazilabilir. a’, a’ya yaklastik¢a bu egri

0F(x,y,z,a)

da 0

F(x,vy,z,a) =0,

denklemleriyle bir limit formuna ulasir. Boylece, tanimlanan bu egri a parametresine
karsilik gelen ylizeyin karakteristigi olarak adlandirilir. a degistik¢e bu karakteristiklerin
ve onlarin konumlarinin (locus) bir ailesi olusur. Denklem sisteminden a yok edilerek
elde edilen G(x, y, z) = 0 ylizeyine, 1-parametreli yiizey ailelisinin zarfi denir (Eisenhart,
1960; Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 3.16 (Bir parametreli dogru ailesinin zarfi). Bir S:{s(u) =0]|s(u) =

a(w)x + b(w)y + c(w), a(u), b(w), c(u) € C(R™, R)} dogrular ailesinin zarfi

() = s) 05w .41

ile tanimlanir. Sekil 3.3(a)’ da gosterildigi gibi dogru ailesinin zarfi bir parametrik egri

tiretir (Struik, 1950).

Tamm 3.17 (iki parametreli diizlemler ailesinin zarfi). Bir E: {f(u,v) = 0| s(u) =

a(u,v)x + b(u,v)y + c(u,v)z + d(u, v)} iki-parametreli yiizeyler ailesinin zarfi

0 0
e(w,v) =f(u,v)N ﬁf(u, v) N %f(u, V) (3.42)

ile tanimlanir. Sekil 3.3(b)’ de gosterildigi gibi ilgili diizlemler ailesini teget diizlemler

ailesi kabul eden bir parametrik yiizey iiretir (Struik, 1950).
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s(u) \ s(u)ns(u+h)

(
s(u+h) ‘

(a) (b)

Sekil 3.3 (a) Dogru ailesinin zarf egrisi (b) Iki parametreli diizlem ailesinin zarf yiizeyi

Ornek 3.18. Orijin merkezli birim kiire yiizeyinin parametrik ifadesi
r(u,v) = (sinu cosv,sinusinv, cosu)?

olarak yazilabilir. Bu Ornekte, birim kiirenin teget diizlemlerinin zarf ylizeyi
hesaplanacaktir. Birim kiirenin normal vektorleri ile teget diizlemlerinin normal
vektorleri lineer bagimli olmak zorundadir. Birim kiirenin ve teget diizlemlerin zarf
yiizeyinin normal vektorleri bulunup lineer bagimli olduklari gosterilecektir. Birim kiire

ylizeyinin normal vektorii

sinu cosv
f(u,v) =1, Xn, =sinu|sinusinv
cosu

vektoriine paraleldir. d € R olmak iizere birim kiire yiizeyinin teget diizlem denklemleri

E(u,v): sinucosv x +sinusinv y+sinucosu z+d =0

35



ile yazilir. Bu diizlemlerin zarf yiizeyi e(u,v) = E(u,v) N aa_uE (u,v) N ;—UE (u,v)

formiiliinden (x, y, z) igin ¢oziiliince

[ d(—1+ 2cos?u) cos v
X cos?u—1
yl _| d(=1+2cos*u)sinv

Flu,v) = [ cos?u—1
2d cosu

¥4

L sinu

olarak elde edilir. Birim kiirenin teget diizlemlerinin olusturdugu F (u, v) zarf yiizeyinin

normal vektori

1 -
2 cin2 2 _ 1
4d“ sin“ucosv (cos u 2)
(cosu —1)3(cosu + 1)3
g(u; v) = FE, XF, = 4d? sin? u sinv (Cos2 u— 7)
(cosu — 1)3(cosu + 1)3
2d? cosu (2cos?u—1)

i sinu (cos?u — 1)?

) 1 .
4d? sinu (cos2 u— 7) sinu cos v
= sinu sin v
(cosu — 1)3(cosu + 1)3
cosu

olarak hesaplanir. Yukaridaki hesaplamalarda goriildiigii tizere, birim kiire yiizeyinin

sinu cosv
normal vektord, f(u,v) = sinu [sin u sin v] ile teget diizlemler zarf yiizeyinin normal
cosu
et 4d? sinu(cos2 u—l) Sl_nu C?S v i basimlidir. S larak. biri
vektort, g(u, v) = (cos 1) (cos uany? | Sinu sin v | lineer bagimhidir. Sonug olarak, birim
cosu
sinu cosv
normal vektorleri n(u, v) = [sinu sin v | beklenildigi gibi ¢akisiktir.
cosu
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3.6 Pisagor Hodograf (PH) Egriler

Diizlemsel Pisagor hodograf egriler ilk defa 1990 yilinda Farouki ve Sakkalis
tarafindan ¢alisilmistir (Farouki ve Sakkalis, 1990). Ayn1 yazarlar, 1994 yilinda uzaysal
Pisagor hodograf egrilerini de ilk kez tanimlamislardir (Farouki ve Sakkalis, 1994). Bu
egrilerin tanim1 genelligi kaybetmeden herhangi bir n — boyuta ve egrinin rasyonel olma

durumuna genisletilebilir.
3.6.1 Pisagor Hodograf Egriler

Bir a:1 — R, a(t) = (ay(t), ay(t), ..., a,(t)) parametrik polinom (rasyonel)

egrisi eger polinom (rasyonel) hiza (hodografa) sahipse

la’ DI = a1(©)? + a5 (D) + -+ + an(®)? = a(8)? (3.43)

Pisagor hodograf (PH) egri olarak adlandirihir. Burada, o(t) € R[t] ve |.||,, R"
uzayinda standart Oklid normunu gosterir. Ayrica, h(t) = a'(t), a(t)egrisinin hodografi
olarak adlandirilir (Farouki, 2008).

3.6.2 Diizlemsel Pisagor Hodograf Egriler

Diizlemsel bir Pisagor hodograf egrisi i¢in gerek ve yeter sart hodografinin

asagida verilen teoremde ifade edildigi sekilde Pisagor iicliisii seklinde yazilmasidir.

Teorem 3.19. Ug tane reel a(t), b(t) ve c(t) polinomlar1 max[deg(a),deg(h)] =
deg(c) > 0 olmak iizere, a?(t) + b?(t) = c?(t) Pisagor kosulunu ancak ve ancak

u(t), v(t),w(t) € R[t] reel polinomlari cinsinden asagidaki formda ifade edilebilirlerse

a(t) = w®)[u?@) — v3(1)],
b(t) = 2w(t)u(t)v(t), (3.44)

c(®) = w(®O)[u®) + v2(®)],
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saglarlar (Kubota, 1972).

Teorem 3.20 (Diizlemsel Pisagor hodograf egriler). Bir a(t) = (al(t),az(t))

diizlemsel polinom egrisinin Pisagor hodograf egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ai(t) = a(t) = w(t)[u?(t) — v3(@®)],

(3.45)
ay(t) = b(t) = 2w(t)u(t)v(t)

formunda yazilmasidir (Farouki ve Sakkalis, 1990).
Bu diizlem egrileri bir baska sekilde kompleks sayilar yardimiyla tanimlanabilir.

Kisaca, bir z(t) = u(t) + iv(t) kompleks degerli fonksiyonun karesini alarak

z2(t) = u2(t) — v2(0) + i(2u(t)v(v)) (3.46)

elde edilir. Eger bu kompleks degerli fonksiyon Pisagor bagintisini saglayan h(t) =
(u2(6) — v2(t), 2u(t)v(t)) parametrik egrisi olarak yazilabilir (Farouki, 1994).

Ornek 3.21. Bir y = ax + b; a,b € R dogrusu bir parametrik polinom egrisi formunda

r(t) = (t,at + b) olarak yazilabilir. Bu egrinin hodografinin normu

r@)=0a)=|r@®=v1+a?€eR
bir sabit polinomdur. Bu asikar bir Pisagor hodograf egrisidir.

Ornek 3.22 . Bir y = x? parabol egrisi parametrik polinom formunda r(t) = (t,t?)

olarak yazilabilir. Bu egrinin hodografinin normu

r'(t) = (1,2t) = ||r'()]| =1+ 4t2
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bir polinom degildir. Pisagor hodograf egriler birim ¢emberi parametrize eder (gemberin
rasyonel parametrelendirmesi v(s) = (1 — s?2,2s) dyle ki ||B(s)|| = 1 + s?). Oyleyse,
r(t) s cinsinden yeniden parametrelendirilsin:

vi(s) = (=2s5,1—52)

olmak tizere

B, r' () =0= -25s+2t(1—5%) =0

=t =
1-s2

s 52

olarak bulunur. Béylece, T(S) = (E,m

),s € (—1,1) parabol egrisi bir Pisagor

hodograf egrisidir.

3.6.3 Uzaysal Pisagor Hodograf Egriler

yeter sart r'(t) = (x’(t), y'(t), Z’(t)) hodograf u(t), v(t), w(t) polinomlari cinsinden

x'(6) = u?(t) —v* () —w?(D),
y' () = 2u(®)v(t),

2(t) = 2u(O)w(t),

a(t) = u?(t) + v2(t) + w?(t)

(3.47)

formunda yazilmasiyla sunulmustur (Farouki ve Sakkalis, 1994).
Pisagor kosulunu karsilayan polinomlar igin farkli bir karakterizasyon

sunulmustur.
Teorem 3.23. Aralarinda asal a(t),b(t),c(t),d(t) reel polinomlar1 Pisagor sartini

a?(t) + b2(t) + c?(t) = d?(t) saghyorsa u(t),v(t),p(t),q(t) reel polinomlar:

cinsinden
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a(t) = u?(t) + v?(t) — p*(t) — ¢*(t),
b(t) = 2[u(®)q®) + v(O)p®)],
c(t) = 2[v(D)q () — u(®)p(t)]
d(t) = u?(t) + v*(t) + p*(t) + ¢*(t)

(3.48)

formunda yazilmalidir (Dietz vd., 1993).

Teorem 3.24 (Uzaysal Pisagor hodograf egriler). (3.48) yardimiyla uzaysal Pisagor

hodograf egrilerinin x’z(t) + y’z(t) + Z’Z(t) = ¢2(t) Pisagor 6zelligini saglamasi igin

gerek ve yeter sart hodograf bilesenlerinin

x'(t) = u?(t) + v () — p*(t) — q*(1),
y'() = 2[u(®)q®) + v(®)p(@)],
z'(t) = 2[v(t)q(t) —u(@®)p(®)]

a(t) = u?(t) +v? (@) +p*(t) + ¢*()

(3.49)

formunda yazilmasidir (Farouki, 2008).

(3.49) denklemindeki formun kuaterniyon modeliyle de ifade edilebildigi
gosterilmistir: Bir Pisagor hodograf egrinin hodografi

h(t) € H[t], Reel(h(t)) =0, h(t) h*(t) = d?(t) (3.50)

olmak tizere bir kuaterniyon degerli A(t) = u(t) + v(t)i+ p(t)j + q(t)k € H[t]
polinomunun herhangi bir noktaya etkisi, bu etki sonucunda bulunan noktanin normuyla

beraber (3.48)’de tanimlanan bir Pisagor dortliisii olusturur (Choi ve Han, 2002):

3A € H[t] oyleki h(t) = A(t)i A*(t). (3.51)
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Burada, h(t) kuaterniyon katsayili polinomunun {i,j, K} bilesenleri, h(t)
vektoriiniin - Oklid normu o (t) = u?(t) + v2(t) + p%(t) + q?(t) ile beraber r(t)

egrisinin (3.49) denklemlerinde tanimlanan hodografini verir.

h(t) = (W?(t) + v2(t) — p2() — () i
+ [u(t)q(t) + v(®)p(®)Dj (3.52)
+ 2[v()q(t) —u®)p(t)] )k

Baylece, r(t) = [ h(t)dt bir Pisagor hodograf egridir. Siitun vektdrii formunda h(t):

u?(t) + v2(t) — p*(t) — ¢*(®)
2[u®q ) + v(©p(t)] (3.53)
2[v(t)q () —u@®)p(t)]

olarak yazilir. Bu siitun vektorii A = u? + v? + p? + g2 yazildiktan sonra U € SO(3)

matrisinin ilk siitununu olustururur (Bottema ve Roth, 1979):

u? + v? — p? — ¢? 2[—uq + vp] 2[vq + up]
U:Z 2[uq + vp] u? —v? + p? — ¢* 2[—uv + pq]
2[vq — up] 2[uv + pq] u? —v? —p? +q2

Burada u, v, p ve q polinomlarina Euler-Rodrigues parametreleri denir. U matrisinin
birinci situnu i= (1, 0, 0) vektoriiniin goérintiisidiir. Diger siitunlar sirasiyla,

A()jA*(t) ve A(t)KA(t) vektorel kuaterniyonlarinin siitun vektorleridir. Daha sonra
AiA* = (u? + v? —p? — ¢»)i+ 2[uq + vp])j + 2[vqg — upDk

olarak hesaplanir. A = u + vi + pj + gk oldugundan uzaysal Pisagor hodograf egriler
r(t) = fc/lic/l* dt (3.54)
denklemi ile yazilir (Choi ve Han, 2002).
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3.6.4 Minkowski Pisagor Hodograf (MPH) Egriler

Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egri kavrami, Pisagor hodograf egriler
kavramini genisletir. Bu egriyi ilk kez Moon ortaya koymustur. Burada, Minkowski
Pisagor hodograf egrisinin diizlemsel bir alanin orta eksen doniisim (MAT) temsili i¢in
uygun oldugu gosterilmistir (Moon, 1999). Orta eksen doniisiimii bizi gemberlerin genel
zarfina tarafindan tanimlanir.

Bu béliimde, Minkowski R%* ve Minkowski R3! uzaylarindaki Pisagor hodograf
egriler tanimlanacaktir. Bu egriler sirasiyla diizlemsel alanlari ve kanal yiizeylerini

tanimlamak i¢in faydalidir.
3.6.4.1 Orta Eksen Doniisiimii

Orta eksen doniistimiiniin tanimlandig1 zarf formiilii tanim1 yardimiyla (Choi vd.,
1997) Minkowski Pisagor hodograf egrileri incelenmistir. Q bir reel diizlemsel alani
kaplayan maksimum yaricapl bir cemberler ailesi olsun. Q alaniyla tanimli ¢emberler

ailesi
(x—x(0) +(y-y®) -r2() =0, telcR (3.55)

ile gosterilsin. y(t) = (x(t),y(t),r(t)) egrisi, (x(t),y(t)) merkezli r(t) yarigaph
cemberlerin bilgilerini kodlayan egridir. Cemberlerin merkezlerinin olusturdugu egri
c(t) = (x(t),y(t)) olsun.

v (t) egrisine karsilik gelen Q alaninin sinir egrisi olan gemberlerin zarfi olan (t)

egrisi

r'(o)
o ) ;
W) = e0) + 10| ~ s T

(3.56)

PO+ YO 20
X2 + 20

N(t)
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ile wverilir. Burada, swrasiyla T(t) = (\/xlzé)(:ilz(t),\/xlzé)(filz(t)) ve N(t) =

(_ y'(® x'(t)
VxZO+y2@®) " Jx2®)+y"2(t)

1997).

), c(t) egrisinin teget ve normal vektorleridir (Choi vd.,

Tanim 3.25 (R*! uzayinda Minkowski Pisagor hodograf egriler). R>! uzayinda bir
y(t) = (x(t), y(t), r(t)) parametrik egrisinin hodografi eger Minkowski i¢ ¢arpimi

'O,y ()21 =x2() +y*(O) = 1"2(8) = 0*(D) (3.57)

bagintisini sagliyorsa bu egri bir Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egrisidir. Burada,

o (t) bir reel rasyonel polinomdur.

Oneri 3.26. R%>! uzayinda bir y(t) = (x(t), y(t),r(t)) polinom egrisi ancak ve ancak
dort tane u(t), v(t), w(t) ve z(t) polinomlar1 varsa ve y(t) egrisinin hodografinin

elemanlan

x'(t) = u?(t) — v3(t) + w?(t) — z%(t),

y'(6) = —2u(t)z(t) — 2v(t)w(b), (3.58)
r'(t) = 2u(®)w(t) + 2v(t)z(t), '
o(t) = u?(t) — v2(t) — w2(t) + z2(¢t)

denklemlerini sagliyorsa bir Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egrisidir.

Tanim 3.27 (R3! uzayinda Minkowski Pisagor hodograf egriler). R>! uzayinda bir
y(t) = (x(t), y(t), z(t), r(t)) parametrik egrisinin hodografi eger Minkowski i¢ carpimi

¥'(@®),y'(®))z1 =x"2() +y?(t) + 2"2(t) —r"?(t) = f£() + () (3.59)
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bagmtisini sagliyorsa bu egri bir Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egrisidir denir.
Burada, f;(t), f,(t) reel rasyonel polinomlardir.
Esitlik (3.59) ile tanimlanan egriler kiirelerin zarflar1 olan kanal yiizeyleri ile

iliskilidir. Kiireler ailesi

(x—x@®) +(—y®) +(z-20)" —r2(t) =0, telcR (3.60)

denklemiyle gosterilebilir. Bu Pisagor hodograf egriler smifinin, B-spline

parametrelendirmesi ile kanal yiizeyleri ile iliskisi incelenmistir (Bizzarri vd., 2023).

Oneri 3.28. R>! uzayinda bir y(t) = (x(t), y(t), z(t),7(t)) polinom egrisi ancak ve
ancak i = 1,2 igin sekiz tane u;(t), v;(t), w;(t) ve z;(t) polinomlar1 varsa ve y(t)

egrisinin hodografinin elemanlari

x' () = uf(t) —vi(t) —wi(t) +z{ () +ui () — vi(6) —wi(0) + 25 (D),
y' () = =2u; (D, (t) — 2wy ()21 (t) + 2ux (D v, (1) + 2w, ()2, (8),

z'(t) = =2u; (Owy(t) + 2v,(£) 21 (t) + 2u, (Dw, () — 2v,(8) 2z, (1),

r'(t) = —2uy (D uz(t) + 2v,(Ov2(2) + 2wy (D)w,(8) — 22, (£) 2, (2),

fi@®) =uf®) +vi@) + wi®) + 27 (8) —uz(t) — vi () — w3 (t) — 22 (D),
f2(t) = 2u; (£)2,(t) — 20, (O)w,(£) + 2wy (D) v, () — 221 (D uy(t)

(3.61)

denklemlerini sagliyorsa bir Minkowski Pisagor hodograf (MPH) egrisidir.

3.7 Pisagor Normal (PN) Yiizeyler

Pottmann ve Wallner (2001) regle yiizeylerin birinci mertebe 6zelliklerini regle
yiizeylerinin standart koordinat gdsterimiyle detayli bir sekilde sunmuslardir. Bu
boliimde, regle yiizey normali oncelikle standart koordinat gdsterimiyle tanimli olan
notasyonlarda daha sonra Pliicker koordinatlarinda tanimlanmistir. Ayrica, Pisagor

normal yiizeyine iligkin tanimlar verilmistir.
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Tamm 3.29 (Pisagor normal yiizey). Rasyonel birim normal vektdr alanina sahip bir
ylizey rasyonel ofsete sahiptir ve bu yiizeyler Pisagor normal yiizey olarak adlandirilir
(Pottmann, 1995b).

S:NCR?-R3Wwv) > Suv) (3.62)

parametrik yiizeyini ele alinsin. Yiizeyin normal vektor alani

S, XS,
=4 7 3.63
15, % 5,1 (369
denklemine esittir. Burada, ||.|| Oklid i¢ carpimim ve S, ve S, sirasiyla u ve v

parametrelerine gore kismi tiirevlerdir. Rasyonel (polinom) S yiizeyi N normal vektor
alan1 u ve v parametrelerine gore rasyonel ise Pisagor normal yiizey olarak adlandirilir.
Boyle bir yiizeyin ofset yiizeyi S; = S + dN,d € R ile verilen bir rasyonel parametrik
gosterime sahiptir (Pottmann, 1995b).

3.7.1 Regle Yiizey Normali

Bir yiizeyin teget diizlemi, ylizeyin kismi tiirevleri olan x,, = a + v ve x, = r

vektorleri tarafindan gerilir. Boylece bir x regle yiizeyinin yiizey normali

n(w,v) =x, X x, = a(u) Xxr(u) + v(f‘(u) X r(u)) (3.64)

ile verilir. n(u, v) # 0 oldugu noktalarda x(u, v) ylizeyi regiilerdir denir (Pottmann ve
Wallner, 2001).

Esitlik (3.39’da verilen kartezyen koordinatlarda x(u, v) = a(u) + vr(u), u €1,
v € R olarak parametrize edilen bir regle yilizey Pliicker koordinatlarinda Esitlik
(3.38)’de verildigi tizere
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_ r(w)

l(u)) B (a(u) X r(u))

RGw = (z‘(u)

seklinde parametrize edilebilir. Boylece, Esitlik (3.64)’deki yilizey normali Pliicker

koordinatlarinda

7(u) X r(u)
n(w) = <a(u) X r(w) x (F(w) x r(u)))' (3.65)

olarak yazilir. Buradan, asagidaki sekilde verilen a, b, c,d € R3 vektorlerinin vektorel

carpim formiilii

(axb)x(cxd)=]lab,d]c—[a,b,cld
[a,b,c] =det(a,b,c) =a.(b Xc)

yardimiyla normal vektdriin moment bileseni

a(w) x r(w) X (Fw) x r(w)
= [a(w), r(W),r)]r (W) — [a(w), r (W), 7 (W)]r(w)
- (a(u). (r(w) x r(u))) #(w) (3.66)
— (a(w). (r(w) x #(w)) ) r(u)
= — (a@). (r@w) x W) ) r@w)

olarak hesaplanir. Boylece, Esitlik (3.65)’te tanimlanan Pliicker koordinatlarinda regle

ylizey normali

7(u) x r(u)

n(w) = (— (4. (rew x #w)) r(u)) (3.67)

formuli ile verilir.
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3.7.2 iki Parametreli Hareketin Pisagor Normal Yiizey Olma Durumu

Katsayilar1 H kuaterniyonlar kiimesinden olan iki degiskenli polinomlar H[u, v]
ile gosterilen bir halka olustururlar. Bu halkanin elemanlar1 kisaca kuaterniyon

polinomlar1 olarak adlandirilir.

n n-i

A(u,v) = Zz puv’, A eH (3.68)

=0=

A, n. dereceden bir kuaterniyon katsay1li polinom olsun. A, ii¢ tane e;: R? > R3

e; = ”J;”, i =123, hy=AIA, hy = AjA", hs = AKA"

doniisiimiiyle birlestirilir. Bu ¢arpimlar vektorel kuaterniyonlardir ve e;. e; = &; ;, burada

8; j Kronecker delta fonksiyonudur.

n n-—i
Alu,v) = ZEAi,ju'v , A;; € H
i=0j=0
m+1m+1—-i
r(u,v) = 1 jutv/ (3.69)
i=0 j=0
m m-—i
g1(u,v) = z Bf u'v/, 1=12
i=0 j=0

olmak {iizere bir r yiizeyi Pisagor normal yiizey olsun. Oyleyse, bu yiizeyin teget
vektorleri 1, = @1hy + @,h, == g, Ve 1, = @3hy + @ h, == g, olmak iizere ylizeyin

Pisagor normal yiizey olmasi i¢in birim normal vektorii

AkA"

- 3.70
TAA] (3.70)

olmalhidir (Kozak vd., 2016).
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4. NOKTA HAREKETININ YORUNGESI VE PISAGOR HODOGRAF
EGRILER

Uzayda, bir r = (r—l,r—z r—3), r; € R[t], i =0,1,2,3 rasyonel egrisi homojen

To 7o ! 7o
koordinatlarda dort boyutlu bir vt = (ry : 1y : 1, : r3) polinomudur. r Pisagor hodograf
egrisi ise r’ rasyoneldir. Boylece, r egrisinin teget vektorii de rasyoneldir. Ortonormal
bazli normal ve binormal vektorler i¢in bu egri iizerinde rasyonel bir ¢ati1 tanimlamak
miimkiindiir. Bu catinin hareketi rasyonel bir harekettir. Pisagor hodograf 6zelligi
araciliiyla ilk ekseni daima teget vektor olan bir rasyonel hareket tanimlanabilir.

Bu boliimde amag, yoriingesi Pisagor hodograf egri olan gatili hareketi tanimlayan
bir rasyonel hareket polinomu bulmaktir. Hareketin verilen kiiresel goriintiisi
(oryantasyon) icin Pisagor hodograf yoriinge egrisi olusturacak oteleme faktoriinii
hesaplayan bir algoritma olusturmaktir.

Pisagor hodograf egriler, ¢atili bir rasyonel hareketin yoriingesi olarak
tanimlanacaktir. Notasyonlar, polinomlarin parametresi olan t parametresi yazilmadan,

ornegin; ay(t) = ay, p(t) = p seklinde gosterilecektir.
4.1 Bir Parametreli Rasyonel Hareket

Tamm 4.1. Bir hareket polinomu t = (¢, t,, t3)T 6teleme vektorii ve (pg, P, p3)T ekseni
etrafinda 6 kadar donmeye karsilik gelen (genelligi kaybetmeden p kuaterniyonunun

birim oldugunu varsayalim) Esitlik (3.10)’da Euler-Rodrigues parametreleriyle

tanimlandigi sekilde p = cosg + sing (p1i + paj + p3K) ile

x = {(ao + e%) p,a, € R[t],pt € ]HI[t]} 4.1

dual kuaterniyon katsayili x € DH([t] hareket polinomunu tanimlar. Bu hareket bir t
parametresine bagli ve bir noktaya etkisi olan ydriinge egrisi rasyonel ise x’e bir

parametreli rasyonel hareket denir (Selig, 2005).



Lemma 4.2. Esitlik (4.1) ile ifade edilen bir rasyonel hareket polinomu, Study sartini
ancak ve ancak kuaterniyon katsayili t polinomu imajinerse (vektorelse) saglar. Bu

yilizden vektor notasyonu ile gosterilmistir.

Ispat. x hareket polinomuna Esitlik (3.26) ile taniml1 olan Study sart1 uygulaninca

0 = (aop)(tp)” + (tp)(app)™ = agpp™t” + aptpp™ = aepp™(t+t*)

(4.2)
St+t =0t = —t
elde edilir. Boylece, t imajiner (vektorel) bir kuaterniyondur.
m
Lemma 4.3. Orijin noktasinin yoriingesi herhangi bir rasyonel parametrik egri
a = (a,a,a3), ai,az a3 € R[t]

olan rasyonel hareket

x =ayp +ed (4.3)

seklinde yazilir. Burada, @, € R[t] bir reel katsayili polinom ve p, d € H|[t] herhangi bir

kuaterniyon katsayili polinomdur ve Oteleme vektori t = tyi + t,j + t;k € Im(H][t])

olmak tizere d = %p formundadir. Burada a0 = — ai egrisidir.
0

Ispat. Yériinge egrisi boyunca dteleme, hareket polinomunun birinci faktorii (0{0 + E%)

tarafindan gergeklesir. Burada, t bir vektorel kuaterniyondur. Esitlik (3.35) ile taniml
dual kuaterniyonun noktaya etkisi, Esitlik (3.32) yardimiyla dual kuaterniyonlaray = 0
ve x, = 1 olarak gomiilii olan orijin noktas1 i¢in x hareket polinomunun etkisi tekrardan

xo = 1’e indirgenir. Burada, donmeye karsilik gelen p orijin noktasini invaryant biraktigi

icin gercekten de a@ = — ai oldugu goriiliir.
0
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Diger taraftan, Oncelikle ispat adimlarinda ihtiya¢ duyulacagindan Esitlik

(4.3)’deki hareket polinomuna Study sart1 uygulaninca

0 = (aop)d” + d(aop)” = agpd” + aydp” = ag(pd” + dp*)
olur. Buradan, pd* + dp* = 0 = dp* = —pd”, boylece dp* bir vektorel kuaterniyondur.
Esitlik (3.35) ile tanimli dual kuaterniyonun noktaya etkisi formuliiyle x hareket

polinomunun orijin noktasina etkisi

xe(1+€0)x™ = (app — ed)(aop + €d*) = agpp* + eap(pd” — dp”)

2 * * 2 * * (44)
= agpp” + 2eaopd” = agpp” — €agpp’t
homojen koordinatlarda ¢alisildigindan Esitlik (4.4) a2pp* ile boliinerek 1 — Edef’pi
0

olarak yazilabilir. Ayrica, Esitlik (3.32) ile tanimli olan dual kuaterniyonlarda nokta

tanim1 yardimiyla kartezyen koordinat sisteminde bu ifade a = —;ip*
0

egrisi olarak

*

bulunur. Boylelikle, x = (ao + E%) p Ve x = ayp + ed hareket polinomlar1 bir reel

*

. ; . , t 2d
polinom ¢arpanina gére denklerdir ve bu yiizden o = — —Vvea=—- pp
0 0

ayn1 hareketi

*

temsil ederler.

4.2 Rasyonel Pisagor Hodograf Egriler

Tamim 4.4 (Catilh hareket). Bir x = (ao + eé)p hareket polinomu i vektoriiniin p

kuaterniyonu altindaki pip* goriintiisii hareketin yoriinge egrisi a egrisine tegetse catili
hareket olarak adlandirilir (Choi ve Han, 2002).
Sekil 4.1°de anlik olarak catili hareket gorsellestirilmistir. Burada kirmizi renkli

olarak gosterilen vektdr a egrisinin teget vektoriidiir yani teget gostergedir.
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Sekil 4.1 Catili hareket

Teorem 4.5. Eger bir x = (ao + 6%) p hareket polinomu ¢atiliysa yoriinge egrisi a bir
Pisagor hodograf egrisidir. Ayni sekilde, o bir Pisagor hodograf egrisiyse buna karsilik

gelen bir x = (ao + 6%) p catili hareketi vardir.

Ispat. Tanim 4.4 yardimiyla bir C hareketi, yoriinge egrisinin birinci tiirevi olan o’

hodograf egrisi pip™ ile lineer bagimliysa ¢atilidir denir:
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o' = upip*, u € R[t] (4.5)

hodograf egrisinin normu

||| = llupip*|| = uy pip*(pip*)* = py/pip*(—pip*) = upp™ = o € R[t]

polinom bir ifade oldugundan a bir Pisagor hodograf egrisidir.

Ters olarak, a = (a4, @, @3) bir Pisagor hodograf egrisiyse egrinin hiz1 rasyonel

olmahdir: o' = %(— aio) = (a2 + a? + af?) olmak iizere, a egrisinin bir Pisagor
hodograf egri olma kabuliinden a;i + a3j + ask = pip* ve ||a'|| = ||pip*|| olacak
sekilde bir p € H[t] vardir. Boylece x = (ao + 6%) p aranan ¢atili harekettir.

O
Yukaridaki teorem, rasyonel Pisagor hodograf egrilerini tanimlayan iki esdeger

lineer denklem sistemi olusturulmasina izin verir:

Teorem 4.6. Rasyonel Pisagor hodograf egriler, x = (ao + eé)p hareket polinomu

altinda orijin noktasinin yoriingesi olarak asagidaki 6zdes sartlardan herhangi birinin

saglanmastyla karakterize edilebilir:

al. (aot’' —apt) X pip* =0,
a2. {(aot’ — agt, pjp*) = (aot’ — agt, pkp*) = 0.

Ispat. Teorem 4.5°deki Esitlik (4.5)’ten hareketle bu sartlarin x hareketinin catili

olmasina denk oldugu gosterilmelidir. x hareketinin orijin noktasina etkisinin yoriingesi

t ..
olan a = — — egrisinin hodografi
0
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olur. Boylece x ancak ve ancak ayt’ — ayt ve pip* lineer bagimliysa catilidir denir.

Oyleyse, agt’ —ayt = Epip*, v,u € R[t] olsun ve al ve a2 Onermelerinde yerine

konulsun:

al. (aot’ — agt) X pip” = —pip* X pip* = 0
a2. (aot’' — ajt,pjp*) = (%pip*,pipﬂ = %(pip*,pip*) = Zv—ﬂ(pip*(pip*)* +

mwwmﬂﬂ=%m¢@ﬁrﬁﬂf)=ﬁmf@&—kMﬂ=0

Ayni sekilde, (aot’ — agt, pkp*) = 0 olarak ispatlanir.

Ornek 4.7 (Polinom Pisagor hodograf egri). x=(a0+e§)p hareket

polinomunda ay, =1 ve p =21t?+ 21t — 142 + (—21t — 63)i + (42t — 34)j +
(—42t + 94)Kk olarak alinsin. Teorem 4.6 ile belirtilen dnermedeki algoritma yardimiyla

t kuaterniyonun derecesi bes olarak belirlenmek tlizere ¢6ziimlerinden biri

t=-—19i4-19j-11k4—(—1555510i4-2465320j4—2365000k)t
377 441 441 441
6490 31460 5500 \
4'(_ 7 'T 721 VT3 k)t
45100 2200 7480 Y\ . _ _ \
( TR T k)t + (—55i + 110j + 110Kk)¢t
_ 22it5

olarak hesaplanir. Boylece, x hareketinin orijin noktasina etkisi olan yoriinge egrisi

o= (22t5 + 55t — 45100 t3 + 6490 t2 + 1555510 t+ 19 110t* + @ﬂ
63 7 441 3’ 63
31460 2 2465320 . 16 110s% 4 7480 5y 5500 2
21 441 7’ 63 3
2365000 T
——ar ¢ 11)
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bir polinom Pisagor hodograf egrisidir, dyle ki egrinin hodografinin normunun karesi

|2 = (o, &) = %(tz — 4t + 5)2(21t% + 126t + 325)% = 02(t), o(t) € R[t]

ve o(t) = %(t2 — 4t + 5)(21t? + 126t + 325) olmak iizere reel bir polinomun

karesidir.

Ornek 4.8 (Rasyonel Pisagor hodograf egri). x = (ao + 6%) p hareket polinomunda

ay =t3 ve p = t? — ti — tj + K olarak alinsm. Teorem 4.6 ile belirtilen énermedeki
algoritma yardimiyla t kuaterniyonun derecesi bes olarak belirlenmek iizere

¢Oziimlerinden biri

t= 3 9kt+( 9'+9')t2+(5' 1. 4k)t3+( 9'+9')t4 9kt5
~T3'7g 3! 7' 75173 ') Ty
3
_ZitG

olarak hesaplanir. Boylece, x hareketinin orijin noktasina etkisi olan yoriinge egrisi

2 T
(215 + 63¢* — 203 + 63t2 + 21 18t7 + 5t — 18 27¢% 4 16¢% + 27
*= 14¢3 ’ t ’ 6t2

bir rasyonel Pisagor hodograf egrisidir, 6yle ki egrinin hodografinin normunun karesi

_ 81(t2+1)6 _
T 48

9(t2+1)°

2 _
e[| = {a’, ') 20t

a?(t) bir o(t) = € R[t] rasyonel polinomunun

karesidir.
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5. DOGRU HAREKETININ YORUNGESI VE BAZI OZELLIiKLERI

Bu boliimde, oncelikle bir dual kuaterniyon katsayili hareket polinomunun bir
dogruya etkisi Pliicker koordinatlarinda tanimlanip ispatlanmistir. Bu etkinin yoriingesi
bir regle yiizey olusturur. Daha sonra, bu etkinin Pisagor hodograf 6zelligiyle iligkisi
bulunmustur. Dogru hareketi detayli bir sekilde analiz edilmistir ve bu hareket SE(3) kat1
cisim yer degistirmeler grubunu tanimlamak i¢in uygulanmistir. Bu dogrular i¢in Euler-
Rodrigues formiilii iiretilip avantajlar1 tartistlmistir. Burada, Pliicker koordinatlari
izerinde c¢aligilmistir. Notasyonlar, polinomlarin parametresi olan t parametresi

yazilmadan, 6rnegin; x(t) = x, p(t) = p seklinde gosterilecektir.
5.1 Dual Kuaterniyonlarin Dogruya Etkisi

x = {ayp + €d, x € DH[¢], ¢, € R[], y
p,d € H[t] | xx* = x*x € R/{0}} (5.1)

bir kat1 cisim yer degistirmesi olsun. Dual kuaterniyonlarin bir noktaya etkisi olan form
dogruya etkisi durumunda iyi tanimli degildir. Oncelikle dual kuaterniyonlarin Pliicker
koordinatlarinda bir dogruya etki formu incelenecektir.

RP3 uzaymda bir dogru iizerinde bulunan iki nokta, homojen koordinatlarda
{(n,q) |n=[ng:n;:ny:n3l’,q =[q0:q1:q2: q3]7} olarak secilsin. Bu noktalar,
normlanmis Pliicker koordinatlarinda {(n,q) | n,q € H, n = ny + n;i + n,j + n3k,
q =qo+ qii+ qzj +q3k} formunda yazilir. Bu iki noktadan gegen Pliicker
koordinatlarinda tanimli Ly, dogrusu bulunur. Daha sonra, bu noktalara x dual
kuaterniyon katsayili hareket polinomu etki ettirilerek bu iki noktanin hareket altindaki
goriintli noktalarindan gegen Pliicker koordinatlarinda tamimli Ly, dogrusu bulunur. L,
dogrusuna denk olmasi1 gereken x hareketinin asagidaki sekilde Pliicker koordinatlarinda

ifade edilen

Lpg = [Moq1 — n1Go: Noq2 — N2qo: NG5 — N3qo: N2q3

—MN3{q3:N3q1 —N143:N14 — n2q1]T



dogrusuna etkisi bulunacaktir. x yer degistirmesinin n ve g noktalarina etkisi sirastyla
n' = x.nx*ve q' = x.qx" seklindedir. Burada x., x hareket polinomunun dual eslenigi
x* ise x hareket polinomunun kuaterniyon eslenigidir. Bu noktalarin x yer degistirmesi

altindaki yoriingelerinin olusturdugu dogrunun Pliicker koordinatlar1

I [l A [P Y R Y S BN R S S B A
Lpg = [noq1 — n1qo: noqy — N2q0:Noq3 — N3qo: Naq3

[N A A (AN N 1 11T
—N3q2:N3q; — N1q3: NG, — Naqq]

olarak yazilir. x yer degistirmesinin L, dogrusuna etkisi Ly, dogrusunu vermelidir. EK

1’de verilen algoritma yardimiyla, dogru hareketi tanimlanmistir. Bu algoritma
kullanilarak bilgisayar programi yardimiyla, Pliicker koordinatlarinda tanimli olan dogru
normlanmis Pliicker koordinatlarinda tanimlanarak yer degistirme hareketi bulunmustur.

Bu hareket iyi tanimlidir. Boylece, x dual kuaterniyonun L,, dogrusuna etkisi

{ an =n+ed - x.Llxe = x.(n+ ed)x; (5.2)

anezn—edeanqu*=x(n—6d)x*

olarak hesaplanir.

o 2 25, 25. 5 15. 55. 25
Ornek 5.1. {x—E—Zl—?]-FEk—E(—?l-i‘zl—ak)EDH[t]} dual
_ 12413521

kuaterniyonu xx* = x*x = —osco0 € R/ {0} Study sartim sagladigindan bir kati cisim

yer degistirmesidir.nz—1—i+%i+§k ve g = 3 — 5i — j + k noktalar1 ele alinsin.
Bu noktalard dogru L, = 8i —>j — =k — € (—=i — j + —k ) olarak hesapl
u noktalardan gegen dogru Lpg = 8i —~j — — —6(1—01—]+E )oara esaplanir.

x yer degistirmesinin sirasiyla n ve q noktalarina Esitlik (3.35) ile tanimlanan etkisi

109019 . 953025, 90941 268609

=Xt = - 1t e ) T 1960 © 784 5:3)
. _ 6610979 215797 2381893 805827 :
T =%4% =7 73920 '~ 3920 ' 3920 784
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olarak bulunur. Bu noktalarinin yer degistirmelerinin olusturdugu dogrunun Pliicker

koordinatlari

276877590847 . 373936350629 786363323251

!

Il = _
ng 384160 6146560 ' T 3073280
( 11428517061533 95939882357 906782886823 )
€ 30732800 © 15366400 ) 878080

projektif vektor notasyonu formunda

Lyq = [1:—-0.8406098204 : 0.3550139797 : 0.5159553102 (5.4)
5.4
: 0.008662662267 : —1.432826368]7

olarak bulunur. Simdi, x hareketinin dual kuaterniyon formunda L,, dogrusuna Esitlik

(5.3) ile tanimlanan etkisi hesaplansin:

anqu* =x(n—eq)x”

4393777 15053887 31152481

24100 "t 1411200 7 ~ 3528000
2071562639 58414213 440658203
( 7056000 " ' 235200 7 T 1411200 )

projektif vektor notasyonu formunda

[1:—0.8406098204 : 0.3550139797 : 0.5159553102

(5.5)
: 0.008662662267 : —1.432826368]"

olur. Boylece, Esitlik (5.4) ile taniml1 Ly, dogrusu Esitlik (5.5) dogrusuna denktir.

Lemma 5.2 (Hareketin dogruya etkisi). Rasyonel bir

x ={ayp +€ed| ay € R[t],p,d € H[t] | xx* € R[t]}
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hareketinin Pliicker koordinatlarinda tanimlanan bir
L={1+€l L1 € Im(H[t]), (1) = 0}

dogrusuna etkisi

L' = x.Lx} (5.6)

veya

== ] (5.7)

formiilleriyle hesaplanir.

Ispat. Bu ispat ii¢ adimdan olusmaktadir. L dogrusunun x rasyonel hareketi altindaki
yoriingesi olan L' dogrusunun Pliicker koordinatlarinda bir dogru belirtmesi i¢in hem reel
kismin hem de dual kismim vektorel bir ifade olmasi gerekmektedir. Ayrica, RP> bes
boyutlu projektif uzayinda bir nokta belirten L' dogrusunun Pliicker kuadrigi tizerinde
bulunmasi gerekmektedir. Ciinkii, RP3 uzayinda tanimli olan dogrular Pliicker kuadrigi
tizerinde bulunurlar.

Birinci adimda L dogrusunun bir vektorel dual kuaterniyon oldugu
gosterilecektir. Daha sonra, ikinci adimda L' dogrusunun Pliicker koordinatlarinda bir
dogru oldugu (yani Klein kuadrigi {izerinde oldugu) ve son olarak, {igiincii adimda ise L
dogrusu tizerindeki herhangi bir [, noktasinin x hareketi altindaki goriintiisii olan [
noktasimin L' dogrusu {izerinde oldugu gosterilecektir. Ispat adimlari islemler

detaylandirilarak asagidaki sekilde verilir:

1. Adim: L' bir vektdrel dual kuaterniyondur yani RP® uzayinda bir noktadir:
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L' =x.Lx; = (ap + €d)(1+ €l)(app + €d):
= (aop — ed)(1+ €l)(app® — €d*)
= a2plp” + eay(a,plp” — pld* — dlp*)
& ayplp” + e(aopfp* —pld* — dlp*) =1 +el

L' dogrusunun reel kismi a2plp* € Im(H[t]) vektorel kuaterniyondur. Ciinkii, eslenigi
ile toplamu sifirdir: plp* + (plp*)* = plp* — plp* = 0. L"’niin dual kisim ise a,plp* —
pld* — dlp* = ayplp* + (dlp*)* — dlp* = ayplp* + (dlp*)* — dlp* seklinde
bulunmustur. Burada, ayplp* terimi vektorel bir kuaterniyondur. Ciinkii, a,plp* +
(aoplp*)” = aoplp® — applp* = 0. Aym sekilde (dlp*)* — dlp* terimi de (dlp*)* —
dlp* + ((dlp*)* — dlp™)* = (dlp*)* —dlp* + dlp* — (dlp*)* =0 vektorel bir
kuaterniyondur.

Boylece, ayplp® + (dlp*)* — dlp* € Im(H[t]) oldugundan L’ bir vektorel dual

kuaterniyondur.

2. Adm: L' =1’ + el vektorel dual kuaterniyonunun Pliicker koordinatlarinda bir

dogru ifade etmesi i¢in Pliicker kuadrigi iizerinde olmasi gerekmektedir, yani Pliicker

sartm1 (I',1') = %(l’i’* + T’l’*) = 0 saglamalidir.

IT"+1 = aoplp*(aoplp” — pld* — dlp*)*
+ (aoplp* — pld* — dlp*) (aoplp*)®
= aoplp* (—aoplp* + pld* + dlp*)
+ (aoplp* — pld* — dlp*)(—aoplp*)
= —aZplp*plp* + ayplp*pld* + ayplp*dlp*
— adplp*plp* + aopld*plp* + aydlp*plp”
= —%%(l. Dpp*(pd* + dp”) + aopl(p*d + d"p)lp”

0

Boylece, L' Pliicker kuadrigi tizerindedir ve Pliicker koordinatlarinda bir dogru

ifade eder.
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3. Adim: L dogrusu iizerindeki herhangi bir [; = 1 + €X noktasinin x = ayp + €d
hareketi altindaki goriintiisii olan lj = 1 + ex’ noktasinin L’ dogrusu iizerinde olmasi
gerekmektedir. 1+ €l dual kuaterniyonu normlanmus Pliicker koordinatlart tanimi

geregince
[1=la5 ] € ®F° 58)

vektoriine karsihik gelmektedir. Yukaridaki ifade dogrultmani 1 ve momenti 1 =a x 1

olan bir dogruyu tanimlar. Bu dogru a noktasindan gecer. Bu bilgiler 1s181inda
lhb=1+exeL=>1=xx1
olur. [, = 1 4+ ex noktasinin x = ayp + ed hareketi altindaki goriintiisii
Iy = xlox™ = (agp + €d) (1 + ex)(app + €d)*

= (agp —ed)(1 + ex)(agp™ + €d”)
= ajpp* + eag(agpxp* + pd* — dp*)

e(aopxp™ + pd* —dp*) =1+ ex’

*

1
=1+
o4

olarak hesaplanir. Oyleyse,
lpb=1+ex' el =1 =x"x1

oldugundan
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x' x1' = (aopxp* + pd* — dp*) X ayplp*
aopp” oPXp TP p obIp
= AoPpPX - a
2a0pp" oPXp TP b Jaopip

— aoplp*(appxp* + pd* — dp*))

*

= - (agpxp*plp* + aypd*plp* — aydp*pl
2a,pp oPXp plip oba plp odp pip

— adplp*pxp* — ayplp*pd* + applp*dp*)

(a2ppp(xl — IX)p*

" 2a,pp*
+ ao(pd*plp* + plp*dp*) — agpp*(dlp* + pld*))
= aepx X p”
1
+ — (ao(—dp*plp” — plp*pd”)
2D (ato(—dp*plp* — plp*p

— agpp*(dlp” + pld")) = (aoplp” —pld” — dlp*) =T

olur.
Boylece, Pliicker koordinatlarinda L dogrusu tlizerindeki herhangi bir [j = 1 + ex
noktasinin x = a,p + ed hareketi altindaki l; = 1 + ex’ goriintiisii noktas1 L" dogrusu

tizerindedir.

5.2 Dogru Etkisi ve Pisagor Hodograf Ozelligi

Lemma 5.3. Orijin noktasina etkisinin yoriingesi bir rasyonel Pisagor hodograf egri
olusturan Esitlik (5.1) ile tanimli dual kuaterniyon katsayili x € DH][t] hareket
polinomunun genelligi kaybetmeden Esitlik (5.7) (veya (5.6)) ile tanimli olan bir i

dogrusuna etkisi bir tanjant agilabilir ylizeydir.

Ispat. Oncelikle, bir (t) egrisinin (3.40°da verilen tanjant agilabilir yiizeyi normlanmig

Plucker koordinatlarinda
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Ri=r"+e(rxr) (5.9)

ile verilir. Bir 6nceki boliimdeki hesaplamalardan bir x = ayp + ed hareketinin Pliicker

koordinatlarinda tanimli bir i dogrusuna etkisi

R' = xix™ = (aop + €d)i(ayp* + €d*)
= alpip* + eay(pid* + dip*)

1
& pip* + Ea_ (pid* + dip™)
0 (5.10)

= aypip* + € (pip*pd* + dp*pip*)
0 aepp*  aopp*
pd” dp®

-+
@opp~  QopD

= aopip” + € (pip* ; pip*)

olur. Burada, x hareket polinomu Study sartin1 (yani pd* + dp* = 0) sagladigindan
pd* = (dp*)* = —dp” olur. Eslenigi negatifine esit oldugundan pd* ve dp* vektorel
kuaterniyonlardir. Boylece, Esitlik (3.17) yardimiyla

e PA L ApT L T L
pip " L P1Ip = —pip " S P1p
Qopp-  QAoPD Qopp-  QopPD
(5.11)
2dp” .
= — i
aopp” PP
olur. Esitlik (5.11)’i Esitlik (5.10)’da yerine koyunca pip* =r' ve — az‘;pl = m olmak
0
uzere
R'=r"+e(mxr) (5.12)
denklemi elde edilir. Boylece m = — ;dp** olarak hesaplanir. R"’niin bir agilabilir tanjant

ylizey olmasi i¢in Esitlik (5.9)’da gortildiigii tizere m vektorel kuaterniyonun r vektorel
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*

: . . . 2dp* . , :
kuaterniyonuna esit olmasi gerekmektedir. Yani, m =r = — - pz;* ise R’ bir tanjant
0

acilabilir ylizeydir denir.

Diger taraftan bir hareket polinomunun orijin noktasina etkisinin yoriingesi

x.(1+€0)x" = (agp — ed)(app” + €d”)

X (5.13)
= agpp” + €ag(pd” — dp”)
olan kartezyen koordinatlarda asagidaki denklemle yazilan
aog(pd* — dp* 2dp*
L% p) _ _ 2dp (5.14)

agpp* aypp*

egrisinin bir rasyonel Pisagor hodograf egrisi olmasi i¢in tiirevinin (yani hodografinin)

pip* = r' egrisine paralel olmasi gerekmektedir (Choi ve Han, 2002). Dolayisiyla, m

- o n .. o . . 2dp* e
egrisi sabit bir faktére gore r egrisine denktir: —ﬁf;* = cr,c € R. Genelligi
0
2dp*
kaybetmeden r = ——2—olur.
XoPP

Boylece bir hareket polinomunun i dogrusuna etkisiyle olusan regle yiizeyin
tanjant agilabilir yiizey olma sartinin bu hareket polinomunun orijine etkisiyle olusan
yoriingenin rasyonel Pisagor hodograf egrisi olmasi sartinin denk oldugu gdsterilmistir.

m

Ayrica, Lemma 5.3’te ifade edilen R’ bir agilabilir yiizey olmak iizere, Klein
kuadrigi tizerindeki R' ve R'' egrileri (regle yiizeyler Klein kuadrigi lizerinde bir egri
tanimlar). Bu egrilerin parametre degerleri i¢in noktalarini birbirine baglayan dogrular bir

dogru rulingi olusturur:

R —R'"=r"+e(rxr’)-— (r” +e(r x r”))

=r' —r"+ e(r X (r'— r"))

Bu da Kelin kuadrigi iizerindedir (Klein kuadrigi tizerinde bulunan dogrudur):
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(r'—r'",rx @' —r"))=det(r,r' —r"",r'" —r"") = 0.

Ornek 5.4. Bir C(t) = t3(t>? — (i + )t + K) + e(t(t® + 12t* + 2t3 — 10t? - 2) +
t2(to + 6t* +t3 + 16t2 +t — 8)i + (8t° +t° — 16t* — t3 — 6t% — 1)j + t(2t° +
10t* — 12t — 1)k) hareket polinomunun orijin noktasma etkisi, kartezyen

koordinatlarda stutun vektori olarak

—2t13 — 10t — 2¢10 — 20t° — 4t8 — 20t7 — 2t — 10t> — 2¢t3]
to(t* + 2t + 1)
—24¢11 — 2¢10 — 24¢% — 4¢8 + 2417 — 2t° + 24¢°
to(t* +2t2+ 1)
—6t12 — 14t'° — 16t8 — 14t° — 6t*
to(t* +2t2+ 1)

r(t) =

36(t2+1)°
t4

esittir. Boylece r(t) bir Pisagor-hodograf egrisidir. Simdi bu hareket polinomunun i

egrisidir. Bu egri Pisagor hodograf egrisidir; ||v'(t)|| = = og(t) polinomuna

dogrusuna etkisini inceleyelim. Pliicker koordinatlarinda siitun vektorii olarak

te(t*—-1)
418
27t7(t* — 1) r!
R(t) = 4to(6t* + t3 — 26t> —t + 6) a [F]
2t4(t8 —3t° —2t> +2t3 +3t2 - 1)
| —2t5(8t° + t° — 24t* — 4t3 — 24t% — t + 8)

yazilir. R(t) egrisi Klein kuadrigi tizerindedir ¢linkii bu egri Pliicker sartin1 saglar:
(r',7') = 0 olur. Boylece, R(t) bir regle yiizeydir denir. Bunun agilabilir regle yiizey
olmasi i¢in gerek ve yeter sart tiirevinin de Klein kuadrigi iizerinde olmasidir. Bu egrinin

tirevi

66



2t3(5t® — 3t?)
32t7
2t3(9t> — 7t3)
2t3(120t5 + 18t5 — 416t* — 14t3 + 72t2)
2t3(12t8 — 30t — 18t5 + 14t3 + 18t%? — 4)
[2t3(—88t7 — 10t® + 216t> + 32t* + 168t3 + 6t% — 40t)

R'(t) =

5t° — 3t?
16t*
9t> — 7¢t3

120t® + 18t°> — 416t* — 14t3 + 72t2

12t% — 30t® — 18t° + 14t3 + 18t%2 — 4
[—88t7 — 10t® + 216t° + 32t* + 168t3 + 6t% — 40t
_ —rII:|

=I

LT

olarak hesaplanir. R'(t) egrisi de Pliicker kuadrigi tizerindedir ¢iinkii Pliicker sartini
saglar: (r"',7'") = 0 olur. Boylece hem R(t) egrisi hem de R’(t) egrisi Pliicker kuadrigi
tizerinde oldugundan R(t) bir agilabilir ylizeydir denir.

Lemma 5.3’te verilen agilabilir yiizey olma durumu teorik kinematikte 6nemli bir
yere sahiptir. Sabit aksod (fixed axode) yiizeyleri agilabilir yiizey olan twiste sahip olan
hareketler Ribaucour hareketleri olarak adlandirilmaktadir (Selig ve Carricato, 2017;
Bayril ve Selig, 2020).

5.3 Dogru Hareketinin Analizi

Oklidyen yer degistirmeler grubu SE(3), dual kuaterniyonlar yardimu ile iki farkls
matris temsili ile 4 x 4 homojen koordinat transformasyon matrisi ve 3 x 3 dual
ortogonal matrisi ile gosterilebilir. Burada, SE(3)’ in 4 X4 homojen koordinat
transformasyon temsili, noktanin bir kati cisim yer degistirmesi altindaki
transformasyonu ve SE(3)’ in 3 X 3 dual ortogonal matris temsiliyse, dogrularin
(vidalarin) kat1 cisim yer degistirmesi altindaki transformasyonunu tanimlar (Samuel vd.,
1991).

x € DH bir dual kuaterniyon olmak iizere, dual kuaterniyonlarda tanimli olan

X =ay+ ai+ aj+ ask+e(cy+ cqi+ c,j + c3K) yedi boyutlu projektif uzayda
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x € P7 bir noktay1 temsil eder. Homojen koordinatlarda ters kinematik doniisiim ile bir x

noktasindan yer degistirme matrisi asagidaki sekilde elde edilebilir (Gfrerrer, 2000):

[aoz + a12 - azz - a32 2(_a0a3 + alaz) z(aoaz + a1a3) 2(_a0C1 +a,cy —azcz + a3C2)]

| 2(a0a3 + alaz) aoz - a12 + azz - a32 Z(aOal + a2a3) 2(_a0C2 + azco —azcy + a1C3)

| 2(—apa; + aqa3)  2(—apay + azas) ag? —a;? — a2 +az? 2(—agcs + azco — azc; + azcl)J
0 0 0 1

Bir dogru iizerinde {(p,d) |p = [po:p1:P2:P3]7,q = [dy:dy:d,:d3]T} veya

normlanmis dogru Pliicker koordinatlar1 geregince

formunda olan bu noktalara dual kuaterniyon etkisi (adjoint etkisi) dual kuaterniyonlarin
dogruya etkisi tanimindan x.(p + ed)x; veya x(p + €d).x* seklindedir. Burada x*, x
dual kuaterniyonun kuaterniyon eslenigidir, x. ise x dual kuaterniyonun dual eslenigidir.

Reel norma sahip olan dual kuaterniyonlar ciimlesi 3-boyutlu uzayda SE(3) kati
cisim yer degistirmesine izomorftur (Selig, 2005). Bir x dual hareket kuaterniyonun (yani
xx* = x"x € R sartin1 bir bagka deyisle ac™ + ca® = 0 Study bagintisini saglayan dual

kuaterniyonlarin) sirasiyla i, j ve k dogrularina etkisi

L, = xix* = (a® + a,° — a,* — a3* + 2e(aycy + a,c; — ayc, — azes)i)
+ (2(a0a3 +ayay) + 2e(age; + ajc, + ayeq + agco))j
+ (2(—a0a2 + aya;) + 2e(—ayc, + ajc; — ayc + agcl))k
L, = xjx* = ((2(—a0a3 + ayay) + 2e(—ayc; + ajc, + ayeq — a3c0))i)
+ (ap® — a,* + a,% — a3% + 2e(agey — aycq + ayc, — azc3)j)
+ (2(a0a1 + aya;) + 2e(aye; + ajcy + ayes + a3cz))k
Ly = xkx* = ((Z(aoaz + aya3) + 2e(ayc, + age; + ayep — a3c1))i)
+ (2(=apa; + aya;) + 2¢(—ape; — aycy + aye; + azc))j

+ (aoz - al2 - az2 + a32 + 26(a000 — a.€qy — aycy + a3c3))k
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seklindedir. Bu {L,, L,, L3} dogrular1 siitunlarini olusturmak tizere tanimlanan matrisi x
dual kuaterniyonun normuna (A= xx* = x*x = a,* + a,> + a,* + a;°) bolerek normalize

edince asagidaki birim dual ortogonal matrisi (Veldkamp, 1976) elde edilir:

M = [L1|L2|L3]

1
A

Bu matrisin dogrularin (vidalarin) kati cisim yer degistirmesi altindaki
transformasyon matrisine (Bottema ve Roth, 1979) denk oldugu goézlemlenmistir. Bu

hareketin twist hiz1 asagidaki sekildedir:

S=MMT
S= [51:52:53]T

2(agd,—doa,+a,dz—d,az)
Sl = +

ag?+a;>+ay?+ag?

€ 2(aoc'l—a'ocl—alc'o+a'1a0+azc'3—a'zc3—a3c'2 +a'3a2)

ag?+a;’+a?+as?

2(agd,—doaz+a,d3—d,asz)
Sz = +

ap?+a, +ay?+as?

2((10C’2—a,0C2—a1C,3+a,1a3+a2C,3—a,2C3—a3C,2 +a'3a2)

ap’+a ?+ay’+az?

2(agds—doaz+a,dy—d,a;)
53 = +

ay’+a ’+ay’+az?

2(a0C,3—a,0C3 +alc'2—a'laz—azc'1+a'zcl—a3c'0+a'3a0)

ap’+a ?+ay’+az?

Burada, bir twistin reel kismi agisal hizin1 dual kismi ise vektorel hizini verir (Samuel

vd., 1991):

S = [w; + €V, w, + €V, w3 + €v3]T

Bir sonraki boliimde L; dogrusunu Lie cebiri kabul eden hareket bulunup bu

hareketin avantaj1 arastirilacaktir.
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5.4 Dual Euler-Rodrigues Formulii

R3 uzayinda bir kati cismin yer degistirmesi, hem dénme hem de 6teleme
hareketlerini igerir. Bu yerdegistirmeler ti¢ boyutlu uzayda kati cisim doniisiimii olarak
tammlamr ve SE(3) Oklidyen yer degistirmeler grubunun elemanlaridir. Chasles
Teoremi, {i¢ boyutlu uzayda bir kat1 cismin sinirli hareketlerini, Mozzi-Chasles ekseni
olarak adlandirilan bir eksene goére donme ve ayni eksen boyunca 6teleme kombinasyonu
ile ifade edilebilecegini belirtir (Angeles, 1998). Bu ii¢ boyutlu kat1 cisim doniisiimii,
eksenin yonii ve konumu, eksene gore donme agisi ve ayni eksene gore Gteleme olarak
bir vida adimi1 (eksen boyunca o&teleme biiyilikliigiiniin donme acisina orani) ile
karakterize edilebilir. Chasles Teoremi'ne uygun olarak, s ekseni yoniinde, r konumunda
ve h vida adimiyla vida hareketini temsil eden ve kat1 cisim doniigiimiine karsilik gelen

bir eksen

T= [SSO] - [r X ss+ hs] (5.15)

seklinde sunulur. Euler-Rodrigues formiilii, verilen bir vida ekseni i¢in yerdegistime
matrisini bulmay1 amaglar. Euler-Rodrigues formiilasyonu farkli sekillerde yapilmistir
(Dai, 2006; 2015; Wang ve Dai, 2023).

Burada, bir dual anti simetrik matrisin {istel doniigiimiiniin Taylor serisi agilim1
yardimiyla Euler-Rodrigues formiiliiniin yeni bir matematiksel bigimdeki varyasyonu
sunularak Euler-Rodrigues formiiliiniin cebirsel bir formu bulunmustur. Bulunan Euler-
Rodrigues formiilii yardimiyla, L; = xix" vidasina karsilik gelen hareket hesaplanip bu
hareketin avantajlar tartisilmistir.

Pliicker kuadrigi tizerinde bulunan

L1 = xix* = (ao2 + al2 - a22 - a32 + ZE(aOCO + a.c —a,c, — a303))i
+ (2(a0a3 + alaz) + 26((1063 + a.c; +azeq + a3co))j (5 16)
+ (2(—a0a2 + a1a3) + 26(—(10(:2 + a,c3 —azcg + a3cl))k

= (w; + evi+ (w, + €v,)j + (w3 + evg)k
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vidast RP® uzayimda L = [w; w, w3 v; v, v3]7 olarak vektdr formunda yazilir. Burada,

— 42 2 2 2 —
w, =al+ai—as5—as v, =2(aycy+ a;c; —ayc, — ascs),
(1)2 = 2(a0a3 + alaz), 7.72 = 2(a0C3 + a1C2 + a2C1 + a3C0),

w3 = 2(—apaz + a1a3), v3 = 2(—aec; + a;63 — az¢ + ascy),

formundadir. Bu denklemler, w,v; + w,v, + w3v3 = 0 ortogonallik iliskisini saglarlar.

Bir L dogrusunu twist olarak kabul eden hareket Lie cebirinin iistel doniisiimii
yardimiyla bulunabilir. Bu déniisiim, bir Lie cebiri elemaninin tanimladigi anti-simetrik
matrisi kullanarak Euler-Rodrigues formiiliinii yardimiyla Lie grubunun elemani olan bir
ortogonal matrise doniistiiriir. Oncelikle, L vidasina karsilik gelen dual anti-simetrik

matris

0 _(1)3 - 6173 0)2 + 6172
S = (1)3 + 6173 O _0)1 & Evl (517)
_(1)2 — 6172 (1)1 + €v1 O
0 —W3 — €V;3 (1)2+€'l72
formunda yazilir. S3 = (—w? — w5 — w3) | w; + €v; 0 —w; — €V,
—W)y; — €V w;+ €y, 0

matrisine esit oldugundan 6 = w? + w% + w% olmak iizere S+ 6S =0 bagintist

saglanir. Ustel formun Taylor serisi agilim1 yardimiyla:

n SZ 53 54-

— oM — i 4.
T=e"= n!_I+S+2!+3!+4!+

S2 9S 6S%? 92s
T T T wm T

6 6% @63
=I+<1—§+a—ﬁ+“‘>5 (518)

1 6 62 63 ,
+tl=——+———+- ]S

S S?
=] +sinvV0—=+ (1 —cosVo)—
=+ (1= cosV0)5
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olarak hesaplanir. Bu bir S Lie cebiri elemanindan T Lie grup elamanina iistel doniisiim
formuliinii verir.

L, = xix*, vidasi i¢in 6 = wf + w3 + w3 = (af + a? + a} + a3)? tam kare
ifadesine esit oldugundan 6 degeri yerine konunca L vidasini Lie cebiri kabul eden Lie

grubu olan dontisiim matrisi

S
+ a3 + a3

T =1+ sin(a2 + a? + a + a?
(O 1 2 3)ag+a%

SZ

+ (1 —cos(a? + a? + a? + a2
( ( 0 1 2 3)) (a%+af+a%+a§)2

olarak hesaplanir. S vidasina karsilik gelen doniisim matrisi radikal terimler igeren bir
matris olarak hesaplanmisti. L; vidasina karsilik gelen doniisiim matrisinin ise rasyonel
oldugu gozlemlenmistir. Uygulanabilirlik agisindan hareketin rasyonel olarak ifade

edilmesi olduk¢a 6nemlidir.
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6. DUZLEM HAREKETININ YORUNGESIi OLARAK PISAGOR HODOGRAF
EGRILER VE PiSAGOR NORMAL YUZEYLER

6.1 Dual Kuaterniyonlarin Diizleme Etkisi

Lemma 6.1 (Hareketin diizleme etkisi). Bir

x ={ayp + €d,a, € R[t],p,d € H[t] | xx* € R[t]}

hareketinin dual kuaterniyonlarda Esitlik (3.34) ile tanimli bir

E={p+edy,p € Im(H[t]),d, € R[t]}

diizlemine etkisi

E'=xEx" (6.1)

formiiliiyle hesaplanir.

Ispat. Bu ispat iki adimdan olusmaktadir. Birinci adimda E’’niin bir diizlem
oldugu gosterilecektir. Daha sonra, ikinci adimda E diizlemi {izerindeki herhangi bir

noktanin x hareketi altindaki goriintiisiiniin E’ diizlemi tizerinde oldugu gosterilecektir.

1. Adm: E’ bir diizlemdir. Oyleyse, E'’niin diizlem belirtmesi i¢in reel kisminin

bir vektorel kuaterniyon ve dual kisminin bir skaler olmasi gerekmektedir:

E'=x.Ex* = (agp + €d) . (p + €dy) (agp + €d)*
= (aop — €d)(p + €do)(aop” + €d”)
= agppp” + eag(agdopp* + ppd* — dpp*)
= aoppp” + e(aogdopp” + ppd” — dpp*)



Burada, reel kissm aZppp* € Im(H[¢t]) vektdrel kuaterniyon ve dual kisim
aodopp” + ppd” — dpp” = agdopp” + ppd” + dp’p” = aodopp” + (pp,d) ise bir
skalerdir. Boylece, agdopp* + (pp, d) € R[t] oldugundan E’ bir diizlemdir.

2. Adim: E diizleminde bulunan bir e, = 1 + €x noktasinin x = ayp + ed

hareketi altindaki goriintiisii E’ diizlemi iizerinde bir noktadir;
g

Oncelikle, e, noktas: E diizlemi iizerinde olduguna gore asagidaki esitlik saglanir:

eo EE = (eyE)=0
(e, E) =eyE"+Eeg=(1+ex)(p+edy) + (p+edy)(1+ ex)”
=1+ ex)(—p+edy) +(p+edy)(1—ex)
= €(2do — xp — px) = 2€(do + (x,p))

Boylece, (eq, E) = 0 = d, + (x, p) = 0 olur. Oyleyse, (x, p) = —d, olmalidir. e, = 1 +

ex noktasinin x = a,p + €d hareketi altindaki goriintiisii olan e noktasi:

ep = xceox™ = (app + €d) (1 + ex)(agp + €d)*
= (aop — €d)(1 + ex)(ayp™ + €d™)
= afpp” + eag(aopxp” + pd* — dp*)

def

= agpp” + e(aopxp” + pd* —dp”)
olarak hesaplanir. Bu nokta E’ diizlemi {izerinde olmahdir: e5 € E' < (ep,E') =0

(ep,E'Yy = epE"" + E'ey”

= (aopp” + e(aopxp® + pd* — dp"))(aoppp’ + €(aodopp + ppd* — dpp™))’
+(aoppp” + €(aodopp® + ppd” — dpp™))(aepp” + e(aopxp* + pd* — dp*))’
= 2a5d(pp™)? + afp"p(—ppxp” — pXpp”)

+aopp”(ppd” — dpp”) + ao(—pd ppp” + ppp’dp”)

= 2a§do(pp*)? + 2a5p " pp(x, P)p”* + 2a0pp*(pp, d) — 2aopp™(pp, d)

= 2a5do(pp*)* — 2agdy(pp*)* = 0.
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Boylece, ey noktasi E’ diizlemi itizerindedir. Sonug¢ olarak, Esitlik (6.1) bir

diizlemin dual kuaterniyonlarda kat1 cisim yer degistirme hareketini tanimlar.

6.2 Diizlem Hareketinin Pisagor Hodograf Ozelligi

Farouki ve Sir bir egrinin oskiilator diizlemlerini kullanarak bu diizlemlerin zarfi
olan egriyi alarak rasyonel Pisagor hodograf egri elde etmede bir yodntem
olusturmuslardir. Ancak diizlemlerin zarfin1 alma isleminde elde edilen egrinin polinom
derecesi yiiksek ¢ikmaya meyillidir (Farouki ve Sir, 2020).

Bu boliimde, diizleme bir rasyonel hareket etki ettirilerek hareketin diizlem
yoriingelerinin zarfin1 almak yerine bu yoriinge diizlemlerini oskiilator, rektifyen veya
normal diizlem kabul eden egriye Pisagor hodograf sarti uygulanarak daha pratik bir
yontem One siirilmiistiir. Bu yontem, daha diisiik dereceli egri vermeyi garantiler ve

cebirsel geometride daha iyi bir sekilde derece analizine imkan saglar.

Lemma 6.2. Orijin noktasina etkisinin yoriingesi bir rasyonel Pisagor hodograf egrisi
olusturan hareket polinomunun bir i diizlemine etkisi ilgili Pisagor hodograf egrisinin

normal diizlemidir.
Ispat. Oncelikle, bir x hareketinin orijin noktasina etkisinin yoriingesi
X=x2.(14+€0)x" = (app + €d)(agp + €d)* = (agp — €d)(ayp* + €d™)

2dp*
aopp”

= alpp* + eay(pd* —dp*) £ 1—¢€

2dp* . . . o, L L -
olan a = — - ppp* egrisi Pisagor hodograf egrisi ise a egrisinin hodografi o' || pip
0

iligkisine sahiptir. Genelligi kaybetmeden o' = pip* olsun. Diger taraftan, bir x

hareketinin bir i diizlemine etkisi
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Ej = x.ix" = (agp + ed)i(agp + €d)” = (app — €d)i(ayp™ + €d*)
= afpip* + eay(pid* — dip*) & a,pip* + e(pid* — dip*)

€
= aopip” + — (pip*pd* — dp*pip”)
pp
'*_l_e('*d* d*'*) I+E(Id* d*l)
= qopip” + — (pip"pd” — | =qoa +—(«a - a
0 D p pip 0 D p p

*

2dp
aopp*

= qyoa’ —eay (o', — “a —e(aa)

olarak hesaplanir. a’' — e{a, a') diizlemi a egrisinin normal ve binormal vektorlerinin
gerdigi diizlemdir. Boylece, E; diizlemi a Pisagor hodograf egrisinin (3.30)’da verilen

normal diizlemler ailesidir.

Lemma 6.2 Euler-Rodrigues ¢atis1 tanimindan (Choi ve Han, 2002) asagidaki

sekilde de ifade edilebilir:

Lemma 6.3. Rasyonel bir hareketin i diizlemine etkisi ile olusan diizlemler ailesi bir

Pisagor hodograf egrinin normal diizlemler ailesidir.

Ispat. x rasyonel hareketinin bir i diizlemine etkisi

2dp*
aopp”

Ei = appip™ — € {(aypip”, — )

olarak hesaplanir. Herhangi bir a egrisinin normal diizlemler ailesi dual kuaterniyonlarda

o' — e(a, a') olarak hesaplanir. Béylece, a = — ;d”

’ye esitse E;, a egrisinin normal
opp* !

diizlemler ailesidir. Bir a egrisinin tiirevi ' || pip* iliskisine sahipse Pisagor hodograftir.
Genelligi kaybetmeden apip* = a' kabul edilsin. Boylece, E; normal diizlemler ailesine

sahip olan a egrisi Pisagor hodograf egridir.
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Lemma 6.4. Lemma 6.3’te oldugu gibi orijin noktasina etkisinin yoriingesi bir rasyonel
Pisagor hodograf egrisi olusturan hareket polinomunun j,k diizlemlerine etkisi ilgili

Pisagor hodograf egrisinin sirasiyla rektifyen ve oskiilator diizlemleridir.

24P - egri bir Pisagor hodograf egri
aopPp

Ispat. Lemma 6.3’iin ispatinda oldugu gibi @ = —

olsun. Bu yiizden genelligi kaybetmeden o' = pip* olsun. Diger taraftan, bir x

hareketinin bir j ve k diizlemlerine etkisi sirastyla

. . 2dp* |
Ej = xjx" = ap (PIP — € D ,Pjp >)
. . 2dp* .
Ex = z2.kx* = (pkp — € — , pkp ))

olarak hesaplanir. & egrisinin teget vektorii t || a' = pip*. Aym sekilde sirasiyla normal
ve binormal vektorleri n || pjp* ve b || pkp*. pp® = 1 oldugu varsayilarak n = pjp* ve

b = pkp* olsun. Boylece,

Ej =n—e(a,n)

Ek =b-— E((X,b)

diizlemleri yazilabilir. n — (e, n) diizlemi a egrisinin binormal ve teget vektorlerinin ve
b — e(a, b) diizlemi ise « egrisinin teget ve normal vektorlerinin gerdigi diizlemdir.
Boylece, E; ve Ey diizlemleri a Pisagor hodograf egrisinin sirasiyla (3.29) ve Esitlik

(3.31)’de verilen rektifyen ve oskiilator diizlemler ailesidir.

Lemma 6.5. Rasyonel bir hareketin k diizlemine etkisi ile olusan diizlemler ailesi bir

Pisagor hodograf egrinin oskiilator diizlemler ailesidir.

Ispat. Lemma 6.4’iin ispatinda oldugu gibi, bir x hareketinin bir k diizlemine etkisi bir

2dp*
aopp*’

o egrisinin oskiilator diizlemler ailesi olarak alinsin: Ei = pkp™ — € (— pkp*).
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*

egrisidir. Ayrica,

Oyleyse, Ey oskiilatér diizlemler ailesine sahip olan egri a = — ;UZ) -
0

Ex, a egrisinin oskiilatdr diizlemleri ve egrinin binormal vektorii Euler-Rodrigues ¢atisi

tanimindan b = pkp”* (pp* = 1 oldugu varsayilsin) oldugundan bu a Pisagor-Hodograf

egrisi oldugunu garanti eder.

6.3 Pisagor Normal Yiizey Olarak Regle Yiizeyler
Lemma 6.6. Bir regle yiizey Pisagor normal (PN) yiizeydir.

Ispat. Pisagor normal vektor alanina sahip olan yiizeyler Pisagor hodograf egri
ozelliklerinin yiizeylerde ¢alisilmasiyla tanitilmistir (Peternell ve Pottmann, 1998). Bir
x =a(u) +vr(u) regle yilizeyinin yiizey normali Esitlik (3.38) yardimiyla dual
kuaterniyonlarda

n(u,v) = x, X x, = a(u) X r(w) + v(7@w) x r(w))

ile verilir. Kartezyen koordinatlarda n(u,v) regle yiizey normalinin Pisagor sartini
saglamasi Pliicker koordinatlarinda tanimlandigi zaman Esitlik (3.3) ile verilmis olan
Klein (Pliicker) kuadrigi {izerinde olmasiyla veya normlanmig dogru Pliicker
koordinatlarinda (dual kuaterniyonlar) normalinin normunun bir reel polinom olmasiyla

karakterize edilebilir:

_(n(w)
n(w) = (/ﬁ(u)
n(u) = ny(Wi+ n,(w)j + nz(wk

+e(@ Wi+ nWj+ Wk | lIn(wll € Rlu]

) | {(n(u),7(u)) =0 veya

Standart koordinatlarda taniml regle yiizeylerin normalinin normu
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InCu, I = llx, X 2,1l = [|a(w) x r@w) +v(7@) x r@)|

= (a0 x 7@ + v(#@) x r) ) (4w x ()
(6.2)

1/2
+o(F@) x @) = (e x i+ vlir x 72

= |la xr|| + v||r x 7| € Rlu, v]

olarak hesaplanir. Boylece, regle yiizeyler bir Pisagor normal yiizeylerdir.
Ayrica, Pliicker koordinatlarinda ifade edilen bir regle yiizeyin Pisagor hodograf
ozelligini saglamasi Klein kuadrigi iizerinde olmasiyla karakterize edilebilecegi

belirtilmisti. Oyleyse, Pliicker koordinatlarinda

(u) X r(u)
Mw:(%aw(WMXNw»“@> -

ylizey normalinin Klein kuadrigi iizerinde oldugunu ispatlansin:

() x r@))- ($a(w), (r@w) x #(w))r(w)
= (F(w) x r@W). ([a@), r W), *W]r@w)) (6.4)
= [a(w), W), 7 @](F @) x rw).r W)
= [a@),r(w),7W][rw),7(w),r(w)] =0

Boylece, yiizey normali Klein kuadrigi tizerindedir ve R(u) regle yiizeyi bir
Pisagor normal yiizeydir. Daha sonra, Esitlik (6.3)’de verilen regle yiizeyin normal
vektorii normlanmis dogru Pliicker koordinatlarindaki ilk ti¢ ve son ii¢ bileseni olan

F(u) X r(u) ve —(a(u), (r(u) X f(u)))r(u) vektorleri imajiner kuaterniyon olarak

yazilmak {izere

n(w) = 7(u) x r(w) — € (@), (r@w) x 7@)yr@w)) (6.5)

olarak yazilir. n(u) dual kuaterniyonun normu
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InG)ll = [|7w) x raw) — € (4w, (@) x #)r()) |
- ((r'(u) x r(w)

— e ({aq), (r@w) x r'(u>)>r<u))> (T'(“) xr(w) (6.6)

~ e ((aw, (r@w x f(u)))r(u))>*>

= () x ), r(w) X +@) = (Ir(w) x #(w)12)2
= llr(w) x 7w € R[u]

reel bir polinomdur. Boylece, Pliicker dogru koordinatlarinda ve normlanmis Pliicker
dogru koordinatlarinda regle yiizeylerin Pisagor normal karakterizasyonlar1 yapilmistir.
m
Regle yiizeyler zarf ylizeylerdir ve zarf yiizeylerin Pisagor normal ylizeyler
oldugu regle yiizeyin standart koordinatlardaki gosterimiyle ¢alisilmistir (Bizzarri vd.,
2017).. Lemma 6.6°da regle yiizeyler, regle yiizeylerinin dual gosterimi olan Pliicker
dogru koordinatlarinda tanimlanmistir. Dual gosterimde regle yiizeyler Klein (Pliicker)
kuadriginde bir egri belirtir. Boylece, bir regle yiizeyin Pisagor normal ylizey olmasinin
da normal vektoriiniin Klein kuadrigi iizerinde olmasi kosuluna bagli oldugu
gosterilmistir.  Ayn1  sekilde, normlanmis dogru Pliicker koordinatlarinda dual
kuaterniyonlara gomiilii olan regle yiizeyin normal vektoriinlin normunun reel bir
polinoma esit olmasi (dual bir polinom olmamasi) sart1 Pisagor normal yiizey olmasini

karakterize eder.

Oneri 6.7. Bir R(u) = x(u)ix(u)* regle yiizeyinin iireteclerinin yonii bir Pisagor

hodograf egrinin hodografidir.
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R(w) = x(wix(w)* = (agp + ed)i(ayp* + €d”)
= alpip* + eay(pid* + dip*)

1
& pip* + e—(pid* + dip”)
249

'*d* d*'*
pwp*+ p{) 6.7)
aopp aopp
pd* pd”
aypp*  aypp*

=pip*+e(

=m¢+e@m* pmﬂ

= pip* + - €e(pip” X pd”)
aopp

Dual kuaterniyonlarda, Esitlik (6.7) ile hesaplanan R(u) regle yiizeyi, kartezyen

2p(w)d*(u)

m+vp(u)1p (u) olarak yazilir. x(u,v) regle

koordinatlarda x(u,v) =

ylizeyinin tireteglerinin yoni p(u)ip* (u) egrisi olmak tizere bu egrinin normu

1/2

((P<u>ip*(u>)(p(u)ip*(u))*)l/z = ((pWip* W) (-pWip*w))
= ((P(u)P*(u))2>1/2 = pw)p*(w) € R[u]

bir polinom egrisidir. Boylece, Pisagor hodagraf egrinin hodografi olan egridir.
6.4 Pisagor Normal Yiizey Olarak Diizlem Hareketinin Zarf Yiizeyi

Pisagor normal ylizeyler, iki parametreli bir hareketin ydriingesi ve bir diizlem
hareketinin yoriingesinin zarfi olarak tanimlanacaktir. Notasyonlar, polinomlarm
parametresi olan wu,v parametresi yazilmadan, ornegin; p(u,v) = A, t(u,v) =t,

ay(u, v) = a, seklinde gosterilecektir.

Buradaki bilgiler 1s181nda, bir x kat1 cisim hareketi, 6nce dteleme ardindan da
déonme uygulanarak x = {(0{0 + 6%) p, @ € Rlu,v], p,t € H[u,v] } formunda

yazilabilir. Pisagor normal yiizeylerine ulasmak i¢in x hareket polinomu iki-degiskenli

bir polinom olarak alinir. Burada, Study sart1 kisitlamasiyla xx* € R[u, v]
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. t ty ) ty t
xx =(a0+e§)p (a0+e§)p =<a0+ez)pp <a0+65>

=pp*(ad +eay (" +1), x ERwvV]=t+t" =0

t = t;i + t,j + t;k € Im(H[t]) bir vektdrel kuaterniyondur. Iki degiskenli hareket
polinomunu homojen koordinatlarda genelligi kaybetmeden orijin noktasina etki ettirilsin

(¢clinkd, kat1 cisim hareketleri koordinattan bagimsizidir (Hacisalihoglu, 1998).

x2:(1+€0)x* = (agp — €d)(ayp + €d”)
= alpp* + eay(pd* — dp*) = aipp* + 2eaypd* (6.8)

= afpp* — eaypp’t

Kartezyen koordinatlarda orijin noktasinin yoriingesi

r=—— (6.9)

olarak elde edilir. Bu yoriinge bir yiizey olusturur; x = (ao +€ %) p hareket polinomunda

verilen p ve @, i¢in (¢linkii kuaterniyon durumunda ¢alisilmistir) dual kisim olan t

incelenerek yiizeyin Pisagor normal yiizeyi olma durumu arastirilacaktir.

r=- ai yiizeyinin bir Pisagor normal yiizeyi olmasi i¢in birim normal vektorii
0
pkp’
n= (6.10)
llpkp*||
olmalidir. n = % i¢in (1, m) = (1, n) = 0 iliskileri yardimiyla asagidaki kisitlayici

denklemler elde edilir:
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t apgt, —ag. t
rum) = (- =) ) = (- =) = 0
Ao/, o (6.11)
= (aoty — @p,tn) =0
t apt, —ag. t
romy = (= —) )= (- my =0
@/, %o (6.12)

- <a0tv - aovt,n) = 0

Bilgisayarli hesaplama programlari yardimiyla bu iki denklemden t kuaterniyoun
¢dziimii bulunur. ki denklem ve ancak ikiden fazla degisken oldugundan ¢dziim t’nin

katsayilar1 arasinda bir iligki verir. Bunlara rastgele deger atayarak t kuaterniyonu r =

—ai yiizeyi Pisagor normal yiizeyi olacak sekilde hesaplanir. Bdoylece, (agt, —
0

ao,t,n) =0 ve (agt, — @y, t,n) =0 sartlari ile rasyonel Pisagor normal ylizey

karakterize edilebilir. Bir baska deyisle, yiizeyin parametrelerine gére kismi tiirevleri olan

pkp*
[lpkp*||

T, Ve 1,, 1 = normal vektor alaninin ortogonal tiimleyeninin elemaniysa, yani

T, T, € nt, r yiizeyi bir Pisagor normal yiizeydir denir.

Oneri 6.8. Bir x kat1 cisim hareketi 6nce 6teleme ardindan da dénme uygulanarak x =
(ao +e %) p olarak yazilabilir. Pisagor normal yiizeylerine ulagmak i¢in x hareket

polinomu iki-degiskenli polinom x(u,v) € DH[u,v] olarak alinir. Burada, Study
sartindan dolay1 t = t;i + t,j + t3;k € Im(H[u, v]) vektorel kuaterniyon, p € H[u, v] ve
a, ise iki degiskenli @, € R[u,v] bir polinom olsun. Bu iki degiskenli hareket
polinomunu homojen koordinatlarda genelligi kaybetmeden orijin noktasina etki

ettirilsin:

*

t
x2.(1+0.6)x* = (ao - ez)p(l +0.€)p” (ao + e§>
A, t ot
=pp | a +e<a0§ —Ea()) .

Kartezyen koordinatlarda orijin noktasinin yoriingesi
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apt" —apt t—t

2a0? 2a,
olarak elde edilir. t vektorel kuaterniyon oldugundan t* = —t dyleyse orijinin yoriingesi
—ai olarak bulunur. Bu ydriinge bir ylizey olusturur; r = —ai. Verilen p ve a igin
0 0

(¢clinkii kuaterniyon durumunda ¢alisilmistir) dual kisim olan t’yi inceleyerek yiizeyin

Pisagor normal yiizeyi olma durumunu arastirilacaktir. r yiizeyinin teget vektorleri g, =

d . % . % a . x .k
T, = é = @.pip + Q)P Ve g, =1, = 6_17; = @3plp + P4p)p (Kozak Vd., 2016)

olmak {izere birim normal vektori

Or ar >
_ wXn gt av
I, X 7|l | or .. ”
ou " v
olarak hesaplanir. Oyleyse,
(rum) =(r,n) =0 (6.13)

sart1 ile rasyonel Pisagor normal ylizeyi karakterize edilebilir. Bir baska deyisle, 7, ve r;,,
n normal vektdr alanmin ortogonal tiimleyeninin elemaniysa; 7;, 7;, € nt Pisagor normal
yiizeydir denir. Ancak, bu yiizeylere orijin noktasinin hareketinin yoriingesi yerine bir

diizlem hareketinin yoriingesinin zarfi yaklasgimiyla daha genel bir form elde edilir.

Teorem 6.9. p, iki degiskenli bir kuaterniyon polinomu olmak {izere, bir S Pisagor
normal yiizeyi, yilizeyin normal vektorii n = i)k—g € H[u, v] ve orijine olan uzaklig: ise

dy € R[u, v] olmak tizere § parametrik yiizeyi

t 1 t t
o dm (G mxnr () o) e

u v

formunda yazilir.
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Ispat. Bir x € DH[u, v] iki parametreli hareket polinomu

t
x = {(ao + ei)p | p,teHuv]a€ ]R[u,v]}

seklinde tanimlansin. x hareket tanimladigi i¢in Study sartin1 saglar, yani normu reel bir
H * * t * t* * t t*
polinomdur. xx" =x"x = (ao + 65) pp (ao +e€: ) = pp (aoz + eay (E +2 ))

Oyleyse t+t* = 0 = t* = —t olur, boylece t bir vektorel kuaterniyondur. x‘nin k

diizlemine (xy —diizlemi) etkisi Tanim 6.1 geregince

xkx* = <<a0 + e%) p>6k<<ao + e%) p>*

*

t t
= (ao + E—) pkp* (ao + 6—)
2/¢ 2 (6.15)

ty ., t
= (0= e3) ke (0= 3)

2 * * t t *
= agpkp” — €ay (pkp 5 T 5pkp )

olarak hesaplanir. Burada, pkp* € Im(H[u, v]) ve pkp*%+ %pkp* € Ru, v] olmak

uzere bir duzlem belirtir. Bu duzlemler ailesi T olarak adlandirilsin.
€
T = aygpkp™ — 3 (pkp*t + tpkp™) = aon — €d, (6.16)

Homojen koordinatlarda galisildigindan bir ¢arpim faktoriine gore degismezdir, bu
yiizden @, faktorii yok edilir. Bu diizlemin dual olmayan kismi vektoreldir; diizlem
normalinin yoniinii temsil eder ve dual kism1 ise skaler degerdir; orijine olan uzakligini

temsil eder. T diizlemlerinin zarf yilizeyi

S=TnT, N7, (6.17)
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dg do,, do,
apn (aon), (aon), x

Xo

ile hesaplanir. Oyleyse, S: det([ ]) = (0, ayrica homojen

koordinatlarda X = [x,:X] = [x, : x : y : z] diizlem {izerinde temsili bir noktadir.

d d d
Sider([ % fou  dou o))
aon (aon)u (aon)v X

= det(aon, (agn)y, (apn)y,)xo (6.18)
+ (det(dy, (aron)y, (aon),) + det(dy,, (aon)y, aon)

+ det(do,, aon, (apn)y), (x,¥,2)) =0

det(w;, w3, w3) = (W1, W, X w3) bagintis1 yardimiyla Kartezyen koordinatlarda §

ylizeyi

(do, (aon)y, X (agn),) + (dou: (apn), X agn) + (dov: Qo X (aon)u>

det(agn, (@pn),, (apn),)

olarak hesaplanir. Paydadaki det(aon, (agn),, (agn),) = addet(n,n,, n,)’a esittir.

Ayrica, dy = — % (pkp*t + tpkp™) = — % (nt + tn) = —(n, t) yerine konunca

(do, (agn)y X (agn),) = (—(n,t), (“oun + aonu) X (“0,,1'1 + aonv))
= (—(n,t),a(ap,n X n, + ag 0, Xn+ aon, Xn,))
(do,, (aon), X agn) = (—(n,t),, (o, n + aon,) X aon) (6.19)
= (—(n,t)y, agn, X n)
(dov, aon X (apn)y) = (—(n,t),, @gn X (aoun + aonu))

= (—(l’l, t)vfa(%n X nu)

Boylece,
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oo (((n, t), (ao,n X n, + ag n, X n+ pn, xXn,))

a’det(n,n,,n,) (6.20)

(n,t),, apn, X n) (n,t),, apn X n,)
asdet(n,n,,n,) a?det(n,nyn,)

tekrardan gruplaninca,

a0<ni t) af()(n, t)u - a0u<n, t)
S§=—-|= u v 5 n, Xn
a§ det(n,n,,n,) a§ det(n,n,,n,)
a0<ni t)u - a0v<ni t) <
a? det(n,n,,n,) U
g (n, agt, — ag, t) (n, aot, — o, t) n
ap \aZdet(n,n,n,) "’ a? det(n,n,,n,) v

() e xn )y

u v

olarak sadelestirilir. Boylece, bir diizlemin zarfindan Pisagor normal yiizeyi iretilir.

Bir x(u, v) hareket polinomunun etkisiyle orijin noktasinin yoriingesi

x.(1+€0)x" = ((ao + 6%) p) (1+e€.0) <<a0 + 6%) P)*

*

t t
(ao + e—) p(1+€.0)p” (ao + e—)
2/, 2

t t
(ao - EE) p(1+€.0)p” (ao - E§> = alpp* — eaypp*t

olarak hesaplanir. Oyleyse, Kartezyen koordinatlarda

a,pp’t ot g
IV IS
aypbp (04
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olarak yazilir. Bu yiizeyin Pisagor normal yiizey olmasi igin n || S, X S, = pkp* olmak

lizere yiizeyin normali n’ye paralel olmalidir. Oyleyse,

aotu - aout
n LS, = (0,5,)=(n,—————"%) = 0= (napt, — a,t) =0
0

Aoty — gt
nlS,=(nS,)=(n, -2 T) =0=(n,apt, —ag,t) =0

bagintilarin1 saglamalidir. Bir Pisagor normal zarf yiizeyinde bu sartlar empoze

edildiginde

t 1 ((t)) “n + <t>)>< _t
@, det(mny,n,)\ W\, /M R BTG ) IR A =

u

rasyonel yiizeyi elde edilir. Ayn1 zamanda yoriingesi orijin noktasinin hareketi olan zarf

ylizeyi Pisagor normal zarf yilizeylerinin 6zel bir durumudur.

Ornek 6.10. p := ui + vj + k ve ag := (uv + u + v)(uv — 1) olsun. iki parametreli
hareket polinomunun k diizlemine etkisiyle olusan T = @gn — e€d,, teget diizlemler

ailesinin zarf diizlemi hesaplansin. Burada,

n=2u(uv+u+v)(uv—- i+ 2v(uv + u + v)(uv — 1)j
+ (1 -u?=v)(wv+u+v)(ur - 1Dk

d= (u +( p2 -2y 42 ) 4+(14 2 4= v+2)u3+

45
8 4 _ 584 3 424 o 188 244) 2 31 4 362 5
—V + 5 v+ +(-Zvr 420t 22y
(45 1357 45 3 45
22208 302 12 604 28 39632 8
8v — ) ——v - =t —p3 = 2——v——)(uv+
1485 135 11 135 11 1485 11

u+v)(uv—1)

olmak iizere bu T diizlemlerinin zarfi olan § Pisagor normal polinom ytiizeyi

88



4 4 3 94 29 104 31 10
(——u3v2 +—wt —-ut+ —udv+ =t —uwr? - — vt - —ud - 2utv +
15 45 4 45 18 45 180 9

698 2 3 94 31
S v+ ouf - —uw

5552
297 45 90

1485
778 6 151 2 47 151 47 31 9908
—ufv - 2uv* +—v3 +—vt+ud - —ut - —v? - —u? ——
297 1 90

v2 + 2w+ 20 )i+(2u—Ev+Eu2v2—
3 11 15

90 45 45 45 1485 +

3
4 4 83 31 . 188 62 604
—vut ——=v3u? —=udv + —uv3)] + (—uzvz -2 +—utv +=uwv? +—v3 -
45 15 45 45 45 45 135

10 18 4
—u® —4uv + —v? ——)k
3 11 11

yazilir. Sekil 6.1’de u = —0.5, v = 0.5 parametre degerlerine karsilik gelen $(—0.5,0.5)

noktasi yiizey iizerinde kirmizi noktayla belirtilmistir.

Sekil 6.1 k diizleminin x hareketinin etkisiyle olusan diizlemler ailesini teget diizlem

kabul eden polinom Pisagor normal zarf yiizeyi

Ornek 6.11. C hareket polinomundap :==uwv +ui+v(i+j+k) + (1 —i+2j+ k) ve
apg = (uv+u+2v+1)(uv + 3u + 2v — 1) alinsin. Bu durumda, buna karsilik gelen
iki parametreli C hareket polinomunun k diizlemine etkisiyle olusan ' = ayn — €d,
teget diizlemler ailesinin zarf diizlemi hesaplansin. Burada, n = (2Quv? + 6uv + 2v? +
2u+ 2v + 2)i + (—2u?v — 2uv? + 2uv + 2v% — 2u + 4v + 6)j + (U?v? —u? —

v? + 2u — 3)K olmak iizere Sekil 6.2°de, T diizlemlerinin zarfi olan § Pisagor normal
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ylizeyi ve u = —0.2, v = 0.2 parametre degerlerine karsilik gelen §(—0.2,0.2) noktasi

gosterilmistir. Mavi diizlem yiizeyin bu noktasindaki teget diizlemi gosterir.

Sekil 6.2 k diizleminin x hareketinin etkisiyle olusan diizlemleri teget diizlemi kabul eden

rasyonel Pisagor normal zarf ylizeyi
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, Pisagor hodograf egri ve Pisagor normal yiizey 6zellikleri bir rasyonel
hareketin yoriingesi olarak elde edilmistir. Pisagor hodograf egri ve Pisagor normal ylizey
ozelliklerinin rasyonel olma durumunda rasyonel polinomlarin integrali genellikle
rasyonel olmadig1 veya rasyonel polinomlar her zaman integrallenebilir olmadigi igin bir
zorlukla karsilagilmaktadir. Bu zorlugun asilmasi i¢in rasyonel egri veya rasyonel yiizey
bir rasyonel hareketin yoriingesi olarak bulunmustur.

Rasyonel hareket polinomunun dual kuaterniyonlarda tanimlanan noktaya,
dogruya ve diizleme etkisiyle olusan yoriingeleri hesaplanmistir. Bu yoriingelerin Pisagor
hodograf egrileriyle ve Pisagor normal yiizeylerle iliskileri elde edilmistir.

Hareketin noktaya etkisi bir yoriinge egrisi ¢izer. Bu egrinin Pisagor hodograf egri
olma durumu bulunup bu yoriinge egrisi ile dual kuaterniyonlar yardimiyla Pisagor
hodograf egri tanimlanmistir. Hareketin dogruya etkisiyle olusan regle yiizeyinin
acilabilir ylizey olmasi ile yoriinge egrisinin Pisagor hodograf egri olmasi arasinda 6nemli
bir 6zellik bulunmustur. Acilabilir yiizeyler (veya torsal yiizeyler) literatiirde 6nemli bir
yere sahiptir.

Hareketin dogruya etkisi yardimiyla birim dual matrislerin agik formu elde
edilmistir. Ayrica, bu dogrulart vida ekseni kabul eden hareketin her zaman rasyonel
oldugu kesfedilmistir ve bu kinematik hesaplamalarinda biiyiik bir avantaja sahiptir.

Hareketin diizleme etkisiyle olusan diizlemler ailesini normal diizlemler ailesi
kabul eden egrinin her zaman bir Pisagor hodograf egri oldugu bulunmustur. Ardindan,
hareket iki parametreli olarak alinip bir diizleme etki ettirildiginde zarf ylizeyi Pisagor
normal ylizey olarak elde edilmistir.

Farkli geometrik nesnelerin bir rasyonel hareketin etkisiyle olusan ydriingelerinin
Pisagor hodograf egrileriyle ve Pisagor normal yiizeyleriyle ¢esitli iliskileri bulunmustur.

Bu yontemle, oldukca diisiik dereceli polinom ve rasyonel ifadeler edilir.
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EKLER

Ek 1. Pliicker Dogrusunun Hesaplanmasi ve Yer degistirme Algoritmasi

- a, b - Iki nokta (vektér veya dual

Girdi: kuaterniyon formunda)
- B yer degistirmesi (dual kuaterniyon)
Baglangic - Lineer Cebir kiitiiphanesini yiikle.

Pliicker prosediiriinii tanimla:

a ve b noktalarini tanimla:

P Pliicker dogrusunu hesapla:
B yer degistirmesini tanimla:

Ba ve Bb noktalarini hesapla:

P1 ve QI Pliicker dogrularimi
hesapla:

P1 ve Q1'1 vektor formuna gevir:

Vektorleri sadelestir:

Sonuglar karsilastir:

Cikti:

- Dual kuaterniyonlar modiiliinii yiikle.

- Eger girdi vektor tipindeyse, iki noktadan
gecen Pliicker dogrusunu hesapla.

- Degilse, girdileri vektore cevir ve Pliicker
dogrusunu hesapla.

- 1ki farkli konvansiyon kullanarak sonucu
doniistiir.

a ve b noktalarin1 dual kuaterniyonlarda tanimla.
a ve b noktalarini kullanarak P'yi hesapla.

B yer degistirmesini dual kuaterniyonlar: olarak
tanimla.

a ve b noktalarmin B yer degistirmesi altindaki
goriintiilerini hesapla.

- ki farkli formiil kullanarak P1'i hesapla.
- Bave Bb kullanarak Q1'i hesapla

P1 ve Q1'i dual kuaterniyondan vektore gevir.

P1 ve Q1 vektorlerini ilk elemanlarina bolerek
sadelestir.

P1 ve Q1'in esit olup olmadigini kontrol et (Study
sart1 altinda).

P1 ve QI Pliicker dogrulari ve esitlik durumu.
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