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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarimin yapilmasi ve
bulgularimin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu calismanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin, verilerin
ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini ve alinti
yapilan calismalara atfedildigine beyan ederim.

YESIM AYVAZOGLU



OZET

z-KAPALI ALT MODULLER UZERINE GENELLEMELER
YUKSEK LISANS TEZI
YESIM AYVAZOGLU
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI )
TEZ DANISMANI: PROF. DR. CANAN CELEP YUCEL

DENIZLI, TEMMUZ-2024

Bu calismada literatiirde mevcut CS-modiil sinifinin genellemeleri olan ve 6zel
olarak CLS, C1;, Cf,, G-extending, G*-extending, Fl-extending, PI-extending olarak
adlandirilan modiil siniflar1 ayrintili olarak incelenmistir.  Ayrica GZ*-extending
modiillerde z-kapal1 alt modiiller yerine projeksiyon degismez z-kapali alt modiiller
almarak CLS ve G-extending modiillerin genellemesi olan yeni bir modiil sinifi elde
edilmistir. ZPG-modiil ad1 verilen bu modiillerin alt modiillerine, dik toplananlarina,
dik toplamlarina ve injektif zarfina vb. tasinip tasinmadigi arastirllmigtir. Arastirmalar
neticesinde elde edilen bulgular, CS-modiiller ve genellemeleri iizerine c¢alisma
yapmak isteyen arastirmacilara yol gostermek adina derlenerek literatiire katki
saglanmas1 amaclanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: CS-modiiller, CLS-modiiller, G-extending modiiller,
Pl-extending modiiller, z-kapal1 alt modiiller, zp-alt modiiller, C'7,-modiiller,
G*-extending modiiller.



ABSTRACT

GENERALIZATIONS ON z-CLOSED SUBMODULES
MSC THESIS,
YESIM AYVAZOGLU
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS .
(SUPERVISOR: PROF. DR. CANAN CELEP YUCEL)

DENIZLI, JULY-2024

In this study, the module classes which are generalizations of the CS-module class
existing in the literature and specifically named as CLS, Cy;, Cf,, G-extending,
G*-extending, Fl-extending, Pl-extending were examined in detail.  Also, in
G*-extending modules, instead of z-closed submodules, projection invariant z-closed
submodules were taken, and a new module class, which is a generalization of CLS
and G-extending modules, was obtained. These modules, named ZPG-modules, were
investigated whether their submodules, direct sums, direct summands, and injective
hulls were transferred. The findings obtained through the research were compiled to
contribute to the literature with the aim of guiding researchers who want to work on
CS-modules and their generalizations.

KEYWORDS: CS-modules, CLS-modules, G-extending modules, PI-extending
modules, z-closed submodules, zp-submodules, C7,-modules, G*-extending modules.
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X <. M

X <, M

X <, M
SocM
Z(M)
Z>(M)
End(Mpg)
Hom(N, M)

E(M)

SEMBOL LISTESI

X, M’nin alt moduli

X, M’nin essential alt modilii

X, M’nin komplement alt modiilii

X, M’nin dik toplanam

M ’nin socle kiimesi

M’ nin singular (tekil) alt modiilii

M’nin ikinci singular (tekil) alt modiilii

Mg modiiliiniin endomorfizmalar halkasi

N’den M’ye olan homomorfizmalarin kiimesi

M’nin injective hull’1 (injektif zarfi)

M’nin rational hull’1 (rasyonel zarfi)
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1. GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Klasik cebirde modiil kavrami, matematigin bicimsel temellerinin olusturulmasina
onemli katkilarda bulunan Alman matematik¢i David Hilbert tarafindan 1890 yilinda
tanimlanmugtir. Ayni yil igerisinde Hilbert tarafindan kanitlanan syzygy teoremi, bir
idealin veya daha genel olarak bir modiiliin iiretecleri arasindaki bagintilar ile ilgilidir.
Daha sonra Emma Noether tarafindan karakterize edilen bu kavram, vektor uzaylarinin
bir genellemesidir yani her vektor uzay1 ayn1 zamanda bir modiildiir. Aralarindaki en
onemli farkliliklardan biri, vektor uzayinda skalerin cisimden modiilde ise halkadan
alinmasidir. Halkanin idealleri, o halka iizerinde bir modiil yapisina sahip oldugundan
modiiller halka ve ideal kavramlarinin karakterizasyonlarinda kullanilmakta olup

arastirma sahasi olarak giincelligini korumaktadir.

Modiil teoride 6nemli bir yeri olan ve bu tez konusunun miladini olusturan CS-modiil
kavraminin temelleri, John von Neumann’in 1936 yilina ait ¢calismalari ile atilmigtir
(von Neumann 1936a,b). Utumi bu caligmalardan yola ¢ikarak regiiler bir halkayi,
temel sol ideallerin latisi ist stirekli ise siirekli olacak sekilde tanimlamigtir. Utumi
(1961) calismasinda ise birebir bir halka iizerinde ', C; ve (3 olarak adlandirilan
tic kosul tanimlamigtir. Regiiler halka ile CS-modiil (extending) kavrami arasinda
bir baglanti oldugunu kanitlayarak CS-modiillerin gelisimine katkida bulunmustur
(Utumi 1965). Jeremy, Takeuchi ve Mohamed-Bouhy, Jeremy (1971, 1974), Mohamed
ve Bouhy (1977), Takeuchi (1972) calismalarinda elde edilen kavramlart modiillere
tasimistir.  Goldie, boliim halkalar1 iizerine yaptigr Goldie (1958), Goldie (1960)

calismalarinda komplementleri gbz oniinde bulundurmustur.

Goldie’nin bu yaklasimi Hajarnavis’in sol CS-halkalarini diisiinmesi ve Chatters ile

Chatters ve Hajarnavis (1977) yi yayinlamasi i¢in ilham kaynagi olmustur.



Teorinin gelisiminin farkli dogasi nedeniyle, her yazar farkli bir terminoloji
benimsemistir. Ornegin Harada "extending modiil" terimini kullanmay1 tercih ederken
Chatters ve Hajarnavis "complements are summands" i¢in CS kisaltmasini, Utumi,

Mohamed ve Miiller ise (C}) gosterimini kullanmiglardur.

CS-modiil, modiil teoride tanimlanan bircok modiil sinifindan biridir ve
genellestirilmis modiil siniflar1 ile birlikte hala iizerinde yapilan calismalar devam
etmektedir. CS-modiiliin bu ¢alisgmada incelenen genellemeleri CLS, Cy;, Cf7,
G-extending, G*-extending, Fl-extending ve Pl-extending modiillerdir.  Tercan,
(Tercan 1995b) makalesinde CLS-modiilleri tanimlamig ve CLS-modiillerin sonlu dik
toplamlarinin ne zaman CLS-modiil oldugunu incelemistir. Smith ve Tercan (1993),
Smith ve Tercan (2004) makalelerinde C';-modiil ayrintili olarak incelenmistir.
2008 yilinda Yiicel, doktora tezi ile literatiire katkida bulunmustur. 2009 yilinda
Birkenmeier, Tercan ve Akalan G-extending modiilii tanimlamiglardir (Akalan ve
dig. 2009). Birkenmeier ve Tercan’in, Birkenmeier ve Tercan (2015) calismasinin
izerine Kara ve Tercan, Kara ve Tercan (2018) de Cf7,-modiilleri tanimlayarak
yararl sonuglar elde etmiglerdir. 2022 yilinda Tercan, Yasar ve Yiicel, G*-extending
modiilleri literatiire kazandirmiglardir (Tercan ve dig. 2022). Birkenmeier ve dig.
(2001), Birkenmeier ve dig. (2002a,b), FI-extending modiiller iizerine yapilan 6nemli
calismalardandir. Pl-extending modiiller, Birkenmeier, Tercan ve Yiicel tarafindan

tanimlanmigtir (Birkenmeier ve dig. 2014).

1.2 Calismanin Amaci ve Kapsami

Halka cebirin en 6nemli temel kavramlarindandir ve modiiller iizerine calismak
halkanin i¢ yiiziinii anlamay1 saglar. CS-modiiller ve genellemeleri iizerine caligma
yapmak isteyen arastirmacilara yol gosterici olacak bulgular1 bir arada vermek
amaclanmistir. Calismanin amacina hizmet edecek kavramlardan ozellikle essential

(esas) ve komplement (tiimleyen) alt modiiller tanitilmig ve ispatlara da yer verilmistir.



Bu tezde z-kapali alt modiiller ile elde edilen genellemeler ve bu genellemeler ile
ilgili elde edilmis olan tiim Ozellikler ve sonuclar, bunlarin yani sira bu modiil
siiflarinin birbirleri ile olan iligkileri incelenmistir. CS-modiillerin genellemelerinden
biri olan G-extending modiiller arastirilip bu modiillerde alt modiil yerine 6zel
olarak z-kapali alt modiiller alinarak elde edilen G*-extending modiil sinifi iizerinde
titizlikle durulmugtur. Bu calismada G*-extending modiillerde z-kapali alt modiiller
yerine projeksiyon degismez z-kapali alt modiiller alinarak yeni bir modiil sinifi
tanimlanmistir.  Elde edilen yeni modiil sinifi ile literatiire katkida bulunulmasi

hedeflenmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLiKLER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlara, bunlarla ilgili bazi
ozelliklere ve calismanin miladint olusturan CS-modiil sinifina yer verilmigtir. Bu
boliim Hungerford (1980), Kasch (1982), Takil (2003), Takil (2008), Tercan ve Yiicel
(2016), Tastan (2021) kaynaklarindan yararlanilarak olusturulmustur.

2.1 On Bilgiler

Teorem 2.1.1 (Zorn Lemma). Bos olmayan A kismi sirali kiimesinin her zincirinin A

da bir iist sinirt varsa, A min en az bir maksimal elemani vardir.

Teorem 2.1.2 (Modiiler Kurah). M bir R-modiil, A, B, C < M olsun. Bu durumda
(ANB)+ (ANC) < ANn(B+C)
dir. Eger B < A ise
AN(B+C)=B+(ANC)
esitligi saglanir.

Ispat. 2 € AN (B + C) olsun. Budurumdaz € Avex € B4+ Colupzr = b+ ¢
olacak sekilde b € B ve ¢ € C vardir. B < A oldugundan ¢ = x — b € AN C olur.
Buradanz = b+ c € B+ (AN C) dir. O halde

AN(B+C)C B+ (ANC) (2.1)
bulunur. Tersine, B+ (ANC) < B+ Cve B+ (ANC) < B+ A < A oldugundan
B+ (ANnC)CAN(B+C) (2.2)
bulunur. Boylece (2.1) ve (2.2) den
AN(B+C)=B+(ANCQC)

esitligi elde edilir.



Tanim 2.1.3. M bir R-modiil ve N < M olsun. Eger M = N & K (N + K = M ve
N N K = 0) olacak sekilde bir K < M alt modiilii var ise N ye M nin dik toplanan:
denir ve N <, M ile gosterilir. M = 0 & M oldugundan M ve 0 alt modiillerine M

nin asikdr dik toplananlart denir.

Tamm 2.1.4. M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Eger M nin sifir ve kendisinden

baska hicbir alt modiilii yoksa M ye basit (simple) modiil denir.

Tamm 2.1.5. M bir R-modiil olsun. M nin her alt modiilii bir dik toplanan ise M

modiiliine yari-basit (semisimple) modiil denir.

Eger M bir basit modiil ise M nin alt modiilleri 0 ve kendisidir. M = 0& M
oldugundan M yari-basit modiil olur. Boylece basit modiiller ayn1 zamanda yari-basit
modiillerdir. Diger yandan, bu tanima gore 0 modiilii yari-basittir fakat Tanim 2.1.4

den 0 modiilii basit degildir.

Tamm 2.1.6. M bir R-modiil olsun. M nin biitiin basit (minimal) alt modiillerinin

toplamina M nin socle’t denir ve Soc(M) ile gosterilir.

Eger M nin basit alt modiilii yoksa Soc(M) = 0 dir. Ayrica Soc(M) bir yari-basit

modiildiir.

Tamm 2.1.7. M bir R-modiil olsun. M nin kendisinden ve sifirdan baska dik toplanant

yoksa M ye ayngtirdlamaz (indecomposable) modiil denir.

Tanmm 2.1.8. P bir sag R-modiil olsun. f : P — B bir R-homomorfizma ve
g : A — B bir epimorfizma olmak iizere gh = [ olacak bicimde bir h : P — A

homomorfizmast varsa, P modiiliine projektif modiil denir.

Tanim 2.1.9. M ve B sag R-modiilleriicin A < Bve f : A — M bir homomorfizma
olmak iizere g|x = f olacak bicimde bir g : B — M doniisiimii varsa, M modiiliine

injektif modiil denir.



My = 7 modiilu verilsin. My injektif degildir. Ciinkii f : 2Z — 7Z doniisiimii bir
g : Z — Z doniigtimiine genisletilemez. Bunu gostermek i¢in aksini kabul edelim,
yani gloz = f olsun. Bu durumda 1 = f(2) = ¢(2) = g(1) + g(1) = ¢g(1) =1/2
olup bir celiski elde edilir. O halde My injektif degildir.

2.2 Ozel Tipteki Alt Modiiller

Tamim 2.2.1. M bir R-modiil ve N < M olsun. Eger her 0 # K < M icin NNK # 0
oluyorsa veya buna denk olarak bir L < M icin N N L = 0 oldugunda L. = 0
oluyorsa N ye M nin essential (biiyiik, genis) alt modiilii ya da M ye N nin essential

geniglemesi (essential extension) denir ve N <., M ile gosterilir.

Ornegin; Mp = Z7 modiiliiniin sifirdan farkli her alt modiilii My de essential olarak

kapsanur.

Ayrica bu tanima gore her M modiilii kendisinin bir essential alt modiiliidiir. M

modiiliiniin kendisinden farkli essential alt modiiliine 6z essential alt modiil denir.

Onerme 2.2.2. M bir modiil olsun. Bu durumda;

(i) N < M olsun. N <. M olmasi icin gerek ve yeter kosul her 0 # m € M icin
N N'mR # 0 olmasidrr.

(ii) K < N < M olmak iizere K <. M olmast icin gerek ve yeter kosul K <., N ve
N <. M olmasidr.

(iii) N <., Mve K < Mise NNK <, K dir.

(iv) 1 < i < t olmak iizere her t > 1 icin N; <, K; ise (Ny N No N --- N Ny) <,
(KiNnKyn---NKy) dir.

(v) K <N < M olmak iizere N/ K <, M/K ise N <. M dir.

(vi) Birm € M icin N <, M ise m~'N <, Ry, dir.
6



(vii)

(viii)

Her stfirdan farkl indis kiimesi I icin, © € I olmak iizere N; <. M, olmasi icin

gerek ve yeter kosul PN; <. P M; olmasidur.

i€l el

f:+ M — N bir homomorfizma ve B <. N ise f~1(B) <. M dir.

ispat.

@)

(i)

(iii)

(iv)

Ik olarak N <, M ve 0 # m € M olsun. Bu durumda N N'mR # 0 olur.

Tersine 0 # m € K < M igin N N mR # 0 olsun. O halde 0 # mr € N N K
olacak sekilde bir » € R vardir. Boylece N <, M elde edilir.

Ik olarak K <., M ve 0 # X < N olsun. Budurumda 0 # X < M olur. K <, M
oldugundan K NX # 0 dir. Her 0 # X < Nigin KN X # 0 oldugundan K <, N
dir. Simdi 0 # 7" < M olsun. Budurumda 0 # K NT < N NT dir. Her
0#T < Migin NNT # 0 oldugundan N <, M dir.

Tersine K <, Nve N <, Molsun. 0 # Z < M i¢cin0 # NN Z < N dir.
K <. Noldugundan 0 # KN (NNZ) = KN Zdir. Her 0 # Z < M igin
K N Z # 0 oldugundan K <, M dir.

N< . M,K<MveO#S < Kolsun. (NNK)NnS=NNS # 0 dir. Her
0#S < Kicin (NNK)NS #0oldugundan (N N K) <, K dir.

t =2ig¢in Ny <, K; ve Ny <, Ky = (N1NN3) <. (K;NK3) oldugunu gorelim.
X < K; N K, olsun. Kabul edelim ki (N; N N3) N X = 0 olsun. Bu durumda

bulunur. O halde (N; N Ny) <. (K;N K>) dir. Tiimevarim yontemi ile genel durum
elde edilir.

Bu ozellik sonlu olmayan bir indeks kiimesi i¢in dogru degildir. Ornegin Zj

modiiliinii g6z oniine alalim. Her n € Z i¢in nZ <. 7Z dir. Fakat



v)

(vi)

ﬂ nZ =0 ﬁe ZZ
nez

dir.

X < Mve XNN =0olsun. Eger X < K ise

XNN=X=0

olur. Eger K < X ise

X M
042 <X
7 K~ K
dir. Simdi 2 N & =0 olsun. £ <, 2% oldugundan % = 0 yani X = K dir. Buda

K < X olmasiyla ¢eligir. O halde N <, M dir.

Oncelikle m~'N < Rp oldugunu gérelim. 0 € R ve m0 = 0 € N oldugundan

m~IN # ( dir. ri, 7o € m~'N ve s € R alalim.
m(ry —ry) =mr; —mreg € N
oldugundan (r; — ry) € m™'N dir.
(mri)s =m(ris) € N

oldugundan rs € m~'N dir. O halde m™'N < Rpdir. N <, M, m € M ve
0 # I < Rgolsun. Eger mI = 0 ise

INmIN=T#0

dir. Eger m/I # 0 ise
N <. M oldugundan mI N N # 0 dir. Bu durumda bir 0 # r € I igin mr € N

olur.
mre N=rem N

oldugundan I Nm ™' N # 0 dir. Sonug olarak m~'N <. Rp dir.
8



(vii) Keyfi0 # m € @Ml alahm. m = my, + -~ +my, ;my; € My, (j = 1,...,n)
biciminde yazﬂa‘é)eifir. n ye gore timevarimla 0 # mr € @Ni olacak bicimde
r € R oldugunu gosterelim. n = 1 i¢in agiktir. n = k iginzejj\fi < M;(1 <1<
k) = @Ni <. @MZ nin dogru oldugunu varsayarak n = k + 1 i¢in dogrulugunu
gbrelimﬁ;/ = mf I—i— -+ -+ m,, i¢in (1) den

O#m/seNh@---@Ni
ise

olacak bigimde s € R vardir. Eger m;, s € N

Tk+1

ms € @Nive]\@kﬂ ﬁ(NZ @@le) = ({
i€l
oldugundan ms # 0 dir. Eger m;, s ¢ N, ise N;, ., <. M;, , oldugundan (i)

den 0 # (my,, s)t € N;,,,
mr € @N; ve @N; dik toplam oldugundan mr # 0 dir. Sonug olarak PN; <,

olacak sekilde bir t € R vardir. O halde r = st € Rigin

i€l iel iel
@M, dir.
icl
Tersine PN; <. PM; ve N; %, M olsun. O halde 0 # Ly < My i¢in NyN Ly =
i€l el
0 dir. Bir [y € (pN;) N Ly alalim. Bu durumda [y = ny + - - - + n,, olacak gekilde
iel

n; € N; vardir.
ll—n1:n2++nn€M1ﬁ(Mg@M3@@Mn):0

oldugundan [y = ny € L; N N; = 0 dir. Buradan (@Nz) NL; = 0dr. @Ni <.
@M@' ve L1 < M; < M oldugundan L; = 0 dlrfe%u da V; ﬁe My (ilerilamyla
z;eelli§ir. O halde her i € I icin N; <, M, dir.

(viii) f : M — N bir homomorfizma ve B <, N olsun. f~}(B) N U = 0 olacak
bicimde bir U < M alalim. = € BN f(U) igin x = f(u) olacak bigimde u € U
vardi. z = f(u) € B oldugundan v € U N f~(B) = 0 dir. Bu durumda
z= f(u) = f(0) =0dir. Yani BN f(U) = 0dir. B <. N oldugundan f(U) =0

dir. O halde



U< Kerf=f"0)<f(B)

oldugundan U = f~}(B)NU = 0 dur.
Tamim 2.2.3. Herhangi bir M modiilii icin Soc(Mg) = (\{N : N <. M} dir.

Tamim 2.2.4. M sifirdan farkli R-modiil olsun. Eger her 0 #+# U < M icin U <, M

oluyorsa M ye uniform (diizgiin) modiil denir. Ornegin, Z;, bir diizgiin modiildiir.

Tanim 2.2.5. M bir R-modiil ve L < M olsun. K N L = 0 ozelligine gore maksimal

olan bir K alt modiiliine L nin M deki komplementi denir.

Tanim 2.2.5 deki K alt modiilii tek olmak zorunda degildir. Asagida verilen 6nerme,
bir M modiiliindeki her alt modiiliin bir komplementinin var oldugunu ifade eder. Bu

da komplement alt modiilleri oldukca kullanigh hale getirmektedir.

Onerme 2.2.6. M bir modiil olmak iizere M nin L ve N alt modiilleri icin N N L = 0
olsun. Bu durumda L nin M de bir K komplementi vardir ki, N C K dir.

Ispat. S = {X < M : N < X ve X N L = 0} kiimesini tanimlayalim. N € S
oldugundan S # () dir. {X; : i € I}, S de bir zincir olsun. S tam siralidir. U = UXi
alalm. Herhangi iki X;, X; € Si¢in X; C X, yada X; C X, oldugundan U lglerl alt
modiildiir. Her 7 € [ igcin N < X, oldugundan N < U[Xi dir. Herv € [i¢in X; N L =
i€
0 oldugundan <UXZ> NL=0olupU € Solur. Yani U, {X; : i € I} zincirinin bir
ist siniridir. BGZ;IIece Zorn Lemma dan S nin bir maksimal eleman1 vardir. Bu K ile
gosterilirse, K N L = 0 oldugundan K, L nin M deki bir komplementidir. Ayrica S

nin tanimindan N C K dir.

Asagida ispat1 ile verilen 6nerme, bir modiilde essential alt modiiller tiretmek i¢in bir

teknik saglamaktadir.

Onerme 2.2.7. M bir modiil ve L, M nin bir alt modiilii ve K, L nin M de herhangi
bir komplementi olsun. Bu durumda K & L <. M dir.

10



Ispat. N < M ve (K ® L)N N = 0 alalim. K C K + N oldugu aciktir. Bu durumda
K, L nin M de herhangi bir komplementi oldugundan (K + N)N L # 0 olur. Buradan
n € NvelO # x € Licin x = k + n olacak sekilde bir £k € K vardir. Boylece
n=z—ke(K®L)NN =0oldugundan n = Oelde edilir t =k € KNL =0
ise x = 0 olur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde K = K + N dir. Boylece N < K
ise N< K®Lolur. (K® L)NN = N = 0oldugundan N = 0 dir. Dolayisiyla
K @ L <. M elde edilir.

Tanim 2.2.8. M bir modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. Eger K, M de herhangi
bir alt modiiliin komplementi ise K ya M de bir komplement alt modiil denir ve K <.

M ile gosterilir.

0 ve M modiiliiniin M nin komplementi oldugu aciktir. Fakat dik toplanan olan
asikar alt modiiller haricindeki her dik toplanan i¢in daha genel olarak asagidaki sonug

verilmisgtir.

Sonu¢ 2.2.9. Bir M modiiliiniin her dik toplanant M nin bir komplement alt

modiiliidiir.
Gergekten; M = A® B, A < N < M ve N N B = 0 olsun. Modiiler kuralindan
N=NNM=NnAe&B)=Aa(NnB)=A4

dir. Fakat Sonug 2.2.9 da verilen 6nermenin tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin;
F bir cisim ve V' de F' lizerinde boyutu 2 olan bir vektor uzayi olsun. V' = v " @
voF' alallm. Bu durumda R = { [f v]  f e Fv e V} matris iglemleri ile

0 f
birimli, degismeli ve ayristirllamaz bir halkadir. [ = {{8 Uaf]  feF }§ Rp

ve J = { [8 véf } - ferF }§ Rp olmak iizere I, J nin (benzer olarak J, I nin)

komplementidir. Yani [ <. Ry dir. Ancak I, Ry nin bir dik toplanan1 degildir.

Onerme 2.2.10. M bir modiil ve N < M olsun. Bu durumda N <, K olacak sekilde
bir K <. M vardr.
11



Ispat. N', M de N nin bir komplementi olsun. Boylece N' N N = 0 dir ve N niin
bir ' komplementi vardir ve Onerme 2.2.6 dan N C K dir. 0 % L < K olsun.
N' C L+ N' oldugundan (L + N')N N # 0 olur. Béylece 0 # n € (L + N )N N
isen € (L+ N')ven € Nolur. z € L,n" € N olmak iizere n = x +n’ dir. Buradan
n =n—x¢€ N NK = 0oldugundan n' = 0 dir. Béylece n = x € N N L olup
NN L #0olur. Yani N <, K elde edilir.

Onerme 2.2.10 da varlig1 ispatlanan K alt modiiliine N nin M deki kapamsi (closure)

denir.

Tamm 2.2.11. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her alt modiilii M de bir tek
kapanisa sahip ise M ye tek kapaniga sahip modiil ya da kisaca UC-modiil denir.

Diizgiin, yari-basit ve nonsingiiler modiilleri UC-modiillere 6rnek olarak verebiliriz

(Goodearl 1976).

Asagidaki onerme komplementligin karakterizasyonunu ifade eder.

Onerme 2.2.12. M bir modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda K <,

M olmasi icin gerek ve yeter kosul K <., L < M ise K = L olmasidir.

ispat. Varsayallm ki K <, M ve K <, L < M olsun. Bu durumda K, X in
M de bir komplementi olacak sekilde X < M vardir. Boylece K N X = 0 olur.
0=KnNX <., LN Xoldugundan LN X = 0 dir. K, K N X = 0 kosulu altinda
maksimal oldugundan K = L olur.

Tersine, K < M oldugundan Onerme 2.2.10 dan K min M de bir L kapanisi1 vardir.
Yani K <, L <. M dir. K = L oldugundan K <, M dir.

Onerme 2.2.13. M bir modiil ve K, N < M olsun. Eger K <. N ve N <, M ise
K <. M dir.

ispat. K <. Nve N <., M oldugunu kabul edelim. Buradan bir K "< N icin K,
K’ niin N deki komplementi ve bir N' < M i¢in de N, N niin M deki komplementi
12



olur. z € KN (K +N')alalm. k' € K',n' € N'iginz = k' +n' dir. s — k' =n’ €
N' NN = 0olur. Béylecez = k' € K' N K = 0 oldugundan K N (K 4+ N') = 0
elde edilir. Varsayalim ki, K <, L < M olsun. O halde 0 = K N (K s N/) <.
LN (K +N)olup LN (K + N') = 0dir. Buradan [N N (L+ N)JNK =
(NNK)YN(L+N)=KnN(L+N")=0olur. Fakat K C Nve K C L+ N’
oldugundan K € NN (L + N') dir. K, K' niin N deki komplementi oldugundan
K N K = 0 kosulu altinda K" maksimal alt modiildir. K € N N (L + N') ve
[NN(L+N)]NK" = 0 oldugundan K = NN (L+N") olur. Béylece (N+L)NN" =0
dir. N, N’ niin M deki komplementi oldugundan N N N' = 0 kosulu altinda N’
maksimal alt modiildiir. N C N + L oldugundan N = N + L dir. Buradan L < N
olur. L=LN(L+N)< NN(L+N')= K oldugundan K = L dir. Onerme 2.2.10
dan K <. M elde edilir.

2.3 CS-Modiiller

Bir onceki boliimde Sonug 2.2.9 ile ifade edilen Onermenin tersinin genel olarak
dogru olmadig1 bir 6rnek yardimiyla goriilmiistiir. Ancak her komplement alt modiilii
ayni zamanda bir dik toplanan olan modiiller vardir ve bu modiiller 6zel olarak
CS-modiil olarak adlandirilirlar. Giintimiizde bir¢ok arastirmacinin odaklandigi ve
bu tez caligmasi icin baslangi¢ olusturma niteligine sahip CS-modiiller bu kisimda

incelenecektir.

Tanmm 2.3.1. M bir R-modiil olsun. Eger M modiiliiniin her K komplement alt
modiilii M de bir dik toplanan oluyorsa M ye CS-modiil ya da extending modiil denir
(Smith 1990).

Bu tanima denk kosullardan biri M nin her N alt modiiliiniin M nin bir dik

toplananinda essential olarak kapsanmasidir.

13



CS-modiillere yar1 basit modiiller, diizgiin modiiller, injektif modiiller ve sonlu rankli

serbest Abel gruplar 6rnek verilebilir. Z = My ise CS olmayan bir modiildiir (Dung
i=1

1994).

Tanim 2.3.2. Bir R halkast icin R, CS-modiil ise R ye sag CS-halka denir. Yani her
I < Rg sag ideali icin I <, eR olacak sekilde bir ¢ = e € R vardir (Tercan 1995a).

Bir CS-modiiliin her alt modiilii CS-modiil olmayabilir. Ornegin; M, CS olmayan bir
R-modiil ve F(M ) de M nin injektif zarfi olsun. Bu durumda, M < E(M) ve E(M),
CS-modiildiir.

On Teorem 2.3.3. M, CS-modiil ve N, M nin bir dik toplanan alt modiilii olsun. Bu
durumda N, CS-modiildiir.

Ispat. N, M nin bir dik toplanan alt modiilii oldugundan M = N @& K olacak sekilde
K < M vardir. X <, N alahm. N, M de bir dik toplanan oldugundan X <.
N <. M olur. Komplementlerde gecisme 6zelliginden X <. M dir ve M, CS-modiil
oldugundan X, M de dik toplanandir. Buradan M = X & Y olacak sekilde Y < M
vardr N=NNM=NN(X&Y)=X& (NNY) oldugundan X, N nin bir dik
toplananidir. Boylece /N, CS-modiildiir.

Sonuc¢ 2.3.4. M, CS-modiil ve N <. M ise N, CS-modiildiir.

Ispat. On Teorem 2.3.3 den agiktir.

Ornek 2.3.5. My = (Z[z] & Z[x]) s modiilii CS-modiil degildir.

Ispat. Oncelikle My bir nonsingiiler modiildiir. 2]z}, diizgiin modiil oldugundan
CS-modiildir. Simdi C = {(zr,2r):r € R} < Mg modiilinii ele alalim. Bu
durumda Z (M /C') = 0 dir. Gergekten, (f,g)+C € Z(M/C) olsun. O halde[(f, g) +
Cl]E = C olacak sekilde bir £ <., Rp vardir. Yani (fE,gFE) € C dir. Boylece
fE = xr ve gF = 2r dir. Buradan 2f = zgolur. f = z(g/2) € Rve g/2 € R
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dir. Bu durumda (f,g) + C = (2(g9/2),9) + C = (x(g9/2),2(g9/2)) + C = C
olur. Yani (f,g) € C dir. (f,g) + C = 0 elde edilir. Dolayisiyla Z(M/C) = 0
dir. Yiicel (2008) Onteorem 1.4.3 den C' <, My dir. Farzedelim ki C, M de dik
toplanan olsun. O halde M = C @& D olacak sekilde D < Mg vardir. 7 : M — C
kanonik projeksiyon olsun. a € C, b € D olmak iizere 7(a,b) = a olarak
tanimlansin. 7(1,0) = (zr,2r) ve w(0,1) = (zs,2s) olsun. Bdylece (z,2) € C i¢in
(x,2) = m(x,2) = w(x,0) +7(0,2) = 2n(1,0) +27(0, 1) = x(xr, 2r) + 2(zs,2s) =
(2%r + 2xs,2xr + 4s) olur. Buradan 1 = xr + 2s dir. Yani R = 2R + 2R dir. Bu ise
celigkidir. Dolayisiyla Mp, CS-modiil degildir.

Ornek 2.3.6. R = [% %] modiilii CS-modiil degildir.
- : - " 3 Z 7] 00
Ispat. Rp nin nonsingiiler modiil oldugu agiktir. M; = 0 ol Ve My, = 07

olarak alirsak Rp = M; @ M, olur. M; ve M, diizgiin modiiller oldugundan

CS-modiillerdir. Fakat Rp, CS-modiil degildir. Gergekten, u = 8 ;] € R alalim.
0 1] [z Z 0 = .
uR = [0 2] [O Z] = { [0 2x} S Z} olup uRR, R nin diizgiin alt modiludiir

ve boylece dim(uR) = 1 dir. dimR = 2 ve dim(uR) = 1 oldugundan uR £, R dir.
Diger yandan, eger R, CS-modiil olsaydi uR <. eR olacak bi¢cimde bir e* = ¢ € R

olurdu. Buradan v € R oldugundan v € eR dir. O halde, » € R i¢in u = er ise

.la b |0 1 0 1| .. 0 a+2b 01
eu = er = u olur. Yani [0 c] [O 2] = [O 2} dir ve [O 9% } = [0 2] elde
a b

- .. a bl la b
edilir. Buradan ¢ = 1 ve a + 20 = 1 bulunur. Bdoylece {0 11 [O 1} = [O 1}

2
olur. ﬁ) (a —E Ub} = [8 11)] olup, a = 0,1 elde edilir. a = 0ise b = 1/2 ¢ Z dir.

1
01
i¢in bu bir celiskidir. O halde Ry, CS-modiil degildir.

Egera = lisee = O} olur. Buradan eR = R bulunur. Fakat uR £, R oldugu
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3. CS-MODULLERIN GENELLEMELERI

Bu boliimde CS-modiillerin genellemeleri olan CLS, C};, Cf,, G-extending,
G*-extending, Fl-extending ve Pl-extending modiiller detayli olarak incelenmistir.
Bu modiil smiflart ile ilgili elde edilen 6nemli sonuclar verilerek oOrneklerle

desteklenmistir.

3.1 CLS-Modiiller

Bu kisimda z-kapali alt modiiller hakkinda bazi temel bilgiler verildikten sonra
Tercan’in (Tercan 1995b) de CS-modiillerin bir genellemesi olarak tanmimladig1 ve

arastirdigi CLS-modiiller ele alinacaktir.

Tanmmm 3.1.1. N < M olmak iizere M /N nonsingiiler ise N, M nin z-kapali bir alt
modiiliidiir.

Asagidaki 6n teorem (Sandomierski, 1968, Lemma 2.3) den alinmigtr.

On Teorem 3.1.2. My, bir modiil olsun.

(i) Her z-kapali alt modiil komplementtir.

(ii) Eger M nonsingiiler ise, o zaman her komplement z-kapalidir.
ispat.

(1) Varsayalim ki K, M nin z-kapali bir alt modiilii olsun. K <. N olacak sekilde
N < M olsun. O zaman N/K < Z(M/K) oldugu i¢cin N/K = Z(M/K)
ve buradan da N/K = 0 dir ve dolayisiyla K = N dir. Boylece K, M de bir

komplementtir.

(i) Varsayalim ki K, M nin z-kapali olmayan komplement bir alt modiilii olsun. O
zaman M /K nonsingiiler degildir. m € M, m ¢ K vardir 6yle ki R nin essential
sag ideali Ficin mE < K dir. r € R, k € K olsun ve mr + k goz Oniine alinsin.
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Fin agagidaki gibi oldugunu kabul edelim.
F={reR:rse L}

O zaman F' <, R ve (mr + k)F < K dir. Eger mr + k # 0 olsaydi, o zaman
(mr+k)F # 0 ve dolayistyla K N (mr+ k)R # 0 olurdu. Boylece K <, mR+ K
oldugundan K, M de bir komplement degildir.

Bir sonraki Ornek, genel olarak bir komplement alt modiiliin z-kapali olmasi

gerekmedigini gostermektedir.

Ornek 3.1.3. K bir cisim ve V, K iizerinde dimV > 2 olan bir vektor uzayt olsun.

o[ {1 remacr)

R degismeli bir halkadir oyle ki z-kapali olmayan komplement bir ideal icerir.

ispat. E = [0 V] olsun. O zaman F <, Rp dir. F, = {O Kv

0 0 0 0
Varsayalim ki G < R iken F, <. G olsun. Boylece F;,, <. G N E ve dolayisiyla
F,=GNEdir weV,0#ke K igin {g Iﬂ € G dir. z € V iken = ¢ Kwv olsun.

Boylelikle,

], v € V olsun.

{’S ‘ﬂ {8 Wﬁx] = {8 ‘g] € GN E dir.

Bu nedenle, z € Kv dir ve bu bir ¢eligkidir. Boylece £ = 0 dir. Dolayisiyla, G < E
oldugundan F, = G dir. Buradan her v € V i¢in F;,, R de bir komplement idealdir.
Fakat £? = 0 oldugundan E? < F, dir. Ancak F, F, de degildir. Bdylece F,, R nin
z-kapal1 bir ideali degildir.

Tanim 3.1.4. M nin her z-kapali alt modiilii M nin bir dik toplanant ise M modiilii,

CLS-modiil olarak adlandirilir.
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Degismeli bir tamlik bolgesi izerinde, herhangi bir torsion modiilii CLS-modiildiir

(Lam 1999).
Sonuc 3.1.5.

(i) Her CS-modiil bir CLS-modiildiir.
(ii) Her nonsingiiler CLS-modiil CS-modiildiir.

Ispat. On Teorem 3.1.2 den yararlanilarak ispatlanr.

Bir sonraki 6rnek CLS-modiillerin CS-modiillerden farkli oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.6. p bir pozitif asal tam sayt olmak iizere M = (Z/Zp) & (Z)Zp?)
modiiliinii alalim. M7, modiilii CLS-modiildiir ancak CS-modiil degildir.

Ispat. My singiiler oldugundan A/, CLS-modiildiir. M, = (Z)Zp ® 0) ve My =
(0 Z/Zp?) olsun. M, ve M, diizgiin modiil olduklarindan CS-modiillerdir. Simdi M
nin CS-modiil olmadigim gosterelim. K = Z(1+ Zp, p+ Zp?) alt modiiliinii alalm. O
zaman K, My in dik toplanan olmayan, mertebesi p* olan komplement alt modiiliidiir.
My, in CS-modiil olmasi i¢in M deki her komplementin M nin dik toplanani olmasi
gerekir. Fakat K komplementi M nin bir dik toplanan1 olmadigindan Mz, CS-modiil
degildir.

On Teorem 3.1.7. Bir CLS-modiiliin herhangi bir dik toplanam, CLS-modiildiir.

Ispat. M/ bir CLS-modiil olsun. M nin bazi K ve K alt modiilleri i¢in M = K & K’

oldugunu varsayalim. L, K nin z-kapal1 bir alt modiilii olsun.

M KoK _K

Lok Lok L

oldugundan M oyle bir L @ K z-kapal alt modiiliine sahiptir ki, L & K’ M nin dik
toplananidir ve bu durum L nin M nin dik toplanani oldugu anlamina gelir. O zaman
L, K nm bir dik toplananidir. Buradan K bir CLS-modiildiir.
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CLS-modiillerin dik toplami genel olarak bir CLS-modiil olmak zorunda degildir.

Asagidaki ornek bunu agiklamaktadir.

Ornek 3.1.8. My modiilii Z. & 7 olsun, burada Zy = {a/b : a,b € 7Z,b tektir} dir.
Simdi agikgca, My torsion-freedir ve 7, Zo CLS-modiildiir. Ancak M bir CLS-modiil
degildir (Mohamed ve Muller 1990).

3.2 (4, ve C}-Modiiller

Bu kisimda ilk olarak Smith ve Tercan’in tanimladigi C';-modiiller ele alinmigtir
Smith ve Tercan (1993, 2004). Daha sonra Kara ve Tercan’in Kara ve Tercan (2018)
de tanimlayip arastirdiklar1 C7,-modiiller iizerine yapilan caligmalar detayli olarak

incelenmistir.

Tamm 3.2.1. M modiiliinde eger her N < M alt modiiliiniin dik toplanan olan bir

komplementi varsa M ye C'1-modiil (veya M, C1, ozelligini saglar) denir.

Ikinci boliimde CS-modiillerin dik toplananlarinin da CS-modiil oldugu fakat
CS-modiillerin dik toplaminin genel olarak CS-modiil olmak zorunda olmadigi
belirtilmistir. C};-modiillerin dik toplamlar1 ve dik toplananlari i¢in ayn1 durum gecerli
degildir. Yani C'j;-modiillerin her dik toplanan1 C'};-modiil olmayabilir (Yiicel, 2008,
Ornek 3.1.4). C);-modiillerin dik toplam1 da C);-modiildiir ve buna dair asagida

verilen teorem (Smith ve Tercan, 1993, Theorem 2.4) de ispatlanmustir.

Teorem 3.2.2. C\;-modiillerin dik toplami da C11-modiildiir.

Ozel olarak diizgiin modiiller, yari-basit modiiller ve injektif modiiller C';-modiildiir.

(Smith ve Tercan, 1993, Proposition 2.1) den herhangi bir M modiilii C; kosulunu

sagliyorsa yani CS-modiil ise ayn1 zamanda C';-modiil oldugu agiktir ¢iinkii M nin

herhangi bir komplement alt modiilii M de bir dik toplanandir. Ancak C'j;-modiillerin

CS-modiil olmasi gerekmez. Ornegin bir p asal tam sayis1 icin M = (Z/Zp) &

(Z]Zp*), Z-modiili ele alindiginda K = Z(1 + Zp,p + Zp?) alt modiili Mz nin
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komplementidir fakat dik toplanani degildir. Bu nedenle My, CS-modiil degildir. Fakat
M, = (Z)Zp & 0) ve My = (0 & Z/Zp?) diizgiin alt modiiller oldugundan My,
C11-modiildiir. Dolayisiyla bunlarin dik toplami da C';-modiildiir. Boylece diizgiin

modiillerin dik toplaminin genellikle CS-modiil olmadig1 da goriilmektedir.

Sonuc 3.2.3. CS-modiillerin herhangi bir dik toplami C'1-modiildiir.

ispat. CS-modiiller C';-modiil olup (Smith ve Tercan, 1993, Theorem 2.4) den istenen
elde edilir.

Sonuc 3.2.4. Diizgiin modiillerin herhangi bir dik toplanu C'1-modiildiir.

Ispat. Her diizgiin modiil ayn1 zamanda bir CS-modiil oldugundan, Sonug 3.2.3 den

istenen elde edilir.

Tanmm 3.2.5. M modiiliinde eger her z-kapali alt modiiliiniin dik toplanan olan bir

komplementi varsa M ye C7,-modiil denir.

Asagidaki On teorem z-kapali alt modiiller agisindan CfF;-modiillerin  bir

karakterizasyonunu verir.

On Teorem 3.2.6. M modiiliiniin bir C%,-modiil olmast icin gerek ve yeter kosul M
nin her N, z-kapali alt modiilii icin N N K = 0ve K & N <. M olacak bicimde bir

K dik toplanant olmasidir.

Onerme 3.2.7. M modiilii i¢cin asagidaki durumlar: diisiinelim.

(i) M bir CS-modiildiir.
(ii) M bir CLS-modiildiir.
(iii) M bir Cy1-modiildiir.
(iv) M bir C3,-modiildiir.
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(i) = (i1) = () ve (i) = (i1i) = (iv) dir fakat bu onermelerin tersleri genel olarak

dogru degildir.

Ispat. (i) = (i) (Tercan ve Yiicel, 2016, Corollary 5.60 (i)) den aciktir. Her
CS-modiil ayn1 zamanda CLS-modiildiir.

(1) = (dit) X < M alahm. Bu durumda X <. K olacak sekilde K <, M vardir. O
halde K' < Micin M = K@K olur. XNK' < KNK' = 0oldugundan XNK =0
drve X o K <. M oldugundan (Smith ve Tercan, 1993, Proposition 2.3 (ii1)) den

CS-modiil olmasi icin C};-modiil olmasi yeterlidir. Dolayisiyla M bir C;-modiildiir.

(79) = (iv) M bir CLS-modiil, X de M nin z-kapal bir alt modiilii olsun. X <; M
oldugundan M bir C7,-modiildiir.

(i4i) = (iv) Y, M nin z-kapali alt modiilii olsun. O zaman (Tercan ve Yiicel,
2016, Lemma 5.58 (1)) den yani her z-kapali alt modiil komplement oldugundan Y,
M nin bir komplementidir. (Tercan ve Yiicel, 2016, Proposition 4.25) den K, X in
M deki komplementi olacak sekilde X in bir K dik toplanani vardir. O zaman M,

C7,-modiildiir.

(1ii) # (i) ve (i7) # (i) p bir pozitif asal tam say1 olmak iizere M = (Z/Zp) &
(Z/Zp?) modiiliinii alalim. Mz modiili CLS-modiildiir ancak CS-modiil degildir.

Ayni zamanda Mz bir C;-modiildiir.

(iv) # (i1) Zo = {a/b: a,b € Z, b tektir} olmak tizere My, = Z @ Zs olsun. My, Cyy
ve C7,-modiildiir ancak CLS-modiil degildir.

(1v) # (di7) F bir cisim ve V, F' tizerinde boyutu 2 olan bir vektor uzay1 olsun. O

g g] = { {g ﬂ cfeFve V} bir ayristirilamaz R-modiildiir. R

diizgiin modiil olmadigindan C';-modiil degildir. vy, v, € V olmak iizere R yalnizca
I |:0 V1 F:| I 0 ’UQF
1= » I2 =

zaman R = {

0 O 0 O
sahiptir. Z(Rg) # 0 oldugundan 0, z-kapali ideal degildir. Diger yandan, I3 <. Rg

} ve I3 = [8 ‘g] asikar olmayan R-alt modiillerine

dir. Boylece R/I3 singiilerdir yani I3, R nin z-kapali alt modiilii degildir. Dahasi
]§ = ( oldugundan /. § < I; dir. Ancak I3, [ de degildir. Buradan /;, R nin z-kapali
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alt modiilii degildir, benzer bir sekilde I, de degildir. R sadece kendinde z-kapal1 alt
modiildiir. Dolayistyla Rp, CF;-modiildiir.

On Teorem 3.2.8.

(i) M bir nonsingiiler modiil olsun. O zaman M, C},-modiildiir gerek ve yeter kosul M

bir Cy1-modiildiir.

(ii) Asagidaki durumlar nonsingiiler ayristirilamaz bir M modiilii icin denktir.
(1) M diizgiindiir.

(2) M CS-modiildiir.

(3) M Chy-modiildiir.

(4) M C7%,-modiildiir.
Ispat.

(i) M bir Cf;-modiil ve X, M de bir komplement olsun. Tercan ve Yiicel (2016)
den M, nonsingiiler ise her komplement z-kapali oldugundan X, M de z-kapal
alt modiildiir. Dolayisiyla M nin bir D dik toplanan1 vardir 6yle ki X N D = 0 ve
X&D <, M dir. (Tercan ve Yiicel, 2016, Proposition 4.25) den M, C';-modiildiir.

Tersi Onerme 3.2.7 den agiktir.
(ii) (i) kismindan ve Onerme 3.2.7 den aciktir.

Onerme 3.2.9. M bir C%-modiil ve X, M nin z-kapal alt modiilii olsun. M nin

herhangi bir dik toplanant ile X in kesisimi, X in dik toplanant oluyorsa, o zaman X

bir CF,-modiildiir.

Ispat. X, M nin z-kapal alt modiilii ve Y de X in z-kapal alt modiilii olsun. O
zaman (M/Y)/(X/Y) = (M/X) nonsingiilerdir. Ayrica (X/Y') nonsingiilerdir ve
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dolayisiyla (M/Y") de nonsingiilerdir. Boylece Y, M nin bir z-kapali alt modiiliidiir.
O zaman M nin bir D dik toplanani vardir 6yle kiY "D =0ve Y © D <. M dir.
Varsayimdan, X N D <; X dir. YN(XND)=0ve XN (Y & D) <. X oldugundan
XN @&D)=(XND)aY <, X dir. Boylece X, C7,-modiildiir.

Sonug 3.2.10. M bir Cf,-modiil olsun. Eger her € = ¢ € End(Mg) icine(N) € N
olacak sekilde N, M nin bir z-kapali alt modiilii ise, N bir C?,-modiildiir. Ozellikle,

M nin her fully invariant z-kapali alt modiilii C,-modiildiir.

Ispat. N, M nin z-kapali alt modiilii olmak iizere, her ¢ = ¢ € End(Mg) igin
e(N) C N ve K, M nin bir dik toplanani olsun. 7 : M — K kanonikal projeksiyon
olmak iizere 7(N) = N N K, N nin dik toplanamidir. Dolayisiyla N, Onerme 3.2.9

dan Cf,-modiildiir.

Teorem 3.2.11. C¥,-modiillerin herhangi bir dik toplani C7,-modiildiir.

Ispat. My(\ € A) C%, ozelligine sahip modiiller ve M = @ M, olsun. N, M nin
AEA
z-kapal1 alt modiilii olsun. A’, A nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere,

S ={(A',N,K)|A" C A, N M’nin z-kapah alt modiiliidiir ve N N ' = 0 ve
N @& K <. M olacak sekilde K, M nin bir dik toplananidir}

kiimesini alalim. (Aq, N7, K7) < (A9, No, Ks) < Ay C Ay, Ny < Ny, Ky < K,
ile tanimlanan bilesen acisindan sirali < bagintisina gore S kismi sirali kiimedir. A €
A igin ({\}, M,,0) € S dir, bu sebeple S # () dir. Zorn Lemma dan S nin bir
(A1, N1, K1) maksimal eleman1 vardir. Simdi A = A; oldugunu iddia edelim. Aksini
varsayalim yani A # A; olsun. O zaman p € Ay vardir 6yle ki u ¢ A; dir. Ay =
MUu{p}ve M = @M, = @ My® M, = M; ® M,. M, nin, her z-kapal
alt modillii N, igin My, C-modiil oldugu igin N, N K, = 0 ve N, & K, <, M,
olacak sekilde M, nin bir K, dik toplanan1 vardir. K, N K; = 0 ve K "= K u @D
Ky, M" nin dik toplanamdir. Simdi Ny ve N, sirastyla M, ve M, nin z-kapal alt
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"

modiilleri iken Ny © N, M " nin alt modiilii olsun. N%T% = %11 fast % oldugundan

N%Tg;\,# nonsingiilerdir ve dolayisiyla N' = N; @ N, w M " nin z-kapali alt modiiliidiir.
N'NK" =0ve N'"® K" <, M" dir. Buradan (Ay, N",K") € S dir. Ayrica
(A1, N1, Ky) < (Ay, N', K") olmasi (A, Ny, K) in S de maksimal eleman olmasiyla

celisir. Boylece A = A; dir. Buradan M bir C},-modiildiir.

Sonug¢ 3.2.12. Diizgiin (ya da CS, C1) modiillerin herhangi bir dik toplami CF,

ozelligini saglar.
Ispat. On Teorem 3.2.8 ve Teorem 3.2.11 den agiktir.

Sonug 3.2.13. Herhangi bir serbest Abelian grup C7, ozelligini saglar.

Ispat. Teorem 3.2.11 in bir sonucudur.

Teorem 3.2.14. R reel cisim ve n > 3 olmak iizere n, herhangi bir tek tam say: olsun.
x1,...,%, bilinmeyenler olmak iizere S, R iizerinde R[x, ..., x,] polinom halkast
olsun. s = x2+- - -+x2 — 1 olmak iizere R = S/S's halkast olsun. Bu durumda serbest
R-modiil M = R™, C%, ozelligini saglar fakat C%,-modiil olmayan ayrigtirlamaz bir

Dpg, dik toplananint icerir.

Ispat. R, Krull boyutu 2 olan, degismeli Noetherian tamlik bolgesi olsun. O zaman
Teorem 3.2.11 den serbest R-modiil M bir Cf,-modiildiir. 1 < ¢ < n olacak sekilde
her a; € Si¢in a(a; + Ss,...,a, + Ss) = ayxy + -+ - + a,x, + Ss ile tanimlanan
o : M — R bir érten homomorfizmadir. Dolayisiyla M nin bir D" 22 R alt modiilii
icin M = D @ D' olacak sekilde D = Kera, M nin bir dik toplanamdir. D, diizgiin
modiil degildir. Dg, S™ ! (n — 1)-kiiresinin en az bir degiskeni sifirdan farkli olan
teget demetine karsilik gelir. Dy ayristirilamaz modiildiir. Ayrica R bir nonsingiiler
modiildiir ve bu yiizden Dy de nonsingiilerdir. On Teorem 3.2.8 (ii) den Dy bir

C7t,-modiil degildir.

Onerme 3.2.15. M diizgiin modiillerin bir dik toplami olacak sekilde Z-modiil olsun.
O zaman M nin her dik toplanam C3,-modiildiir.
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ispat. K, M nin bir dik toplanani olsun. O zaman K (Smith ve Tercan, 1993, Theorem
5.5) den diizgiin modiillerin bir dik toplamidir. Dolayisiyla Sonu¢ 3.2.12 den K bir

C'7,-modiildiir.

On Teorem 3.2.16. M nin M, ve M alt modiillerinin bir dik toplami M = M, & M,
olsun. O zaman M, bir C,-modiildiir ancak ve ancak M, in her z-kapalr alt modiilii
N icin My C K, KNN = 0ve K& N <. M olacak sekilde M nin bir K dik

toplanant vardir.

Ispat. M in bir C7 -modiil oldugunu varsayalim. N, M, in bir z-kapali alt modiilii
olsun. O zaman N N K; = 0ve N @& K; <. M, olacak sekilde M; in bir K; dik
toplanani vardir. Buradan Ky & My, M nin bir dik toplanani olur. My C Ky & Mo,
(Ki®M))NN=0ve K1 & My® N <., M dir.

Tersine, M, in belirtilen 6zellige sahip oldugunu varsayalim. H, M, in bir z-kapali alt
modiilii olsun. O zaman hipotezden M, C K, K N H = 0ve K & H <. M olacak
sekilde M nin bir K dik toplanan1 vardir. KMNM;, M nin ve dolayisiyla da M in bir dik
toplananidir. Boylelikle HN(KNM;) =0ve H®(KNM;) = MiNn(HB K) <. M,
dir. Dolayisiyla M, bir C7,-modiildiir.

Teorem 3.2.17. M nin M, ve My alt modiilleri icin M = My & M,, Ct,-modiil olsun.
M nin her K dik toplanant icin K N My = 0 ve K & Ms, M nin bir dik toplananidir.

O zaman M, bir CF,-modiildiir.

M
N®Ms

dolayisiyla N @ Ms, M nin bir z-kapali alt modiilidiir. O zaman K N (N & Ms) = 0,
K @ (N @ M,) <. M olacak sekilde M nin bir K dik toplanam vardir. On Teorem

ispat. N, M in z-kapal1 alt modiilii olsun.

= % bir nonsingiiler modiildiir ve

3.2.16 dan ispat tamamlanmis olur.

M nin herhangi K ve L dik toplananlart i¢cin M, C's kosulunu saglarsa K N L = 0 ve
K @ L, M nin dik toplananlar1 olur (Mohamed ve Muller 1990) ya da Tercan ve Yiicel
(2016).
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Sonug 3.2.18. M, C5 kosulunu saglayan bir C3,-modiil olsun. O zaman M nin her

dik toplanam C5,-modiildiir.

Ispat. Teorem 3.2.17 den ispat agiktir.

3.3 G-extending ve G*-extending Modiiller

Bu kistmda CS-modiillerin bir genellemesi olan G-extending modiiller ele alinmustir.
Burada kullanilan 8 bagmtisint Goldie tarafindan 1960 yilinda tanimlanmigtir.
Goldie nin ¢alismalarindan esinlenen Birkenmeier, Tercan ve Akalan 2009 yilinda
G-extending modiilleri literatiire kazandirmiglardir. G-extending modiillerin bir dik
toplaminin ve bir G-extending modiiliin bir dik toplananinin G-extending modiil
olabilmesi icin gerekli kosullar ele alinacaktir. Bu boliimii olusturan tanim ve elde

edilen sonuclar (Akalan ve dig. 2009) ve (Tercan ve dig. 2022) den alinmigtir.
Tanmm 3.3.1. M bir modiil olsun. M nin alt modiillerinin kiimesi iizerinde asagidaki
bagintilar tanmimhidur:

(i) XaY <— X <, KveY <. K olacak sekilde K < M vardur.

(ii) XPY <= XNY <, XveXNY <L, Y.

«a yansimali ve simetriktir fakat her zaman gecisme ozelligine sahip olmayabilir.

Ornegin M bir UC-modiil iken o gecismelidir. 3 min bir denklik bagintist oldugu

kolayca goriilebilir.

Tanim 3.3.2. Her X < M icin, XD (yani X N D <, X ve XN D <. D) olacak
sekilde bir D <; M varsa M ye G-extending (Goldie extending) modiil denir.

Onerme 3.3.3. M bir CS-modiildiir ancak ve ancak her X < M icin XaD olacak
sekilde M nin bir D dik toplanani vardir.
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Asagidaki onerme ile G-extending modiiller karakterize edilir.

Onerme 3.3.4. M bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) M G-extending modiildiir.

(ii) Her Y < M icin, X <. Y ve X <. D olacak sekilde M nin bir D dik toplanani
ve X < M vardir.

(iii) Her Y < M icin, Y BK olacak sekilde L <. Y, K <. L vardir ve her [ : K &

L — M homomorfizmast bir f : M — M homomorfizmasina genisler.

Ispat. (i) = (ii) Y < M olsun. Tamimdan Y 3D olacak sekilde M nin bir D dik
toplanani vardir. BudurumdaY N D <, YveY ND <, Ddir. X =Y N D alinirsa
istenen elde edilir.

(i7) = (4i1) Y < M olsun. Hipotezden bir X < M ve bir D <, M vardir dyle ki
X <.Y ve X <, Ddir. Buradan M = D @ D’ olacak sekilde bir D' < M vardr.
XND <.DND =0veXND <, YND oldugundan X ND' =0veYND =0
olmahdir. X <, Y ND <Y veX <, Y oldugundan Y N D <. Y bulunur. Diger
yandan, X <., YND < Dve X <, Doldugundan YND <. D bulunur. Kabul edelim
ki, D' < Eve YNE = 0 olacak sekilde bir £ < M olsun. 0 = (YND)NE <. DNE
oldugundan DNE = 0olmahdir. E = MNE = (D®D)YNE = (DNE)®D =D’
bulunur. O halde D', Y nin bir komplementidir. D = K ve D" = L alinirsa 7| xkor = f
elde edilir.

(13i) = (i) (Smith ve Tercan, 1992, Lemma 2) ve (iii) den K, M nin bir dik

toplananidir. Dolayisiyla M bir G-extending modiildiir.

Onerme 3.3.5. M modiilii icin asagidaki durumlar: diisiinelim.

(i) M bir CS-modiildiir.

(ii) M bir G-extending modiildiir.
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(iii) M bir C11-modiildiir.
(1) = (ii) = (vit) dir fakat bu énermelerin tersi genel olarak dogru degildir.

Ispat. (i) = (ii) Her CS-modiiliin ayn1 zamanda bir G-extending modiil oldugu
aciktir.

(43) = (i44) Y < M olsun. YBD yaniY N D <, YveYND <, Dve M =D @ D’
olacak sekilde D, D' < M vardir. O zaman D', Y nin bir komplementi ve M nin bir
dik toplananidir. Boylece M bir C'j;-modiildiir.

(1ii) # (ii) A bir sag Ore domain iken R = T5(A) bir boliim halkasi degildir. (Smith
ve Tercan, 1993, Theorem 2.4) den, R bir sag C;-modiildiir. 0 # x € Avex # 1
8 € R olsun. O zaman u[?, R nin bir diizgiin alt modiilidiir. R nin
sifirdan farkl bir X alt modiilii oldugunu varsayalim. X, R nin essential olmayan bir

icin u =

dik toplananidir. Onerme 3.3.4 den, Ry bir sa§ G-extending modiil degildir.

Onerme 3.3.6. M bir modiil olsun.

(i) M bir ayristirllamaz modiil olsun. O zaman M bir G-extending modiildiir ancak

ve ancak M bir diizgiin modiildiir.

(ii) M bir nonsingiiler modiil olsun. O zaman M bir G-extending modiildiir ancak ve

ancak M bir CS-modiildiir.

(iii) End(Mpg) Abelian halka, X < M olmak iizere her h; € End(Mg) i¢in X =
Zhi(M ) olsun. Bu durumda M nin bir G-extending modiil olmast i¢in gerek ve
;Eelter kosul M nin bir CS-modiil olmasidir.

Ispat. (i) M aynistirilamaz, G-extending modiil ve 0 # N < M olsun. Bu durumda
M nin bir D dik toplananiicin N N D <, N ve N N D <. D olur. M aynstirilamaz
oldugundan D = 0 veya D = M dir. 0 # N oldugundan D = M dir. Boylece
NNM=N <, M olup M diizgiin modiil olur.
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Tersine M ayristirilamaz ve diizgiin modiil olsun. Onerme 3.3.5 den M, G-extending
modiildiir.

(4i) ve (i4i) Bu kisimlar (Birkenmeier ve Tercan, 2015, Proposition 1.3) ve Onerme
3.3.5 in sonuglaridir.

Onerme 3.3.7. M = @Ml her M; nin G-extending modiil oldugu bir dik toplam
olsun. Eger Soc(M) éee[ M ve M nin her basit alt modiilii M; de bulunuyorsa M,

G-extending modiildiir.

ispat. S, M nin bir yari-basit alt modiilii olsun. Bu durumda X; = S N M; i¢in S =

PX; dir. (Akalan ve dig. 2009) Proposition 1.8(v) den X; <. A; iken M = A; ® B;

i€l

dir. Dolayisiyla S <, @A; dir. M = (PA;) & (P B;) oldugu i¢cin (Akalan ve dig.
el el el

2009) Proposition 1.8(v) den M bir G-extending modiildiir.

Onerme 3.3.8. M boyutu 2 olan bir diizgiin modiil olsun.

(i) M nin bir C1-modiil olmast icin gerek ve yeter kosul M nin diizgiin alt modiillerin

bir dik toplami olmas:drr.

(ii) M nin bir G-extending modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin diizgiin alt

modiillerin bir dik toplami olmasidur.

Ispat. (i) M, Cy;-modiil ve 0 # U, M nin bir diizgiin alt modiilii olsun. U nun bir
komplement alt modiilii /K i¢in M = B& K dir. O zaman B <. K ve K <. U oldugu
icin K ve B diizgiin olmalidir. Tersinin saglandig1 (Smith ve Tercan, 1993, Lemma
4.1) den goriiliir.

(4i) Onerme 3.3.5 in ve (i) kisminin bir sonucudur.

Bundan sonraki kisimda Tercan, Yasar ve Yiicel’in (Tercan ve dig. 2022) de
tanimlay1p arastirdiklar1 CS-modiillerin bir genellemesi olan G*-extending modiiller
izerinde yapilan caligmalar detayli olarak incelenecektir. ~G*-extending modiil

kavrami, G-extending modiilleri genellestirir ve ayrica her komplement alt modiilden
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ziyade yalnizca her z-kapali alt modiiliin bir dik toplananla  bagintili olmasindan
dolayr CS ve CLS modiilleri de genellestirir. Yani G-extending, CLS ve CS-modiil

sinifi, G*-extending modiil sinifin1 icerir.

Tamm 3.3.9. M nin her z-kapali alt modiilii X icin, X 5D olacak sekilde bir D <, M

varsa M ye G*-extending modiil denir.

Asagidaki onerme G*-extending 6zelligine denk kosullar verir.

Onerme 3.3.10. M bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) M, G*-extending modiildiir.

(ii) M nin her z-kapali alt modiilii Y icin, X <.Y ve X <. D olacak sekilde M nin
bir D dik toplanani ve X < M vardur.

(iii) M nin her z-kapali alt modiilii Y icin, Y S K olacak sekilde L <.Y, K <. L vardir
ve her f : K ® L — M homomorfizmast bir g : M — M homomorfizmasina

genisler.

Ispat. (i) = (ii) Y, M nin z-kapali alt modiilii olsun. Tanimdan Y 3D olacak sekilde
M nin bir D dik toplanani vardir. Budurumda Y N D <, Y ve Y ND <, D dir.
X =Y N D almirsa istenen elde edilir.

(17) = (2ii) Y, M nin z-kapali alt modiilii olsun. Hipotezden bir X < M ve bir
D <; M vardir oyle ki X <, Y ve X <, D dir. Buradan M = D & D' olacak sekilde
bir D' < M vardi. XND <, DND =0veXNnD <.YnND oldugundan
XND =0veYND =0olmahdir. X <, YND <Y veX <,Y oldugundan
Y N D <, Y bulunur. Diger yandan, X <, Y N D < D ve X <, D oldugundan
Y N D <. D bulunur. Kabul edelim ki, D' < C ve Y N C = 0 olacak sekilde bir
C < Molsun. 0 = (YND)NnC <. DnNC oldugundan D N C = 0 olmahdir.
C=MnNC=(DeD)NC=(DNC)® D" = D bulunur. O halde D', Y nin bir

komplementidir. D = K ve D' = L alinirsa istenen elde edilir.
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(13i) = (i) (iii) den Y <. M dir ve (Tercan ve Yiicel, 2016, Lemma 3.97) den K, M

nin bir dik toplananidir. Dolayisiyla M bir G*-extending modiildiir.

Onerme 3.3.11. M modiilii icin asagidaki durumlar: diigiinelim.

(i) M bir CS-modiildiir.

(ii) M bir G-extending modiildiir.
(iii) M bir CLS-modiildiir.

(iv) M G*-extending modiildiir.
(v) M bir Ci1-modiildiir.

(1) = (i1) = (i1i) = (iv) = (v) dir fakat bu onermelerin tersi genel olarak dogru

degildir.

Ispat. (i) = (i) ve (iii) = (iv) agiktir.

(iv) = (v) Onerme 3.3.5 den saglandig1 goriiliir.

(13) = (i4i) N, M nin z-kapali alt modiilii olsun. Bir D <, M vardir 6yleki NND <,
Nve NND <, Ddir. M/N = M/(NnD)/N/(N N D) oldugundan N/(N N D),
M/(N N D) de z-kapalhdir. Dolayisiyla Z(Z(M/(N N D))) < Z(N/(N N D)) =
N/(NND)<Z(M/(NND))den Z(M/(NND))= N/(NN D) bulunur. O halde
D/(DNN) = Z(D/(DNN)) < Z(M/(NND)) = N/(NnN D) dir. Buradan
D/(NND) < N/(NND)yani NND < D < Ndir. NN D <, N oldugu i¢in
D = N dir. Boylece M bir CLS-modiildiir.

(17) # (i) Herhangi bir p asal sayist i¢cin M, Z-modiil (Z/Zp)®Q olsun. Mz, (Akalan
ve dig. 2009) Corollary 3.3 den G-extending modiildiir. Ancak My, CS-modiil degildir
(Smith ve Tercan, 1992, Example 10).

(13i) # (ii) F bir cisim ve V, F iizerinde boyutu 2 olan bir vektor uzayi ve R =
ﬁ; g} = {{“5 ﬂ . f € Fv e V} olsun. Rr CLS-modiildiir ¢iinkii uygun bir
z-kapal1 alt modiilii yoktur. Ry diizgiin olmayan bir ayristirilamaz modiildiir. O halde

Onerme 3.3.6, (i) den G-extending modiil degildir.
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(iv) = (i) K, karakteristigi p > 0 olan bir cisim olsun. G = (z : 2P = 1),
mertebesi p olan devirli grup olsun. R, K[G] grup cebirini gostersin. O halde R,
Quasi-Frobenious cebiridir ve dolayisiyla self-injektif Artinian halkadir (Passman,
1977, Sayfa 79 ve 405). Rp diizgiin modiildiir ve bunun sonucu olarak R bir
CS-halkadir. R nin tek maksimal ideali P = R(z — 1) dir ve idealleri sadece
R>P> P> ... > PP =(dr. Rmodil M, R&® (R/P) olsun. (Tercan
ve dig. 2022) Corollary 3.4(ii) den M, G*-extending R-modiildiir. Diger yandan,
N = P & 0, M nin bir alt modiiliidiir ve Z(M/N) = Z((R® R/P)/(P ®0)) =
Z(R/P) ® Z(R/P) = 0 @ 0 dir. Buradan N, M nin bir z-kapal alt modiiliidiir.
Eger N, M nin bir dik toplananm olsayd1 P, R nin bir dik toplanani olurdu ve bu bir
celigkidir. Dolayisiyla My, CLS-modiil degildir.

(v) # (iv) R, tam sayilar iizerindeki 222 tipinde iist iiggen matrislerin halkasi yani
R = % % olsun. O zaman Rp, Teorem 3.2.2 den C;-modiil ve dolayisiyla
Cf -modiildir. Z(Rgr) = 0 dir ve Rp, CS-modiil degildir. Boylelikle Rpg,

G*-extending modiil degildir.

On Teorem 3.3.12. M bir modiil ve End(Mg) Abelian olsun. Eger X, M nin bir
z-kapalr alt modiilii ise her h; € End(Mg) icin X = > h;(M) dir. Bu durumda M

i€l
nin C7,-modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin bir CLS-modiil olmasidir.

Ispat. Varsayalim ki, M bir C7,-modiil ve X, M nin bir z-kapal alt modiilii olsun.
Her h; € End(Mg) i¢in X = >_h;(M) dir. Varsayimdan e = e¢* € End(Mp) vardir

iel

oyle ki eM, X in M deki komplementidir. 0 # = € X olsun. O halde z = ex +

(1 — e)x dir. m; € M olmak iizere z = »_h;(m;) dir. Boylece ex = e(d>_h;(m;)) =
icl il

> hi(em;) € X NeM = 0 dir. Buradan X <. (1 — e)M dir. X, M nin bir z-kapal

iel

alt modiilii oldugundan X = (1 — e¢)M dir. Dolayisiyla X <; M dir. Boylelikle M,
CLS-modiildiir. Tersi Onerme 3.3.11 den agiktir.
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Onerme 3.3.13. M bir modiil olsun.

(i) M bir UC-modiil (ya da M nonsingiiler) olsun. Bu durumda M nin G*-extending

modiil olmasi igcin gerek ve yeter kosul M nin bir CLS-modiil olmasidtr.

(ii) M bir modiil ve End(Mpg) Abelian olsun. Eger X, M nin bir z-kapalr alt modiilii
ise her h; € End(Mg) icin X = 3 h;(M) dir. Bu durumda M nin G*-extending
modiil olmasi igin gerek ve yeter kéfs;l M nin bir CLS-modiil olmasidir.

Ispat. (i) M nin bir G*-extending modiil oldugunu varsayalim. X, M nin herhangi bir
z-kapal1 alt modiilii olsun. O zaman X D olacak sekilde bir D <,; M vardir. Buradan
XND <, Xve XND L, Ddir. X, M de bir komplement oldugu i¢in, UC-modiil
kabuliinden X = D dir. Buradan X <; M dir. Boylece M bir CLS-modiildiir. Tersi
Onerme 3.3.11 den agiktur.

(i) Bu kistm Onerme 3.3.11 ve On Teorem 3.3.12 nin bir sonucudur.

3.4 FlI-extending Modiiller

Bu basglik altinda Birkenmeier ve diger yazarlarin Birkenmeier ve dig. (2001),
Birkenmeier ve dig. (2002a,b) de CS-modiillerin bir genellemesi olarak tanimladig1 ve
arastirdig1, literatiirde yer alan bircok modiil sinifin1 kapsayan Fl-extending modiiller

incelenecektir.

Tanmim 3.4.1. M modiiliiniin her fully invariant alt modiilii, M nin bir dik toplananinda

essential olarak kapsaniyorsa M modiiliine Fl-extending modiil denir.

CS modiillerin Fl-extending modiil oldugu Tanim 3.4.1 in bir sonucu olarak agiktir.
Fl-extending modiillerin CS modiillerden farkli oldugunu gosteren bir 6rnek vermeden

once asagidaki sonuglar1 vermek uygun olacaktir.

On Teorem 3.4.2. M bir modiil olsun.

(i) M nin fully invariant alt modiillerinin herhangi toplami veya kesisimi de fully
invariant alt modiildiir.

33



(ii) Eger X <Y < MveY, M nin X de Y nin fully invariant bir alt modiilii ise X,
M nin fully invariant bir alt modiiliidiir.
(iii) Eger M = X, ve S, M nin bir fully invariant alt modiilii ise, m;, M nin i.
iel

projeksiyon homomorfizmast olmak iizere S = @m;(S) = @(X; N S) dir.
icl icl

ispat. (Birkenmeier ve dig., 2002a, Lemma 1.1) e bakiniz.

Teorem 3.4.3. X; (1 € [I) ler Fl-extending modiiller ise M = @Xi modiilii de
Fl-extending modiildiir. “

Ispat. Varsayalim ki her X;, Fl-extending modiil ve S de M nin fully invariant alt
modiilii olsun. 0 # s € S alahm. S < M oldugundan s = zy + - -+ + x,, dir. Bir
i € I'igin s # 0 kabul ettigimizden x; # 0 dir. 7;(S) = x; # Oolur. f: X; — X;
endomorfizma olsun. Buradan f(m;(S)) = f(X;) = X; = m(S) dir. Dolayisiyla
her i € I i¢in 7;(S) # 0 olacak sekilde 7;(.S), X; nin fully invariant alt modiilii olur.
Buradan X, Fl-extending modiil oldugundan 7;(.S) <. D; olacak bi¢imde X; nin bir
D; dik toplanani vardir. On Teorem 3.4.2 (iii) den S = @m(S ) <e @Di dir. Buradan
G%Di, M nin bir dik toplananidir. Boylece M, FI—exterzlilling modijléiejlr.

i€

Sonug 3.4.4. R bir sag Fl-extending halka ise her n pozitif tam sayist icin M, (R)

matris halkasi da Fl-extending halkadur.

Ispat. (Birkenmeier ve dig., 2002a, Proposition 2.3) e bakiniz.

Ornek 3.4.5. D Priifer olmayan bir degismeli bolge olsun. n > 2 bir tam sayi ve
R = M, (D) olarak alalim. Sonug¢ 3.4.4 ten Ry, Fl-extending modiildiir. Ancak D
Priifer olmadigindan (Dung 1994) Corollary 12.10 dan R, CS-modiil degildir.

On Teorem 3.4.6. M bir modiil olsun. Asagidaki kosullar denktir.
(i) M, Fl-extending modiildiir.

(ii) M nin her fully invariant alt modiiliiniin dik toplanan olan bir komplementi vardur.
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(iii) M nin her fully invariant alt modiilii X icin M nin bir komplement alt modiilii
L ve L nin bir K komplementi vardir ki; X <., Lveher f : L& K — M

homomorfizmast bir g : M — M endomorfizmasina genisler.

Ispat. (i) < (ii) X, M nin bir fully invariant alt modiilii olsun. Ilk 6nce M nin
FI-extending modiil oldugunu kabul edelim. Bu durumda X <. eM olacak sekilde
e = e* € End(Mg) vardir. Boylece (1 — ¢)> = (1 — e) idempotent oldugundan
(1 —e)M de M nin dik toplananidir. Buradan X N (1 —e)M <,eM N(1—e)M =0
olurve X N (1 —e)M = 0elde edilir. Ayrica X & (1 —e)M <,eM & (1—e)M =M
oldugundan X & (1—e)M <, M dir. Boylece (1—e)M, X in M deki komplementidir.
Tersine, ¢ = ¢ € End(Mg) olmak iizere cM, X in komplementi olsun. z € X
alalm. Bu durumda = = cz + (1 — ¢)z olur. X fully invariant alt modiil oldugundan
cx € X NeM = 0 dir. Buradan X C (1 — ¢)M dir. Boylece X <, (1 — ¢)M elde
edilir. Yani M, Fl-extending modiildiir.

(i1) < (iii) Bu denklik (Birkenmeier ve Tercan, 2015, Lemma 1.1) den agiktir.

Onerme 3.4.7. M bir modiil olsun.

(i) M, CS-modiildiir.
(ii) M, Ch1 kosulunu saglar.

(iii) M, Fl-extending modiildiir.
(1) = (ii) = (uii) dir. Fakat bu onermelerin tersleri genel olarak dogru degildir.

Ispat. (i) = (i) agiktur.

(ii) = (i7i) Bu ¢ikarrm On Teorem 3.4.6 (ii) = (i) 6nermesinin dogrudan bir
sonucudur. R, tam sayilar iizerindeki 222 tipinde iist licgen matrislerin halkas1 yani
R = T5(Z) olsun. O zaman Rp, Teorem 3.2.2 den C}; kosulunu saglar. Bununla

birlikte Ry, (Tercan ve Yiicel, 2016, Example 3.84) e gore CS-modiil degildir.
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Teorem 3.4.8. (i) Bir Mg modiilii icin End(Mpg) Abel ve X < M icin h; € End(Mg)
olmak iizere X = > h;(M) olsun. Bu durumda M nin yar siirekli olmast icin gerek
il
ve yeter kosul M nin Cy, kosulunu saglamasidr.

(ii) M komplement sinirli bir modiil olsun. Bu durumda M nin C, kosulunu saglamast

icin gerek ve yeter kosul M nin Fl-extending modiil olmasidir.

Ispat. (7) Varsayalim ki M, C4; kosulunu saglasin ve X < M olsun. Bu durumda
her h; € End(Mpg) i¢in X = Zh,(M) dir. e = ¢* € End(Mp) homomorfizmasi
icin eM, X in bir komplementizdei; 0 # x € X alalim. Boylece z = ex + (1 — e)x
olur. Fakat m; € M icin x = th(mz) dir. Boylece ex = eZhi(mi) = Zhi(emi) S
X NeM = 0 elde edilir. e]\/lleéa X<.eMd(1l-eM iI]W ve X él(l —e)M
oldugundan X <, (1 — e)M dir. Dolayisiyla M, CS-modiildir. End(Mg) Abel
oldugundan M, (C3) kosulunu da saglar.

Gercgekten; K ve L, M nin K N L = 0 kosulunu saglayan iki dik toplanan alt modiilii
olsun. Bu durumda K = eM ve L = fM olacak sekilde ¢* = e € End(Mg) ve
f? = f € End(Mpg) vardir. (e + f)? = e + f + 2ef ve End(Mp) Abel oldugundan
(ef)(m) = e(f(m)) € eM, (ef)(m) = (fe)(m) = fle(m)) € fM elde edilir.
Boylece ef € eM N fM = KN L = 0oldugundan (e + f)? = e + f € End(Mg)
olur. (e+ f)M C K+ Lve K+ L C (e+ f)M oldugundan K + L = (e + f)M
dir. Dolayisiyla K + L, M nin dik toplananidir. Boylece M, yari-siirekli modiil olur.
O halde M modiilii yari-siirekli modiildiir.

Tersi Onerme 3.4.7 den aciktir.

(7i) M komplement sinirli ve Fl-extending modiil olsun. Y < M ve K, Y nin bir
komplementi olsun. Eger K = 0 ise K, M nin bir dik toplananidir. K # 0 oldugunu
kabul edelim. Bu durumda M nin bir X fully invariant alt modiili vardir ki X, K
nin icerdigi M nin fully invariant alt modiillerinin toplamidir. Bu durumda (Yiicel,
2008, Onteorem 4.1.11) den X <, K dur. Ayrica M, Fl-extending modiil oldugundan
e? = e € End(Mpg)igin X <, eM dir. Boylece Y NeM =0ve Y ® eM <, M dir.
(Smith ve Tercan, 1992, Proposition 2.3) den M, C}; kosulunu saglar.
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Tersi Onerme 3.4.7 den agiktir.

Sonu¢ 3.4.9. M bir R-modiil olsun. Asagidaki kosullardan herhangi biri saglanirsa
M modiiliiniin CS-modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin bir Ci,-modiil

olmasidir.

(i) Bir Mr = Ry ve R Abeldir.
(ii) M modiilii devirli ve R degismelidir.

(iii) M bir ¢carpimsal modiil ve R degismelidir.

Ispat. (i) R Abel oldugundan dolay: End(Ry) de Abeldir. Simdi 0 # X < Ry sag
idealini alalm. 0 # x; € X i¢in h; : R — R homomorfizmasii h;(r) = z;r olarak

tanimlayalim. O halde X = > h;(R) olup Teorem 3.4.8 (i) den sonug elde edilir.

i€l

(i7) M modiilii devirli ve R degismeli olsun. Buradan Br < Rp icin M, R/B ye
izomorftur. Y/B R-modiilii, R/B nin bir alt modiilii olsun. Bdylece her y; € Y i¢in
Y/B = (3} yR)+ B = (3_y; + B)R dir. h; : R/B — R/B doniisiimii 7;(r +
B) = yifr‘Zj-I B olarak tamrrilealnsm. Bu durumda h; € End((R/B)g) olur. Buradan
Y/B = > hi(R/B) dir. R deismeli oldugundan End((R/B)r) de degismelidir.
Boylece "lz“gérem 3.4.8 (i) den saglanir.

(4i) Varsayalim ki, M g¢arpimsal ve R degismeli olsun. A < M olmak iizere X =
M A alahm. Her a € Aigin h, : M — M doniisiimii m € M olmak iizere h,(m) =
ma olarak tanimlansin. Bu durumda X = MA = Y h,(M) dir. Ayrica N < M
olsun. M carpimsal oldugundan N = M A olacak §aef<flde A < M vardwr. Her f €
End(Mg) i¢in x € f(N)ise x = f(ma) dir. f homomorfizma oldugundan = =
f(ma) € MA = N olur. Buradan z € N elde edilir. Boylece f(/N) C N olur ve
N, M nin fully invariant alt modiiliidiir. Yani ¢arpimsal bir modiiliin her alt modiilii
fully invariant alt modiildiir. (Birkenmeier ve dig., 2002a, Lemma 1.9) dan e = ¢% €
End(Mg) ise e, (1 —e) € S1(End(Mg)) dir. M nin her alt modiilii fully invariant alt
modiil oldugundan e = e € End(Mpg) igin eM, M nin fully invariant alt modiilii olup
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e € S1(End(Mg)) ve (1 — e)M de M nin fully invariant alt modiilii olup (1 — e) €
S1(End(Mg)) olur. Buradan ex = exe ve (1 —e)z = (1 — e)z(1 — e) dir. Yani
ex = xe oldugundan e merkezleyendir. Dolayisiyla End(Mpg) Abeldir. Teorem 3.4.8

(i) den sonug saglanir.

3.5 Pl-extending Modiiller

Bu boliimde 2014 yilinda Birkenmeier, Tercan ve Yiicel tarafindan CS-modiillerde
her alt modiil yerine projeksiyon degismez alt modiil alinarak tanimlanan 6nemli
bir genelleme verilecektir.  Her C;-modiil bir Pl-extending modiildiir. ~ Her
PI-extending modiil ayn1 zamanda bir FI-extending modiildiir. Bu 6nermelerin tersleri
genel anlamda dogru degildir. Bu nedenle Pl-extending modiil sinifi CS-modiil
genellemeleri arasinda 6nemli bir yere sahiptir. Asagida bu modiil sinifi ile ilgili elde

edilmis sonuglar (Birkenmeier ve dig. 2014) kaynagindan yararlanilarak verilmistir.

Tamm 3.5.1. M bir R-modiil ve X < M olsun. Her ¢* = e¢ € Endr(M) igin
e(X) C X oluyorsa X, M nin projection invariant (projeksiyon degismez) alt modiilii

olarak adlandirilir.

Projeksiyon degismez alt modiiller, Pl-extending modiil sinifin1 olusturan
yapitaglaridir. Bu nedenle projeksiyon degismez alt modiiller ile ilgili elde edilen

temel sonuglar verilecektir.

Asagidaki ornek fully invariant olmayan bir projeksiyon degismez alt modiiliin var

oldugunu gosterir.

Ornek 3.5.2. R bir reel sayilar cismi ve Rz, y, z] polinom halkast olsun. R =
% degismeli tamlik bélgesi olsun. Mr = R ® R @® R olsun. O zaman

M, fully invariant olmayan projeksiyon degismez bir alt modiil icerir.

Ispat. K' = R, K, boyutu 2 olan diizgiin modiile sahip ve ayristirilamaz olacak

sekilde M = K& K " dir. Kp, Birkenmeier ve dig. (2002a) dan FI-extending modiildiir
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ve f2=f € End(M)ve f> = f = 0dir. Kg,U; ® Uy <. Ky olacak sekilde U;
ve U, diizgiin alt modiillerine sahiptir. Bu sebeple U; < Ky projeksiyon degismez alt

modiildiir. Ancak U;, K de fully invariant bir alt modiil degildir.

On Teorem 3.5.3. My bir modiil ve Mp = M, & M, olsun. Asagidaki ifadeler

birbirine denktir.

(i) My, Mpg nin projeksiyon degismez alt modiiliidiir.
(ii) My, Mg nin fully invariant alt modiiliidiir.

(lll) HomR(Ml,MQ) =0.

Ispat. (i) = (i) Varsayalim ki M, Mp nin bir projeksiyon degismez alt modiilii ve
h € End(M) olsun. M; <; M oldugundan bir ¢ = ¢ € End(M) vardir yle ki
M, = eM dir. (e + he — ehe)? = (e + he — ehe) ve My, Mg nin bir projeksiyon
degismez alt modiilii oldugundan (e + he — ehe)M; C M, dir. m € M; olsun. O
zaman (e + he — ehe)m = em + hm — ehem € M, dir. Dolayisiyla hem = hm € M,
dir. Boylece M, Mg nin fully invariant alt modiiliidiir.

(1) = (i) My in Mg nin bir fully invariant alt modiilii oldugunu varsayalim. Bu
durumda, her f € End(M) i¢in f(M;) C M dir. Bu sebeple her f = f* € End(M)
icin f(M;) € M, dir. Dolayisiyla M;, Mg nin bir projeksiyon degismez alt
modiiliidiir.

(i) = (i1i) 0 € Hompg(My, My) olsun. 6 € End(M) ile § = 0m;, M den
M, e m; projeksiyonunu tanimlayalim. M fully invariant alt modiil ve 77 = m;
oldugundan (M) = Ox2(M) = Om (M) = 0(M;) € M, N M, = 0 dir. Buradan
0 = (M) = 6(M,) dir. Boylece Homg(M;, My) = 0 dur.

(i17) = (i) e = € € M olsun. Varsayalim ki, m; € M; ve x; € My, x5 € M, iken
e(my) = x1 + x5 olsun. Fakat my, M den M, ye bir projeksiyon iken 0 = maelyy,
dir. Dolayisiyla 2o = 0 dir. Bu sebeple e(M;) C M; dir. Boylece M;, M nin bir

projeksiyon degismez alt modiiliidiir.
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On Teorem 3.5.4. M bir modiil olsun.

i. M nin projeksiyon degismez alt modiillerinin herhangi bir kesisimi de M nin

projeksiyon degismez alt modiiliidiir.

ii. K < N < M olacak sekilde K, N de projeksiyon degismez alt modiil ve N, M
de projeksiyon degismez alt modiil ise o zaman K, M de projeksiyon degismez alt
modiildiir.

iii. M =@K;veA, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii ise o zaman m; M nin

icJ
i yinci projeksiyon homomorfizmast iken A = @m;(A) = P (K; N A) dir.
ieJ icJ

Ispat. Ispat aciktir.

Onerme 3.5.5. M/ = H @ K = L& N ve H, M nin projeksiyon degismez alt modiilii
olsun. Bu durumda H = (HNL)® (HNN), L= (HNL)®&L,N=(HNN)® N’
ve L' ® N' 2 K olacak sekilde N nin bir N’ ve L nin bir L dik toplanani vardur.

Ispat. L = \(M), N = j(M) olmak iizere \, u € End(M) iki idempotent ve A+ =
1 olsun. H, M nin projeksiyon degismez alt modiilii oldugundan \" = |z ve ji = |y
homomorfizmalari idempotenttir. Ayrica A\(H) C H oldugundan A\(H) = A(\(H)) =
N(X(H)) = X (H) ve benzer olarak p(H) = p'(H) elde edilir. Dolayisiyla H =
N(H) @ ' (H) = MH) @ p(H) dir. M(H) € HN L ve Mg~z = i oldugundan
HNL=MHnNL)C A\H) elde edilir. Bu durumda \(H) = H N L ve benzer olarak
p(H) = HN N dir. Buradan H = (HN L) & (H N N)elde edili. LN H <; H,
NNH <; Hve H <; M oldugundan LNH <; M ve NNH <; M dir. Fakat HNL C
Lolduguigin L' < Lve N' < NvardrkiL = (HNL)@& L ve N=(HNN)& N’
dir. Dolaywsiyla M = HOK = L&N = (HNL)(HNN)SL' @N = HOL @ N’
ve Ll ® N' = M/H = K du.

Sonu¢ 3.5.6. H, M nin bir ayristirilamaz alt modiilii olsun. O zaman H, M nin
projeksiyon degismez alt modiiliidiir gerek ve yeter kosul M = L & N = H C L veya
H C N olmasidir.
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Ispat. (=) On Teorem 3.5.4 den, H = (H N L) @ (H N N) dir. H bir ayristirilamaz
alt modiil oldugundan ya H = H N Lyada H = H N N dir. Dolayisiyla H C L veya
H C N dir.

(<) K < Migin H = H & K olsun. Hompg(H,K) = 0 oldugunu gosterelim.
w0 € Homp(H,K)ve H = {h+ ¢(h) € H® K : h € H} olsun. Buradan
M = H & K dir. Hipotezden H C H veya H C K dir. H N K = 0 oldugundan
H C H' dir. Dolayistyla her h € H icin h + p(h) € H ve h € H' dir. Bu durumda,
©(h) € H' dir. Ancak ¢(h) € K ve H N K = 0 dir. Dolayistyla (k) =0 = ¢ = 0

dir. On Teorem 3.5.3 den H, M nin projeksiyon degismez alt modiiliidiir.

Teorem 3.5.7. K, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii olsun.

(i) M bir G-extending modiil olsun. Bu durumda AM,, My < M modiilleri vardir oyle
kiM:Ml@MgveKSeMgdir.

(ii) M bir G-extending modiil ve K, bir tek essential kapanisa sahip olsun. Bu durumda
dMy, My < M alt modiilleri vardir oyle ki M = My, & M,, K <., My ve My, My

birer G-extending modiildiir.
ispat.

(i) M, G-extending modiil oldugundan bir ¢? = ¢ € Endr(M) igin K3eM dir. Yani
KneM <, Kve KNeM <, eM dir. k¥ € K olmak iizere ek € eK olsun. K,
projeksiyon degismez alt modiil oldugundan ek € e’ C K dir. Buradan ek € K
ve ek € eM oldugundan ek € K NelM dir. O halde e X' C K NeM bulunur. $imdi
xr € K NeM olsun. Bu durumda z = k = em olacak sekilde 3m € M,k € K
vardir. Buradan ek = e?>m = em = k € eK dir. O halde K NeM C eK bulunur.
Boylece e = K NeM dir. Diger yandan, (1 — e)k € (1 —e)K olsun. eK C K
oldugundan (1 —e)k = k — ek € K dir. Ohalde (1 —e)K C KN (1 —e)M
dir. Simdi y € K N (1 — e)M olsun. Boylece y = k = (1 — e)m olacak sekilde
dm € M,k € K vardir. Buradan
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l-ek=(0-e(l—em=(1—e—e+e?)m=(1—-em=ke (l—e)K

dir. Ohalde KN (1 —e)M C (1 —e)K dir. Boylece (1 —e)K = KN (1 —e)M
dir. Simdi K = eK & (1 — e)K oldugunu gosterelim. K C eK + (1 —e)K
oldugu agiktir. ek; + (1 — e)ky € eK + (1 — e)K alam. eX C K oldugundan
ek + (1 — e)ky = eky + ky — eky € K dir. O halde eK + (1 —e)K C K
dir. Boylece K = eK + (1 — ¢)K bulunur. a € eK N (1 — ¢)K olsun. Bu
durumda @ = ek = (1 — e)k’ olacak sekilde k, k' € K elemanlar vardir. Buradan
ek = e’k = (e — )k’ = 0 dir. Yani eK N (1 —e)K = 0 dir. Sonug olarak,
K=eK®(l—-¢e)Keldeedilir. eK = KNeM <, KveeK =KnNeM <., eM
dir eKN(1—-—e)M <., eMnN(l—-e)M = 0oldugundan eK N (1 —e)M =0
dir. 0 =eKN(—-eM <, KN(1—e)M oldugundan K N (1 —e)M = 0
bulunur. O halde (1 — e) K = 0 bulunur. Boylece K = eK & (1 — e) K oldugundan
K =eK <, eM dir. Eger M; = (1 — e)M ve My = eM almrsa M = M, & M,
ve K <, M, elde edilir.

(i) (i) dene? =e € Endg(M), My = (1—e)M, My = eM ve K <. M, olmak iizere
M = M1 D M2 dir.

Iddia 1. M, bir G-extending modiildiir.

Y < M, = eM olsun. M, G-extending oldugundan bir d*> = d € Endr(M) igin
YBdM dir. Yani Y NdM <.Y veY NdM <., dM dir. (i) den dK = K NdM,
(1-d)K = KN (1—d)M olmak iizere K = dK & (1 —d)K dir. K <, eM
oldugundan Y NK <, Y dir. Ohalde YN K NdM <, YNdM <. dM oldugundan
Y NdK <. dM bulunur. Y NdK < dK < dM veY NdK <., dM oldugundan
Y NdK <. dK ve dK <., dM bulunur. Boylece K = dK & (1 — d)K <,
dM @ (1 — d)K dir. K nin M deki tek kapanigt e M oldugundan dM C eM = M,

olur. Sonug olarak, M, bir G-extending modiildiir.

Iddia 2. M, bir G-extending modiildiir.
X < M; = (1 — €)M olsun. M, G-extending oldugundan bir d> = d € Endg(M)
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icin X 8dM dir. Yani X NdM <, X ve X NdM <., dM dir. O halde X NdM =
XNdMn(l—-—eM <.,dMN(1—e)M < dM dir. Buradan X N dM <, dM
oldugundan dM N (1 — e)M <. dM dir. Boylece 0 = dM N (1 —e)M NeM <,
dMneM oldugundan dMNeM = 0 olmahdir. (i) dendK = dMNK, (1-d)K =
(1—d)MNK olmak tizere K = dK®(1—d)K dir. dK = dMNK < dMnNeM =0
oldugundan dK = 0 olmalidir. O halde K = (1 — d)K < (1 — d)M dir. Simdi
C, K nin (1 — d)M deki bir kapanist olsun. (1 — d)M, M nin kapali alt modiili
oldugundan C, K nin M deki bir kapanisidir. Fakat K, M de bir tek kapanisa sahip
oldugundan C' = eM C (1 — d)M dir. Her m € M igin em = (1 — d)m’ olacak
sekilde bir 1’ € M vardir. dem = d(1 —d)m' = (d — d*>)m/ = 0ved(1 —e) =
d—de = d dir. Boylece [(1—e)d]* = (1—e)d dir. Simdi dMN(1—e)M < (1—e)dM
oldugunu gosterelim.

dm = (1 —e)m olsun. (1 —e)dm = (1 —e)(1 —e)m' = (1 —e)m' =dm € (1 —
e)dM dir. O halde dMN(1—e)M < (1—e)dM dir. Bir0 = (1—e)dm € (1—e)dM
alahm. dM N (1 — e)M <. dM oldugundan 0 = dmr € dM N (1 — e)M olacak
sekilde bir r € R vardir. Boylece 0 = dmr = (1 — e)dmr € dM N (1 — e)M olup
dM N (1 —-e)M <. (1 —e)dM dir. Boylece dMF(1 — e)dM bulunur. X SdM
ve dMB(1 — e)dM oldugundan X 3(1 — e)dM elde edilir. Ayrica M; = (1 —
eyM =(1—e)(dM @ (1 —d)M) = (1—e)dM @ (1 — e)(1 — d)M oldugundan
(1 —e)dM <, M, dir. Sonug olarak, M; bir G-extending modiildiir.

Sonu¢ 3.5.8. M, G-extending modiil ve her M;, M nin projeksiyon degismez alt

modiilii olmak iizere M = @ M; olsun. Bu durumda her M;, G-extending modiildiir.
il

Ispat. Teorem 3.3.7 de ' = M, alinirsa istenilen elde edilir.

Tanim 3.5.9. M bir R-modiil olmak iizere M nin her projeksiyon degismez alt modiilii,

M nin bir dik toplananinda essential oluyorsa M ye Pl-extending modiil denir.

On Teorem 3.5.10. My bir aynstirilamaz modiil olsun. My bir Pl-extending
modiildiir gerek ve yeter kosul My nin diizgiin modiil olmasudir.
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Ispat. Kabul edelim ki Mp bir diizgiin modiil olsun. My nin Pl-extending modiil
oldugu aciktir.

Tersine, My ayristirilamaz Pl-extending modiil ve 0 # N < M olsun. Dolayisyla [V,
M nin projeksiyon degismez alt modiiliidiir. My bir PI-extending modiil oldugundan
M nin bir L dik toplanani vardir ki N <. L dir. My, bir ayristirtlamaz modiil ve N # 0
oldugundan L = M elde edilir. Buradan N <, M dir. Mp nin diizgiin modiil oldugu

goriliir.

On Teorem 3.5.11. My, Cyy kosulunu saglayan bir modiil olsun. O zaman Mpg

Pl-extending modiildiir.

Ispat. N, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii olsun. Bu durumda M nin bir
K dik toplanani vardir 6yle ki NN K = 0ve N @ K <, M dir M = K& K’
yi saglayan M nin bir K alt modiilii vardir. 7= : M — K’ bir projeksiyon olsun.
Dolayisiyla 7(N) & K = N & K <. M dir. Buradan 7(N) & K <, M dir. N, M
nin bir projeksiyon degismez alt modiilii oldugundan 7(/N) C N dir. x € N olsun.
Buradanz ¢ N K = n(N)@ K dir n € Nvek € Kigcinz = n(n) + k =
r—n(n)=ke KNN =0= z=m(n) € n(N)dir. Boylece N C 7m(N) elde
edilir. O zaman N = 7(N) dir. 7(N)@ K =N® K <. K&K ve N =7(N) C K’
oldugundan N <, K elde edilir. Boylece M}, bir PI-extending modiildiir.

Onerme 3.5.12. M bir modiil ve X, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii olsun.

M bir Pl-extending modiil ise X bir Pl-extending modiildiir.

Ispat. M bir Pl-extending modiil ve S, X in bir projeksiyon degismez alt modiilii
olsun. On Teorem 3.5.4 (ii) den, S, M nin bir projeksiyon degismez alt modiiliidiir.
O zaman S <. D olacak sekilde M nin bir D dik toplanan1 vardir. 7 : M — D bir
projeksiyon olsun. S < D oldugundan S = 7(S) ve S < X oldugundan 7(5) <
7(X) elde edilir. 7(S) = S ve 7(S) <. D kullanilarak S < 7(X) N D elde edilir.
Ancak X < M oldugundan 7(X) < w(M) = D dir. Boylece S = 7(S) < m(X) N
D =n(X)dir. S <7(X) < DveS <. D oldugundan S <, 7(X) elde edilir. X,
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Pl-extending modiil oldugu i¢in On Teorem 3.5.4 (iii) den X = (DN X) @ (D' N X)
elde edilir. O zaman 7(X) = DN X = 7(X) <; X dir. Boylece X bir Pl-extending

modiildiir.

Sonuc¢ 3.5.13. My bir Pl-extending modiil ve My, Mg nin bir fully invariant dik

toplanan alt modiilii ise M, Pl-extending modiildiir.

Teorem 3.5.14. M = @Xi olsun. Her X, bir Pl-extending modiil ise M bir
Pl-extending modiildiir. <

Ispat. Varsayalim ki her X; bir Pl-extending modiil ve S, M nin bir projeksiyon
degismez alt modiilii olsun. 0 # s € S olsun. z; € X, icin s = x1 + --- + x,, elde
edilir. s # 0 oldugundan ¢ € [ vardir 6yle ki x; # 0 dir. Boylece m;(s) = x; # 0
dir. f:X; — X;, f2= f € End(M) kosulunu saglayan bir homomorfizma olsun. O
halde f(m;(s)) = f(z;) = x; = m(s) dir. Dolayisiyla 7;(.S), X; nin bir projeksiyon
degismez alt modiiludiir. X; bir PI-extending modiil oldugundan 7;(.S) <. D; olacak
sekilde bir D; <; X, vardir. On Teorem 3.5.4 (iii) den S = @ﬂi(S) <. @Di elde
edilir. Q%Di <4 M oldugundan M bir PI-extending modﬁldiir.lej <

1€
Sonu¢ 3.5.15. Eger M, CS-modiillerin bir dik toplami ise M bir Pl-extending

modiildiir.

Onerme 3.5.16. M bir Pl-extending modiildiir gerek ve yeter kosul M nin her S
projeksiyon degismez alt modiilii icin S <. e(E(M)) ve e(M) C M olacak sekilde
e? = e € End(E(M)) vardwr.

Ispat. Varsayalim ki M bir PI-extending modiil ve S, M nin bir projeksiyon degismez
alt modiili olsun. S <. X olacak sekilde M nin bir X dik toplanani vardir. O
halde M = X @ Y olacak sekilde M nin bir Y alt modiilii vardir. Dolayisiyla
E(M) = E(X) @ E(Y) olacak sekilde E(X) ve E(Y) injektif zarflar1 vardir.
e : E(M) — E(X) projeksiyon endomorfizma olsun. O halde S <, e(E(M)) ve
e(M) C M dir.
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Tersine S, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii olsun. S <. e(E(M))
oldugundan M NS <, M Ne(E(M))ve S <. M Ne(E(M)) dir. Ancak, e(M) C M
ve e(M) C e(E(M)) oldugundan M Ne(E(M)) = e(M) elde edilir. e(M), M nin

bir dik toplananidir. Boylece M, PI-extending modiildiir.

On Teorem 3.5.17. M bir modiil olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

(i) M, Pl-extending modiildiir.

(ii) M nin her projeksiyon degismez alt modiilii, M nin dik toplanani olan bir

komplemente sahiptir.

(iii) Her X < M projeksiyon degismez alt modiilii icin, X <. L olacak sekilde bir
K <. L ile M nin bir L kapali alt modiilii vardir ve her f : L ® K — M

homomorfizmasi bir g : M — M endomorfizmasina genisler.

Ispat. (i) < (ii) M bir Pl-extending modiil ve X < M, projeksiyon degismez
alt modiil olsun. Dolayisiyla tanimdan X <. eM olacak sekilde ¢? = ¢ € End(M)
vardir. X <, eM ve (1—e)? = (1—e) oldugundan XN(1—e)M <, eMN(1—e)M =0
ve X N (1 —e)M = 0elde edilir. Yine X & (1—e)M <,eM & (1—-—e)M =M
oldugundan X & (1—e)M <. M elde edilir. Boylece (1 —¢e)M istenen komplementtir.
Tersine ¢ = ¢ € End(M) olmak iizere cM, X in bir komplementi olsun. z € X
olsun. O halde z = cx + (1 — ¢)x dir. X, projeksiyon degismez alt modiil oldugundan
cx € X NeM = 0dir. Buradan X C (1 — ¢)M dir. Dolayisiyla X <. (1 — ¢)M dir.

(17) < (i7i) Bu denklik (Smith ve Tercan, 1992, Lemma 2) nin bir sonucudur.

Onerme 3.5.18. M bir modiil olsun.

(i) M, CS-modiildiir.
(it) M, Cyy kosulunu saglar.

(iii) M, Pl-extending modiildiir.
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(iv) M, Fl-extending modiildiir.

(1) = (ii) = (iii) = (iv) onermeleri saglanir. Fakat genel olarak onermelerin tersi

dogru degildir.

Ispat. (i) = (44) agiktur.

(i) = (4ii) Bu ¢ikarrm On Teorem 3.5.9 un dogrudan bir sonucudur.

(i7i) = (iv) M bir Pl-extending modiil olsun. M nin her fully invariant alt modiilii bir
projeksiyon degismez alt modiildiir. Bu sebeple M, FI-extending modiildiir.

Simdi saglanmayan gerektirmelere baz1 6rnekler verelim.

(i) # (i) Ornegin, R = [% %] = { [8 lc)] ta,b,c € Z} olsun. Ornek 2.3.5 den
Rp, CS-modiil degildir. Ancak (Birkenmeier ve Tercan, 2015, Corollary 3.3) ten Rp
bir C;;-modiildiir.

(iii) # (ii) Ornegin, Mp = (H;’;Z)Z (Specker grup) bir modiil olsun. O zaman Mz,
bir C';-modiil degildir.

(iv) = (iii) Ornegin, R sag Ore olmayan herhangi bir tamlik bolgesi olsun.
Birkenmeier ve dig. (2002a) den Rpg, Fl-extending modiildiir. Rpg, diizgiin olmayan

ayrigtirtlamaz bir modiil oldugundan Ry nin Pl-extending modiil olmadig1 sonucuna

varilir.

On Teorem 3.5.19. My bir ayrnistirilamaz modiil olsun. O zaman M nin bir

Pl-extending modiil olmas icin gerek ve yeter kosul My, bir diizgiin modiil olmasidir.

Ispat. Mj bir aynistirilamaz ve Pl-extending modiil olsun. 0 # N nin My nin bir
projeksiyon degismez alt modiilii oldugunu varsayalim. O zaman, N <., D olacak
sekilde Mg nin bir D dik toplanani vardir. N # 0 oldugundan D = M dir. Buradan
N, Mg nin bir essential alt modiiliidiir. Dolayisiyla, My bir diizgiin modiildiir.

Tersine My, bir diizgiin modiil olsun. Mg nin bir PI-extending modiil oldugu kolaylikla

goriilir.
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4. ZPG-MODULLER

Goldie 1960 yilinda “Semi-prime rings with maximum conditions” da bir halkanin sag
idealleri i¢in bir 3 denklik bagintis1 tanitmlamigtir. Bir M modiiliiniin, her bir X alt
modiilii icin X oD olacak sekilde M nin bir D dik toplanani varsa kolayca extending
ozelligini sagladig1 goriiliir. Extending kosulunun « ile karakterizasyonu ve Goldie
(1960), Smith ve Tercan (1993) caligmalarinda yer alan 8 kullanimindan ilham alan

Birkenmeier, Tercan ve Akalan 2009 yilinda G-extending modiilii tanimlamislardir.

Belirli endomorfizmalar altinda degismez kalan alt modiiller ailesi icin, CS-modiil
kosulunun bu aileye kisitlanmasiyla elde edilen Pl-extending modiiller 2014 yilinda

Birkenmeier, Tercan ve Yiicel tarafindan tanimlanmustir.

“Goldie extending property on the class of z-closed submodules” da bir modiiliin
biitiin z-kapali alt modiillerinin kiimesi iizerinde G-extending 06zelligini inceleyen
Tercan, Yagar ve Yiicel, G*-extending modiillerin ¢esitli temel 6zelliklerini sunarak
2022 yilinda bu modiilleri literatiire kazandirmiglardir. Ayrica bu ¢aligmalarinda her
komplement alt modiilden ziyade yalnizca her z-kapali alt modiiliin bir dik toplananla
£ bagitili olmasi istendiginden G*-extending modiil kavraminin CS, G-extending ve
CLS modiilleri genellestirdigine dikkat cekmislerdir. Tercan, Yasar ve Yiicel yine aym
yilda 6zel tipteki halkalarda da G*-extending 6zelliginin saglandigini1 gostermis ve bu

ozelligin matrislere tagindigini kanitlamiglardir.

Bu bolimde G?-extending modiillerde z-kapali alt modiiller yerine z-kapal
projeksiyon degismez alt modiller (zp-alt modiiller) alarak elde ettigimiz
ZPG-modiiller incelenmistir. Ayrica literatiire katki saglayacak bu 6zgiin boliimde,
ZPG-modiillerin alt modiillerine, dik toplananlarina, dik toplamlarina, injektif zarfina
vb. tasmip tasinmadigi ve bir onceki boliimde bahsedilen tiim modiil siniflar1 ile
arasindaki iligkiler arastirilmigtir. Bu alanda yapilacak yeni ¢alismalara 151k tutmak

adina elde edilen 6nemli sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.
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4.1 zp- Alt Modiiller

zp-alt modiiller, ZPG-modiillerin kurulusunun yapi taslart oldugundan bu baglik
altinda zp-alt modiillerle ilgili elde edilen bazi temel ozellikler ve sonuglara yer

verilecektir.
Tamim 4.1.1. z-kapali projeksiyon degismez alt modiile zp-alt modiil denir.

On Teorem 4.1.2. M bir modiil olsun.

(i) M nin projeksiyon degismez alt modiillerinin herhangi bir kesisimi de M nin

projeksiyon degismez alt modiiliidiir.

(ii) K < N < M olacak sekilde K, N de projeksiyon degismez alt modiil ve N, M
de projeksiyon degismez alt modiil ise o zaman K, M de projeksiyon degismez alt

modiildiir.

(iii) M = @K, ve A, M nin bir projeksiyon degismez alt modiilii ise o zaman w; M nin
ieJ
i yinci projeksiyon homomorfizmast iken A = @Pm;(A) = @ (K; N A) dir.

ieJ icJ
Ispat. Ispat aciktir.

On Teorem 4.1.3. My, bir modiil olsun.

(i) Mg nin zp-alt modiillerinin herhangi bir kesigimi yine Mg nin zp-alt modiiliidiir.

(ii) X veY, Mg nin alt modiilleri olmak iizere X <Y olsun. Eger X, Y ninve Y, Mg

nin bir zp-alt modiilii ise, o zaman X, Mg nin bir zp-alt modiiliidiir.

(iii) My, Mg nin bir zp-alt modiilii iken M = M, & M olsun. My nin herhangi bir N
zp-alt modiilii icin My & N, Mg nin bir zp-alt modiiliidiir.
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ispat.

(1) A ve B, Mg nin zp-alt modiilleri olsun. O zaman A ve B, My de projeksiyon
degismez alt modiildiir ve Z(M/A) = Z(M/B) = 0 dir. On Teorem 3.5.4 den,
AN B, Mg de projeksiyon degismez alt modiildiir. o : M — (M/A) & (M/B)
homomorfizmasi ve m € Mg olmak iizere a(m) = (m+A, m+B) alahm. M /(AN
B) = a(M) < (M/A) @ (M/B) oldugu agiktir. Dolayisiyla Z(M/(ANB)) =0
dir. Boylece A N B, Mg nin bir zp-alt modiiludiir.

(1) X, Y nin ve Y, Mg nin bir zp-alt modiilii olsun. O zaman X, Y nin ve Y, My
nin bir projeksiyon degismez alt modiiliidiir. Ilaveten, Z(M/Y) = Z(Y/X) = 0
dir. On Teorem 3.5.4 den, X, My de projeksiyon degismez alt modiildiir. M /Y =
(M/X)/(Y/X) oldugundan, Y/ X, M/X de bir z-kapali alt modiildiir. Buradan
Z(M/X) <Y/Xdir. O zaman, Z(Z(M/X)) = Z(M/X) = (M/X)N(Y/X) =

0 dir. Buradan X in Mg nin bir zp-alt modiilii oldugu kolayca goriiliir.

(111) (Jeremy, 1971, Lemma 4.122) den M; & N, M nin bir projeksiyon degismez alt
modiiliidir. M/M; & N = My/N ve Z(My/N) = 0 oldugundan M; & N, M nin
bir z-kapali alt modiiliidiir. Dolayisiyla My & N, M nin bir zp-alt modiiliidiir.

4.2 7ZPG-Modiiller

Tanim 4.2.1. M nin her zp-alt modiilii X icin, XD (yani XND <, Xve XND <,
D) olacak sekilde bir D <, M varsa M ye ZPG-modiil denir.

Onerme 4.2.2. M bir modiil olsun.

(i) M bir G-extending modiildiir.
(ii) M bir Cy1-modiildiir.
(iii) M bir Pl-extending modiildiir.

(iv) M bir ZPG-modiildiir.
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Bu durumda (i) = (ii) = (iii) = (iv) dir. Bu onermelerin tersleri genel olarak

dogru degildir.

Ispat. (i) = (ii) = (iii) Adi gegen modiil siniflarinin tanimlarindan kolayca elde
edilir.

(i17) = (iv) X, M nin bir zp-alt modiilii olsun. X <. cM olacak sekilde ¢ = ¢ €
End(Mpg) vardir. Buradan M, ZPG-modiildiir.

Simdi saglanmayan 6nermelere baz1 6rnekler verelim.

(i) # (i) Onerme 3.3.5 de ispat1 verilmistir.

(1v) # (i4i) K bir cisim ve Vi, K iizerinde boyutu 2 olan bir vektor uzay1 olsun. O

K V kv . .
0 K] = {[0 k] ke Kve V} bir ayristirtlamaz [R-modiildiir.

R diizgiin modiil olmadigindan, On Teorem 3.5.5 den Pl-extending modiil degildir. R
yalnizca vy, vo € V olmak lizere X; = [0 UIK} , Xo = [0 UQK} ve X5 = {O V]

zaman R = [

0 0 0 0 0 0
agikar olmayan R-alt modiillerine sahiptir. Z(Rg) # 0 oldugundan 0, z-kapal1 ideal

degildir. Diger yandan, X3 <. Rp dir. Boylece R/Xj singiilerdir yani X3, R nin
z-kapali alt modiilii degildir.Dahast X? = 0 oldugundan X? < X, dir. Ancak X3,
X, de degildir. Buradan Xy, R nin z-kapali alt modiilii degildir, benzer bir sekilde
X5 de degildir (Kara ve Tercan, 2018, Example 5.59). R sadece kendinde z-kapal1 alt
modiildiir. Bir ayristirilamaz modiiliin her alt modiilii projeksiyon degismez alt modiil

oldugundan R bir zp-alt modiildiir. Dolayisiyla R, ZPG-modiildiir.

Not (Agik Soru): Onerme 4.2.2 de (iii) = (ii) gerektirmesinin saglanmadigim
varsayiyoruz ancak bunu destekleyecek herhangi bir Ornefimiz heniiz

bulunmamaktadir.

Sonuc¢ 4.2.3. M bir ayristirllamaz modiil olsun. M bir ZPG-modiil ise, o zaman M
bir CF,-modiildiir.

Ispat. 0 # A, M nin bir z-kapali alt modiilii olsun. Bir ayristirilamaz modiiliin her
alt modiilii projeksiyon degismez alt modiil oldugundan A bir zp-alt modiildiir. ASD
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olacak sekilde M de dik toplanan olan bir D alt modiilii vardir. (Kara ve Tercan,
2018, Lemma 5.58) den A, M de bir komplement alt modiildiir. Boylece A = M dir.
Dolayisiyla, M bir C'7,-modiildiir.

Onerme 4.2.4. M bir modiil ve End(Mp) Abelian olsun. Eger N, M nin bir z-kapali
alt modiilii ise her h; € End(Mg) icin N = ZhZ(M) dir. Bu durumda M nin
ZPG-modiil olmast icin gerek ve yeter kosul M ni;zellair CLS-modiil olmasudr.

Ispat. Varsayalim ki, M bir ZPG-modiil ve N, M nin bir z-kapali alt modiilii olsun.
eN = ey hi(M) = Y} hi(eM) C N olacak sekilde e = ¢* € End(Mp) vardur.
Sonug olfrlak N, M Iﬁl{l bir zp-alt modiilidiir. Hipotezden NeM dir. Buradan
N = eN @ (1 — e)N dir. N nin M de projeksiyon degismez alt modiil oldugu
gbz oniine ahinirsa, On Teorem 3.5.4 den N = (N NeM) ® (NN (1 — e)M)
dir. Dolayisiyla N NeM = eN hem eM hem de N de essentialdir. Bu nedenle
NN (1 —eM = 0dr. Boylece N = eN dir. N, M nin bir z-kapali alt modiili
oldugundan eM /N = Z(eM/N) C Z(M/N) = 0 yani N = eM dir. Sonug olarak,
M bir CLS-modiil olur.

Tersine, M bir CLS-modiil ve Y, M nin zp-alt modiilii olsun. O zaman (Kara ve
Tercan, 2018, Lemma 5.58) den Y, M nin bir dik toplanamidir. Boylece M bir
ZPG-modiil olur.

Simdi ZPG-modiil taniminm karakterize eden sonuclar verilecektir.

Onerme 4.2.5. M bir modiil olsun. Asagidaki kosullar denktir.

(i) M bir ZPG-modiildiir.

(ii) Her K < M zp-alt modiilii icin, N <., K ve N <. D olacak sekilde N < M ve
D <, M vardr.

(iii) Her K < M zp-alt modiilii icin, KT olacak sekilde T' <. L <. K vardir ve her

f:T®L — M homomorfizmast bir f : M — M homomorfizmasina genigler.
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Ispat. (i) = (ii) K < M, zp-alt modiil olsun. Dolayisiyla tanimdan K 3D olacak
sekilde M nin bir D dik toplanam vardir. N = K N D alimirsa istenen elde edilir.
(i1) = (i44) (i) den, KN D <, K, KN D <, Dve M = D& D’ olacak sekilde M
nin D ve D' alt modiilleri vardir. D = T ve D' = L alinirsa istenen elde edilir.

(1ii) = (i) K < M, zp-alt modiil olsun. (Kara ve Tercan, 2018, Lemma 5.58) den
K, M nin bir komplementidir. (Kara ve Tercan, 2018, Lemma 3.97) den, 7', M nin bir
dik toplananidir. Dolayisiyla M bir ZPG-modiildiir.

Teorem 4.2.6. N bir modiil olsun. M bir ZPG-modiil olmas: icin gerek ve yeter
kosul her X < M zp-alt modiilii i¢cin, X fe(E(M)) ve eM < M olacak sekilde
e? = e € End(E(M)) olmasudur.

ispat. X, M nin zp-alt modiilii olsun. M bir ZPG-modiil oldugundan X N D, X ve D
de essential olacak sekilde M nin bir D dik toplanani vardir. D nin bir B komplement
alt modiilti i¢in M = B @& D oldugunu varsayalim. Buradan E(M) = E(B) @ E(D)
dir. e : E(M) — E(D) kanonikal projeksiyon olsun. Eger m € M i¢in b € B
ve d € D olmak tizere m = b + d ise o zaman e(m) = e(d) = d dir. Dolayisiyla
XND < XNED) <XveXNED) < Xdinr XND <, D <, ED)
oldugundan, X N D <, E(D) dir. Bu sebeple XGE(D) = Xpe(E(M)) dir. Ayrica
eM c D C M dir.

Tersine, X in M nin bir zp-alt modiili oldugunu kabul edelim. Bu yiizden,
XBe(E(M)) ve eM < M olacak sekilde ¢ = e € End(E(M)) vardir. Buradan,
XBE(D) olacak sekilde M nin bir D dik toplanan: vardir. X N D <. X N E(D)
oldugundan, X N D hem X hem de F(D) de essentialdir. Bu sebeple X N D <., D
dir. Dolayisiyla X 3D ve X bir ZPG-modiildiir.

Onerme 4.2.7. M bir ayrnistirilamaz modiil olsun. Eger M bir ZPG-modiil ve I, M

nin bir zp-alt modiilii ise o zaman M /K bir ZPG-modiildiir.

Ispat. N/K, M/K mn zp-alt modiilii olsun. M ayristirlamaz ve M/N =
(M/K)/(N/K) oldugundan Y, M nin bir zp-alt modiilidiir. Hipotezden N SeM
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olacak sekilde ¢ = e € End(Mpg) vardir. K, M de projeksiyon degismez alt
modiil oldugundan, K = (K NeM) @ (K N (1 —e)M) dir. Buradan K NeM =
KNn(NneM) <. KN N = K dir. Bu sebeple K < eM dir. Dolayisiyla eM /K
M /K nin bir dik toplanamdir. NSeM ve K, M nin bir zp-alt modiilii oldugundan,
(Kara ve Tercan, 2018, Proposition 1.4) den, (N/K)G(eM/K) elde edilir. Buradan
M /K nin bir ZPG-modiil oldugu goriiliir.

4.3 ZPG-Modiillerin Dik Toplamlari ve Ayrisimlar:

Bu kisimdan itibaren ZPG modill smifimin dik toplamlar1 ve toplananlar
incelenecektir. ZPG o6zelligine sahip modiillerin dik toplaminin da bir ZPG modiil
oldugu kanitlanacaktir. ZPG modiillerin her dik toplanan1 ZPG-modiil degildir. Ancak

bazi kosullar yardimiyla ZPG 6zelliginin dik toplananlarina tasindig: gosterilmistir.

Teorem 4.3.1. M = @ X; bir modiil olsun. Eger her X;(i € I) bir ZPG-modiil ise o
i=1
zaman M bir ZPG-modiildiir.

Ispat. Bu teoremi n iizerinden tiimevarimla ispatlayalim. ik olarak n = 2 icin dogru
oldugunu gosterelim. M = X; & Xy ve N, M nin herhangi bir zp-alt modiilii olsun.
On Teorem 4.1.2 den, N N X;, X; in bir zp-alt modiilii ve N N X5, X5 nin bir zp-alt
modiiliidiir. Oyleyse (NN X;)ND; = NN D, <, Dy ve NN D; <, NN X, benzer
olarak N N Dy <, Dy ve N N Dy <, N N X, olacak sekilde X5 in Dy ve X5 nin Do
dik toplanan1 vardir. Boylece (N N D;) & (N N Dy) < NN (Dy & Dy) < Dy & Dy
oldugundan N N (D & Ds) <. Dy & Dy dir. Buradan (N N D;) & (N N Dy) <
NN(Dy®Dy) <(NNX;)®(NNXy) = Ndir. Ohalde NN (Dy & Dy) <. N dir.
D, @& Dy, M nin bir dik toplanan1 oldugundan A bir ZPG-modiildiir.

On Teorem 4.3.2. M bir modiil ve K, M nin bir zp-alt modiilii olsun. Eger M bir
ZPG-modiil ise o zaman K da bir ZPG-modiildiir.

ispat. Farzedelim ki N, K nin bir zp-alt modiilii olsun. On Teorem 4.1.2 den N, M
nin bir zp-alt modiiliidiir. O halde NS3D olacak sekilde M nin bir D dik toplanani
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vardir. 7 : M — D projeksiyon endomorfizma olsun. Oyleyse N N D = 7(N N
D) < m(K)N D = 7(K) dir. Bundan dolay1 NS (K) dir. On Teorem 3.5.4 den,
M=D®D iken K = (DNK)® (D' NK) dir. Boylece n(K) = DN K dir. 7(K),
K nin bir dik toplananidir. Dolayistyla K bir ZPG-modiildiir.

Sonu¢ 4.3.3. M = X, & Xy, Xj ve X; diizgiin modiillerinin bir dik toplami olsun. O

zaman M nin her dik toplanani bir ZPG-modiildiir.

ispat. 0 # D, M nin bir dik toplanant olsun. D = M ise o zaman D, On Teorem
3.5.5 den ve Onerme 4.2.2 den bir ZPG-modiildiir. D # M ise D diizgiin modiil ve
dolayisiyla bir ZPG-modiildiir.

Eger herhangi bir K dik toplanani i¢in M = K @& X @ Y olacak sekilde X' < X ve
Y' <Y varsa M = X @Y exchangeable (degistirilebilir) olarak adlandirilir (Smith
ve Tercan, 1993, Definition 4).

Onerme 4.3.4. Eger M bir ZPG-modiil, M = X, & Xs degistirilebilir ve Xy, M nin
bir zp-alt modiilii ise o halde X, ve Xy ZPG-modiildiir.

ispat. Teorem 4.2.8 den, X, bir ZPG-modiildiir. X, X5 nin bir zp-alt modiilii olsun.
On Teorem 4.1.2 (iii) den, X; & X, M nin bir zp-alt modiilidiir. M, ZPG-modiil
oldugundan Y <, X; & X ve X; < X; (i =1,2) olacak sekilde Y <, Dve D <, M
vardir. M degistirilebilir oldugundan M = D @ X, @ X, dir. DolayisiylaY N X = 0
ve X; = 0dir. Boylece Xy = X, @ (DN Xy)dir. Y <, DveY <., X; @ X den
YNXo<.DNXoveY NXy <, (X1 X)NXy =X X; N Xy =X elde edilir.
Boylelikle X5 bir ZPG-modiildiir.

Bir ZPG-modiiliin dik toplananlarinin da ZPG-modiil olmasi i¢in belirli kosullara

ihtiyag vardir. Bu kosullar Kara ve Tercan (2018) dan alinarak asagida verilmistir.

(i) Herhangi bir N < M, M nin bir dik toplananina izomorf ise M modiili Cy

ozelligini saglar.
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(i) Ny ve Ny, M nin N1 N Ny = 0 kosulunu saglayan herhangi iki dik toplanani ise M
modiilii C5 6zelligini saglar. O zaman N; & N,, M de bir dik toplanandir.

Onerme 4.3.5. X;, M nin bir zp-alt modiilii olmak iizere X ve X5 modiillerinin bir
dik toplanmi M = X, & X5 olsun. M, C ozelligini saglayan bir ZPG-modiil ise X1 ve
Xy alt modiilleri ZPG-modiildiir.

ispat. On Teorem 4.3.2 den X; bir ZPG-modiildiir. X, X5 nin herhangi bir zp-alt
modiilii olsun. On Teorem 4.1.2 (iii) den, X; ® X, M nin bir zp-alt modiiliidiir.
Hipotezden (X; @ X) NY hem X; & X hem de Y de essential olmak iizere M nin
bir YV dik toplanam vardir. M, C5 ozelligini sagladiindan X; & Y, M nin bir dik
toplananidir. 7 : X; — X5 bir kanonikal projeksiyon olsun. (Tercan ve Yiicel, 2016,
Lemma2.71) den, X;0Y = X;®n(Y) dir. O zaman 7(Y"), X5 nin bir dik toplananidur.
O#£yen(Y)ve0#z € Yiginy =n(zr)dir. 0 # zr € (X;®X)NY olacak sekilde
r € R vardir. Bu sebeple z; € X, m; € Xj vexy, € Y iken xr = my + 1 = x5
dir. Dolayisiyla 0 # or = w(ar) = z; = nw(2y) € X N7(Y) dir. Buradan yola
cikarak X N 7(Y) <. n(Y) oldugu goriiliir. O zaman 7(Y) = Xo N (X; @ n(Y)) =
XoN(X;@Y)dir. Aynica X N7(Y) = X N (X;8Y) <. X dir. Béylece X5 nin de
bir ZPG-modiil oldugu goriiliir.

Sonuc 4.3.6. X, M nin bir zp-alt modiilii olmak iizere X, ve X5 modiillerinin bir dik
toplami M = X1 ® X olsun. M, Cs dzelligini saglayan bir ZPG-modiil ise X, ve X5
alt modiilleri ZPG-modiildiir.

Ispat. Bir modiil C,, kosulunu sagliyor ise C; kosulunu da saglayacagindan Onerme

4.3.5 den ispat aciktir.

Onerme 4.3.7. M bir modiil ve X, M nin bir zp-alt modiilii olsun. M bir ZPG-modiil
isee’> =e € End(Mpg) vardwr oyle ki M = X1 ® X5 ve X <. X, dir.

Ispat. Varsayalim ki M bir ZPG-modiil ve X, M nin bir zp-alt modiilii olsun. O
zaman bir €2 = ¢ € End(Mpg) vardir ki X BeM dir. Ote yandan X, M nin projeksiyon
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degismez alt modiilii oldugundan (1 —e)X = XN (1 —e)M dir. Kabulden eX <, eM
ve eX <., X dir. Buradan X N (1 —e)M = 0 dir. Boylece X = eX <, eM dir.

X1 = (1—e)M ve Xy = eM alinirsa ispat tamamlanur.

4.4 ZPG-Modiillerin Genisleme Ozellikleri

Bu kisimda, bir modiill veya halkanin ZPG essential genislemeleri (essential
extensions) arastirllmaktadir. Bir halka sag ZPG-modiil ise essential iist halkasi
(essential overring) da bir ZPG-modiildiir. Son olarak ZPG 6zelliginin bir modiiliin

rasyonel zarfina (rational hull) tasindig1 da gosterilmistir.

Tanmmm 4.4.1. Rp <. Sg olmak iizere S, R nin bir iist halkasi ise S, R halkasinin bir

sag essential iist halkasidir (Tercan ve Yiicel (2016)).

Teorem 4.4.2. S, R halkasinin bir sag essential iist halkast olsun. Ry bir ZPG-modiil

ise o zaman Sg ve Ss, ZPG-modiildiir.

ispat. YR, Sg nin bir zp-alt modiilii ve X =Y N R olsun. Onerme 4.2.5 den, Ky <,
Xp ve K <. eRp olmak iizere > = e € Rve K < Rp vardir. O zaman K <,
Xpg=YNR<,YNS = Yxdir. Busebeple Kp <. Yi dir. 0 # es € eS olsun.
O zaman 0 # esr; € eR olmak lizere 7y € R vardir. Buradan D # esrirg € K
olacak sekilde r, € R vardir. Dolayisiyla Kr <. eSgdir. Onerme 4.2.5 den, Sy
bir ZPG-modiildiir. Benzer olarak K Sg nin Yy ve eSg de essential oldugu gosterilir.

Boylece Sg bir ZPG-modiildiir.

Onerme 4.4.3. T = T,,,(R) ve M = M,,(R) olsun. Ty, ZPG-modiil ise o zaman Mr
ve My, ZPG-modiildiir.

Ispat. M, T nin rasyonel genislemesi oldugundan ve Teorem 4.3.8 den istenen elde

edilir.
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Asagidaki teorem ZPG 6zelligini saglayan bir modiiliin rasyonel zarfinin da ZPG

ozelligini sagladigin gosterir.

Teorem 4.4.4. M bir ZPG-modiil ise M nin rasyonel zarfi E(M) de ZPG-modiildiir.

ispat. Varsayalim ki K, E(M) in bir zp-alt modiilii olsun. O zaman On Teorem
4.1.2 (ii) den X = K N M, M nin bir zp-alt modiiliidiir. Hipotezden, ¥ < Mp ve
e? = ¢ € End(Mpg) vardir oyle ki Y <, X ve Y <, eM dir. Y <, K idi. (Lam
1999) den f € End(E(M)) vardir 6yle ki f|y; = e dir. E(M) injektif oldugundan
€ € End(E(M)) vardir dyle ki €|z, = f dir. m € M olsun. O zaman [e —&*|(m) =
(e — €?)(m) = 0 dir. E(M) in tanimindan her y € E(M) igin [¢ — &%(y) = 0
dir. Dolayisiyla f = f2dir. k € K igin fk — k # 0 oldugunu kabul edelim. 0 #
(fk — k)r ve kr € M olacak sekilde » € R vardir. O zaman kr € X dir. Bu
nedenle (fk — k)r = fkr — kr = ekr — kr = 0 dir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
K < fE(M)dir. 0 # fr € E(M) olsun. 0 # frsve rs € M olacak sekilde s € R
vardir. O halde 0 # frst € X < K dir. Buradan K <, fE(M ) dir. Dolayisiyla,

E(M) bir ZPG-modiildiir.

58



5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda CS-modiilleri ve bu modiil sinifinin bazi1 genellemelerini detayl
olarak inceleyerek ve var olan sonuglardan istifade ederek yeni bir modiil sinifi elde
ettik. ZPG-modiil olarak adlandirdigimiz bu modiiller ile alakali elde edilen veriler

dordiincii boliimde agikga ifade edilmistir.
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