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OZET

RIEMANN MANIFOLDLARI ARASINDAKI RIEMANN DONUSUMLERIN
KARAKTERIZASYONLARI

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu galismanin amaci, Riemann manifoldlar1 arasindaki
Riemann doniisiimlerin total ve baz uzaylarinin Ricci soliton ve Ricci-Yamabe soliton olma durumlarini
calismaktir.

Tez bes ana boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci boliimde, konu
ile ilgili tarihsel gelismeler ve literatiirdeki yapilan galismalardan bahsedilmistir. Ugiincii béliimde,
arastirilan konuya kaynak saglayan bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde Riemann manifoldlar1 arasindaki Riemann doniisiimler ele alinmis olup bir

Riemann doniigiimiiniin total ve baz uzaylarinin Ricci soliton olma durumunda CekF., RangeF. ve
(RangeF.)" uzaylarinin Ricci soliton veya Einstein olmast igin gerek ve yeter kosullar incelenmistir.
Daha sonra ise benzer sekilde Riemann déniisiimiiniin total ve baz uzaylarinin Ricci-Yamabe soliton
olma durumunda GekF., RangeF. ve (RangeF.)" uzaylarmin Ricci-Yamabe soliton veya Einstein

olmast i¢in gerek ve yeter kosullar ortaya koyularak bunlarla ilgili karakterizasyonlar verilmistir. Total
ve baz uzaylarinin liflerinin Ricci-Yamabe soliton ve Einstein olmasi igin gerekli kosullar elde
edilmistir. Besinci boliimde ise bu tez ¢alismasinin sonuglari verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann Déniisiimler, Riemann Manifoldlar, Ricci Soliton, Ricci-Yamabe
Soliton.

Damsman: Dog. Dr. Semsi Eken Meri¢, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dal1, Mersin.



ABSTRACT

CHARACTERIZATIONS OF RIEMANNIAN MAPS BETWEEN RIEMANNIAN
MANIFOLDS

The purpose of this study as a master’s thesis is to investigate the results arising from
Riemannian maps between Riemannian manifolds when the total and base spaces of such Riemannian
maps are Ricci soliton and Ricci-Yamabe soliton.

The thesis consists of five main chapters. The first chapter of thesis is devoted to introduction.
In the second chapter, historical developments related to the topic and previous studies in the literature
are discussed. In the third chapter, basic definitions and theorems providing sources for the researched
topic are included.

The fourth chapter investigates Riemannian map between Riemannian manifolds. Firstly,
Riemannian map whose total manifold or base manifold admits a Ricci soliton is investigated and some

necessary conditions for which any fiber of KerF., RangeF. and (RangeF.)" admits a Ricci soliton

or Einstein is obtained. Later on, similarly focusing on Riemannian map whose total manifold or base
manifold admits a Ricci-Yamabe soliton and some necessary conditions for which any fiber of KerF,,

RangeF. and (RangeF.)" admits a Ricci-Yamabe soliton or Einstein is obtained. In the fifth chapter,
the results of this thesis are given.

Keywords: Riemann Maps, Riemann Manifolds, Ricci Soliton, Ricci-Yamabe Soliton.

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Semsi Eken Meri¢, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin
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1. GIRIS

Riemann manifoldlar1 arasindaki diferansiyellenebilir doniistimler teorisi Riemann
geometrisinde genis ¢apta arastirtlmistir. Bu tiir doniisiimler iki manifold arasindaki geometrik yapilart

karsilastirmak icin olduk¢a kullamisghdir. Izometrik immersiyonlar bu tiir déniisiimlerin temelidir ve

Riemann metrikleri ve Jakobiyen matrisleri ile karakterize edilirler. Daha agik olarak, (M,g,) ve
(B,g,) Riemann manifoldlari olmak iizere, F:(M,g,) > (B, g,) diferansiyellenebilir doniisiimii

verilsin, F. tiirev doniisiimii birebir ve X ve Y, M ’de teget vektor alanlarini gostermek tizere
g,(F.X,EY)=09,(X,Y) (1.1)

esitligi saglaniyorsa F doniistimii izometrik immersiyon olarak adlandirilir. Diger yandan Riemann

manifoldlar: arasinda tanimli Riemann submersiyonlar ise birbirinden bagimsiz olarak O’Neill ve Gray

tarafindan calisilmigtir (O’Neill, 1966; Gray, 1967). (M, g,) ve (B, d,) birer Riemann manifoldlart
olmak tizere, F:(M,g,) > (B,0,) doniisiimii i¢in eger, F. tiirev doniigiimii 6rten (iizerine) ise ve
(CekF.)" yatay uzayma ait olan vektor alanlari (1.1) denklemini saglarsa bu durumda F bir Riemann

submersion olarak adlandirilir.
Diger taraftan, (M, @) bir Riemann manifoldu olmak iizere M iizerindeki bir & vektor alani

i¢in,

1 _ (1.2)
(LG, Y)+Rie(X,Y) +29(X,Y) =0, VX,Y eT(TM)

denklemi saglamrsa (M, g) Riemann manifoldu bir Ricci soliton yapisina sahiptir, denir. Burada Ric,
M “nin Ricci tensoriinii, L.g, g metrik tensoriiniin &’ye gére Lie tirevini ve A ise bir sabiti
gostermektedir. Bu durumda bir Ricci soliton (M, g,&, A1) ile gosterilir. Ayrica (1.2) esitliginde eger
A<0,21=0 veya 1>0 ise (M,g,%,4) Ricci solitonuna sirasiyla daralan, duragan veya
genisleyendir denir. (1.2) denkleminde verilen & vektor alaninin bir killing olmasi (yani L.g=0)
durumundaise M Einstein manifoldu olarak adlandirilir. Ayrica (M, ) Riemann manifoldu iizerinde,
L.g=2fg ise bu durumda & vektor alam M Riemann manifoldu iizerinde konformaldir denir.

Burada f , & ’nin potansiyel fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Benzer sekilde (M, Q) bir Riemann manifoldu olmak iizere M iizerinde bir & vektdr alam
i¢in,

%(Lég)(x,v)mRic(x,Y)+(/1—§)g(x,v):o, VX,Y e(TM) (3)

denklemi saglanirsa (M, g) Riemann manifoldu bir Ricci-Yamabe soliton yapisina sahiptir, denir ve
Ricci-Yamabe soliton (M, g,&, 4,0, p) ile gosterilir. Burada p M iizerindeki skaler egriligi, o ise
bir sabiti gostermektedir. Benzer sekilde bir (M, g,¢&, 4,0, p) Ricci-Yamabe solitonu i¢in eger 4 <0,

A=0 veya A>0 ise bu durumda Ricci-Yamabe solitona sirasiyla daralan, duragan veya

genisleyendir, denir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Riemann doniistimleri kavrami, 1992 yilinda Fischer tarafindan Eikonel denklemlerini saglayan
genellestirilmis altmanifoldlar ve Riemann submersiyonlar1 seklinde tanitilmistir. Riemann doéniisiimler,
geometrik optik ile fiziksel optik arasinda bir baglanti kurmada oldukga elveriglidir (Fischer, 1992).
Fischer ayrica, bir kuantum modeli olusturma yaklasimi 6nermis ve Riemann doniistimlerini kullanarak
boyle bir programin basarisini ortaya koymustur. Bu yaklasim, matematiksel acidan Riemann
manifoldlari, harmonik doniisiimler ve Lagrangian alan teorisi arasinda heyecan verici bir iliski
saglamaktadir. Ayrica, Riemann doniisiimler yardimiyla fiziksel agidan Maxwell denklemi ve
Shrodinger denklemi arasinda 6nemli bir baglant1 kurulabilmektedir. Bu iliski, hem matematiksel hem
de fiziksel agidan Onemli sonuglara yol acabilecek potansiyele sahiptir. Bu nedenle, Riemann
doniisiimlerin, optik ve kuantum fizigi alaninda derinlemesine arastirmalar i¢in bir temel olusturdugu
asikardir.

Diger yandan konformal doniisiimler tibbi goriintiileme ve bilgisayar grafiklerinde, harmonik
doniistimler ise hem global analiz hem de diferansiyel geometride 6nemli olup matematik ve fizik
alaninda genis uygulamalara sahiptir (Eells ve Sampson, 1964).

Altmanifoldlarin teorisi, Gauss'un Oklidyen uzaylarin yiizeyleri iizerinde yaptig1 calismalara
dayanmaktadir. Ote yandan, Riemann manifoldlar1 arasinda Riemann submersiyonlarinin incelenmesi
O’Neill ve Gray tarafindan baglamistir (O’Neill, 1966; Gray, 1967). Daha sonra, bu kavram genis gapta
calisilmistir olup geometrik dzellikleri incelenmistir (Falcitelli, Ianus ve Pastore, 2004). invaryant, anti-
invaryant ve slant submersiyon gibi yeni Riemann submersiyon tiirleri tanitilmigs olup bu
submersiyonlarin geometrik yapilar1 ortaya koyulmustur (Sahin, 2017).

Ayrica literatiirde, Akyol ve Sahin tarafindan bazi 6zel Riemann doniisiimler {izerine bir¢ok
calismalar da mevcuttur (Akyol ve Sahin, 2018; Akyol ve Sahin, 2019; Sahin, 1996; Sahin, 2014).

Ote yandan, yatay konform déniisiimler, Fuglede ve Ishihara tarafindan tanimlanmus olup bu tiir
dontisiimler Riemannian submersiyonlarin bir genellestirmesidir (Fuglede, 1978; Ishihara, 1979).
Dabhasi, Sahin Riemannian manifoldlar arasindaki konformal Riemannian doniisiimlerin geometrisini
kapsamli bir sekilde ortaya koymustur (Sahin, 2010).

Son yirmi yilda geometrik akislar Riemann geometrisindeki geometrik yapilari tanimladigindan
dolay1 literatiirde yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir. Metriklerin difeomorfizmlerle evrildigi belirli bir
¢oOziim kesiti, akislarin tekilliklerinin incelenmesinde 6nemli bir yere sahiptir, ¢linkii bunlar olasi tekillik
modelleri olarak ortaya c¢ikar. Bunlara ¢ogunlukla soliton ¢oziimleri denir. Ricci soliton 1988’de
Hamilton tarafindan tanimlanmistir (Hamilton, 1988). Bir Ricci solitonu, bir Einstein metriginin dogal
bir genellestirilmesidir.

Yamabe akis, Ricci akis ile es zamanli olarak Hamilton tarafindan tanitilmistir (Hamilton,
1988). Ricci soliton ve Yamabe soliton sirasiyla Ricci akis ve Yamabe akisin 6zel ¢oziimleridir. Ricci

soliton ve Yamabe soliton m > 2boyutu i¢in Ozdes olmamalarina ragmen M =2 boyutu i¢in
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esdegerlerdir. Ricci soliton ve Yamabe solitonun bir genellestirilmesi olarak Ricci-Yamabe solitonu,
Ricci-Yamabe akisin solitonunun sabit noktasi olarak ortaya ¢ikar.

Bu tez calismasinda Riemann doniisiimler tanimlanarak bir Riemann doniisiimiiniin total
jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeterli kosullar verilmis daha sonra Riemann doniisiimiiniin total uzayimnin
bir Einstein manifoldu olmasi icin gerek ve yeterli kosullar incelenmistir. Riemann manifoldlar arasinda
taniml1 bir Riemann doniisiimiiniin total manifoldunun Ricci soliton olmasi durumunda, bdyle bir

doniisiimiin herhangi bir lifinin Ricci soliton, hemen hemen Ricci soliton veya Einstein olmast igin

gerekli kosullar incelenmistir. Ayrica boyle bir Riemann doniisiimiiniin RangeF. uzaymn Ricci soliton
veya Einstein olmasi i¢in gerekli kosullar elde edilmis olup total manifoldun herhangi bir lifi ve
RangeF. uzayinn skaler egriligi hesaplanmistir. Devaminda, Riemann manifoldlar1 arasinda taniml
bir Riemann doéniigiimiiniin baz manifoldunun Ricci soliton olmasi durumunda, RangeF. uzaymnin
liflerinin Ricci soliton, hemen hemen Ricci soliton veya Einstein olmasi igin gerekli kosullar
incelenmistir. Ayrica (RangeF.)" uzaymn liflerinin Ricci soliton veya Einstein olmasi igin gerekli
kosullar belirlenmis ve Ricci soliton kullamlarak RangeF. ve (RangeF.)" uzaylarmm skaler
egrilikleri hesaplanmigtir. Son olarak ise s6z konusu doniigiimlerin total ve baz uzaylarmin Ricci-
Yamabe soliton olmalar1 durumunda, CekF., RangeF. ve (RangeF.)" uzaylarinn liflerinin Ricci-

Yamabe soliton veya Einstein olmasi igin gerekli kosullar belirlenmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ileriki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel bilgiler sunulmustur. Bes alt
bolimden olusan bu kisimda sirasiyla; tensorlerle ilgili temel kavramlar, diferansiyellenebilir
manifoldlar ve distribiisyonlar, Riemann manifoldlar, Riemann altmanifoldlar, Riemann submersiyonlar

ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir.
3.1. Tensorlerle ilgili Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1. V ve U , K cismi iizerinde iki vektor uzayi olsun. Bir F :V — U doniistimii agagidaki

iki sart1 saglarsa bir lineer doniisiim veya lineer transformasyon olarak adlandirilir.

1) Herhangi u,t eV vektorleriigin F(u+t)=F(u)+ F(t),
2) Herhangi k skaler: ve herhangi u €V icin F(ku) = kF(u) (Lipschutz; Lipson, 2009).

Tammm 3.1.2. V, K cismi iizerinde bir vektér uzay:r olsun. Her u,veV ve a,be Kigin bir

oV — K doniisimii
a(au+bv) =aa(u) +ba(v)

esitligi saghyorsa lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. Baska bir deyisle, V iizerinde bir lineer

fonksiyonel V den K ye bir lineer doniisiimdir. o, c,,k € F, V ’de lineer fonksiyoneller olmak

tizere, K cismi tizerindeki bir V vektor uzayinda tanimli fonksiyonellerin kiimesi olmak lizere,

1) (q+a,)(V) =, (V) + (V)
2) (ka)(v)=ka(v)

seklinde tanimlanan toplama ve skaler carpmaya gore K cismi lizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektor

uzay1 V nin dual uzayi olarak adlandirilir ve V' ile gdsterilir (Lipschutz; Lipson, 2009).

Teorem 3.1.3. K cismi iizerindeki V vektor uzaymnin bazimnin {Vl,...,Vn} olsun. Bu durumda

a,,....,a, €V’ lineer fonksiyonelleri
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1 Q=]

a; (V) =6 ={O, i~ |

seklinde tanimlansin. Bu durumda {o,, @,,...,a,} kiimesi V" dual uzayinin bir bazidir (Lipschutz;

Lipson, 2009).

Tamim 3.1.4. V , sonlu boyutlu K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. V {izerinde bir bilineer form,

her a,b € K ve her u,,v, €V igin,

i) f (au, +bu,,v) = af (u,,v) +b(u,,v),
i) f(u,av, +bv,) =af (u,v,) +bf (u,v,),

olacak sekilde bir f:V xV — K bir déniisiimiidiir. f bilineer formu VveV igin f(v,v)>0,
f(v,v)=0<Vv=0 bilineer formu esitligini sagliyorsa f bilineer formu pozitif tanimlidir denir

(Lipschutz; Lipson, 2009).

Ornek 3.1.5. R" vektdr uzayinda U = (u;) ve V= (V,) vektorleri igin

<U'V> = iZl:uiVi

ile tanimlanan skaler ¢arpimini géze alalim. Bu durumda <,> dontistimii simetrik ve pozitif tanimli bir

bilineer formdur (Hacisalihoglu, 1985).
Tamm 3.1.6. V bir vektor uzayi ve V. da V vektor uzaymmn dual bazi olsun. Bu durumda
9:VxV..xV ' xV x.xV >R

ile tanimlanan ve 4,4, € R, V,,V,,...,v. €V ve V,,V,,..,v, eV  igin

‘9(V1’V2'""Vk—l’ﬂivk +ﬂ’2Vk’Vk+l"")
= /11‘9(V11---7Vk717Vk’Vk+11---) +ﬂ’zlg(vl’""Vk—l'vk’vk+l"")

kosulunu saglayan ¢ doniisiimiine M. mertebeden kovaryant ve n. mertebeden kovaryant tensor adi
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verilir. Burada Vv,,Vv', €V veya V" dir. Béylece bir tensdr her bir degiskenine gore lineer olan bir
doniisiimdiir. Genel olarak m. mertebeden kovaryant ve n. mertebeden kovaryant tensorlerin kiimesi

37 ile gosterilir (Sahin, 2012a).
Tamm 3.1.7. d : X x X — R bir fonksiyon ve X # & bir kiime olsun. Eger VX,Y,Z € X igin,

i) X =Y i¢in d(X,y) >0,
i) d(x,y)=0<x=Yy,

iy d(x,y)=d(y,x),
iv) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

kosullarim saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. X bir kiime ve d de bu kiime
lizerinde bir metrik ise, d metrigi bu kiime tizerinde bir tek topoloji iiretir. Bdylece bir metrik uzay

tizerinde topoloji tanimlamak her zaman miimkiindiir (Sahin, 2012a).

Ornek 3.1.8. R reel sayilar kiimesi olmak iizere,

R™ = {X= (X, X100, %) 1 X, € R},

kiimesi verilsin. VX, y € R" igin,

d(x y) = [ > (% -y’

tamimlanan d fonksiyonu, R™ iizerinde bir metrik tanimlar. Boylece (R™,d) ikilisi bir metrik

uzaydir. Bu metrik uzaya Oklid uzay1 denir (Sahin, 2012a).

Tamim 3.1.9. K cismi {izerinde V bir vektor uzay1 ve [,] 'V xV —V doniisiimi,

1) bilineer,
2) alterne, yani VX,Y eV igin [X,Y]=-[Y,X],

3) VX,Y,ZeV igin [ X,[Y,Z]]+[Y.[Z, X]]+[Z.[X.Y]]=0,

sartlarini sagliyor ise [,] doniistimiine V tizerinde Lie operatorii denir (Hacisalihoglu,1983).
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Teorem 3.1.10. R" iizerindeki vektdr alanlarmin kiimesi T'(R") olsun. Bu durumda,

[]: T(R")x(R") - T(R")

doniisiimii, VX,Y e (R") ve Vf e C*(R",R) igin,

[XY](F) =X (Y (f)-Y(X(f))

olarak tanimlanirsa, [,] bir Lie operatoriidiir (Hacisalihoglu,1983).

Teorem 3.1.11. T'(R") iizerinde [,] Lie operatorii verilsin. Bu durumda VX,Y e '(R") ve

vf,g eC”(R",R) igin,

1) [X,Y](fg) = F[X,Y](@)+g[X,Y](f),
2) [#X,gY]=fX(g)Y —gY (F)X + fg[X,Y],
3) [X,X]=0,

esitlikleri saglanir (Hacisalihoglu,1983).
3.2. Diferansiyellenebilir Manifoldlar ve Distribiisyonlar

Tamm 3.2.1. Boyutu n olan bir diferansiyellenebilir bir manifold, M kiimesi ve R" *in acik kiimeleri

U, i¢in, M ’de bir birebir X, :U, c R" — M doniisiimlerin ailesidir, dyle ki;

) UxU,)=M.

ii) x,(U,)"x,(U,)=W = olan herhangi bir a,f gifti i¢in X, (W) ve X, (W) agik
kiimeleri R" °de olup Xﬂfloxa doniistimleri diferansiyellenebilirdir.

iii) {(U_,x,)} ailesi, i) ve ii) kosullar1 i¢in maksimaldir.

(U,.x,) cifti ya da X, doniigiimii, p noktasindaki M ’nin parametrelendirilmesi olarak adlandirilir

ve X,(U,) da p noktasindaki koordinat komsulugu olarak adlandirilir. i) ve ii) kosullarini saglayan

{U,,x,)} ailesine de diferansiyellenebilir yapi denir. Bir diferansiyellenebilir manifold,

diferansiyellenebilir yapi ile birlikte verilen bir kiimedir (Do Carmo, 1992).
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Tanmm 3.2.2. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. VX,Y,Z €e'(TM) igin f e C”(M,R)

i¢in;
V:I[(TM)xT(TM) = [(TM)
ile tanimh

i) VwZ=V,Z+V,Z,

iy  V,(Y+Z)=V,Y+V,Z,
i) V,Y=fV,Y,

iv)  V,(fY)=X[f]+fV,Y,

sartlarini saglayan V doniigiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir (O’Neill, 1983).

Teorem 3.2.3. M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon V olmak iizere,
vX,Y,Z eI'(TM) igin;

T . TaOM)x[(TM) — T(TM)
(X,Y) = T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]

R : T(IM)xT(TM)xT(TM) — T(TM)
(X.Y.2) - R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z =V, V,Z-V,V,Z -V, Z

seklinde tanimlanan T tens6r alanina V ’nin torsiyon tensorii, R ’ye ise V ’nin egrilik tensor alani
denir. Agik¢a goriilebilecegi gibi, T tensor alani (1,2) mertebeli, R tensor alani (1,3) mertebelidir.
T =0 ise V lineer konneksiyonu torsiyonsuz, R =0 ise V lineer konneksiyonu diizlemseldir, denir
(Kobayashi, 1965).

Lemma 3.2.4. Bir M manifoldu iizerinde V lineer konneksiyon olmak tizere, V konneksiyonunun

egrilik tensor alam R olsun. VX,Y,Z e ['(TM) igin,

R(X,Y)Z =-R(Y, X)Z
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esitligi saglanir. M manifoldunun p noktasindaki egrilik tensér alan1 X,Y ve Z vektor alanlar

sadece p noktasindaki X ,Y, ve Z, degerlerine baghdir (Sahin, 2012a).

Tamm 3.2.5. M manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyonu V olsun. VX eI'(TM) ve Y eI'(D)
i¢gin V,Y eI'(D) ise D ’ye paralel distribiisyon denir. D distribiisyonu iizerindeki vektor alanlarinin

kiimesi I'(D) ile gosterilir (Kobayashi, 1965).
3.3. Riemann Manifoldlar

Tamm 3.3.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold tizerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarimin kiimesi I'(TM) olsun. Bu durumda

g:I'(MM)xI'(TM) > C*(M)

ile tamml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € '(TM) igin

i) g(X,Y)=g(Y,X),
i) g(X,X)=0 ve VX icin g(X,X)=0< X =0,

sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. Bu durumda

(M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir (Do Carmo, 1992).

Ornek 3.3.2. R" Oklidyen uzayini ve bu uzay iizerinde
n
< X,Y > = Z XY
=)

i¢c carpimu verilsin. Agikca goriilecegi gibi <,> pozitif tamimli, bilineer ve simetriktir. O halde <,> bir
Riemann metrik ve (R”,(,)) ikilisi bir Riemann manifoldudur.

Teorem 3.3.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz ve ¢

metrigi ile uyumlu (Vg =0) tek bir V lineer konneksiyonu vardir (Yano and Kon, 1984).

10
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Ispat: (Teklik). Kabul edelim ki T =0 ve Vg =0 olacak sekilde bir lineer konneksiyonu var olsun,
Bu durumda X,Y € '(TM) icin T(X,Y) =0 oldugundan

[X,Y]=V,Y-V,X (3.1)
dir. Diger taraftan Z € T(TM) igin (Vg)(Y,Z) =0 oldugundan,
(Vxa)(Y,Z2) =V, (9(Y,Z2))-9(V,Y,Z)-9g(Y,V,Z) =0, (3.2)
(3.2) denkleminden,
Xg(Y,Z2)-9(V,Y,Z)-g(Y,V,Z)=0 (3.3)
elde edilir (3.3)’den,
9(V,Y,Z)=Xg(Y,Z)-9(Y,V,2) (3.4)

esitligi saglanir. Lineer konneksiyon torsiyonsuz oldugundan V, Z igin (3.1) esitligini kullanarak

(3.4) denkleminden,

9(V,Y.,Z)=Xg(Y,Z)-g(Y,V, X -[X,Z]) (3.5)
9(VyY,Z)=Xg(Y,Z)-g(Y,V, X)+g(Y,[X,Z]) (3.6)

yazilarak (3.6) esitligine ulagilir. Burada ¢,(Y,V,Z) de (3.3) denklemini kullanarak,

g(ViY,Z)=Xg(¥,Z)+9g(Y,[X,Z]) {Z9(X.Y) - 9(X,V,Z) + g(X,[Y, Z])}, (3.7)
9(ViY,Z)=Xg(Y,2)+9(Y.[X,Z]) - Zg(X,Y) +9(X,V,Z) ~g(X,[Y, Z])}, (3.8)

olur. Burada yine g,(X,V,Z) de (3.3) denklemininde yerine konularak,

g(VY,Z)=Xg(Y,Z2)+g(Y,[X,Z])-Zg(X,Y)-g(X,[Y,Z]) (3.9)
+Y9(Z, X)=9(Z,VY)+9(Z,[X,Y]),

elde edilir. (3.9) esitliginden Koszul formiilii ad: verilen,

11
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g(VyY,2) =%{X9(Y,Z)+g(Y,[X,Z])—ZQ(XN)—Q(X,[Y,Z])
+Yg(X,2)+9(Z,[X,YD},

(3.10)

esitligi bulunur (Bootby, 1986). Buradan (3.10) esitliginde g Riemann metrigi pozitif tanimli
oldugundan V tektir.
(Varlik). X ve Y belirli vektor alanlar1 olmak tizere V konneksiyonu (3.10)’daki gibi tanimlayalim.

O halde V lineerdir, T =0 ve Vg =0 sartlarin1 saglayan V mevcuttur. Teoremde verilen (T =0
ve Vg=0) V konneksiyonuna metrik konneksiyon, Levi-Civita konneksiyonu veya Riemann

konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.3.4. (M, g) bir Riemann manifolduve R, M {izerinde taniml egrilik tensor alan1 olsun.

vX,Y,ZW eT'(TM) igin;
K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)
ile tanmiml tensér alanina Riemann-Christoffel egrilik tensor alan1 denir (O’Neill, 1983).

Lemma 3.3.5. (M, g) Riemann manifoldu ve K Riemann-Christoffel egrilik tensor alan1 olsun.

vX,Y,ZW eT'(TM) igin;

i) K(X,Y,Z,W)+K(Y,Z,X,W)+K(Z,X,Y,W)=0,
i) K(X,Y,Z,W)=-K(X,Y,W,2),
i) K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y),

dir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.3.6. (M, g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve M ’nin p noktasindaki bir tanjant uzay
T,M olsun. T/M uzaymin 2-boyutlu bir alt uzayr P olsun. X ve y, P diizlemini geren birim

vektorler olmak iizere;

K(P)=K(x y)=— RV X)
=) g(x,x)g(y, ¥) - 9(x y)*

12
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degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir.

{e,,e,,....8,}, T,M ’de herhangi bir ortonormal taban olsun. p € M noktasinda €; ve e, tarafindan

olusturulan ortogonal birim vektorleriyle yayilan diizlem kesitinin kesit egriligi Kij ;

kP =k, = SRE.€)e;.e)
" one)ates e ) -0 )

seklindedir (Yano ve Kon, 1984).

Tanmm 3.3.7. (M,g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve M manifoldu iizerindeki lokal

ortonormal cat1 {e;,e,,...,€,} olsun. Budurumda X,Y e ['(TM) igin;

S : T(M)xT(TM) — C*(M,R)
(X,Y) > S(X,Y)=izR(, X)Y

doniisiimii ile tanimli (2,0)- mertebeli
S(X,Y) = > g(R(e, X)Y,e),
i-1

tensor alanina (M, ) manifoldunun Ricci tensérii denir.

M manifoldunun Ricci operatérii RicC ise;
g(RicX,Y) = S(X,Y),

ile tanimlanir. Diger taraftan manifoldun X dogrultusundaki Ricci egriligi Ric(X);
n
Ric(X) = S(X,X) = > g(R(e, X)X,e),
i-1
ile tanimlanan RiC operatorine M manifoldunun Ricci egriligi denir. Ayrica;

13
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S(X.Y) =Y g(R(e, X)Y,&) = R(Y, 8,6, X) =—R(e, Y&, X) = 3 g(R(e, Y) X, &) =S(Y, X),

i=1 i=1
oldugundan Ricci tensorii simetriktir (Baird ve Wood, 2003).

Tamim 3.3.8. Bir (M, g) Riemann manifolduve p € M noktasinda teget uzay T,M olsun. T M"

nin iki boyutlu alt uzaylarina gore kesit egriliklerinin toplamma M manifoldunun skaler egriligi denir

ve r ile ifade edilir. Buna gore TpM tanjant uzayinin bir ortonormal baz1 {e,,e,,...,€,} olmak iizere

skaler egrilik;
n
r = > S(e.e),
i=1

ile tamimlanir. Bununla birlikte, Ricci egrilik;

Rice) = S(ene) = DK,

j=i
seklinde tamimlanir (Yano ve Kon, 1984).

3.4. Riemann Altmanifoldlar

Tamm 3.4.1. (M,g), m - boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu ve M , n- boyutlu bir keyfi

manifold ve i :M — M diferansiyellenebilir bir doniisiim ve i doniisiimiiniin ranki M manifoldunun

boyutuna esitse 1: M — M doniigiimiine immersiyon denir (Hacisalihoglu, 1983; Sahin, 2012).

Tamm 3.42. M m- boyutlu ve M, n- boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar iken M — M

olsun. i:M — M déniisiimii bir immersiyon ise M manifolduna, M manifoldunun bir altmanifoldu

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.4.3. M ve M birer Riemann manifoldlar: ve i déniisiimii M >den M ’ye bir immersiyon

olsun. M °de 1.9 ile tanimli simetrik, bilineer ve pozitif tanimli form, yani Riemann metrigi indirger.
Buform g ile gosterilir. Boylece i izometrik immersiyon, (M, g) bir Riemann manifoldu olur. Ayrica

mM—n sayisina M altmanifoldunun ek boyutu denir (Sahin, 2012a).

14
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Tamim 3.4.4. pe M de altmanifoldun tanjant uzayi TpM ve tanjant uzaymin altvektor uzay1 Tp M

olsun. T)M uzay1 i¢in
1 1
TM=TM&TM

ayrigimina sahiptir. Burada T /M *, p noktasinda T,M uzayma dik olan tamamlayan uzayidir. T;M +

uzayma normal uzay, bu uzayin olusturdugu TM* tanjant demete normal demet denir. V e T,M*

vektOriine normal vekt6r, birim normal vekt6ére de normal kesit denir. Normal vektor alanlarinin kiimesi

ile T(TM)™ ile gosterilir (Sahin, 2012a).

Tamm 3.4.5. V ve V sirastyla M ve M °de Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda Gauss ve

Weingarten formiilleri sirasiyla asagidaki gibi verilir.

V.Y =V, Y +h(X,Y),
V.,V =-AX+V}V, (3.11)

burada X,Y e[(TM), V eT(TM)" dir. (3.11) ifadesi V,V ’nin —A, X teget, V3V ise normal
bilesenleri ifade eder. Ayrica, h déniisiimiine ikinci temel form, TM normal demetinden indirgenen
V* lineer konneksiyonuna normal konneksiyon denir. Eger h ikinci temel formu sifira esitse M total

jeodeziktir. A, ise V ’de ikinci temel tensor veya Weingarten doniisimidir. Bununla birlikte,

V Levi-Civita konneksiyona M ’de indirgenmis konneksiyon denir. Ayrica, h simetrik olup her

X,Y eT(TM), V e (TM)" i¢in
g(A X,Y)=g(h(X,Y),V)

esitligi saglanir. h simetrik ve bilineer olmasindan dolayr A,, M iizerinde self-adjoint ve lineer

operatordiir. A, Weingarten temel tensorii veya sekil operatorii olarak adlandirilir (Hacisalihoglu,

1983; Sahin, 2017c).

Tanim 3.4.7. M Riemann manifoldunun altmanifoldu M ve {e,,¢,,...,e,} altmanifoldun ortonormal

catis1 olsun. Bu durumda

15
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H =iz =Y h(e,e),
n i1

ile verilen H vektor alanina ortalama egrilik vektor alan1 denir (Sahin, 2017c).

Tamm 3.4.8. M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. & € C*(M,R) ve V € (TM)" i¢in
A, = ol kosulu saglamirsa, M altmanifoldu V vektor alanina gore umbiliktir denir. Bununla birlikte

M altmanifoldu her V normal vektor alanina gore umbilik ise M altmanifoldu total umbiliktir denir
(O’Neill, 1983).

3.5. Riemann Submersiyonlar

Tamm 351. (M,g,) ve (B,d,) Riemann manifoldlari olsun. Eger F:(M,g,) > (B,g,)

diferansiyellenebilir doniisiimii asagidaki kosullar1 saglarsa F doniisiimii, Riemann submersiyonu
olarak adlandirilir:

1. F doniisiimii maksimal ranka sahiptir. (rank(F) =hboyB)
2. Her peM noktasinda, F., doniisimii X, € (H,) yatay vektorlerinin uzunlugunu korur

(O°NEeill, 1966).

Tamm 352. F:(M,g,) > (B,g,) submersiyonunun i¢in (M,g,) deki integrallenebilir

distribiisyonu

V, =CekF,,

ile tanimlanir ve V), ’ye submersiyonunun dikey distribisyonu denir. Dikey distribiisyona dik ve

tamamlayani,

distribiisyona ise submersiyonunun yatay distribiisyonu denir (Sahin 2012).

Tamm 3.5.3. Bir C” - submersiyon F : (M, g,) —> (B, g,) doniisiimii, eger M {izerindeki P ’nin her

noktasinda ., yatay vektor alaninin uzunlugunu korursa, bir Riemann submersiyon olarak adlandirilir.

16
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F bir submersiyon oldugundan, F. , H, ve T; B arasinda tamml lineer izomorfizmay1 korur,

oyle ki;

9,,(U,v) =93, (R U, V), uveH, peM,

ifadesi yazilabilir ve Hp iizerindeki F,kp lineer izometri gibi davranir (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).

Onerme 3.5.4. F:(M,g,) —> (B, g,) bir Riemann submersiyon ve Vve V' sirasiyla M ve B "nin

Levi-Civita konneksiyonlari olsun. Eger X,Y temel vektor alanlari, X 'Y "' F -bagl ise ,

i) 0, (X,Y)=g,(X"Y ) e F;
i) h[X,Y], [X"Y 7’ye F -bagl bir temel vektor alanidir,
iii) h(V,Y), V',.Y "’ye F -bagli bir temel vektor alanidir,
iv) V ’nin herhangi bir dik vektor alani igin [ X,V] diktir (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).

Bir Riemann submersiyon F:(M,g,) > (B,d,), M iizerinde T, A iki (1,2)-tensor alanlari

belirler. Bunlar temel tensor alanlar1 veya F ’nin invaryantlari olarak tanimlanir ve sirastyla dikey ve
yatay projeksiyonlar v:I'(TM)—>T(MVM) ve h:T(TM)—>T(HM) seklindedir ve asagidaki
formiillere gore belirlenir. VE,F € I'(TM) igin;

A(E,F)=AF =hV .VF +VV, .hF (3.12)
T(E,F)=T.F =hV VF +VvV .hF (3.13)

dir. Burada V, M manifoldu iizerindeki Levi-Civita konneksiyonunu gostermektedir. O’Neill

tensorleri,
T-F=T.F,AAF=A.F, E,Fel'(TM)

seklindedir yani T ve A, sirasiyla dikey ve yatay tensor alamdir (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).

Onerme 3.5.5. T ve A tensér alanlari icin,

T,W=T,U, U,W e (VM); (3.14)

AY =—A X =%V[x,v], X,Y e T(HM), (3.15)

17
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esitlikleri saglanir.

Ispat: (3.14) esitligi V ’nin simetrik olmasinin ve dikey distribiisyonun integrallenebilirliginin bir

sonucudur. Simdi, herhangi X e ['(HM) i¢in A, X ’in sifirlandig1 gosterilecektir. X ’in temel vektor

alan1 oldugunu varsayilirsa, herhangi W € T'(VM ) i¢in Onerme 3.5.4.’iin iv) maddesi ve g(X, X) her

bir lif tizerinde sabit oldugundan,
1
(AKX W) =g(Vx X,W) ==g(X,Vy X) == W(g(X, X)) =0,

elde edilir. Yani, A X =v(V, X) oldugundan A, X ’in yatay vektdr oldugu goriilmektedir. Sonug

olarak, VX,Y eI'(HM) icin
VIX,Y]=V(V,Y =V, X) =AY —A X =2A Y

seklindedir. (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004). VE e I'(TM) i¢in T; ve Ac (I'(TM), g) iizerinde anti-
simetrik operatorlerdir, yatay ve dikey distribiisyonlar1 tersine gevirirler. Ayrica T ’nindik T, =T . ve

A’nin yatay Ac = A esitligine sahiptir (Sahin, 2012a).

Lemma 3.5.6. (M,g,) ve (B,d,) Riemann manifoldlar1 ve F:(M,g,) —> (B,g,) bir Riemann

submersiyon olsun. Herhangi E,F,G e I'(TM) igin,

gl(rEF7G)+ g1(TEGa F) =0,
0,(AcF.G)+9,(AG,F) =0,

dir (Sahin, 2012a).

Lemma 3.5.7. Asagidaki formiiller her X,Y e['(HM), U eIl'(VM) icin (3.12) ve (3.13)

esitliklerinin sonuglaridir:

VW =T,W +V,W; (3.16)
vV, X =T, X +h(V, X); (3.17)

18
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V.V =AV+V(V,V); (3.18)
V.Y =AY +h(V,Y). (3.19)

Burada @VW =VV W dir. Diger taraftan, eger X temel vektor alani ise o zaman

h(V, X)=h(V,U) = AU esitligine sahiptir. Burada [X,U] dikeydir (Sahin, 2012a).

Lemma 3.5.8. (M,g,) ve (B,d,) Riemann manifoldlart ve F:(M,g,) > (B,g,) bir Riemann
submersiyon olsun. EeI'(TM), X,Y,Z,Z'eI'(HM), U,V,W eT'(VM) ve o dairesel toplam

iken asagidaki esitlikler saglanir,

gl((VET)UV’ X) = gl((vET)VU ’ X)’

91((VEA)XY’U) :_gl((vEA)Y X’U)' (3.20)
(VXT)Y :_TA Y1(VUT)X =X
g y (3.21)
(Vx A)v =_ATUV1(VXA)U =_AAXU’
gl((VXT)UV’W) = gl(AXV’TUW) - g1(AxW'TUV)a (3.22)
gl((VuA)xV!W)=gl(TuV’AxW)_gl(Tu\N’AxV)i .
gl((vxT)uY’Z) = gl(AXY’TUZ)_gl(AXZ’TUY)’
3.23
91((Vx A)YU1V): g1(TuV’AxW)_gl(TUW'AxV)’ ( )
gl((VUT)VX1Y):gl(TUX’TVY)_gl(TVX’TUY)1 (3.24)
gl((va)YZ’ZI):gl(AxZ’A(ZI)_gl(AxZ"A(Z)' .
Ox v x 9, (Vi A), Z,U) =0y .y x 9, (ALY, T, 2), (3.25)
91((Vu A)xY’V)+gl((va)xY'U)
(3.26)

= gl((vYT)UV1 X) - 91((V><T)UV1Y)a

(Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).
Onerme 3.5.9. Bir Riemann submersiyonu asagidakilere sahiptir:
i) Eger A paralel ise A=0,

i) Eger T paralelise T =0.

Diger yandan, herhangi E,F,G e I'(TM) igin,
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R(E,F,G,H)= gl(R(G1 H,F),E)= gl(([vG’vH]_v[G,H])F1 E),

olur. R", T(HM) iizerinde (1,3) — tensor alanmi, R' ise B manifoldunun egrilik tensér alani
gostermek tizere pe M i¢in R'(F. (X ), F,(Y,),F.,(Z,)) vektor alamnin yatay lifi R(X,Y,Z) A

olsun. O halde,
F.(R(X,Y,Z))=R'(F.X,FY,F.2),
dir. Bununla birlikte herhangi bir X,Y,Z,G e I'(HM) igin,

R*(X,Y,Z,G)=g(R"(X,Y,Z),G)
-R'(E.X,EY,F.Z,FG)oF,

olur.

(M,g9,) ve (B,g,) Riemann manifoldlarn ve F:(M,g,)—(B,g,) bir Riemann

submersiyon olsun. R , herhangi bir lifin (F™*(x),d,) Riemann egriligini ifade etmek iizere, asagidaki

denklemler submersiyonlar i¢in sirasiyla, Gauss ve Codazzi denklemleridir.

RU,V,QW)= IQ(U V, QW)+ gl(TU\N’TVQ) - gl(TvW’TuQ)a (3.27)
RU.V.W,X)=g,((V,T)U.W),X)-g,((V,T)V,W), X), (3.28)

burada U,V,W,QeT’'(VM), X e'(HM) dir. Ayrica,

R(X,Y,Z,V)=g((V,A)(X,Y),V)+g(AY,T,Z) (3.29)
—9(AZ,T, X)—9g(A, X, T,Y),

R(X,Y,Z,G)=R*(X,Y,Z,G)-2g(A,Y,AG) (3.30)
+9(A Z, AG)-9(AZ,AG),

R(X,Y,V,W)=g((V, AX,Y)W)-g((V,, A)(X,Y).V) (3.31)

+9(AV, AW)—g(AW,AV)
_g(Tv X ’TWY) + g(TW X vTvY)n

R(X,V,Y, W) =g((ViT)(V.W),Y)+a((Vy A)(X,Y),W) (3:32)
_g(Tv X ’TWY) + g(AxV ! A(W)1

dir (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).
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Lemma3.5.10. VU,V e'(VM) ve VX,Y eI'(HM) igin,

S o, X, T,X) =Y oMU, T,U,), (339
i1 -1
. r (3.34)
Zg(AxXi'A(xi) :Zg(AxUj’A(Uj),
i=1 j=1
(3.35)

zg(AXXi’TUXi) :Zg(AXUj’TUUj)'
i=1 =1

saglanir, burada {Xi } ri<n ! {U i }lgjg sirastyla yatay ve dikey distribiisyon {izerindeki bir ortonormal

bazi1 gostermektedir (Falcitelli; lanus; Pastore, 2004).
Lemma 3.5.11. Herhangi bir lifin {izerindeki ortalama egrilik vektor alan1 H |
N=rH (3.36)

esitligi saglar. Burada r, F 'nin herhangi bir lifinin boyutunu ifade eder ve N ise her E e T'(TM),
X eT'(HM) igin

r 3.37
9(VeN. X)= 3 g(VeT)U,U ). X) o0

seklindedir. AyricaM , RangeF. ve F ’nin herhangi bir lifinin Riemann egrilik tensorlerinini sirasiyla

R,R'"ve R ile gosterilmek iizere herU,V,W,Q e T'(CekF.) ve X,Y,Z,G eT'(CekF.)" icin

g, (RU,VIW,Q) = g,(RU ,VIW,Q) - g,(T,Q,T,W) +g,(T,Q, T,W)
0, (R(X,Y)Z,G) = g,(R'(F.X,EY)F.Z,F.G) - g,((VF.)(X,Z),(VE.)(Y,G))
+9,((VE)(Y, Z),(VE)(X,G))

dir. M iizerindeki Ricci tensorii Ric ve skaler egrilik ise S ile gosterilir ve her X,Y e I'(TM ) i¢in
Ric(X,Y) =iz(Z > R(Z, X)Y)ve S = izRic(X,Y) seklindedir.

Lemma 35.12. F : (M,g) — (B,g’) bir Riemann submersiyon olsun. Her U,V e (VM)
X,Y e['(HM) i¢in
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_ N m (3.38)
Ric(U,W) = Ric(U W) —g,(N, T,W)+ ) {gl((ijT)UW, X;)+0,(A U, AXJW)},

j=r+1

Ric(X,Y) = Ric®®* (F.X, E.Y) +Zr:{gl((vxT)uiUi Y)+8,((Vy A Y. U)
- (3.39)
- 0,(T, X, Ty V) + G (AU AU G, (VR)(X,Y), 750

=3 g, (VR)(X,. V), (VE)(X, X)),

j=r+l

ve

Ric(X,U) = Zr:{gl((VUT)UiUi, X)=0,((VyT) Ui, X)}
= (3.40)

s {0.((Vx, A X,U)+29,(T, X, A X)},

j=r+1

seklindedir. Burada Ric™*™(F.X,FY), RangeF.’n Ricci tensorinii ve {U,,..,U.} ve

{X, 1) X, } sirasiyla CekF. ve (GekF.)" ’in ortonormal bazlarini gdstermektedir (Sahin , 2017b).

Ispat: (3.38) denkleminden,

RU,W) = g,(R(U, U, W,U) + 6, (R(X ;.U W, X)) (3.41)

=Y RU,U;W,U)+ > R(X;,UW, X))
i=1

j=r+1

yazilir. Burada sirasiyla (3.27) ve (3.32) denklemleri (3.41)’de yerine yazilip diizenlenirse

RU.W) = {0, (RUUW U,) — g,(T, U, ToW) + g, (T,U,. T, W)}

i=1

£ LGV, TIWL X)) 46,((V, A), X, W)

j=r+l

_gl(TU Xj’TWXj)+ gl(ijU ) ijW),

(3.42)

olur. (3.42) esitligi diizenlenirse,
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R(U.W) = RIC(U,V) - 6,(N. W)+ D {0,((V, TIW. X,) + G, (A, U, A W)},

j=r+l

elde edilir. (3.39) denklemi i¢in de,

Ric(X,Y) =0,(R(X,U;,Y,U)) +0,(R'(F.X,,FEX,FY,FEX)))
; m (3.43)
=Y R(X,U;,Y,U)+ D R(FX,,FEX,EY,EX)),
i=1

j=r+l

(3.43) esitligi yazilir. (3.43) esitligine sirasiyla (3.32) ve (3.30) denklemleri uygulanip, (3.14), (3.15),

Lemma 3.5.10. ve Lemma 3.5.11. kullanilirsa,

Ric(X,Y) = Zr:{gl(vxT)uiUivY)"' 9,((Vy, Ay Y, U) -9, (Ty, X, Ty Y) + 9, (AU, AU}

i=1
FRIC™E (FX,RY) + g, (VE)(X,Y), 7% = 37 g, (VE)(X . Y)(VE)(X, X)),
j=r+1

elde edilir. (3.40) denklemi i¢in de benzer sekilde,

Ric(X,U) = 6,(R(X, X ,U, X))~ g,(RU,U,,U,, X))

\ \ (3.44)
=ZR(X’XJ’U’XJ)+ZR(U|U|1UI,X),
j=r+1 i—1
yazilir. (3.44) denkleminde sirasiyla (3.29) ve (3.28) denklemleri yerine yazilirsa,
(3.45)

Ric(X,U) = Zm: 19:((V X5 X), U 6, (A XS Ty X ) = 00 (AX 5, Ty X))}

_i{gl((VUiT)U U;, X) - gl((VUT)UI U, X)}

i=1

olur ve (3.45) esitligi diizenlenirse,
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Ric(X,U) = Zr‘,{gl((VuT)uiUn X)=0,((Vy ) Ui, X)}

i=1
+ z {gl((vxj A)(Xj’ X),U}+ 291(ij X ’TU XJ')}’
j=r+1
yazilir.

Tamim 3.5.13. Herhangi bir X e I'(CekF.)** i diverjansi §(X) ile gosterilir ve

_ m (3.46)
5(X)= Y 9V, X, X))

j=r+l
ile tanimlanir (Pastore, Falcitelli ve lanus, 2004). Dolayisiyla (3.37) denkleminden ve (3.41)’den

- rJn 3.47
5(N):Zzg(vij)uiUi’Xj) ( :

i=1 j=r+l

dir. Burada {Xj} ve {Ui} sirasiyla (CekF.)" ve CekF. ’nin ortonormal bazlarmi gostermektedir.

Ayrica Tpl\/l ’nin ortonormal bazi {el, €y em} ise,

\ 3.48
Q(X.Y)=Zg(x,ei)gl(v,ei), (3.48)

yazilabilir (Sahin, 2017c).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Riemann Déniisiimler

F:(M,g,) > (B,g,) Riemann manifoldlari arasinda diferansiyellenebilir bir doniisim ve
boyM =m ve boyB =b iken 0< RankF < min{m,b} olsun. Tiirev déniisiimii F, ; *nin gekirdek
uzayt peM’de V, =CekF.  ile gosterilmek iizere CekF., ’nin ortogonal tamamlayan uzayi

H, = (QekF*p)l ile tanimlanir. Bdylece M ’nin Riemann manifoldu,

T,M = CekF. ® (CekF.)' =V, ®H,,

ayrigimina sahiptir. Buradaki F. tirev donisiimiiniin deger kiimesi RangeF. ile gosterilir ve

F(p)eB igin, B'nin T, B tanjant uzayinda, (RangeF.)" olarak adlandirilan ortogonal

tamamlayan uzayin1 belirtir.

RankF < min{m,b} oldugundan , (RangeF.)" = {0} dir. Béylece F(p) € B iken B ’nin

tanjant uzay1 olan T ,B,

T.,..B = RangeF. ® (RangeF.)*

F(p)

ayrisimina sahiptir.

(M,g,) ve (B,g,) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere F:(M,g,)— (B,d,)
doniistimii verilsin. p € M noktasinda F doniisiimiiniin yatay kisitlanmasi
h . 1
F., 1 (CekF. )" — RangeF. ,
eger bir lineer izometri ise yani

g,(F.X,FY)=g,(X,Y), vX,Y eT(HM) (4.1)
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bu durumda F : (M, g,) — (B, g,) bir Riemann doniisiimii olarak adlandirilir. Ayrica bir F Riemann
déniisiimii verildiginde CekF. = {0} ise F bir izometrik immersiyon; (RangeF.)" = {0} ise F bir
Riemann submersiyon olur (Fischer, 1992).

F:(M,qg,) > (B,d,) Riemann manifoldlari arasinda diferansiyellenebilir bir déniigiim ve
F'nin F. diferansiyeli, bir demetin kesiti Hom(TM,F"TB) - M olarak yazlabilir, buradaki

F'TBise lifleri peM *de, (F’lTB)p:TF(p)B esitligine sahip olan pull-back demetidir.

F
Hom(TM, F'TB) demeti, V Levi-Civita konneksiyonu ve V pull-back konneksiyonu tarafindan

tiretilen bir V konneksiyonunu gostermek iizere, F ’in ikinci temel formu VX,Y € ['(TM) igin,

(VE)(X,Y) = Vx FY - F.(V,Y), (4.2)

esitligine sahiptir. Ikinci temel form simetriktir. VX,Y eF((}ekF*p)L icin (VE.)(X,Y) ’nin

RangeF. *de higbir bileseni yoktur. Yani

(VE)(X,Y) eT'(RangeF.)",
dir (Sahin, 2010).
4.1.1. Riemann Déniisiimleri icin Gauss — Weingarten Formiilleri

Lemma 4.1.1.1. F:(M,qg,) > (B,d,), Riemann manifoldlari arasinda tanimli bir Riemann

doniisiimii olsun. O halde VX,Y,Z e I'(CekF.)" igin,
gZ((VF*)(X!Y)’ F*Z) :O! (43)
dir (Sahin, 2010; Sahin, 2011a).

Ispat: F bir Riemann déniisiimii oldugundan, (4.2) esitligini kullanarak,

0,(VE)(X,Y).F.Z) = 0,(Vx EY,F.Z)~g,(V,Y,Z), 49
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saglanir. Diger taraftan, V, M ’de Levi-Civita konneksiyonu oldugundan (3.10) Koszul esitliginden,
1 (4.5)
g1(va’ Z) = E{Xgl(Y’ Z) + gl(Y1[Z’ X]) _Zgl(x ’Y) - gl(x 1[sz])
+Y0,(Z, X)+9,(Z,[X, Y]},

yazilabilir. F.([X,Y]) =[F.X, EY] esitligini ve (4.1) denklemini (4.5)’de kullanarak,

1
Y,Z)=—{Xd,(RY,FZ ,(FY,[FZ,EX
0.(7,Y.2) = X, (FY F.2) + 0,(FY [F.Z, F.X]) o

-29,(F.X,RY)—-g,(F.X,[RY,FZ])
+Y9,(R.Z,F.X)+0,(RZ,[FEX,EY])},

B
elde edilir. Ayrica V, B ’de Levi-Civita konneksiyonu oldugundan (4.6) ifadesi

F 4.7
0,(V,Y,Z) = g,(Vx EY,F.Z), (4.7

olur. (4.7) esitligi (4.4) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanr.

Lemma 4.1.1.1.”in bir sonucu olarak

(VE)(X,Y) eI'(RangeF.)",vX,Y e T'(CekF.)",
oldugu goriiliir. Boylece pe M, X,Y eT'(CekF.)" iken,

B (4.8)
Vi EY(p) = E(VY)(p) +(VE)(X,Y)(p)

yazilir. Burada VBE EY(p) T B, R (Vi Y)(p) e F,(T,M) ve (VE)(X,Y)(p) e (l:*p(Tpl\/l))L

F(p)
dir.

F:(M,qg,) > (B,d,), Riemann manifoldlari arasinda tanimli bir Riemann doniigiimii olsun.
O’Neill tensor alanlar1 T ve A, ¢,’in Levi-Civita konneksiyonu olan V igin (3.12), (3.13) ve (3.14)
ozelliklerine sahiptir. Ayrica X,Y e '(CekF.)" ve V,W eI'(CekF.) iken V icin de (3.16), (3.17),

(3.18), (3.19) esitlikleri saglanir. Buna ilaveten, bir F Riemann déniigiimii
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T,V =9,U,\V)N 4.9)

esitligini saglarsa total umbilik liflere sahip bir Riemann doniisiimii olarak adlandirilir. Burada
U,V eI'(CekF.) ve N, liflerin ortalama egrilik vektor alanidir.

B
Verilen bir F:(M,g,) > (B,g,) Riemann donisiminde V, B’de Levi-Civita

konneksiyonu ve aym zamanda F boyunca pull-back’i ve X eT'(TM),V eT'(RangeF.)" igin

B
(RangeF.)" iizerindeki VxV 'nin ortogonal projeksiyonu V!V olarak tamimlanir. Boylece

VU,V eT'(RangeF.)" igin,
B B
VuV =R(VuV) +VELV,

B B
seklindedir. Burada R(VuV) , VuV ’nin RangeF. iizerindeki bilesenini gostermektedir.

Lemma 4.1.1.2. VF*, (RangeF.)" iizerinde Vg, =0 sartim saglayan bir lineer konneksiyondur

(Nore, 1986).

Lemma 4.1.13. F:(M,g,) > (B,g,), Riemann manifoldlar1 arasinda tammli bir Riemann

dontistimii olsun. Boylece

B 4.10
VexV =-§ EX +Vi'V, (4.10)

B

yazilabilir. Burada S, F. X, Vex V ’nin (F boyunca bir vektor alani) teget bilesenini gdstermektedir.
B B

Ayrica VexV, V’nin pull-back konneksiyonundan elde edilir. Boylece, p, € M noktasinda

B
Vex V(py) €Te (B, S EX(p) € Ry (T,M) ve ViV (p,) e (F., (T, M))" dir. Buradan,

9.(S EX,RY) =g,(V.(VE)(X,Y)), (4.11)
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yazilabilir. Burada X,Y eT'(CekF.)" ve V eT'(RangeF.)" dir. VF. simetrik oldugundan S, ,
RangeF. ’in bir simetrik lineer doniigiimudiir.

Altmanifoldlarda oldugu gibi, F Riemann doniisiimiinde (4.8) ve (3.16)-(3.19) esitlikleri Gauss

formiiliine, (4.10) ise Weingarten formiiliine karsilik gelir.

Tamm 4.1.1.4. F : (M, g,) = (B, 9,), Riemann manifoldlari arasinda taniml1 bir Riemann déniisiimii

olsun. Bu durumda
§ F.(X) = f(RX)

esitligi saglanirsa F  Riemann doniislimiine umbilik Riemann doniigiimii denir. Burada
F.X eT'(RangeF.),V eT'(RangeF.)" ve f M iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyondur (Sahin,
2011b).

4.1.2. Ricci, Gauss ve Codazzi Denklemleri

F:(M,q,) > (B,g,) Riemann manifoldlar1 arasinda tanimli bir Riemann déniisiimii olsun.

h . 1 o e e a
Bu durumda, F., :((CekF.) (pl),glpl«gekw(pl»)—>(RangeF*(p2),gzpz«RangeF*)L(pz))) doniistimii

verilsin. Ayrica

F*p1 : (Tle ! glpl) - (TMB’ 92'31)'

olmak iizere F." doniisiimiiniin adjointi

('F.,)" : RangeF.(p,) — (CekF.) " (py),

ile tammlanir. Burada ("F. pl)h y= *F*pl y ve F(p,) = p, seklindedir.
Diger yandan F :(M,g,) = (B, d,) Riemann manifoldlar: arasinda bir Riemann déniisiimii
olsun. O halde {F. X} 1. jcn Ve {€ hacen, sirastyla RangeF, ve (RangeF.)" ’in ortonormal bazlari

ve F. adjoint déniisiimii “F. olmak iizere (4.8) ve (4.10) esitlikleri kullanilirsa, VX ,Y,Z e I'(CekF.)"

i¢in,
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R*(RX,RY)RZ = _S(VF*)(Y,Z)F*X + S(VF*)(X,Z)F*Y
+R(R(X,Y)Z)+(V (VE)(Y,Z) (4.12)
—(Vy (VE)(X, Z),

B
seklindedir. Burada R ve R® sirastyla V. ve V  konneksiyonlarina ait egrilik tensorlerini

gostermektedir. Ayrica (V, (VE))(Y,Z),
(Vi (VEN(Y,Z) = Vi (VEXY,Z) = (VE)(V,Y,Z) - (VE)(Y,V,2),
ile verilir. Burada herhangi bir T € I'(CekF.)" igin, (4.12) denklemi kullanilirsa,

9,(R®(F.X,EY)R.Z,FET) = g,(R(X,Y)Z,T)
+8,((VRE)(X,2),(VE)(Y,T)) (4.13)
—8,((VE)(Y.2),(VE)(X,T))

elde edilir. Ayrica (4.13) denkleminin T'(RangeF.)" kismi alinirsa,
(RB(FE.X,RY)RZ)" = (V, (VE)(Y,Z)-(V,(VE))(X,Z) (4.14)

bulunur. Béylece F Riemann doniigiimii i¢in (4.13) ve (4.14) denklemlerine sirasiyla Gauss denklemi
ve Codazzi denklemi denir.

M ’ye teget olan herhangi X , Y vektor alanlar igin ve I'(RangeF.) *a dik olan herhangi V

vektdr alani icin, (RangeF.)" alt demetinin egrilik tensér alant R™,
RFY(EX,RY)V =V VIV -VIViY —VIE Vv (4.15)

[X.Y]

seklinde tanimlanir. O halde, (4.15) denkleminde (4.8), (4.10) ve (4.11) esitlikleri kullanilirsa,
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R®(FEX,EY)V =R (F.X,FY)V
~F.(V, (S, FY)) + Sieiy
+F.(V, (S EX)) - Sy X
—~(VE)(X,"F.(S,FY)) + (VE)(Y, 'F.(S,F.X))
-& E(X,Y]),

FY
(4.16)

B B
elde edilir. (4.16) denkleminde, F.([X,Y]) =V§ FY —V! EX esitligine sahiptir ve 'F., F.’m

adjoint doniisiimiinii géstermektedir. Diger yandan F.Z € I'(RangeF.) i¢in,

9,(RE(E.X,EY)V,EZ) =g,((V,S), F.X,F.2) (4.17)
_92((6X8)V F*Y' F*Z)!

seklindedir. Ayrica (4.17) denklemindeki (ﬁxs)v F.Y ifadesi,

B
(VyS) FY =F.(V, F(§ FY) =S, FY -§ PV} EY

Fl,
x Vv

B B
dir. Burada PV FY , V{ FY ’nin RangeF. iizerindeki kismini gostermektedir.

Diger taraftan, W € I'(RangeF.)" icin,
9,(RE(E.X,FYV,W) =g,(RF(EX,RY)V,W)

—g,((VE)(X, R(S EY)),W) (4.18)
+0,(VE)(Y, F(S, EX)),W),

elde edilir. Buradaki (4.18) denkleminde (4.11) kullanilirsa,
9, (VE)(X, "F(S EY)W) = g, (S, F.X, S RY), (4.19)

bulunur. (4.19y’da &, self-adjoint oldugundan,

9, (VE)(X, RS FY)W) = 0,(S, S, X, EY), (4.20)
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yazilir. Boylece (4.20)’de (4.18) denklemini kullanarak,

9,(R®(F.X,EY)V,W) =g,(R™(F.X,FY)V,W)
+0,(S, . S, IR X, EY), (4.21)

elde edilir. (4.21)de [§,. S 1=8/S —& S, esitligine sahiptir. Boylece (4.21) ifadesi bir F

Riemann doniisiimii i¢in Ricci denklemi olarak adlandirilir (Sahin 2014; Sahin 2017a).

Lemma4.1.2.1. F:(M,g,) > (B,0,) Riemann manifoldlari arasinda bir Riemann doniigiimii olsun.

VEX,RY eT'(RangeF.) ve U,V,W eTI'(RangeF.)" igin

B
9,(RE(EXVIW,FY)=—-0,(S... EX,EY)+g,(Vv S, FX,EY)

viiw

) (4.22)
-0,(S§ FX, 8§ FY)—9,(S (Vv EX),RY),

ve

9,(R®*(EX,V)W,U) =g, (Vi Vy'W =V Vi W
+vit W -vFit w

ACHSY) viiv

+VEE WL U) (4.23)

F(VERX)
dir (Sahin, 2017c).

Teorem 4.1.2.2. F: (M, g,) — (B, g,) Riemann manifoldlari arasinda tanimli bir Riemann déniigiimii
olsun. Herhangi bir X,Y eI’(CekF.)", V,W eI'(RangeF.)" ve F.X,FY eI'(RangeF.) igin

(B, g,) deki Ricci tensorii

N
Ric® (F.X, F.Y) = Ric™%F (F.X, F*Y)—Z{gz(SVHe F.X,FY)
k=1 & K

B
-9,(Ve, S, EX,EY)+0,(S, F.X,S, RY) (4.24)

B
~g,(Ve, E.X,S, F,,Y)},
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RiCB(V,W) = RiC(RangeR)L V.W)- Z {gz(SVPW I:*XJ" F*Xj)

j=r+l
B 4,25
+0,(S,FX, SyFX ) =V 6, (Sy X FX ) (4.25)

B
+20,(SyF.X |,V F*xj)},
ve
RIC}(EX,V)= Y {gz((éx S) EX [, F.X,) = 8,((Vx, S), F.X, FX,
j=r+l

(4.26)

FL
Vx &

N
—> 0, (VEVEV - VEVEY VLV
k=1
Fl FL
+V*F*(Sek F*X)V +V*F*(V§< F*X)V’ek)'

esitliklerine sahiptir (Sahin, 2017c).

ispat: RangeF. ve (RangeF.)" ’in ortonormal bazlari sirastyla {F. X it ve {& b, Olmak

r+l<j<m

iizere, herhangi bir X,Y € I'(CekF.)" i¢in

Ric®(F.X,RY)= > g,(R*(R.X;,RX)RY,FX})

j=r+1

My 4.27
+Z 9,(R%(e,,F.X)RY,e,), (4.27)
k=1

seklindedir. (4.27) denkleminde

m 4.28
Ric™*  (F.X,RY)= > g,(R*(F.X,;,FEX)RY,EX)), (4.28)

j=r+1

n
esitligi vardir. Ayrica (4.27) denklemindeki Zgz(RB(ek, F.X)RY,e ) ifadesi igin (4.22) esitligi
k=

kullanilirsa
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N N

> ,(R%(e,, EX)FY ¢,) = Z{gz(sveﬂek FX,FY)

k=1 k=1 k
-0,(Ve S, EX,EY)+0,(S, EX,S, FY) (4.29)
-0,(VEFX, 8, FY)},

bulunur. Boylece (4.27) icin (4.28) ve (4.29) esitlikleri yerine yazilarak (4.24) esitligine ulasilir.
Diger yandan V,W e I'(RangeF.)" igin

Ric® (VW) = > g,(RE(F.X, VW, F.X )

j=r+l
! (4.30)
+Z 9,(R°(e, V)W, e,),
k=1
yazilabilir. (4.30) denkleminde
(4.31)

> 9,(R®(e, V)W, &,) = Ric™*™" (v, W)
k=1

esitligine sahiptir. Ayrica (4.30) ifadesindeki Z gZ(RB(F*Xj,V)W, F.X;) ifadesi (4.22) esitligi

j=r+l
kullanilirsa

m n B
> 0,(RP(EX, V)W, EX,)=>" =0, (S FX 1 B X)) +0,(Wy §, B X RX))
k=1

j=r+l

B 4.32
LGS EX S FX ) -0,(S Ve EX L ExX ] 89

B
elde edilir. Burada V, B de metrik konneksiyon oldugundan

5 B (4.33)
Vy 0, (S E X EX)=0,(W S, FE X, EX) - 0,(S§FX,, Vv EX ;) =0

dir. Boylece (4.32) de (4.33) esitligi kullanilir ve (4.31) ifadesi ile birlikte (4.30)’da yerine yazilirsa
(4.25) esitligine ulagilir.
Benzer sekilde
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Ric®’(F.X,V)= Y g,(R}*(F.X,,FX)V,FX))

j=r+l

+>9,(R%(e, XV, e,),

k=1

(4.34)

yazilabilir. (4.34)’de (4.17) ve (4.23) denklemleri yerlerine yazilirsa (4.26) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.1.2.3. F: (M, 9,) — (B, g,) Riemann manifoldlari arasinda bir Riemann doniigiimii olsun.

O halde

B RangeF. RangeF.)*
geF. S( geF.)

S =S
m N
-2 Zgz(svgiek F.X;,EX))
j=r+l k=1 k
m N B
+ Z Zgz(vek S, EX;,EX))
j=r+1 k=1
m N
-2 % 9,(S, FX;,S, EX))
j=r+l k=1
m B
-3) > 9,(Ve, EX,,S, EX))
j=r+l k=1
m N B
+2. > Ve 0,(S, FEX[,EX))),
j=r+l k=1

L .
seklindedir. Burada s®,s™%" ve s®*F) gragiyla B,RangeF. ve (RangeF.)"’in skaler

egriliklerini, {F.X; }

r+l<j<m

{&heken, ise srasiyla RangeF., ve (RangeF.)" *in ortonormal bazlarim

gostermektedir (Sahin, 2017c).

ispat: Bir F:(M,g,) > (B,g,) Riemann doniisiimii verilsin. B baz manifoldu iizerindeki skaler

egrilik

m “1
s® = ) Ric®(F.X;,F.X,)+D_Ric®(e,.e,),
j=r+1 k=1 (435)
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seklinde tammlanir. Burada {F.X}, 1. Ve {&}i., swasiyla RangeF. ve (RangeF.)"’in

ortonormal bazlarini géstermektedir. Yukarida verilen (4.35) ifadesinde (4.22) ve (4.23) kullanilirsa

> Ric?(RX}, FX;) = 3 > {Ric™™" (F.X, F.X) = 0,(S,., X FX))

j=r+l I=r+1 k=1
B 4,
+9,(Ve, S, X, F.X,)=0,(S, F.X,, S, F.X)) (4.36)
B
-9,(Ve, FX,,S, F*xj)},
ve
N m 0 r
3 Ric® (e, )= Y Z{Ric“*a"geﬁ) (68) - 0,(S.r.. FX,,F.X,)
k=1 jor+l t=1 %
B
-9,(8, FX,8, FX;)+ Vs, 9,(S, F.X;,FX))
. (4.37)
~29,(S, F.X,, Ve, F*xj)},
yazilir. (4.36) ve (4.37), (4.35)’de yerine yazilarak
m n
s° =3 D {RIC™H(RX |, F.X))=0,(S,0, RX FX))
jor+1 k=1 *
B
+9,(Ve, S, FX[, FEX;)=0,(S, F.X,, 8, FX))
B m- M N
-9,(Ve, EX}, S, F*xj)}+ > Z{Ric<Ra”geF*> (e..e) (4.38)
j=r+l k=1

058y, FX X)) = 0,(8, FX 8, FX))

B B
+Ve (9,(S, F-X;, FX;)) —29,(S, FX;, Ve, F*Xj)}.

bulunur. (4.38)’de gerekli diizenlemeler yapilirsa

36



Sena Nur DOGDU, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

B RangeF. RangeF.)*
geF. S( geF.)

S =S
m M
=22, 2,9,(Sye, FXEX))
j=r+l k=1 K
m N B
+.2.9,(Ve, S, EX[,EX))
j=r+1 k=1
m M
-2 % °9,(S, FX;,S, FX))
j=r+l k=1
moMm B
-3% > 9,(Ve EX,,S, EX))
j=r+l k=1
m B
+2 > Ve 0,(S, FEX[,EX))),
j=r+l k=1

sonucuna ulagilir ve bu da ispati tamamlar.

Sonu¢ 4.1.24. F:(M,qg,) > (B,d,) Riemann manifoldlar1 arasinda bir total jeodezik Riemann

doniistimii olsun. O zaman

1
SB r SRangeF* + S(RangeF*)

saglanir (Sahin, 2017c).

Sonu¢ 4.1.25. F:(M,g,) > (B, 9,) Riemann manifoldlari arasinda bir umbilik Riemann déniisiimii

olsun. O zaman
SB _ SRangeF* n S(RangeF*)i _ Z(f L f 2)(m _ r),
seklinde yazilabilir (Sahin, 2017c).

Ispat: F bir umbilik déniisiim oldugundan Teorem 4.1.2.3.’de S,F.X = fF.X esitligi kullanilirsa
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§® = gRamseR | g(RanaeF)” ‘2,21; 9,(fF.X;,F.X))
Jj=r+1 k=
mon . moM (4.39)
+>.2.9,(Ve fRX,,EX))-2) > 9,(fRX,, fRX))
j=r+1 k=1 j=r+l k=1
m n m N
-3) D 9, (VERX,, fRX )+ D > VEg,(fRX,EX)))
j=r+1 k=1 j=r+l k=1

olur. Buradan (4.39) ifadesinin izi alinirsa
s8 = gRaUeR y SRR _ o f (m—r)—2f2(m—T)
dir. Boylece ispat tamamlanur.

4.1.3. Total Jeodezik Riemann Doniisiimleri

Bu béliimde bir Riemann doniistimiiniin total jeodezik olmasi igin gerekli ve yeter sartlari

(3.12), (3.13) ve (4.10) denklemleriyle verilecektir.

Teorem 4.1.3.1. F:(M,qg,) > (B,g,) bir Riemann doniisimii olsun. F asagidaki sartlardan

herhangi birini saglarsa total jeodeziktir:

i.  Her X,Y e'(CekF.)" i¢in A,Y =0,
ii.  Lifler total jeodeziktik yani, her U,V € I'(CekF.) i¢in T,V =0,

iii. Vel(RangeR.)" ve X e (CekF.)" igin S,F.X =0 (Sahin, 2012b).

ispat: Bir F:(M,g,) > (B,g,) Riemann doniisiimiiniin total jeodezik olmasi igin gerek ve yeter
kosul VX,Y eT'(GekF.)", YU,U,,U, e T(CekF.) icin gerek ve yeter kosul sart (VF.)(X,Y)=0
,(VE)(X,U)=0 ve (VR)U,U,)=0 saglanmasidir. Burada (VF.)(X,U)eI'(RangeF.)

oldugundan VY eT(CekF.)" igin g,((VR)(X,U),EY)=0 olur. Béylece (4.2) ve (3.12)

denklemlerini kullanarak,

g, (AU.Y) =-g,((VE)(X,U), RY), (4.40)
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elde edilir. Benzer sekilde, (VF.)(U,V)eI'(RangeF.) oldugundan VX eT'(CekF.)" igin

9,((VE.)(U,V),F.X) =0 saglanr. O halde, (4.2) ve (3.13) denklemlerinden,
9,(TyV, X) =-0g,((VR)(U,V),EX), (4.41)

bulunur. Diger taraftan, (VE.)(X,Y)eT(RangeF.)" oldugundan, VX,Y eI'(CekF.)" ve

vV eT'(RangeFR.)" igin g,((VE.)(X,Y),V) =0 seklindedir. O zaman (4.10) denklemi kullanilirsa,
9, (VE)(X,Y),V) = g,(RY, & FX), (4.42)

elde edilir. Yukarida verilen (3.17), (4.40) ve (4.42) denklemlerinden ispat tamamlanir.

Diger yandan, F : (M, g,) — (B, g,) Riemann déniisiimiiniin ikinci temel formunun izi

kullanilarak
«(F) =iz(VF.) = D (VF)(e, @),

7(F) tensor alani tammlanir. Burada boyM =m ve {e ,e,,....€,}, M iizerindeki ortonormal bazi

gostermektedir. Ayrica F : (M, g,) = (B, d,) Riemann doniisiimii igin
(VE)(X,)Y)=0,(X,Y)H"'

esitligi saglanirsa F ’ye umbilik Riemann déniistimii denir (Sahin, 2011b).

4.1.4. Bir Riemann doniisiimiiniin total uzay iizerindeki Einstein metrigi

Bu kisimda bir F : (M, g,) — (B, g,) Riemann déniisiimiiniin total uzay1 iizerinde Ricci

tensorii ve skaler egrilik verilecektir.

Lemma4.1.4.1. F:(M,g,) = (B, 9d,) bir Riemann déniisiimii olsun. Bu durumda,

RIC(W,,W,) = RICW, W,) — 1g, (H Ty W) + 3" {0, (V5 T Wa, X)) + 8, (A W, AW, )],

j=r+l
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seklindedir. Burada, FAQiC(Wl,WZ) , herhangi bir lif {izerindeki Ricci tensériinii, H ise ortalama egrilik

vektor alanin1 gostermektedir.

RIC(X.Y) = 3 {0,((V, D)y U V) +0,((V,, A), Y,U) = 0, (T, X, Ty ¥) + 6, (AU, AU

i=1

FRIC™ (EX,FY) - Y {9 ((VR)(OX YD, (VR)OG X))+ G, (VR)(X,Y), 759"

j=r+l

(GekF)*

burada Ric®"*™(F.X,FY) RangeF. iizerindeki Ricci tensdriinii ve 7 ise torsiyon alani 7

‘nun (CekF.)" ’in bilesenidir. Ayrica

r

Ric(X,U) = 3 {0((Vy Ty Ui, X)=0.((V, T, U, X))

+ 3 {0V, Al X, U)+20,(T, X, A, X)),

j=r+l

dir. Burada YW,,W,,U e T'(CekF.) ve VX,Y e I'(CekF)" igin {U,,...,U,} (CekF.) 'in ortonormal

bazint, {X,,,.., X} ise (CekF)" ’in ortonormal bazim gostermektedir (Sahin, 2017b).

Teorem 4.1.4.2. F:(M,g,) —> (B, g,) bir Riemann déniisiimii olsun. O zaman,

§ = § 4 gRanueF. +Hz_(cekﬁ)L 2 r2 ||H ”2

_ilu(VF*)(xj’ X|)H2 +2.Zm:lkzr;‘ gl((VXjT)(Uk,Uk)’ X,) +HAXJ_UKHZ
= j=r+l k=

= (4.43)
+ Z Z gl((VUi A (X, XI)’Ui)_HTUi X'H2

I=r+1 i=1

dir. Burada {U,,...,U,} (GekF.) i ortonormal bazi, {X,,,.., X,,} (GekF)"’in ortonormal bazi ve

RangeF.

s,Sves sirastyla M ’nin skaler egriligi, lifin skaler egriligi ve RangeF. i skaler egriligidir

(Sahin, 2017D).
4.2. Total manifoldu Ricci soliton olan Riemann déniisiimleri
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Bu kisimda Riemann manifoldlar arasinda tammli bir F:(M,g,) = (B, g,) bir Riemann
doniisiimii ele alinacaktir. Total manifold (M, g,,&,4) *m Ricci soliton olmasi durumunda , F

Riemann doniisiimiiniin liflerinin ve RangeF. uzayinin bazi karakterizasyonlar1 verilecektir.

Teorem 4.2.1. (M,qg,) ve (B,Q,) manifoldlarinin her biri Riemann manifoldlar1 olmak iizere;
F:(M,qg,) > (B,g,) birtotal jeodezik Riemann doniisiimii olsun. Eger total uzay1 (M, g,,&, 4) olan

bir Ricci soliton ise bu durumda asagidakiler saglanir:

i.  Eger & bir dikey potansiyel vektor alani ise bu durumda F Riemann doéniigiimiiniin her bir lifi

bir Ricci solitondur.

ii.  Eger & bir yatay potansiyel vektor alani ise bu durumda F Riemann doniistimiiniin her bir lifi

Einstein manifoldudur (Yadav ve Meena, 2021).

Ispat: i) Total uzay (M, g,,&, 4) bir Ricci soliton oldugundan (1.2) esitliginden YU ,W e I'(CekF.)

i¢in

1 . (4.44)
> (Légl)(U W) +Ric(U,W)+4g,(UW)=0
dir. (4.44) denkleminde (3.38) esitligi kullanilirsa
1 A.
E{gl(vuévw) + gl(ng,U)} + RIC(U ’W) - gl(N ’TUW) (4.45)

+_i {(gl(vXjT)UW’ Xj) + gl(ijU ’ ijW)} +/191(U W)=0

j=r+1

elde edilir. Burada {Xi}1<j<n’ I'(CekF.)" yatay distribiisyonun bir ortonormal bazini, V ise M

tizerinde Levi-Civita konneksiyonunu gostermektedir. Eger &=V eI'(CekF.) alinirsa ve F total

jeodezik Riemann doniisiimii oldugundan, (4.45) ifadesi
1 ~ ~ A
E{gl(vuv W)+, (V,V,U)} +Ric(U W)+ Ag, (U, W) =0

olur. Boylece F Riemann doniistimiiniin her lifi Ricci solitondur.
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i) Diger taraftan potansiyel vektor alam & =Z e T'(CekF.)" ise ve F bir total jeodezik Riemann

doniisiimii oldugundan, VU ,W € I'(CekF.) igin (4.45) ifadesi

1 AL (4.46)
E{gl(VUZ,W) +0,(VyZ,U)}+RicU,W)+1g,(UW)=0
olur. Ayrica (4.46) denkleminde metrik uyumlulugu kullanilirsa
1 A. (4.47)
E{—gl(VUW ,Z)-9,(2,V,U)}+RicU,W)+1g,(UW)=0
bulunur. (4.47) denkleminde (3.16) denklemi kullanilirsa
—g,(T,W,Z)+Ric(U,W)+1g,(UW)=0 (4.48)

olur. Burada F ’nin lifleri total jeodezik oldugundan (4.48) denklemi
Ric(U,W)+ Ag,(U,W) =0,
seklindedir. Boylece lifler Einstein’dir.

Teorem 4.22. F:(M,g,) > (B,d,) bir Riemann déniisimii olmak iizere V e (CekF.)" igin
(M, g,,V, ) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda (GekF.)*, M iizerinde bir total jeodezik foliasyon

tammlar ve F doniisiimiiniin lifleri total umbiliktir. Bu durumda lifler bir hemen hemen Ricci
solitondur (Yadav ve Meena, 2021).

Ispat: F Riemann déniisiimiiniin total uzayr (M, g,) Ricci soliton oldugundan YU, ,W e I'(CekF.)

icin (4.44) Ricci soliton denkleminde (3.38) kullanilirsa,
1 - - A.
E{gl(vuv,W)+ g, (VyV,U)+Ric(U W) - g, (N, T,W)

+ Zm: {(gl(vij)UW, X;)+(9:.(A U, AXJ_W)} +19,(UW)=0 (4.49)

j=r+l
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elde edilir. Eger (M, g,,&,4) Ricci solitonunun lifleri total umbilik oldugundan (4.49)’de (3.16) ve

(4.9) kullanilirsa

{00V W)+ 6,9,V U)] + RicU W) - g,(N, H)g, (U W)

+ i {(ij 9,)(U,W)g,(H, X )= 9,(V H, X;)g,(U,W)+9,(A U, Ax,W)} (4.50)

j=r+l

+19,(U,W)=0

dir. Ayrica (CekF.)" total jeodezik distribiisyon tanimladigidan (4.50) denkleminde (3.46) ve (3.36)

esitliklerini kullanilarak

%(Lv 9,)(U,W)+Ric(U,W)—-rg,(H,H)g,(UW)-5(H)g,(U,W)+1g,(U,W)=0 (4.51)

olur. (4.51) esitliginden
1 N y
S (L G)UW)+ Ruc(u,W)—{r||H||2 +5(H)—/1} g,(U,W)=0

elde edilir. Boylece F ’nin herhangi bir lifi hemen hemen Ricci solitondur, bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.23. (M,g,) ve (B,g,) manifoldlar Riemann manifoldlart olmak iizere;
F:(M,g,) > (B,g,) bir total jeodezik Riemann doniisiimii olsun. Eger F ’nin total uzay:
(M, g,,¢,4) Ricci solitonuna sahip ise asagidakiler saglanir:

i.  Eger & bir dikey potansiyel vektor alani ise RangeF. bir Einstein manifoldudur.

ii. Eger & bir yatay potansiyel vektor alani ise RangeF. bir Ricci solitondur (Yadav ve Meena,

2021).

Ispat: i) Total uzay1 (M, g,,&, 1) olan bir Ricci soliton oldugundan VYU ,W e '(CekF.) igin (4.44)

Ricci soliton denkleminde (3.38) esitligini kullanarak
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%{gl(vxélY)Jr 0,(Vy &, X))+ Ric™* ™ (EX,RY) +
0.V, Ui )+ 0,5 A YU - 0,(T, X T, Y) + 6, (AU, AU, (4.52)

- i 9, (VR)(X},Y), (VR)(X, X)) + G, (VE)(X,Y), 7)) +29,(X,Y) =0,

j=r+l

yazilabilir. Ayrica F total jeodezik oldugundan (4.52) denkleminden

1 — (4.53)
E{gl(vxg,\()+ 9,(Vy &, X))} + Ric™*™ (X, FY)+1g,(X,Y) =0,
bulunur. Burada eger &=V €T'(VM) ise o halde (4.53) den
(4.54)

%{gl(hVXV Y)+0,(hV,V, X))} +Ric™™ (F.X,EY) + 49,(X,Y) =0,

elde edilir. F bir Riemann doniisiimii oldugundan (4.54) denkleminde (4.1) esitligini kullanilirsa

4.55
%{QZ(E(VXV), FY)+09,(F(V,V), EX)} +Ric™*™ (F.X,EY)+ 4g,(X,Y) =0 (4:59)
yazilir. (4.55) denkleminde (4.2) esitligi kullanilirsa,
1
S0 (C(VRYX V) + VERV, RY) + 6, (<(VR)(Y.V) + VYRV R X)| 56

+RIic®F (X, EY)+49,(X,Y) =0

bulunur. F total jeodezik ve V dikey vektor alani oldugundan FV =0 dir. O halde (4.56)’dan

Ric®"*" (FE.X,RY)+19,(F.X,FY)=0 (4.57)

elde edilir. Boylece RangeF. Einstein’dir ve (i) ispatlanir.

ii) Diger yandan & =Z € I'(HM) olsun. O halde (4.53)’den
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1 . RangeF. (4.58)
E(ngl)(X,Y)+RIC (EX,RY)+A49,(X,Y) =0,
yazilabilir. Ayrica F bir Riemann doniisiimii oldugundan (4.58)’de (4.1) kullanilirsa
l{gz(F*(VXZ), FY)+9,(EX, F*(VYZ))} +Ric™* (F.X,EY)
2 (4.59)
+19,(F.X,EY)=0
dir. Dahasi (4.59) esitliginde (4.2) kullanilirsa
(4.60)

%{gz(—(VF*)(X Z)+VLFZ,FY)+0,(~(VF)(Y,Z)+ Vi FZ,F.X)]

+RIic®F (E.X, FY)+4g,(F.X,EY) =0

seklindedir. Burada (VFE.)(X,Y) e '(RangeF.)" oldugundan (4.60) ifadesi,
%{gz(Vi F.Z,FY)+0,(VyFZ FX)}+Ric™* ™ (FX,FY)+Ag,(F.X,FY) =0

seklinde olur. Boylece RangeF. Ricci solitondur ve (ii) ispatlanir.

Teorem 4.24. F:(M,g,) > (B,g,) Riemann manifoldundan Einstein manifolduna taniml total
jeodezik bir Riemann doniisiimii olsun. Eger Z € (GekF.)" olmak iizere (M, g,,Z, 4) bir Ricci soliton

yapisina sahip ise bu durumda Z vektor alam, (CekF.)" yatay distribiisyonu iizerinde konformaldir

(Yadav ve Meena, 2021).
ispat: (M, g,,Z, 1) bir Ricci soliton oldugundan, her X,Y e '(CekF.)" igin (1.2) esitliginden

1 _ (4.61)
E(LZ g,)(X,Y)+Ric(X,Y)+4g,(X,Y) =0,

dir. (4.61) denkleminde (3.39) esitligi kullanilirsa,
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Z(LG)OXY)+RIC™™ (FXEY) + 30,7,y Un V) + 8,V A),Y.U)

i=1

—0,(Ty X, Ty Y)+ gl(AXUi,AUi)}— i {92((VF*)(X,-,Y),(VF*)(X, X)) (4.62)

j=r+1

+, (VR)(XY), %) +20,(X,¥) =0

elde edilir. Burada {X j} CekF.)" ’in ortonormal bazidir. Ayrica F total jeodezik bir doniisiim

1<j<r’ (

oldugundan (4.62)’den

4.63
%(LZ 9,)(X,Y) + Ric®"*™ (F. X, FEY)+Ag,(X,Y) =0, (4.63)

bulunur. F Riemann déniisiimii oldugundan (4.63) denkleminde (4.1) kullanilirsa

%(LZ 9,)(X,Y) + Ric®*™ (E.X,EY) + Ag,(F.X,EY) =0,

yazilir. Ayrica (B, g,) Einstein manifoldu oldugundan RangeF.’da Einstein’dir. Bu da Z vektor

alaninin konformal olmas1 demektir.

4.2.1. Total manifoldu Ricci Soliton olan Riemann Déniisiimlerinin Skaler egrilikleri

Bu kisimda Riemann manifoldlari arasinda tanimh bir F:(M,g,) = (B,g,) bir Riemann
doniigiimil ele alinacaktir. Total manifold (M, g,,&, A) *nin bir Ricci soliton olmasi durumunda, F

Riemann doniisiimiiniin liflerinin ve RangeF. uzayinin skaler egrilikleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.2.1.1. (M, g,) ve (B, g,) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere; F:(M,g,) = (B,9,)
total jeodezik bir Riemann doniisiimii olsun. Eger £ € ['(TM) igin total monifoldu (M, g,,&,4) bir

Ricci soliton ise bu durumda M ’nin sabit skaler egriligi —Am dir
(YYadav ve Meena, 2021).

ispat: (M, g,,&, 1) bir Ricci soliton oldugundan her X,Y,&eT(TM) igin (1.2)’den
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1 (4.64)

5{91(vx§’Y)+ gl(vYé:’ X)} + RiC(X 1Y)+lg1(x :Y) =0,

yazilir. Varsayalim ki X,Y ve & vektor alanlant X = X+X5, Y=Y+Y" ve & =gé+§L olsun.

Burada “" ”, CekF.’1in ve “.L”, (CekF.)" ’in bilesenidir. Bu durumda yukarida verilen (4.64) esitligi

asagidaki gibi verilebilir:

1 . A . 5 s
E{gl(VX;XLﬁ?L’Y +Yi)+gl(v\mi§+§ﬂx + XL)}+ Ric(X,Y)+Ric(X*,Y") (4:65)

+Ric(X, X ) +Ric(Y,Y )+ A{g,(X,Y)+g,(X*,Y1)}=0

seklindedir. (4.65)’in izi alinirsa

j=r+1 j=r+1

%{2igl(vului,ui)+2zm: gl(VXJXj,Xj)}+iRic(Ui,Ui)+ Zm: Ric(X;, X;)

+2 Ric(Ui,Xj)+ﬁ{zr:gl(Ui,Ui)+ i gl(Xj,Xj)}:O

j=r+l

elde edilir. Burada {Ui}1sigr ve {Xj}r+1<j<n sirastyla CekF. ve (CekF.)"’in ortonormal bazlarim

gostermektedir. F  total jeodezik bir Riemann doniisiimii oldugundan (3.38), (3.39) ve (3.40)

esitliklerinden

r m 4.66
D9 (VoULU)+ D0 9u(Vy X[, X)) + 8+ + 2(r+m—r) =0 (460)

i=1 j=r+1

RangeF

olur. Burada § ve S sirastyla CekF. ve RangeF. ’in skaler egriliklerini gdstermektedir.

V', M ’de metrik konneksiyon oldugundan (4.66) denkleminden

l{iv (9 (U- U-))+ i \Y (g (X_ X_))}+§+3Range|:* +Im=0 (4-67)
USRI X WL 1 A4

2 i=1 j=r+1
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olur ve (4.67) denklemi ile

1{ium@h(ui,ui)>+ > X,-(gl(X,-,><,-»}+§+sRa“geF* +Am=0,

2 i=1 j=r+l

RangeF.

yazilir. Yani $+5S +Am=0 ya da s+Am=0 oldugundan, S=-Am dir. Boylece ispat

tamamlanir. Burada S, M ’de skaler egriliktir (Yadav ve Meena, 2021).

Teorem 4.2.1.2. F:(M,g,) —> (B, g,) total jeodezik bir Riemann déniigiimii olsun. Eger herhangi bir
Z eT'(HM) i¢in (M, g,,Z, A) bir Ricci soliton ise bu durumda liflerin skaler egriligi —Ar dir (Yadav
ve Meena, 2021).

Ispat: Total manifold bir Ricci soliton oldugundan
Ric(U,W)+4g,(U,W) =0 (4.68)

dir. (4.68) esitliginin izi alinirsa

ro. r 4.69
Ric(U,,U)) + 23 0,U,U;) =0 @59
i=1 i=1
olur. (4.69) esitliginden
S+Ar=0,

saglanir. Burada {Ui}1sisr ,CekF. m ortonormal bazi ve § liflerin skaler egriligidir. Bu da ispati

tamamlar.

Teorem 4.2.1.3. F: (M, g,) = (B, g,) total jeodezik bir Riemann doniisiimii olsun. Eger herhangi bir
ZeT'(HM) i¢in (M,g,,Z,4) bir Ricci soliton ise bu durumda RangeF. uzayinin skaler egriligi

—A(m—r) dir (Yadav ve Meena, 2021).

Ispat: Total manifold bir Ricci soliton oldugundan (4.57)’nin izini alarak
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3 m 4.70
> RicF™ ™ (X, EX)+4 Y g,(FX,,FEX,)=0 (*4.70)

j=r+l j=r+l
esitligi elde edilir. (4.70) esitligi

sFR 4+ A(m—-r)=0

anlamina gelir. Burada {X i }r e (CekF.)*’in ve s™"*™  RangeF. in skaler egriligidir, bdylece

ispat tamamlanur.

4.3. Baz Manifoldu Ricci Soliton olan Riemann déniisiimleri

(M,g,) ve (B,g,) birer Riemann manifoldlar1 olmak iizere; F:(M,Qg,) — (B,g,) bir
Riemann doniisiimii olsun. Herhangi bir V,,V, € F(RangeF* )L igin
VY, = (V) +(VRV)
esitligi vardir. Burada (vvlvz )T ve (VFvllVZ) terimleri sirastyla 'V, V,” in RangeF. ve (RangeF. )l
tizerindeki bilesenlerini gostermektedir. Buradan itibaren F Riemann doniisiimiiniin (RangeF*)L-
total jeodezik oldugu kabul edilecektir, yani herhangi bir V,,V, el (RangeF* )L igin
V.V, = (VF,'V,) seklindedir
Bu kisimda Riemann manifoldlari arasinda tammh bir F:(M,g;) = (B,g,) bir Riemann

doniisiimii ele alinacak olup baz manifoldu bir (B, g,,£,4) Ricci soliton olan bir F Riemann

doniistimii ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 4.3.1. (M, g,) ve (B,g,) birer Riemann manifoldlari olmak iizere; F :(M,g,) > (B, d,)
bir total jeodezik Riemann doniisiimii olsun. Eger baz uzay (B, g,,&,4) bir Ricci soliton ise asagidaki

ifadeler saglanir:

i. ZeT(CekR)" olmak iizere eger & =F.Z eI'(RangeF.) ise RangeF. in herhangi bir lifi

bir Ricci solitondur.

ii. Eger £=V eI'(RangeF.)" ise RangeF. i herhangi lifi bir Einstein’dir (Yadav ve Meena,
2021).
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Ispat: i) Bir F:(M,g,) > (B,g,) baz manifoldu (B,g,,&,4) bir Ricci soliton oldugundan her

E.X,RY eI'(RangeF.) i¢in (1.2) esitliginden

1 - (4.71)
~(LG,)(FX, FY) +Ric® (F.X, FY) + 20, (FX, FY) =0

yazilabilir. Burada Ric®, B manifoldu iizerindeki Ricci tensoriinii gostermektedir. (4.71)’den

1 B B - (4.72)
E{QZ(VRX ERY)+0,(Vey &, F,,X)}+ Ric®(F.X,RY)+49,(FX,RY)=0

elde edilir. Ayrica F total jeodezik oldugundan ve (4.72) ifadesinde (4.24) esitligi kullanilirsa

B B
%{QZ(VRX ERY)+0,(Vey & F*X)}+ Ric®™*™(E.X,RY)+1g,(F.X,EY)=0

(4.73)
bulunur. Ayrica, eger £ = F.Z e ['(RangeF.) almirsa (4.73) denkleminden
1 8 o + ~RangeF,
2 9,(Vex RZ,EY)+09,(Vey RZ,EX)+Ric™ (FEX,EY)+ 19,(F.X,EY) =0
elde edilir. Boylece RangeF. ’in herhangi bir lifi bir Ricci solitondur.
ii) Diger yandan, eger £ =V e I'(RangeF.)" alinarak (4.73) esitliginden
(4.74)

%{gz(v,ixv, FY)+0,(VEV, FX)}+ Ric™™ (FX, FY) + 1g,(F.X,FY) =0

RangeF-

yazilir. Burada Ric , RangeF. iizerindeki Ricci tensériinii gostermektedir. (4.74) denkleminde

(4.10) esitligini kullanarak

4.75
—%{gz(&, FEX,EY)+09,(S§RY, F*X)} +Ric™™*™ (F.X,RY)+4g,(F.X,FY)=0 (4.75)
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elde edilir. Ayrica &, self adjoint oldugundan (4.75) denkleminden
~9,(S, X, FY) +Ric® (F.X,EY)+Ag,(F.X,EY) =0 (4.76)

esitligi saglanir. F Riemann doniisiimi total jeodezik oldugundan (4.76) ifadesinden

Ric"*" (F.X,RY)+19,(F.X,EY)=0
elde edilir. Boylece RangeF. *in herhangi lifi bir Einstein’dir.

Sonu¢ 4.3.2: F:(M,g,) — (B, g,) bir total jeodezik Riemann doniisiimii ve & =V e I'(RangeF.)"
olmak iizere (B, g,,£, A) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda RangeF.’m skaler egriligi —A(m—r)

dir, burada boy(RangeF.) = m—r dir (Yadav ve Meena, 2021).

ispat: (4.57) denkleminde Ric™"*™(F.X,FY)=s""" ve boy(RangeF.)=m-r esitlikleri

yazilirsa
SRangeF* — —/I(m _ r)
elde edilir.

Teorem 4.33. F:(M,g,) > (B,g,) bir total jeodezik Riemann doniisiimii olsun. Eger baz uzay
(B, 9,,&,4) bir Ricci soliton ise asagidaki ifadeler saglanir:
i. Eger £=V eI'(RangeF.)" ise (RangeF.)" ’in herhangi lifi bir Ricci solitondur.
ii. Eger £=FX el'(RangeF.) ise (RangeF.)" ’in herhangi lifi bir Einsteindir (Yadav ve
Meena, 2021).

ispat: i) Bir F:(M,g,) > (B,g,) Riemann déniisiimiiniin baz manifoldu (B, g,,&,4) bir Ricci

soliton oldugundan her U,W e T"(RangeF.)" igin (1.2) esitliginden

1 , (4.77)
E(ngz)(u W) +RicU,W)+19,UW)=0
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yazilabilir. O halde (4.77) denkleminden
1 B B . (4.78)
E{QZ(VU EW)+9,(Vw §,U)}+ Ric®(U,W)+19,(U,W)=0

elde edilir. Ayrica F total jeodezik oldugundan (4.78) esitliginde (4.25) denklemi kullanilirsa

%{92(5u E W)+ gz(éw §,U)}+ Ric®™)" (U W) +19,(UW)=0

(4.79)
bulunur. Buradan & =V e I'(RangeF.)" alimnirsa (4.79) ifadesi
1 B B r . (4.80)
219:(VuV W)+, (Vi V,U) -+ Ric™™ (U, W) + 29, (U W) =0
seklinde olur. Ayrica (RangeF.)" total jeodezik oldugundan (4.80) ifadesinden
{9 (VY W)+ g, (VEV L)+ RIS (U W) + 4, (U W) =0
yazilabilir. Boylece (RangeF.)" ’in herhangi lifi bir Ricci solitondur.
ii) Ote yandan & = F. X e I'(RangeF.) alinirsa (4.79)’dan
(4.81)

B B N
% 9,(Vu EX,\W)+g,(Vw F.X,U) {+ Ric®*™ (U,W) + Ag,(U,W) =0

B
yazilabilir. V metrik konneksiyon oldugundan (4.81) denkleminde metrik uyumluluk bagmtisini

kullanarak

1 - o : (RangeF.)" (4.82)
~519:(Vu W, FX) +.9,(Vu U, F.X) +Ric (U,W)+4g,(U,W)=0
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B
elde edilir. Ayrica (RangeF.)" total jeodezik oldugundan (4.82) denkleminde VyW =V 'W

esitligini kullanarak
Ric®™" (U, W)+ Ag,(U,W) =0 (4.83)
elde edilir. Boylece (RangeF.)" ’in herhangi lifi bir Einstein’dur.

Sonu¢4.3.4. F:(M,g,) — (B, g,) bir total jeodezik Riemann déniisiimii ve £ = F.X € I'(RangeF.)
olmak iizere (B, d,,&, 1) bir Ricci soliton olsun. Bu durumda (RangeF.)" in skaler egriligi —An,

dir, burada boy(RangeF.)" = n, dir (Yadav ve Meena, 2021).
ispat: (4.83) esitliginde Ric®™™*™ (U W) =s®*F)" ve hoy(RangeF.)* =n, esitligini kullanarak

Ric™ ™) (U W) + 10, (U, W) = s®*F)" 1 1n =0 (4.84)

elde edilir, (4.84)’den

1
S(RangeF*) — —/”tnl

esitligi saglanir.

Teorem 4.35. F:(M,qg,) > (B,g,) bir total umbilik Riemann déniisiimii olsun. Eger baz uzay
(B, 9,,&,4) bir Ricci soliton ise asagidaki ifadeler saglanir:

i. Eger £ =V eI'(RangeF.)" ise RangeF. in herhangi lifi bir Einstein’dur.

ii. Eger £=F.Z eIl'(RangeF.) ise RangeF. in herhangi lifi bir Ricci solitondur (Yadav ve

Meena, 2021).

ispat: i) Baz manifoldu (B, g,,&,4) bir Ricci soliton ve &=V e I'(RangeF.)" olsun. Bu durumda

vX,Y eI'(RangeF.) igin (4.78)’de (4.10) ve (4.24) esitlikleri kullanilirsa

53



Sena Nur DOGDU, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

%{gz(—sV FX + ViV, EY)+0,(-§ FY + ViV, EX)}

+Ric™ ™ (F.X,FY)+1g,(FE.X,EY
9,

il B
_z {gz(SVHe F.X,EY)-0,(Ve S, E.X,EY) (4.85)
k=1 % k

B
+0,(S, F.X, 8, FY)+0,(Ve, FX,S, F*Y)}:O

elde edilir, burada {e, },,., , (RangeF.)" ’in ortonormal bazidir. Ayrica &, self adjoint oldugundan

(4.85) denklemi

-9,(S,F. X, EY) +Ric®™*™ (F.X,EY) —Z{gz(sve?ek F.X,FY)
k=1

B B (4.86)
~0,(Ve, S, EX,EY) +0,(S, FX,S, FY)+0,(Ve, F.X,S, FY)

+29,(F.X,FY) =0

seklinde yazilabilir. Dahast F Riemann doniigiimii umbilik oldugundan S, F.(X) = f (F.X) esitligi

saglanir. (4.86) denkleminde yerine yazilarak,

-2fg,(F.X,EY)+Ric®™*™ (E.X,EY) (4.87)
- f ZQZ(F*Xl F*Y) +/192(F*x y F*Y) = O

bulunur. Boylece (4.87) denkleminden

Ric®F (F.X,EY)— ug,(E.X,EY)=0

elde edilir. Burada p=2f + f ? — 1 bir diferansiyellenebilir fonksiyondur, boylece (i) saglanr.

ii) Diger yandan £ = F.Z e T'(RangeF.) olsun. (4.24) esitligi (4.71)’de kullanilirsa
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1
—(L F.X,EY)+Ric®*"(E.X,RY
(Lo 0)(FX,FY) (FX,FY) s

L B
_Z{gz(stie I:*>(,I:ach)_g2(Vek Se F*X,F*Y)
k=1 e “k k

B
+0,(8, F-X, 8, FY)+0,(Ve, F.X, S, FY) b+ Ag,(F.X,FY) =0
elde edilir. F Riemann doniisiimii umbilik ve S, F.(X) = f(F.X) esitligi (4.88)’de kullanilirsa,

1 .
= (Le,9,)(FX,EY)+Ric®™*™ (F.X,EY)
25 YR (4.89)

—fg,(F.X,RY) - f?g,(F.X,EY)+19,(F.X,EY)=0

olur. Boylece (4.89) diizenlenirse,

%(LRZgZ)(Ex 'EY)+ RIic™® (E.X, EY)

—(f-f°-2)g,(F.X,EY)=0
bulunur, boylece RangeF. ’in herhangi lifi bir Ricci solitondur.

Teorem 4.3.6. (M, g,) bir Riemann manifoldu ve (B,g,) bir Einstein manifoldu olmak iizere
F:(M,g,) = (B,g,) bir Riemann doniisiimii olsun Eger baz uzay (B, g,,&, 1) bir Ricci soliton ise

&, B baz manifoldu tizerinde bir Killing vektor alamdir (Yadav ve Meena, 2021).

Ispat: Baz manifoldu (B,g,) Einstein manifoldu oldugundan, F.X,FY eI'(RangeF.) igin

Ric(F.X,RY)=-19,(FX,EY) saglanir. Burada (1.2) esitliginden
! L FEX,RY)=
E( :9,)(FX,EY)=0

yazilabilir. Ayrica B Einstein oldugundan, Ric(U,V)=-19,(U,V) seklindedir. O halde (1.2)

esitliginden U,V e T'(RangeF.)" icin
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1
E(%QJQLV)ZO
olur. Benzer sekilde F.X e I'(RangeF.) ve V e I'(RangeF.)" icin

%(ngz)(F*x,V) -0

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.7. F:(M,qg,) > (B,g,) bir Riemann déniisimii olsun. U e I'(CekF.) olmak iizere

(B,9,,FU, A) bir Ricci soliton ise bu durumda B baz manifoldu Einstein’dir (Yadav ve Meena,

2021).

Ispat: Her U e'(CekF.) i¢in FEU =0 dir. F:(M,g,) —>(B,0,) Riemann déniisiimiiniin baz

manifoldu (B, g,, FU, 4) bir Ricci soliton oldugundan ve X,Y € I'(TB) igin (1.2) esitliginden
Ric(X,Y)+19,(X,Y)=0
elde edilir. Boylece B baz manifoldu Einstein’dir.

4.4. Total Manifoldu Ricci-Yamabe soliton olan Riemann doniisiimleri

Bu kisimda Riemann manifoldlari arasinda tamml bir F:(M,g,) = (B, g,) bir Riemann

déniisiimii ele alinacaktir. Total manifoldu (M, g,,&, 4,0, p) olan bir Ricci-Yamabe solitonun bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Teorem 4.4.1. (M, g,) ve (B,g,) Riemann manifoldlar1 olmak iizere; F:(M,g,) —> (B,g,) bir

total jeodezik Riemann déniisiimii olsun. Total manifold (M, 9,,&, 4,0, p) Ricci-Yamabe soliton ise

asagidaki sartlar saglanir:

i) Eger RangeF. uzayinin skaler egriligi sabit ise, bu durumda lifler bir Ricci-Yamabe

solitondur.
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i) Eger M total manifoldunun skaler egriligi sabit ise, o halde RangeF. bir Einstein

manifoldudur.

Ispat: i)  Total manifold (M,g,,&,4,0,p) bir Ricci-Yamabe soliton oldugundan, her

U,W eTI'(CekF.) igin (1.3) esitliginden

4.90
%(Lfgl)(u W)+ oRic(U ,W)+(l—§s)gl(U,W) 0 (4.90)
yazilabilir. O halde (3.38) denklemini (4.90) esitliginde kullanilirsa
1 A.
E{gl(vuf,W) +0,(Vy&,U)} +oRic(U,W) - g, (N, T,W) (41)

+Zm:{gl((vij)UW1 Xj)+ gl(ijU J ijW)} +(Z_§S)91(U ’W) =0

i=1

elde edilir. Burada {X ;}, (CekF.)" ’in ortonormal bazidir. Burada (4.91)’de (4.43) esitligi kullanilirsa,

%{gl(vug,WH gl(vwgvu)} +O—|§iC(U W)~ gl(N’TUW)

+Z{gl((VXjT)UW’ Xj)+ gl(AXjU ’ AX;W)} +(&_§(§+SR3”QEF*
i1

1
n Hr(c;eka)

e H - Y[R X[ (4.9
il=1

23 0 DUWUDX)+|A U + 3 36,70 AKX X))

j=r+l k=1 I=r+l i=1

[ Neu.wy =0

saglanir. F total jeodezik bir doniisiim oldugundan, (4.92) denklemi

%{gl(vu flw) + gl(vwf,u)} +G|§iC(U ,W) + (ﬁ—§(§+ SRangeF*))gl(U ,W) -0 (4.93)

seklindedir. Ayrica RangeF. sabit skaler egrilige sahip oldugundan (4.93) denklemi
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%{(Lg,gl)(u W)} + oRic(U, W)+ (2 -2 8)g,U. W) =0

bigiminde yazilabilir. F 'nin herhangi bir lifi, £ potansiyel alanina sahip bir Ricci-Yamabe solitondur
ve boylece (i) elde edilir.
i) Ayrica (M, g,,&, 4,0, p) bir Ricci-Yamabe soliton oldugundan, her X,Y e I'(CekF.)" icin (1.3)

ifadesinden

L (L8O +oRIE(X, V) + (22 5)g,(¢,1) =0 (4.9

yazilir. O halde (3.39) denklemi (4.94)’de kullanilirsa

%{gl(vxf,mgl(vYé,X)}+a(RicRa“geF*(F*x,F*Y>+i{g((vxT>uiUi,Y)

i=1

+0.(V0 A YU) =0T, X T )+ 0, (AU, A

4, ((VE)(X,Y), 7% ) = 3 (g, (VE)(X,Y), (VRO X))

j=r+1

(4.95)
+(,1-§s)gl(x,v)=o

elde edilir. (4.95)’de (4.43) esitligi kullanilirsa

OV EY)+ 8,0V, X0+ o (Ric™ (FXFY) + 3 {g((V,T), U,Y)

i=1

+0,((Vy, Ay Y, U) - 0,(Ty, X, Ty Y) + 0, (AU, AUY)

40, (VRO Y), ) = 3 (g, (VR)(X YL (VEYOG X))

j=r+1

IR - 2R O (49
jl=1

A L
—}-(ﬂ _ g (S + SRangeF* + HT(CEkR)

+2 Zm: Zr:gl((vXjT)(Uk’Uk)’ Xi)+‘ AXJ‘UKHZ

j=r+l k=1

+3 Y 0,V A X)U) =T, X, [, (x,Y) =0

I=r+1 i=1

elde edilir. F total jeodezik doniisiim oldugundan (4.96) esitligi, her X,Y e I'(CekF.)" igin
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4.97
GRicRa“geF*(F*X,F*Y)+(/1—§S)gl(X,Y)=0 @30

olur. Dahasi total manifold M sabit bir skaler egrilige sahip oldugundan, (4.97) esitligi
oRicR™™ (E. X, FY) + (4 —gs)gz(F*X EY)=0
dir. Boylece
Ricroeer 1 (1-L9)g,
o 2

bulunur. Burada S skaler egrilik sabit oldugundan, son esitlikten RangeF. ‘in Einstein oldugu goriiliir,

boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.2. (M,q,) ve (B,g,) birer Riemann manifoldlar;; F:(M,g,) — (B,g,) bir total

jeodezik Riemann déniisiimii olsun. Total manifold (M,g,,&, 4,0, p) Ricci-Yamabe soliton ise

asagidaki sartlar saglanir:

i) Eger CekF. uzaymm skaler egriligi sabit ise, RangeF. bir Ricci-Yamabe solitondur.

i) Eger total manifold M ’nin skaler egriligi sabit ise, CekF. bir Einstein manifoldudur.

ispat: i) Total manifold M bir Ricci-Yamabe soliton oldugundan, her X,Y e I'(CekF.)" igin (1.3)
esitliginden
1 . (4.98)
E(Légl)(x,Y)+GR|C(X,Y)+(/1—§S)91(X,Y) -0

dir. O zaman (3.39) denklemini (4.98) esitliginde kullanilirsa
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1 - RangeF. r
E{gl(vx‘};’Y)"‘gl(vavX)}_"O-RIC ’ (F*X’F*Y)+;{g((VXT)UiU“Y) (4.99)

£0,((V A Y.U) - 0,1, X T )+ 6,(AUL AU

Fg (VRO 2 ) = 3 {g,(TRIOG YL (VRO X )}

j=r+l

+HA-29)8,(X,)=0
elde edilir. (4.99) esitliginde (4.43) ifadesi kullanilirsa

{0,V E) 4 0,9, 0} + o (RIC (FX, FX) + 3 {0,(7,7), U,.Y)
+0,((Vy, A Y U) =0, (Ty, X, Ty Y) + 9. (AU, AU;)

£, (VE)OXY), 2%) = Y (g, (VE)(X,.Y), (VE)(X, X )
j=r (4.100)

N _§(§+ gRangeF. JFHT(c;ekF*)L ‘_ r?|H ||2 - ilH(VF*)(Xj' X,)H2
=

23 Y 0.V, DU X)) + AU, [
£33 (T A XUl X e, x,¥) =0

olur. F bir total jeodezik déniisiim oldugundan, her X,Y e I'(CekF.)" igin (4.100) esitligi

4.101
%(Lg,gl)(x Y) + oRIc (F.X, EY) + (z—g(sn 5% ) g, (F.X,FY) =0 (4.101)

seklinde yazilir. CekF, bir § sabit skaler egriligine sahip oldugundan (4.101) esitliginden
1 H angers. ! angeks.
E(Lf,gz)(F*X ,EY) +oRic®™** (EX,FY)+ (1 —%SR 0eF )9, (FEX,EY)=0

elde edilir. Boylece RangeF. ’in bir Ricci-Yamabe solitonu oldugu goriiliir. Burada A = A —-Ls ve

F.& =¢&" dir ve (i) ispatlanr.
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ii) Diger yandan total manifold M bir Ricci-Yamabe soliton oldugundan, her U,W e I'(CekF.) i¢in

(1.3) esitliginden

%(Légl)(U W)+ oRicU,W)+ (z—gs)gl(u W) =0 (4.102)
yazilir. Ayrica (3.38) denklemi (4.102) denkleminde kullanilirsa

B TEW), 0T, E.U)} + oRicU W) - o, (N, T,W)

o 0.V, TIW. X))+ 0,(A, U A W) (4103

j=r+1

+(ﬂ—§s)gl(U,W):O

olur. F Riemann doniisiimii total jeodezik doniisiim oldugundan, (4.103) denklemi kullanilarak

oRic(U ,W)+(/1—§s)gl(u W)=0 (4.104)

elde edilir. Total manifold M bir S sabit skaler egrilige sahip oldugundan, (4.104) esitliginden
A. 1
Ric=——(4 —Bs)gl
o 2

saglanir. F ’nin herhangi lifinin bir Einstein oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

4.5. Baz manifoldu Ricci-Yamabe soliton olan Riemann déniisiimleri

Bu kistmda Riemann manifoldlari arasinda tammh bir F:(M,g,) = (B,g,) bir Riemann

doniisiimil ele almacaktir. Baz manifoldu (B, 9,,&,4,0, p) Ricci-Yamabe soliton olan F Riemann

doniistimii ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilecektir.
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Teorem 45.1. F:(M,g,) > (B,g,) total jeodezik bir Riemann doniigimii ve & e I'(RangeF.)
olmak iizere baz manifoldu (B,g,,&,4,0,p) bir Ricci-Yamabe soliton olsun. Eger (RangeF.)*

uzayimin skaler egriligi sabit ise bu durumda RangeF. ’in herhangi lifi bir Ricci-Yamabe solitondur.

Ispat: F:(M,g,) —> (B,g,) Riemann déniisiimiiniin baz manifoldu (B,q,,&,4,0,p) bir Ricci-

Yamabe soliton oldugundan her F. X, Y e I'(RangeF.) i¢in (1.3) esitliginden

4.105
%(ngz)(F*X,F*Y)+o-RicB(F*X,F*Y)+(ﬂ,—§sB)gz(F*X,F*Y):0 (4.109)

yazilabilir. Bu durumda (4.105) esitliginden

1 B B i (4.106)
S 9,(Vex &,RY)+0,(Vey &, EX) +oRic” (R X, RY)

+(/1—§SB)92(F*X, FY)=0
elde edilir. (4.106) denkleminde (4.24) ve Teorem 4.1.2.3. kullanilirsa

B B
%{QZ(VRX EFY)+0,(Vey &, F*X)}+0(RicRa”geF*(F*X EY)
M B
—Z{gz(SVHe EX,EY)=g,(Ve S, EX,EY)+0,(S, F.X,S, FY)
i o & k k K

B N mo N
-0,(Ve, EX, S, F*Y)})+(Z—§(5Ra”9“‘ﬁ+S(Ra”99F*) -2 3g,(S,.., F.X, FEX,) #107)

j=r+l k=1

m n B m n
+2.2.9,(Ve, S, BX [, EX))=2)> > 9,(S, X, S, EX))

j=r+1 k=1 j=r+l1 k=1
m n B m n
=3)" >19,(Ve, EX;,S, EX )+ Y D Ve g,(S, X, FX)g,(F.X,FY)=0
j=r+1 k=1 j=r+l k=1

olur, burada {&}., (RangeF.)" ’in ortonormal bazini gostermektedir. Ayrica F Riemann

doniisiimii total jeodezik oldugundan (4.107) denkleminden
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1( e ; :
=19,(Vex & EY)+9,(Vey & FX) {+o(Ric™™™ (F.X, FY
519:(Vex &, RBY)+0,(Ver &, RX) + o ( ) (4.108)

+(A —g(sRa“geF* TR ) g (FX,FY) =0

esitligi saglanir. (RangeF.)" uzay, s®®F)  sapit skaler egriligine sahip oldugundan

F.X,RY eI'(RangeF.) i¢in (4.108) esitligi

B B
% 9,(Vex & EY)+0,(Ver & EX) 4+ o(Ric™™ (F.X, FY)

+(y—§sRaﬂgeF*)g2(F*x, FY)=0

olur, burada pt=A1- g s(RangeR)™ g, Boylece, RangeF. *in herhangi lifi bir Ricci-Yamabe solitondur.

Teorem 4.5.2. F:(M,g,) > (B,g,) total jeodezik bir Riemann déniisiimii ve & e I'(RangeF.)"

olmak iizere (B, Q,,&, 4,0, p) bir Ricci-Yamabe soliton olsun. O halde agagidaki ifadeler saglanir:

i.  Eger RangeF. uzaymin skaler egriligi sabit ise bu durumda (RangeF.)" ’in herhangi lifi bir
Ricci-Yamabe solitondur.
ii.  Eger B baz manifoldu skaler egrilige sabit ise bu durumda RangeF. *in herhangi lifi bir Einstein

manifoldudur.

Ispat: i) Baz manifold (B,g,,&,4,0,p) bir Ricci-Yamabe soliton oldugundan her

U,V eT'(RangeF.)" igin

%(ngz)(U V)+oRic®(U ,V)+(/1—§SB)92(U V)=0 (4.109)

yazilabilir. O halde (4.109) ifadesi

1 B B . 0 & (4.110)
> 9,(Vu &V)+9,(Vv &,U)+oRic (U,V)+(ﬂ—53 )9,(U,V)=0
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seklinde olur. (4.110) denkleminde (4.25) ve Teorem 4.1.2.3. uygulanirsa,

%{gz(éu EV)+ 0, (Vo §,U)}+a(Ric<Ra"geF*f VW)

-y {gz(svvﬂwﬁxj, EX,)+0,(S,FX,, S FX))

j=r+l

_v\?gz(&/\/ F*Xj’ F*Xj)+292(’$lv F*Xj'v\?F*Xj)})

+(/1_§(3Rangeﬂ + S(RangeF*)i _9 Z Z gZ(Svfkiek F*Xj, F*Xj)

j=r+l k=1 (4111)
m n B m n
20 200,(Ve 8, X X)) -2 310,(5, FX,. 8, F.X))
j=r+l k=1 j=r+l k=1
m m B
-3 >°9,(Ve, FX,S, FX;)
j=r+l k=1
m n
+>. D Ve g,(S, EX,,EX,))g,U,V)=0
j=r+l k=1

RangeF.

elde edilir. Burada RangeF. in sabit skaler egriligi S , (RangeF.)" ’in sabit skaler egriligi

SRR dir ve {& }ii<r,» (RangeR.)" ’in ortonormal bazidir. F  total jeodezik bir déniisiim

oldugundan (4.111) ifadesinden

1 B B i N
=19, (Vu EV)+0, (Vv E,U) + oRicRee ) (U v
5 gz( ng ) gz( Vf ) o ( ) (4.112)

+(ﬂ, _ g (SRangeF* n S(RangeF*)l ))92 (U ,V) -0

elde edilir. Ayrica RangeF. "in sabit skaler egriligi $*"*"™ oldugundan (4.112) ifadesi diizenlenirse,

n n 4113
L (L.G)U.V) + oRICH (U V) + (=250 )g,U V) =0 (4.113)

seklinde yazilabilir. Burada luzgsRangeF* dir. Boylece (4.113) denkleminden, (RangeF.)"’in

herhangi lifi bir Ricci-Yamabe solitondur.
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ii) (B, g,) manifoldu potansiyel vektor alan1 & =T"(RangeF.)" olan bir Ricci-Yamabe soliton

oldugundan F.X,RY eI'(RangeF.) i¢in,

1 B B B
E{gz(vﬁxf, FY)+0,(Vey& FX)}+oRic® (FX, FY) @110

+(}L—§SB)gZ(F*X,F*Y):O

dir. (4.114) denklemde (4.10) esitligini kullanilirsa,

1 5 (4.115)
—E{gg(ng*X,F*Y)+gz(S§F*Y,F*X)}+O'R|C (E.X,EY)

+(ﬂ,—§sB)gz(F*X JFY)=0
elde edilir. (4.24) denklemi (4.115) denkleminde kullanilirsa

1 : RangeF.

G (SFX FY) 4 0,(SFY,RX)} + o RIC™ (F.X, FY)
L] B

_Z{gz(svﬂe F*X’F*Y)_gz(vek Se F*X’F*Y)+gz(8e F*X7Se F*Y) (4116)
=) o & k k k

B
~0,(Ve F.X,S, F*Y)})+(}L—§SB)92(F*X,F*Y) =0

esitligi saglanir. F total jeodezik ve s® bir sabit skaler egrilik oldugundan F.X,F.Y e I'(RangeF.)

olmak tizere (4.116) ifadesinden
oRIc* ™™ (E.X,FY)+ (}t—gsB)gz(F*X, FY)=0 (4.117)
yazilabilir ve (4.117) ifadesinden
Ric™ = —i(/l—ﬁsB)g2
o 2

elde edilir, boylece RangeF. ’in herhangi lifi bir Einstein’dir ve ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada elde edilen bulgular ve sonuclar asagidaki gibi verilebilir:

1. Total manifoldu bir Ricci-Yamabe soliton olan total jeodezik bir Riemann doniisimii ele alindi ve
RangeF. ve CekF. uzaylarmin sabit skaler egriliklere sahip olmalar1 durumunda F Riemann
dontistimiiniin liflerinin de bir Ricci-Yamabe soliton oldugu elde edildi. Ayrica M total manifoldunun
sabit skaler egrilige sahip olmasi durumunda ise RangeF. ve CekF. uzaylarinin Einstein oldugu ortaya

koyuldu.

2. Baz manifoldu bir Ricci-Yamabe soliton olan total jeodezik bir Riemann doniisiimii ele alindi ve
(RangeF.)" ’in sabit skaler egriligine sahip olmasi durumunda RangeF.’m liflerinin bir Ricci-

Yamabe soliton oldugu elde edildi.

3. Benzer sekilde baz manifoldu bir Ricci-Yamabe soliton olan total jeodezik bir Riemann doniigiimii

ele alind1 ve eger RangeF. uzay: sabit skaler egriligine sahip ise (RangeF.)" uzaymn liflerinin bir

Ricci-Yamabe soliton oldugu; eger B baz manifoldu sabit skaler egriligine sahip ise bu durumda

RangeF. uzaynn liflerinin Einstein oldugu bulundu.
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