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1. GIRIS

Belli bir derceye kadar bellirli olan ancak genel manada bellirsiz durumlari modelleyebilmek
icin interval analizi kullamilir. Interval analizi genel olarak kisaca interval dedigimiz reel
sayilarin kapali araliklarinin olusturdugu kiimedir. Bu intervaller arasindaki toplama ve bir reel

skaler say1 ile carpmak klasik analizden bilinen anlamdadir. Ornegin;
[172] + [_375] = [1 + (_3)72+5] = [_277] ve — 3[274] = 3[_47 _2] = [_127 _6]

seklindedir. Buradaki toplama islemine bakildig1 zaman bazi elemanlarin toplamaya gore tersi
yoktur. Bu toplama islemini etkisiz elemani [0,0] aralig, yani {O} tek nokta kiimesidir. Buna
gore, ornegin [1,2] + [a,b] = [0,0] olacak sekilde bir [a, b] aralig1 yoktur. Bu bize [1,2] elemanin
toplamaya tersi olmadigin1 séyler. Boylece intervallerin olusturdugu kiime I kiimesi toplama
islemine gore bir grup degildir. Fakat (Ig, +) bir monoiddir. Bunun disinda [a,b] € Iy ve [c,d] €
I igin [a,b] C [c,d] < a < ¢, b < d seklinde taniml altkiime bagintis1 Iy yi kismi siralt kiime

yapan bir bagintidir. Boylece (Ig, C) bir kism{ sirali kiime olur. Ayrica biliyoruz ki bir A € R,

_ [[Aa,Ab], A >0ise
M“’b]_{mb,za], A <0ise

seklinde taniml skalerle carpma islemi de Iy iizerinde iyi tamimli (kapali) bir islemdir. Bu
islemlerle ve C bagintisi ile [y bir quasilineer uzaydir. Quasilineer uzaylari, lineer uzaylarin bir
genellestirmesi olup 1985 yilinda S.M.Aseev’in tarafindan [1] verilmigtir. Aseev bu ¢alismada
ayni zamanda normlu quasilineer uzay kavramini tanimlayarak bu normdan dogan metrigi yani
norm metrigini sunmustur. Bu norm metrigine biz genel olarak Hausdorff metrigi diyoruz,
ciinkii 6zel olarak Ig durumunda bu metrik, Hausdorff metrigi ile esdegerdir. Ciinkii [a,b] € Ig
icin ||[a,D]|| = SUp, t| seklinde tanimlanan norm ile Ir bir normlu quasilineer uzaydir. Bu

normdan dogan metrik Hausdorff metriktir. Metrik

d(la,b], le.d]) = inf{r > 0: [a,b]  [e.d] + A, [a,b] € [c,d] + A%, |A7] < 1}

= max{|a—c|,|b—d|}

seklinde elde edilir. Aseev’in verdigi bu tanim lineer cebirdeki ve analizdeki bir ¢ok
kavrami genellestiren bir tanimdir. Fakat Aseev klasik lineer cebirin temel yapi tasi olan germe,
lineer kombinasyon ve lineer bagimsizlik gibi kavramlarini genellestirmesini vermemisti, iyi

bir quasilineer cebir olusturabilmek icin bu tiir kavramlarin genellestirmesi de gereklidir. [2],
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[3] ve [4] numarali calismalarda quasilineer kombinasyon, quasilineer germe ve quasilineer
bagimsizlik kavramlarini tanimlanmigtir. Bu kavramlara dayali olarak quasilineer uzaylarda
baz ve boyut kavramlar1 verilmistir. Daha sonra [5] ve [6] numarali ¢alismalarda i¢ ¢arpim
quasilineer tanimlanmis ve i¢ carpimdan dogan metrik norm kavrami verilmistir. Bu i¢
carpimdan dogan norm ile tam olan normlu quasilineer uzaylara Hilbert quasilineer uzay: adi
verilir. Hilbert quasilineer uzaylar, bilim ve miihendislikte bir¢ok uygulamaya imkan veren
uzay tiplerdir. Bunun temel nedenlerden birisi Hilbert uzaylarin bilim ve miihendislikte
birgok yeni alanin ortaya ¢ikmasma temel olusturmasidir. Ornegin, sinyal isleme dedigimiz
alanin temeli Hilbert uzayina dayanir [7]. Bu nedenle Hilbert quasilineer uzaylar sinyal isleme
alaninda baz1 yeni problemleri ¢ozebilme potanisyeli tasimaktadir. [8, 9] numarali kaynaklarda
bunun Orneklerini veriyoruz. Bu kaynaklarda eksik bilgiye sahip bazi non-deterministik
sinyallerin otokorelasyonlarin1 hesaplanirken L,(Ig) Hilbert quasilineer uzayini iizerindeki
ic carpimi kullanilmigtir. Bunun gibi Hilbert quasilineer uzayi baska bir¢cok uygulamaya
zemin hazirlayacagini goriiyoruz. Bunun yani sira, intervallerin interval-degerli fonksiyonlar
tizerindeki bir¢ok uygulamada kullanildig1 gézlemlenmektedir. [10]. L, (Ig) Hilbert quasilineer
uzaymin klasik L, (R) Hilbert uzayin alt uzay: olarak barindirdigin1 gérmek zor degildir. Bu
nedenle L, (R) Hilbert uzayi ile ilgili bircok uygulama aslinda L, (R), L, (Ig ) Hilbert quasilineer
uzay1 bir uygulamadir. Biz bu calismamizda bu quasilineer uzay:1 tamittigimiz gibi bunula
ilgili verilen bazi uygulamalar1 da tanitacagiz. Ornegin; L,(Ig) Hilbert uzayini kullanarak

kiime-degerli bazi dizilerin ve fonksiyonlarin deterministik otokorelasyon kavramini verecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bazi onemli tanim ve onermeler

Tamm 2.1.1. A, bos bir kiime olmamak iizere, A tizerinde < iligkisi tamimlansin. Her a,b,c € A

icin asagidaki kosullar saglantyorsa:
i)a<a,
i)a<bveb<c ise a<c
iii)a<bveb<a ise a=b

A iizerinde < iliskisi yardumiyla bir kismi swralt yapi olusturulur ve bu yapt (A, <) kismi

strall kiime olarak adlandiritlir [5].

Tanmm 2.1.2. (A, <) kismi swrali bir kiime olsun ve her a,b € A icin a <b ve b < a ise A
lizerindeki bagintiya tam siralama bagintist denir ve (A, <) ikilisine de tam sirali kiime (zincir)

ismi alir [5].

Tanm 2.1.3. (A, <) kismi sirali bir kiime olsun ve a € A olsun. Eger her x € A icin x < a kosulu
saglaniyorsa, a elemanina A nmin maksimum elemani denir. Ayrica, her b € A icin b < x olacak

sekilde bir b € A mevcutsa, b elemanina A min minimum elemani adi verilir [5].

Tamm 2.1.4. (A, <) kismi siralr bir kiime olsun ve a € A olsun. Eger her x € A i¢in a < x ve
x = a kosulu saglaniyorsa, a elemanina A min maksimal elemani denir. Ayrica, b € A icin x < b

ve x = b kosulu saglaniyorsa, b elemanina A nin minimal elemant adi verilir [5].

Tamm 2.1.5. (A, <) kismi swrali bir kiime olsun ve M C A olsun. Eger her b € M i¢cin b < x ve
b <y kosullarint sagliyorsa, her y € A icin x <y olacak sekilde bir x € A varsa, bu eleman M
nin iist sinirlarvmn en kiiciigii veya supremumu olarak adlandirilir. Ayrica, eger her b € M icin
x < bvey < b kosullarint sagliyorsa, her x € A icin y < b olacak sekilde bir y € A varsa, bu

eleman M nin alt simirlarinin en biiyiigii veya infimumu olarak adlandirilir [5].

Tamm 2.1.6. N dogal sayilarin kiimesinin tiim altkiimelerinin sinifi N nin kuvvet kiimesi olarak

bilinir ve P(N) veya 2 ile gosterilir.

Ornek 2.1.1. A = {1,2,3} € P(N) oldugu gibi N7 kiimeside P(N) nin bir elemamdir. Simdi
P(N) iizerine bir kismi siralama bagintist koyalim. A,B,C € P(N) icin A < B < A C B bagintist
3



yanstyan,gecismeli ve ters simetrik bir bagintidir. Bu nedenle (P(N), C) bir kismi sirali kiimedir.

M= {{1},{1,2},{1,2,3},...}
U= {{1}7{2}7{3}7{4}v"'}

kiimelerini goz oniine alalim. M, (P(N),C) kismi swrali kiimesinde bir zincir fakat U bir
zincir degildir. Simdi M ve U nun maksimal minimal elemanlart var midir inceleyelim. M nin
hi¢cbir maksimal elemani yoktur. M nin maksimumu da yoktur. Simdi U nun her bir elemani
bir maksimal elemanidir fakat U nun bir maksimumu yoktur. Simdi {1} tek nokta kiimesinde
“C” bagintisina gore daha kiiciik bir eleman yoktur. Bu nedenle {1}, M de minimal bir
elemamidir. Aymi zamanda {1} biitiin diger elemanlarinda “C” bagintisina géire daha kiiciik
oldugundan M nin minimumudur yani minM = {1} dir. Simdi U nun biitiin elemanlari minimal
elemanlaridir. Fakat U nun minimumu yoktur. Fakat neyse ki infimumu vardir. Simdi U nun
tiim alt surlari aragtiralim. Yani her A € U igcin B C A sartint saglayan bir B€ P(N) ye U
nun bir alt simirt denir. Bu sarta uyacak tek B = & bos kiimedir ve P(N) nin bir elemanidur.
Yani infU = & dur. Bu ornekte infM = {1} dir. Ciinkii M nin minimumu mevcut fakat max M
yoktur. Bu nedenle M nin supremumunu aramak dogal bir istir. Bunun icin M nin iist sinirlarina
bakmaliyiz. N ={0,1,2,3,...} ve Nt={1,2,3,...} elemanlar: P(N) nin elemanlaridir ve M nin
iist sturlaridur. Bu iist sinrlainin en kiigiigii Nt oldugundan supM = N dir. Aymi sekilde N ve

N* elemanlart U nun icinde bir iist stnir olup supU = NV dir.

2.2 Metrik Uzay

Tanim 2.2.1. X bos olmayan herhangi bir kiim olsun. d : X x X — R foksiyonu verilsin, her
x,y,z € X igin

M) d(x,y) >0ved(x,y) =0<=x=Yy

My) d(x,y) = d(y,x)

M3) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)

aksiyomlart saglantyorsa d ye X iizerinde bir metrik ve (X,d)ikilisine de bir metrik uzay

adimi alir [6].

Ornek 2.2.1. d : R x R — R fonksiyonu iizerinde d(x,y) =| x — y | tanumlanan metrik, "mutlak
deger metrigi" veya "alisilmis metrik" olarak bilinir. Bu metrik, iki reel sayi arasindaki uzaklig

olemek icin kullanilir ve asagidaki ozellikleri tagir:

4



1) Pozitiflik: d(x,y) >0 ve d(x,y) =0ise x =y.

2) Simetri: d(x,y) = d(y,x) her x,y € R icin gegerlidir.

3) Uggen Esitsizligi: d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) her x,y,z € R icin saglanr.

Tanim 2.2.2. Bu dzellikler, d(x,y) =| x —y | fonksiyonunun bir metrik oldugunu gésterir [5].

Ornek 2.2.2. Cla,b] siirekli fonksiyonlarin uzayi; Cla,b] = {x| x : [a,b] — R}, d(x,y) =

max,_, , [x(t) = y(t)] ile tanimlanan d fonksiyonunu bir metrik uzay: gosterir [5].
Tamm 2.2.3. (X,d) bir metrik uzay ve M C X bog olmayan bir kiime olmak iizere;

diamM = sup{d(x,y) : x,y € M}

degeri M kiimesini ¢capt olarak adlandirir [8].

Tanim 2.2.4. (x,) dizisi, (X,d) metrik uzaymnda bir dizi olsun. Eger lim, . d(x,,x) =0 olacak
sekilde bir x € X mevcutsa (x,) dizisine X icinde yakinsak bir dizi denir ve x bu dizinin limiti

olarak adlandirilir [8].

Tamm 2.2.5. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) dizisi, her € > 0 i¢in Ing € N varsa m,n > ng olacak

sekilde d(x,,,x,) < € kosulunu yerine getiriyorsa (x,) dizisi bir Couchy dizisidir. [5]

(X ,d)bir metrik uzay olsun. X deki her Couchy dizi yakinsak ise (X,d) ye tam metrik uzay
adimi alir [5].

Tamm 2.2.6. X bos olmayan bir kiime olsun ve X in alt kiimeler ailesinden olusan 7 icin;
T)0cTveX€ET
Tp) thun elemanlarimin sonlu sayida kesigimi T nun elemanidir.
73) T nun elemanlarunin keyfi birlesimi T nun elemanidir.
bu kogullart sagliyorsa T ya X iizerinde bir topoloji ve (X, T) ikilisinide topolojik uzayt ad

verilir [5].

Tamm 2.2.7. (X, 1) bir topolijik uzay olmak iizere X in farkli her x ve y elemanlarimnin ayrik

komsuluklart bulunuyorsa X topolojik uzayia Housdorff uzay: denir [5].

Tanmm 2.2.8. M ve N iki topolojik uzay olsun. f : M — N fonksiyonu birebir érten ve f ve f~!

fonksiyonlar siirekli ise f fonksiyonlarina homeomorfizma adi verilir [5].

5



Tamm 2.2.9. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere ve M C X olsun. M kiimesindeki her dizi limiti

M kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir alt diziye sahipse M ye kompakt alt kiime ad verilir
[5].

2.3 Lineer Uzay

Tammm 2.3.1. V # 0 bir kiime ve K (reel veya kompleks sayilar) iizerinde bir cisim olsun. V

tizerinde

+:VxV—V
KxV-—V
islemleri tammlansin. Her vyw,t € V ve @, 3 € K icin
Li)v+w=w+v
L)v+(w+t)=(v+w)+t
L3) v+ 6 = 0 +v=v olacak sekilde bir 6 € V vardir
Ly) v+ (—v) = (—v) +v =0 olacak sekilde bir —v € V vardir.
Ls) o(v+w) = av+ow
Le) (a+B)-v=av+pv
Ly) a(Bv) = (aB)-v
Lg) 1-v=v-1=volacak gekilde bir 1 € K vardir.

tiim kosullari saglantyorsa 'V ye K cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor veya dogrusal uzay)

olarak adlandirir [6].

Tamm 2.3.2. V bir dogrusal uzay. W ise V nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. V deki vektor
toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore dogrusal uzayr aksiyomlar: saglantyorsa bu W

kiimesine V nin bir alt uzay: denir [6].

Tamm 2.3.3. V, K cismi iizerinde bir dogrusal uzayi ve A CV olsun. Her x,y € A i¢in [x,y] € A

oluyorsa A ya konveks kiime denir [6].

Tammm 2.34. V, K cismi iizerinde bir dogrusal uzay olsun. vivy,v3,...,vy € V ve

a1, 0,03, ...,04 € K olmak iizere;
n
Z 203
k=1

6



seklinde yazilan toplam,vy v2,v3,...,vi vektérlerinin bir lineer kombinasyonu (veya birlesimi)

olarak adlandirilir [6].

Tammm 2.3.5. V bir dogrusal uzay olsun ve W # ¢ C V olsun. W kiimesinin tiim lineer
birlesimlerinin kiimesine W kiimesinin gereni denir ve spW ile gosterilir. spW =V oluyorsa

W kiimesi V' yi geriyor demektir [6].

Tanmim 2.3.6. V bir dogrusal uzay ve U = (u uz,us, ...,u,) C'V olsun. Eger (01,00, 03, ...,0,) €

K olmak iizere;
n
Z ogu, =0
k=1
esitligi saglantyorsa, U kiimesine lineer bagimsiz denir. Aksi takdirde, U kiimesi lineer

bagumli olarak bilinir [6].

Tanmm 2.3.7. V bir dogrusal (lineer) uzay olsun , V nin lineer bagimsiz ve V yi geren bir alt

kiimesi varsa bu kiimeye V nin bir bazi olarak adi verilir [6].

2.4 Normlu Uzayr
Tamm 2.4.1. X bir lineer uzayi olsun. ||-|| : X — R fonksiyonu verilsin.u,v € X ve A € R icin;
Nip) ||| =0ve ||u]| =0<=u=20
No) | Aul] = |4 ||ul]
N3) flu+v]| < flull+Iv]
sartlari sagliyorsa fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine normlu uzay: denir

Ornek 2.4.1. Cla,b] = { f| f : [a,b] — R siirekli} kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalarle

carpma islemine gore bir lineer uzayidir. f € Cla,b| olmak iizere;

1= max 1£(0)

seklinde tamimlanan ||-|| fonksiyonu C|a, D) iizerinde bir normdur ve (Cla, D], ||-||) ise bir normlu

uzaydir [6].
Tamm 2.4.2. (X, ||-||) bir normlu uzay olsun
d(x,y) = [lx =yl

olarak tammlanan d : X x X — R, d metrigine normdan iiretilen normlu metrik veya norm

metrigi denir [6].



Sonug 2.4.1. Norm metrigi ile tam olan metrik uzayma Banach uzay denir [6].

Tamm 2.4.3. V ve W iki lineer uzay olsun.T : V — W operatorii i¢in, her o, 3 € K icin
T(ou+Bv)=aT(u)+BT(v)
sartint gerceklestiriyosa T operatoriine lineer operator olarak adini alir [6].

Tamm 2.4.4. V ve W iki normlu uzay ve T : V. — W bir lineer operatorii olsun. Her v €V icin
IT (V)| < m||v| esitsizligini saglayan bir m pozitif reel sayisi varsa T ye simirli lineer operator

denir.

2.5 I¢ Carpim Uzay

Tamm 2.5.1. X bir vektor uzay ve (,) : X x X — K fonksiyonu olsun. Her a,b,c € X ve A € K
icin;

I¢y) (a,a) > 0ve {a,a) =0<=a=0

I¢2) (a,b) = (a,b)

I¢3) (A-a,b) = 2 (a,b)

Icq) (a+b,c) = {a,c)+ (b,c)

sartlarim gerceklesen fonksiyonuna X iizerinde bir iccarpim ve (X, (,)) ikilisine i¢ carpum

uzayr adm alir [6].
Tamm 2.5.2. X i¢ carpim uzay ve x,y € X olsun.
d(x,y) =[x =yl = v/ (x=y,y—x)
metrigine i¢ carpim metrigi olarak bilinir [6].
Sonug 2.5.1. I¢ carpim metrigi ile tam olan i¢ carpim uzayina Hilbert uzay denir [6].

Tamm 2.5.3. V ve W kiimeleri icin R" in bos olmayan bir altkiimesi olmak iizere ;

dg(V,W) = max{supd(v,W), sup d(w,V)}
veV weW

ifadesine W nin 'V den Housdorff ayrumi denir [6].



Tamm 2.5.4. R” bogs olmayan bir kiime, V,.Wve T alt kiimeleri arasinda
D(V,W) = max{dy (V,W),dg(W,V)}

degerine Hausdurff uzakligr adi verilir.

aksiyomlart saglandigi icin R" in bostan farkli altkiimeler ailesi tizerinde bir metrik tanumlar

ve bu metrige Haussdorff metrigi denir [6].

Ir yi diisiinelim. Bu kiimenin yukaridaki D fonksiyonu yani Haussdorff bir metrik tanimlari
bu nedenle (Ig, D) bir metrik uzayidir. Bu uzay ¢calismamizda kargimiza ¢ikacak en popiiler uzay
olacak. Yukaridaki trantmlanan Haussdurff metrigi daha kolay bir sekilde [ (kapali araliklarin
kiimesi) i¢in n = 1 halinde su sekilde verilir; X,Y € Q.(R) =g ise X = [X,X] ve Y = [V, Y]

seklinde yazilir. Burada X aralifin iist sinirimi, X araligin alt sinurni gosterir.
D(X7Y) = max{|)_(—z| ) ‘)_(_7‘}

dir. Verilen D tamim sadece I iizerinde hesaplayabiliriz. Ciinkii, Q.(R?) yi alalim. Q.(R?)
nin elemanlari bir aralik olmak zorunda olmadigindan dolay1 Q.(R?) nin elemanlari arsindaki
mesafeyi kolayca hesaplanmaz diger D nin ana tanimi ile hesaplanir. Calismalarmizda 6nemli
olacak bir kiime de reel sayilardan veya bir kapali araligindan I ya tanimlhi fonksiyonlarin
uzay tipleri olacaktir. Bunlardan iki tanesi uygulamalarda onemli yerlere sahiptir. Birincisi;
C([a,b],Ir) fonksiyon uzaydir. Bu uzay [a,b] araligindan [ ya tamimlanmig biitiin siirkli

fonksiyonlarin uzayidir. Yani;
C([avb]vﬂR) = {f| f: [Cl,b] —)HR}

seklinde kisaca tanimlanir. Buradaki f nin siirekli olmasi kavrami, [a,b] aralif1 iizerindeki
bilinen mutlak deger topolojisine ve Ir Haussdurff metriginin I de iiretti§ topolojiye gore
tanimlanmaktadir. Ornegin; f : [0,7] — Ig, f(t) = [0,1 + cos(¢)] fonksiyonu siirekli bir
fonksiyondur ve goriildiigii gibi I degerlidir. Ornegin; ¢ = £ icin f(5) = [0, %] araligidir.
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Ikinci olarak, énemli bir kiimemiz; L;([a,b],Ir) kiimesi olacaktir. Simdi bu kiime de bu
kisimda tanitalim. [a,b] araligindan I ya tanimli karesi integralanabilen uzay bu L;([a,b],Ig)
ile gosterilmektedir. Burada [a,b] arahigindan I ya tanimhi bir f fonksiyonun integrallerinin
nasil hesablanabilecegine I iizerindeki Haussdurff metrigi kullanarak karar verebiliriz. Buna

iliskin o6rnekler tezin ileri boliimlerinde karsimiza ¢ikacaktir.

Ornek 2.5.1. f:[-1,1] — I ye

0,7, —1<t<0 ise
f(t)_{[3,3—|—t], 0<ir<1 ise

seklinde tamml f fonksiyonu O da siireksiz fonksiyondur. Yani f ¢ C(|—1,1],1g) dir. Fakat
f e Ly([-1,1),Ig) olur. Ciinkii [, Hf(t)H%]R < oo dur. Yani f karesi integrallenebilir bir

fonksiyondur.

10



3. QUASILINEEER UZAYLAR

3.1 Quasilineer uzaylar

Quasilineer kavraminin tiirk¢e karsili1 lineerimsi uzay demektir. Buradan da anlagildigi
tizere lineer gibi olan uzay lineer uzaylara benzeyen uzay tiplerine quasilineer uzay diyecegiz.
Birazdan verecegimiz quasilineer tanimindan da anlisilacag: iizere bircok sart vektdr uzayin
sartlar1 ile aynmidir. Ancak fazladan ekstra sartlar eklenmistir, tanimi1 verdikten sonra gorecegiz ki
bu kavrami klasik vektor uzayin kavraminin bir genellestirmesidir ve genelllestirmeyi saglayan
sey ise bir kismi siralam bagintisinin kiime iizerine empoze edilmesidir. $imdi Aseev’in 1985
yilinda [1] tanimin verelim. Quasilineer uzay lineer gibi veya lineer uzaylara benzeyen uzay

tiirlerine denir. 1985 yilinda Aseev’in [1] verdigi quasilineer uzayin tanimini verelim.

Tanim 3.1.1. Bir X kiimesine , kendisi iizerinde her x,y,z € X ve her a,3 € R icin asagidaki

«

sartlari verilen bir X kismi siralama bagintisi, bir “+” cebirsel toplama islemi ve reel

skalerle carpma islemi tammliysa bir quasilineer uzay denir.

iql) x <x

iq2) x Xy y2z=x=z
iq3) xJy,yIx=x=y
iq4) x+y=y+x

iq5) x+(y+2) = (x+y)+z
iq6) x+ 0 = x olacak sekilde bir 6 € X vardir.
iq7) a.(B.x) = (a.f)x

iq8) a(x+y) =ax+ oy
iq9) 1.x=x

iq10) 0.x=16

iqll) (a+fB).x < ax+ Px

iq12) x <y z = v=—=x+4+2z=xy+v

11



iq13) xXy=ax < ay

tanimdan anlagilacagi iizere bircok sart lineer uzay sartlarina benzerdir, fakat burada
kiimenin kismi sirali olmasi da istendigi i¢in ekstra sartlar eklenmigtir [1]. Bu ekstra sartlarin
bazilar1 toplama ve skalarla carpma islemlerinin kismi siralama bagintisi ile uyumlu olmasi i¢in
zorunlu olarak verilen sartlardir. Aseev quasilineer uzaylar1 sadece reel sayilar cismi i¢in insa
etmistir [2,3] numarali kaynaklarda cisim genel olarak C ve R secilerek quasilineer uzaylar1 goz
Oniine alinmistir. Biliyoruz ki her X kiime iizerinde “=" bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir
ve biz herhangi bir X vektor uzaymni “=" kismi siralama bagintisi ile diisiiniirsek her vektor
uzay bu bagint1 ile quasilineer uzay olur. Bu nedenle bu alanda ¢alisanlarin hi¢ unutmamasi
gereken su onerme verilmistir "Her vektor uzayr bir quasilineer uzayidir" sdylemi daha ¢ok
kullanilmaktadir. Tabiki bu uzaylarin yapisini daha iyi anlamak i¢in lineer uzay olmayan bazi

quasilineer uzaylar1 tanimamiz gereklidir.

Ornek 3.1.1. Tiim kapali reel araliklarin olusturdugu kiime Iy ile gosterilir. araliklarin
toplanmast ve bir reel skalarla carpimast islemlerini hatirlayalim. Ornegin; [3,7] +[—2,5] =
34+ (=2),7+5] =[1,12] toplama islemi ve (—7) - [3,7] = [—49, —21] seklinde tamumli skalerle
carpma iglemlerinin diisiinelim. Ayrica [a,b] < [c,d] <= [a,b] C [c,d] seklinde tamumli alt
kiime olma bagintisint goz oOniine alalim. Bu iglemler ve bu baginti ile birlikte g nin bir
quasilineer uzay oldugunu gosterilmistir. Bu uzay bir lineer uzay degildir. Ciinkii her elemanin
toplamaya gore var oldugunu soylemeyiz. Uzayda [0,0] = {0} araligi g nin sifir elemant yani
etkisiz elemamidir. Ayrica a € R olmak iizere [a,a| seklindeki araliklara dejenere aralik denir
ve bu elemanlarin toplamaya gore tersleri mevcuttur. Ornegin; [3,3] bir dejenere araliktir ve
[—3,-3] = (—1) - [3,3] dejenere araligi [3,3] iin toplamaya gore tersidir. Fakat [3,5] dejenere
degildir a # b ve a < b olmak iizere [a,D| seklinde yazilan biitiin araliklar dejenere olmayan
araliklardir ve bunlarin toplamaya gore tersleri bulunmaz. Ayrica a reel sayist icin [—a,al
seklinde yazilan araliklara simetrik aralik veya simetrik eleman denir. Genel olarak I nin
elemanlart [x,X| seklinde gosterilir, x reel sayisina araligin alt sinir, X reel sayisina da iist sinir
adu verilir. [x,X] ve [y,y] € I ise [x,X|+[y,y] = [x +y,X +| seklinde tammlanr ve A € R icin

Aoy = [Ax,AX], A >0 ise
SHT Ax AL, A <0 ise

seklinde tanumlamir. Eger [x,X] bir simetrik eleman ise x = —X diir.

Tanmm 3.1.2. (X, <) bir quasilineer uzay, v € V C X olsun. “<” kismi siralama bagintisina

gore v den once gelen 'V icindeki regiiler elemanlarin kiimesine v nin'V iizerindeki zemini denir.
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Ayrica v den once gelen X icindeki regiiler elemanlarin kiimesine v nin X iizerindeki zemini

denir.ve siarsiyla F) ve FX ile gosterilir.
FY ={x€V|x=v vex regiiler}

ve
FX={xeX| x=v vex regiiler}
seklinde tanmimlanir [5].

Tamm 3.1.3. X bir quasilineer uzay ve x € X olsun. (—1)-x = —x seklinde gosterilir. x in
toplamaya gore tersi varsa x elemanina regiiler eleman denir. Eger x in toplamaya gore tersi
yoksa x elemamina singiiler eleman denir. Ayrica x = —x ozelligini saglayan x elemanina
simetrik eleman denir. X in tiim regiiler elemanlarinin kiimesi X, ile ve X in tiim singiiler
elemanlarimin kiimesine sifir da ekleyerek olusturdugumuz kiime X ile gosteririz. X in tiim

simetrik elemanlarinin olusturdugu kiime ise X, sembolii ile gosterilir [3].

Tamm 3.1.4. X bir quasilineer uzay ve Y C Xolsun. X in islemleri ve X iizerindeki kismi
stralama bagintistyla birlikte Y de bir quasilineer uzay ise Y kiimesine X in bir alt uzay veya alt

quasilineer uzayt adi verilir. Eger Y # X ise Y ye X in bir oz alt uzayt adi verilir [3].

Uyan 3.1.1. Bir X quasilineer uzaymn ii¢c tane onemli alt quasilineer uzay: vardir. Birincisi;
X in non-dejenere X in dejenere olmayan alt uzayidir ve bu uzay X ile gosterilir, yani X;
toplamaya gore tersi mevcut olmayan elemanlarinin olusturdugu kiimeye sifir elemanini da dahil
ederek olusturulan kiimedir. Ikinci onemli alt uzayt ise X in dejenere elemanlarimn olusturdugu,
yani toplamaya gore tersi mevcut olan elemanlarmmin kiimedir ve bu kiime de X ile gosterilir.
Dejenere elemanlar regiiler elemanlar olarakta bilinir. Non-dejenere ise singiiler elemanlar
olarak bilinir ve X, de X in onemli alt uzayidir. Son olarak bahsedecgimiz alt uzayt ise X in
simetrik elemanlarindan olusmus kiimedir ve bu kiime de Xy, ile gosterilir. X in bir x elemanina
x = —x = (—1) - x olmast halinde simetrik eleman diyoruz. Xy, aynt zamanda X nin de bir alt

uzaywdir. Ciinkii, simetrik elemanlarda (sifir hari¢) non-dejenere elemanlardir.

Teorem 3.1.1. X bir quasilineer uzay ve.Y C X olsun. Y nin bir alt uzay: olmasi icin gerek ve

yeter sart her o, 3 € R ve her x,y € Y icin ox+ By € Y olmasidir [3].

Ornek 3.1.2. I intervallarin (kapali araliklarin) quasilineer uzayin diisiinelim. Tiim dejenere
araliklarin yani has araliklarin olusturdugu kiimeye [0,0laraligi da ekleyerek olusturdugumuz
(Ir)s daha agik olarak

(Ir)s ={la.d]| a,aeR ve a<a}
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seklinde yazilan kapali araliklarin kiimesidir. Ornegin; [1,3] € (Ir); iken [1,1] & (Ir), dir. Tiim
dejenere araliklarin kiimesi (Ig), alt uzaym olusturur. Yani (Ig), tiim tek nokta kiimelerinin
olusturdugu altuzayidir. Ornegin;[1,3] ¢ (Ig), ama [1,1] € (Ig), dir: (Ir)s N (Ig), = [0,0]. Son
olarak

(Ir)sym = {[a,a] :a,a € R ve a=—a}
ozelligini saglayan simetrik altkiimesidir. Ornegin; [—2,2] € (Ig)sym , fakat [1,3] & (IR)sym

non-dejenere araliklar da (I ) sy, de bulunmaz [4].

Tanmm 3.1.5. X kiimesi K cismi iizerinde bir quasilineer uzay olsun. vi,v,v3,...,v, € X ve
o, 0,03, ...,0, € K olsun.
n

Z OV =2

k=1
olacak sekilde yazilan bir 7 elemamina vi,vy,v3,...,v, elemanlarinin bir lineer kombinasyonu
denir. Bunun disinda Y;_ | vy = z seklinde yazilabilen X in bir z elemamni ise vi,v2,v3, ...,V
elemanlarimin bir quasilineer kombinasyonu denir. Quasilineer kombinasyon sozciigii kisaca

ql-kombinasyon seklinde yazilir [3].

Uyant 3.1.2. v{,v,v3,...,v, elemanlarimin bir lineer kombinsyonu bu elemanlarun bir
quasilineer kombinasyonudur. Fakat tersi dogru degil, yani vi,vy,v3,...,v, bir quasilineer

kombinasyonu vi,v,v3, ..., v, elemanlarinin lineer kombinasyonu olmayabilir.

Ornek 3.1.3. x = [1,2] bir lineer kombinasyondur. Ornegin; 3-[1,2] = [3,6] yani [3,6] lineer
kombinasyondur. —3 - [1,2] = [—6,—3] bir lineer kombinasyonudur. Ornegin, [0,2] araliginin
[1,2] araligt bir lineer kombinasyonu degildir. Fakat bir quasilineer kombinasyondur 1-[1,2] C

[0,2] dir:

Tamim 3.1.6. (Germe ve Quasi-germe ): X bir K cismi iizerinde bir quasilineer uzay olsun.

M = {vi,v2,v3,....,vy} C X olsun. M nin gerdigi uzay spM semboliiyle gosterilir ve

n
spM = {Z OYVk V1, V2,V3, ...,V EM ve O, 0, 03, ..., 0 € k}
k=1

seklinde tanmimlanir . M nin quasi-gerdigi uzay ise QspM ile gosterilir ve

n
OspM ={veX: Zakvkjv; oy €K ve vy €X}
k=1

seklinde tanimlanmir. Eger, QspM = X oluyorsa M kiimesi X uzaymi quasi-geriyor denir. Eger
spM = X oluyorsa M kiimesi X quasilineer uzayini geriyor denir. Acik olarak M nin gerdigi

uzay M nin quasi-gerdigi uzayi demektir. Acik olarak goriilmektedir [4].

spM C QspM
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Ornek 3.1.4. Iy quasilineer uzaymda M = [2,5] araligt quasi — gereni asagidaki sekilde
gosterilir.

Osp{[2,5]} ={x€lr:a.[2,5] Cx, aeR}

burada o =1 i¢in o.[1,5] C [2,5] oldugundan [1,5] € QspM dir. Diger taraftan a.[1,5] C
[2,5] olacak sekilde bir a reel sayist olmadigindan [2,5] ¢ SpM  dir. Bu sekilde QspM # g
olur. o =2 i¢in 2.[1,5] C [2,11] oldugundan [2,11] € QspM .Fakat «.[1,5] = [2,11] olacak
sekilde bir a reel sayisi olmadigindan [2,11] ¢ SpA dir. Baska bir érnek verirsek; Ig quasilineer
uzayinda B = {{3}} kiimesi verilsin. Her x € Iy icin ot.{3} C x olacak sekilde bir o. € R mevcut

oldugundan B nin quasi-gereni
OspB={xclgp:a.{3} Cx, acR}=Ix
dir [4].

Ornek 3.1.5. I quasilineer uzaymnda {[1,5]} kiimesi verilsin {0} C a[l,5] bu durumu
saglanmak icin sadece o = 0 gerceklegiyor. Bu durumda [1,5] ql-bagimsizdir. Diger yandan
{0} C o.[—1,5] durumu icin tim o € R sayilart i¢cin saglandigindan {[—1,5]} kiimesi
ql-baglimhidir. Sonug olarak Iy de 0 1 iceren bir kapali araligin olusturdugu tek nokta kiimesi
ql-bagimhidir. Bu durum da lineer cebirde {0} tek nokta kiimesinin lineer bagumli olmasina
benzemektedir. Bu da bize bir quasilineer uzaymda 0(sifir) elemanina baglantili olan her eleman
bir quasilineer bagumli ifadesini verir. Yani, 0 C {x} ve x € X icin X bir quasilineer uzay
oluyorsa {x} ql-bagimli olmak zorundadir. Eger 6 ¢ {x} oluyorsa {x} ql-bagimsiz olmak
zorundadir [4].

Tamm 3.1.7. X quasilineer uzaywn bir M altkiimesi olsun. M kiimesi quasilineer bagimsiz ve

OspM = X ise M ye X in bir bazi (Hamel Bazi) adi verilir [4].

Ornek 3.1.6. Ir quasilineer uzayinda M = {[3|} kiimesi verilsin. Bu durumda 0 C {3}sadce

o = 0 oldugunda bu kapsami saglamdigndan M kiimesi ql-bagimsizdir. Ayrica, her x € Iy icin
OspB={xclp:a.{3} Cx,a c R} =1

olacak sekilde bir oc € R bulunabileceginden QspM = g dir. Sonug olarak x € R ve x # 0 olmak
iizere {{x}} kiimesi I icin bazidir [4].

Tamm 3.1.8. X bir quasilineer uzay olsun. X in singiiler alt uzayimin gl-bagimsiz elemanlrin

maksimum sayisina X in singiiler boyutu denir, s—boyut yazilir ve s — boyX ile gosterilir. X
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in regiiler alt uzay uzaymin boyutuna X in regiiler boyutu denir, r—boyut yazilir ve r — boyX
ile gosterilir. Eger bir quasilineer uzayda r — boyX = a ve s — boyX = b ise bu uzaya (a,,by)
boyutlu quasilineer uzay adi alir. Buradan n — boyutlu bir lineer uzay (n,,05) ise X, n -boyutlu

bir lineer uzaydir [4].

Ornek 3.1.7. Ir quasilineer uzayimn singiiler alt uzaymma V diyelim. V, = {0} oldugundan r —
boyV =0 dir. Ayrica,{[1,3]}, Vs nin quasilineer bagumsiz bir elemani oldugundan s — boyV = 1
olur. Bu sekilde V, (O, 1) boyutlu bir quasilineer uzay olur. Yani, Ig quasilineer uzaymin regiiler

alt uzaymin boyutu (0, 1) dir [4].

3.2 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.2.1. X quasilineeer uzay olsun, X den R ye tanumly ||-|| fonkisyonu verilsin. Asagidakii

sartlar saglaniyorsa bu fonkisyona X tizerinde bir norm denir.

nql) ||x[|=0<=v=16
nq2) |]x+y[| < {lx[|+ Iyl
ng3) |lo.x|| = |a{x]|
ngd) x =y = |[lx|| < [|y]|

nq5) Herr >0 icinen az bir x, € X vardirdyleki x <y+x, ve ||x;|| <r=x=<y

Bu sartlar saglayan X normlu uzaymna , normlu quasilineer uzay: denir. [4]
Tamm 3.2.2. X bir reel Banach uzay olsun. Her x,y € X icin
hx(x,y) =inf{e > 0:x Jy+af,x X y+5, [xf|[x < €}

seklinde tanimlanan metrige X iizerinde Hausdorff metrik veya diger bir adryla norm metrigi

denir [1].

Ornek 3.2.1. X bir reel Banach uzay olsun. Bu halde X bir tam normlu quasilineer uzayidur.

Yani X egsitlik bagintistyla, bir Banach quasilineer uzaydir [1].

3.3 I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar
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Tamm 3.3.1. X bir quasilineer uzay olsun. X iizerinde (.,.) : X x X — g seklinde tanimlanan
ve asagidaki sartlart saglayan fonksyona bir i¢ccarpum fonksyonu denir. Her u,v,t, h€ X ve A € R
icin;
ipql) u,ve X, ise (u,v) € (Ir), =R dir.
ipq2) (u+v,t) C{u,t)+ (v,1)
ipq3) (A.u,v) =A.{(u,v)
ipg4) (u,v) = (v,u)
ipq5) u € X, icin (u,u) >0 ve (u,u) =0<—=u=20
A A
i0a6) ()| = sop{ (a.6)] s € F b e |
ipq7) u<v ve t <h ise (u,t) C (v,h) dir

ipg8) Her € > 0 icin us € X olacak sekilde bir eleman vardir. Oyleki; u=v+ug ve (ug,ue) C
Se(0) olursa u =< v olur. Bu i¢ carpimu ile birlikte X quasilineer uzayina quasilineer i¢ carpim

uzay1 denir. u € X icin
el = /1l Cats 20} |,

seklinde tanimli fonksiyona i¢ggarpim normu denir [5].

Tamm 3.3.2. Normlu bir quasilineer uzay, norm metrigi yani Hausdurff metrigine gore tam
ise bu uzaya Banach quasilineer uzay adint alir. Diger taraftan bir iccarpim quasilineer uzayi

verilidiginde norm metrigine tam oluyorsa Hilbert quasilineer uzay denir [5].

Lemma 3.3.1. F : [a,b] — Iy siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda.
/ Faydi=[[ F() dt,/ F{o) di]
[a,b] [a,b] [a,b]
dir [10].

Ornek 3.3.1. ||[a,d]| = SUp; ¢ [t| = max{|al, |a|} normuyla Ig nin bir normlu uzay oldugunu

soylemistik. Aynt zamanda bu normdan dogan metrik olan Hausdurff metrigidir.

hx(la,al, [b,b]) = max{|[a. @], |[b,b] |}
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Bu interval analiz ile ilgili bircok kaynakta da belirtildigi gibi bu metrik ile Iy bir tam metrik

uzaydir. Iy tamdir. Boylece g bu ornekte belirtigimiz normla bir Banach quasilineer uzaydir.

Ig quasilineer uzayt [a,al,[b,b| € Ig olmak iizere;
(la,a,[b,b]) = [min{a.b,a.b,a.b,a.b},max{a.b,a.b,a.b,a.b}]
I¢c carpimiyla bir Hilbert quasilineer uzaydur [5].
Ornek 3.3.2. [-1,3],[-5,-2] € I icin
([-1,3],[-5,—2]) = [min{5,2,—15,—6},max{5,2,—15,—6}] = [—15,5]

Simdi, diger onemli bir ornek olan Ly ([a,b],Ir) quasilineer uzayindan bahsedelim. Burada |a, b]
bellirli bir kompakt aralik tarafindan belirlenmis kiime-degerli fonksiyonlar uzay: olacaktir.
Ozellikle fonksiyonlarin diger uzayr araliklardan olustugu icin bu uzay interval-degerli

fonksyonlar uzayi da denir. Bu uzay bircok uygulamaya imkan tantyan bir uzayidir [10].

Ornek 3.33. Ly([a,b],Ir) quasilineer uzayt [a,b] aralbiginda T ya tammli karesi
integralenebilir fonkisyonlarin uzayt Ly([a,b,1g) ile gosterilir. Burada kiime-degerli daha
dogrusu interval-degerli fonksyonlarin integralinden bahsedildiginden bu integralin Aumanin
anlaminda integrali oldugunu belirtmek isteriz,Ancak, bazi arastirmalar, burada bahsedilen
integralin hesaplanmasinda bazi kolayliklarin elde edildigini gostermektedir. Bu kolayliklar

Introdaction to Interval Analysis isimli kitaptaki 9. boliimde gorebilirz [10].

Ornek 3.3.4. L, ([a,b],I) bir quasilineer uzayidir. Ayrica ¥ f € Ly ([a,b),Ig) icin

= ([, 72 an'

normuyla Ly ([a,b],1R) bir Banach uzaydir. Ayrica bu énemli uzaymn

08)= |, (0800, = (70, 7O 810). 300

I¢c carpima gore bir Hilbert quasilineer uzay oldugunu da biliyoruz [5] [9].
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Ornek 3.3.5. f(t) = [0,¢%], f:[0,1] — I, ve g:[0,1] — Ig , g(t) = [0,1+1] ise f,g €
Ly([0,1],1r) oldugu gormektedir. Simdi (f,g) yi bulalim.

:/ ([0.2),00,1+4]), di
mln{O 0,0,£2.(141)},max{0,0,0,>.(1+1)}] dt

/ odt / dt lemma 3.3.1

t3t4>]
340

Ly([a,b],Ig) diger 6nemli bir konusu bu uzay iizerinde ortonormal sistemlerin olup
olmadigidir. Bir X quasilineer i¢ ¢arpim uzayinda x,y € X oldugunda ||(x,y)|| = O oluyorsa x
ve y elemanlarina ortogonaldir denir. Eger ||x|| = ||y|| = 1 ise bu iki elemana ortonormaldir
denir. Simdi A C X ve A daki her iki eleman ortogonel ise A kiimesine X i¢carpim quasilineer
uzayinda ortogonel kiime denir. Ustelik A daki her elemanin normu 1 oluyorsa A ya ortonormal
kiime denir. Buradan anliyoruzki X deki (.,.) i¢ ¢arpimin sonucu Q(C) nin elemanidir.
Yani i¢ ¢arpimin sonucu C kompleks sayilarin bir kompakt altkiimesidir. Oyleyse quasilineer
uzaylar lizerinde tamimladigimiz bu i¢ carpim kiime degerlidir. Bu tanim [8] de verilmistir.
Ly([a,b],Ig) nin Hilbert quasilineer uzay oldugunu hatirlayalim. Bu uzayda ortonormal bir
kiimenin quasilineer bagimsiz oldugunu sdylemistik. Amacimiz bu uzayda ortonormal bir dizi

ortaya ¢ikarmaktir. Sonra bu kiimenin gl-bagimsiz oldugunu gosterecegiz.

Ornek 3.3.6. x|(t) = \/%sinx, x(t) = \/%sian,...,xn(t) = \/%sinnx,...sseklinde tanimli
(X)rey dizisi Ly([0,7],Ig) quasilineer uzayinda ortonormal bir dizi olup quasilineer

bagmsizdir Burada (xy) dizisi tek nokta kiime dizisi yani klasik bir dizisidir.

T
2 2
(X, Xn) / \/7 sinmx -4/ —sinnxdx = — / sinmx - sinnxdx
T
0 0

Uyan 3.3.1. (x;) dizisi tek nokta kiime dizisi yani klasik bir dizisidir.

T T
2 . 2 . 2 ) .
(X, Xp) = —sinmx -4/ —sinnx dx = — | sinmx - sinnx dx
T T T
0 0
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Burada iki durum var, birinci durum m # n olursa

T

2. (. :
(X, xn) = E/smm)nsmnx dx

— %/% [cos(m —n) —cos(m+n)| dx
0

[sin(m —n)|§ — sin(m+n)|5] =0

>~l|~

ikinci durum m = n olursa ,

T
2
(X, Xn) = —/sinnzx dx
T

T
/ 1 —cos 2nx
0

x—sin2nx|j] =1

2
T

:1|~

olur Ayrica (Xy,x,) = |12{ = 1 olup bu dizi ortonormaldir. Bu dizi tek nokta kiimelerinden
yani L ([0, ], Ig) nin regiiler altuzayindan segilmig bir dizidir. Yani L,([0, ],Ir), den segilmis
bir dizidir. Bir quasilineer uzaywin regiiler altuzayt bir lineer uzaydir. Bu nedenle bu dizide
ortonormallik klasik i¢ carpim uzaylarinda oldugu gibi arastirilir. Ayrica Fonksiyonel Analizden
biliyoruzki bir i¢c carpim uzaywnda ortonormal bir kiime lineer bagimsizdir. Bu nedenle bu dizi

Ly([0, 7], IR ), de lineer bagimsizdir. Dolayisiyla L, ([0, 7|, Ir) de gl-bagumsizdur.
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4. L, ([a,b],Tg) HILBERT QUASILINEER UZAYI iLE iLGILI UYGULAMALR

Tipki klasik L,(R) fonksiyonlar uzayinin bilimde bir¢ok uygulamasi oldugu gib L;([a,b],Ig)
Hilbert quasilineer uzaymin da bir ¢ok uygulamasinin olacagim diisiiniiyoruz. Bu uygu-
lamalardan biri de sinyal isleminde yapilmaktadir. Ornegi, [8] [9] numarali kaynaklara
bakabiliriz. Kaynaklarda bazi non-deterministik sinyallerin belli sartlar altinda tahmini olarak
otokorelasyonlarina ait bilgiler elde edilmistir. Genel olarak bazi uygulamalarda L,(R) sonlu
enerji sinyallerinin uzay1 olarak adlandirilmaktadir. Eger bir f sinyali Lp(R) Hilbert uzayi
degilse || f H2 fiziksel sinyallerin enerjisine karsilik gelmektedir. Tabiki bu fizik ve elektronikteki
calismalarda || || nin anlamini ifade etmektedir. Bagka bir bilim dalinda ugrasiyorken || f||* nin

veya || f|| nin bagka anlamlara karsilik gelecegini yadirgamamaliyiz.

Ornek 4.0.1. Elektronikte siniizoidal sinyallerin oldukca dnemlidir. Simdi; f : [0,n] — I;

f(t) =cos2t sinyallerin enerjisin hesaplayalim.
’ 27
Er=|If] :/ (cos2t)? di buradau=2t
0
27 ]
— / —(cosu)? du
0o 2

1 21
= E/ cos’u du
0

1 /2” 1 +cos2u
= [ 22
2 Jo 2

1 2r T
:—(/ du +/ cos2u du)
4" Jo 0

. T
u sinu

1778,
2t sin2.2t

T

ise

[sint,cost] 0<r<7% : .
-~ . interval-degerli
<1< % ise §

. g _
Problem 4.0.1. F : [0,5] — Ig, F(1) { [cost sint]

fonksiyonunu goz oniine alalim. Buna gore bu interval-degerli sinyallerin enerjisi Ep = ||F || yi

hesaplayalim.

IEell, = [ IF@)IE,de
[0,3]
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Burada once ||F (t)||y, yi hesaplamaliyiz,

T
||[sint,cost]|| = max{|sin?|, |cost|}, € [O’Z]

= Cost

oldugunda

B

|Er || = /“ cos?t di
0

il
:/4 +cos 2t gt
0 2

1 n i1
= —(/4dt+/4C082t dr)
2°Jo 0

r 1 i
= 5-}-181]’12[

0

_|_

1
4

SIS

bulunur. Simdi fonksiyonun diger tarafi ¢ozelim.
||[cost,sint]|| = max{|cos?|, [sint|}, 7€ [Z,—]
= sint

T

|Eg,|| = /2 sin’t dr
T

4
7 1 —cos2t
= — dt
=5

1
1 s kg
:—(/Zdt—/zcos% dt)
2z z

sin 2t

[STEREN

L]

Bu enerijileri toplarsak

|EF|l = l|Er | + |1 x|

N T |

“37aT3";
T 1
172

Sonu¢ 4.0.1. Interval sinyallerin genel olarak degerleri belli bir araliga veya belli bir

kare bolgeye sikistigi bilinen non-detirmenistik sinyallerin enerjisini tahmin etmede kullanilir.
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Goriildiigii gibi bu problemde bu iki siniizoidal dalga arasinda olan non-deterministik bir fiziksel

sinyal enerjisini % + % yi asmayacagini sonucuna ulasiyoruz.

I¢c carpim quasilineer uzaylarin bir diger 6nemli uygulamasi da ayrik-zamanl sinyallerin
bir genellestirmesi olan interval-degerli ayrik-zamanli sinyallerin islenmesinde kargimiza
cikmaktadir. Buna iligkin 6nemli bir uygulama [8] nolu kaynakta goriilmektedir. Bu kaynakta
discrete-time bir interval-degerli sinyalin deterministik otokorelasyonu hesaplanmistir. Bunun
yardimiyla degerleri belli bir araliga sikismig eksik bilgiye sahip bir ayrik-zamanli sinyalin
otokorelasyonuyla ilgili tahminler elde edilmistir. Simdi discrete-time klasik sinyallerle ilgili
temel bilgiler [10] kaynaktan kisaca verelim. Bir ayrik-zamanl sinyal veya discrete-time sinyal

dedigimiz sey su sekilde yazilan cift tarafl1 diziden bagka birsey degildir:
X = (xn)nEZ — (...,sz,xfl,X()’Xl,Xz, )

oyleki; x, € C, n € Z bu tip sinyallerde 6nemli yer tutan vektor uzayi ¢,(7Z) vektor uzayidir.Bu
uzay sonlu enerjiye sahip discrete-time sinyallerin vektor uzayi olarak bilinir ve ayrik-zamanl
sinyal iglemlerinin temelini olusturan bir uzayidir. Bir zaman sinyalinin discrete-time Fourier
transformunu aldigimizda olusan dizi yine ¢,(7Z) de bir dizidir ve terimlerin frekansini ifade
eden bir dizidir. £ (7Z) nin dizilerin toplanmasi ve bir sklalerle ¢arpilmasi islemine gore bir vektor
uzay oldugunu biliyoruz. Aym zamanda ¢,(Z) uzay1
(x,y) = in,)’?
i€Z
i¢c carpimiyla bir Hilbert uzayidir ve bu i¢ ¢arpimdan dogan norm ||x|| = <Zkez |xk|2> 2 bu

sekilde tamimlidir. Ayrik-zamanl olan bir x sinyalin deterministik otokorelasyonu a = (ay)

seklinde bir dizidir. Oyleki ;

E'3
a, = Z Xk Xp_p,
ke

seklinde tanimlidir. Burada x;_, eleman1 x;_, nin kompleks sayinin eglenigidir. Ayrica

an - afﬁ

2 2
an =), Jx|” = [|x]]
keZ

seklinde belirlenir. Ayrica, sunu da biliyoruz ki a, = a_, 6zelligini saglar. Yani bir x dizisinin

deterministik otokorelasyonu olan a dizisi sifir noktasina gore simetrik olmak zorundadir.
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Simdi discrete-time bir interval sinyal ayrik-zamanl interval sinyali ile intervallerinin iki

tarafl1 bir dizisini kastediyoruz. Oyleki;

(xn)nEZ = ([@’x_n])nEZ = (7 [)ﬂaxTZ]v [vaTl]v [@796—0]7 [ﬂvx_l]v [va_Z]v )

Seklinde bir dizidir. Bu sekilde tanimli interval-degerli diziler iizerinde

(xn)nEZ = (yn)nGZ — [ﬁax_n] - bﬁ?y_n]

Her n € Z i¢in seklinde tanimlanan bagint1 bir kismi siralama bagintisidir. Boylece bu sekilde
taniml biitiin interval dizilerin kiimesi [, ile gosterilirse I, bu bagintiyla bir quasilineer uzay
olur. [, tizerindeki toplama islemi yani iki interval dizisinin toplami her bir dizinin karsilikli
koordinatlarindaki intervallerin toplami seklinde; bir interval dizisinin bir A reel skaleri ile
carpimi her bir koordinatindaki intervalin A skaleri ile carpimi seklinde tanimlanir. Bu skalerinin

bir intervalle ¢arpimi;

r [Ax,,AX;] eger A >0
A- [xmxn] = —_ o
— (A%, Axa) eger A <O

seklinde tanimli oldugunu unutmamaliyiz. Simdi [, quasilineer uzayinin 6nemli bir alt uzay1

olan I/, yi tanitalim.

1l = {(xn)nez € Lo : Z ||xn||]1R < oo}

nez

seklinde tanimlanir. Burada ||x[|y, de dedigimiz norm

H'anIR = H [@’x_n] HI]R
= | b, % |

= max{|x,|, [%[}

seklinde tanimlidir. Bu tanim interval analizinde bir aralifin mutlak degeri kavramidir ve bu
mutlak deger [y iizerindeki norm olarak bilinir ve boylece I nin bir normlu quasilineer uzay
hatta Banach quasilineer uzay1 oldugu bilinir. I/, yi sonlu enerjili interval degerli ayrik-zamanh
sinyaller uzayi olarak da nitelendirebiliriz. Bu tip sinyaller aslinda dogal olarak karsimiza ¢ikan
sinyaller degildir. Eksik bilgiye sahip non-deterministik sinyalleri isleyebilmek icin olusturulan
model sinyal tiplerinden birisidir. Simdi bu uzayin yani I, nin iizerinde dogal olarak

| (X HMZ Z [ ” 1/2

nez

= (Y (max{|x|, [xl})?)'/?

nez
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fonksiyonu bir norm tamimlar ve I/, bu normla bir normlu quasilineer uzayidir. Hatta bir
Banach quasilineer uzayidir. I/, yi bir acidan sonlu enerjiye sahip interval-degerli ayrik-zamanh
sinyallerin uzay1 olarak da gorebiliriz. Simdi bu tip sinyallerin otokorelasyonun kavramini

taniyabilmek i¢in onemli yer tutacak 6zelligini verelim [8].

Teorem 4.0.1. 1/> uzay:

nez
seklinde tamimlanan i¢ ¢carpimu ile bir igccarpim quasilineer uzayidir. Bu tanmim [8] verilmistir.

Ayrica bu i¢ carpimdan dogan normun 10y icin yukarida tammlanan norm oldugu
da gosterilmistir. Aymt kaynakta [8] yukarida tamimladigumiz ic carpim kullanarak bir

ayrik-zamanlt bir interval-degerli sinyal otokorelasyonu su sekilde tanimlanmigtir:

Tanim 4.0.1. 14, de bir (x;)iey, dizisinin deterministik otokorelasyonu her n € 7 igin

An = () 0n)) 1, = Y, (5es X,

keZ
An =..+ <x—27-x—2—n> + <x—17x—1—n> + <X(),.X7n> + <x17xl—n> + ...

sartint saglayan bir (Ap)nez dizisidir
Ornek 4.0.2.

(x) = (...,0,0, [‘71,0],[0,0],[0, 1,00, %],[o o2

() = (... [;—21,0], [‘71,0],0, 0,11, 00, %],0,0,...)

(xn) ve (yn) € Ty oldugunu gostererek {(x,), (yn)) bulunuz.
Coziim 4.0.1.

2
1) e, = (X Ixllf,)'? < oo = Y el <o
keZ keZ

gosterelim. Her k € Z igin || x|y, =?

k< —1 igin [xll, =0

1 1 1
k=1 g Pl = ol = 5,01 | = mang| -5 oy = 5
k=0 igcin |xol| =10]|=0
k=1 dgin [[xi] = [[0,1]] = max{[0], 1]} = 1
1 1 1

[[x2]| = >’ 3|l = 1’ x| = 1 her n > 1icin
kaH]IR:ZkaHHR:Z"i_O_‘_Z F :Z+Zm<°°€]wz

keZ k=2 k=2
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clinkii seri yakinsaknr. (y,) = (..., [5—21,0], [5,0],0,[0,1],[0,3],0,0,...) icin vkl i hesapla-
yalim.

2
1)z, = (X IellE,)? < oo = Y [Iyelly, <o
keZ keZ

. . 1

=2 iin Il = | 3501 = maxq
. . 1

(= igin bl = Lk=0i, =0

. 1
k=1,llvlly, = Lk=2 igin |lyilly, = 5,k = 3; [yl =0

2
1 . .
Hka]I]R =5 her k <0 igin
2 2 S 1 = 15
Hyk”HR:;;Z”kaHR:k21ﬁ+0+1+1:kzlﬁJrZ<OEMZ
c =— —

seri yakinsaktir. Simdi ((x,), (y)) yi bulalim.

<(xn)7 (yn)> = Z [ﬁax_n] ’ bﬁ?y_n]

nez

n < —1 igin,

(), On)) = Y., X, Xl - [P V]

nez
1
:ngz[()?()] ) [_?70]
. 1 1
= ¥ {min{ (0 ),(0-0)0- 3, (0-0) } maxs,
St
=Y'[0,0]=0
nez
n=—1 icin,
((x=1), =) = {—%,0} : {—%,0} =1o, 411] —1[0,0.25]
n =0 icin,
{(x0), (v0)) = [0,0] - [0,0] = [0,0] = O
n =1 icin,
((x1), (1)) = [0,1]-10,1] = [0, 1]
n =2 icin,

()02 = [0.3] - o.5] = 031 = 0.025



n=3icin,
(). 09) = [0. 53] -0.01= 0.0
n> 3 icin,
((50)-n)) =0
Bu da bize
(5,00 = Xl 553
= [0,0] +[0,0.25] + [0,0] + [0, 1] + [0,0.25] + [0, 0] + [0,0]
~1[0,1.5]

bulunur. Sonug olarak, i¢ carpim da sonlu bir deger olacaktir.Dolayistyla, hem (x,,) hem de (yy)
dizileri 1y uzayinda yer alir ve i¢ ¢carpim belirli terimler iizerinden hesaplandiginda sonlu bir

degere ulagir.

Ornek 4.0.3. Yukaridaki (x,) interval dizisinin deterministik otokorelasyonunu tanumi

kullanarak hesaplayalim. Aq 1 hesaplayalim.

A=Y (XsXr—0), = -+ (1,0 1) g, + (X0,%0) 5, + (01,x1)  + (02,30)
keZ

+ (03, x3) p, + (X, x4) , + (X5, X5)p, +
7,0] , [‘710] >IR+ (10,01, 10,0]),. + ([0, 1],[0,1]),. + < [0, %] , {0%] >1R

|
sl (b, (L
|

- | oz | +10.01+ 011+ [0, | + o,%]+{o,% +{o,28]
:@£+wu+%+%+%+%+~]

B OTPOTET RGP O]
~[o4]+ 0,11%]:[0,;%]
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+ (x3,%0) 1, + (Xa,x3)p, + <1657?C4>]I]R +o-

- < [_710] ,[0,0]>HR+ <[o,0], [‘710} >HR+<[O, 11,0,0]),, + < {oﬂ 7[0,1]>HR
(LD, (b3 BAD (b3 AD,

— ([710} -[0,0]) +([0,0]- 0, 1)+ ([0, 1]-[0,0]) + ( 0, 1} .[0,1]> "
(L) o))+ (oo pz])+ (o)
— [0,0]+[0,0] 4+ 0,0] + [o, %] + {o, —] + [o,—] + [o, %] o

—01+1+1+1+
|72 23 25 07

:nm+;(,

. (11_)] _ {o,%.g] — [0,0.666666667]

=
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A_1 in otokorelasyonunu hesaplayalim.

A=Y (oXiat)p, = X 1,%0) 5, + (0,1 ) + (01,200 4 (02,03)
keZ

+ (x3,x4) 1, + (xa,x5) p, + (X5,%6), +

:m+<P;ﬂ}@ﬂ>@+@ﬂL&ﬂ%+<Mﬂ{&ﬂ>®+<Pé}{Q%R@
(33D, e bl (b3,

=&W+NW+&W+PI}ﬂQi}ﬂQiyﬂQ—yﬂaiyk“

2
1

Ay yi hesaplayalim.

Ar =) (Xi-2)g, =+ (xo1,x03) g (X0, X2)  + (et,x-1) g, (v2,%0)
keZ

+ (3,1, + (X4, 02) g, + (X5,X3) 1, ++ (X6, %), + -

-1 1 1 —-11 4
= jay = |—,—-=| =[-0.5,0.333333333]
4 243
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A_» yi bulalim.

A=Y (xps2)y, = -+ 1,2 + (X0, %2) g, + (%1, x3)
kez

+ (%2, x4) g, + (x3,%5) 1, + (x4,%6) 1, + (65,07)7, + -
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A3 yi hesaplayalim.

Az = Z <xka)Ck—3>}1R =+ <X71,x74>HR -+ <X(),)L3>HR -+ <X1,x,2>HR + <X2,x,1>HR
keZ

+ <x37x0>]IR + <x47x1>]IR + <x57x2>HR + <x67x3>H]R + e

[, (3] ), (3] ),
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A 3=k§2<k K3)1p = 0+ (1, x2) (X0, X3) 1, + (X1, Xa)g
+ (X2, X5)1, + (X3,X6)1, + (X4,X7)1, + (X5,X8)1, +

I
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Ay icin

Ag=Y (o Xa)y, =+ (1, xos)p, + (X0,X-4) g, + (e, xo3)p, + (0,5 2)p
keZ

+ (03, X1 ) g + (X4, X0)y, + (X5, 1), + (X6, %2) 1, + (67,%3) 1, + + (X8, Xa)p, + + (X0, X5) 1, + -+

#0,010.0)+(0.11,0.005,+([o.5] 007

79)), ~Px] 0a) (o] 01), + <M b4,
pz), 2] L)), (Pal ), -

—1 1 1 1 1 1
= ?,0 + O’?+¥+§+ﬁ+ﬁ+'..

1 1 ([ /1\° aw 12 I I
e ]l [-0.125,0.0833333333]
221 -1 T

A_4 de ayni sonug verir.

A,2{...,]-0.5,0.33],]0,0.66],[0,1.83],0,0.66],[~0.5,0.33] ,[—0.25,0.16] , [-0.125,0.083] ...}
A A A
—1 0 1

otokorelasyonu bu sekilde hesaplantr.

Teorem 4.0.2. (x,) ve (y,) interval-degerli diziler 1y quasilineer uzaymn herhangi iki eleman

olsun. Eger (x;) = (yk) yani, her k igin [xz,Xc] C [yx, Y] oluyorsa bu durumda

Ap = Z <xk7xk n C Z Vi Yk— n> =By
keZ keZ

olur. Yani (A,) < (By) olur.
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Ispat: Hipotez geregi her k € Z igin [xi,Xx] C [y, k] oldugundan, her n € Z igin

s Xk gy = X X% - Pk X—n)

= |min {)&'Xk,n,)&'Xk,n,x_k'Xk,n,x_k'Xk,n},maX {Sl}

| Sy

= | min{Yx  Yk—n> Yk * YVk—n> Yk * Yi—ns Yk * Yk—n }, max{Sa }

S

yazariz. Boylece toplama gelirse

Y Xkt € Y Ok Vk-n)1g

keZ keZ
sonucuna ulagilir. Buradan ispati elde ederiz. Bu ispatta iki intervalin carpim tanimin
hatirlanmali ¢iinkii intervallerin uzay1r [Ir deki i¢ carpim bir interval ¢carpimidir ve Ir bir ig¢

carpimu ile bir Hilbert quasilineer uzayidir.
Ornek 4.0.4. [-3,7],(2,5] € Iy icin, buradaki i¢ carpim

([-3,7],[2,5]) = [=3,7] - [2,5]
— [min{-3-2,-3-5,7-2,7-5},max{—3-2,-3-5,7-2,7-5}]
= [min{—6,—15, 14,35}, max{—6,—15,14,35}]
— [~15,35]

Simdi non-deterministik olan ve eksik bilgiye sahip bir discrete-time sinyalin deterministik

otokorelasyonuna iligkin bir tahmin gelistirmeye calisacagiz.

Uyan 4.0.1. Bir sinyalin deterministik otokorelasyonu veya diger bir deyisle deterministik
0z baglantisi, bu discrete-time sinyalin farkli zaman noktalarindaki degerleri arasindak
ic baglantisidir (korolasyonuduir). Baska bir soylem ile discrete-time sinyalin degerleri
arasindaki wyumu veya bir olciide benzerligini zamana bagl bir fonksiyon olarak belirtmesidir.
Deterministik otokorolasyonun analizi yapidiginda sinyalin tekrar eden kisumlarinin taninmasi,
sinyalin temel frekansinin kayip kisimlarinin tespit edilmesi miimkiin olur. Otokorelasyon
analizi bu amaca hizmet eden matematiksel bir aractir. Ornegin; coklu regrasyon analizinde

deterministik otokorelasyonu kullanarak hata miktarinin veya hatali sinyalin degerleri birbirini
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Sekil 4.1 : Cubuk(aralik) olan (y,) interval-degerli dizisi, koyu noktali olan (x;,) klasik
dizisi
izleyen kisimlarin arasindaki iliskiyi tespit edebiliriz. Boyle bir duruma karsilastigmizda

dogrusal olan regrasyon modelimizi belirledigimiz bir varsayindan sapmalar yasadig

sonucuna variriz.

Simdi interval-degerli sinyalleri kullanarak bir non-deterministik (eksik bigiye sahip)

sinyalin deterministik otokorelasyonu ile ilgili sonuglar ¢ikarmaya calisacagiz.

Problem 4.0.2. Simdi farzedelimki non-deterministik discrete-time bir (x,,),_, sinyali su sekilde
elde edilmis olsun; (x,) sinyali bir zaman sinyali ve n = 1,2,3,4,5 zaman noktalraindaki
degerleri O ve n% zaman degerleri arasinda bulunmakta ve 1,2,3,4,5 zaman noktalar: disinda
sinyal alinmamakta, yani sinyal degeri 0 olmaktadir. Boyle bir zaman sinyalinin yani (x,)
nin eksik bilgiye sahip bir non-deterministik bir sinyal oldugunu soyleriz. Simdi bu sinyalin
deterministik otokorelasyonu ile ilgili bilgi elde etmeye ¢alisacagiz. Bunun i¢in interval-degerli
dizileri kullanacagiz. Daha agik olarak bir interval-degerli (y,) sinyali tammlayacagiz oyleki

Xn € Yp olacak. Bu model sinyallerimiz, yukaridaki bilgilere gore

1 1 1 1
(yn)nEZ - (...,0,0,0, [07 1]7 [07 §]7 [07 ﬁ]v [07 6_4]7 [07 E]aoaoa >

seklinde tanimli, sonlu bir interval-degerli dizi olarak ve her n € Z icin x, €y, sarti

verilen bilgiler dogrultusunda saglanacak. A¢ik olarak goriilmektedir ki (y,) € 14y dir ve 10,
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Hilbert quasilineer uzayindaki i¢ ¢arpum kullananarak (y,) interval sinyalinin deterministik
otokorelasyonu hesaplanacak. Bu (yy) dizisinin deterministik otokorelasyon dizisini (A,) ile
gosterelim. Simdi onceden verdigimiz tanimdan otokorelasyon formunu tekrardan yazalim.
An = (XX n)1, = Y (ks Xk—n)
keZ

Buna gore (yy) dizisi i¢cin otokorelasyon formiilii

Av=Y VtVi-n)iy
keZ

Bu forma gore Ag,A41,A+o .. degerlerini teker teker hesaplamaliyiz. Oncelikle Agy 1

hesaplayalim.

A=Y, Dy-0)r, = -+ -1,y 1)1, + (G0,30)1, + 1011,
keZ

+ (2,201, + 03,9301, + a5 vadig + 055 ¥5)1,

1 1
7?] ’ [Ovﬁ]

1
=3

=...4+0+10,0]-[0,0] +[0,1]-]0,1]+[O

35110, 3514410, 351+ [0, 351 410,551 0

+[0 733 ?43

404040, 1]+[0,%]+[0 0,240, 2
ot (1)« (3) () (3]

=[0,0.0174197099]
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Simdi A\ hesaplayalim.

A=Y Oy, =+ - 1,y-2)1, + 00,y 1)1, + 01,5001,
keZ

+ (V2,11 T V353201 + V45 ¥3) 1, + 55 V)1, + 65 V5) 1,

= 04001 0.0, + (0.0 0.0, + (0.1 0005, + (0351 0.11) -+ (035000, 55])

' 31
i <[o,4i3],[o,3i3]>ﬂR+ <[o,51],[o,il> " <[0,0] 0, 5—31>

= +0+0+0+0+[0 ]+[0 ]+[0 123] [02%3] 0
— [o, (%)Z <é)3+ (1_12>3 + (%)3] = [0,0.130333333]

A_q ise

A=Y Oy = -+ 0-1,0)1, + 0o,y + 01y
keZ

+ (2, 33) 1, + 3, Y401, + V4, Y5)1, + 055 Y601, + V6,71,

1 1 1 1
= F 0040+ [0, 53] +[0, 5]+ [0, 5551 + [0, 53]

_ [o, (%)3 n (é)s 4 (11_2)3 + (2%)3] — [0,0.130333333]

+0+0
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Simdi Ay hesaplayalim.

Ay = Z VoYe-2)1, = -+ -1,5-3)1, + 00, Y-2)1, + 01,511,
kezZ

+ (v2,50)1, + 0301, T V201, + 553301,

=..+0+ <[070]’ [OvOD]IR + <[070]= [OJODHR + <[O7 1]7 [070]>]IR + <[07 2_13]7 [07O]>
#{0500) +(0.g05) +{0g05)

1 1
= ...+0+0+0+0+0+[0,3—3]+[0,§]+[0

1
153

N [o, (%): (é)3+ (%)3] — [0,0.0392864583]

A_» ise

A=Y Ok, = -+ 01y + 002 + 013
keZ

+ (2, ¥4)1, + 3, ¥5)1, + 4. ¥6)1, + 0559701,

Ig

= 0+ ([0,01,[0, 1))y, + <[0,0], [0, %]>]IIR + <[0, 1], [0,%]>]IIR + <[0,%], [0,4%]>H]R

1 1 1
= . 40404040, 23] + [0, 53] +1[0,~—] +0+0
+0+0+0+[0, 351+ [0, 55+ [0, 75] +0+

_ lo, (%>3+ <é)3+ (%)3] — [0,0.0392864583]
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Simdi Az iin otokorelasyonunu hesaplayalim.

A=Y D=3, = -+ - 1y-adg, + 00, y-3)p, + 1 y-2)1,
keZ

+ (2, Y-3)1, + 3,500, + 04,y + 0553201, + V6, ¥3) 1,

= . +0+ <[07O]7 [070]>]IR + <[0’0]7 [070]>HR + ([Ov 1]7 [O’ODHR

4 <[O’%]’[O’O]>HR+ <[0,3i3],[o,0]>HR+ <[o,413],[o,1]>

1 1
=..+04+0+0+04+0+0+[0,—]+[0,—=]+0
+0+0+0+0+0+0+[0, 73] +[0, 7551+

Ig

= 10,0.016625]

Ayni sonug A_3 verir. Ay Ui hesaplayalim

As=Y DoV—a), = -+ -1,Y-5)1, + (00, y-a)g, + V1, Y-3)1,
keZ

+ (2, Y-2)15 + 3, Y- 1)1 + 04,3001, + 05,911, + O6s V)1,

= .+ 04([0,0],[0,0])y, +{[0,0],[0,0])y, + ([0, 1], 0,0y,

4 <[o, 2—13], [o,o]>HR + <[0, 313], [O’O]>HR + <[o, 413], [O’O]>HR
(

+<[o,513],[o, 1]>HR+

1
= ...+0+0+0+0+0+0+[0,5—3]+0: [0,0.008]

benzer sonug A_4 veriyor. As in otokorelasyonunu hesaplayalim.

As =Y DVe-shy, = -+ 0 1Y-6)1, + 00, y-5)1, + V1,Y-a)1,
ket

+ (2, ¥-3)15 + 3, 5-2)1, + 045 Y- 1)1, + 0553001, + V65 V1)1,

=...+0+ <[0>O]7 [070]>]IR + <[070]7 [070]>HR + <[07 1]7 [070]>]IR

4 <[0, =l [O’O]>HR 4 <[0, 3%], [0,0]>HR 4 <[0, b [0,0]>HR

#{0.5500) +(0.0,[0.1]5, =00
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4
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[ ]
| oo B

Sekil 4.2 : Buradaki ¢ubuk (aralik) dizisi (A,) interval otokorelasyon dizisidir ve (y,)
interval dizisinin otokorelasyonudur,(b,) ise eksik bilgiye sahip olan (x;)
dizisinin tahmini otokorelasyonunu gostermektedir.

A_s5 i de ayni sonug verir.Buna gore interval otokorelasyon dizisi

A, | ...,0,0,[0,0.008],[0,0.016],[0,0.039], [0,0.13],0,0.017], 0,0.13],[0,0.039], [0,0.016], [0,0.008], 0, ..
A S A
—1 0 1

seklinde interval-degerli bir dizidir. Teorem 4.0.2 den (x,) non-deterministik sinyalinin klasik
anlamda deterministik otokorelasyonunun (Ay) interval dizisi icerisine hapsoldugu sonucuna
ulagiriz. Yani (x,) nin otokorelasyon dizisi olan (b,) klasik dizisi i¢in b, € A, olmak zorundadur.
Yukaridaki ¢ubuk(aralik) dizisi (A,) interval-degerli otokorelasyon dizisini gostermektedir. Bu
dizinin (yy,) interval dizisinin deterministik otokorelasyonu oldugunu hatirlayalim. Sekilde koyu
noktalarla ortaya ¢ikan (by,) klasik dizisi ise non-deterministik olan (x,) dizisinin otokorelasyon
dizisini gostermektedir. Goriildiigii gibi (y,) nin deterministik otokorelasyonu olan (Ay) nin
en biiyiik ¢cubugu olan Ay arahigmun capr |[0,0.130333333]| = |[0,0.13]| = 0.13 diir. Bu ise
bize, (x,) non-deterministik dizisinin otokorelasyonunun terimleri arasindaki hatanin 0.13
birimi asla gecmeyecegini soylemektedir. Problem kabullerine gore non-deterministik sinyalin
otokorelasyonunda hata paymn bu élcedi gecmeyecegini gorerek, (x,) sinyalinin saglam
(rebust) bir yorumu yapabiliriz. Zira otokorelasyon dizisi terimleri arasindaki farklar nispeten

cok kiiciik oldugu goriinmektedir. Bu durumda genelde ana sinyalin yani (x,) nin cevresel
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etkilerden, ornegin parazit bulasmast vs gibi olumsuzluklardan etkilenme ihtimalinin diisiik
oldugu gibi yorumlar: yapabilme kabiliyetini bize verebilir. Veya tersine hata pay: belli
bir degerden yiiksek ise, sinyalin cevresel etkilerden cok fazla etkilendigini ve bu nedenle
saglamlhigimin zayif oldugu yorumunu yapabiliriz. Tabii ki baska yorumlar da yapilabilir. Bu
yorumlar problemin hangi tiir fiziksel olay veya gozlem sonucunda elde edilen sinyal degerlerine

bagl olarak belirlenen duruma bagldur.
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