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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

ZZ —DONUSUMU METODUYLA BIRINCI TUR LINEER VOLTERRA INTEGRAL
DENKLEMLERIN COZUMU

Erhan OZDEMIR
Damsman: Prof. Dr. Ercan CELIK

Amag: Bu tezde, birinci tiir lineer Volterra integral denklemlerini ¢ézmek igin bir metot
sunulmustur.

Yontem: ZZ —Doniisiimii i¢cin Konvoliisyon teoremi elde edilmistir. Daha sonra bu
Konvoliisyon teoremi kullanilarak birinci tir lineer Volterra integral denklemleri
ZZ —Doniistimiiyle ¢oziilmiistiir.

Bulgular: Dort farkli birinci tiir lineer Volterra integral denklemi ele alinmistir ve
ZZ —Dontistimii metoduyla ¢oziilmiistiir.

Sonu¢: ZZ —Doniistimii metodunun birinci tiir lineer Volterra integral denklemlerinin ¢éziimii
icin etkili bir metot oldugu goriilmiistir.

Anahtar Kelimeler: Integral denklemler, Birinci tiir lineer Volterra integral denklemleri,
ZZ —Dontlisiimii, Konvoliisyon teoremi.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

THE SOLUTION OF THE FIRST KIND LINEAR VOLTERRA INTEGRAL
EQUATIONS WITH Z2Z —TRANSFORM METHOD

Erhan OZDEMIR
Supervisor: Prof. Dr. Ercan CELIK

Purpose: In this thesis, a method for solving the first kind linear Volterra integral equations is
presented.

Method: Convolution threorem is ontained for ZZ —Transform. Then, using this convolution
theorem, The first kind linear Volterra integral equations are solved by Z2Z —Transform.

Findings: Four different first kind linear volterra integral equations are considered and solved
by the ZZ —Transform method.

Results: The ZZ —Transform method has been found to be an effective method for solving
the first kind linear Volterra integral equations.

Keywords: Integral equations, The first kind linear Volterra integral equations,
ZZ —Transform, Convolution theorem.
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GIRIS

Integral déniisiimleri, fen, mithendislik ve dzellikle uygulamali matematik alanlarinda
karsilagilan bircok baslangigc-deger problemleri, sinir-deger problemleri, diferansiyel
denklemler ve integral denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilmaktadir. Bundan dolayi yeni
integral dontisiimleri sunulma geregi duyulmus ve mevcut integral doniisiim tablolar1 daha da
genisletilmistir. Literatiirde, Laplace Doniisiimii, Fourier Doniisiimii, Sumudu Doniigiimii,
Elzaki Donlisiimii, Tarik Doniisiimii, Dogal Doniisiim ve Aboodh Doniistimii gibi bir¢ok
integral donilistimii vardir. Bunlardan en yaygin olarak kullanilan doéniisiim Laplace
[6ntisiimiidiir. ZZ —Doniisiimii de bir integral doniisiimdiir. 22 —Déniisiimii ilk kez 2016
yilinda Zain UI Abadin Zafar tarafindan verilmistir (Eltayeb 2010, Elzaki 2011, Mohand 2015,
Zafar 2016, Najafi 2017, Aboodh 2018; Aggarval 2019).

Integral denklemlerle ilgili ilk ¢alismalar on dokuzuncu yiizyilin ilk yarisinda baslad.
Onceleri daginik ve rastgele aragtirmalar yapilmisken on dokuzuncu yiizyilin sonlarina dogru
daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildig1 ve birtakim sonuglarin alinmaya baslandigi
goriilmektedir. 1823 yilinda Abel inceledigi mekanik probleminde ilk defa integral denklemle
karsilasmistir. Daha sonra Du Bois Reymond’ un Crelle, V0l.103(1888) de yayinlanan bir

calismasinda Integral Denklem deyimini 6nermistir (Aggarval 2018).

Bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemler integral
denklemler olarak tanimlanmaktadir. Ancak bu tanim yetersiz kalmaktadir. Bagka bir deyisle,
bu tanimdan yola ¢ikarak, integral denklemlerin biitlin tiirlerini kapsayacak teoriyi kurmak
imkansizdir. Bundan dolayi, birbirinden bagimsiz integral denklemleri ayr1 ayr1 incelemek
geregi duyulmustur. Boylece aragtirma alami genislemis olmakta ve bu alan dagimik bir

arastirma alani olmustur (Aksoy, 1998).

Bu tezde Laplace ve Sumudu doéniisiimlerine benzer donilisiim olan ZZ —Doniistimii
birinci tiir lineer volterra integral denklemlerine uygulanmistir. 22 —D0niisiimii birinci tiir
lineer volterra integral denklemlerin ¢6ziimiine uygulandi. Z2Z —Dontisiimiiniin etkili bir

¢Oziim oldugu goriildii.
Tez bes boliimden olugmaktadir.

- Birinci boliimde yani giris boliimiinde, ZZ —Dontistimii ve birinct tiir lineer volterra

integral denklemlerinin tarih¢esinden bahsedildi.



Ikinci boliimde yani kuramsal temellerde, tezimizde kullandigimiz bazi temel tanim

ve teoremler verildi.

Uciincii  bolimde yani Materyal ve yontem kisminda, ZZ —Déniisiimii,
ZZ —dontsiimiiniin 6zellikleri £Z —Doniisiimii i¢in Konvoliisyon teoreminin ispati

verildi.

Dordiincii boliimde yani Arastirma Bulgular kisminda, dort tane birinci tiir lineer

volterra integral denkleminin ¢oziimiine ZZ —Doniistimii uygulanarak c¢oziimleri

elde edildi.

Besinci boliimde yani Sonug ve Tartigsma kisminda, birinci tiir lineer Volterra integral

denkleminin ¢6ziimiine uygulanan 22 —D0oniisiimiiniin etkinligi tartigildi.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 1 (Diferansiyel Denklem): Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini ihtiva eden denkleme

diferansiyel denklem denir.

Genel olarak y bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, diferansiyel denklem
feey,y,y" . y™) =0 (L)

seklinde gosterilir. Burada y™, y nin x e gore n inci tiirevidir. (1) denklemi y™ ye gére

¢Oziilebilirse;

y® =g(x,y.y,y" .,y ) )
formu elde edilir. Bu ise (1) ifadesinin agik formda yazilmis seklidir.
Tanim 2 (Degisken katsayil lineer diferansiyel denklem): x bir reel degisken olmak iizere
Pn()Y™ + Py (DY + e+ pr ()Y + po(R)y = 1(x)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Burada, esitligin sag tarafindaki r(x)
ve sol tarafta ki  po(x), p1(x), p2(%), ..., D(n-1) (%), Pn(x) Kkatsayilar1 x’e baghdir. Eger
Do (%), 01(%), 2(X), e, Pen—1) (%), Pn(x) Kkatsayilar1 sabit ise denkleme sabit katsayili lineer
diferansiyel denklem denir. En az biri degisken ise denkleme degisken katsayili lineer

diferansiyel denklem denir.
Tamm 3 (Limit): D c R, f: D = R bir fonksiyon ve ¢, D nin yi1gilma noktasi olsun.

Ve>0i¢in0 < |x —c| < & oldugunda |f(x) — K| < € olacak sekilde § = (&) > 0 sayisi

varsa x, ¢ ye yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti K dir denir ve
lim f(x) =K
xX—a

olarak yazilir.

Bu tanimda

lim f(x) = K



olmasi 0 < |x — c| < § esitligini saglayan V x igin |f(x) — K| < € esitsizliginin saglamasi
gerektigini vurgulanmaktadir. Ayrica € > 0 ne kadar kiigiik olursa, ona bagli olan, § da o kadar
kiiciik olacaktir (Kadioglu, 2005).

Tamm 4 (Siireklilik): D c R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun. V € > 0 igin

|x —c|] < & oldugunda |f(x) — f(c)| < € olacak sekilde & = 8(g,c) > 0 sayisi

varsa

f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir denir. Burada 6 = 6(¢, ¢), § nin hem € hem de ¢
ye bagli olarak degisecegini gosterir. Siirekliligin bu sekildeki tanimi ¢, § teknigi ile siireklilik
tanim1 olarak adlandirilir. ¢ € D, D nin yigilma noktast olmast durumunda limitin
tanimlanacagl bilinmektedir. O halde, ¢ € D, D nin yigilma noktast olmast durumunda

stirekliligin tanimin1 su sekilde verebiliriz. D € R, f: D — R bir fonksiyon ve ¢ € D olsun.
lim f(x) = f(c)
X—C

oluyorsa f fonksiyonu c noktasinda siireklidir denir. Buna gore: Dc R, f:D - R

fonksiyonunun verilen bir ¢ € R noktasinda siirekli olmasi igin

1. f fonksiyonunun ¢ noktasinda tanimlidr.

2. !333 f(x) mevcuttur.
3. lim f(x) = f(c)
x>
Sartlarin1 saglamasi gerekir.
Tanim 5 (Siireklilik gesitleri): / fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlansin
i.c € [a,b) igin

lim, £() = £(c)

oluyor ise f fonksiyonuna ¢ noktasinda sagdan siireklidir denir.
ii. c € (a,b] igin
Jim f() = £(0)
oluyor ise f fonksiyonuna c noktasinda soldan siireklidir denir.

Bir f fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekliliginden soz ettigimiz zaman. @

noktasinda sagdan , b noktasinda soldan siirekli oldugu anlagilacaktir.



Tamm 6 (Siireksizlik ve siireksizlik cesitleri)

i. Eger f fonksiyonunun bir ¢ noktasinda limiti var ve siireksiz ise bu fonksiyon

¢ noktasinda
f(c) =lim f(x)
X—=C

olarak tanimlarsak, bu noktada, siirekli bir fonksiyon elde ederiz. Bu tip siireksizlere
kaldirilabilir siireksizlik denir. Eger fonksiyonun siireksiz oldugu noktada limiti yoksa bu

stireksizliklere de kaldirilamaz siireksizlik denir.
ii. xlg}”n+ f(x) ve xll,r?— f(x) limitleri var ve birbirinden farkli ise f fonksiyonu c
noktasinda si¢ramall siireksizlige sahiptir denir ve
Jim 1) = i /)
sayisina f nin ¢ noktasindaki sigramasi denir.

iii. lim f(x)ve lim f(x) limitlerdenen az biri +00 Veya —oo ise, veya mevcut
X—C X—>C™
degilse, bu fonksiyon ¢ noktasinda sonsuz siireksizlige sahiptir denir.

Ornek 1 : i. f(x) =sinx fonksiyonunun x = 0 noktasinda siireksiz oldugunu

biliyoruz. Ciinkii bu noktada tanimsizdir. Yine biliyoruz ki

sin x

lim =1
x-0 X

dir. O halde, f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasinda kaldirila bilir bir siireksizligi vardir. Bu

fonksiyon

sinx

g(X)={x ) x#0
1, x=0

seklinde tanimlandigin da, siirekli bir fonksiyon olur.
ii. f(x) fonksiyonu

X

O
0, x=0

olarak veriliyor. x = 0 noktasinda

lim f(x) =1
x—-0%



Jig /00 = -1

oldugundan, f fonksiyonunu bu noktada sigrama siireksizligi vardir ve sigrama

im £ = lim f(x) =1—(-1) =2
olur
lim f(x)

olmadigindan dolay1 kaldirilamaz siireksizlik vardir.

iii. f(x) = % fonksiyonunun sifir noktasinda sagdan ve soldan limiti olmadigindan bu

noktada kaldirilamaz bir stireksizlik vardir.

Gamma Fonksiyonu

Diferansiyel hesaplamalarinda kullanilan en temel fonksiyon, Gamma fonksiyonudur.

Bu fonksiyon n! hesabindaki n sayisini, tamsayr olmayan sayilari ve karmasik sayilari da

icerecek sekilde genellestirir. Gamma fonksiyonu,

I'(z) = f e tt?1dt ze R
0
integral yardimiyla tanimlanir. Bu fonksiyonun en 6nemli 6zelliklerinden biri,
I'(z+1) =2zI(2)

esitligidir. Boylece

[o9] (o9)

e~tt?dt = [—e 't?)LZy + zf e~ tt?71dt
0

F(z+1)=f

0
=2zT(2)

3)

(4)

()

esitligiyle gosterilir. (4) esitliginden goriilecegi gibi I'(1) = 1 olup z = 1,2,3, ... i¢in

re)=1r1)=1=1!
r(3) =2.1Q2) = 2.1! = 2!
'z+1)=2T(z)=z.(z—1)! =2z

seklinde genellestirilebilir (Podlubny 1999).



z > 0 i¢in (3) denklemi ile verilen gamma fonksiyonu yakinsaktir. Béylece a > 0 ve V
[a,b] sonlu araliginda | 000 e 't?"1dt integrali diizgiin yakinsaktir. O halde gamma

fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir:
['[z] nin tanim bolgesi {z: z > 0} dir.

I'[z] fonksiyonu z > 0 i¢in siireklidir.

I'[z] igin verilen integral, her sonlu [a, b] € R* araliginda diizgilin yakinsak oldugundan

['[z] nin tiirevide elde edilebilir.

Ayrica I'[ z] nin diger tamsayili mertebeden tiirevleride benzer sekilde hesaplanir.

Ornegin,
I'[z] =f t? Un(t)e tdt, I [z] =J t?~In(t)])?e"tdt ,--
0 0

seklinde yazilir (Podlubyn 1999).
Tamim 7 (Genellestirilmis gamma fonksiyonu):

Gamma fonksiyonunun tanim kiimesi tiim reel eksendir.

I'(x)
—

Sekil 1. Gamma fonksiyonunun grafigi

(4) esitliginden faydalanilarak 1 < z < 2 ve V z € R i¢in I'(z) elde edilebilir. Negatif z
degerleri i¢in diistiniildiigiinde, —1 < z < 0 i¢in I'(z) = @ de 0 < z+ 1 < 1 olacagindan

['(z + 1) degeri bilindiginden z € (—1,0) igin ['(z) ler bulunabilir. Genel olarak —n < z <
—n+1ise0 <z+n < 1olup,



T'(z+1) (6)

I'(z) = zz+1D)(z+2)...(z+n-1)

esitliginden gamma fonksiyonunun degerleri hesaplanabilir. Gamma fonksiyonun tanim
kiimesi tiim Reel eksen oldugundan, gamma fonksiyonunun sifir ve negatif tamsay1 degerleri

sonsuzdur. Boylece,

1 1

1
tZ le tdt > f t? 1dt = —
0 e

I'(z) > f

0

olup,

1
lim I'(z) > lim — - o
z-0t z-0t e?

olur. Faktoriyel 6zelliginden,
le_)r?o I'(z) = Zli_)r?o(z —1DIr(z—-1) >
olur.
Tamim 8: Gamma fonksiyonunun limit gsterimi Re(z) > 0 olmak tizere,

n!n? (7

F(Z) = Z(Z AL 1)(2 + 2) w(z+ Tl)

seklindedir.

Beta Fonksiyonu

Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak lizere T = % olmak iizere

B(z,w) = J 7711 - )V ldr ®)
0

integrali ile tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda
t

Ry (t) = J 7711 - )V ldr

0
seklinde bir bagmti vardir. Burada h,,,(t) fonksiyonunun ¢~ ile t*~1 in konviilasyonu
oldugu ve h,,,(1) = B(z, w) esitliginin oldugu goriilmektedir.

H,,,(s), h;y,(t) fonksiyonunun Laplace fonksiyonu olmak iizere,

[@Iw) _T@IWw)

SZ SW SZ+W

HZ,W (S) =



seklindedir. Ayrica,

zZ+w-1

hz,w () = %

esitligi ters laplace doniisiimiiyle de elde edilir. Bu durumda t = 1 igin,

rzrw)
P =T vw
olur. Buradan da 8(z, w) = B(w, z) oldugu goriiliir (Podlubny 1999).
Tanmm 9: f , [0, ) araliginda taniml bir fonksiyon olsun. Eger tiim x > x, ler i¢in

|f(x)] < Me™

olacak sekilde, x,, M ve a pozitif sabitleri mevcut ise , f fonksiyonuna a iistel mertebedendir

denir.

Eger f , [0, ) araliginda artan bir fonksiyon ise |[f(x)| < Me®* kosulu geometrik
olarak f nin [x,, ©) araligindaki y = Me®* iistel fonksiyonundan daha hizli artmadigini ifade

eder.

Omegin f(x) =x, g(x) =x ve h(x) = 2cosx fonksiyonlar1 x > 0 i¢ina =1

iistel mertebedendir.
Clinkii bu fonksiyonlar i¢in sirasiyla |x| < e*, |e™| < e* ve |2cosx| < 2e* dir.

Omegin  f(x) = e** fonksiyonu ise [0,0) — aralizinda iistel mertebeden degildir.

Ciinkii bu fonksiyon x > x, > 0 igin e* den daha hizli artar.

Tamim 10: f , [0, ) araliginda tanmimli bir fonksiyon olsun. Eger [ 000 e * f(x)dx integrali

mevcut ( veya yakinsak) ise , s nin bir fonksiyon olan

F(s) =f e S*f(x)dx 9)
0

ifadesine f nin Laplace dontisiimii denir.
f fonksiyonunun Laplace doniistimii
L{f (x)} = F(s) veya L{f} =F
bi¢iminde gosterilir . (9) da s reel veya kompleks bir degiskendir. Burada s nin reel oldugunu

varsayarsak (9) daki integral has olmayan integraldir. Bilindigi gibi , eger

A
limf e % f(x)dx
A—oo 0



limiti mevcut ise (9) daki has olmayan integral mevcuttur (veya yakinsaktir) denir. F(s) nin

tanim ctimlesi stiphesiz (9) daki integralin mevcut oldugu s degerlerinden ibarettir.
Omegin f(x) = 2 ve (x = 0) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.

Tanimdan

0o A —sx,X=A 1 e_SA
L{1} = f e $*2dx =2 lim | e *dx = 21lim — =2 lim l— - l
0 A-oo o A—>oo s g Ao | S S

yazilabilir. Dikkat edelim ki s > 0 icin —sA < 0 olup A — o iken e™S4 > 0 dir.

—SA

es ] s>0

s <0 igin —sA = 0 olup A —» o iken e™54 - co dir. Buradan %lim é—
icin mevcuttur. Ve % ye esittir. Yani L{1} = % (s > 0) dr.
Ornegin f(x) = e?*, (x = 0) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.
L{e?*} = f0°°e—sx e dx = foooe_(s_z)xdx = ﬁ : s>2
bulunur.

Teorem 1 (Laplace doniisiimiiniin varhgi):

f [0, ) —araliginda pargali siirekli ve x > x, i¢in a — iistel mertebeden bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde s > a i¢in L{f(x)} mevcuttur.
Ispat: [ 000 e $*f(x)dx integralinin s > «a i¢in yakinsak oldugunu gésterecegiz. Bunun
i¢in integrali

Xo 0
f e ¥ f(x)dx +f e ¥ f(x)dx (10)
0 X

0

bi¢iminde iki ayrik integralin toplami olarak yazalim. f(x) ve dolayisiyla e *f(x) , tespit
edilmis herhangi bir s i¢in [0, x,] araliginda pargal siirekli oldugundan , (10) daki birinci
integral mevcut yani yakinsaktir. (10) daki ikinci integralin yakinsak oldugunu géstermek i¢in

has olmayan integraller i¢in karsilagtirma kuralin1 kullanacagiz.
f , a- tistel mertebeden oldugundan x > x, igin
lf ()| < Me™
ve dolayisiyla tim x > x, lar i¢in
le™*F ()] = eI f(x)| < M~

yazilabilir. Ote yandan s > a igin
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Me—(s—a)xo

J. Me~G-axgy = Mf e gy =—" <
o 0 s—a

dir. x > x, icin e *f(x)| < Me~6~* oldugundan ve daha biiyiik bir fonksiyonun has
olmayan integrali s > a igin yakinsaktir. Boylece (10) daki her iki integral mevcut

oldugundan, s > a i¢in L{f (x)} mevcuttur (Cagliyan 2016).

Tamim 11 (Ters Laplace Doniisiimii): Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger

LIUF ()} = F(s)

olacak bi¢iminde bir f (x) fonksiyonu var ise, f ye F nin Ters Laplace Doniistimii denir. F nin

Ters Laplace Doniistimii
f=L7HF} veya f(x)=L""{F(s)}
biciminde gosterilir.

Bir F fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii tek olmayabilir. Yani L{f (x)} = L{g(x)}
iken f(x) # g(x) olabilir . Ornegin

L YF = L‘l{ } > -3
FEY =Ll >3
fonksiyonunun ters Laplace dontigiimii
0 x=1
— p—3x — ’
f=e ve gw={ = T

fonksiyonlaridir. Ters Laplace doniisiimiiniin tek olmasi i¢in hangi kosullarin saglanmasi

asagidaki teoremle verilmektedir.
Teorem 2 (Ters Laplace doniisiimiiniin tekligi):

f ve g, [0,00) — araliginda pargali siirekli ve iistel mertebeden iki fonksiyon olsun.
Eger tim s > s, laricin L{f} = L{g} olacak sekilde bir s, sabiti mevcutsa , bu takdirde
sonlu sayida siireksizlik noktalari harig¢ tiim x > 0 lar i¢in f(x) = g(x) dir (Cagliyan 2016).

Integral Denklem

Integral denklem, integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyonlardan meydana gelen bir
esitliktir. Bu bir veya daha fazla integral isareti altindaki bilinmeyen fonksiyonun, fonksiyonel

esitlige dahil oldugu anlamina gelmektedir. Ornegin,

11



y() = £(x) +5 [ e y(D)ae (11)

bir integral denklemdir. Integral denklemler lineerlige, bilinmeyen fonksiyonun smnirlarina,

homojenlige ve bulundugu yere gore ¢esitli sekilde siniflandirilmaktadir.
Tamm 12 (Lineer ve lineer olmayan integral denklemler):

Bir integral denklemde wu(x) bilinmeyen fonksiyon olsun.  u(x) = f(x) +
f;K (x,t)u(t)dt  yapisindaki integral denklemde, u(t) lineerse integral denkleme

lineer integral denklem, u(t) lineer degilse yani u"(t) seklinde ise integral denkleme

lineer olmayan integral denklem denir. Lineer olan ve olmayan integral denklemler
u(x) = f(x) + [, K(x, u(t)dt (12)
u(x) = f(x) + [, K(x, tu™(t)dt (13)
seklinde gosterilir (Aksoy, 1998)

Tamm 13 (Tekil olan ve olmayan integral denklemler):

Bu siniflandirma K(x,t) cekirdek fonksiyonunun siirekliligine gore yapilir. Eger
K(x,t) fonksiyonu a < x < b, a <t < b araliginda siirekli olmayan veya integral denklem

sinirlarindan en az biri sonsuz olan,
u(x) = f(x) + 1 f, KCx, Hu(t)dt (14)
seklinde ise bu integral denklemlere tekil integral denklemler denir.
Integral denklemin smir araliklarinda K(x,t) cekirdek fonksiyonu siirekli olan ve

integral sinirlar1 sonsuz olmayan integral denklemlere tekil olmayan integral denir.

integral Denklemlerin Yapilarina Gore Siiflandiriimas:
Burada ii¢ ¢esit siniflandirma yapilmaktadir.

1. Birinci Tip Integral Denklemler: Bilinmeyen fonksiyonun wu(x), ¢ekirdek
fonksiyonunun K(x,t) oldugu integral denklem igin u(x) bilinmeyen fonksiyonun

sadece integral denklem i¢inde bulundugu,

fQ) =2 [, K(x, Du(t)de (15)

seklindeki integral denklemler birinci tip integral denklemlerdir.

12



2. ikinci Tip Integral Denklemler: Bilinmeyen fonksiyonun wu(x), cekirdek
fonksiyonunun K (x, t) oldugu integral denklem i¢in u(x) bilinmeyen fonksiyonun hem

integral i¢inde hem de integral disinda bulundugu,
u(x) = f() + A [, K(x, Du(t)dt (16)
seklindeki integral denklemler ikinci tip integral denklemlerdir.

3. Ugiincii Tip Integral Denklemler: Bilinmeyen fonksiyonun u(x), cekirdek
fonksiyonunun K (x, t) oldugu integral denklem i¢in u(x) bilinmeyen fonksiyonun hem
integral icinde hem de integral disinda bagka bir fonksiyon ile ¢arpim durumunda

oldugu,

PEOux) = £ + [ K(x, Hu(t)dt (17)

seklindeki integral denklemler {igiincii tip integral denklemlerdir.
Tamim 14 (Homojen olan veya olmayan integral denklemler):

Bu integral denklemler bilinen f(x) fonksiyonunun var olup olmadigina gore

siniflandirilir. Ikinci tip,
u(x) = [ K(x, Hu(®)de (18)
seklindeki f (x) fonksiyonu bulunmayan integral denklemlere homojen integral denklem denir.

u(x) = £(0) + [ K(x, Hu(t)dt (19)

seklindeki integral denklemlere homojen olmayan integral denklem denir (Findik 2012).

Integral Simirlarina Gore Smiflandirma
1. Fredholm integral Denklemi

Birinci tip lineer Fredholm integral denklem,
f) + 4[] K(x, O)y(®)dt = 0 (20)

seklinde tanimlanir. Birinci tip lineer olmayan integral denklem ise,

£ + A [ Ko(t,x, y()u(t)de (21)

seklindedir. ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi,

y(x) = f(0) + A J, K(t, )y (t)de (22)
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seklinde tanimlanir. Burada y(x) bilinmeyen fonksiyon iken f(x) ve K(t,x) bilinen

fonksiyonlardir ve A ise sayisal parametredir.

Ikinci tip lineer olmayan Fredholm integral denklemi ise,
b
y() = f(x) + A [, Ko(t,x, y(£))dt (23)
seklindedir. Burada K (t, x, y(t)) # K(¢t, x)y(t) dir.
2. Volterra integral Denklemi

Birinci tip lineer Volterra integral denklemi,
fCO +2 [ K&, x)y®)dt =0 (24)
seklinde tanimlanir. Birinci tip lineer olmayan Volterra integral denklemi ise,
fGO) +2 [ Ko(t,x,y(t))dt = 0 (25)
seklindedir. Ikinci tip lineer Volterra integral denklemi,
y(0) = f(0) + [ K(t,x)y(O)dt (26)

seklindedir. Burada y(x) bilinmeyen fonksiyon iken f(x) ve K(t, x) bilinen fonksiyonlardir

ve 1 ise sayisal parametredir.

Ikinci tip lineer olmayan Volterra integral denklemi,
y() = £ + 4 [, Kot,x,y(D)de (27)
seklindedir. Burada K, (¢, x, y(t)) # K(t,x)y(t) dir.

3. Volterra-Fredholm Integral Denklemi

Ilk olarak (23) esitligindeki integral denklemi g6z 6niine alalim.

y(@) = €1+ 222 (o= xo) -

X1—X

I[P — OO + [ (- Ow@de (28)

X

Bu denklemde iki tip integral bulunmaktadir. IlIki sonlu aralifa sahip iken digeri
degisken aralia sahiptir. Bu integral denklemi ele almanin iki yolu bulunmaktadir.
Birinci Yol. (x, t)e[xg, x1] ve x¢,x; € R igin,

1

X1—Xo

c2 1 (x1 — %) +
0

y(x) =€+ [o HOo % (0)dt (29)

X1—X
seklindeki esitlik yazilabilir. Bu esitlikteki H (x, t),

H(,t) ={—(x—xp)(x; —t) + (x; —xg)(x —t),x <t

14



seklindedir. Goriildugii tizere (24) esitligi Fredholm integral denklemine benzemektedir.

Ikinci Yol. (23) integral denklemi t € [x,,x;] Ve x € R igin birinci yoldaki gibi
¢oziimlenemez. Bu tip integral denklemlere homojen olmayan lineer Volterra-Fredholm

integral denklemi denir (Upadhyay ve Rai 2015).
4. iki Boyutlu Integral Denklemler

u(x, t) bilinmeyen fonksiyonlar, f(x,t) bilinen fonksiyonlar ve k(x,t,y,z) ¢ekirdek
fonksiyonlar olmak tizere bilinmeyen fonksiyonun iki katli integralin i¢inde bulundugu integral
denklemlere iki boyutlu integral denklemler denir. Iki boyutlu Fredholm integral

denklemleri,
u(x,t) = f(x,t) + f; fcdk(x, t,y,z)u(y,z)dydz x € [a,b],t € [c,d] (30)
seklinde iken; iki boyutlu Volterra integral denklemler ise,
u(x, t) = f(x,t) + fot foxk(x, t,y,z)u(y, z)dydz (31)
seklindedir.

5. Parametreli Integral Denklemler

A gibi bir parametrenin integral denklemlere eklenmesiyle integral denklemler daha

genel bir yapiya kavusur. Simdiye kadar ele alinan integral denklemler, 2 0,1 olmak iizere

daha genel haliyle
u(x) = £(x) + 2 f] K(x, Hut)dt (32)
u(x) = f(x) + A [ K(x, Hu(t)dt (33)

sekillerinde ifade edilebilir. Bu tip integral denklemlere parametreli integral denklemler

denir.
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MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde ZZ —Doniisiimiinii, temel oOzelliklerini ve 2Z2Z —D0oniisimii igin

Konvoliisyon teoremin ispat1 verildi.

ZZ —Doniisiimii Yontemi

f (), hert = 0igin tanimlanmig bir fonksiyon olsun. f (t) 'nin ZZ — Doniisimii

Z (u, s) fonksiyonudur. Boylece

v (34)
Z(u,s) = Z{f(t)} = sf f(ut)e stdt
0

seklinde tanimlanir. Sag taraftaki integralin olmasi sartiyla. (34) 'deki f (t) fonksiyonu,
Z (u,s) doniisiimii ile gosterilir

(34) ’deki uygun bir doniisiim sonucunda

Z{f(0) == f F(D)e it dt (35)
0

seklinde de ifade edilebilir.
Ormegin f (t) = e* olsun, buradat > 0, ve a bir sabittir, bu durumda bu fonksiyonun
ZZ —Dontigtimii
Z{edt) = %fom et o it gt = ifow e‘(ﬂ_a)tdt
b

= lim > e_(sﬂ_a)tdt
b—>oo U 0
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S—ua

Yani,

Z{eat} —

S—ua
seklindedir.

1. Birim Adim Fonksiyonu:

o ={é t>0}

t<0
z{1}=1

seklindedir.

2. f(t) = t" icin sonu¢: Burada t ve t? nin ZZ —Déniisiimiinii bulacagiz. Sonra bu

kural1 t™ i¢in genellestirecegiz.

f (t) = tolsun, 0 zaman

Z{t} ==
s
dir.
s (* _s,
Z{f ()} = Z{t} = Hf te u dt
0
integralini kismi integral yardimiyla bulalim.
t=u e u'dt = dv
ve
dt = du —cew' =v
olur.




vl

eger f(t) = t? alinirsa;

dir.

[0e]

u
Z{*y =21

Z{f ()} = 2{t*} = %f t2e7ut dt

0

integralini kismi integral yardimiyla bulalim.

t?=u
ve
2tdt = du

olur.

o

B0 = 2%} =2 f

0

tekrar kismi integral uygulanirsa

t=u1

ve

dt = du1

2

_S:
e vdt =dv,
u 5
——e v =V
S 1
u _s, “u
——e ut| — (——e u
S 0 0 S
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U/ u _s; %
:2—(——eu )
s\ s 0
2
——25—2(0—1)
u2
:23_2

Bu sonuglari genelleyerek f (t) = t™ sonucunu elde ederiz. Yani
n n

u u
Z{tn} = Tl's—n = F(Tl+ 1)S_n

olarak bulunur.

3. cosat,sinat

cosat
t ={ . } olsun, o zaman
f ( ) sinat

[0}

Z{f(t)} = %f cos(at) f(t).e_%t dt

0

2

Z{cosat} = ———
{ } s2 + a?u?
ve
ofsin at aus
sinat} = ————
{ } s2 + a?u?

Z2Z — Doniisiimiiniin Ozellikleri

1. ZZ —Doniisiimii dogrusaldir(lineerdir), yani a ve b herhangi bir sabit ve f (t) ve
g (t) iki fonksiyon olsun, 0 zaman

Z{af () + b g (O} = aZ{f ()} + bZ{g (D)}

dir.

2. f (¢t) bir fonksiyon ve f(t) = 0 olsun, o zaman

i S us
Z(ef(0)) = ——Z {——]

dir.
3. Z{f (t)} = Z (u,s) olsun, 0 zaman
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Z(f @) =7 u,)

dir.
Tiirevlerin ZZ — Doniisiimleri

4. Z{f (t)} = Z(u,s) olsun. O zaman

i Z{f'(0} = 2(ws) —>f(0)

i, Z(F"(0) = 52@s) - S£(0) =21/

il Z{f™ (0} = % 2,s) - TP S fP(0)

seklindedir. Simdi i ’yi ispat edelim.
2Oy =27 fOewdt e 2Oy =27 f et d  dir.
2(F©) = 2s) =2 | f@e de
0

integralini kismi integral yardimiyla hesaplayalim. lk olarak

f®)=u e_%tdt =dv

ve
f'(t)dt = du e wt =y

dontistimleri uygulanirsa,

2(@) =209 = “f@eitde = 5[(——e“tf(t)| )-| (L) pew dt]

= f(0) + foof’(t)e_ﬂt dt
0
olur. Yani,
Z(u,s) = £(0) + foof’(t)e_% dt
0
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi 3 ile carpilirsa,
22(us) = SFO0) + [ f (e de
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5 Z(us) — 5 £(0) = Z{f' ()}
olur.

5.Z{f(t)} = Z(u, s) olsun. Bu durumda
8) Z{f©)="L(2ws)+%2,s)

d

by Z{tf'(t)} = u;—(%Z(u, S)) + Z(u,s)

du

0 Z{tf" ()} =5+-(2(,5)) =22 (w,5) +=£(0)
dir.

Integrallerin 22 —Déniisiimii

6. Z{f (t)} = Z(u,s) olsun, o zaman

” u
Z{ j f(p)dp} = 22(u,5)

esitligi elde edilir.
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Bazi Fonksiyonlarin 22 —Déoniisiimleri

Tablo 1. Bazi Fonksiyonlarin ZZ — Dontistimleri

S.No. f® Z{f(t)}
1 1 1
u
2 t —
s
3 et ¢
s—au
4 ot aus
sind s2 + a?u?
2
5 cosat 5
s2 + a?u?
n
6 t" n! u_n
s
un
7 t" 'n+1) b
by
8 e sin bt S >
(— — a) + b?
s? _as
2
9 e cos bt . u zu
- 2
(u a) +b
s (i _ 2)
u\u?
10 tcosat 2
ee)
2
Za%
11 t sin at B —
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Teorem 3 (22 —Déoniisiimiiniin Varhgr)

f (t) her sonlu aralik 0 < t < K ve iistel mertebeden y igin parcali siirekli ise t > K

olmak tlizere ZZ — doniisimii Z(u,s) hers > y, u > y i¢in mevcuttur.

Ispat: Her pozitif K sayisi igin;
Zaws) LIy f@O de =2 [ f@7 + 27 (e de

olup f (t) her sonlu 0 < t < K araliginda pargali siirekli oldugundan, sag taraftaki birinci
integral vardir. Ayrica sag taraftaki ikinci integral de vardir. t > K icin f (t), y {stel

mertebeden olup ikinci integralinde var oldugunu gosterelim.

‘%f:f(t)e‘%t dt| < %f: [F©e |t

(o]
_s,

s [° _s, S .
<- e v |f(t)|dt <— e uMeV dt
uJ, uJ,

< sl e_%t eVt < sV, e_(%_y)t dt
u Jo u Jo
sM e_(%_y)t sM
= — 3 = —
),

olur.
Tamim 15 (Ters ZZ — Doniisiimii): Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger
Z{f ()} = F(s)

olacak bigiminde bir f(x) fonksiyonu var ise, f ye F nin Ters ZZ — Donlsimi denir. F nin

Ters ZZ Doniistimii

f=27HF} veya f(x) =2 '{F(s)}

biciminde gosterilir.

Ornegin, Z(s) = ﬁ fonksiyonunun Ters ZZ —Déniisiimii

seklindedir.

Teorem 4 (Ters Z2Z —Doniisiimiiniin tekligi):
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f ve g, [0,) — araliginda par¢al siirekli ve tistel mertebeden iki fonksiyon olsun.

Egerher s > s, laricin Z71{f} = Z71{g} olacak sekilde bir s, sabiti mevcutsa bu takdirde
sonlu sayida siireksizlik noktalari hari¢ her x > 0 i¢in f(x) = g(x) dir.

Teorem 5 (Z2Z —Doniisiimii icin Konvoliisyon Teoremi):

f ve g iki fonksiyon olsun. ZZ —Déniisiimiiniin konvoliisyonu

2(f * 9) = =2(H).Z(g)
dir.

ispat:

2(NZ(9) =~ fo e dr-> ]O g(@)e

[0e]

2= s s
229 =2 [ f@ede [ g@e as (36)
0 0

t=9+1 ve J=t—r1 yerine yazilirsa

” ~S(e-1)
29) = | gle=ve i ar
T
® _5; s
=f gt —1)e u eu'dt
T

s. (% _5,
= eurf gt—1e u dt
T

boylece
s? (@ _s s.(® s,
3= [ e ar-en [ et dar
0 T
SZ [ee) o —it
=—2f f(‘L')f e uwg(t—r1)dtdr
usJo T

= i—ZLwe_%t j:f(r)g(t —1)dtdt

2 o

= ewt(feg) ()t

S
==Z(f + g)

olur.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde dort tane birinci tiir lineer Volterra integral denklemi alinip
ZZ —DoOntistimii ile ¢oziildi.
Test Problemi 1

x = f(f u(t)dt birinci tir lineer Volterra integral denklemini ZZ —Dontisimii

uygulayarak ¢ozelim.
Coziim:

x = Ox u(t)dt denkleminin her iki tarafina ZZ —Donistimii uygulanirsa

Z(x)=2 <fxu(t)dt>
0

ZZ —Donlisiimiiniin Konvoliisyon teoreminden
u
Z(x) = ;Z(l)Z(u(x))

E=§-1-Z(u(x))

Z(ux)) =1
elde edilir.

Bu esitligin her iki tarafinin ters Z2Z —Doniistimii alinirsa
z-1 (z(u(x))) = Z71(1)
ulx) =1
olur.

Test Problemi 2

x? = %f:(x — Hu(t)dt birinci tiir lineer Volterra integral denklemini
ZZ —Doniisimii uygulayarak ¢cozelim.
Coziim:

x? = % ) Ox (x — t)u(t)dt denkleminin her iki tarafina ZZ —Doniistimii uygulanirsa
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Z(x* =2 (%fx(x - t)u(t)dt)
0

ZZ —Donlisiimiiniin Konvoliisyon teoreminden

1
25 =52 2(0)2(u()
S |
2:—2 =§-E-EZ(u(x))
Z(u(x)) =

elde edilir .

Bu esitligin her iki tarafinin ters ZZ —Doniisiimii alinirsa
z-1 (z(u(x))) = Z71(4)
u(x) =4
olur.

Test Problemi 3

x(t) =t?+ fotx(u)sin(t —u)du  birinci tiir lineer Volterra integral denklemini

ZZ —Doniigimii uygulayarak ¢ozelim.

Coziim:

x(t) =t*+ [ Ot x(u)sin(t —u) du denkleminin her iki tarafina 22 —Déniisiimii
uygulanirsa

Z(x@®) =2 (tz + ftx(u)sin(t —u) du)
0

ZZ —Dontistimiiniin lineerliginden

t

Z(x(®))=2(H+2 <J x(w)sin(t — u) du)
0

ZZ —Doniistimiiniin Konvoliisyon teoreminden
u
Z(x(®) = 2(t») + ;Z(x(t))Z(sint)

us

u? u
Z(X(t)) = 25—2+;Z(x(t)) 52+—u2
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u2
2 —

26:0) - 2:0) (75 ) = 25

su? u?
() (1 ‘W) 25

3 u?
Z(x(t)) <s3 + suz) - 25_2

2 u2
Z(x(t))< e u2> =2
2 2 2

Z(x(0) = 25—2-5 ;u
2 4

Z(x(@®) = 2?—2 +2

elde edilir.

Bu esitligin her iki tarafinin ters Z2Z —Doniisimil alinirsa,
) ) u> u
z-1 (Z(x(t))) =z-1 <25—2 + 25—4>
u? ut
X(t) ==t (25—2+ 25—4>

Ters ZZ —Doniistimiiniin lineerliginden

2 4
x(t) = 271 <2 u—2> +271 <2 u—4>
S S

t4
t) =t*+—
x(t) 12

olur.

Test Problemi 4
birinci tiir lineer Volterra integral denklemini

fot cos(t — s) x(s)ds = tsint

ZZ —Doniisiimii uygulayarak ¢ozelim.

Coziim:
[ cos(t —s) x(s)ds = tsint denkleminin her iki tarafina ZZ —Déniisiimii

uygulanirsa
27



Z <ftcos(t —5s) x(s)ds) = Z(tsint)
0

ZZ —Dontistimiiniin Konvoliisyon teoreminden

SZ
y S
—Z(cost)Z(x(t)) = Z—uz
s s
(@+1)
u 2 2 4
- t)) =2—.———
s §% 4+ u? 2(x(®) u? (s2 + u?)?

us
Z(X(t)) =2 Sz+—u2

elde edilir.

Bu esitligin her iki tarafinin ters 22 —D0oniistimii alinirsa,

_ _ us
27 (2(@) = 27 (2570)

x(t) = 2sint

olur.
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SONUC VE TARTISMA

Bu tezde, birinci tiir lineer Volterra integral denklemleri ele alindi. Sonra bu denklemler
ZZ —Déniisiimii yardimiyla ¢oziildii. Once ZZ —Déniisiimii detayl bir sekilde tanitildi.
ZZ —Dontlisimii i¢in Konvoliisyon teoremi ispatlandi. Daha sonra dort tane test problemi ele

alindi. Metod bu problemlere uygulandu. Istenilen sonuglar elde edildi.

Burada ZZ —Ddéniistimiiniin, birinci tiir lineer Volterra integral denklemlerinin ¢6ziim

stirecini kolaylastirdigini ve bu tiir denklemlerin ¢éztiimleri i¢in etkili bir metot oldugu goriildii.
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