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OZET

TEKIL VE YUKSEK SALINIMLI PROBLEM UYGULAMALARININ
HESAPLANMASI iCiN SAYISAL ALGORITMALAR

KAY1JUKA, ldrissa
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsman: Prof. Dr. F. Serap TOPAL, 1I. Damigsman: Dog. Dr. Ali KONURALP
Agustos 2021, 121 sayfa
Hizli salimimli integraller, kuantum kimyasi, elektrodinamik, goriintii analizi ve bilgisayarl
tomografiden akiskanlar mekanigine kadar birgok disiplinde 6nemli bir zorluk olarak kabul
edilir. Bu integraller, integrantinda eszamanl olarak frekans yiiksek oldugunda ve integrasyon
aralifinin U¢ noktasinda tekillikler icerdiginde hesaplamak i¢in daha fazla zorluk ¢ikarmaktadir.
Bu tezde, yiiksek salimmli gekirdekli tekil integral denklemlerin verimli bir sekilde
hesaplanmast i¢in dikkat ¢ekici 6zellikleri ile algoritmalar gelistiriyoruz dyle ki bu algoritmalar
yiiksek frekansta bile yiiksek dogruluga sahip olmaktadir.
Burada, integrallerin ortogonal polinomlar ve/veya terim terim 6zel fonksiyon serileri ile
kesildigi Clenshaw-Curtis algoritmalari incelenmistir. Daha sonra farkli tekillik ¢esidine sahip
integraller rekiirans baglantilar1 ile kompleks diizlem tabanli yontem kullanilarak hesaplanir.
Bu rekiirans baglantilarinin kararliligi ve kuadratiir kurallarinin hata analizi verilir. Ayrica,
sunulan algoritmalarin etkinligini gostermek i¢in sayisal érnekler de verilmistir.
Bu tez ayn1 zamanda logaritmik, Cauchy-logaritmik ve Hipersingller-logaritmik tip tekilliklere
sahip integrallerin hesaplanmasi i¢in ¢izgi integrallerinin toplamina dayanan bir yontem sunar.
Orijinal integrali pozitif yar1 sonsuz bir aralikta ¢izgi integrallerinin toplamina doniistiirdiikten
sonra, Gauss-baglantili kuadratir kurallari olusturulur. Burada temel matematiksel arag
moment bilgilerinin kullanilmasidir. Gautschi logaritmik agirlik fonksiyonuna gére ortogonal
polinomu saglayan g-terimli rekiirans baglantilarinin katsayilarini iiretmek igin algoritmalar
incelenmistir. Ayrica, teorik analizimizi dogrulamak icin sayisal Orneklerin sonuglari
verilmistir.
Anahtar kelimeler: Yiiksek salinimli integraller, Clenshaw-Curtis yontemleri, En dik inis

yontemi, Cebirsel ve logaritmik tekillikler, Sonlu-kisim integralleri.
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ABSTRACT

NUMERICAL ALGORITHMS FOR THE COMPUTATION OF SINGULAR AND
HIGHLY OSCILLATORY PROBLEMS WITH APPLICATIONS

KAYIJUKA, ldrissa
Ph.D. in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. F. Serap TOPAL, 2" Sup.: Assoc. Prof. Dr. Ali KONURALP
August 2021, 121 pages
Integrals with rapid oscillation are considered a significant challenge in many disciplines,
ranging from quantum chemistry, electrodynamics, image analysis, and computerized
tomography to fluid mechanics. These integrals exhibit more difficulties to compute when
concurrently in the integrand, the frequency becomes high and contains singularities at the
endpoint of the integration interval. In this thesis, we develop algorithms for efficient
computation of singular integral equations with highly oscillatory kernels that share astonishing
characteristics; that is, the larger the frequency, the higher the accuracy.
Herein, Clenshaw-Curtis algorithms are studied in which integrands are truncated by
orthogonal polynomials and/or special function series term by term. Then their singularity types
are computed using either recurrence relations or the complex-based method. Stability of those
recurrences relations and error analysis of the rules are obtained. Besides, numerical examples
are given to show the effectiveness of the presented algorithms.
This thesis also presents a method based on the sum of line integrals for the first computation
of logarithmic, Cauchy-logarithmic, and Hypersingular-logarithmic type singularities. After
transforming the original integral into a sum of line integrals over a positive semi-infinite
interval, Gauss-related quadrature rules are constructed. The vehicle utilized is the moment’s
information. Algorithms to produce the three-term recurrence relation coefficients that satisfy
orthogonal polynomial with respect to Gautschi logarithmic weight function are investigated.
Moreover, the results of numerical experiments are given to substantiate our theoretical
analysis.
Keywords: Highly oscillatory integrals, Clenshaw-Curtis methods, Steepest descent method,

Algebraic and logarithm singularities, Finite-part integrals.
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ONSOZz

Bu tezde ele alinan salinimli integrallerin tiirii, bircok fiziksel ve miihendislik problemlerinde
kapsamli bir sekilde bulunabilir. Burada Onerilen algoritmalar, tekil ve yiiksek salinimli
integrallerin verimli bir sekilde ele alinmasi i¢in odak ¢éziimlerden biri olarak kabul edilebilir.
Gelecekteki ¢alismamiz, Clenshaw-Curtis algoritmalariin logaritmik-Cauchy, Hipersingular
integrallere genisletilmesini ve Radon doniisiimii ve Helmholtz denklemleri gibi pratik teoride
ortaya ¢ikan somut sayisal 6rneklerin test edilmesini i¢erecektir.

Bu zorlu dort y1l boyunca yapmis oldugum doktora ¢alismalarimda bana dogrudan veya dolayh
olarak destek olan aileme, danisman hocalarima, arkadaslarima ve matematik bolimii

iiyelerime tesekkiir ederim.

Idrissa Kayijuka
Tarih: 09/08/2021
IZMIR
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1 GIRIS
Yiiksek salinimli integraller, son zamanlarda birgok arastirma makalesi ve kitabinda tartisilan
giindemdeki konular arasinda yer almaktadir. Bu tiir integraller, uygulamali matematik,
mithendislik ve diger hesaplama bilimlerinin bir¢ok alaninda hayati bir rol oynamaktadir.
Yiiksek salinimli integrallere yaklagsmak i¢in kullanilan Gauss integrasyon kurallarina dayanan
iyi bilinen geleneksel yaklagimlarin verimliliklerinin ¢ok iyi olmadigi bilinmektedir. Bu
integraller, sadece frekans yiikseldiginde degil, ayn1 zamanda integrasyon araliginin ug
noktalarinda farkl tipte tekilliklere sahip olduklarinda da biiyiik bir zorluk ¢ikarmaktadirlar.
Yiiksek salmimli fonksiyonlar su anda yirminci ylizyilin birka¢ modern teknolojisinde
kullanilmaktadir. Ornegin bu integraller, egimli bir kumsaldaki su dalgalarmin incelenmesi ve
Fourier Bessel fonksiyonu ile kuantum mekanigindeki spin analizi gibi Tutarli Optik
Goriintiileme tizerine yapilan son aragtirmalarda kullanilmaktadir (Ehrenmark, 1987; Phong &
Stein, 1983; Samson & Evans, 1998). Ayrica, tip bilimlerinde Bilgisayarli Tomografi (CT),
Pozitron Emisyon Tomografisi (PET) ve Tek Foton Emisyonlu Bilgisayarli Tomografi
(SPECT) teknolojilerinde kritik bir rol oynayan ve ¢ok sik kullanilan Radon doniisiimiinde de
bu integrallerin ¢ok dnemli bir yere sahip oldugunu ifade etmek gerekir. Bir nesnenin sagilma
verilerinden enine kesit taramalarina kadar bir goériintiiniin olusturulmasi icin tekil salinimh
integraller kullanilmaktadir (Dominguez, Graham ve Smyshlyaev, 2007). Genis bir uygulama
alanina sahip olmasi1 dolayisiyla, bu tiir integralleri hesaplamak icin giiclii algoritmalari
olusturmak onemlidir. Bu tezde, logaritmik ve cebirsel tekil yiiksek salinimli integrallerin

verimli hesaplanmasi i¢in algoritmalar kapsamli bir sekilde incelenmistir.

Bu tez ¢alismasin da bazi boliimler, yiiksek salinimli ¢ekirdeklere sahip sonlu tekil integral
denklemlerin sayisal hesaplanmasina ayrilmistir. Tekil integral denklemler su anda
aerodinamik, optik, akiskanlar mekanigi, plastisite, elastikiyet, viskoelastisite,
termoelastoplastisite ve kirtlma mekanigi gibi uygulamali matematik ve miihendislik
mekaniginin bir¢cok alaninda kullanilmaktadir. Bu tiir integral denklemler klasik olarak mevcut
olmasa da, kat1 ve akiskanlar mekaniginin 6nemli problemlerinin ¢6ziim( i¢in en son yliksek
teknolojiyi olustururlar. Bununla birlikte, bu tiir integrallerin sonlu integraller olarak

yorumlanmasi kosuluyla, boylesi integral denklemler ¢6ziilebilmektedir.

Genel olarak, ytliksek salinimli ¢ekirdege sahip tekil integral denklemler



12(f.0)= [ H(X) (0K (x:0)dx (1.1)

a

formuna sahiptirler. Burada f verilen fonksiyon, H tekil carpan ve/veya integrasyon

araliginda veya civarinda tekillige sahip bir fonksyon, K (.; a)) salinim parametreli ¢ekirdek ve
(a, b) sonlu veya sonsuz olarak alinabilecek integrasyon araligidir.
v. mertebeden birinci ve ikinci tur Hankel fonksiyonlari HS”)(z),

HY (X) = 3, (x)+1Y, (x) ve HP (x) =3, (x)=i¥, ()

olmak Uzere tipik olarak H (X) carpanlar1 ve K (X; a)) ¢ekirdeklerinin bazi 6rnekleri asagidaki
gibidir:

Cebirsel tekillikler

e

H(X)=|x—u*, a>-La<u<b,
H(x)=(x-a)" (b-x)’ ,a>-14>-1,
H(x)=(x-a)"|x—c[" (b-x)’,@>-14>-11>-La<c<b

b. Logaritmik tekillik: H (x)=log|x— x|, a<u<b

c. Cauchy tipi tekillik: H (x)=1/(x—u), a<u<b

d. Hipertekil tip tekillik: H(x)=1/(x-pu)", a<u<bk>1

e. K(X;®)=e"" tipindeki sahmm ¢ekirdegi, Srnegin Fourier integrali:
Iy (f,0) :.[: x“ f (x)e"dx,(a >-1)

f. K(xo)= H\(,n) (x) tipindeki salimm ¢ekirdegi, 6rnegin Hankel doéniisiimii
(Wong, 1982):

H, (a)):j:x“f (x)H\E”)(a)x)dx, atv>-1(n=12).

Yukaridaki denklemlerde JV(Z) ve Y, (Z) fonksiyonlar1 v, mertebeden birinci ve ikinci gesit

Bessel fonksiyonlar1 olup, sirasiyla
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i sI0(s+v+1)
olarak tanimlanmistir (Milton Abramowitz & Stegun, 1965). Ustelik JV(X) genellikle Bessel
diferansiyel denklemi olarak bilinen

x2y”+xy’+(x2 —vz)y:O
diferansyel denklemini saglar.
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Sekil 1.1: [1,5] araliginda f (X,CU) =J, (80)() fonksiyonu (solda) ve [_111] araligindaki
f ( X, a)) = (1+ X)_% (1— X)% x? g1000ix fonksiyonu (sagda).

Verilen £ fonksiyonu yeterince diizgiin oldugunda

Qu(1)= Yot (x) (12)

formundaki herhangi bir kuadratiir formiiliiniin amaci, 1 —> 90 iken
En,k(f):Q(f)_Qn(f)

hizla azalan bir fonksiyon olmak iizere

belirli integraline yaklagmaktir.

Bir kuadratiir formiilii tiiretilirken, standart bir tasarim {izerinde c¢alisilmalidir, yani f

integrantinin belirli bir smifina uygulandiginda formiiliin tamligi 6nemlidir. (1.2) kuadratir



formulinde, X, ’lar ayrik diigim noktalari iken, @, sayilar1 kuadratiirin agirliklaridir. Bu

calisma da, yiiksek salinimli ¢ekirdeklere sahip tekil integral denklemleri verimli bir sekilde
hesaplamak i¢in Clenshaw-Curtis algoritmalarina dayali yontemlere ve kompleks-integrasyon
tabanli yontemlere odaklanilmistir. Sonraki bes alt boliimde, literatiir hakkinda kisa bir bilgi

verildikten sonra bu tezde kullanilan semalarla ilgili pratik érnekler verecegiz.

1.1 Cebirsel Tekil integraller i¢cin Clenshaw-Curtis algoritmalar1 Hakkinda

Literatur Bilgisi

Sayisal integrasyonda, i> =—1, H tekil garpanlarin veya tekil cebirsel ¢arpanlarin garpimu,

42 >>1 salinim parametresi ve f salimmli ve, tekil olmayan diizgun bir fonksiyon olmak

uzere

G[,u]:j'e‘x”H (x) f (x)dx (1.1.1)

bi¢imindeki Fourier tipli integralin hesaplanmasi ile karsilasiyoruz. (Matematikte bir
fonksiyonun diizgiin olmasmnin daha hizli bir yakinsama i¢in 6nemli oldugu c¢ok iyi
bilinmektedir). (Matematikte, bir fonksiyon ne kadar diizgiin olursa, yaklasiminin o kadar hizli
oldugu iyi bilinir.) simdiye kadar yapilan ¢aligmalar da integralin bu tipi kapsamli bir sekilde
incelenmistir. Cok sayida arastirmaci, yukaridaki integral formundaki denklemin verimli bir
sekilde hesaplanmasi i¢in farkli yontemler iceren 6nemli makaleler yaymlamistir. Bilgisayar
bilimi, miihendislik, astronomi, bilgisayarli tomografi, goriintii isleme, elektromanyetik,
sismoloji, kuantum kimyasi1 ve ¢esitli fiziksel problemler gibi bir¢ok alanda yiiksek salinimli
integrallerin belirgin bir sekilde ortaya ¢iktigini belirtmekte fayda vardir (P Agarwal, Jain,
Agarwal, & Nagpal, 2014; Praveen Agarwal, Dragomir, Jleli, & Samet, 2018; Arfken & Weber,
2005; Brunner, 2007; Hamed & Cummins, 1991; Lu, 2005; Micheal Ruzhansky, Yeol Je Cho,
& Praveen Agarwal, 2017; Morales-delgado, Gomez-aguilar, Saad, Altaf Khan, & Praveen
Agarwal, 2019; P. Agarwal, D. Baleanu, Y. Chen, S. Momani, & Machado, 2020;
Rekhviashvili, Pskhu, Agarwal, & Jain, 2019; Sun & Zamani, 1990). Genel olarak, tekil ve

yiiksek salinimli integrallerin integradlar1 F (x)ei” %™ formundadir. Burada dalga sayis1
parametresi £ veya salmim frekans: kesinlikle biiyiiktiir, F (X) ve ¢ (X) sirasiyla genlik ve

faz fonksiyonlaridir. Ustelik, F(X) genlik fonksiyonu zayif tekillikleri igerebilmektedir.

Integral (1.1.1), gekirdek fonksiyonlarmin sadece salmimli degil, ayn1 zamanda farkli tekillik



thrlerini de icermesi nedeniyle blyulk zorluklara icermektedir. Sonug olarak, (1.1.1) integrali

basit, karisik ve duragan tekillik tiirlerini icerir ve & ve g degerlerine baghdir.

Tekillik ve salinim parametrelerinin asirt davraniglariyla basa ¢ikmak igin birgok stratejinin
gelistirildigi yiiksek salinimli integraller alaninda Filon yontemi (Filon, 1930), Filon-Clenshaw-
Curtis yontemi (Dominguez, 2014; Majidian, 2017), asimptotik metotlar (S. Olver, 2007), ve
bunun gibi bircok yontem onem kazanmistir. Bununla birlikte, bahsedilen tiim yontemler,
salinim parametresi yiiksek diizeyde salinimli hale geldiginde zarar goriir. Ayrica, klasik Gauss
kuadratir kurallarinin, fonksiyon degerlendirme sayisiyla karsilastirildiginda ve daha fazla
sayida frekans goz oniline alindiginda, yiiksek salinimli integrallere yaklasmada basarisiz

oldugu ve ekonomik olmadigi gosterilmistir. Genellestirilmis kuadratiir kurallar1 dahil olmak
iizere ¢esitli yontemler yalnizca X € [a, b] \ {0} oldugunda kullanilabilir.

Matris agirliklar: bulma yaklagimi kullanilarak hesaplanan Gauss Jacobi tipi tekillikler kurali
(Kayijuka, Ndabakuranye, & Hascelik, 2018), diisik ve orta frekans degerleri dikkate
alindiginda cebirsel salimimli (1.1.1) integrallerine uygulandiginda daha iyi bir yaklagim

verecektir.

(1.1.1) integrali g(x)= f (x)e" olmak tzere

I:(x—a)“ (b-x)" g(x)dx

seklinde basitlestirilsin. Ancak, frekans degeri asir1 derecede arttiginda kural zarar goriir. Bu,
degerlendirilen fonksiyonlarin sayisinin da arttig1 anlamina gelir, bu da algoritmanin yavas
hesaplanmasina yol agar.

Ayrica, boyle bir problemle basa ¢ikmak i¢in, ondalik basamak sayisi olarak (bilgisayar

bilimlerinde kesinlik veya dogruluk olarak bilinir) “Machine Precision” kullanilir. Ayni

zamanda Jacobi kurali olarak bilinen Mehle kuadratiir formiilii O(nz) mertebesinde bir

asimptotik hata tahminine sahiptir ve kural 2n—1 dereceli polinomlara kadar olan polinomlar
i¢in tamdir. Bunun yaninda o = g = =0 almirsa, Clenshaw-Curtis kurali ile Gauss kurali
tamamen ayni oldugu goriiliir (Trefethen, 2008).

Degistirilmis Clenshaw-Curtis yontemleri, bu tezin ikinci boliimiindeki ana ilgi alanlarimizdan
biridir. Clenshaw-Curtis (CC) kuadratiri, periyodik olmayan bir fonksiyonu periyodik bir
fonksiyona doniistiirme fikrinden gelir. Yontem, integrandin Chebyshev serisi ile terim terim

kesildigi ve katsayisinin yamuk kurali ile yaklasimmin yapildig: siirekli bir fonksiyonun



Chebyshev genislemeleri kullanilarak olusturulur. Periyodik fonksiyonlar i¢in, yamuk kurali
cok hizli yakinsarken, periyodik olmayan fonksiyonlar i¢in nispeten yavas bir sekilde

yakisama gergeklesir (Clenshaw & Curtis, 1960). Cooley ve Tukey (Cooley & Tukey, 2006)
Chebyshev katsayisini hesaplamak i¢in sadece O(n log n) islemin gerekli oldugunu

gostermistir. Clenshaw-Curtis yaklasimma dayanan iki algoritmanin sunulmasi ve
karsilastirilmasi ikinci boliimiin ilgi alanidir. Bu iki Clenshaw-Curtis algoritmasi hakkinda daha

fazla bilgi bu tezin ikinci boliimiinde detaylandirilmistir.

1.2 Cauchy ve Jacobi tip tekil integraller icin Clenshaw-Curtis Algoritmalari
hakkinda Literatiir Bilgisi

Bircok fen ve miihendislik alaninda, Ozellikle fiziksel problemlerdeki c¢esitli integral

denklemlerde,

1 Alat iot
|2 PO g " A M

m
e L g0 Jt-uze t— py

formunda salinimli bir ¢ekirdege sahip Cauchy Esas Degeri (CPV) ile karsilasiriz. Agikca
yukaridaki integral

1 piot iot iot
E f(t)dtzlimU”_g—e LUF f(t)dtJ,|y|<—1
% t_lu e—07| J-1 t_lu H+e t_‘u

seklinde hesaplanabilmektedir. Literatiirdeki pekcok c¢alisma has olmayan integralin
genislemesini goz Oniine almaktadir (Whittaker & Watson, 1950). Yukaridaki CPV integrali,
verimli hesaplanmasi i¢in muazzam algoritmalar sunan birka¢ arastirmaci tarafindan
hesaplanmistir. Literatiir genis ve tamamen tatmin edicidir. Bunlardan bazilarini asagida
verebiliriz. Okecha (Okecha, 1987), makalesinde verilen f fonksiyonuna yaklasim igin
Lagrange interpolasyon polinomlarin1 ve Legendre polinomlarinin kdklerini kullanmaktadir.
N-1
j=0

Xiang and Wang (Wang & Xiang, 2009) N sayida Clenshaw-Curtis t; = {COS(ﬂ'j /N —1)}

noktalarin1 dikkate alarak birinci gesit Chebyshev polinomu cinsinden N —1 dereceden bir

interpolayon polinomu ile verilen f fonksiyonuna yaklastilar. Burada izlenilen yontem

sOyledir:
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f fonksiyonuna F , (t) =2."aT, (t) kestirilmig polinomu ile yaklagim yaptilar ve daha
j=0
sonra
1 eith ) (t) 1 eimt(FN,l (t)_FN—l(lu)) 1 glet
I(f,u)=|—2"dx= dt+F,_, (u dt
(f.u) fl =y Il - v )flt_y

kuadratiir formiilini  verdiler. U, (t) ikinci cesit j. Chebychev polinomu ve

1
M, = Iei‘”tU ; (t)dt olmak iizere, yukaridaki formiiliin sag tarafindaki ilk integral

B0 Fut) _p8

j+s+1
—H j=0

seklinde ele almabilir. K, =®— @ ve K, = uw—@ secilmesiyle, sag taraftaki ikinci integral
direk olarak
1wt

= dt=e"*{[ Ci(k,)~Ci(|k|) | +i[ Si (k) +Si(k,|) ]}

,1t_/“l

olarak hesaplanabilir. 7 Euler sabiti olmak iizere, yukaridaki esitlikteki Si(t) ve Ci(t)

Ci(y):l‘&dtﬂn y+y= Z% Iny+y,

) %sin (t oo ) y2t
S
() ! t Z (2k+1)!(2k +1)

=O

seklinde alinan siniis ve kosiniis integralleridir (M. Abramowitz & Stegun, 1964).
CPV integrallerini verimli bir sekilde degerlendirmek i¢in ii¢-terimli yineleme bagintisina

dayali bir yontem de 6nerilmistir (Wang, Zhang, & Huybrechs, 2013). Daha sonralar1 f ,

[—1, 1] araligin1 barindiran kompleks diizlemde yeterince biiyiik bir bolgede analitik olarak

kabul edilmek tizere, CPV integrallerinin etkin bir yaklasimi (Wang & Xiang, 2010)’da

verilmistir. Diger bir alternatif yaklagim, salinimli CPV integralini

()= ]S W g (O ) gy 1, )j e;, t

-1 t_,u -1 t— H



seklinde iki integrale ayirmaktir. Yukaridaki durumda sag taraftaki ikinci integralin
hesaplanmasinda, Filon-Clenshaw-Curtis metotlar1 (Chen, 2012) uygulanmistir ve bu yaklasim
hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Dominguez, 2014; Dominguez, Graham, & Smyshlyaev, 2011;
Robert Piessens & Branders, 1992) makaleleri tavsiye edilebilir.

Ugtincti bolumde, o], 1°den kesinlikle daha biiyiik, @, f€(-0,1), veN ve f [-11] aralig

uzerinde yeterince diizgln bir fonksiyon olmak Uzere

: f(t) .
1 (fi)= ehdt, |u|<1, it =-1 (1.2.1)
— ) a ﬂ v l ] . .
L) 10 ()
formunda Fourier tipli integralin hesap adimlari ile ilgilenecegiz. v=0 igin, (1.2.1) integrali
pekcok arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde incelenmistir (Ornegin (Chen, 2014; Kang
& Shao, 2014; Kang, Xiang, & He, 2013; Kayijuka et al., 2018)). v=1 ve o= =0 i¢in, bu
integraller Cauchy Esas Degeri (PVC) integralleri haline gelmektedir ve cesitli metotlar bu

integrali verimli hesaplamak {izere gelistirilmistir (Capobianco & Criscuolo, 2003),(Wang &

Xiang, 2009). Ustelik frekans @ =0 oldugunda ve f (t) ‘nin Hilbert doniisimiiniin varligi i¢in

yeterli sart olan kapali [—1, 1] araliginda Lipschitz ve Holder sartlarin1 saglamasi durumunda,

ayni1 CPV Hilbert doniisiimii olarak bilinmektedir.

Bu tez caligmasinda, o, ##0 ve V=1 olan durumlar1 gz oniine alacagiz. V=0 olmasi

durumunda, diisik frekans degerleri incelendiginde Gauss Jacobi metodu (Kythe &
Schéferkotter, 2004, p. 113) (1.2.1) integralini ele almak i¢in ¢ok etkili olacaktir. Bununla
birlikte frekans biiyiidiigiinde, yontem c¢esitli zorluklara sahip olabilmektedir ve hesaplama
adimlarinda daha fazla fonksiyon degeri bulunmasi gerekebilmektedir ki bu hesaplama icin
harcanan zamani arttirmaktadir. Bunun i¢in sebep sadece integralin yiiksek salinimli olmasi
degil, ayn1 zamanda integrasyon araliginin u¢ noktalarinda tekilliklerin mevcut olmasindandir.

Boyle bir durumdaki asimptotik davranis, kismi integrasyonun art arda uygulanmasi ile 1955

yilinda A. Erdelyi (Erdelyi, 1955) tarafindan ¢alisilmis olup, eger f (t) : |t| <1 icin N defa

siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 8 €[0,+2),a €(—,1) ise, bu durum da



N F(S+a_1) (s+a-2)  —s—a-io dS—l

C, (a)):ZTS)\/e” Dot -t

t=-1

ir s+ﬂ 1)JT> “shgle 3:5__11[(1“)”(0}

s=1

t=1

olmak lzere, @—> 0 iken

¢ f(t)e N

Ia—ﬂdt =Dy (@)-C, (a))+0(co )

S (1+t)" (1-t)
elde edilir.
Bu tiir salinimli integraller uygulamali matematik, bilgisayarli tomografi, goriintii isleme,
astronomi, elektromanyetik, sismoloji ve kuantum kimyasinda hayati bir rol oynar (daha fazlasi
icin bkz., (Arfken & Weber, 2005; Brunner, 2007, 2010; Hamed & Cummins, 1991; Lu, 2005;
Sun & Zamani, 1990) ve buradaki referanslar). Salinimli integrallerin verimli bir sekilde
degerlendirilmesi i¢in olaganiistli yontemler igeren miikemmel makaleler vardir. En eski sayisal

yontem Filon tarafindan formiile edilmistir (Filon, 1930). Filon, Simpson kuralinin salinimli
esdegerini iiretmek icin ikinci dereceden bir f (t) polinomu ile basarili bir yaklagim elde etti.

Ayrica, Filon-Clenshaw-Curtis metodu (Dominguez, 2014) ve Asimptotik yontemler (S. Olver,
2007) baz1 zayif tekil salinimli integrallerin hesaplanmasinda uygulanan diger sayisal stratejiler
olarak verilebilir. Bununla birlikte, tiim bu yontemler, frekans ¢ok biiyiik oldugunda bazi
eksiklikler sergilemektedir.

(1.2.1)’de @=>1, v=1 olmast durumunda, integral daha fazla zorluk ¢ikarmakta ve sadece
integralin yiiksek derecede salinimli hale gelmesinden degil, ayn1 zamanda t = x ’de sinirsiz

hale gelmesi nedeniyle klasik Gauss kurallar1 dogrudan uygulanamaz. Bu tezdeki temel
katkimiz, nispeten diisiik, orta ve ¢ok yiiksek frekans degeri icin verimli bir yontem sunmus
olmamizdir. Bu yaklasim, tek bir verimli yontem iiretmek i¢in Clenshaw-Curtis yontemini ve
En Dik Inis yontemini birlestirir. Ik olarak, verilen fonksiyon Chebyshev serisi ile kestirilir,
daha sonra degistirilmis momentler sayisal en dik inis yontemi ile verimli bir sekilde hesaplanir.
Salinim fonksiyonlarina sahip Cauchy Esas Degeri integrallerini ele almak i¢in 6nerilen yontem

ve secilmis sayisal 6rnekler 3. Boliimde verilmistir.

1.3 Logaritmik ve Cauchy-logaritmik tipli tekil integraller
Logaritmik tekil integraller, dalga sac¢ilimi, kirmnim problemleri, aero ve hidroakustik

problemler, elastisite teorisi vs. problemlerinde g¢esitli uygulamalara sahiptir (Moss &
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Christensen, 1980; Rvachev, 1956; Symm & Jaswon, 1977). BEM olarak kisaltilmig Sonlu
Eleman Yontemleri tekil sinir-deger integral denklemlerini iceren kismi diferansiyel
denklemleri ele almak igin kullanilan metotlardan bazilaridir. Bununla birlikte, integral tekil
carpanlara ve ¢ok biiyiik bir salimim frekansina sahip eszamanli integrandlar igerdiginde,
geleneksel sayisal yontemler bu tiir integraller i¢in sayisal dogruluk saglayamaz. Sonug olarak,
tic tiir tekillik ortaya cikar: (i) Zayif tekillik (ii) Giiglii tekillik ve (iii) Hiper tekillik.

Bu tezde, logaritmik ve Cauchy-logaritmik tekilliklere sahip

Q[f]= '[:(x—ai)“ (b, —x)"[x—=c[ In(x—a,)In(b,—x) f (x)e™dx,  (1.3.0)

ve

Q'[ ¢ ] _ J-: (X—ai)a (bl_x)ﬂ In(x-ai)ln(bl—x) f (X)eikxdx (1.3.2)

(x=p)
formundaki iki yiiksek salinimli iki integralin verimli hesaplanmasina odaklanacagiz. Burada

f (X) , [31, b1] araligini iceren uygun bir kompleks bdlgede holomorfik fonksiyondur. Ayrica

0!,/3,76(—1,00), —0<g < <h <o, |k|>>1, i2=_1 ve & <p<Nbdir. Literatiir taramast

yapildiginda
> j:(x—al)“(bl—x)ﬂln(x—ai)f(x)e”‘xdx,

> :(x—ai)“(bl—x)ﬂ In(b, —x) f (x)e"dx,
- :(x—al)“(bl—x)ﬂIn(x—ai)ln(bl—x)f(x)e”‘xdx,

olacak sekilde logaritmik salinimli integrallerin gesitli tiplerinin daha 6nce kapsamli bir sekilde
incelendigi goriilmistiir (Kang ve arkadaslari, 2013) ve (Robert Piessens & Branders, 1992).
Burada yazarlar, verilen diizgiin fonksiyona yaklasmak i¢in kesilmis Chebyshev agilimim
uygulamislar, ardindan modifiye momentlerin homojen olmayan tekrarlama baglantilarini
kullanarak tekil kismi hesaplamiglardir. Ancak, k frekansi ve yineleme baglantilarinin
kararlilig1 tizerindeki hata analizi nedeniyle c¢ok biiylik bir frekans degeri uygulandiginda,
yaklasimlar1 ¢ok fazla hesaplama siiresi ve islev degerlendirmesi gerektirmistir. Ornek
boliimiinde, yukarida bahsedilen integral tiirlerinin verimli hesaplanmasi i¢in Onerilen

yontemin dogrulugunu gosterecegiz.
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Tipik olarak, yiiksek diizeyde salinimli integraller, basit¢e salinim frekansi veya dalga sayisi

olarak bilinen k'mn kesinlikle biiyiik oldugu, H (X) ve g(X)'in sirastyla genlik ve faz
fonksiyonlar1 oldugu H (X)eikg(x) formuna sahiptir. Ayrica, H (X) zayif ve giiglii tekillik tiirleri

icerebilirken, g (X) belirli bir mertebeden duragan noktalara sahiptir. Genel olarak, yiiksek

salinimli integrallerin degerlendirilmesi, 6zellikle logaritmik tiirler olmak iizere zorlu bir gérev
olarak kabul edilir. Matematigin ¢esitli dallarinda, uygulamali hesaplama bilimlerinde ve
elektromanyetik sa¢ilma, goriintii isleme, kuantum mekanigi, astronomi, sismoloji gibi diger
uygulamali bilimler ve mihendislikteki genis uygulama alanlar1 nedeniyle; salinimh

integralleri ¢6zmek igin gesitli yontemler gelistirilmistir. Cebirsel tekil integrallerin en iyi

r b .
yaklasimin1  elde etmeye ¢ok vurgu yapilmistir.  Ornegin, L f(x)edx ve

J‘:l(x—al)a (bl—x)ﬂ f (X)ei“’xdx integral tipleri birgok arastirmanin ilgi odagi olmustur

((Bakhvalov & Vasil’eva, 1968; Huybrechs & Vandewalle, 2006; Kang & Shao, 2014;
Kayijuka et al., 2018; I. G. G. A. T. K. V. Dominguez, 2013), (Asheim & Huybrechs, 2013;
Dominguez, 2014; Iserles & Ngrsett, 2005, 2006), (1.3.2) tipindeki integraller sadece salinimli
degil, aym1 zamanda zayif ve gii¢lii (Cauchy tipi) tekillikleri de i¢erdiginden ciddi eksiklikler

sergiler. Bu integraller ayn1 zamanda Cauchy tipi integraller olarak da bilinir ve son zamanlarda

hesaplama camiasinda biiyiik ilgi gdérmeye baslamistir. Genel olarak, —0<8, <b1§00 ve
by
a, <p<b olmak uzere Ja f(X)/ (X—,o) dx tipindeki Cauchy esas deger integrali Hilbert

dontistimii olarak kabul edilmektedir. Hilbert integral doniisiimiiniin var olmasi i¢in yeterli
kosul, f (X) 'in Lipschitz ve Holder kosullarmi saglamasi gerektigidir. Integral (1.3.2), farkli

Cauchy salimimli integrallerinin bir genellemesini verir ve 6zel halde asagidaki su iki integrali

g6z 6nine alabiliriz:

f ikx

> bl&d)g
& X_p

> bl(x—ai)“(bl—x)ﬂln(x—ai)f(x)e”‘xdxl
a X_p

Yukarida belirtilen tipten integraller ortaya ¢iktiginda, integrallerin X= p’de sinirsiz hale

gelmesi nedeniyle klasik Gauss kurallar1 dogrudan uygulanamaz. Yiiksek dereceli sayisal
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dogrulukla hesaplanmalar1 i¢in 6zel araglarin igerisinde oldugu hesaplama adimlar1 gereklidir.

Burada bu yiizden makul bir ¢6ziim olarak, hizli ve dogru bir sayisal ydontem dneriyoruz.

Burada integrandlar, integrasyon araligini iceren uygun genis bir bolgede analitik olarak kabul
edilir. Daha sonra (1.3.1) ve (1.3.2) integrallerini [0,00) yar1 sonsuz aralikli birka¢ ¢izgi

integralinin toplamina doniistirmek i¢in Cauchy integral yaklagimini kullaniriz. Ardindan
Gauss tipi bir kuadratiir kurali olustururuz. Bu kural1 olustururken, Gautchi-Logaritmik agirlik
fonksiyonu olarak bilinen 6zel bir agirlik fonksiyonu kullaniriz (Gautschi, 2010). Bununla
birlikte, ilgili kuadratlr kuralini olusturmak i¢in kullanilan diigiimlerin ve agirliklarin verimli
hesaplanmasi i¢in moment tabanli metot olarak degistirilmis Chebyshev algoritmasini ve Jacobi

matrisini kullaniyoruz.

Cauchy integral teoremi yaklasimini kullanarak, (1.3.1) ve (1.3.2) integrallerini hesaplamak,
bir Gauss tipi kuadratiir kuralinin ingas1 ve teorik analizimizi destekleyen seg¢ilmis sayisal

orneklerin timu bu tezin 3. Bélimiinde verilmektedir.

1.4 Cebirsel ve logaritmik Hipertekil tip tekil integraller

Onceki yillarda, [-1,1] arahigs iizerinde, f *stirekli bir fonksiyonu ile verilen

1

f(x

1, (f;u)= j(—)mdx, ~l<pu<lveN,
| (X —H )

formundaki integral, uygulamali mekanik alaninda, iki ve {i¢ boyutlu sinir deger problemlerini

sinir integral denklemleri olarak formiile etmek i¢in kullanilmistir. A¢ik¢a, —1< zz <1araliginda

integrandta gorulen tekillik sebebiyle bu tip bir integral has olmayan integral olarak mevcut
degildir.

Tipik olarak, X=g’da bir kutbun varhigindan dolayr Cauchy Esas Degerini (CPV) veya
Hipertekil integrali siradan has olmayan integral olarak degerlendirmek biraz zordur. Cekirdek
fonksiyonunun tekillik mertebesi, integralin boyutundan daha biyikse, bu taktirde integralin
kendisine hipertekil integral denir. Bununla birlikte, karisik sinir deger problemlerini formiile
etmek icin hipertekil integrallerin fizikte ve uygulamali mekanikte kullanilabilmeleri hayati bir
rol oynar. Bunlarin yani sira, elektrodinamik, aerodinamik, akustik ve benzeri alanlarda sonlu
integrallerinin ¢esitli uygulamalarini bulabiliriz; bu uygulamalar hakkinda daha fazla bilgi igin
(Ashley, H. and Landahl, 1985; Bostro, 2003; Ladopoulos, 2000; Nik Long & Eshkuvatov,
2009; Robertson, 1967) calismalarina bakilabilir.
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Bu tezdeki temel amacimiz, «, 8> -1, 86{0,1}, |60| >>1, a<u<b, —w<a<b<o iginve

f, [a, b] araligini iceren uygun genis bir bolgede x ’in bir analitik fonksiyonu olmak tizere

|[S][f;ﬂ]:jb(x_a)a (b—x)ﬁ[ln(x—a)vln(b—x)}S f(x)e™ o (veN), (14.1)
: (x=u)

formundaki hipertekil integralinin hesaplama verimliligi {izerine olacaktir.
Basitlestirmek icin, @@ (x)=(x—a)"(b- x)’g [In (x—a)In(b— x)}S fonksiyonu, [a, b]

iizerinde agirlik fonksiyonu olmak iizere, yukaridaki integral

S b &' “” (x) T (x) e
! (x-u)

formunda yazilabilir. Yukaridaki integrali analiz ederken, asagidaki durumlarla

dx, (1.4.2)

karsilagmaktay1z:
a) S= {0,1} ve V=0 oldugunda, integral cebirsel (s=0) veya Iogaritmik(s :l) tekil
yliksek salinimli integral haline gelir,
b) v=1 oldugunda, integral yiiksek salinimli ¢ekirdekli Cauchy Esas Degeri (CPV) haline
gelir,
c) v=2 oldugunda, integral yiiksek salimimli g¢ekirdekli Hadamard Sonlu Kismi

anlamindaki integral olarak anlasilmaktadir,

d) v>2oldugunda integral hipertekil, yiiksek salinimli integral olarak gdz oniine alinir.

Birkag degiskenin tiirevi i¢cin Cauchy Hiperbolik problemini hesaplama girisiminde, Hadamard
(J. Hadamard, 1932; J.Hadamard, 1932), hipertekil integrallerde sonlu-par¢a kavramini tanatt.
Sonug olarak, o zamandan beri, 6zellikle »“#* =1 ve @w=0 olmasi durumlarinda, érnegin
Gauss baglantili kuadratiir tiplerinde hipertekil integraller i¢in en hizli algoritmayi elde etmek
icin ¢ok sayida yaklasim elde edilmistir(Criscuolo, 1997; Diethelm, 1999; Hasegawa & Torii,
1991; Li & Li, 2013; Monegato, 1994), (Golberg, 1987). Cauchy esas deger integralinin
(Criscuolo, 1997) k. mertebeden tiirevi cinsinden (1.4.1) basitce

1 d*t ™ (x) T (x)e
—1)!d,u'“1 a X— U

1B ;] = o dx. (1.4.3)
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olarak yeniden yazilabilir. Yukaridaki esitligin integral kisminda, o P) (X) =1 ve frekans
w=0 oldugunda, integrasyon kismi Hilbert doniisimii halini alir ve Hilbert’in varlik
déniisiimii i¢in yeterli kosul, f (X) ’in kapal1 bir [a, b] araliginda Lipschitz ve Holder kosulunu
saglamasidir. Ustelik J: f (x)/(x— ) dx Cauchy esas degeri integrali genis bir sekilde

calisilmistir. Robert Piessens ve arkadaslar1 (R. Piessens, de Doncker-Kapenga, Uberhuber, &

Kahaner, 1983), Clenshaw Curtis yaklagimini kullanarak 4 ’niin tek bir degeri i¢in otomatik

bir hesaplama vermistir, Hasenagawa ve arkadas1 (Hasegawa & Torii, 1991), [—1,1] aralig1

tizerinde Cauchy integraline yaklagmak i¢in Clenshaw Curtis metodunun (Clenshaw & Curtis,
1960) bir genisletmesini saglamistir. Son yillarda, pek¢ok bilim insani hipertekil integral
denklemlerin sayisal hesabi i¢in ¢ok sayida sayisal yontemi ve uygulamasi iizerinde
calismiglardir ( daha fazla ayrint1 i¢in (Elliott, 1982; Feng, Li, Gao, Qian, & Yang, 2019; Hsiao,
Kopp, & Wendland, 1980; Kang & Shao, 2014; Muskhelishvili, 1972; Venturino, 1986;
Zastrow, 1985) referanslarina ve bunlarin referanslarina bakiniz). Bu tiir integraller genis bir
uygulama yelpazesi icerdiginden, bu tiir integrallerin sayisal hesaplanmasi i¢in hizli ve dogru
bir algoritma saglamak biiyiik ilgi gérmektedir.

Buradaki birincil amacimizin, yiiksek salinnmli ¢ekirdege sahip cebirsel ve logaritmik

hipersingular tip integrallerin verimli hesaplanmasi i¢in hizli bir algoritma saglamak oldugunu
belirtmek 6énemlidir. f ’nin [a, b] araligini igeren uygun bir genis kapali bolgede holomorfik

bir fonksiyon oldugu varsayimina dayanarak, orijinal integral pozitif yar1 sonsuz bir aralikta
birka¢ ¢izgi integraline doniistiirilir. Daha sonra, bu ¢izgi integralleri Gauss baglantili
kuadratiir kuralinin olusturulmasi kullanilarak hesaplanir. Ayrica, pozitif yari-sonsuz aralik
iizerinde Gautschi logaritmik agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir polinomu saglayan iig
terimli yineleme bagntisinin yineleme katsayilarini iireten algoritmalar, moment bilgisi
yaklagimi kullanilarak karsilagtirilmistir.

Boliim 4'te, onerilen yontemi kullanarak (1.4.1) integralini hesaplanacagiz. Gauss baglantili
kuadratiir kuralinin ingasini verecek ve Onerilen algoritmalarimizin verimliligini kanitlamak

icin sayisal ornekler sunacagiz.
1.5 Kompleks integrasyon temelli metotlar

Bu tezde bazi boliimler, karmasik integrasyon yontemleri olarak adlandirilan ydntemleri

kullanarak yiiksek salinimli ¢ekirdeklere sahip tekil integral denklemlerin hesaplanmasina
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odaklanmaktadir. Bu yontemler, u¢ nokta tekillikleri olan integrallerin sonlu Fourier
doniisiimlerinin degerlendirilmesinde kullanilabilir. Salinim integrallerini verimli bir sekilde
hesaplamak igin gelistirilmis muazzam yontemler arasinda en dik inis yontemi (Asheim &

Huybrechs, 2010) adi verilen yontem vardir. Buradaki ana fikir, bir salinim fonksiyonunun
orijinal integralini, (0,+00) tizerinde lissel olarak azalan agirlik fonksiyonuna goére salinimli

olmayan ve hizla azalan integrallerin toplamina doniistiirmektir. Daha sonra, bunlarin her biri,

k
Gauss-Laguerre ile veya pozitif k degerli Freud agirlik fonksiyonu € ’ye gore bir Gauss
kuralinin ingasi ile veya cift tistel yontem ile verimli bir sekilde tahmin edilebilir (Mori &
Sugihara, 2001; Takahasi & Mori, 1974). Teknigin yiiksek asimptotik diizene sahip oldugu iyi

bilinmesine ragmen, bu teknik integrasyon araligin1 barindiran uygun sekilde secilmis biiytik

bir karmagik bolgede verilen fonksiyonun analitikligini gerektirir. Ornegin, [—1,1] araligi
Uzerinde _"jlf(x) Exp(ia)g(x))dx genel Fourier donilisiimiinii g6z Oniine alalim. Cauchy

Goursat integral teoremine dayanarak, integralin degerini degistirmeden, sadece f Ve (’nin

holomorfik fonksiyonlar olmasi durumunda, integrasyon yolu karmasik diizlemde
diizenlenebilir (Peter Henrici, 1974). En dik inis yontemi, genel Fourier integralini salinimli

olmayan ve Ustel olarak azalan hale getiren g ’nin sabit bir reel kisma ve giderek artan bir sanal

kisma sahip oldugu, en dik inis yolunu takip etmemiz kosuluyla elde edilir.

Teorem 1.5.1. Bir fonksiyon basit kapali bir konturun i¢inde ve lizerinde tiim noktalarda

analitik ise,

elde edilir.

Bu teorem Cauchy-Goursat teoremi olarak bilinir (Brown & Churchill, 2009, p. 152) ve bu
tezde elde edilen yeni sonuglar1 belirtmek ve kanitlamak igin kullanilmistir. Kompleks tabanli
yontemlerin Fourier integrallerine uygulanmasi i¢in bazi 6rnekler ve bunlarin hata analizi

sonraki alt boliimlerde tartisilacaktir.
1.5.1 En dik inis yontemiyle sonlu Fourier doniisiimlerinin Hesaplanmasi

Bu alt boliimde, segilmis sonlu Fourier integrallerini degerlendirmek igin daha dnce bahsedilen

yontemi uyguluyoruz; sonsuz Fourier integralleri de bir sonraki alt bélimde incelenecektir.
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d . k
If[G]::I G(x)e""dx, k=123,.. —w<c<d<wo (L5.1.1)
c
ve
1 .
[ F]= ] f(H, (x)e"dx, u>>1 1=123 (15.1.2)
formunda tekil ve yiliksek salinimli Fourier integrallerinin hizli hesaplanmasi i¢in ¢izgi

integrallerinin toplamina dayanan bir teknigi tartisacagiz. Burada G ve f fonksiyonlar

salimmh olmayan, yeterince diizgiin fonksiyonlardir. i = v_1 Ve «, 3,4 >—1 olmak tizere, H,
tekil carpanlarin ¢arpimi olup,
a) H{“" (x)
b) H{"") (x)
c) Hi“) (x)

1
1+x)"(1-x)" ,~1<a, B <1,
(

1) -3 (1-x)

bi¢imlerinden birine sahiptir. Eger f ve G analitik iseler, yukaridaki integrallerin [0,-|-00)
aralig1 tizerindeki integrallerin bir toplamina doniistiiriilebilmesi miimkiindiir ki bu da hata

tahmini 0(1) olan Genellestirilmis Gauss-Laguerre integral kurali kullanilarak

degerlendirilecektir. Ustelik, n noktali Gauss-Laguerre integral kurali kullanilarak, |fl[ f ] ‘e

basaril1 bir yaklasim elde etmek i¢in sadece 3n integrandin hesaplamasina ihtiya¢ duyulacaktir.
Tim siireg, sayisal en dik inis yontemi olarak iyi bilinen yontemi kullanarak tamamlanir.

(1.5.1.1) integralinin hesaplanmasi iki sekilde gergeklestirilebilir: (1.5.1.1) integrali G ’nin

analitikligini dikkate alarak integrali iceren kompleks bir bolgede hesaplandiktan sonra, | [G]L

Gauss-Laguerre kuadratiir kurali ile etkili bir sekilde hesaplan integral ve I [G]k, pozitif k
k

degerli e Freud agirlik fonksiyonlaria bagli Gauss kurali olusturarak hesaplanan integral

olmak iizere, (1.5.1.1) integrali 1° [G]: |§°[G]L+ Ig°[G]k seklinde iki integralin toplamina

ayristirilacaktir. ' Yontem, bir ortogonal polinomu saglayan homojen olmayan ii¢ terimli

tekrarlama bagintisinin d, ve bk degerlerini belirlemeyi gerektirir. Bu katsayilar Chebyshev
algoritmasi kullanilarak elde edilebilir (Gautschi, 2004). Ayrica, olusturulan Gauss kurali, d,

ve b[( katsayilarinin degerleri kullanilarak olusturulan Jacobi matrisinden elde edilen diigiimleri
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ve agirhiklan gerektirir. | [G]Lve Iy [G]k integrallerinin toplami (1.5.1.1) integraline ihtiyag

duyulan yaklasimi verir.

R
Im (2) Cs
R ol
I,
S@ Yy & Ce A
l Ly G I T
Ts c ¢
0 Al 3 [ & dl
2 -> & Re (2) a T ) 1

Sekil 1.5.1: (1.5.1.1) integrali i¢in integrasyon bolgesi (sol) ve (1.5.1.2) deki integral igin integrasyon yolu (sag).

L — <«
R T i
N
E
P-P,
Mk nf‘Lrﬂ To (4
r
4 el =+ L. L H% > 1 1 Re (2)

Sekil 1.5.2: c tipli (1.5.1.2) deki integrand i¢in integrasyon bdlgesi.
1.5.1.1 Fourier tipinde (1.5.1.1) integralinin Hesab1
Bu kisim da
11[G]= Id G(x)e“ dx, k=1,23,.. —co<c<d<om,
c

formundaki (1.5.1.1) integralini hesaplama problemi ile ilgilenecegiz. Burada, ¢’nin sifir

oldugunu kabul ederek ve x* =t olmak tizere degisken doniisimiinii kullanarak ve genelligi

kaybetmeden, integrali

[]= [} o) a

(1.5.1.1.1)

formun da yazabiliriz. (1.5.1.1.1)’in hesaplanmasi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 1.5.2. Kompleks diizlemde C ={z e C:0<Re(z)<d*,Im(z)=0} bolgesinde G bir

holomorfik fonksiyon olsun. Bu taktirde (1.5.1.1.1) integrali
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e i

Grree

formundaki integrale dontistiiriilebilir.

(15.1.1.2)

Ispat: Yukaridaki teoremin ispat1 (Kayijuka, Alfageih, & Ozis, 2021) makalesinde bulunabilir.
Simdiye  kadar, (1.5.1.1) integralinin 1ki  farkli integralin  toplami olarak

I [G]= Iy [G]L + 1y [G]k seklinde de alinmasiyla degerlendirilebilecegini gozlemledik,

burada birinci kisim Genellestirilmis Gauss-Laguerre ile ve ikinci kisim da Freud tipli agirhik

fonksiyonuna bagli Gauss kuralinin insaasi ile hesaplanabilir.
Sonsuz [0,00) aralig1 lizerinde bu kuralin a)(X) =e " agirlik fonksiyonu ile enterplasyonu,

asagidaki formiille yazilan Gauss tipli kurali verir:

n

j:w(x)b(x)dx=2wsb(xs)+ R, (b).

s=1
Burada R, (b) hata veya kalan, X ’ler L, (X) Laguerre polinomlarimin sifirlar1 veya diigiimleri

(Krylov, 2006), ve @, ler kuadratiir kuralinin agirliklaridir. Eger D€ P, ise, R, (b)=0
oldugu hatirlanmalidir. Gauss-Laguerre kurali 2n—21 dereceli polinomlar icin uygundur.
n-noktali X diigiimlii ve @, agirhkli Gauss-Laguerre formiili ile I{f[G]L integraline

yakinsayan asagidaki formiil elde edilir:

P 1-k
© L _L i d® - 210 4ixg wd 4ixg | k
17[G] _( yk)e# ;wse(k( . )j( ) € (L5.1.13)
Burada @, agirliklar

o, = XS . (1.5.1.1.4)

(1) L (%)

ile bulunur. Kuralin tahmini hatas1 (M. Abramowitz & Stegun, 1964)

En(G):(n—!)ZIG(Z”)(f), 0<&<m,
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ile verilir. Herhangi bir n-noktali kuadratiir kuralinin tahmini hatasinin, kuaratiir noktalarinin

sayisina ve integranda bagli olduguna dikkat edilmelidir.

Iy [G]k ‘nin hesaplamasi Freud tipli agirlik fonksiyonuna bagl olan Gauss insaasina ihtiyag
duyar.

p(X) is ¢ift, reel, negatif olmayan ve surekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak Uzere, Freud

agirhiginin
W(X)=efp(x), —00 < X <00,

formuna sahip oldugu bilinir. Bazi bilinen 6zel durumlar k =1,2,.... igin p(x) =Xx* olma

durumudur. Buradaki kilit nokta, momentler cinsinden determinant formda ifade edilebilen
ilgili rekiirsiyon katsayilari ile bir ortogonal polinom formiile etmektir. Bununla birlikte, klasik
Chebyshev algoritmasi, determinantlar1 atlayarak dogrudan momentlerden rekirsiyon

katsayilarii elde etmek i¢in de benimsenmistir.

M moment olsun ve

L :IdW(x)x‘dx, i=12,... u>0

c
ile tanimlansin. Ortogonal monik polinom Hi(.)=Hi(.,W(X)), i=0,1.. igin {ai,bi}::;
katsayilari, son satirimin ve ikinci son siitununun kaldirilmasi ile olusturulan A, =1 ile n.

mertebeden A, Hankel determinantini ve A, =0 ve A, = 14 ile n+1. mertebeden A, Hankel

determinantin1 kullanarak (Gautschi, 2004) ¢ikarilabilir.

Chebyshev algoritmasi1 (Gautschi, 2004) ekonomik oldugu ve daha az islem gerektirdigi i¢in
momentleri hesaplamak i¢in kullanilabilir. Ancak, algoritma yeterli derecede kararli degildir.
Bu nedenle Chebyshev algoritmasindaki momentler ya sembolik olarak ya da ¢ok yiiksek
hassasiyetle hesaplanmalidir. Gama fonksiyonu sayesinde (Milton Abramowitz & Stegun,

1965), Freud tipi agirlik fonksiyonlarinin momentleri, Gama fonksiyonu cinsinden basitce

F(H—l)
yi:.[mx‘efxrdx:—r, i=0,1..and r=12,..
0 r

sekilinde elde edilebilir.
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Tablo 1.5.1: r=2 igin e karsilik gelen {a. b, }9 , Katsaylar

a.

h

0.56418958354775628694807945156077 0.88622692545275801364908374167057
0.98842539284680028548706335878879 0.18169011381620932846223247325497

1.2859676193639399602827887260072
1.5247208440801153035130022763796
1.7301922743094392567715613980002
1.9134998431431025707186744531146
2.0806203364008332248176222241316
2.2352283805046391496583172950811
2.3797824435046374209405350458580
2.5160256434438664097634179698490

0.34132512895943919856417178056476
0.50496215298800163193575115541755
0.67026419463961908567850839109470
0.83617049928031101554882352780077
1.0023478510110108422245382000471
1.1686711647442727438147851444475
1.3350829222423353579798779421644
1.5015525993447618438952914329038

Simdiye kadar kalan sorun, Gauss kuralin1 hesaplamak i¢in elde edilen katsayilar1 kullanmaktir;

katsayilar zaten bilindigi i¢in basittir. Buradaki fikir, elde edilen katsayilar1 kullanarak Jn
Jacobi matrisi (Gautschi, 1994) olarak bilinen simetrik bir ti¢lii kdsegenli matris olusturarak

matris yaklagimin1 kullanmaktir. Digiimler Jn’in O0zdegerleri ve agirliklar da Jn in

ozdegerlerine karsilk gelen 06z vektorlerdir. Ozdeger problemini ¢dzmek, hem

normallestirilmis Ozvektoriin yapisindan hem de Jn’den faydalanmay1 gerektirir. TUm
hesaplama O(nz) islemde yapilabilmektedir. Normallestirilmis 6zvektoriin yalnizca ilk

bileseninin belirlenmesi gerektigini hatirlayalim. Agirliklar
2
o, :,uo*(vk’l) , k=1..,n,

formuli ile verilir.

Yukaridaki formiilde, Vy; 6zdegerler ile iliskili normallestirilmis 6zvektordiir.
Cauchy ¢izgi integrali yaklasiminin yaklagim hatast 2n’e esit mertebeden bir hataya sahiptir ve

bu da n kuadratiir noktalarinin sayist olmak tizere £ —>00 iken O(,u’zn’l) olmas1 anlamina



21

gelir. Bununla birlikte bu makalede k pozitif olmak tzere P(x)=(x—c)k i¢in, yaklasimin

hatas1 asimptotik olarak o( yz(kl)) mertebesindendir.

o 0C0S(X) el
Tablo 1.5.2: k =1,2,3,4 olmak Uzere . We dX integrali icin mutlak hatalar.

2\ K 1 2 3 4
100 2.7x10-18 2.9x10-13 2.1x10°11  2.2x10°10
1000 2.0x10729 7.6x1071° 3.8x10°1° 2.5x10°13
5000 0.1x10°31 1.1x10722 1.2x10°Y7 3.9x10°1°
9000 0.1x10°31 4.3x10724 1.4x10°18 8.5x10-1¢6
10000 0.1x10°31 2.4x10-24 9.8x10-°1? 6.4x1071¢

1.5.1.2 (1.5.1.2) Fourier tipindeki integralin Hesabi
1

Durum 1: Ifl[f]::_[ R (X)H, (x)e"*dx, u>>1 formundaki Fourier integrali

Ifl[f]::J.l f (x)e**dx

formundaki Fourier integralinin hesab1 asagidaki teorem ile 6zetlenebilir:

Teorem 15.3 (Kayijuka et al, 2021). Z—>f(Z) fonksiyonu kompleks bir

C= {Z eC:-1<R(z)<13(z)2 0} bolgesinde tanimli ve analitik olsun; bu taktirde

Ifl[f]:jllf(x)e‘”xdx

N P (1.5.1.2.1)
('/1 )e _[Of( - )e dy ej'of(ﬂ)e dy |.

integraline yakinsayan n-noktali Y, diigimlerine ve W, agirliklarina sahip Gauss-Laguerre

formuld,

Qui F1= (%)[e—w;wk f () ey w, f (%)} (15.1.2.2)

k=1

ile verilir. Burada W, agirliklar1 (1.5.1.1.4)’te belirtildigi gibi elde edilmistir.
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Teorem 1.5.4 (Fang, 2016). f ’in bir holomorfik fonksiyon oldugu ve Teorem 1.5.3’{in biitiin

1 .
sartlarin1 sagladigi farz edilsin. Bu taktirde, |f1[ f ] =J f (X)ew “dX integraline yaklasimm hata

tahmini
Ec[F]=[15[1]-Qun [ 7]
ZO(/[ZH),,U—)OC.

ile verilir.

Durum 2: 14 [f]:= J._ll f (x)H,(x)e**dx, u>>1 formundaki Fourier integrali

1 e _
1L [f]= L(1+ X)" (1-x)" f (x)e"*dx,
formundaki Fourier tipli integralin hesabi, asagidaki teoremden elde edilir.

Teorem 1.5.5 (Kayijuka et al., 2021). r pozitif ve yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere C—C,
kompleks bolgesinde f (Z) ’in bir holomorfik fonksiyon oldugu farz edilsin. Eger 3 (Z) —>®

iken f(z) tstel mertebeden ise, bu taktirde

Gy o HED (@) f (2)edz=0, (15.1.2.3)

Ve

I [ ] =it et [ (2e) g f () ey

0 M M

e () (e

M

(1.5.1.2.4)

(1.5.1.2.4) integrali, sadece 0(1) islem ile hesaplanmis Genellestirilmis Gauss-Laguerre

kuadratiir kuralina atifta bulunur. yﬁ“) ve yﬁﬂ) sirastyla Genellestirilmis Gauss-Laguerre

kuralinin diigiimleri ve W,Ea) ve W,E'B) de sirastyla ye” ve yﬂe'y agirlik fonksiyonlar cinsinden

belirlenen bu diigiimlere karsilik gelen agirliklar olsun. Bu taktirde, (1.5.1.2.4) integraline n-

noktali yaklagim formiilii
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(o) i (@) [ 2y iy
Que 1t 2] )

(1.5.1.2.5)
() e Sl 2l )
k=1

ile verilir.

1 .
Algoritma 1. J:l f (X) HZ(X)e"‘XdX integralinin hesab1
Girdi: 4;hanesayisik;a; f; f (t);
Cikti:
1: While |hata|>10"(-Precision)*k<100;

2: yﬁ“) ve yﬁﬁ ) diigtimlerini hesapla;

3: 4 igIn nga) agirliklarini hesapla;

4: 3 igin W,E'B ) agirliklarini hesapla ;

5: k=1,.,n icin (1.5.1.2.5)deki gibi Q[ f] e yaklasim yap;

6: Return k=1,..,ni¢ink ve QHz(n,k)[f] degerlerini yazdir;

Yukaridaki algoritma Mathematica programinda . =100;digits =32; o =-1/3; f=-1/6 Ve

f (t) =t*e' girdileri ile calistirildiginda, sadece 0.031250 saniyede 3.98x10-22 mutlak

hata degerini liretmektedir. Burada hatanin, tam ve yaklasik sonuglarin arasindaki farkin mutlak

degeri oldugunu hatirlatalim.

Teorem 1.5.6 (Fang, 2016) f bir holomorfik fonksiyon olsun ve yukarida bahsedilen Teorem

1.5.5’in sartlarini saglasin. Bu taktirde (1.5.1.2.5) kuralinin asimptotik hata tahmini
Ey. [ f ] = ‘ Iil[ f ]_QHz(n,k) [ f :” S O(ﬂ7(2k+l)7min{a'ﬂ})a H—> PO

ile verilir.

Kesin olarak aciktir ki, frekans ne kadar artarsa, ihtiya¢ duyulan fonksiyon hesab1 sayist o

kadar az olur.
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Tablo 1.5.3: J._ll(x+1)7m(1—X)fﬂecos(x)ei"xdx integrali icin mutlak hata ve hesaplama

zamani
y7; Mutlak Hata Caligma Zamani(Saniye)
10 7.19x10715 0.312
100 4.13x10723 0.015
1000 2.94x10-28 0.031
10000 1.32x107°2? 0.012
100000 2.76x10732 0.015

Durum 3: I%[f]= J: f (X)H,(x)e*dx, u>>1 formundaki Fourier integrali

Burada,

L[ f]=] (1 X)" [x=4f" (1-x)" f (x)e"™dx.

1

-1
formunda Fourier tipli integralin hesaplanmasin1 géz Oniine aliyoruz. Yukaridaki integral,
xe[4.1] icin Hy(x) f(x)e" ve xe[-L4] igin Hy(x) f (x)e" olacak sekilde iki integrale
parcalanabilir. Bunlarin hesaplanmasi, iki integralin karmagsik bir diizlemde ayr1 ayri

hesaplanmasi ile gerceklestirilir (bkz. Sekil 1.5.2). Simdi tiim sorunu derinlemesine ¢6zmemize

yardimc1 olacak bir teorem sunalim.
Teorem 1.5.7 (Kayijuka et al., 2021). P={Z eC:-1<R(2)<1,0<3(z) < L}; kompleks

bolgesinde f analitik reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 1% [ f ] integrali,
[ f]=10(a, B4 p)+ 1 (a, B4, 1), (1.5.1.2.6)
toplamina doniisiir. Burada

(o) = ()" Ty () () 8 ()

+i“+1e”‘i,u(_a_l) J'O“’ v ( 3y2—:iy )ﬁ ( Zy/:iy )A : ( —;:riy ) e~Vdy,

(1.5.1.2.7)
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ve
Il(a,ﬂ,ﬂ,,y):(—i)iﬂewﬂ( 2= 1)J‘O ya(z y) (%ley)ﬂ f (ﬂ+|y) eVdy

"
_Hﬂ+1e ,U( B lJ’ (3#;5')/) (# 2Iy) (ﬂ+2ly) “Ydy

(1.5.1.2.8)

seklindedir.
Genellestirilmis Gauss-Laguerre kurali (Gautschi, 2004), (1.5.1.2.6) integralini iceren
(1.5.1.2.7) ve (1.5.1.2.8) ¢izgi integrallerinin verimli bir sekilde hesaplanmasi igin

kullanilmistir. Burada yﬁ“), yﬁﬁ ) ve yﬁ“ olmak {lizere Genellestirilmis Gauss-Laguerre
Kk f e qeeee (a) (B) (2) an-y Ba-Y An—y
uralinin ti¢ tip diiglimii tanimlanir ve W, *, W’ ve W, de sirasiyla Y € 7, Y7€ “ veYy'€

agirlik fonksiyonlar1 cinsinden belirlenen bu diigtimlere karsilik gelen agirliklardir. (1.5.1.2.7)

ve (1.5.1.2.8) integrallerinin yaklagimi
Quyini L 1= Qg [ 1+ Qs [ ] (15.1.2.9)

olup, burada

B w2
—i)" e w2 W (6) L2
Q—l(n,k) [ f ] = ( ) A+ ZWIE/}) (3ﬂ 22/ty ) (ﬂ S/\;l ) f (# 521/ )

(1.5.1.2.10)
i o _j s () Sy—Ziy(a) d Zﬂ—iy(a) 8 —,u+iy(a)
(] e ) o)
ve
AL
—i) e O\ w2y VP g (i
Ql(n,k)[f]z( ,L)I/M ;Wﬁi)(zyuy )(ﬂjxf ) f(ﬂ/f )+
B (1.5.1.2.11)

o e )
u 2u 2u 2u

dir.

Burada girdi degerlerini

mu=9000; (*frekans*)

pr=16;(*dogruluk*)

digits=32; (*basamak sayis1*)

f[t_]:=t*Exp[t]; (*verilen fonksiyon*)
alf=-1/3;bet=-1/6;lambda=1/2;(*alfa, beta ve lambda’nin degerleri*)
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1
=1

Algoritma 2. j f(x) H3(X)ei”XdX integralinin hesabi

Girdi: u;digits;a; 4; ; f (t);

Cikti:

1: |hata|>10"(-Precision)*k<100 oldugu siirece;
2: yﬁ”), yﬁ” ve yﬁﬁ ) diigimlerini hesapla;

3: o IgIn Wﬁa) agirliklarini hesapla;

4: g icin Wﬁﬁ ) agirliklarini hesapla;

A igin W‘(f) agirliklarii hesapla;

a1

6: (1.5.1.2.9)deki gibi Qy ([ f]7e yaklasim yap;

7: Return k =1,...n icin k ve QH3(n,k)[f] degerlerini yazdir;

olarak alip, yukaridaki algoritma dikkate alinarak Mathematica’da yazilan program
calistirildiginda, mutlak hata 0.015625 saniyede 1.7x107? olarak hesaplanmaktadir.

Teorem 1.5.8. f bir holomorfik fonksiyon olsun ve yukarida bahsedilen Teorem 1.5.7’in

sartlari saglasin. Bu taktirde 1, [ f]= J:ll H, (x) f (x)e"dx integralinin sayisal kuadratiir kural

i¢in hata yaklagimi
Eya F1=]1 [ F]-Qunn [ ]
:O[( k! min{l“(k+a+1) 2T (k+ B +1) F(k+/’t+1)}], 450

2k)| 2k+a+1 ! 2k+p+1 ! 2k+A+1

H H JZ

ile verilir.
Ispat: (Hildebrand, 1974, p. 395) calismas1 uyarinca, 7 >—1 olmak iizere flx’e‘xf (X)dx,

integralinin k -noktali Gauss-Laguerre kuadratiir kuralinin hatasi

k1) 12(8) 0< £ <o

(2K)!
formuli ile verilir.

Yukaridaki formiil uygulandiginda,



_ 3 (2K)
ar(ees) || o f3u2iy® \* (w2 ¢ [ w2
Ek’3 [ f ] < (2k) 1P 2( 2u 2u f 2u "
L Y =4
_ 2
ar(kra) || (2u-2@ ' (20 ) f iy 0
(2k)!,u”“r1 2u H “ (a) £
L Yy =62
_ 2
kir(keast) || [ 2usigt? \* [ ur2ig?) ﬂf priyl) -
(2Kk) a 2 ! YW g
L k =63
2r(k+p+1) [ 3+2ig \? ( 1-2ig \* 1+2ig; ®9
#2k+ﬁ+1 _( 2 ) ( 2 ) f ( 2 )i|§161 i
Kl (k+a+1) || ( 2-2ic, \# C oV N
Ek,3[ f ] < T). P |:(Tz) (2 - IgZ) f (_1+ 5% ):| & *
2=y
I(k+2+1) -\ (1+2ig |2 N
W[(2+|§3) (Ts) f(l—l—lg})} 5
637,

elde edilir.

Bu durumda,
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61162163 E(O!OO)

[(k+a+1) 20(k+B+1) T(k+A+1)

ve &.6,,5¢€(0,0)  olmak hata

Uzere,

d

<zkk!>!”“”{

Tablo 1.5.4: @ =3, f=—5,A=7 igin fl(1+ X)*[x=4" (1-x)" log

2k+a+1 !

2k+p+1

yli

) T }] olarak azalir ve bu ispati tamamlar.
U

X2 +4
2

X“+1

e“*dx

integralinin hatalar1 ve hesaplama siireleri

y7; Mutlak Hata Hesaplama Suresi(Saniye)
100 1.068x10°17 0.031
1000 1.134x10-24 0.030
10000 2.762x10-27 0.015
100000 3.000x10-34 0.015

1.5.2 Dik inis yontemi ile sonsuz Fourier doniisiimlerinin Hesaplanmasi

Bu alt bélimde, en dik inis yaklasimin1 kullanarak sonsuz Fourier doniisiimlerinin
hesaplanmasini ele aliyoruz. Devaminda, asagidaki V mertebeli birinci gesit salinimli Hankel

fonksiyonunu ele aliyoruz:
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HHE Lw f(x)HY (px)dx. (1.5.2.1)

Sekil 1.5.3: CL integrasyon cevresi.

Yukaridaki integrali hesaplamak igin (0,¢),(0,c+L),(c,iL) kése degerlerine sahip bir yol ile

kompleks diizlemde (bkz. Sekil. 1.5.3) uygun bir ¢eyrek daire segip, L—>oo kabull
yapilmalidir. Hankel fonksiyonlarmnin integral formunu kullanarak (Gradshteyn & Ryzhik,
2007),

y(x)= I (1+55)" “t"etdt and B, =(Z)e e [F(v+%)]_l.

olmak Uzere, integrali

I, [f]= BVJ':O f(x)xy(x)e" dx

olarak yazilabilir. Cauchy integral teoremi kullanilarak, integral daha sonra (Milovanovic,

2017)
:—BJ'J' c+'t c+it)fv(c+ﬁt+ﬁs)viésv’%e*tefsdtds

olarak da cikarilabilir.

_1

F(x y;b)= 'ﬂbf(b+ x)(b+ x) (b+%x+#y)vz

olmak {iizere, bu integral i¢in Gauss kurali

le|<2 :_Bzza)nka) F(nk’ ok, )

(=1 k,=1
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formunda yazilabilir.

Burada sirasiyla @y, Ve S, , @ (S)=SH/267S agirlik fonksiyonuna gore genellestirilmis

\
Laguerre kuadratiir kurali i¢in agirlik ve diigiimler iken, @,, ve tn,kl klasik Laguerre kurali

icin agirliklar ve diiglimlerdir.

Tablo 1.5.5: Ilwl)fx4 Hff)(yx)dx integrali icin mutlak hatalar ve hesaplama streleri
y7; Mutlak Hata Hesaplama Siresi(Saniye)
10 2.06x10-16 0.234
50 2.01x10-16 0.262
100 0.01x10-15 0.234
1000 7.02x10-21 0.281
10000 4.57x10722 0.250

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Girisin yani sira, Boliim 2, tekil ve yiiksek salinimli Fourier
integralleri icin Clenshaw-Curtis algoritmalarini sunar. Boliim 3'te, ayni algoritmalar Cauchy
ve Jacobi tipi tekil integralleri hesaplamak ig¢in genisletilmistir. Logaritmik ve Cauchy
logaritmik tipi tekilliklere sahip yiiksek salinimli hesaplama i¢in Gauss baglantili kuadratiir
kurali Boliim 4'te sunulmustur. Boliim 5'te, cebirsel ve logaritmik hipertekil integralleri verimli
bir sekilde hesapliyoruz. Son olarak, B6liim 6'da yapilan bu tez ¢calismasindan elde edilen kisa

bir sonug verilmistir.
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2 TEKIL VE YUKSEK SALINIMLI FOURIER DONUSUM INTEGRALLERI
ICIN CLENSHAW-CURTIS ALGORITMALARI

Bu bolumde, u¢ nokta tekilliklerine sahip sonlu Fourier-tipi doniisiimlerin verimli bir sekilde
hesaplanmasi i¢in, Clenshaw-Curtis algoritmalarinin tekil ve yiiksek salinimli integraller
tizerindeki uygulanmasi arastirilmaktadir. Bu algoritmalardaki yontemlerde integrandlar, terim
terim ortogonal polinomlar ve 0zel fonksiyon serileri ile Kestirilir. Daha sonra tglnci ve
dordiincii mertebeden homojen tekrarlama bagimtilar: kullanilarak tekillik tiirleri hesaplanir. Tlk
yaklagim diistik, orta ve ¢ok yliksek frekanslar i¢in etkinligini ortaya koyarken, ikincisi kii¢lik
frekans degerleri i¢in daha verimlidir. Ayrica, bu metotlarin uygulanmasi ile elde edilen tum
sonuclar oldukga tatmin edici bulunmustur. Otomatik hesaplama i¢in yazdigimiz algoritmalara
gore program kodu MATHEMATICA 9.0'da galisacak sekilde olusturulmustur. Son olarak,
teorik analizimizi desteklemek i¢in agiklayici sayisal 6rnekler ve onerilen Clenshaw-Curtis
algoritmalarinin en dik inis yontemiyle karsilastirilmasi 6rnekler boliimiinde belirtilmistir.

Burada,
G[u] :=j'e‘”XH (x) f(x)dx, (2.1)

formunda Fourier tipindeki integralin hesaplanmasi ile ilgileniyoruz. Daha 6zel olarak integral
b .
Glu]= Ie"‘x (x—a)” (b—x)ﬁ f (x)dx,

formuna sahip olup, genelligi bozmaksizin yukaridaki integral
1
G[u]= Ie"‘x (1+x)"(1- x)ﬂ f(x)dx, a>-1<p, u>1. (2.2)
-1
olarak yazilabilir. Bu boéliimde, (2.2) denklemi i¢in Clenshaw-Curtis yaklagimina dayali iki

algoritmay1 dnerecek daha sonra da bunlari karsilastiracagiz. Iki yaklasim da, tekil olmayan ve

salinimli olmayan diizgiin f (X) fonksiyonun

I

i"bnTn (x) (2.3)

n=0

F(x)

seklinde Chebyshev serisi ile ifade edilmesine baglidir. Burada ¢ift kesme isaretli toplam
semboli, toplamdaki ilk terimin ve son terimin ikiye boliinmesi veya yar1 agirliga sahip olmasi

gerektigi anlamina gelir.
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Chebyshev polinomlarinin diger kullanigh 6zellikleri sdyle siralanabilir:

L (13T (%) = %(T 4 (X) = Tea (%))
2. 2XT, (X) =T (X)+ T (X)

s e |

1
ETZ(X), k=1

(o)

2(x—r)i'ukfn(x)1—n(r)
9. Tn+1 (X) _Tn—l (T) ~ Z(Xq)kz;?-u (X)Ty(x) '

(2.3) denklemindeki Tn(X) n. dereceden Chebyshev polinomudur ve ayrik ortogonallik

formulleri (Mason & Venturino, 1997) kullanilarak

N, n={0,N},

ﬂ, 0O<n<N,
2

olmak Uzere

N
L :Z

n
j=0

T, (%) T (%) =0, n=k

tanimlanabilir. Boylece bn katsay1lar

B, =171 ()T, (x,) (2.0

Inn J=

formiilii kullanilarak hesaplanabilir. (2.4) formiiliindeki 0< j<N igin X; =C0S7 JIN degerleri,

(N +1)-Clenshaw-Curtis noktalaridir veya daha farkli bir deyisle birinci gesit Ayrik Kosiniis

Doniisiim (DCT) olarak bilinen ve algoritmasinin Hizli Fourier Doniistimleri (FFT) ile sadece
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O(N log N) islemin hesaplanmasini gerektiren Chebyshev noktalaridir. (2.3) serisi (2.2)

denkleminde yerine yazilirsa

N
G, [u]=2."bM, (. B, 1), (2.5)
n=0
elde edilir. Burada

M, (@ Boar) = [ € (1+)" (1-x)° T, () dx (2.6)

gbz dniine almacak ilk yaklasimdaki modifiye momentler olarak bilinmektedir. Ustelik Bessel
fonksiyonu (M. Abramowitz & Stegun, 1964) kullamlarak, J; (), j. mertebeden Bessel
fonksiyonu olmak tizere, e** yaklagimini

e =233, ()T, (¥) 2.7)

olarak yazabiliriz. (2.7) ile verilen e'** yaklagimini (2.5) denkleminde yerine yazarsak

N z--bj 1+x)" (1=x)" T, (x)T, (x)dx,
i=0
elde edilir ve bu formiildeki integral kismi

1
vn'j:L(ler) (1- x) 2 (X)T, (x)dx. (2.8)
olarak ifade edilebilir. Chebyshev esitligi Tn(X)T,-(X)=%( T (X)+T . ‘(x)) (Mason &

Handscomb, 2003) ile birlikte (2.8) integrali

~ Mn+j +M‘n_”
L (2.9)

olarak yazilabilecek ve M, momentleri

M, (e 8) =] (1+x)" (1-x)"T, (x)dx (2.10)

formiilii ile belirlenebilecektir. (2.10)’daki momentler, bu boliimde g6z oniine alinacak ikinci

yaklasimdaki modifiye momentlerdir. Bu da bizi

ZZbZ”J M, (e, B) (2.12)
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seklinde ifade edilebilecek yeni G[u] formuna gétirebilir. Modifiye Clenshaw-Curtis

yontemlerinin dogrulugunun, 6rnegin M, (a, 8, 1) ve M, (a,B) gibi modifiye momentleri

hesaplamak i¢in verimli bir algoritmanin bulunmasina bagli oldugunu hatirlatmak gerekir. Bu
yiizden, bu boliimiin temel amaci, modifiye momentlerin iki farkli tiiriinii kullanarak (2.1)
integralini verimli bir sekilde hesaplamaktir. Ayrica, onerilen algoritmaya goére Mathematica
programinda yazilan kodlar ile yapilan otomatik hesaplama ve hata analizi de bu boélimde

sunulmaktadir.

Bu boliim soyle diizenlenmistir. Kisim 2.1°de, Algoritma 1 i¢in ilk yaklagim kullanilarak (2.5)
denkleminin etkin hesaplanmasi, kararliligi ve Yaklagim 1 i¢in dnerilen Mathematica programi
sunulmaktadir. Kisim 2.2°de, Algoritma 2 i¢in ikinci yaklasgim kullanilarak (2.11) denklemi
hesaplanmis ve metodun sayisal kararlilig1 gosterilmistir. Kisim 2.3, hata analizini i¢ermekte

olup somut sayisal 6rnekler Kisim 2.4'te verilmistir.
2.1 Modifiye Clenshaw-Curtis Yaklasimi 1 kullanmilarak Fourier Doniisiimii
Bu kisimda, (2.5) denkleminin
G, [u] =3, [" e (1+x)" (1-x)'T, (x)dx
n=0 1

bi¢imindeki halini verimli bir sekilde hesaplanmasini gostererek devam edecegiz. Yukaridaki
denklemin integral kismi1 pek ¢ok yazar tarafindan modifiye moment (Gautschi, 1970) olarak
bilinir ve kararli bir homojen dordiincii mertebeden rekiirans bagintisi ile hesaplanir. Bu yiizden

bu rekiirans bagintisinin detayli bir sekilde nasil tiiretilecegini verecegiz.

n

M, = [ e (1+x)" (1-x)"T, (x) dx
modifiye momentlerinden baslayacagiz. Once

K= [ e (Lx)™ (1-x)"T, (x)x. (2.1.1)

degerini kabul edelim. Chebyshev polinomlarinin

(1-x)T, (x)= n(T“(X)Z_T””(X)) (2.1.2)

olarak bilinen 6zelligi sayesinde, (2.1.1) integralini
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K=2(My=M,.,) (213
olarak yazabiliriz. Bu taktirde (2.1.1) integraline kismi integrasyon uygulanarak devam edilirse,
Ky =—(+1) [ e (1+x)" (1-x)""T, (x)dx,
K, =(B+1)[ e (1+x)" (1-x)'T, (x)dx (2.1.4)
K, = —iﬂfle“‘X (1+x)" (1-x)"" (1=x°)T, (x)dx,
olmak lzere

K=K +K,+K,

elde edilir. Chebyshev 6zellikleri olan (Mason & Handscomb, 2003)

(2.1.5)

K,=—(a+1)M, + %M
K, =(B+)M, +Z2M

2

p+1
at GIM (2.1.6)

KS zlﬂMmZ _IﬂMn +IﬁMn—2
4 2 4

olur. Bu ti¢ K;,K, ve K; degeri toplandiginda,

K=ty Z{%WJM 1+(W+‘”‘jMn+f%MjMn_ﬁ'§Mn_z 2.17)

n+ n+.

degeri bulunur. (2.1.3) ile (2.1.7) esitlenerek, gerekli olan homojen dordiincii mertebeden

rekiirans bagintisi

I/UM n+2

+2(a+B+n+2)M ,+2(28-2a-iu)M, +2(a+B+2-n)M ,+iuM , =0

(2.1.8)

olarak elde edilir. M, formilinde x=2t—1 degisken degistirmesi yapilmasimin yaninda,

Kummer'in Hipergeometrik fonksiyonun integral gdsteriminin genel tanimi olan
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(-t

fonksiyonunu kullanmak yararli olacaktir. Boylece, baslangic degeri olan M, modifiye
momenti
M, :J:lle‘”X (1+x)" (1-x)” dx
_ na+f+l 4-iu ! a _ B 2iut
=27 [ 1 (1-t) e dlt (2.1.9)

27T (a+1)T(B+1)
- I'(a+p+2)

e F(a+LB+a+2;2iu).

seklinde hesaplanir. M, modifiye momentinde T, (X) ’in yerine yazilmasit ile, ikinci baslangig

degeri M 1

M, = [ e (1+x)" (1-x)” xax
_ 2a+ﬂ+2 e—i,u .[:taﬂ (1_t)ﬁ eZi,utdt _ MO (2110)

27T (a+2)T(B+1)
- [(a+f+3)

e F(a+2B+a+3;2iu).

bulunur. Aymi prosediir izlenerek, bu sefer T, (X) Chebyshev polinomu alinmasiyla {i¢lincii

baslangig sarti
1 . a
M :j " (1+x)" (1-x <2x ~1)dx
_ puhlgriu I t (1-t)" (8t* -8t +1)e*dt (2.1.11)

L MM(a+1)(ﬂ+1)l“(a+l)l“(ﬂ+l) )
=M, -2 F(asfea) F(a+2,a+p+4,2ip)

elde edilir. Son olarak, dordiincii baslangi¢ sarti M 3

M, =Jllle”‘X (1+x)" (1- x)ﬂ(4x3—3x)dx
_ natfl aip [Lia B 3 2 2iut
= 24+He ﬂjot (1-t)” (32t° —48t° +18t —1)e**dt (2.1.12)
=2L(a+p+3)M,—L(da -4 +iu)M,+2L(a+ f+1)M
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seklinde hesaplanir. Bu degerlerde kullanilan ; F (a; b; X) , Kummer birlesik Hipergeometrik

fonksiyonu (M. Abramowitz & Stegun, 1964; Srivastava, Agarwal, & Jain, 2014) olup, (),

Pochhammer sembolii

I'(A+n)
A) =A(A+])..(A+n-1)=—F=
(8), = #(243)(aen-0 - 2
ve T'(4) Euler Gama fonksiyonu

r(4)= J: x*edx, Re(4)>0 icin

olarak tanimlanmak tizere

. . oo (ai)n...(ap)n X" U
qu(ai,...,ap,bl,...,bq,x)zg (bl)n'"(bq)n n! & T(a)l(b+n)n!

seklinde seri agilimina sahiptir.

2.1.1 (2.1.8) Rekiirans bagintisinin kararhhgi

Sunulan rekiirans bagintis1 dordiincii mertebedendir. Matematiksel olarak bu dordiincii
mertebeden bir lineer fark denklemi olup, Mn ’nin en yiiksek ve en diisiik indisleri arasindaki
farkin dorde esit oldugu anlamma gelir. Bu bagintida n+2 en yiksek ve n—2 en diisiik
indistir. Son Mn degerini bulmak igin, Lighthill metodu olarak bilinen ve (Lighthill, 1959)
de verilen yaklagimi kullanacagiz ve Fourier dontistimlerinin asimptotik yaklasimini belirlemek

Icin n — oo iken

Mn ~ (_1)n+1 Zﬂ*ae*iﬂi Ap (0{,,3,/,1)8 (0[+ p)n—Z(a+p+l)

p=0
_2a—ﬂeiyiAp (ﬁ,a,—l[l)s (ﬁ"‘ p)n—Z(a+p+1)
p=0

olup, burada katsayilar

S(y)=cos(zy)r(2y+2),

A (@B 0) =1 A (@ o) = 42— -3 =5)

A Bou)=%(2+8a+ia’ +1p+3 2= 2u-24" +apf - 2iua - 2iup)

olarak bulunur.
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Yukaridaki denklemlere dayanarak, Mn 'nin dort bagimsiz ¢Oziimiin hepsinin lineer

kombinasyonlarini olusturdugunu goézlemleyebiliriz. Sunulan doérdiincii dereceden rekiirans

iliskisinin ileri Ozyenilemesi yalnizca n<g oldugunda asimptotik olarak kararlidir.
n= (,U—l , (,U ] +1,...,N olmak iizere diger kalan M o degerleri i¢in, 6zyinelemenin ii¢ baglangig
degeri ile bir son nokta degeri sartlarina sahip bir sinir deger problemi olarak ¢oziilebilecegi
Oliver algoritmasi (Oliver, 1968) veya rekiirans bagintisinin bir lineer denklem sistemi

tarafindan doniistiiriildiigii Lozier algoritmasi (Daniel, 1980) kullanilabilir. V;= |_ ,u—‘ ve
V =2N tam sayilar olmak iizere alinarak baslanirsa, katsayilar1 a =iz, b, =2(a+f+n+2),
c= 2(2ﬂ— 20— i,u), ve d, = Z(a +p-n+ 2) olmak tizere ti¢ koseli denklem sistemi

aM v T bv(rle0 - _CMvo—l F dvo,leo,z —-aM vo-3
aM, ,, +b, M, ;+cM, =-d M, ,-aM, ,
aM w3 T bv0+le0+2 +CM, , + dv0+1Mv0 =—aM
aM, , + bv0+2Mv0+3 +CM, , + dv0+2Mv0+1
aM,, s + bv0+3Mv0+4 w3t dv0+3Mv0+2

Vo+1

Vo+1 Vo1

+aM, =0

(2.1.1.1)
+aM

+cM 0

vo+l T

aM, , +h, ,M, +cM, , +d, ;M, ,+aM, , =0
b,M, ,+cM, +d,M, ,+aM, , =-aM, ,.

ile verilir. (2.1.1.1) denklem sistemi,

AX=Y,,

olmak tizere matris formunda
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b,, a 0 0 0 O 0 M,
c b, a 0 0 0| M, 4
dV0+1 c bv0+l a 0 0 0 M,
a dez Cc bV0+2 a 0 0| M,
0 a d. ¢ b, a A
M, .5
0 0 a d, ¢ b, a
0 0 a d, ¢ b )A\M,,
ctM, ,—dM, ,—-aM,
-d, M, ,-aM, ,
-aM, ,
_ 0
B 0
0
_aMV+2

olarak yeniden yazilabilir. Yukaridaki lineer sistem, sadece O(N) isleme gereksinim duyan

iteratif tekniklerle calisilarak ¢oziilebilir.

212 G, [ ,u] ’in Hesabi i¢in Algoritma 1

Girdi Degerleri: o; 5; 1;N;

Ciktr:
1: (2.1.9)-(2.1.12) formiillerini kullanarak My;M;;M,;ve M; baslangic momentlerini

hesapla

2:Eger j=—0v j=N ise, 1/ N i degil ise 2/ N ’i hesapla;
3: (2.4) kullanarak n=0,...,N icin b, hesapla;
4: (2.1.8) rekiirans bagmtisini kullanarak n=0,...,N icin M, hesapla

5: (2.5) kullanarak n=0,...,N icin G, [,u] yaklagimini hesapla

6: G,[u]iyaz.
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2.1.3 Yaklasim 1 icin Mathematica program kodlar:

Bu kisimda, Algoritma 1’deki hesaplamalar i¢in Mathematica kodunu veriyoruz. Ayrica,
Algoritma 1’1 hesaplarken, frekansi arttirmanin yani sira 32 ondalik basamaga kadar hassasiyeti
de arttirtyoruz. Program kodunda ayrica hesaplama siiresini saniye cinsinden
goruntuleyebilmekteyiz.

Sayisal Modifiye Clenshaw-Curtis Yaklasim 1’in Fourier Doniisiimii Alt Programi
NumCCM:=Module[{},RecurrenceTable]|
{m[n+2]==
(-2* (ntalpfatbettat+2) *m[n+l1]+2 (2alpfa-2betta+I*w) *m[n]+
2 (n-alpfa-betta-2)*m[n-1]-(I*w)*m[n-2])/(I*w),
m[0]==N[2" (alpfatbetta+l) *Exp|[-
I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfa+betta+2]) *Hyper
geometriclFl[alpfa+l,bettatalpfat+t2,2*I*w],dig],
m[1l]==N[ (2" ((alpfa+l)t+betta+l) *Exp[-
I*w]* (Gamma [ (alpfa+1l)+1]Gamma [betta+l]/Gammal[ (alpfa+l)+betta+2
]) *HypergeometriclFl [ (alpfa+l)+1,betta+ (alpfa+l)+2,2*I*w]) -
(2" (alpfatbetta+l) *Exp|[-
I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfat+tbetta+2]) *Hyper
geometriclFl [alpfa+tl,bettatalpfat+2,2*I*w]),dig],
m(2]==N[(I/w)* (2 (alpfatbetta+2)*
(N[ (2" ((alpfa+l)+betta+l) *Exp[-
I*w]* (Gamma [ (alpfa+l)+1]Gamma [betta+l]/Gammal[ (alpfa+l)+betta+2
]) *HypergeometriclFl[ (alpfa+l)+1,betta+ (alpfa+l)+2,2*I*w]) -
(2" (alpfatbetta+l) *Exp|[-
I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfat+betta+2]) *Hyper
geometriclFl [alpfa+l,bettatalpfat+2,2*I*w]),dig])-(2alpfa-
2betta+ (I*w)) * (N[2" (alpfatbetta+l) *Exp[-
I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfat+betta+2]) *Hyper
geometriclFl[alpfa+l,bettatalpfa+2,2*I*w],dig]l)),dig],
m[3]==N[(I/w)* (2 (alpfatbetta+3)*
(N[ (I/w)*(2(alpfatbetta+2)*
(N[ (2" ((alpfa+l)+betta+l) *Exp[-
I*w]* (Gamma [ (alpfa+l)+1]Gamma [betta+l]/Gammal[ (alpfa+l)+betta+2
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1) *HypergeometriclF1l[ (alpfa+l)+1,betta+ (alpfa+l)+2,2*I*w]) -
(2" (alpfat+betta+l) *Exp[ -

I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+1l]/Gamma[alpfat+betta+2]) *Hyper
geometriclFl[alpfa+l,bettatalpfa+2,2*I*w]),dig]l)-(2alpfa-
2betta+ (I*w) ) *(N[2”" (alpfatbetta+l) *Exp[-

I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+1l]/Gamma[alpfa+tbetta+2]) *Hyper
geometriclFl[alpfa+l,bettatalpfa+2,2*I*w],dig])),dig]) -
(4alpfa-4betta+ (I*w))*

(N[ (2" ((alpfa+l) +tbetta+l) *Exp[-

I*w]* (Gamma [ (alpfa+1l)+1]Gamma [betta+l]/Gammal[ (alpfa+l)+betta+2
]) *HypergeometriclFl[ (alpfatl)+1l,betta+ (alpfatl)+2,2*I*w]) -
(2" (alpfatbettat+l) *Exp|[-

I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfa+tbetta+2]) *Hyper
geometriclFl [alpfatl,bettatalpfat+2,2*I*w]),dig])+2 (alpfatbetta
+1) *

(N[2" (alpfatbetta+l) *Exp [ -

I*w]* (Gamma [alpfa+l]Gamma [betta+l]/Gamma[alpfat+tbetta+2]) *Hyper
geometriclFl [alpfa+tl,bettatalpfa+2,2*I*w],dig])),digl},m, {n,1i}
117

R[k ]:=NumCCM[ [k+1]];

K[J ,i 1:=If[0r[j==0,7==1i1,1/1,2/1i];

CK[k ,i ]:=N[Sum[K[j,i]*f[Cos[Pi*j/i]]*Cos[k*Pi*j/i], {3,0,1}]1,
dig];

Gnap[i ,w ]:=N[CK[O0,1]1*R[0]/2+CKI[1i,1]*R[1i]/2+Sum[CK[k,1]*R[k],

{k,1, (i-1)}1,digl;

Block[{SMaxExtraPrecision=0},Print [N[Gnap[i,w],dig]l];
P=Gnap[i,w]];//Timing

(KKK KKK KK KKK KR K K KKK KKk K K K KKK KRRk K K K KK )
(*** INPUT VALUES ***)

alpfa=-1/2;betta=-1/3;

dig=32; (* Working Precision for internal Computation *)
w=10000000; (* Frequency *)

i=14; (* Quadrature points *)
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f[x ]:=x*Exp[x]; (*Given Function¥*)

(** OUTPUT is displayed by Gnap or P *¥*)

Yukaridaki programi verilen giris degerleriyle ¢aligtirirsak, program asagidaki ¢ikti degerlerini
gOsterecektir:
0.0000513105130822091730737195+0.00020951028318771990701977531
{0.640625,Null}

Parantez i¢indeki degerler saniye cinsinden hesaplama siiresidir ve yukaridaki 6rnek icin
0.640625 saniyedir. Kesin ¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki farkin biiytikliigiinii alirsak,
mutlak hatayr 7.785x10-25 olarak buluruz. Bu, bu bdliimde sunulan algoritmanin, yiiksek
salmiml integraller i¢in 16-basamakli dogru bir yaklagim elde etmek i¢in yeterince verimli

oldugunu gostermektedir.

2.2 Clenshaw-Curtis Yaklasimi 2 kullanarak Fourier Diiniisiimii

Bu kisimda
N x .
G [u]=2 "0, 2" 1"3; (uM, (a. B)
n=0 j=0

ile verilen (2.11) denkleminin hesabini géz Oniine alacagiz ancak bu defa modifiye momentler

olarak bilinen
M, (@ 8) = (1+)" (1-x)T, (x)dx

integrallerini kullanacagiz. Bir dnceki kisimda kullanilan prosediire benzer bir prosediirii kararli

bir liglincli mertebeden rekiirans bagintisini elde etmek icin kullanabiliriz. Buna gore
w(a, B)=(1+x)" (1-x)’
olmak Uizere, daha basit bir sekilde integral
1 '
y= j_lw(a +1,4+1)T, (%)
yazilabilir. (2.1.2) Chebyshev 6zelligini uygulayarak,

k
y:E(Mk—l_Mkﬂ) (2.2.1)

esitligini kolayca elde ederiz. Ayni sekilde Y ’nin kismi integrasyonunu alarak devam edip,

KT (0) =5 (Tea ()T (4))
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Chebyshev 6zelligini kullanarak

a+fB+2
Y=—ﬁ

- Praxzy, (2.2.2)

M, +(B—a)M >

esitligine ulagiriz. Simdi (2.2.1) ve (2.2.2) denklemlerini esitlersek, bu taktirde baglangig sartlari
M, =27""B(a+1 B+1),

1= a-p M,
Proa+2

olmak tizere kararli liciincli mertebeden homojen rekiirans bagintisi

(a+p+k+2)M, +2(B-a)M +(B+a+2-k)M, ;=0 (2.2.3)
elde edilir. Sartlardaki B(a,b) fonksiyonu
B(a.b) :J’:(l—z)b_l 7*7dz

esitligi ile verilen Beta fonksiyonudur (F. W. J. Olver, Lozier, Boisvert, & Clark, 2010).

2.2.1 (2.2.3) Rekiirans bagintisinin kararhhg:
Ikinci yaklasimda sunulan rekiirans bagmtis1 iigiincii derecedendir. (Robert Piessens &

Branders, 1973)'deki yazarlar,

o f>ave a=-1,332

o f<ave a=-1313

oot

durumlar1 disinda (2.2.2) rekiirans bagintisinin ileri yonde verimli bir sekilde kararli oldugunu
belirtmislerdir. M, icin ileri 6zyenileme, ancak eger rekiirans bagimtisinin baskin bir ¢oziimii
ise etkin bir sekilde degerlendirilebilir (Gautschi, 1967). Bir baslangi¢ degeri ve bir bitis degeri
ile sinir deger problemini uygulayarak M IEN) k=1...,N -1 &zyinelemeyi verimli bir sekilde

cozebiliriz. Yeterince biylk N degerleri i¢in bu,
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()

b aa 0 0 0 0 0 Ml() MM
N

c, b a, 0 0 0 0 || M 0

0c ba 0 0 0 || My 0

0 0c b a O 0 [mMM| | o

BRI I

0 0 O 0 ¢y, b a, M’(\‘ni)z 0

0 O O O e 0 CN—l b M(N) _aN—lMl(\lN)
N-1

lineer sistemini ¢6zmek anlamina gelir. Bu denklem sistemi,

a, =(a+p+2+k),

b=2(f-a),
ve

¢ =(B+a+2-k), k=1,.., N—1 icin
olmak Uzere

Ax=by,
halinde matris denklemi olarak yazilir. Iteratif metotlar kullanildiginda, bu sistemin ¢oziimii

sadece O(N) isleme gereksinim duyar.
Lighthill metodunu (Lighthill, 1959) kullanarak, S(«), S(/) katsayilari
S(y)=cos(zy)I'(2y+2)

formulii ile tanimlanmak iizere Mk nin asimptotik yaklasimini
M .~ 2ﬁ—a S (a)l:k72(a+l) + O(k—Zaf—ll ):I + (_1)k+1 2a—ﬁ S (ﬂ)lik72(ﬂ+l) + O(k—Zﬁ—4 ):|

olarak belirleriz. Su halde G, [ ,u] ‘nin yeni yaklagimi

G, [,Ll]ZZZ"i"iij ()b, ;- (2.2.1.1)

n=0 j=0
olarak yazilacaktir.

Her zaman r degerinin £ 'dan ¢ok daha biiyiik olmasina izin vermek ¢ok dnemlidir ve Bessel

fonksiyonunun yalnizca bir kez hesaplanabilmesi i¢in r degerinin her zaman arttirilmasi

Onerilir. r icin test edilmis herhangi bir dogrusal yaklagimin kullanilmasi 6nerilir, 6rnegin
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r (,u) = |_1.47,u +18.6J

alinabilir. Bu, J, (u ) <107*° i¢in daha iyi bir yaklagimi garanti eder.

222 G, [,U] ’in Hesabi icin Algoritma 2

Girdi Degerleri: «; 3; 1;1;k; N;

Cikti:

1: Mo =4, Ml =b baslangi¢ degerlerini hesapla;

2: k=1al k<N iken;

3:(2.2.3) rekiirans bagintisi kullanilarak bir sonraki C degerini hesapla;

4: d=b,b=c,a=d, i=i+1 al, dongiiyli sonlandr;

5:(2.9) bagintisini kullanarak V, ; hesapla;

o)

:Eger j=0 v j=r ise, 1/r’i degil ise 2/r’yi hesapla;

\l

: (2.4) kullanarak n=0,...,N igin b, ’leri hesapla;

oo

1 (2.2.1.1) kullanarak k =0,...,N icin G, [,u] ‘nin yaklasimini hesapla;

©

G, [u] i yazdir.

Uyan 2.2.2.1. « = ==+% dikkate alindiginda, Algoritma 2'nin, biiyiik frekans degerleri i¢in
daha hizli ve verimli olacak Chebyshev kuadratlr kurali olarak kabul edilmesi gerektigini

belirtmekte fayda vardir.

2.3 Hata Analizi
Burada, oOnceki kisimlarda sunulan kuadratir kurali i¢in yaklasimin yakinsakligini
ispatlayacagiz. Ispatlara gegmeden &nce, verilen teoremleri ispatlamada faydali olacak bazi

lemmalar vermek istiyoruz.
Lemma 2.3.1 (Trefethen, 2019). f fonksiyonu [—1,1] Uzerinde surekli bir Lipschitz

fonksiyonu olsun, yani ¥x,te[~11] icin |f (x)- f (t)|< D|x~1| olacak sekilde bir D sabiti

N

5 - N . H -
mevcuttur. Ayni zamanda {f j}j=0 in, x,,, ={coszj/N} _ tzerinde olan veya olmayan bir

say1 kiimesi oldugunu ve Py [ f ] ’in her bir J degeri i¢in P(Xj)z f; olacak sekilde bu
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noktalar1 interpole ettigi bir polinom yaklasimi oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, agagidaki

sonuglar ¢ikarilabilir:

"™ tirevleri de [~L1] tzerinde bir

a) Eger f ve My=0 tam say1 degerleri i¢in f
mutlak surekli fonksiyon ise ve (mo ) tiirevlerin sinirl VmO varyasyona sahip oldugunu

farz edilsin. Bu taktirde, N 2m; +1 icin

. N N
|bN|S ) < 0m+1'
7(N-=1)---(N-m,) (N-m,)™

b) Vm icin, bazi My 21 icin f (™) tirevlerinin toplam varyasyonu belirlenir. Bu taktirde,
bazi N > igin

v,
myz (N — mo)mo

[f =R, <

c) Eger f acik bir E, Berstein elipsinde bazi M degerleri igin |f (x)| <M esitsizligini

saglayan [-11]"deki holomorfik bir fonksiyon ise, bu taktirde her bir N >0 igin
[f-Rfl, <

d) Eger f acik bir E, Berstein elipsinde bazi M degerleri igin |f (x)|£ M esitsizligini
saglayan [—1,1]’deki holomorfik bir fonksiyon ise, bu taktirde N >2 icin (n +1)-
Clenshaw-Curtis kurali

64M
15pN—l (,02 _1)

Hf _F)N[f]”ooS
esitsizligini saglar.
Teorem 2.3.2. «, B> —1 olsun, bu taktirde Gy [ ] Clenshaw-Curtis kurali

Glu]-Gy[u]=0(1),  u—>e

ile verilir.
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ispat. Py, Clenshaw-Curtis noktalari iizerinde N dereceden bir polinom olmak Uzere
e=f—P, oldugu ve kolaylik olmast igin @(x)=(1+x)"(1-x)” oldugu kabul edilsin. Bu
taktirde

G[u] -Gy [x] =

1 ix

jlw(x “(F(x) )‘

1 .

‘(e X)— )I w(x)e '“de+e(§)fla)(x)e"’xdx‘, —1<é&<1
=|(e(x)—¢(

) ]
(x)-e(¢)
+e(&)w(¢) e"’xdx|

('D

e
§ )j ( ) wxdx+e(§)jll(a)(x)—a)(f))ei/“‘dx

< supe(x)—e(¢) [ Jo(oldx+le(£) sup [o(x) - ()| +[e (& | (<)

[-11]
=0 (1) , M —> 0. o

Teorem 2.3.3. G, [ ,u] Clenshaw-Curtis kuadratir kuralinin hata sinir1 asagidakileri saglar:

i.  Eger f [-11] tzerinde holomorfik bir fonksiyon ise, bu taktirde

64M

EN — 2a+ﬂ+lB(a +1,ﬂ+1) 15prl(p2 _1) .

ii. Eger f [-11] tzerinde mutlak strekli turevlere sahip ve £V sy

) my

varyasyonu ise, bu taktirde

V
E, =2""""B(a+1 S+1 To .
§ ( o )moﬂ'(N —my)™

Ispat. B, [ f ] Clenshaw-Curtis noktasinda f (X) ’1 interpole eden polinom yaklasimi olsun,

bu taktirde,
611G =] (1 x)" (- x)" e (1 (x)-, (x))‘
<|f (x)-Py (). I (1+x)“ (1-x)" dx

esitligi saglanir. x=2t-1 ise,
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|G (4] -Gy [/“]| <[ f R, J‘,ll(lJr X)* (1~ X)ﬂ dx,

_ _ a+p+1 1 o _ B
=l =Rl 277 [t (0-t)
:2a+ﬂ+1B(a+1”3+1)”f - Py ||OO

elde edilir. Lemma 2.3.1 ile birlikte, ispat tamamlanir (bkz Sekil 2.1).

1071¢
: - Mutlak Hata
10774 * -
L]
s .
™ 10718 . -
as .
2
=
5 1079 4 . 4
— *
i
1020 o St e, -
10721 T L ) T T T
0 20k 40k 60k 80k 100k

Frekans

Sekil2.1: a« =-1/2, p=11/12, f (X) =Xe" ve H= 0,10,---,105 i¢in Algoritma 1 i¢gin yakinsaklik

oranlari.
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10®

10710
e Algoritmal
Algoritma 2

102 4}

10714

Mutlak Hata
’

-16
10 -~

10718 -

1020 <44 T T T T

Frekans

_[roo(x—) ™

Sekil 2.2: & =0.99, #=-1/3, 1£=110,...,5000 ve f (X) icin Algoritma 1 ve

(x*+1000)
Algoritma 2 i¢in yakinsaklik oranlart.
T T T T T
(]
1074 o = N=14 8
' N=16
= N=20
0
'
v ]
w1084 ! 4
s '
= '
=] )
=
i 10-17_ ‘ .
R
S
b ~
e Ty -
i I =
10718_ : - W e eme
0 200k 400k 600k 800k 1M

Frekans

Sekil 23: N =14,16,20, oz =—0.4, f=—0.5, #1=110,..,10° ve f(X)=C0SX igin Algoritma I'in

yakinsaklik oranlari.
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2.4 Sayisal Ornekler

Bu kisimda, bu boéliimde 6nerilen algoritmalarin dogrulugunu gostermek igin bazi sayisal
ornekler sunulmaktadir. Bu boliimde gergeklestirilen tiim hesaplamalarin Windows 8 isletim
sistemi, 4 GB RAM ve 2,4 GHz CPU saat hizina sahip bir kisisel bilgisayarda
MATHEMATICA siiriim 9.0 kullanilarak gerceklestirildigini ifade etmek gerekir. Otomatik
hesaplamalarimizin performansini degerlendirmek ve analizimizi desteklemek icin CPU

caligma siiresi da bircok ornekte sunulmaktadir.

Ornek 2.4.1. f(x)=xe* olmak tizere
Glu] = (1+x)™ (1-x)" £ (x)dx

integralini hesaplayacagiz.

Tablo 2.1, bu bélimde sunulan Clenshaw-Curtis tabanli Algoritma 1'in otomatik hesaplamasi
ve sayisal en dik inis yontemi ile Ornek 2.4.1'deki integralin sonuclarmi (Mutlak hatalar ve
CPU c¢alisma siiresi) gostermektedir. Tam deger Mathematica'nin NIntegrate komutu ile
WorkingPrecission->dig, MaxRecurssion->32 segenekleriyle elde edildi. Algoritmamiz, sifir
saniye i¢cinde dogru sonuglar verebildigini ve en az 16-basamakli dogru bir yaklasima

ulagilabilindigini gostermektedir (bkz. Sekil 2.3).
Ayrica, ayni integrali Tablo 2.2'de sayisal en dik inis yontemini kullanarak hesapladik. En dik

inig yontemini uygulayarak, 6rnegin: Tablo 2.1'den en yiiksek frekans { = 10 degerini alarak,
en dik inis yonteminin 3.136x1072¢ degerinde bir mutlak hata irettigini bulduk.
Algoritmamiz beklendigi gibi 0.687 saniyede 6.2x10-2° mutlak hataya ulasti. Bu, ¢ok
yiliksek frekanslar uygulandiginda Clenshaw-Curtis Algoritmast 1'in saglamligini kanitlar.
Sayisal en dik inig yontemi yalnizca orta ve yiiksek frekans i¢in giivenilir olabilir. Ancak
yontem, Tablo 2.2'de gosterildigi gibi, 6rnegin 4 =10 gibi kiigiik frekans degerleri i¢in diisiik

performans sergilemektedir.
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Tablo 2.1: N =14 i¢in Algoritma 1 kullanilarak, biiyikk £ degerleri i¢in mutlak hatalar ve
hesaplama zamanlari.

Y7 Mutlak Hatalar Hesaplama Sureleri
10 1.6x10°18 0.718
100 6.2x10717 0.671
1000 1.9x10-18 0.703
10000 6.2x10720 0.687
100000 1.9x10°2t 0.703
1000000 6.2x10723 0.687
10000000 1.9x10°24 0.718
100000000 6.2x10°26 0.703
1000000000 6.2x10726 0.703
10000000000 6.2x1072° 0.687

Tablo 2.2: En dik inis metodu ile Ornek 2.4.1 deki integral icin mutlak hatalar ve ¢alisma

streleri.

M Mutlak Hatalar Hesaplama Sureleri
10 1.1x10°12 0.062
100 1.4x10722 0.015
1000 3.7x10727 0.015
10000 1.4x10727 0.015
100000 1.4x10°2° 0.015
1000000 6.0x1072° 0.015
10000000 1.1x10730 0.015
100000000 3.7x10730 0.001
1000000000 2.1x1073? 0.001

10000000000 3.1x107°2¢ 0.001
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Ornek 2.4.2. f,(x)=xe™, f,(x)= 1e+ -

olmak tizere
i -1/4 13 .
G, [y]:j_le” (1+x) 7 (1-x) 7 f,(x)dx, j=1,2
integralini goz Ontine alalim.
Tablo 2.3, onerilen Algoritma 1'in verimliligini gostermektedir; burada integral, bu boliimde

sunulan Mathematica program kodlar1 kullanilarak 32-basamakli hassasiyetle hesaplanmaistir.
Ayrica, Tablo 2.3, /12102,103,104,105,106 ile birlikte f, ve f, fonksiyonlarmm iki farkl tiirii
icin mutlak hatalar1 ve saniye cinsinden kodlarin ¢aligma siirelerini gostermektedir. Algoritma

1'in kullanilmastyla hesaplanan f; fonksiyonu igin en az |hata| <10 ve f, fonksiyonu igin

|hata|£10_16’n1n garanti edebilecegini gozlemledik. Algoritma, diisiik frekans degerleri i¢in

olduk¢a dogru, ancak biiyiik rekans degerleri i¢in daha verimli oldugunu gosterir. 4 =100
frekansi i¢in 6rnegin N degerinin 50'ye ¢ikarilmasina karar verilirse, program 102° mutlak

hata degerlerine 2.75 saniyede ulasabilir.

Tablo 2.3: Algoritma 1 kullanilarak 4 ’niin farkli degerleri i¢in mutlak hatalar1 ve ¢alisma

zamanlari.

f,(x)=xe™ f,(x)=e> (1+ xz)fl
y7; Mutlak Hata ~ CPU Mutlak Hata CPU
102 4.6x10727 1.56 3.6x10°16 2.00
103 0.1x10°2° 1.57 6.5x10°1° 2.37
104 0.1x10°2° 1.59 1.2x10720 2.25
10° 0.1x10°2° 1.59 3.3x10722 2.22
10° 0.2x1072° 1.56 7.4x%10724 2.23

Ornek 2.4.3. f(x)=¢" olmak izere
Glul=[ & (L) (1-x)" 1 (x)ox.

saliniml integral denklemini g6z oniine alalim.
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Tablo 2.4, Ornek 2.4.3'te 1'den 100'e kadar kiiciik degerlerin dikkate alindig1 diisiik frekans
degerleri i¢in sunulan Algoritma 1 ve Algoritma 2'nin etkinligini gostermektedir. Ayrica, Tablo
2.4'te, Algoritma 2 kullanilirken frekans arttikca, dogru sonuglar1 elde etmek i¢in daha fazla
hesaplama siiresi gerektigi aciktir. Ayni tablo, diger yandan, tiim algoritmalarin hesaplama
stiresinde farklilik gosterdigi goriilebilse de Algoritma 1'in dogrulugunu gostermektedir.

15, \[

Ornek 2.44. f(x)

integralini g6z oniine alalim.

Tablo 2.4: g ’niin kiiciik degerleri i¢in her iki algoritmanin mutlak hatalar1 ve hesaplama

zamanlari.

Algoritma 2 Algoritma 1
M Mutlak Hata CPU Mutlak Hata CPU
1 2.9x10-28 0.12 7.4x10720 0.67
10 6.9x10°24 0.43 5.4x10720 0.73
20 1.5x10722 0.82 1.9x10°1? 0.76
30 7.4%x10720 1.28 4.4%x10720 0.84
40 4.3x10°18 1.64 1.6x10°2t 0.81
50 7.2x10°17 2.23 7.4%x10721 0.81
60 5.7x10-16 2.93 4.4x10721 0.81
70 2.8x10°15 3.25 1.8x10724 0.90
80 8.2x10°17 4.68 1.9x10724 0.95
90 3.0x10-16 5.28 7.0x10-24 1.18

100 9.3x10-°16 6.35 1.4x10727 1.01
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Tablo 2.5: Her iki algoritma kullanilarak Ornek 2.4.4 i¢in Mutlak hatalar.

Mutlak Hatalar

)7, Algoritma 1 Algoritma 2
1 3.14x10°12 2.7x10-20
10 3.19x10°% 1.2x10°Y7
100 1.53x1071 1.0x10-1%°
500 1.03x10716 2.5x10°1t
1000 2.24x10°17 1.8x10-10
5000 2.22x10718 1.9x10°°

Tablo 2.6: Algoritma 1 kullanilarak farklit N ve £ degerleri igin

-1 . | |
Clu]= L e (x+1) e (1-x) *® cos xdx integralinin mutlak hatalari.

N
)7 10 12 14 16 20
1 8.1x10°1 1.6x1071° 1.7x10°15 1.2x10°15  1.8x10°1
10 8.8x10°%* 8.3x10°1° 5.5x10°17 4.3x10°18  4.3x10°18
102 6.6x10°1%  7.1x10-17 3.1x10°17 3.2x10°17  3.2x10°17
104 5.3x10°17 6.9x10°18 1.9x10°18 1.7x10°18  1.7x10°18
106 1.0x10°18 1.0x10°18 9.9x10°1? 9.9x10°1? 9.9x10°1°
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3 CAUCHY VE JACOBI TiPINDE TEKILLIiK CEKiRDEGINE SAHIP
SALINIMLI INTEGRALLER iCiN VERIMLI BIR ALGORITMA

Bu bolumde, Jacobi-Cauchy tipi tekilliklere sahip, yuksek salinimli Fourier tipi integrallerin
daha verimli hesaplanabilmesi icin yeni bir yéntem sunacagiz. Onerilen bu yeni yontemin,
oldukea diisiik, orta ve ¢ok biiyiik frekans degerleri i¢in daha etkili oldugu ispatlanmistir. Bu
yontem, sayisal en dik inis yontemi ile siradan Clenshaw-Curtis yontemlerinin birlesimi olarak
kabul edilebilir. Bu yontemler, analitik ve dizgiin gekirdek fonksiyonlarina sahip salinimli
integrallerin hesaplanmasinda yaygin olarak uygulanir. Yontemimizde, ilk olarak, verilen
fonksiyon, kestirilmis Chebyshev serisi tarafindan terim terim yaklasik olarak tahmin edilir,
ardindan tekillik tiirlerini iceren modifiye momentler, sayisal en dik inis yontemi ile veya 0zel
fonksiyonlar kullanilarak verimli bir sekilde hesaplanir. Son olarak, hata analizi yapilip, teorik
analizimizi desteklemek i¢in segilen sayisal 6rnekler verilmistir.

Bu boliimde sunulan yontemin kapsamu,

1% (f5m) =jl o) (1f_(;())ﬁ ) edx, [ <1 i*=-1 (3.)

formundaki integraller ile sinirlidir. Burada |a)| kesin 1°den biiyiik, o, f € (—00,1),V e N olup,

f fonksiyonu [—1, 1] aralig1 lizerinde yeterince diizgiin bir fonksiyondur.

Bu bolim su sekilde diizenlenmistir: Bir sonraki kisimda, Onerilen yOntemin sayisal
formiilasyonu verilecektir. Kisim 3.2'de, modifiye momentlerin etkin bir sekilde nasil
hesaplanacagini ifade edilecek ve Kisim 3.3'te, teorik analizimizi dogrulamak igin se¢ilmis

sayisal ornekler gosterilecektir.

3.1 Metodun sayisal formiilasyonu

Bu kisimda, (3.1) integralinden, 6zel halde v =1 icin ele alarak, elde edilen

|il(f;,u)=j. f(X)eimx

oy 3.1.1
o o () o Tt R

integralinin hesaplanmasi ile ilgilenecegiz. Kestirilmis Chebyshev serisi

f(X)ZZN:"aL,-T.(X) (3.1.2)
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ile diizgiin f (X) fonksiyonunun yaklasimini yazarak baglayacagiz. Bu toplamdaki ¢ift kesme
isareti ilk ve son terimlerin yarim agirliga sahip oldugunu belirtirken, T, (X) ler de birinci ¢esit
|. Chebyshev polinomlaridir. Eger f (X) N ’in kiigiik degerleri i¢in bile [—1, 1] aralig1 tizerinde

diizgiin bir fonksiyon ise, (3.1.2) formiiliiniin daima en iyi yaklasimi verecegini belirtmekte

fayda vardir. &, ; katsayilarini hesaplamak i¢in 6nce x; = cos(%),o < j <N, oldugunu kabul

ederiz, daha sonra ortogonallik sartlarindan (Mason & Venturino, 1997), ¢ift toplamin

) 0, I=kise,
Z"T|(XJ-)TK(XJ-)= N, I=k=0 veya N ise,
= N ]=k=#0 veyaN ise

degerlerine sahip oldugunu gorlriz. (3.1.2)’nin her iki tarafini da T, ( j) ile carpmak

N
2
j=0

—h
—
>

—

\—/

A

\—/
Il

2 &, T I7]
a | WZ (coschos( N) (3.1.3)

2 &,
a :WZ f ()T (%) (3.1.4)
esitliginden  hesaplanir.  a, j' disinda bu tezde (N +1) -Clenshaw-Curtis  noktasi

X; = COS(%),O <J<N olarak alinr. Gerektiginde

Lo 2 [ a(2iv))  (#(2)+])
3 " Z_; (cos N+1)JCOS(—2(N+1)J (3.1.5)
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formiilii de kullanilabilir.

Table 3.6’da, sabit N degeri ile @ frekansinin gesitli degerleri i¢in her iki (3.1.4) ve (3.1.5)
formiilleri ile verilen her iki katsay1 da kullanilarak hesaplamali farklar1 gosterilmektedir.
Cooley ve Tukey (Cooley & Tukey, 1965) tarafindan ortaya atilan metot, (3.1.3) katsayilarini

hesaplamak i¢in kullanilabilir ve bu metodun algoritmast FFT(Hizli Fourier Doniisiimii) ile

sadece O( N log N ) islemin yapilmasini saglar. Baz1 makalelerde arastirilan Clenshaw-Curtis

kuadratur yontemlerinin (Clenshaw & Curtis, 1960; Trefethen, 2008) f(X) fonksiyonunu

Clenshaw-Curtis noktalarinda interpole ettigini belirtmek gerekir. Bu nedenle, (3.1.2)’yi
(3.1.1)’de yerine yazarsak,

ZN:"a,JMN'j (a,p.1, u,0)
o (Fi)=1 - (3.1.6)

Z My, (@ B, p )

1=0

toplamlarin1 elde ederiz. Bu son ifadedeki MNyj(a,,B,L,u,a)) tekillilik tdrlerini iceren

modifiye moment olup,

t eUT(Y)
My (e il o) _I[1(1+ X)" (1-x)" (x~u)

seklinde ifade edilebilir. Salinim ¢arpan1 e'*, j. mertebeden Bessel fonksiyonu ve Chebyshev

dx, 1< u<l (3.1.7)

polinomu cinsinden yaklasimi yapilarak seri formunda
e =2>"11J, ()T, (x) (3.1.8)
j=0

yazilarak ilerlenebilir. Bu taktirde

1
T 00T, () =5 (T, (0T, () (3.1.9)
Chebysheyv esitligi ve
M'+1+M\I—i\
dj=—" (3.1.10)

moment esitligi kullanilabilir. Yukaridaki (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10) denklemlerini (3.1.6)’da

yerlerine yazarsak,
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N

(f,u 222 i'ij\]j(a))ai’ij(a,,B,l,/,z,a)) (3.1.11)

=0 j=0

olarak yazilabilecek yeni bir yaklasimi elde ederiz ki burada

N T (%)
Mk(“1/3"’”’“’)__[(1”)“(1—X)ﬁ(x—ﬂ)

dx (3.1.12)

olarak alinir. o = #=1/2 igin, direk olarak Tricomi’nin ¢aligmasi olan (RICOMI, 1951)’den
(3.1.12) ifadesi

j (x)dx =[ kl“(1+k)2]7rcot(ﬂﬂ)Pk(ﬁ’“)(y)
S ) (@-x) (x—p) | T@+2K) | (1) (1) "
2T (=B)T (—a+k+1),F, (1+k,a+ f—k, f+1 1)
I'(-a—pB+1+k)

seklinde hesaplanabilir. Bu son integral degerinde F(Z)=J‘0 yz‘le‘ydy Gama fonksiyonu,

Pk(a'b) (z) Jacobi polinomlari ve , Fl(a,b,c; X) de hipergeometrik fonksiyondur (M. Abramowitz

& Stegun, 1964) ve ()k Pochhammer sembolii olmak tizere

abcx i
k=0

seri agilimina sahiptir. (3.1.7) modifiye momentlerin hesabi bir sonraki kisimda tartigilacaktir.

k

3.2 (3.1.7) Modifiye momentlerin etkili hesaplanmasi
Burada, (3.1.7) modifiye momentlerin verimli bir sekilde hesaplanmasin1 amagliyoruz ve bu

hesap asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 3.2.1. M (a,ﬁ,l,ﬂ,a}),—l< 4 <1 ile verilen (3.1.7) modifiye momentleri

a w)=G, (a w a w 7T, (,u)ei(”” 3.2.1
Mus (@Bl e)=Gulanpl pa) & (@ plwo)e ol =y G2

olarak doniistiiriilebilir. Burada

1+|t)e

3.2.2
t"‘( (—1—u+i};)dt (32.2)

G, (o Bl @) = “ Vit e |
0

ve
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T (1+i%)e™

Gz(a,ﬁ,l,,u,a)):w(ﬂ1)i(1ﬁ’)e'wItﬂ e (3.2.3)
olarak alinmaktadir.

Ispat: R yeterince biiyiik bir say1 ve r yeterince kiiciik bir say1 olmak iizere

Py, (X)=-1+re”, 0<x<Z, Piys(x)=1+re™,2<x<m,

Py, (X)=X% —1+r<x<u-r, P, :ys(X)=1+ix, r <x<R, (3.2.4)
Py, (X)=p+re®, 0<x<m, P 1y, (X)=x+iR, -1<x<1,

PoiVe(X)=x p+r<x<l-r, P iy (X)=—1+ix, r<x<R,

olacak sekilde P = Uk _P. ile smirli, kompleks diizlemde kapali bir I bolgesini goz 6niine

alalim. Kompleks diizlemde —1<%Re ( Z) <13 ( Z) >0 olarak alinan yari serit igerisindeki

bitin noktalarda analitik olan

Ao T,(z)e
" o

Fonksiyonu alinsin. Bu taktirde Cauchy-Goursat teoreminden

I{UZ TI I{UX
cJS SIS Z '[ dx=0
P (1+z 1-7)" (z-p) R, (1+x)*(1- x

elde edilir ve Sekil 3.1’den kolaylikla

1-r

[ | oo S s s

R R R MO

m

yazilabilir.

e
'
|
'
'

N

|2 *

_,
\
|
i
'
H
-
v
yo
)t
w
o
=
_\ﬁ-u

Sekil 3.1: (3.1.7) integrali i¢in integrasyon yollar1
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Butlin cevrenin  yOnl, saat yoniiniin tersi olarak Sekil 3.1°de goriilmektedir.

r—0. iken Pl ve P5 ceyrek cember yaylarmin iizerinden integrallerin sifir oldugunu

gostermek basittir. Ornegin, P,:z=-1+re* xe [0,%] olarak alimrsa, P, iizerinden alman

integralin maksimum degeri

io| -

5 ( ~1+re* )e

T (z)e” Aol
¢H(1+z)“(1—z)ﬂ(z—y)d‘ '[0( ) (2 re'x)ﬂ( 1+re® )

< rl—a J'% T| (_1+ reix )e—iweiwreixeix_im
. ’ (Z—I’eix)ﬂ (_1+ reix _/l)

<rte .[f F(r,x)dx

dx (3.2.6)

olur. Yukarisaki esitsizlikteki son satirin sag tarafindaki ifadede yer alan F (t, o ) fonksiyonu,
t<rvefe [0,%] tanim araliklar1 izerinde siirekli oldugu i¢in, r — O igin limit alindiginda

bu maksimum degerin direk olarak sifir olacagi anlasilmaktadir. Benzer bir sonug P5 ceyrek

¢ember yay1 lizerinden alinmis integral i¢in de kullanilabilir ki boylece r —0 iken

gSPS % dz — 0 oldugu goriiliir. P, dogrusu iizerinde, Z=X+IR degisken doniisiimii

ile, P7 integralin maksimum degeri

6.4 ‘ f T, (x+iR)e“®) i
i N1+ x+iR)" (1-x+iR)” (x+iR— ) (3.2.7)
se‘“’Rf T (x+iR)|[e"”

YL xR L—x+iR|” [x+iR — ]
ile verilir. Su halde R—>oo i¢in bu son ifade yine sifir limit degerine ulasir.

Pe :2=1+1X,r <X<R iizerinden alinan integral

| 1 Y 1+|X) mex
- o q 3.2.8
(JSPG¢( J. 2+|x) X7 (1+ix—u) § (829

haline gelir. P,z =-1+ix,x €[r,R] gevresi boyunca integral de

L T, (-1+ix)e™
_ oj d 2.
4>'°8¢ Ir x“(2—ix)ﬂ(—1+ix—y) " (3.29)
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olarak bulunur. Ek olarak, P,z = z+1e*,0< X< 7 parametrik denklemine sahip yari ember
Uzerinden integral
Cﬁ e J- T (u+re )e ot i

" (14 pu+ref ) (1—y—reix)ﬂ(reix)
. T| (ﬂ‘l‘ reix)ieiwreixeiwy
= — — dx

0 (l+,u+ re'x) (1—,u— re")

olup, r -0 i¢in

- z)dz =ie"* T (#)
$o(2)¢ (L4 u)" (1= p2)

ifadesi elde edilir. Yukaridaki ayr1 ayr yollar iizerinden elde edilmis integrallerde, r — O ve

(3.2.10)

R — oo iken limitler alinir ve x = 4) degisken doniistimii uygulanirsa, bulunan bu degerlerin
(3.2.5) esitliginde yerlestirilmesi bize Teorem 3.2.1’in sonucunu Verir.
3.2.1 Gauss-Laguere kurah ile (3.2.1) deki integral parcalarinin hesabi
(3.2.1) denklemindeki Gl ve Gz yar1 sonsuz integralleri genellestirilmis Gauss-Laguerre
kurali (Hildebrand, 1974) ile dogru bir sekilde hesaplanabilmektedir. Ustelik
T (-1+i%)

(2-iLY (-1-p+it)

H (t) _ a)(a—l)i(l—a)e—iw

T(141)
(2+15)" (1-p+i)

olmak Gzere bu integraller daha basit bir bicimde

Y (t) = it Pl

Gy(a, B, )= [ H (D)t edt,

} (3.2.11)
G, (e B )= [ Y (1)t e dt,

olarak yazilabilir. (3.2.11) integralleri .[o f (X) x'e “dx,r > -1 formunda olduklarindan, Gl ve

G2 integrallerinin her ikisini de dogru bir sekilde hesaplamak igin genellestirilmis Gauss-

Laguerre kurali uygulanabilir. Bunun i¢in, —a >—-1 ve —p > -1 olmak lzere S € {—0! =B }
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icin W, =t agirlik fonksiyonuna gore, N -noktali  genellestirilmis Gauss-Laguerre
N
kuadratiir kuralinin diiglim noktalarinin ve agirliklarinin {t?,W?}jﬂ oldugunu kabul edelim.

Boylece, G, ve G, integrallerine sirastyla

Gy (B, w1, 00) ZWNJ (tv%)+Es (3.2.12)
j=1
ve
G, (. B, y,w):ZN:w(fo)Y (t5)+E, (3.2.13)
j=1

toplamlar1 ile yaklagilabilir. Burada Se€ —a,—ﬂ} icin CZH!F(N +S+1) olmak Uzere

V&, ceC igin E = H(2N>(§) ve E, ==YV () olarak alinmustir. Bu durumda, (3.2.1)

Ny

2N)!

ile verilen modifiye momentler i¢in yaklagim formiilii

’|1 ’ N ( t&a- N g\;ﬁ)Y t,;ﬁ |7Z'T| (/u)eia)r
a,pl po JZWJ ( ,,)+JZ_1:W Y ( ll)+(1+ﬂ)a(1_ﬂ)ﬂ (3.2.14)

ile verilir.

Teorem 3.2.2 (Huybrechs & Vandewalle, 2006) (3.2.14) kuralinin hata yaklagimlari
Eu[H:Y]=M, (.81, 11,0)-My (. 81, pr,0) = O( 2" H™7) 5 0 (3.2.15)
ile tahmin edilebilir.

Teorem 3.2.3 a,B <1 ve (N +1)-Clenshaw-Curtis noktalarinda bir polinom yaklagimi

Fy [f ] olsun. Bu taktirde I [f;,u] i¢in hata yaklagimi
1 [Fsu]— 1y, [fiu]=0(1), @0 iken (3.2.16)

ile tahmin edilir.
Ispat: f fonksiyonuna, Clenshaw-Curtis noktalarinda, yaklasan N. dereceden bir
enterpolasyon polinomu Fy [ f] olsun. p(x)=f(x)=Fy(X) ve m(x)=(1+x)"(1+x)”

olmak Uzere
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J‘l (F(x)—Fy (x))m(x)e*dx
-1

‘Iil[f;/u]_lN,l[f;/u:”:

p(x)-p(4)

(x=n)

1 m(x)e*dx 1 (m(x)-m(u))e*dx 1 gioxgy
:‘( p(x)- p(/l))J._l ((x)-ﬂ)d + p(:“)L%“L m(u) p(#)f_l(x_f,)‘
m(x)-

m(x) b
Oca) [ie=r dx‘

+m(u)|[p(n)

J:ll|m(x)|dx+ p(u) sup

—1<x<1

< sup
—1<x<1

=0(1), @ —> o iken

elde edilir.

3.2.2 Algoritma: (3.1)’in hesab1
Girdi Degerleri: o, B8, ®, N, 1, 1;
Cikti:

1. Se{—a,—ﬂ} icin L (X)genellestirilmis Laguerre polinomlarmin Xi,yj koklerini

hesapla;

2.« igin 0% = j=1,..,N agirliklarin1 hesapla;

3. picin o(” = j=1,..,N agirliklarin1 hesapla;

i

4. N =1 olarak al ve (3.2.14)’de gosterilen j=1..,N igin M ; (Ot,ﬁ,L,U,CO) degerlerini

hesapla;
5. Eger j=—=0 ve j=N ise, 1/N degerini hesapla, degil ise 2/ N degerini hesapla;

6. j=0,..,N; icin &; degerlerini hesapla, eger isteniyorsa 5. adima geg ve (3.2.5)’de
gosterilen j=o0,...,N icin a;yj degerlerini hesapla;
7. (3.1.6) yrkullanarak 1 =0,...,N igin | yaklagimlarini hesapla;

8. Iy, (f,u)1yazdr;

3.3 Sayisal Ornekler
Burada, Jacobi-Cauchy tipi tekilliklere sahip salinimli integrallerin verimli hesaplanmasi

icin Onerilen algoritmanin performansini test etmek icin segilen sayisal 6rnekler verilmistir.
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Tiim hesaplamalar Mathematica 9.0 kullanilarak yapilmistir. Baz1 6rneklerde saniye cinsinden

hesaplama siiresi verilmistir. Elde edilen yaklasimlar, CPU zamani ve bagil hatalar «, 3, w, 1

ve N degerlerine bagl olarak verilecektir.

Ornek 3.3.1. Tekillige sahip salmimli

Xexzeiwx
dx (33.1)

|11( f ;T) :J.‘l(l+ X)mo (1_X)1/2 (X—%)

integralini hesaplayacagiz. Elde edilen sonuglar Tablo 3.3.1°de 6zetlenmistir.

Tablo 3.1: Cesitli N ve @ degerleri ile (3.3.1) integrali igin bagil hatalar.

Bagil Hatalar

W /N 15 22 26 30 32
5 2.6x10°8 1.7x10-10 1.0x10-°10 1.9x10°11 8.6x10712
10 4.0x107° 3.6x10713 5.2x10-14 4.7x10°15 1.5x10°15
50 2.2x10°10 1.6x10°14 1.2x10°17 6.5x10722 7.2x10723
102 6.5x10°1t 1.4x10°'4 1.3x10°%7 1.3x107%2 6.0x10°23
104 5.1x10°*% 1.1x10°14 9.7x10718 9.3x1072%6 4.5x10°23

Ornek 3.3.2. Tekil salinimli

e'* sin x 332
L(fir)= j1(1+x)1’2(1 XY (x— 032) * (332)

integralini g6z oniine alalim. Tablo 3.2, bu integral i¢in ¢esitli N ve ., degerleriile 4 =0.32
degeri icin elde edilen hata miktarlarin1 gdstermektedir.

Ornek 3.3.3. Tekil salimmli

1L (f2)=]" 1,1053)(3_2;2;5) e dx. (3.3.3)
Y(1+x (1-x)"" (x—3)(x—0.4)

integralini hesaplayalim. Hatalar ve saniye cinsinden CPU zamani Tablo 3.3’te verilmistir.

Ornek 3.3.4. Cauchy Esas degeri olan
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(x+1)In(x+5)e"™
(1+x)™" (1-x)" (x2 +l)(x ~0.79)

(3.3.4)

Iil(f;r):j_ll

integralini g6z oniine alalim. Elde edilen dogruluk degerleri Tablo 3.4’de gosterilmistir.

Tablo 3.2: (3.3.2) integralinin ¢esitli N ve @ degerleri ile 5 =0.32 degeri igin elde
edilen hata miktarlari.

Bagil Hata

W \N 15 20 30 40

5 2.0x107° 9.1x10°tt 4.8x10°13 5.9x10°1
10 8.9x10°13 1.1x10°'4 6.2x10715 1.1x10720
50 3.5x10720 7.5x107?1 7.5x10721 7.1x10°21
102 2.5x10720 2.8x10724 2.8x10724 2.8x10724

Tablo 3.3: (3.3.3) integralinin N =22 ile yaklasimi igin hata degerleri ve saniye cinsinden
CPU zamani

@ Bagil Hata CPU Zamani
10 1.680x10°14 0.984
102 6.076x10°17 0.968
103 6.157x10°17 1.062
104 3.162x10°17 1.034
10° 6.165x10°17 1.032
10° 6.162x10°17 1.015

Tablo 3.4: (3.3.4) integralinin N =38 ile yaklagimi igin hata degerleri ve saniye cinsinden CPU

zamani
w Bagil Hata CPU Zamani
10 1.827x10°11 2.718
10° 2.138x10°16 2.593
103 2.351x10°17 1.765
104 2.562x10717 2.390
10° 2.911x10°17 2.750
10° 2.908x10717 4.406
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Ornek 3.3.5. Tekil ve salinimli
f_ iox
1L (2 =_[l aj(x)eﬁ
(%) (1-x)" (x— )

dx, j=12.3 (3.3.5)

Cauchy integralini farkl1 «, 3, 2 degerleri igin géz Oniine alalim. N, @ degerleri sabit olmak

tizere farkli alinan f J- (X) fonksiyonlar1 i¢in elde edilen sonuglar Tablo 3.5’te gosterilmektedir.

Tablo 3.5: (3.3.5) integralinin N =38, ©=10" sabit degerleri ile gesitli «, 3, 2 degerleri igin
bagil hatalari

f.(x) o S 7 Bagil Hatalar
1/4 1/3 0.5 3.49x10°"
1X9X2 1/100 1/100 0.5 3.51x10°"°
X 1/10 1/2 0.5 2.03x107%
1/4 1/3 0.90 3.43x107
1‘(3)05 X 1/100 1/100 0.90 3.28x107%
i 1/10 1/2 0.90 4.43x10-2
1/4 1/3 0.45 4.71x107
72”‘” X 1/100 1/100 0.45 2.77x10°
o 1/10 1/2 0.45 4.58x10°Y
Ornek 3.3.6.
1 eia)x
1% (f;7)= L dx. (3.3.6)

(x2 +10)(1+ X)"” (1-x)" (x-0.26)

integralini gz dniine alalim. Integrali hesaplamanin yan sira, ayn1 zamanda sabit N ve cesitli
(@ degerleri i¢in (3.1.4) ve (3.1.5) formiilleriyle alinan katsayilara gdére hesaplanan (3.3.6)

integral degerlerinin hatalarini karsilastiracagiz. Elde edilen sonuglar Tablo 3.6’da verilmistir.



Tablo 3.6: Sabit N ve gesitli @ degerleri i¢in (3.3.6) integral degerinin iki farkli katsay1
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formiilii kullanilmasiyla elde edilen bagil hatalar.

Bagil Hatalar

0] a, ; al”j

10 .77x10715 .73x10715
100 .57x10-18 . 39x10-17
1000 .59x10-18 .89x10-17
10000 .48x10-18 .03x10-17
100000 .37x10-18 .14x10-17
1000000 .41x10-18 .10x10-17




67

4 LOGARITMIK VE CAUCHY-LOGARITMIK TiPLi TEKIiL VE YUKSEK
SALINIMLI iNTEGRALLER iCiN HIZLI GAUSS-BAGLANTILI
KUADRATUR

Bu bolum, logaritmik ve Cauchy-logaritmik tekilliklere sahip iki yiiksek salinimli integralin
verimli hesaplanmasi igin bir yontem sunmaktadir. Bu yaklasim ilk 6nce orijinal salinimli
integrallerin yar1 sonsuz aralikli ¢izgi integrallerinin toplamina donistiiriilmesini gerektirir.
Daha sonra Gautschi logaritmik ve klasik Laguerre agirlik fonksiyonlarimin kullanildig:
momentlere dayali yontem kullanilarak ortogonal polinomu saglayan ii¢ terimli yineleme
bagintisinin katsayilar1 elde edilmistir. Algoritma, yontemin beklendigi gibi kisa siirede sabit n
degeri ile Oonemli rakamlara ulasabilecegini ortaya koymaktadir. Ayrica, frekans arttik¢a
yaklagim daha yiiksek dogruluk saglamaktadir. Teorik analizimizi dogrulamak icin sayisal
orneklerin sonuglar1 verilmistir. Bu boliimde kullanilacak temel araclar yiiksek salinimli
integraller, modifiye Chebyshev algoritmasi, Cauchy-Goursat integral teoremi, Cauchy

tekilligi, Gauss-Laguerre kuadratiir kurali ve Logaritma tekil integraller olarak verilmektedir.

Bu bolimdeki temel ilgimiz, a,f,7e(-Lo), -0<g<g<h<+o, [K>>1 i*=-1

a <p< bl ve [ai, bl] araligindan ibaret olan uygun bir karmagsik genis bir bolgede holomorfik

bir fonksiyon f (x) olmak tzere,

Q[f]= .[:(x—ai)“ (b, —x)ﬂ|x—c1|y In(x—a,)In(b,—x) f (x)e™dx, (4.1)

Ve

Q'[f]::j: (x-a)" (b, —x)" In(x-a)In(b,—x) f (X)eikxd

: 4.2
(x—p) X (4.2)

formunda iki logaritmik yiiksek salinimli integralinin hesaplanmasidir. Boliimiin geri kalani
asagidaki gibi yapilandirilmistir: Bir sonraki boliimde, Cauchy integral teoremi yaklasimini
kullanarak (4.1) ve (4.2) integrallerini hesapliyor olacagiz. Boliim (4.2) 'de Gauss-tipi kuadratir
kuralin1 olusturuyoruz. Boliim (4.3) teorik analizimizi desteklemek ic¢in sayisal orneklere

ayrilmistir. Son olarak, Boliim (4.4) 'de elde edilen sonuglar1 veriyor olacagiz.
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4.1 En dik inis yontemi ile (4.1) ve (4.2)’nin hesaplanmasi
Buradaki odak noktas1 kompleks diizlemdeki en dik inis yolu olacak sekilde uygun bir kontur
se¢mektir. Bdylece bir salinimli ¢ekirdek fonksiyonuna sahip orijinal integraller, [0, +<0) araligi
iizerinde iistel olarak azalan bir agirlik fonksiyonu ile salinimli olmayan integrallerin toplamina
donitisttriilebilir. Daha sonra, bu integrallerin her biri uygun bir Gauss integrasyon kurali ile

etkili bir sekilde hesaplanir. Cauchy teoremine (Brown & Churchill, 2003) dayanarak, sabit bir
Z, noktasindan bagka bir Z, sabit noktasina holomorfik bir f (Z) fonksiyonun kontur

integralinin degeri her zaman alman yola bagh degildir. Ornegin; f ve h sirasiyla salimm

yapmayan, tekil olmayan diizgiin fonksiyonlar ve |k| =1 ise salmimli bir parametre olmak lzere

1 .
.[_1 f (x)e'kh(x)dx bi¢ciminde Fourier salinimli integrali g6z 6niine alinsin. En dik inis yontemini

elde etmek i¢in, Fourier integralini salinimsiz ve istel olarak azalan hale getiren h 'in sabit bir
reel kisim ile artan sanal kisma sahip oldugu yolu izliyoruz. Bu yontemin en yiiksek asimptotik
mertebeye sahip oldugu iyi bilinmektedir. Bununla birlikte, kullanilmadan 6nce integrasyon
araligin1 barindiran kompleks diizlemin yeterince genis bolgesinde f fonksiyonu yeteri
decerede holomorfik olmalidir ki bdylece Cauchy teoremini uygulayabiliriz. En dik inis
yontemi hakkinda daha fazla bilgi i¢in (Huybrechs & Olver, 2012; Huybrechs & Vandewalle,
2006; Wong, 2001) referanslarina bakilabilir.

Teorem 4.1 (Murray R., Seymour, John J., & Dennis, 2009, p. 115). f(Z)'in kapali bir %

bolgesinde ve bu bolgenin sinir1 olan C iizerinde yeterince analitik oldugunu kabul edelim. Bu

taktirde,

cﬁ f(z)dz=0.

C

Bu teorem, Cauchy-Goursat teoremi olarak bilinir ve Teorem 4.1.1 ve 4.1.2'yi kanitlamak igin

kullanilacaktir.

Burada, z= |z|ei(9*2k”)

olmak Uzere y=Inz oldugunu kabul ediyoruz ve bu fonksiyon
kompleks diizlemde y=Inz=Inr+i(6+2kz), k=0,%l... olarak tanimlanabilir. In(z) gok
degerli bir fonksiyon oldugu icin, burada esas dalimizi |n|Z|+i9, 0<6<2rolarak

tanimlayarak, tek degerli bir fonksiyon elde ediyoruz.
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4.1.1 (4.1) Logaritmik yiiksek salimimh integralin hesaplanmasi
Teorem 4.1.1. f fonksiyonunun ; dizleminde Re(z)e[a,c]U[c,b] Im(z)e[0,»)
ozelligine sahip basit kapali bir yol iizerinde ve iginde analitik oldugunu kabul edelim ve

yeterince biyik R degerleri ile, biitin X €[a,,b;] igin
| £ (x+iR)| < Me'F
olacak sekilde negatif olmayan iki M ve ko sabiti oldugunu farz edelim.

Bu taktirde Q[ ] integrali

Q[f]=Q,[f]+Q[f] (4.1.1)

olarak ifade edilebilir ki burada

(_i)7+1 eikcl w

Qa[f]zT . (cl—al+i?t)a (bl—cl—%t)ﬂ In(cl—a1+%t)ln(bl—cl—%t)f(cl+iFt)t7e‘tdt
. na+l © ) ) i " )
{ﬁ) o [ (b -ay 1)’ (e 1) In(Et)in(by a4 (ay fe)tee e
(4.1.2)
ve
(-iy ek o e . o o
Qb[f]:Wj0 (b —ay+ 1) (b~ +t) In(by —ay +Lt)In(~Lt) f (b +Lt)t et

(4.1.3)
L \y+HL . © a . . . .
+(é) e'a Io (Cl -8 +ft) (bl -G _%t)ﬂ In(cl -9 +ft) In<bl -G _IFt) f (Cl +%t)t7e’tdt.

Im(z)4
R e — —
r 'y
P

T 'y | 4

“- 3 r,! &rn r 10]
L B BN \E --------- T é \{ ------- 7~

Pl T PZ 3 iy P4 -

a; agtr E1:F C; Gtr by-r 0, ﬁe(z)

Sekil 4.1: (4.1) integrali i¢in integrasyon yolu

Ispat: (4.1) integralinin integrandi mutlak deger fonksiyonu igerdiginden,
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Qf]=[ alfldc+[ g, f]ax (4.1.4)
biciminde iki integralin toplami seklinde yazilabilir ki burada
o[ f]=(x—a)" (b, —x) (c,—x) In(x—a,)In(b,—x) f (x)e™dx, (4.1.5)
ve
(4.1.6)

o [1]=(x=a)" (b —x)" (x=¢,) In(x~a,)In(b,~x)  (x)e*dx

olarak alinmaktadir.
P nin p,p,, P, Ve P, ¢eyrek gembersel yollarmi igermesini saglayacak sekilde r kiick bir

pozitif say1 olmak {izere sirasiyla B ={z < C| |Z —a1| <r,0<6<z}, P,= {z eCllz—¢]|<r,

z<f<rf, P={zeCljz-c|<rT, o<o<z} ve P,={zeCl|z-b|<r, z<p< olarak
alarak P={zeC|a < Re(z) <h,0< |m(Z) <R} bolgesini tanimliyoruz. p,P,,p, Ve P,
yollarin1 iceren uygun genis bir bdlgede integrandlar analitik oldugundan, Cauchy-Goursat

teoremini uygulayarak

9’r¢l(x)dx+j:l;r @, (x)dx =— gg(pl(z)dz +26:<f>¢1(z)dz +§>¢2 (z)dz +2J ,(z)dz

a+r
Yy i=3 T

(4.1.7)
integraline sahibiz. (4.1.7) integralindeki yon, Sekil 4.1'de gosterildigi gibi saat yoniiniin
tersidir. ,, ., T, Ve 1, ¢eyrek ¢embersel yollar iizerinden alinan integrallerin, her iki (01(2)
ve ¢, (Z) integrandlarina gore r —0 igin sifir oldugunu gostermek oldukga kolaydir. Ornegin,

[Niz=a+ re’ fe [0, %] icin T, ceyrek cemberin tizerinden integrali géz Oniine alirsak,

ik(a1+re"’)

IF(r.0) (bl—al—rem)ﬂ(al—cl+re‘9)7 In(b,—a,—re”) f (a +re”)

olmak Uzere
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=‘_J'f¢l(al+re‘9)d9‘

S rl+a (

esitsizligini elde ederiz. F(r,0) fonksiyonunun tim te[0,r] ve 6€[0,%] igin surekli

§ﬁ¢l(z)dz

9)\de+jf|e|\F(r,e)\d9)

oldugunu gérmek kolaydir. Her iki tarafta da r — 0 i¢in limit alinirsa, <f>(p z)dz — 0 sonucuna
I

varilir. Benzer bir teknik uygulanarak Sf;(pl z)dz — 0, <j>(p2( )dz —0 ve <j>(p2( )dz —0

3

elde edilebilir. Simdi de 1 : 7 = x+iR, X€[a,C,] yolunu g6z 6niinde bulundurularak devam
edersek, ¢ (X +iR) fonksiyonu

#(x+iR)=(x—a, +iR)" (b, —x—iR)” (c,~x—iR) In(x—a, +iR)In (b, — x—iR)

olmak Uizere

=‘—I:¢1(x+iR)dx‘

qS(Pl(Z)dZ

Se‘kR_mf X+iR)||¢(x+iR)[dx

< MM, "% (¢ —a),
esitsizligine ulasilir. Yeterince biiyiikk R degerleri igin ‘¢(X+ iR)‘ <M;“® oldugundan,
yukaridaki esitsizlikte M, k, > 0’dir. Bu taktirde R — oo i¢in limit alindiginda k > k, +k, olup

<]S¢1 z)dz — 0 oldugu sonucuna varilmaktadir. Ayni prosediirii X € [Cl, b ] icin T, : z=x+iR

yolu iizerinden alinan integral ig¢in de uygulayabiliriz ve R—oo iken q}(pl z)dz —0
Iy

sonucuna varilir. Ayrica, T, :z=c, +ix, X€ [r, R] Uzerinden integral

S[)(pl z)dz I o, —ay +ix)” (b, —¢; —ix)” (<ix) In(c, —ay +ix)In (b, —¢, —ix) f (c, +ix)e™a id,
(4.1.8)

olarak yazilir. r >0 ve R—oo igin limit alinir ve X =t/k doéniigiimii uygulanirsa, (4.1.8)

integrali
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1+7 ke

@@1 kl+7 J CL—&+ t) (bl ol__t)ﬁtyln(ol a+ t)ln(bl ol__t) (01+ t) etar, (4.1.9)
haline gelir. Benzer sekilde ayni prosediir uygulandiginda -, Gzerinden integral de

cjj(pl (z)dz= (ﬁjﬂa elka jowt"‘ (b—a —%t)ﬂ (c—a —it) In(Lt)in(b —a —£t) f (a +it)edt (4.1.10)

halini alir. Diger taraftan ¢, (Z) integrandi i¢in, yukarida bahsedilen prosediir tekrarlandiginda

r, Ve r, iizerinden integraller benzer sekilde

q.)(pz z)dz = ( j“y ,kclJ' (01 a i t) (bl—ol—%t)ﬂt”In(ol—a1+%t)ln(bl—cl—%t)f(cl+%t)e*tdt

l—‘12

(4.1.11)

ve

— W q 0 R a p ¥ . R .
gmz(z)dz:lET'z e'kbljo t7 (b, —ay + 1) (b~ + 1) In(—Lt)In(ly —ay + 1) f (b +Lt)e

r10

(4.1.12)
olmaktadir. Yukarida hesaplanan integrallerin toplamini alip, bunlar1 (4.1.7)’ye yerlestirirsek

ispat tamamlanmis olacaktir.
4.1.2 (4.2) Logaritmik-Cauchy integralinin hesaplanmasi
(4.2) integralini hesaplamak i¢in kullanilacak teorem asagida verilmistir:
Teorem 4.12. f fonksiyonu, z diizleminde C={zeC:a <Re(z)<b,Ime[0,)}
ozelligine sahip basit kapali bir yol {lizerinde ve i¢inde analitik olsun. Eger ‘f(z)‘ < Me*"

olacak sekilde negatif olmayan M ve  iki sayis1 mevcut ise,
Qf]=Q.[f]+Q[f]+ize"G(p), (4.1.2.1)

denklemine sahip oluruz. Burada sirasiyla sag taraftaki integralleri gosterir ifadeler

(1) g (A 1) In(Lt)in(b—a,—{t) f (a,+{t)te”
Qa[f]_[k) Io (ai—,O-l-ﬁt)

dt, (4.1.2.2)
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Qé[f]=%l+ﬁeikblf:(bl_al+“) - &Eglln(g a1)+ JLIUES (4.1.2.3)
ve
G(p)=(p-a) (b,—p) In(p-a)in(b-p)f(p), (4.1.2.4)
olarak almmstir.
Im(z) 4
" T,

e 7N w78
% e i Fie(z)
Sekil 4.2: (4.2) integrali icin integrasyon yolu.
Ispat: Sirasiyla C ={z eCla, <Re(z)<b,0<Im(z)< R}, C ={z EC||Z—31|£ r,0<0<z3,
C,={zeC|lz-p|<r,0<0<x|, ve C,={zeC||z-b|<r,5<O<z}  bolgelerini
tanimlayalim. C ’nin c,,c, Ve c, i igerecek sekilde R ’nin yeterince biiyiik oldugunu ve r

"nin de yeterince kii¢iik bir pozitif deger oldugunu kabul edelim. C ’yi igeren uygun genislikte
bir bélgede integrand w(x)=(x-a)" (b, —x)" In(x—a,)In(b, —x) f (x)e*/(x-p) analitik
olarak g6z Oniine alindigindan, bu taktirde Cauchy-Goursat teoremi geregince

L::l//(x)dx+ j ng// dz+<j>w dz+zcﬁyf ] (4.1.2.5)

er

integraline sahip oluruz. Burada integralin hesaplanmasinda dikkat edilecek yon, Sekil 4.2'de

gosterildigi gibi saat yoniiniin tersine olan pozitif yondiir. Onceki alt boliimde uygulanan

tekniklerin aymsim kullanarak r —0 iken limit ahindiginda I'; ve I'; geyrek gembersel yollari



74

iizerinden integrallerin sifir oldugunu kolayca gosterebiliriz. [';:Z=a, + re’ ge [0, %] ceyrek

cembersel yolu Gzerinde integral

ey B ot )
’ la, — p+re”

olmak Uzere
- Hfgy(a1 + re”)ire‘ede‘,

<rhe (|In r|J.:

maksimum degere sahiptir. H(r,H) fonksiyonunun te[o,r] Ve He[o,g] Uzerinde surekli

gw/(z)dz

H (r.0)|do+ [ |o]|H (r,e)\dej,

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle her iki tarafta da r —0. iken limit alindiginda (j}g/( z)dz—>0

I

oldugu goriiliir. Benzer sekilde r — 0 iken (j)z//(z)dz ool I;:z= X+IiR, x e [ai’bl] icin
I's

g)gu(z)dz

:‘—I:lw(x+iR)dx‘

<e R J‘bl
&

<MM,e "N (b -a), A=(4-4).

f(X+iR)||w, (x+iR)|dx,

elde ediyoruz. Burada integrand

(x—a +iR)" (b, -x—iR)"In(x+iR-a)In(b, - x~-iR)
(X—p+iR)

v, (X+iR) =

olarak tanimlanabilir. Yeterince biiyiik R degerleri igin ‘l/ll(X+iR)‘S M,e R oldugundan

M,,, 4 >0 ’tir. Bu nedenle R — o i¢in limit alindiginda qsl//(z)dz — 0 oldugu sonucu ¢ikar.

I7

[g:z=a, +iX, XE[I’, R] Uzerinden integral

_ 2\dz = R_(bl_ai_ix)ﬂ(i)()“ |n(iX)|n(b1—a1_ix)f(a1+ix)eika1—kxi )
éEW( ) '[r (a,— p+ix) d
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olup r -0,R —oo, iken limit alindiginda ve x=t/k, degisken degistirmesi uygulandiginda

yukaridaki integral
(] M oo(bl—al—%t)ﬂt‘)‘In(%t)ln(bl—al—%t)f(alJr%t)e‘t y 4126
?SW(Z) Z_(Ej ¢ Io (a-p+it) IX (4.1.26)

haline gelmektedir. Ayni sekilde I’y tizerinden integral

()M a0 (- in( e ) (b 1)
il//(z)dz_k_w ekbljo (bl—p+%t) dx. (4.2.2.7)

ifadesine esittir. Fg iizerinden integral hesaplamasi

j” (p -+ rei‘g)a (bl -p- reig)ﬁt“ In(p—a1+ reig)ln(bl -p- rem) f (p+ rei‘g)eikpeik'eig

— N
CEEW(Z)dZ_ 0 (rei‘g) ire'?do,
olur ki bu son esitlikte r —0 icin limit alinirsa, integral
$w (2)dz=ize™ (p-a,)* (b~ p)" In(p-a)In(b,~p) f (p). (4.1.28)
l—‘3

esitligine indirgenir. Yukarida hesaplanan integralleri (4.1.2.5)’e yerlestirirsek Teorem

4.1.2'nin ispat1 tamamlanmis olur.

4.2 Gauss tipli kuadratiir kural ile (4.1.1) ve (4.1.2.1)’in hesaplamasi

Gauss ile ilgili kuadratiir kuralin yapisina baslamadan 6nce Q[ f] i¢cin asagidaki gosterimleri

tanimlayalim:

ay k 7+l

s\t ke . N+l
P =( I) e P, :[éJ el

AL kb, NV
P =(—|)—e P — ! ’ glka
bp KA+ 1 by k !

ve
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F,(t)=F, (t)=(c,—a+it) (b - cl—ft) n(c,—a ++t)In(b—c,—1t) f (c,+1t),
Foo (t)=(0 -2~ ) (¢, —a 1) In(it)In (b, ~a, ~ 1) f (2, + i),
Fy(t)=(—a+it)" (b —c +it) In(by—a, +1t)In(—Lt) f (b +Lt).

Ayrica Q'[ f ] icin de asagidaki gibi gosterimleri tanimlayalim:

i Ita (_i)l+/)’ _
Pa’a — (_j elkal, Pa’ﬁ —\ J elkbl ,

k k1+ﬂ

ve

F. (t)= (B-a- )'”((&al)_'”p(f:—tai—&t)f(aﬁ;t)

=~|=

(B8 U L~ ) 1+ 11)

" b+ 10

bp

Boylelikle Q[ f] ve Q'[ f] integralleri sirastyla

=(P,+R,) j F,, (t)tedt
(4.2.1)
P, [ In(FF,, (Dteedt+ R, ["In(—Lt)F,, (t)t e dt,
Ve

P J. () Ry, (Dte tde+ Ry, [ In(—1t) Ry, (1)t e dt. (4.2.2)

olarak basit formda yazilabilir. (4.2.1) ve (4.2.2) denklemlerinde, dogrudan hesaplanamayan
logaritmik In (H) ve In (—H) carpanlari ile karsilasilir. Aslinda burada hesabi kolaylagtirmak

adina bazi degisiklikler yapmak faydali olacaktir. Gautschi'nin makalesindeki (Gautschi, 2010)

fikrin aynist kullanilarak, bu ¢arpanlari
i :
In(Et] =(In({)-1)+t-(t-1-Int),
I _
In(—Etj =(In(-£)-1)+t—(t-1-Int).

(4.2.3)
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biciminde yazabiliriz. Burada logaritmik fonksiyonun esas dali In|z| +i0, O e [—7[, 7Z] olarak

tanimlandigindan Ini=iz/2 ve |n(—i)=—iﬁ/ 2 olarak alinir. Ayrica, (4.2.3) ifadelerini
(4.2.1) ve (4.2.2) 'ye yerlestirerek, Genellestirilmis Gauss-Laguerre ve Logaritmik Gautschi
agirlik fonksiyonlarinin [0, OO) yar1 sonsuz aralikta ortaya ¢iktigini gézlemliyoruz. Bu agirlik

fonksiyonlar1 asagidaki Tablo 4.1'de verilmistir.

Tablo 4.1:Genellestirilmis Gauss-Laguerre ve Logaritmik Gauss-Laguerre agirlik
fonksiyonlart.

Q[ f ] icin agirlik fonksiyonlari Q'[ f ] icin agirlik fonksiyonlari

o) (t)=t'e" &' (1) =t oD (1) =t et
( )=t e (¢ ()=t o' (t)=t’e" L/ (t)=t"e
(t) t (t 1-Int)e” o' (t)=t*(t-1-Int)e™
o (t)=te "o (1) =t | 00 ()= (t-1-Int)e.

o (1) =t” (t-1-Int)e™

Tablo 4.1'de, " (t; y)=tye’t,(y ={a,p. A} >—1), [0,00) Uizerinden sirali Gauss-Laguerre
agirlik fonksiyonlarmi temsil ederken, Y={a,B}>-1 isin o™ (t;y)=t"e" (t-1-Int)
[0100) Uzerinden Logaritmik Gauss-Laguerre agirlik fonksiyonlarini temsil eder. (4.2.1) ve

(4.2.2) integralleri, yani Q[f] ve Q'[f] ile ilgilenmek igin, n-noktali Gauss-Laguerre ve

Logaritmik Gauss-Gautschi-Laguerre kareleme kurali i¢in alinacak ve Tablo 4.1'de belirtilen

agirlik fonksiyonlari ile iliskili diigtimler ile agirliklar
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J g

{t§“>,w(“>}” , {t(au) ‘”('M)}Lo’ {t(ﬁ) w(p)}”_ , {t(ﬂu) (ﬂ+1)}1 . {t(a,u w(mL)}”_ ,

i=0 j=0 0
{t;(ﬂ”) , w;wﬂ)}jzo , {t;(«z Y, L)}J 0 {t}ﬂ Y, gV },o

n

Q(1)=(R, +R,) X0l F, (1) P (In(3)- )Zw R ()

=

_I_Paaza)gaﬂ) (tﬁaﬂ ) Zw L aa (tga,L )

= n (4.2.4)
+R,, (In(=1)- 1)jz_1:a)§ﬂ)Fbﬂ(t§ﬂ))+Pbﬁjz_l:a)[”l Ry (1)
- bﬁéa)gﬂ”ﬁ,ﬁ (tgﬂ“)mn(f),
ve
Q(f)=P(In (%)—1)gw;<“>a; (i) + P;agw;‘“” FL (1)
—P;a_znlla)}(“’L)F;a (5 )+ Ry (In(—4)- )Za) 5 (67)  @4.25)
=

+Pb'ﬁjzri;a);(ﬂ”)Fb'ﬂ(tjﬂ”) ﬁzw“ bﬁ( )R, (1),

Burada se {05,0! +1(a,L), B, B+1 (B, L)} olmak iizere diigiimler ve agirlik katsayilar: sirasiyla

tgs),t}(s),wgs) ve a)'j(s) olup, R,(f) wve R/ (f) ise geri kalan terimlerdir. Diigiimlerin ve
agirhiklarin hesaplanmasi o(n) islem gerektirir. Ortogonal polinomu saglayan ti¢ terimli

tekrarlama bagintisinin katsayilarin1 otomatik olarak sentezlemek i¢in yinelemeli bir rutin
gereklidir. Katsayilar bulunur bulunmaz Gauss ile ilgili kuadratiir kuralin1 hesaplamak i¢in

gereken diigiimlerin ve agirliklarin olusturulmasi basit bir konu haline gelir. Burada kullanilan

yontem moment bilgisine dayanmaktadir. &; 'S ve S i 'S Hankel determinantlari cinsinden
ifade edildigi zaman, j=0,1,..,2n-1 i¢in &; ve ﬂj ’in ilk n yineleme katsayilarinin ilk 2n

I x! w(x)dx, j=0,1,...,2n—1 momentleri kullanarak hesaplanabilecegi bilinmektedir.
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Ancak sorun, , biiyiidiikkce formiillerin yeterince hassas bir aritmetik kullanmadigi siirece

kiigiik hatalara karsi giderek daha duyarli hale gelmeleridir. L j ’nin uygun bir ortogonal

polinom ve a)(X)’in fonksiyonu momentler

#; = L (x)ao(x)dx L)

Lia (X)=(x=2;)L;(x)=b;L;,(x), j=0,1,2,... L;(X)=0,ve L(x)=1. igin olan g terimli

ilgili  agirhik oldugu modifiye

kullanabilir.  Ayrica, sisteminin -~ @, €R, b, €[0,)

yinelenme bagintisini karsilayan monik polinomlar oldugu varsayilir. Modifiye Chebyshev

algoritmasi sayesinde; j=0,...,n—1 kuvvetle arzu ettigimiz &; ve B j katsayilarini olusturmak

2n-2
icin 2n modifiye momentleri ve 2n-1 katsayilarini {ai’bi}j; kullaniriz. Bunlar hakkinda

daha fazla bilgi icin (Gautschi, 1994, 2010; Kang & Shao, 2014),(Milovanovic,
2016),(Gautschi, 2004),(Ball & Beebe, 2007), ve buna iliskin referanslar). Ornegin,
Mathematica'da yazili kodumuzu kullanarak N'ye gore katsayilar1 asagidaki Tablo 4.2de

olusturabiliriz (bkz. Tablo 4.2).

19
Tablo 4.2: ¢ = —% icin {a}_’ﬂjl_}jzo 'a karsilik gelen t* (t—l—lnt)e—t, Katsayilari,

L
a.

|
7

n

0.3282232033870394702397168779117
1 4.404386121558189960174431747687
6.3369409985709358561593418422596
7.9147000456646886807497104059692
9.4815301637982340867612122961804
11.419117236722946519453314050619
13.662986947802840737258279074536
15.920344447453057560025678655784
18.065244502149855194084511099559
20.097436273731068949544 738368983
22.040892884492520285615404742878
23.919602376845412254634626095628
25.765290019341897833392760928051
27.622621136916356100542400185517

1.3336722243104331449652162860904
0.8905661521095855005999888603733
4.1934809664409756299382143848246
10.728785900737118129223842271470
20.358548856965440521848239959106
31.450306535473915443473277154105
42.367689418790004694990345318018
54.138048334635851292042553822809
68.244116148560029233359355282652
85.201374688617603342064794802549
105.05147394300533229908865862817
127.74364486363676883024370530040
153.12784297632498369167493521658
180.81549299738996266144 787759538



29.537232557909390843745487375061
31.532430310234819749288429900524
33.597505940887025202082881432439
35.699522968152798960459413913583
37.804452446193068468068213169086
39.889637660521501251770658437854

80

210.16256881805548455563740360704
240.53345465456284249725120181158
271.68177179003502731818170808334
303.86979357171182018232678943145
337.63639864971234188545541414845
373.49268662572500341375380148701

n-1
y..., N1 diiglimleri, kdsegen elemanlar1 sirasiyla {06 j}j:O ve alt kosegen elemanlari

t,j=1

WAl

J. (derece J,=N) &6zdegerleridir. Francis (Francis, 1961, 1962) icin QR yontemi, bu

olarak bilinen (Jacobi matrisi) simetrik tridiagonal matrisin (Stoer & Bulirsch, 2002)

tridiagonal sistemin 6zdegerlerini hesaplamak i¢in kullanilabilecek en iyi yontemdir. Yontem,
simetrik matrisler i¢in ¢ok hizli yakinsamaktadir. Ayrica, 6zdegerler istendiginde QR yontemi,

yaygin olarak kullanilan Jacobi yontemi kadar hizli ve yalmizca 6zvektorler istendiginde dort

kat daha hizlidir. Sonug olarak, {a)j }::1 agirliklari belirlemek igin j 6zdegerlerine karsilik gelen

6zvektorlerin hesaplamasi gerekmektedir. N. dereceden Jacobi matris J, 'den 6zdegerlerin ve
Ozvektorlerin hesaplanmasi yalnizca O(nz) islem gerektirir. Golup ve Welsch (Golub &

Welsch, 1969) tarafindan gosterildigi gibi, kuadratiir kuralinin agirliklarini elde etmek igin

ortonormal 6zvektoriin yalnizca ilk bileseninin hesaplanmasi gerekir. Bu nedenle, agirliklar

;= (vj’1)2 ,j=1,...,n ile verilir, burada V,, 6zdeger {; 'ye karsilik gelen normallestirilmis
b .

ozvektordiir. Tamm olarak, B, = =J. o(x)dx almarak [}, hesaplamir. Ornegin;
a

w'“") (t) =t (t -1-In t), agirlik fonksiyonundan momentler asagidaki gibi hesaplanabilir;

F(a+1 [a—t//(a+1)], if j=0
)dt— al“(a+1) if j=0

(1)’ (-1 (a +1),

.[ a)“L L(“

if j>2,

Burada F(z)zj.:tz’le’tdt, Gama fonksiyonu ve l//(Z) Gama fonksiyonunun logaritmik

tirevidir ve Digama fonksiyonu olarak ifade edilir (M. Abramowitz & Stegun, 1964). Bu

nedenle g, katsayist g, —ar(a+1)-T'(a+1)y(a+1) formiiliinden elde edilebilir. Asagida



Tablo 4.3'de, modifiye moment hesaplamasi kullanilarak hesaplanan agirliklar ve diigiimler

vardir.

5
Tablo 4.3: 2 =—1/3 igin t* (t—1-Int)e™ *ye karsilik gelen {tg”f”,w(““}_  digiimleri ve
J=

agirliklari.
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]

(D)
tj

a)ga,L)

67.93963594267935766997961030
57.15094440780755560592992731
48.89460968483635256156220150
42.04630261826085223164992324
36.16740245588001570407922164
31.02823419005839297214481496
26.48937408189283896547839196
22.45821190397329131361386966
18.86940576289382140591135459
15.67483776034688719517106791
12.83794326714411773662712471
10.33027164292312767066339559
8.129269483295962949028963352
6.216751536587737928880513751
4.577698877616484858599511850
3.198873408057748057634649918
2.064748930856801378861844523
0.724808983788826627034127503
0.219377737500702461106059145
0.021395565932772670094637142

6.224360928186609205601519377086(-28)
1.886280604566439583756355678723(-23)
5.223097658581187685116601164566(-20)
3.718675209356950849847019230129(-17)
1.026760221335300592327828885700(-14)
1.365299326666403237328741951965(-12)
9.970439195588979051179587855841(-11)
4.360037193146528262466657369685(-9)
1.2120260102192305666515467768698(-7)
2.2341153709841590083848779671681(-6)
0.000028122992240249695010227975072
0.000246395270523458132348939943717
0.0015158471736645016018392518191716
0.006524426571070577040419849213185
0.019182005612911568710608557810549
0.03596046928646156494125650923242
0.03455336791902275815458872830213
0.02857540554154565443186024115516
0.3090707891436608391940613700242
0.898013035020242777710857817
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ekl Jy (1+x2)(x—0.5)

dx Cauchy integralinin yakinsama orani.

4.3 Sayisal Ornekler

Burada, 6nerilen algoritmanin etkinligini gostermek amaciyla secilmis sayisal Ornekler
sergilenmektedir. Tam ¢6ziim olarak kabul edilen degerler Mathematica 9.0 kullanilarak 30
basamakl1 hassasiyetle elde edilir. Ornekler isletim sistemi Windows 8, 4GB RAM ve 2.4 GHz
CPU saat hizina sahip kisisel bir bilgisayarda gergeklestirildi. Baz1 orneklerde, analizimizi

desteklemek icin saniye cinsinden hesaplama siiresi de verilmistir.

Ornek 4.1.

1 (x+1)% (1- x)% |x—%|% In(x+1)In(1—x)e™
Q[ f ] - J._l 1+ e—(x+7/2) dX,
(4.3.1)
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integralini, n sabit degeri i¢in Onerilen yontem ile hesaplayalim.

Tablo 4.4, k =10 1=2,3...,6 frekansi ile énerilen yontem kullanilarak hesaplanan sonuglari
(hatalar ve hesaplama suiresi) gostermektedir. Elde edilen tam deger, bu integrallerin verimli bir
sekilde hesaplanmasi i¢in 30'a esit ¢aligma hassasiyetine sahip Mathematica’nin “NIntegrate”
komutu kullanilarak hesaplanmistir. Ayni zamanda tam deger ile yaklasik deger arasindaki
farkin biiyiikliiglinli mutlak hata olarak hesap eden ve kullanan algoritmamiz, kisisel
bilgisayarimizda |hata| <1072 elde etmeyi basardi. Ayrica Tablo 4.4. ve Sekil 4.3'de, n sabit

kalirken frekans arttik¢a (4.1) tipinden integralde uygulanan 6nerilen algoritmanin sifir saniye

icinde 6nemli ondalik basamaklari elde edebildigi gorilmektedir.

Tablo 4.4: n=6 ile (4.3.1) integrali i¢in mutlak hatalar ve saniye cinsinden islem siiresi.

K E, (Q) CPU
102 2.88x10716 0.125
103 0.11x10728 0.093
104 0.01x10728 0.093
10° 0.01x1072° 0.093
10° 0.03x1072° 0.093

Ornek 4.2.

L (x+2) 72 (1-x) % In(x+1)In(1-x)e™
Qr[f]zfl( 1) (1=x) ®In(x+1)In{1-x)

dx, 4.3.2
(1+e ™) (x~0.68) “32)

integralini inceleyecegiz. Farkli k degerlere sahip Onerilen algoritma ile Tablo 4.5, sirasiyla

n=7, p=0.68 sabit ve k=102,103,104,105,106 ile yukaridaki Cauchy Esas Deger integrali
(CPV) i¢in elde edilen mutlak hatalar1 ve saniye cinsinden hesaplama siiresini gostermektedir.
Yaklasik deger, Mathematica'da 30 haneli hassasiyetle yazilmis bir program kullanilarak
hesaplanmigtir. Ayrica, Onerilen algoritmanin, yiiksek salimimli c¢ekirdege sahip CPV

integrallerinin hesaplanmasi i¢in orta ve ¢ok yiiksek frekans degerleri i¢in daha dogru sonuglar

verdigi kolayca goriilebilir.
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Tablo 4.5: n=7 igin (4.3.2) integrali i¢in hatalar ve saniye cinsinden hesaplama suresi

k En(Q") hesaplama suresi
102 1.54x10-°15 0.078
103 0.12x10-18 0.078
104 0.01x10-°1° 0.078
10° 4.08x10720 0.078
10° 5.58x10-18 0.078

Ornek 4.3.

10 (x—1)7% (10— x)f% |x—5|_% In(x—1)In(10—x)100In(x +1)e™

Q[f]=]

dx, (4.3.3)
1+x

integralini Onerilen yontem ile hesaplayalim. Orek 4.1, 4.3, 4.5 ve 4.6'da ele alinan (4.1)
tipinden integralin hesaplanmasi, integralin mutlak deger igeren c¢ekirdek fonksiyonunu
icerdiginden, oncelikle (4.1) integrallerinin iki farkli integralin toplami seklinde yazilmasi
gerckmektedir. Daha sonra ilgili kuadratiir kurali (4.2.4) 'te verilmistir. Kural (4.2.4) igin
digtimleri ve agirliklar1 basarili bir sekilde hesapladiktan sonra, (4.1) tipi integralleri verimli
bir bigimde hesaplamak yazilan orijinal algoritmalarla kolay olmaktadir. Mutlak hatalar ve elde
edilen hesaplama siiresi Tablo 4.6’da sergilenmektedir. Dahasi, algoritmamizi
WorkingPrecision-> 200, PrecisionGoal-> 100, MaxRecursion-> 100 ile kullanarak ve 6rnegin,
k=10* gibi bir frekansla ve n=20 olarak diigiimleri alarak Ornek 4.3'deki integrali
Mathematica silirim 9.0 programi ile hesapladigimizda, “Timing” komutu, algoritmamizin
1.98475 saniyede 121 tam ondalik basamaga ulastigini gostermektedir. Buna karsilik,
Mathematica ‘nin NIntegrate komutunu kullanarak hesaplanan ayni integral ayni bilgisayarda
kullanilan Mathematica Programinda 470.695 saniyede sonu¢ vermektedir. Bu, logaritmik
yiiksek salinimli Fourier tipi dahili hesaplamalar i¢in sunulan algoritmanin dogrulugunu

kanatlar.
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Tablo 4.6: n=4 ile (4.3.3) integrali i¢in mutlak hatalar ve saniye cinsinden islem siiresi

K E, (Q) Hesaplama stiresi
102 3.22x1071° 0.046
102 1.52x10723 0.017
104 0.01x10-27 0.283
10° 0.01x10727 0.140
10¢ 0.01x10-28 0.156

Ornek 4.4.

s (x+1) 7 (1= x) %5 In(x+1)In (1= x) tan xe™
Qf[f]_J‘l( l) (1 ) I( 1)' (1 )t

dx, 434
x—0.8 ( )

integralinin hesaplanmasi sabit I degeri alinarak Onerilen yontem ile gergeklestirilmektedir.

Mutlak hatalar ve saniye cinsinden hesaplama siiresi Tablo 4.7'de gosterilmistir.

Tablo 4.7: n=5 ile (4.3.4) integrali icin mutlak hatalar ve saniye cinsinden islem siiresi

K E,(Q") Hesaplama stiresi
102 1.61x10710 0.062
103 5.02x10-°%7 0.046
104 1.43x10718 0.213
10° 1.46x1071° 0.171
10° 1.80x10729 0.203

Ayrica, hatalar1 hesaplarken, (4.2) tipinden integralin tam degerini Mathematica’daki
NIntagrate komutunun Method->PrincipalValue opsiyonu ile birlikte kullanilmasi ile elde ettik,
¢linkii Ornek 4.2, 4.4 ve 4.7°de gdz oniine alman (4.2) tipinden integralin araliktaki bir noktada
siirsiz olmasindan dolay1 diger yontemler basarisiz olabilir. Ayrica burada, tiim tekilliklerin

integrasyon aralik boliimlerinde belirtilmesi veya “Exclusions” seceneginin kullanilmasi

gerektigini hatirlatmakta fayda vardir.

Ornek 4.5. y =0 oldugu (4.1) integral tipinden

Q[f]= jﬂlz (1+ x)gg/100 (%- x)ﬂ300 In(1+x)In (£ - x) cos xe™dx, (4.3.5)
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integralinin farkli k ve sabit | degerleri igin Onerilen algoritma ile hesaplamasini g6z oniine

alacagiz.

Tablo 4.8: Sabit n =3 degeri ile (4.3.5) integrali i¢in hatalar ve saniye cinsinden hesaplama

suresi.
k E,(Q) Hesaplama suresi
102 4.01x10-°1> 0.031
103 5.92x10722 0.109
104 9.65x1072? 0.125
10° 1.98x1072? 0.109
10¢@ 2.92x10730 0.109

Tablo 4.8'deki sonuglardan, bu tezde sunulan algoritmanin 6zellikle ¢ok yiiksek frekansh
degerler i¢in verimli ve ¢ok hizli oldugu anlagilmaktadir. Hesaplama siiresi hatalarini 6nlemek
icin, her frekansi ClearSystemCache[] secenegini veya Quit Kernel ve ardindan Local (Yerel)
secenegini kullanarak bagimsiz olarak hesapladik. Ciinkii Mathematica programi ilk kez
calistirlldiginda ¢ekirdekte bazi verileri tutmakta oldugundan ikinci bir hesaplamanin zamanini

diisiirebilmektedir. Hatalar ve hesaplama siiresi Tablo 4.8'de gosterilmistir.

Ornek 4.6. Bu 6rnekte

Q[f]- jl x %8 (1-x) " [x—4 ** InxIn (1—x) ™ i (4.3.6)
° (5+100(x-+2)’) ’

integralinin farkl1 k ve sabit N degerleri i¢in onerilen algoritma ile hesaplayacagiz. Mutlak
hatalar ve CPU zamanmi Tablo 4.9’da gosterilmektedir. Tablo 4.9’daki sonuglar ayrica,
beklendigi gibi kiigiik digiim sayis1 n=4 kabul edildiginde bile Onerilen algoritmanin
yakinsamasmin ¢ok hizli oldugunu gostermektedir. Bu 6rnegimizi precision=100, n=12

diigiim sayis1 ve k=1000 frekans degeri ile hesapladik ve 47 basamak hassasliga sahip bir
yaklagik degeri elde ettik.
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Tablo 4.9: Sabit n =4 degeri ile (4.3.6) integrali i¢in hatalar ve saniye cinsinden hesaplama

suresi
K E, (Q) Hesaplama stiresi
102 3.43x10713 0.078
103 3.38x1072¢ 0.078
104 9.35x1072° 0.062
10° 7.18x10726 0.062
10¢ 2.56x10726 0.125
Ornek 4.7.

1 X (1- x)_o'81 InxIn(1-x)e*

Q’[f]:J.O (1+x2)(x—0.5)

dx, (4.3.7)

integralini farkl1 k ve sabit l degerleri igin Onerilen algoritma ile hesapladik. Farkli N degerleri
ve k degerleri i¢in mutlak hatalar Tablo 4.10'de gosterilmistir. Ayrica Tablo 4.10'daki sonuglar

incelendiginde, n arttik¢a yakinsamanin da iyilestigini gormek miimkiindiir. Ayni sonucu,

diistik frekanslar i¢in Sekil 4.4'ten de ¢ikarabiliriz.

Burada N diigiim noktasi sayis1 N degeri ile ayn1 anlama gelmektedir.

Tablo 4.10: Farkli n ve k degerleri ile (4.3.7) integrali icin elde edilen mutlak hatalar

N
k 2 3 4
102 9.2x1077 2.5x107° 1.3x10°t
103 8.0x10-1L 3.9x10-°%4 4.0x10-°%4
104 7.0x10°15 2.0x1072L 0.1x10722
10% 5.6x10°1° 0.1x10722 0.2x10722
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5 YUKSEK SALINIMA SAHIP CEKIRDEKLIi CEBIRSEL VE LOGARITMIK
HIPERSINGULER TiP TEKIL INTEGRALLERIN COZUMUNE HIZLI BiR

YAKLASIM

Hipersingiiler integral denklemler; plastiklik, ugus araglarinin aerodinamigi, esneklik ve bir
ucagin arkasindaki girdap uyanmalarinin modellenmesi gibi bir¢ok miihendislik mekanigi
probleminde ortaya c¢ikar. Bu boliimde, zayif, gii¢lii ve hipersingiiler tipte tekillikleri olan
yliksek salinimli integraller incelenmektedir. Burada kullanilan yontem, integrandlar1 uygun
sekilde karmasik bir genis bolgede holomorfik kabul edilen Cauchy Goursat integral teoremine

dayanmaktadir.

Ozel olarak, hipersingiiler tip tekillige sahip yiiksek salinimli integraller incelenmistir. Asil
integrali pozitif yar1 sonsuz bir aralikta ¢izgi integrallerinin toplamina doniistiirdiikten sonra,
Gauss ile ilgili kuadratiir kurali olusturulur. Kullanilan arag, anin bilgisidir. Gautschi logaritmik
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal polinomu karsilayan yineleme katsayilarini iiretmek igin
iki algoritmanin (Chebyshev ve onun modifiye hali) karsilastirilmasi incelenmistir. Son olarak,
onerilen yontemin etkinligini kanitlamak i¢in numerik 6rnekler verilmistir.

f integrasyon araligini iceren uygun sekilde genis bir bolgede holomorfik bir fonksiyon ve

a, f>-1, 5€{01}, |@|>>1, a<pu<b, —w<a<b<ow olmak iizere,

I[s][f;#]:jb(x—a)a(b—x)ﬁ[ln(x—a)kln(b—x)]S f(x)e i 5.1)
: (x=4)

biciminde hipersinguler integralini hesaplayacak verimli bir algoritma ortaya koymak bu

boliimiin temel amaci olacaktir. S degerine bagl olarak [a,b] araliginda, cebirsel-logaritmik
agirlik fonksiyonu  o'*”9 (x)=(x—a)" (b—x)’[In(x-a)In(b—x)| olmak Uzere, (5.1)

denklemi

b (a0, 8:5) iwx
)= [0 ()(()i)f(x)e dx, (5.2)

mh
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(@.5:5)
olarak yazilabilir. Burada J' ba)(—()x)dx integrali yerine Erdogan ve arkadaslar1 (Erdogan,
a X_ILl

Gupta, & Cook, 1973) tarafindan hesaplanan deger yazilirsa, bu integral

k=L ) m
(8.9) F(x) =2
Ibw ( (X))I(X) dx:jba)(“'ﬂ's)(x) (mO ; dx
(X ) X—p (5.3)
k=1 (a.8.3)
+Z f(n)q(nﬂ)J‘ba) Ei(m) dX,

m=0 - e (X — /,l)
toplamina doniistiiriilebilir. (5.1) integrali, Cauchy Esas Degeri (CPV)’nin K. tirevi cinsinden
basit¢e yeniden yazilirsa,

1 d<t bco(aﬁs)(x)f(x)e""X

|[s[ ] = e "~ 4 dx (5.4)

elde edilir.

Bir sonraki boliimde, onerilen yontemi kullanarak (5.1) integrali hesaplanmistir. Boliim 5.2'de,
Gauss baglantili kuadratiir kuralinin yapis1 verilmistir. Boliim 5.3, onerilen algoritmalarin
verimliligini dogrulamak igin sayisal dérnekler icermektedir. Son olarak Boliim 5.4'te sonug ve

onerilere yer verilmistir.
5.1 (5.1) integralinin hesaplanmasi i¢in bir yontem

Bu bolumde, (5.1) integrali i¢in karmasik diizlemde kontur integrasyonuna dayali bir yontem
sunulmustur. k=0,s=0 i¢in, en dik noktaya yonlendirilmis optimizasyon algoritmasinin veya
Clenshaw-Curtis yontemlerinin uygulanmasi basittir (Kang & Shao, 2014; Kayijuka et al.,
2018). Fakat k>0 ve s=1 igin bazi integrandlar, dogrudan hesaplanamayan c¢ok degerli
fonksiyonlar igerecegi icin bazi1 degisikliklere ihtiya¢ duyulacaktir.

n=0,%1... igin, 2’yi z=[z]e"""*"

) olarak alalim. Tek degerli bir fonksiyon elde etmek icin esas
dal Inz+i@, 0< 0 <27 olarak tanimlanmigtir. InZ > nin asil degerinin N=0 oldugunda elde

edilen deger oldugunu hatirlayalim. Ornegin, N=0 igin In(i)= In1+(2n i%)zzi ifadesinin +7i

'ye esittir.

8
I'= UF ; ile siirlanan bolgeleri asagidaki gibi tek tek tanimlayalim.
j=1
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I g (x)=a+ee™,0<x<2Z, [, p,(X)=xa+e<x<u-e,
i (X)=p+ee™,0<x<rx [0 (X)=xu+e<x<b-g, (5.1.1)
[ (X)=b+ee™, 2<x<m, I (X)=b+ix,e<x<L, .
I, g (x)=x+iL,a<x<h, Iip(X)=a+ix,e<x<L.
g G F
4+—
I,
vrs rT

Sekil 5.1. (5.1) Hipersinguler integrali i¢in integrasyon yolu.

Teorem 5.1.1. f(z), bir % bolgesinde ve I sinirinda analitik fonksiyon olsun, bu taktirde

cﬁf(z)dz =0.

T

Bu boliimde yukarida verilen Cauchy-Goursat teoremi asagidaki teoremi kanitlamak ig¢in

kullanilacaktir.
Teorem 5.1.2. f karmasik bir diizlemde basit baglantili bir bdlgenin i¢inde ve sinirinda, kisaca

sekil 5.1 de gosterilen R bdlgesinde, analitik olsun. Yeterince blyik L degerleri igin,

w, €[0,®) olmak iizere, _Hf (x+iL)[dx < Me™" esitsizligini saglayan M ve @, gibi negatif
A

olmayan iki sabitin mevcut oldugunu farz edelim. Bu taktirde,

'a[f;ﬂ]:(i)ha eikafw(b_a_‘i"y)ﬁ In(Sy)in(b—a—Sy)f(a+iy)ye”

dy,
@ 0 (a—y+%y)k
ve
i) ee(b—at+iy) In(=iy)in(b—a+iy)f(b+iy)y’e”
,b[f]zi)w) e.kbjo( oY) n(zgy)inb-a+yy)fbryy)y'e” |

(b-p+iy)

olmak tizere, (5.1) hipersingiiler salinimli integrali
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I[s][f;,u]zIa[f;,u]+|b[f;,u]

(5.1.2)

formunda yazilabilir.

Ispat: ¢ ( z ) integrandini,

0" (2) f (z)e
(z-u)

R, (5.1.1)’de tanimlandig1 gibi [ ile siirl, D = {z eC:a<Re(z)<b,0<Im(z)< L} tanim

#(z)=

, k=12,..., ile gosterelim.

araliginda bir bolge olsun. ¢(Z) analitik oldugundan, Cauchy-Goursat integral teoremini
kullanarak,

IAB¢(x)dx+_fCD¢(x)dx b —(IHA+_[BC +IDE +_[EF +J'FG +IGH )¢(z)dz, (5.1.3)

elde edilir. Sekil 5.1'de gosterildigi gibi yon pozitif anlamda (saat yoniiniin tersi) alinmaktadir.

Epsilon sifira giderken HA ve DE c¢eyrek ¢cemberler ilizerindeki integralin sifira yaklastigi
kolaylikla gosterilebilir. Daha agik bir sekilde, I';:Z=a+¢ ", X e [0, %] ve

ix\A ix i iw(a+geix)
(b—a—se ) In(b—a—ge ) f (a+se )e

G(e,x): —
(a—y+ge'x)

iken, I'; tizerinden integralin maksimum degeri

") (b—a-ge” )ﬂ In(e")In(b—a—ze") f (a+ze" )ei”(amix) |
X

_[F ¢(z)dz‘ = —Ifig”“ °

(a—u+ee” )k
<&"|In g”ﬂG (&, x)‘dx + et .f:|x”G (e, x)‘dx,
ile ifade edilebilir.

G(t,6) fonksiyonunun te[O,g] ve 96[0,%} de siirekli oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Boylece, her iki taraftaki limiti degeri de ¢ = 0 igin ‘ I ¢(z)dz| - 0 dir. Ayni teknik & — 0 igin
r

J;j(z)dz‘ —5 0’1 elde etmek igin de uygulanabilir. Ustelik, T'; :z=iL+x,x €[a,b] ve

(x—a+iL)* (b—x—iL)’ In(x—a+iL)In(b-x—iL)
(x—,quiL)k

w(x+iL)=
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alindiginda,

dx|,

_ewLJ'b(X—a+iL)“ (b—x—iL)” In(x—a-+iL)In(b-x—iL) f (x+iL)e'*
a (x—y+iL)k

r7¢(z)dz

Se‘“"'.[:|1//(x+iL)||f(x+iL)|dx
< MM, @) (b-a)
olup L—w igin

—0

r7¢(z)dz

elde edilir.

@ > @, + @, olacak sekilde herhangi negatif olmayan M,, @, sabitleri ve yeterince biyiik L
degeri igin |y (x+iL)|<Me®" secilebilir.

Ayrica, FGIZ=b+iX, Xe[s, L] icin wX=1Y degisken degisimi yapilirsa, I’y (izerinden

integral

_ (_i) & iwh

jr6¢(z)dz =5 e

jrlozaray)in(ay)in(b-atsy) tbrsy)y'e”

dy,
‘ (b—p+iy) ’

benzer sekilde Iy tizerinden integral

2)dz=[ 1 1+ae‘”’a L(b_a_izy)ﬂIn(%y)ln(b_a—fﬂ’)f(a+i;Y)y“e*y
I ¢(z)d [ j I (a_‘u_‘_%y)k dy

I'g &

olarak bulunabilir.

0<x<zmicin I :z=pu+ g™ tizerinden integral (5.4) denklemi uygulanarak,

dz

iz d*?t co(“’ﬁ’s)(z)ei“’Z f(z)
F3¢(Z)dz = (k—l)l d,le_l J.l"3 Z—u

seklinde yazilir. &€ =0 igin sag taraftaki integral kismi

J.O,, (,u—a+geix )a (b—y—geix )ﬁ In(,u—a+gz::)|n (b—y—geix) f <y+geix)ei”’”ei“"geixig .
&

olur. I'y Gizerinden integral béylece

iz d<?

J'r3¢(z)dz ZMW@(MS) (u)e " f (z))

halini alir.



93

&¢—>0 ve Lo igin, limiti yukaridaki sonuglara gore almak ve hepsini (5.1.3) 'te yerlerine

yazmak ispat1 tamamlar.

5.2 Gauss kuadratir kural ile (5.1.2)’nin hesaplanmasi

1814'te bulunan Gauss kuadratiir, 19. yiizyilin kilometre tas1 kesiflerinden birisiydi. Pozitif bir
b

a)(X) agirlik fonksiyonu ile diizgiin bir f (X) fonksiyonuna sahip J. f (x)w(x)dx integralinin,
a

ortogonal polinomlarin uygunluguna bagli olmak kosuluyla, Gauss kurali kullanilarak
hesaplanabilecegi bilinmektedir. Fourier salinim integralleri i¢in, sayisal en dik inis

yonteminin, yiiksek asimptotik mertebeli en 1y1 yaklagimi elde etmek i¢in daha iyi bir yaklagim
N b : )
verebilecegi bagarili bir sekilde kanitlanmigtir. Ornegin yarim uzayda bir I f (x)e'”*dx Fourier
a

integrali, Gauss-Laguerre kurali uygulanarak verimli bir sekilde hesaplanabilir ve kuralin

asimptotik mertebesi O(w ") dir (Huybrechs & Vandewalle, 2006). Bu blimde, (5.1.2)

integralin verimli bir sekilde hesaplanmasi i¢in bir Gauss kurali olusturuyoruz. Bu bélimde
uygulanan teknik, Ball J.S.’nin makalesine (Ball & Beebe, 2007) ardindan Walter Gautschi
(Gautschi, 2010)’nin makalesindeki son gelismelere dayanmaktadir. Basitlestirmek igin (5.1.2)

'yi yeniden yazarsak

. \1+a e b—a—lwyﬁln b_a_la)y f a+iy U 1448 N
Gl:(éj . Fl(y):( )(a—(,u+‘)’)k) ( ) GZ:(1+12 e,
b-a+ly) In(b—a+iy)f(b+iy
F (y)- bmaray) nfb-ar.y) b+ 2y)

(b—p+iy)
ve

iz dk_l a.f.s 19
H(ﬂ):mw(d P ()& § (u)), for k=12,....

olmak Uzere,

I[f;4]=G[ R(y)In(5y)yedy+G, [ F(y)In(-Ly)y’e dy+H () (520)

ile ifade edilebilir. Gautschi analizinden yola ¢ikarak, (5.2.1)’de goriilen ¢ok degerli kompleks

logaritmik fonksiyonu

In(Ly)= In(g)+ln(y)=[%i ~Ino-1+ yj—(y—l—ln y) (5.2.2)
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ve

In(-Ly)=In(-L)+Iny :(—%i ~-lnw-1+ yj—(y—l— Iny) (5.2.3)

[0]

olarak doniistiirebiliriz. Yukaridaki denklemler (5.2.2) ve (5.2.3)'tin (5.2.1)’de yerine

konmasiyla, (5.2.1) 'in yeni formu
.
F.(y) :(EI ~Inw-1+ yj F(y)
Ve
.
F(y)= (—EI ~Inw-1+ yj F(y)

olmak sartiyla,

[ f;4]=G,] Fu(y)yedy—G,[ F(y)(y-1-Iny)y“edy

+sz: P (Y) yﬂe‘ydy—GZJ': F(y)(y-1-Iny)y’eYdy+H (u)

(5.2.4)

seklinde elde edilebilir. Ayrica, (5.2.4) analiz edildiginde negatif olmayan agirlik fonksiyonlari
o (y)=y"e”, 0" (y)=y%e” (y-1-Iny), (5.2.5)
o (y) =y’e, RS (y) =y (y—l— In y). 2.
olarak bulunur. Buradaki «'“'®) ve «”*®) pozitif bir yar1 sonsuz araliginda logaritmik
Gautschi-Laguerre agirlik fonksiyonlar1 olarak alinir iken, M=, >—1 igin
y—>a>(y; m): y"e™ geleneksel Genellestirilmis Gauss-Laguerre agirlik fonksiyonlar1 oldugu

bilinmektedir.
Logaritmik Gautschi-Laguerre ile geleneksel Genellestirilmis Gauss-Laguerre agirlik

fonksiyonlar1 birlestirilerek, (5.2.4) integrali i¢in Gauss baglantili kuadratiir kurali
I, [ f; ,u] = Glz COE)“) Fu ( y(pa) ) - Glz a)E)a'LG) F (y(pa'LG))
p=1 p=1

G, Y o'F,, (V) -G, Yl IR, (y)+H (u),
p=1 p=1

(5.2.6)
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olarak formiile edilebilir. Yukaridaki (5.2.6) toplaminda, M€ {05 , ,3} olmak iizere sirasiyla yg“)

, y(pm'LG) diigiimler ve a)gm),a)ém"‘e) agirhiklardir.

(m,LG)

Hesaplama icin geriye kalan, |, yaklasiminin hesaplanmasidir (m e{a, B}) igin, yg”), Y

apsisler ve a)gm),a)i)m'LG) agirliklardir). Ancak, bundan once, oncelikle ¢, [ rekirans
katsayilarmin bilgisine ihtiyag olacaktir. Bunun i¢in, derecesi en fazla NI olan reel

polinomlarinin uzay1 g olsun. a)( y) >0 olmak iizere negatif olmayan agirlik fonksiyonunun

b
w:(a,b)—>[0,00) oldugunu ve =L y'co(y)dy, 4y >0 haliyle tim momentlerin var ve

sonlu oldugunu varsayalim. I¢ carpim
(u,v)szu(y)v(y)w(y)dy (5.2.7)

seklinde tanimlanir. Eger (u,v) =0 ise, U ile V ortogonaldir. Eger U=V ise U nun normu

Jlul| = (f:uz (y)W(y)dy)ﬂ2 (5.2.8)

olarak elde edilir.

(5.2.7) 'ye gore monik ortogonal polinomlar ; (.)=r, (a)(y)) , n=0,1 ile gosterilir ve

Ve

(ym, )

(. 7;)

icin ii¢ terimli tekrarlama bagintisi olan

7Ti+1(y):(y_ai)7[i(y)_ i”i—l(y)! i1=0,1,..
72'0()/)21, ﬂ_l(y)=0,

B = i=12,....

(5.2.9)

bagntisini saglar.

By keyfi bir sabit olabilir fakat tanima uygunluk agisindan g, = g, :IRw(y) dy olarak

tanimlanabilir. Yukaridaki katsayilarin otomatik olarak hesaplanmasi, (5.2.6) sayisal kuadratiir
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kuralinin olusturulmasinda énemli bir rol oynar. Dahasi, ortogonal polinomlarin kdklerinin, J,,

(Jacobi) matrisinin karakteristik degerleri (6zdegerleri) olarak hizli bir sekilde hesaplanmasini

kolaylastiracaktir. Var olan ¢esitli algoritmalar arasinda Golub ve Welsch'inki (Golub &

Welsch, 1969) en popiiler olanidir. Bu algoritma, kdsegen elemanlari {ai }Inz_ol ve alt kdsegen

n-1
elemanlar1 {4/ B } X olan N. mertebeden J matrisinin 6zdegerlerinin ve onlara kargilik gelen
i=

ozvektorlerinin hesaplanmasina dayanir (Stoer & Bulirsch, 2002).

a, \/Fl 0
Jz\/ﬁl %

O ﬂn—l an—l

Ayrica, Golub ve Welsch, bir kuadratir kuralinin agirliklarinin, normallestirilmis Vy

Ozvektoriin yalnizca ilk bilesenini belirleyerek elde edildigini ve algoritmanin yalnizca O ( nz)
islemle ¢oziilebilecegini gdstermistir. p=1,2,..,n i¢in Y, noktalari, J ’nin 6zdegerleri ve

Bo = 1o Olmak Uzere p=1,2,..,n Iigin a)p=/1n,p=ﬂOV;1 degerleri agirliklar olarak

hesaplanir. Burada
J(@)v, =y,V,, viv =1

olup v,,, y, Ozdegeri ile iliskili normallestirilmis v, :[v v

01 Vp2reen ] ozvektorinin ilk

o1
bilesenidir. Ayrica J matrisinin 6zdegerlerinin belirlenmesinde Francis (Francis, 1961)
tarafindan onerilen QR yontemi, simetrik matrisler i¢in ¢ok hizli yakinsadigi i¢in mevcut en iyi
yontem olarak kabul edilir.

N tane yineleme katsayisini olusturmak i¢in birkag yontem vardir. Daha once de belirtildigi
gibi, moment degerlerinin temel alindig1 yontem kullanilacaktir.

i=01.,n-1icinilk 2n tane «; ve g yineleme katsayilarinin, r=0,1..,2n-1 i¢in ilk 2n tane
b

Uy = I y'o(y)dy momenti ile hesaplanabilecegi bilinmektedir. Sonug olarak, (5.2.5) 'teki agirhik
a

fonksiyonlartyla iliskili momentler, tam olarak verimli bir sekilde
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e =r° y“eVdy =T (a+r+1),
0 ) (5.2.10)
pl*t = Jo y'e? (y-1-Iny)dy =T (a+r+1)[ a+r-y(a+r+1)],

olarak hesaplanabilir. Burada Gama fonksiyonu F(Z):J.:yz‘le‘ydy olmak iizere

w(z)=I"(z)/T(z) Digama fonksiyonu (M. Abramowitz & Stegun, 1964), Gama

fonksiyonunun logaritmik turevidir ve Mathematica programinda PolyGammal[z] komutu ile
caligtirtlir. Bu momentlerde Hankel determinantlari cinsinden katsayilari ifade etmek gibi
tane yineleme katsayilarini elde etmek i¢in gesitli formiiller vardir. Ancak, formiiliin kii¢iik

hatalara kars1 duyarliligi, genisletilmis bir hassasiyet kullanilmadiginda 1’nin artmasi ile artan
kosul say1s1 nedeniyle artar (Gautschi, 1994). Burada m=a, 8> 1, igin verilen o(y;m)=y"e™’
ve a)(y; m)z(y—l—ln y) yme_y agirlik fonksiyonlarina gore ortogonal polinomlara ii¢ terimli
rekiirans bagintisini saglayan yinelemeli katsayilar olusturmak icin (5.2.10)’da elde edilen

momentler yeterlidir.

LG }I’lfl

5.2.1 Algoritma 1: Siradan momentleri kullanarak {OtiLG,,Bi y, katsayilarinin

hesaplanmasi.

Giris degerleri: N o;prec (*hassasiyet™); dig (*calisma hassasiyeti*);
Ciktilar:

1: r=0,,..; i¢in (5.2.10)’ de verilen /lfa'L) degeri hesaplanir.

lui(a,L) o
2: ag = ﬂ(a,L) degeri hesapla.
0

3 4 =y(()a‘L) degeri hesapla.

4:d=12,..,2n-2icin A,,=0;al.

5: d=01..2n-1igin Ay =y§a'L) al.

6:1=12,.,n10CIN % 4 =244~ 1diig —Lakioa d=ii+L..,2n—i-1 al.

7. q =/11’”lﬂq_ —ﬁi%_l__l; degeri hesapla.

i
)

PN s
8. pi= Aiaia’ degeri hesapla.
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9:i1=01..,n-1icin ¢;p yazdir.
Yukaridaki algoritmayi kullanarak, NI'ye gore (¢ terimli yineleme iligkisinin katsayilari kolayca
olusturulabilir. Dahasi, yukaridaki algoritma Mathematica'da uygulandi, ancak istenirse

MATLAB, Maple veya diger herhangi bir matematiksel yazilimda kolaylikla uygulanabilir.

Tablo5.1: o =—1/4, icin W*"®) (y)=y“e”(y-1-Iny), agirlik fonksiyonuna karsilik

LG
gelen {ai

zamani 0.046 saniye, prec=75).

LG
a.

19
,,HiLG }i:O katsayilarinin (5.2.1) de verilen algoritma ile bulunmasi (CPU

ﬁiLG

0.450907165240387079622192374497081.0242778830275809860335715955718

4.4026356977629687472295132612258
6.4462609107426586575051423712921
8.0993469536298673147110463146371
9.6565521442501219312044582407037
11.487385620636749776309299477905
13.660865631852677441998498517609
15.923546713504372605163548843941
18.103197479766207329491573123388
20.172145438709609898281127079405
22.148685896189116656533807126260
24.054429060576049496535522934793
25.914735451923003844755927791835
27.766370023209773725154094863369
29.653839520173234572797220416703
31.611041488306141256678225392806
33.643287136739521170488824944571
35.727941644647078986185056326634
37.831615791341943207951968682347
39.926708408112839443343673423099

1.2587291457146847219809737953640
4.3437841029461997884958893605676
10.727459601510999531760131065961
20.266321990048429475466086706460
31.808060947238646026307463203268
43.433947558394725076095085656902
55.456655209891862267583643063180
69.425911108055039576435436564038
86.13294547593910471280202436866 7
105.72362050316907059519290527165
128.17144559395119262200846729860
153.38231588056735603882297667714
181.08839565056932241218160342789
210.76020051420847765662219483336
241.73544242002001940758278665338
273.56324721288088412317365478475
306.26613556716851068264135929582
340.26728160198717393755379558027
376.10353277096982518010586310321
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Diger bir alternatif ise, (3.11) 'teki yr kuvvetli momentleri hesaplamak yerine, onu i. dereceden
uygun bir ortogonal polinom ile degistiridigimiz modifiye momentleri kullanmaktir. P, =1

dereceden (R (y)}” ~polinom dizini verildiginde, @ agirlik fonksiyonunun ,lAli modifiye

momentleri
A b H
i=[ R(y)o(y)d, 1=0123.

ile tanimlanir. Bu durumda, I:,f“(y) monik genellestirilmig Laguerre polinomlar1 olsun

m

(Gatteschi, 1980) ve {Li } nin (5.2.9) 'a benzer

I:?ll(y):(y_ai) i (5.2.11)

ii¢c terimli rekiirans bagintisini saglayan monik polinomlar oldugunu varsayalim. Yukaridaki

rekiirans bagmtisinda d; € Rb, >0 katsayilar1 asagidaki sekilde belirlenebilir.

(i+1)L5 (y) = (2+m+1-y)L" (y)-(i+m)L7 (y),

5.2.12
L9 (y)=LL (y) =m+L-y, 212
iy oY)
(5.2.12) de verilen rekiirans bagintisinda i (y) - m yerine yazilirsa:
0, (y)=[y—(2i+m+1) [ (y)+i(i+m)C, (y), 5213

L5 (v)=1 I:Tl(y):O.
elde edilir. Béylece (5.2.11) ve (5.2.13) denklemlerinden & €R, b >0 katsayilarinin

g =2i+m+1 ve b=i(i+m),

b, = i =T (m+1). (6219

oldugu sonucuna vartlir. Sonu¢ olarak m=ea,f>-1 i¢in [0,00) Uzerinde

wme) (y) =y"e” (y—l—ln y) agirlik fonksiyonu ile iliskili modifiye momentler Gama ve

logaritmik tlrev fonksiyonu cinsinden
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mrC(m+1)-T(m+1)y(m+1), if i=0
g = [, W™ (y) [ (y)dy = qmr(m+1), if i=1 (5.2.15)
(1) (i-1)m(m+1), if i>2.

olarak elde edilir. (5.2.10) daki 2n tane modifiye momenti ve 2n-1 tane {a,b} """
katsayilarint1 dogrudan alan modifiye Chebyshev algoritmasi (Gautschi, 2004) sayesinde
a, (W),,Bi (W), i=0,1,...,n-1 Kkatsayilar iiretilebilmektedir. Modifiye moment yaklagimini

kullanarak katsayilar olugturmak i¢in, herhangi bir matematiksel yazilimda uygulanabilecek bir
algoritma verecegiz. Burada hesaplamalar i¢in gerekli kodlar Mathematica 9.0 kullanilarak

yazilmis ve hesaplanmustir.

5.2.2. Algoritma 2: Modifiye momentler kullanarak {aiLG, ﬁiLG}H katsayilarimin
i=0

hesaplanmasi.

Giris degerleri: N;a =M prec (*hassasiyet®); dig (*calisma hassasiyeti*);
Ciktilar:

1: g =2i+a+Li=12,..,2n-1; hesapla.

2: Eger i=0 ise b, =r(a+1) ve diger durumlarda b = i(i -I-Ot) degeri hesapla.

3:i=0 ise j =/p, digerdurumlarda 2 =(-1)' (i-1)!T(«+1) olarak hesapla.

4: oy =a +%; yaklagimi yap.
5: 2. adimda gosterildigi gibi g, = 4, yaklasimi yap.
6: d=12..,2n-2i¢in 2,, =0 al.
7:d=01..2n-11i¢in 2,4 = 44 al.
8:i=12..,n-1igin
Aig = A1 —(@i1—83)A1g —Fishiog +PgAisaq, d=ii+L..,2n—i-1

dongusi hesapla.

9: g =ai+/1“*1j1__—'1"%_1__1 hesapla.

10: 5 = A_ L hesapla.

11: i=01,..,n-% i¢in «; 4 degerlerini yazdir.
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2. Algoritma’da modifiye momentler kullanilarak elde edilen katsayilar, 1. Algoritma’da
siradan momentler kullanilarak elde edilenlerle tam uyum i¢indedir. Her iki algoritmada da ayn1
sonuglar elde edilmis olsa da, birinci algoritma, ikinci algoritmaya kiyasla genisletilmis
hassasiyetin kullanilmasini gerektirir. Sonug olarak, iki algoritma arasinda kii¢iik bir hesaplama
stiresi farki gozlemlenmistir. Bu sorun, N ile iissel olarak artan kotii kosullandirmadan
kaynaklanmaktadir.

Ornegin, Gautschi logaritmik agirlik fonksiyonu dikkate alindiginda, her n<15 igin 1.
Algoritma, 0.015625 saniyede 60 hassasiyet seviyesi gerektirirken, 2. Algoritma 0.015625
saniyede 50 hassasiyet seviyesi gerektirir. N<20 olmak lizere, rekiirans katsayisini elde etmek
icin, 1. Algoritma 0,046 saniyede 75 hassasiyet seviyesi gerektirirken, 2. Algoritma 0.31250

saniyede 50 hassasiyet seviyesi gerektirir. Bir sonraki boliimde daha iyi agiklayict 6rnekler

verilecektir.
101§ 1070
1029 \ —@—Absolute errorsi(n=4) 109 \ —0— Relative Errors (n=4)
12

10§ 102 3
10714 10131 \

2 1 e o &

9 15 S 1014
1079 \ u_]qo 1 \

gl % g 8,

3 1077 \ % 10151 h

1 L 14 N
10’51 ° 10774 ﬁ\
19 18 \
10774 \.ﬁ.‘ 1079 J"?& F CI,)?\ = f |
20 ar #\.a N P L] q
1024 ,".“., o 0q 120%0¢' ‘.0 1074 L .i{\’, (,.lf\., \fp’"\ YA asat \l
10 1020 ¥ »
(I) 1(.)0 2(')0 300 400 500 600 700 300 900 1000 (l) 1(')0 2(l)0 3{')0 460 5(.30 6(.)0 760 SI'JO 960 10.00
Frequency Frequency

Sekil 5.2: ¢ =—-1/4,=-1/5u=0,k=2 ve f (X) =SiNX ile (5.1) hipersinguler integrali igin

yakinsama orani.

7
" 10f @ -
[ 3 Relative Errors
-8
i L @ Absolute Errors 10°F
10" e |
L . [
1013 2 0z @
: - g
i g1 w ol
1017 k 1015 O
101 w 10k
100l CECEE-N-R
10% 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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dx, integralinin N

-0.25 _ 05 _ X <X
Sekil 5.3: =10° sabit degeri igin J'l (x+1) "(1-x) In(L+x)in(1-x)e™e
-1 x—0.1
’e bagl hatalari.

5.3 Sayisal Ornekler

Bu boliimde, Onerilen yontemin hipersingiiler integrallere olan etkililigini incelemek igin
secilmis sayisal ornekler gosterilmektedir. Yapilan tiim hesaplamalar Mathematica'da 32
basamakli aritmetik hesaplama ile yazilmis programlar kullanilarak gerceklestirilmistir. Yine
de, hatalar1 hesaplamak icin kesin degerlere ihtiya¢c olacaktir. Sozde kesin degerler
Mathematica 9.0'da 4GB RAM'e sahip kisisel bir diziistli bilgisayarda hesaplanmistir. Saniye

cinsinden hesaplama siiresi baz1 6rneklerde verilmistir.

Ornek 5.3.1. ¢ =-1/4,8=-1/5,1=0 i¢in

“A3)(x)e" sin x
(x=u)

hipersingiiler integrali hesaplayalim.

(
Bt p)=[ 2 dx, <1 (5.3.1)

Tablo 5.2, n = 4°te (5.3.1) integrali i¢in saniye cinsinden mutlak hatalar1 ve hesaplama
stiresini gostermektedir. Ek olarak, Tablo 5.2, daha az kuadratiir noktas1 dikkate alindiginda
bile 6nerilen yontemin saglamligini gostermektedir. Ayrica, Tablo 5.2'den, frekans arttikca

hesaplama dogrulugunun yani sira hesaplama siiresinin de iyilestigi g6zlemlenebilir.

Tablo 5.2: n=4"te (5.3.1) integrali i¢in mutlak hatalar1 ve saniye cinsinden hesaplama siiresi

0] Absolute Errors CPU
10 1.85x107? 0.031
102 6.74x10-18 0.046
103 1.90x10722 0.031
104 7.40x10723 0.031
10° 1.10x10°23 0.140
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Ornek 5.3.2. ¢ =-0.3,4=0.6, u=0.5 igin,

(@) (x)el* tan
ret k) ; S, [ <1 (532)

|7 f TU|=
=]

hipersingiiler integrali hesaplayalim.

Tablo 5.3, N ’in farkli degerleri ve sabit @ degeri ile 6nerilen yontem kullanilarak elde edilen

yaklagim degerlerini gostermektedir. Ayrica Tablo 5.3, N arttik¢a hesaplama dogrulugunun da

arttigin1 géstermektedir.

Tablo 5.3: Sabit @ degeri ile (5.3.2) hipersingiiler integrali i¢in yaklasim degerleri.

o =1000
n Yaklasim degerleri
2 64532.688961214841864763359257867 — 125250.851427138988397399906359252i
3 64532.688961214841228930837308266 — 125250.851427138987821012698178167i
4 64532.688961214841228950454220065 — 125250.851427138987821049554599396i
5 64532.68896121484122895045299769 — 125250.851427138987821049550931783i
6 64532.68896121484122895045299781 — 125250.85142713898782104955093231i
7 64532.688961214841228950452998 — 125250.8514271389878210495509323i

Ornek 5.3.3. & =1/100, 8 =—1/4, =0 igin,

“7 (x)el (xcosx+ x° +3x—1)

(x—,u)2 (1+ xz)

(
6= [ 2 dx, [4/<l (5.33)

Hadamard sonlu pargasini verimli bir sekilde hesaplayalim.
Tablo 5.4, farkli @. degerleri i¢in Onerilen yontem kullanilarak elde edilen mutlak hatalar1 ve

hesaplama suresini gostermektedir.

Ornek 5.3.4. o =—0.31, #=0.69, 11 =0.

100000 (x)&"* In(L1+ x)
(x=a) (1)

] £; 0] = j_lm dx, (5.3.4)

hipersingiiler integrali hesaplayalim.
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Tablo 5.5, sabit @w=350 (frekans) ile Onerilen yontem kullanarak hatalar1 ve hesaplama

siresini saniye cinsinden gostermektedir.

Tablo 5.4: n=5."te (5.3.3) integrali i¢in saniye cinsinden mutlak hatalar1 ve hesaplama siiresi

0] Mutlak Hata Hesaplama stresi
50 1.80x104 0.046
102 1.00x10Y7 0.062
103 9.00x10% 0.218
10* 1.30x107® 0.203
10° 6.80x10% 0.187

Tablo 5.5: Sabit @ ile (5.3.4) integrali i¢in mutlak hatalar1 ve saniye cinsinden hesaplama

suresi
Mutlak Hata Hesaplama stiresi
n 1. Algoritma 2. Algoritma 1. Algoritma 2. Algoritma
3 3.15x10™* 1.41x10° 0.015 0.031
4 7.12x10% 3.32x101% 0.031 0.031
5 2.60x10°18 1.21x1016 0.062 0.062
6 1.36x10% 6.32x102° 0.078 0.062
7 1.00x10%2 4.47x10%5 0.093 0.062

EXxact 64.62366062387822499728716115895 + 260.37702535680375105841469872353i(3.70s)

Tablo 5.5'te hassasiyet sabit ve her algoritma igin 40'a esittir. Tablo 5.5, iki algoritmanin
dogrulugunun n ile arttigin sergilemistir, ancak n arttikca Algoritma 1'deki hesaplama siiresinin

orantil1 olarak arttig1 goriilmektedir. Dahasi, tiim sonuglar tam ¢ézliime oldukg¢a yakindir.

Ornek 5.35. a =-1/4,f=-1/2,21={0,0.5}. igin,

(e.B,0) iwx
SIHNE f —Xe)edx 1] <1, (5.3.5)
U

(x

cebirsel tekil Hadamard sonlu kismini ele alalim.
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Tablo 5.6, sabit @w=100 ve =0 ile onerilen yontemi kullanarak hatalari ve hesaplama
sliresini saniye cinsinden gostermektedir. Ayrica Tablo 5.7, Onerilen yontemi kullanarak
1 =0.5 icin yaklasim degerlerini gostermektedir. Tablo 5.6 ve 5.7'nin her ikisini de inceleyerek,

cebirsel ve logaritmik tekil integraller i¢in kullanilan hipersingiiler integral i¢in Onerilen
yontemin uygulanmasinin dogru ve ekonomik oldugu, ancak yiiksek frekans degerleri dikkate
alindigi sonucuna varmak kolaydir. N =20'yi referans alarak, N arttikca hesaplama

dogrulugunun da arttig1 kolayca gorulebilir.

Tablo 5.6: Sabit @ ile (5.3.5) hipersingiiler integralinin mutlak hatalar1 ve hesaplama stiresi

=100
n Mutlak hata Hesaplama stiresi
1 1.32x10° 0.000
2 3.65x10°° 0.000
3 2.77x10%2 0.015
4 3.81x10% 0.015
5 8.00x10718 0.031

Tam 0.1032823315565069232725554772316 + 2. 7394850984212037657826989262612i(2.93s)

Ornek 5.3.6. ,(x)= (0= 1xeX2 ,and «=0. igin
+X +X

(-1/4,1/31) X eia)Xf. X
() : () =12 (536)
(x-#)

1 f = [ =

integralini hesaplayalim.

Tablo 5.8, n =4 sabit degeri i¢in 6nerilen yontemin dogrulugunu gostermektedir. Ayrica, Tablo

5.8, a)=102,103,104,105,106 ile fl ve fz fonksiyonlarmin her ikisi i¢in de mutlak hatalar1 ve
saniye cinsinden gecen zamani gosterir. Onerilen yéntemin hem fl hem de fz fonksiyonlari

icin en az |eI‘I’OI‘S| <104 garanti edebilecegini gozlemledik. Tablo 5.8'den, 6nerilen yontemin

biiyiik frekans degerleri i¢in daha verimli oldugu da goriilebilir.
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Tablo 5.7: Sabit @ ve 4 =0.5. ile (5.3.5) hipersingiiler integralinin yaklagim degerleri

=100

n Yaklasim degerleri

2 —223.68541472625086941647497358478 + 66.22139453813281267943681246412i

4 —223.68541471558410137770140552331 + 66.22139373617587608195331122318i

6 -223.68541471559458881378939193463 + 66.22139373615812273686197320247i

8 —223.68541471559459171525944292159 + 66.22139373615812216947300856366i
10 —223.68541471559459171603849043769 + 66.22139373615812217051001846092i
12 —223.68541471559459171603764119079 + 66.22139373615812217051097259341i
14 —223.68541471559459171603763949306 + 66.22139373615812217051097099077i
16 —223.685414715594591716037639498899 + 66.2213937361581221705109709866i
18 -223.6854147155945917160376394989 + 66.22139373615812217051097098699i

20 —223.6854147155945917160376394989 + 66.22139373615812217051097098699i

Tablo 5.8: n=4 sabit degeri ve farkli @ degerleri ile (5.3.6) ‘nin mutlak hatalar1 ve
hesaplama suresi

f,(x)=¢" (1+ xz)_1 f,(x)=xe*(1+x?)"

0] Mutlaka hata hesaplama siiresi  Mutlaka hata Hesaplama stiresi

102 4.8x10°1° 0.031 6.8x10°17 0.156
103 9.0x10°23 0.125 8.0x10°23 0.140
104 1.9x10°23 0.203 1.9x10°23 0.140
103 6.1x10-24 0.125 6.1x10-24 0.140

106 1.4x1072° 0.140 1.3x1072° 0.109
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6 SONUC

Tekil Tekil integral denklemlerin hizli salinimli integral ile hesaplanip ¢oziilmesi, uygulamali
bilimlerde ve mihendislikte 6nemli bir zorluk olmaya devam etmektedir. Onerilen yaklasimlar,
bu integralleri ele almak igin odak c¢ozimlerden biri olabilir. Bolim 1, Clenshaw-Curtis
algoritmalarinin Fourier tipi integralleri ve tekil integral denklemleri ele almadaki 6nemini ve
karmagik tabanli stratejilerini vurgular. Ayrica, Boliim 1, Kisim 5, sonlu ve sonsuz Fourier tipi
integrallerin verimli bir sekilde degerlendirilmesi icin karmasik tabanli yontemlerin

saglamligin1 gostermistir.

Boliim 2'de, tekil ve yiiksek salinimli Fourier tipi integrallerin ¢oziimleri icin iki degistirilmis
Clenshaw-Curtis yaklasimi Onerildi. Dikkate alinan integraller, farkli tiirde degistirilmis
momentlere dayali iki farkli algoritma tiirii kullanilarak hesaplanmistir. Sayisal 6rnekler,
onerilen iki algoritmanin yakinsamasmi kanitlamaktadir. Boliim 2.4'te gerceklestirilen
deneylere gore, 1. Algoritma’nin, kii¢iik, orta veya ¢ok yiiksek frekans degerleri i¢cin daha iyi
sonug verdigi goriildii. Bununla birlikte, 6rnegin ,, =1gibi diisiik degerlere gelince , algoritma
16 basamakl1 dogru bir yaklagim vermek i¢in N 'de hafif bir artig gerektirir. Ayni algoritmanin,
kiiciik ve ¢ok yiiksek frekans degerleri i¢in en dik inis algoritmasina kiyasla daha 6zgiin oldugu
bulunmustur. Ote yandan, Algoritma 2'in diisiik frekans degerleri i¢in daha verimli oldugu ve
yuksek frekans degerlerini degerlendirmek i¢in biraz daha fazla zaman gerektirdigi
bulunmustur. Bolim 2.4'te  verilen Tablolar, Onerilen algoritmalarin dogrulugunu

kanitlamaktadir.

Clenshaw-Curtis algoritmalarinin uzantis1 Bolim 3'te ele alinmustir. Kisaca, Bolim 3'te,
onerilen yontemi kullanarak Jacobi-Cauchy tipi tekillikler ¢ekirdegi ile salinimli integralleri
verimli bir sekilde hesapladik. Bu tiir integraller bir¢ok fiziksel ve miihendislik probleminde
bulunabilir. Kullanilan teknik, geleneksel Clenshaw-Curtis algoritmalarinin salinimli Cauchy
tipi tekil integrallere uygulanmasi olarak kabul edilebilir. Onerilen ydntem, nispeten kiigiik, orta

ve biiylik frekans degerleri icin beklenen yiiksek dogruluk ve verimliligi sergilemistir.

Ayrica onerilen yontemin etkinliginin @ ve N =4 sikligina bagh oldugu gosterilebilir. Bolim
3.3'te verilen Tablolar Onerilen yontemin gegerliligini gostermektedir. Ek olarak, onerilen

yontemin hipersingiiler integrallerin hesaplanmasinda da uygulanabilecegi tespit edilmistir.

Boliim 4'te, Bolim 1 ve Alt Boliim 5'te tartisilan karmagik tabanli yontemler, logaritmik ve

Cauchy-logaritmik tekilliklere sahip iki yiliksek salinimli integralin hesaplanmasinda
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kullanilmistir. Sunulan yontem, her iki integral i¢in, frekans arttik¢a sabit n i¢in hizli bir sekilde
daha yiiksek hassasiyet yaklasimi elde edebilen miikkemmel bir 6zellik sergilemistir. Dahasi,
yaklagim orta ve ¢ok biiylik frekanslar i¢in dogru ve etkiliydi. Bolim 4.3'te sunulan érnekler ve

Tablolar, 6nerilen yontemler i¢in performansin kanitini saglar.

Son olarak, karmasik temel yontemi, 5. Boliimde oldukea salinimli bir ¢ekirdege sahip cebirsel
ve logaritmik hipersingdiler tipte tekil integrallerin hesaplama verimliliginde de kullanilmistir.
Kullanilan yaklagim, 1 arttikga kolayca daha iyi yaklasim dogrulugu saglayabilecegini
kanitlamistir. Ayrica, kullanilan yontem, N'nin sabit olarak alinmasinin, frekansi artirmanin,
yaklagim dogrulugunu artirdigini da gostermistir. Gautschi logaritmik agirlik fonksiyonuna
gore ortogonal polinomu karsilayan yineleme katsayilarini iiretmek i¢in iki algoritma verilerek
ve karsilastirilmistir. Dahasi, her iki algoritma da biri kullanmaya karar verdiginde tatmin edici
sonuglar verebileceklerini gdstermistir. Yukarida verilen Tablolar ve yakinsama oram

rakamlari, analizi destekleyen kanitlar vermistir.
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