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Regresyon analizi, degiskenler arasindaki iliskiyi incelemek icin kullanilan istatistiksel bir
modelleme yontemidir. Bu yontemde, agiklayici degiskenlerin degerlerine bagl olarak yanit
degiskenin ortalamasi tahmin edilmeye c¢alisilir. Regresyon analizi bazi varsayimlara
dayanmaktadir. Eger bu varsayimlar saglantyorsa en kiiciik kareler yontemi en iyi tahminleri
vermektedir. Fakat gercek veriler her zaman bu varsayimlar1 saglamayabilir. Varsayimlarin
saglanmadig1r bu gibi durumlar i¢in yeni yoOntemler gelistirilmistir. Kantil regresyon bu
yontemlerden biridir. Bu tez calismasinda kantil regresyon ve yapay sinir aglarinda kantil
regresyonun kullanimi1 incelenmis ve bu modellerin simiilasyon verileri {izerinde
karsilastirilmast yapilmistir.
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1. GIRIS

“Regresyon” kavrami ilk olarak Francis Galton’un yaptigi bir caligmayla ortaya
cikmistir. Galton, 1884 yilinda insan Ozelliklerinin bir nesilden digerine nasil gegtigini
arastirdig1 ¢alismada boy ve kilo gibi 6zelliklerin kalitsal olma egiliminde oldugunu gézlemledi
(Chernick, Friis, 2003). Bununla birlikte, ebeveynleri ¢ok uzun veya ¢ok kisa boylu olmasina
ragmen c¢ocuklarin boylarinin ortalamasinin popiilasyonun boy ortalamasimna yaklagma
egiliminde oldugunu tespit etti. Galton buna “siradanlia gerileme (regression to mediocrity)”
ismini verdi. Regresyon terimi ilk olarak karsimiza bu sekilde ¢iksa da regresyon analizinin
giiniimiizdeki kullanim1 daha farklidir. Giiniimiizde regresyon analizi, bir bagimli degiskenin
bir veya birden fazla acgiklayic1 degiskenle olan iliskisini tespit etmek i¢in kullanilmaktadir

(Gujarati, 2004).

Regresyon analizinin amaci, agiklayict degiskenlerin degerlerine bagli olarak yanit
degiskenin ortalamasini tahmin etmektir. Geleneksel regresyon analizi ortalamaya odaklanir.
Yanit degisken ile agiklayic1 degiskenler arasindaki iligskiyi, agiklayici degiskenin her sabit

degeri i¢in yanitin kosullu ortalamasini kullanarak ifade eder (Hao ve Naiman, 2007).

Regresyon analizi bazi varsayimlara dayanmaktadir fakat gercek veriler her zaman bu
varsayimlari saglamayabilir. Gergek verilerde aykir1 degerlere ¢ok sik rastlanir, bu da regresyon
varsayimlarmin saglanmamasina neden olur. Ozellikle es varyans (homoscedasticity) varsayimi
saglanmadiginda merkezi egilim Olciilerine odaklanmak yaniltici olabilir. Ciinkii kosullu
ortalama aykir1 degerlerden biiyiik ol¢iide etkilenir (Hao ve Naiman, 2007). Bu sorunu
gidermek icin aykir1 degerlerden kolayca etkilenmeyen yeni istatistiksel teknikler
gelistirilmistir. Bunlar saglam (robust) regresyon yontemleridir ve belirli bir miktar veri bozulsa

bile sonuclar1 giivenilir kalir (Rousseeuw ve Leroy, 1987).

Dogrusal regresyon yonteminde varsayimlar saglandigi takdirde parametre tahminlerini
belirlemek i¢in genellikle “En Kiigiik Kareler Yontemi” kullanilir. Bu yontemde amag, hata
kareler toplamini minimize etmektir. Varsayimlarin saglanmadigi durumlar i¢in ise karesi
alinan ifade baska bir ifade ile degistirilerek tahminin daha giivenilir hale getirildigi ¢esitli
yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden biri de “En Kiigiik Medyan Kareler” yontemidir.
Bu yontemde elde edilen tahmin, hatalarin karelerinin medyanini minimize eder ve verilerdeki
bozulmanin yaklasik %50’sinin etkisine karsi koyabilir. Daha saglam bir regresyon tahmin

yontemi ise Edgeworth (1887) tarafindan 6nerilen “En Kii¢iik Mutlak Sapma” veya “L1” normu



olarak bilinen hatalarin mutlak degerleri toplamini minimize eden yontemdir (Rousseeuw,

1984).

Koenker ve Bassett (1978), lizerinde ¢alisilan verilerin regresyon varsayimlarina uyma
zorunlulugunun engelini agsmak icin medyan regresyonun daha genel sekli olan “Kantil
Regresyon” yontemini gelistirmislerdir. Medyan, bir dagilimda merkezi konumu tanimlayan
0zel bir kantildir. Merkezi olmayan konumlari modellemek i¢in ise farkli kantiller kullanmak
miimkiindiir (Hao ve Naiman, 2007). Kantil regresyon, yanit degiskenin regresor (agiklayici
degisken) tizerindeki farkli konumlardaki kosullu dagilimi hakkinda bilgi sahibi olmay1 saglar
ve bdylece yanit degiskenin ve agiklayic1 degisken arasindaki iligkiler hakkinda genel bir bilgi
sunar. Kantil regresyon, farkli hata dagilim tiirleri ile karakterize edilen verileri dogru analiz

edebilmek i¢in gegerli bir yontemdir (Davino, Furno ve Vistocco, 2014).

Coklu i¢ iliski ve aykir1 degerlerin varliginda dogrusal regresyon yerine kantil regresyon
kullanmak daha dogru sonuglar vermektedir. Dogrusal olmayan kantil modelleri tahmin etmek
i¢in sinir ag1 kullanilir (Taylor, 2000). Bu tezin amaci, kantil regresyonu agiklamak ve kantil

regresyon ile yapay sinir aglarinda uygulamalar yapmaktir.



2. KAYNAK OZETLERI

Koenker ve Bassett (1978), yaptiklari ¢alismada konum modelinde siradan 6rnek
kantillerini veren basit bir minimizasyon problemini, lineer modele genellestirmiglerdir ve
“regresyon kantilleri” olarak adlandirilan yeni bir istatistik sinifi olusmustur. Kantil regresyon

yonteminde tahminciler mutlak artiklarin toplamini minimize etmektedir.

Lee ve Tanaka (1999), kantil regresyon tekniklerine dayali yeni bir aralikli regresyon
analizi Onerdikleri ¢alismada bulanik bir ortamda bir olay1 analiz etmek icin iki aralikl
yaklagim modeli 6nermislerdir. Bu modelin 6zelligini, verilen olayi bulanik bir ortamda temsil
etmek i¢in st ve alt yaklasim modellerini elde etmek ve bunlar1 bir bulanik model olarak

birlestirmek olarak aciklamislardir.

Kulczycki ve Schi (1999) sinir aglarini kullanarak kosullu kantilleri tahmin etme
problemini ¢ekirdek tahmini metodolojisi kullanilarak gelistirmislerdir ve 1limli bir dizi
varsayimda tutarlilign garanti eden bir teori saglanmstir. Insa edilen yapi, bazilar1 ayrintili
olarak ele alinan ¢esitli farkli sinir aglarinin tasarimi i¢in bir temel olusturur. Bayes nokta
tahmini ile ilgili ¢alismada ayrintili sinir agimin yeteneklerini gosteren sayisal sonuclar da

verilmigtir.

Koenker ve Hallock (2000), yaptiklari ¢alismada kantil regresyon yontemlerinin g¢esitli
ortamlarda uygulamalarin1 gostererek hesaplama, ¢ikarim ve yorumlamanin pratik yonlerini

tartismiglardir.

Taylor (2000), ¢ok yonlii finansal getirilerin kosullu olasilik dagilimini tahmin etmek
icin yeni bir yaklasim sunmustur. Dagilimin kuyruklarinin tahmini, riske maruz deger modelleri
gibi risk yonetimi araglar1 igin 6zellikle 6nemlidir. Dogrusal olmayan kantil modelleri tahmin

etmek icin bir sinir ag1 kullanmistir.

Baur, Saisana, ve Schulze (2004), giinliik maksimum 1 saatlik ozon konsantrasyonlari
ile hem meteorolojik hem de kalicilik bilgileri arasindaki dogrusal olmayan iliskilerin
yorumlanmasi i¢in kosullu kantil regresyon yaklagimimin kullanmiglardir. Atina'daki dort
izleme sahasindan alinan sekiz yillik (1992-1999) verilere uygulandiginda, kantil regresyon
sonugclari, agiklayici degiskenlerin ozon konsantrasyonlarinin kosullu dagilimina katkilarinin
farkli ozon rejimlerinde 6nemli Gl¢lide degistigini gostermislerdir. Basit bir kantil regresyon

modeli araciligiyla kosullu ozon yogunluklarinin hesaplanmasinin, bir belirsizlik cergevesi
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altinda bir sonraki giinliin ozon konsantrasyonlarini tahmin etmek ic¢in kullanilabilecegini

belirtmislerdir.

Sacakli (2005), En Kiiciik Kareler, En Kiiciik Mutlak Sapmalar, Medyan, En Kiiciik
Medyan Kareler, M, Rank Regresyon yontemlerini agiklamistir. Alternatif regresyon modelleri

icinde Kantil Regresyon’un yerini a¢iklamak i¢in uygulama verilerinde karsilastirma yapmustir.

Chen (2007), regresyon kantil fonksiyonlarini hesaplamak igin yeni bir yontem sunar.
Bu yontem, tiirevlenemeyen kantil regresyon amag fonksiyonunun diizlestirilmesine dayali bir

sonlu yumusatma algoritmasi uygular.

Altindag (2010), calismasinda En Kiigiik Kareler, Kantil Regresyon ve En Kiigiik

Mutlak Sapma yontemlerini incelemis ve bu yontemleri karsilastirmistir.

Cannon (2011), lineer kantil regresyonun yapay bir sinir agi uzantisi olan sansiirlii kantil
regresyon sinir agini uygular. Yagis miktarlari, riizgar hizlar1 veya kirletici konsantrasyonlari
gibi karisik ayrik stirekli degiskenlerin yani sira siirekli degiskenlerin olasilikli tahminlerini

yapmak i¢in uygun, parametrik olmayan, dogrusal olmayan bir modeldir.

Tian, Tian ve Zhu (2014), asimetrik Laplace hata dagilimmin konum &lgekli bir
karigimint kullanarak EM algoritmasina dayali lineer kantil regresyon problemlerini ¢6zmek
icin yeni bir yontem ortaya koymuslardir. Bilinmeyen parametrenin tahmin edicisinin kapali
bir formu EM algoritmasina dayali bir vektorle elde edilmistir. Klasik Engel verilerini

uyarlamis ve tahminciler i¢in Bootstrap giiven araliklari saglanmustir.

Dorak (2017), calismasinda isletme karliligini etkileyen faktorler kantil regresyon
analizi ve en kiiglik kareler yontemi ile karsilastirmali olarak incelemistir. Analizde basvurulan
EKK ve kantil regresyon yontemleri ayni veri kiimesi i¢in farkli sonuclar iiretmistir. EKK
yonteminin kosullu ortalamayr modellemesine ek olarak kantil regresyon yontemi sayesinde
dagilimin farkli kesimleri de modellenebilmistir. Veri kiimesi aykir1 degerlere sahip oldugu i¢in
kantil regresyon ve EKK ydntemi farkli sonuglar elde etmistir. Bu sonuglar karsilastirildiginda

kantil regresyonun istatistiksel olarak daha anlamli ve dogru sonuglar elde ettigi goriilmiistiir.

Cannon (2018), ¢alismasinda ¢oklu, ¢apraz olmayan, dogrusal olmayan kantil regresyon
fonksiyonlarmi ayn1 anda tahmin etmek i¢in yeni bir kantil regresyon bi¢imi tanitmaktadir.
Monoton bilesik kantil regresyon sinir agi regresyon kantillerinin kesismemesini garanti eden

ilk sinir ag1 tabanli kantil regresyon modelidir.
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Yaman (2019), calismasinda ¢oklu baglant1 problemi ve aykir1 gozlem varliginda kantil
regresyonunda ridge tahminine dayali ¢6ziimii incelemistir. Simiilasyon ve gercek veri
kiimeleri ile yaptig1 uygulama sonucunda ¢oklu baglanti problemi ve aykir1 gozlem varliginda

kantil regresyonda ridge tahmin yaklagim yonteminin kullanilabilecegini gostermistir.

Petnehazi, (2019), kantil regresyon i¢in genisletilmis bir nedensel tek boyutlu evrisimsel
sinir ag1 mimarisi 6nermistir. Model herhangi bir tahminde bulunabilir. Keyfi kantil ve birden
fazla benzer zaman serisi iizerinde ortaklasa egitilebilir. Riske Maruz Deger tahminine yonelik
bir uygulama, Kantil evrisimli sinir agmin dogrusal kantil regresyon ve sabit kantil

tahminlerinden daha i1yi performans gosterdigini gosterir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Regresyon Analizi

Regresyon analizi degiskenler arasi iliskilerin belirlenmesinde kullanilir. Bir yanit
degisken ile bir veya birden fazla aciklayici degisken arasindaki nedensel iliskiyi belirlemek
icin kullanilan istatistiksel bir yontemdir (Aydin, 2014; Montgomery, Peck, Vining, 1982).
Regresyon denklemi, degiskenler arasindaki iliskiye gore ifade edilen bir fonksiyon ile

hatalarin toplanmasiyla yanit degiskenin bir tahminini veren denklemdir.

3.1.1. Basit Dogrusal Regresyon

Basit dogrusal regresyon denkleminde, tek bir agiklayici degisken bulunur. Bir x

aciklayict degiskeni ve bir y yanit degiskeni arasindaki iliski dogrusal oldugunda asagidaki

model ile gosterilir:

Y =Py +pxte 3.5

Yukaridaki (3.1) denkleminde regresyon parametreleri olarak adlandirilan B, ve B,
ifadeleri bilinmeyen sabitlerdir ve ¢ ise rassal bir hatadir. 3, parametresi, x degiskenindeki bir
birimlik degisikligin y degiskeninde ne kadar degisiklige sebep oldugunun bir dl¢iisiidiir. Basit
dogrusal regresyon analizinde B, terimine “kesisim (intercept) katsayis1” ve P, terimine “egim

(slope) katsayis1” denir. Hata teriminin ise sifir ortalama ve o varyansli normal dagilimli bir

rassal degisken oldugu varsayilir (Aydin, 2014; Montgomery, Peck, Vining, 1982).

3.1.2. Coklu Dogrusal Regresyon

Birden fazla agiklayici degisken igeren regresyon modeline “Coklu Regresyon Modeli”

denir. Yanit degisken y bir rastgele degisken olmak iizere, k sayida agiklayici degiskenle iligkili

oldugu durumda regresyon denklemi asagidaki sekilde ifade edilir:

Vi =Bo +Bixy +.+Bx;+g ., 1=L..,n ve j=L..k (3.2)



Bu denklemde yanit degiskenin davranisi birden fazla agiklayici degiskene baglidir. Her
bir agiklayici degiskendeki B;, i= ] regresyon katsayisi, diger agiklayici degiskenler sabit

tutuldugunda ilgili aciklayici degiskendeki bir birimlik degisikligin yanit degiskendeki

beklenen degisimini belirtir. Bu modeldeki “dogrusal” terimi f; katsayilarindaki dogrusalligi
anlatmaktadir. Yani dogrusal modellerde f; katsayilari birinci derece olarak bulunur. Bir
modelde x; degiskenlerinin derecelerinin birden biiyiik olmasi modelin dogrusal model oldugu

gercegini degistirmez. Coklu dogrusal regresyon modeli, X, aciklayict degiskenlerinin k

ij
boyutlu uzayinda bir hiper diizlem ifade eder (Erar, 2013; Montgomery, Peck, Vining, 1982).
Kesisim noktasi, tiim agiklayici degiskenler sifira esit oldugunda beklenen y degeridir.
B; katsayilarina genellikle “kismi egim katsayilar’” denir. B; katsayisi, her i i¢in, diger tim
agiklayict degiskenler sabit tutuldugunda x;’deki birim artisla iliskili y’nin beklenen
degerindeki degisiklik olarak yorumlanabilir. Aslinda f;, X; ’nin y lzerindeki etkisinin bir

Ol¢iistidiir. Diger tiim agiklayict degiskenler sabit tutuldugunda y’nin beklenen degerindeki

degisiklik x ’teki birim artisla iliskilidir (Berry, 1993).

3.1.3. Regresyon Analizinin Varsayimlari
Regresyon analizi baz1 varsayimlara dayanir. Bunlar:

1. y yanit1 ile aciklayic1 degiskenler arasinda iliski dogrusal ya da en azindan yaklasik
dogrusaldir (Erar, 2013; Montgomery, Peck, Vining, 1982). Basit dogrusal regresyon
modelinde agiklayict degiskenin her olasi degerine karsilik yanit degisken i¢in bir olasilik

dagilimi vardir ve bu dagilimin ortalamasi denklem (3.3)’te varyansi ise denklem (3.4)’te

verilmistir:
E(y|x)=Bo+le (3.3)
Var(y|x)=Var (B, +Bx+¢)=0" (3.4)

Yukaridaki (3.3) denkleminde goriildiigii gibi y’nin ortalamast X’in dogrusal bir

fonksiyonudur (Erar, 2013; Montgomery, Peck, Vining, 1982).



P[Fi |xi)

Sekil 3.1. iki degiskenli modelde regresyon varsayimlari (Berry, 1993)

2. Agiklayict degisken tarafindan alinan degerler tekrarlanan 6rneklerde sabit olarak
kabul edilir. Yani yanit degiskenin tahmini, sabit bir X degeri i¢in yapilir (Gujarati, 2004).

3. Agiklayici degiskenlerle hatalar arasinda iliski yoktur. iliski oldugu durumda €, , y
yi etkileyen bir hata terimi oldugundan, y de X;’yi etkilediginden, &;, X; nin dolayli bir
nedeni olur ve sonug olarak X; ve g ’nin y iizerindeki bireysel etkilerini degerlendirmek

miimkiin olmayacaktir (Gujarati, 2004).

4. Hatalar sifir ortalamaya sahiptir. Pozitif ve negatif hatalar birbirini dengeler ve
boylece hatalarin beklenen degeri sifir olur. E(si |xij):0 varsayimi yanit degiskenin
ortalamasinin E(yi |Xi)=BO+[’>1Xi olmasi anlamma gelir (Gujarati, 2004). Yani hatalarin

kosullu ortalamasinin sifir olmasi, yanit degiskenin ortalamasinda hata terimlerinin ihmal

edilmesini saglar.



@ Ortalama

Sekil 3.2. Hatalarin kosullu dagilimi (Gujarati, 2004)

5. Hatalar bilinmeyen o” sabit varyansma sahiptir. Esit varyans (homoscedasticity)

varsayimi farkli x degerlerine karsilik gelen y popiilasyonlarinin ayni varyansa sahip oldugu

anlamina gelir. Regresyon dogrusunun etrafindaki yayilma her x degeri i¢in aynidir (Gujarati,
2004). Diger bir deyisle, hata teriminin sifir ortalama etrafindaki degisimi, agiklayici

degiskenin degerlerinden etkilenmez. Her €; hata terimi ayn1 varyansa sahiptir (Aydin, 2014).



f{:E'l ::I

g nun olasili vodunlugy

Sekil 3.3. Degisen varyans (Gujarati, 2014).

6. Hatalar arasinda otokorelasyon yoktur. Bu varsayim, hatalarin birbirinden bagimsiz
dagildigini ifade eder. Bu ayn1 zamanda hatalarin kovaryanslarimin sifir oldugu anlamina gelir.
Standart hatalar varyans-kovaryans matrisinden bulunur. Bu matristeki diyagonal elemanlar
parametrelerin elemanlaridir; alt tiggensel ve iist tiggensel kisimlar ise simetrik olmakla birlikte
hatalarin kovaryanslaridir. Hatalar iliskisiz oldugunda matristeki alt licgensel ve iist liggensel
degerler sifir olur. Bu sayede, de§iskenler arasindaki iliskiyi belirleyen parametrelerin kestirim
degerleri gercek degerlere yakin hesaplanabilir (Imir, 1986). Hatalar arasinda iliski olmamasi
yanitlarin da iliskisiz oldugu anlamina gelir (Aydin, 2014).

7. Hatalar normal dagilmaktadir. Bu varsayim, parametre tahminleri igin istatistiksel
oneme sahip testler ve giiven araliklarinin olusturulmasi i¢in gereklidir (Berry, 1993). Hatalarin
normal dagildig1 varsayimi yanit degiskenlerin de normal dagildig1 anlamina gelir (Aydin,
2014).

8. Aciklayic1 degiskenler arasinda i¢ iliski (multicollinearity) yoktur. I¢ iliski
oldugunda bir aciklayici degisken diger aciklayici degiskenlerin dogrusal kombinasyonu olur,
bu durumda bir agiklayici degiskenin yanit degiskendeki etkisini incelemek igin diger agiklayict

degiskenleri sabit tutmak miimkiin olmayacaktir.
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Model parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilan en kiigiik kareler (OLS) tahmini
yukaridaki varsayimlar altinda en iyi dogrusal yansiz tahmin edicidir ve bu tahmin edici normal

dagitilmis hatalar durumunda maksimum olasilik ile ¢akisir (Furno, Vistocco, 2018).

Sonsuz sayida tekrarli 6rneklem sayisinin ortalamasi tahmin edilen parametreye esitse

yani E(B) = ise kitle parametresi  nin tahmini olan [3 ’ya “yansiz tahmini” denir.

3.1.4. En Kiig¢iik Kareler Tahmini

En kiigiik kareler tahmini, hesaplama kolayligindan dolay1 ¢ok kullanilan bir yontemdir.
Kullanislhi olmasinin yani sira, her bir hata terimi i¢in belirli varsayimlarda bulunarak
istatistiksel ozellikler elde etmek miimkiindiir. Olas1 tahminlerin ortalamasi ve varyansi gibi
ozellikler sayesinde popiilasyondaki katsayilar hakkinda cikarimlar yapilabilir. Parametre
tahminlerinin gercek degerine yakinligi hatalarin dagilimima ve varyansina baglidir. Hatalarin
dagilimiyla ilgili baz1 varsayimlar altinda en kii¢iik kareler tahmin edicisi minimum varyansa
sahip olur. Bu nedenle, en kiigiik kareler tahmin edicisine “En Iyi Dogrusal Yansiz Tahmin

Edici (BLUE)” denir (Hanushek, Jackson, 1977).

Denklem (3.1) ile verilen basit dogrusal regresyon modeli i¢in en kiiciik kareler

yontemi, gercek yanit Y, ve tahmini yanit Y, =BO+lei arasindaki mesafenin kareleri

toplamini minimum yapacak sekilde Bo ve Bl regresyon parametrelerini tahmin etmeye ¢aligir.

Denklem (3.1) kitle regresyon modeli iken denklem (3.5) ise 6rneklem regresyon modelidir.

Y, =Bo+BX +&, i=12,..,n (3.5)
f(Bo.B ) = Zs —Z[y. (Bo+Bx;) | (3.6)

af(BO’Bl — 22 =O

B, (3.7)
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BB _ o5 =
5—Bl = —2;(% _Bo _lei )Xi =0 (3.8)

BO ve Bl yukaridaki denklem sisteminin ¢oziimleri olmak {tizere, gerekli diizenlemeler

yapildiginda,
nﬁo+f}1 X =Zyi (3.9)
i1 i1
A n A n ) n
Boizﬂ:xi +B1;Xi :;yixi (3.10)

olarak bulunur. Elde edilen (3.9) ve (3.10) denklemlerine “En Kii¢iik Kareler Normal

Denklemleri” denir. Bu denklemler asagidaki gibi ¢oziilerek kesim noktasinin ve egimin en

kiigiik kareler tahminleri sirasiyla [30 ve ﬁl:

Bo =y —Byx (3.11)

p =+ Y 3.12
n [ij (3.12)

olarak bulunur. Denklem (3.11)’de gegen X ve 'y sirastyla X ve Yy ’nin ortalamasidir ve

denklem (3.13) ve denklem (3.14)’teki gibi hesaplanir:

12



X |
Il
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>

Xi (3.13)

Il
LN

< |
Il
S|

Zﬁi (3.14)
Tahmin edilen basit dogrusal regresyon modeli agagidaki gibi bulunur:

§ =By +B.x (3.15)

Denklem (3.15), belli bir x i¢iny ’nin ortalama nokta tahminini verir. Denklem (3.12)’

nin paydasi X; 'nin diizeltilmis kareler toplamidir ve

n (anxi] n n 2
Sxx:ZXiz_i:l—:ZXi (Xi—)_()IZXZ—ni (316)

n =)

olarak, (3.12) denkleminin pay1 ise X; ve Y; ’lerin diizeltilmis ¢carpimlarinin toplamidir ve

S, :izzl:xiyi —[il ][Z:M] :iZ:l:yi (xi —i)zgxiyi —nxy (3.17)

n

olarak ifade edildiginde (3.12) denklemi,

Xy, —NXy
; |y| y:i

Po="— (3.18)
3 X% —nx’ So
seklinde yazilabilir.
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y. ile V. degerleri arasindaki fark olan €, =Y, —V. ifadesi regresyon artigi olarak
adlandirilir. Burada e€; ifadesi gergcek gozlenen deger ile uyum degeri arasindaki fark

oldugundan regresyon artiklari gdzlemlenebilir degerlerdir. Fakat regresyon modelindeki ¢,

hata terimleri ise gdzlemlenebilir degerler degildir. Regresyon hatasi, bir gézlemin beklenen
degeriyle olan farklilik miktaridir; diger bir ifadeyle istatistiksel birimin rastgele secildigi tiim

popiilasyona dayanmaktadir. Tiim popililasyonun ortalamasi olan beklenen deger

gdzlemlenemez (Yan ve Su, 2009). Hata terimi matematiksel olarak ¢, =y, —E(y,) seklinde

de yazilabilir (Aydin, 2014).

Basit regresyon modelinde oldugu gibi ¢oklu dogrusal regresyon modelinde de model
parametrelerinin tahmini i¢in en kiigiik kareler yontemi kullanilabilir (Aydin, 2014). Coklu
regresyon, ayni anda birden fazla aciklayici degiskenin yanit tizerindeki etkisinin incelenmesine
olanak tanir. Coklu dogrusal regresyon model, her bir agiklayici degiskenin deger kiimesi i¢in,
dagilimin ortalamasi yiizey (bir agiklayici degisken i¢in dogru; iki agiklayici degisken icin
diizlem) lizerinde olacak sekilde y degerlerinin kosullu bir olasilik dagilimi oldugunu varsayar

(Berry, 1993).

Coklu dogrusal regresyonda model parametrelerinin tahminini en kiiglik kareler
yontemiyle yapmak ic¢in daha oOnce agiklandigi gibi bazi1 varsayimlarin saglamasi
gerekmektedir. Basit dogrusal modeldeki varsayimlara ek olarak ¢oklu dogrusal regresyon

modelinde agiklayici degiskenler arasinda iliski olmadig1 kabul edilir. Orneklem hacmi n ve

aciklayici degisken sayis1 kK olmak iizere, bagimli degisken y ’nin gdzlem sayist n > K igin Y,
, 1. gdzlemlenmis yanit degiskenini ve X;; de X; aciklayici degiskeninin i. gdzlem degerini
gostersin. Her bir gozlemlenen Y; yanitina bir x; agiklayici degiskeni gozlemi karsilik gelir.
Hipotezler test edilirken ya da giiven araliklar1 olusturulurken X,,X,,...,X, verildiginde y ’nin

kosullu dagilim B, +B,x, +B,%, +...+B,X, ortalama ve o varyans: ile normal dagildig

varsayimi altinda denklem (3.2)’ye karsilik gelen 6rneklem regresyon modeli sdyle yazilabilir:

Yi =Bo +Bxiy +BoXip o X €

[
=By + D Bxj+e, i=12..n (3.19)
i=1
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Burada Yy, yanit degisken; B,,B,,....B, regresyon parametreleri; €,’ler i=1,2,...,n igin
E(e)=0 ve Var(g)=0" olan rastgele hatalardir. Dogrusal model, {, sabit terimini
icerdiginde, B;, j=0,1,...,k olmak iizere, tahmin edilecek p=k+1 tane parametre olur.

Regresyon modelinin en kiigiik kareler fonksiyonu denklem (3.20)’deki gibidir:

f(BO’Bl""’Bk):ZSiZ:;(Yi_ﬁo_zllﬁjxijJ (3.20)

Veri noktalarima “en yakin” olan regresyon dogrusunu se¢gmek i¢in hatayr en aza
indirecek parametreler tahmin edilmeye calisilir. f fonksiyonu B,,B,,....B, "ya gore minimize
edilmelidir. (3.19) denkleminin ,,B;,...,B, *ya gore kismi tiirevleri alinir ve sifira esitlenirse

(3.21) ve (3.22) esitlikleri elde edilir.

af B ,B ,...,B< : zk
( O’I l"”’l k) 22 —_ E X.. = i_

Bo:Bys--n P parametrelerinin  kiigiik kareler tahminleri ﬁo,ﬁl,...,ﬁk yukaridaki

denklemleri saglamalidir. Gerekli islemlerden sonra bu denklemler daha sade bir bigimde
yazildiginda (3.23) ile ifade edilen en kiigiik kareler normal denklemleri elde edilir. Normal
denklemlerinin ¢6ziimii parametrelerin en kiigiik kareler tahminlerini verecektir (Aydin, 2014,

Montgomery, Peck, Vining 2012).
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n n n n
nB, +Blzxi1 "'Bzzxiz +--'+Bkzxik - zyi
= = =) =

Boz Xyt Blz X + Bzz Xy Xjp +oont Bk z X X = inlyi
= i i E i=t (3.23)

n n n n n

. . . . ,

Bozxik +Blzxikxi1 +Bzzxikxi2 +"'+Bkzxik = inkyi
i1 i1 ) i1 i1

3.1.5. Coklu Dogrusal Regresyonun Matris Gosterimi

Coklu dogrusal regresyon modelinin matris gosterimi (3.24)’teki gibi ifade edilir.

y=Xp+e (3.24)

Yanit degisken Y, Y, ’ye iliskin gdzlemlerin nx1 boyutlu siitun vektorii; X, agiklayict
degiskenlere iliskin gozlemlerin K tane siitun vektorii ve sabit terim igin birlerin siitununu
igeren nxp boyutlu matris; p, px1 boyutlu tahmin edilen regresyon katsayilarinin vektorii ve

€, Nx1 boyutlu rastgele hatalar vektortdiir.

Y1 1 Xy Xgp oo Xy Bo &

y 1 X, XX B €
y=[22 , X=|_ 2 2T ="t ve g=|°

yn nxl 1 an Xn2 Xnk nxp Bk px1 8n nxl
1 Xy X Xy || Bo Bo +BiXyy +BoXpy +ooH BiXyy
1x, X

2 X || By _ Bo +BiXp +BoXg oo+ B Xy

1 X Xpo o X || B Bo +BiXp +ByX s oo+ B X
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Boylece, ¢oklu regresyon modeli matris ve vektér formunda (3.25) veya buna esdeger

olarak (3.26)’daki gibi yazilir:

ynxp = anpoxl +8n><1 (325)
Y1 I Xy Xpp oo Xy Bo €
Yo | |1 X Xy oo Xy B + €,
. =|. . . . . : (3.26)

yn nxl 1 an Xn2 ”'Xnk nxp Bk pxl 8n nx1

Burada y ve g, birer rassal vektordiir. Bu vektorlerin elemanlari rassal degiskenlerdir.

X matrisi bilinen sabitler matrisidir ve her bir siitunu, belirli bir agiklayici degiskenin
degerlerini igerir. X ’in belirli bir sirasinin elemanlari, s6z konusu siranin beklenen degerini

veren B parametrelerine karsilik gelen katsayilardir. Ayrica B, tim gozlemler igin 1 sabit

katsayisina sahiptir. Boylece, X matrisinin birinci stitunu 1 siitun vektorlerinden olusmaktadir.

B ile X matrisinin birinci satir1 garpilip &€ vektoriiniin birinci satir1 eklenirse, birinci gozlem

icin (3.27) ile ifade edilen model elde edilir:
Y1 =Bo +Bixyy +Boxp, o Byxy + (3.27)

B vektoriindeki her bir B, elemani, diger tim agiklayict degiskenlerin sabit tutuldugu

varsayilarak, j. agiklayicit degiskende bir birimlik degismenin yanit degiskende yaratacagi

degismeyi gosteren kismi bir regresyon parametresidir.

B vektoriiniin en kiigiik kareler tahmin vektdriinii elde etmek igin (3.28)’deki f(B)

fonksiyonu minimize edilir.
f(B)= ¢l =e’e=(y—XB) (y—XB) (3.28)

f(B) fonksiyonunun bir gdsterimi de asagidaki gibidir:
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f(B)=yy-B'Xy-yXp+BXXB

= y!y _ ZBVXIy + BVX!XB (3.29)
(3.29)’in B ’ya gore kismi tiirevi alinip sifira esitlenirse,
a_ —2X'y+2X'XB=0
B y = (3.30)

elde edilir. En kii¢iik kareler tahmin vektorii (3.29) esitligini saglamalidir. Bu nedenle (3.30)’da

yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

X'XB =Xy (3.31)

elde edilir. Yukaridaki (3.31) denklemi en kiigiik kareler normal denklemlerinin matris olarak
ifadesidir. Burada B yalniz birakilirsa, B ’nin en kiiciik kareler tahmini (3.32)’deki gibi elde

edilir.
B=(XX)" Xy (3.32)

ﬁ nin bulunabilmesi i¢in (X'X)_1 matrisinin mevcut olmasi gerekir. Bunun i¢in de agiklayici

degiskenler lineer bagimsiz olmalidir. Boylece ters matrisi bulmak i¢in gereken determinant

hesaplanabilir.

Coklu dogrusal regresyonda agiklayici degiskenler arasinda dogrusal bir iliski yoksa bu
degiskenler birbirine dik konumdadir. Bu durumda modelden ¢ikarim yapmak kolaydir ama
aciklayict degiskenlerin dik olmasi bazi durumlarda miimkiin olmaz. Agiklayici degiskenler
arasinda onemli derecede dogrusal iligki oldugunda regresyon modelinden yapilan ¢ikarimlar
yaniltici olabilir. Agiklayic1 degiskenler arasindaki bu durum ¢oklu ig¢ iliski sorunudur (Erar,
2013; Montgomery, Peck, 1982).
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3.1.6. Coklu I¢ Tliski

Regresyon analizinde parametre kestirimlerinin yansizligi ve duyarliligi, regresyon
varsayimlarinin ~ saglamasina baghdir. Bazi durumlarda varsayimlardan sapmalar
goriilmektedir. Bunlardan biri agiklayici degiskenlerin birbirleri ile iliskili olmasi durumu yani

coklu i¢ iliski durumudur (Aktas, 2007).

Yakin veya yiliksek coklu i¢ iliski durumlarinda, asagidaki sonuglarla karsilagsma

olasilig1 yiiksektir:

1. BLUE olmasina ragmen OLS tahmininin varyans ve kovaryanslarinin biiyiik olmasi

kesin tahmini zorlastirir.

2. “Sonug 1” nedeniyle, giiven araliklar1 ¢ok daha genis olma egilimindedir ve sifir
hipotezinin yani popiilasyon katsayisinin sifir olmasi hipotezinin daha kolay kabul

edilmesine yol agar.

3. “Sonug¢ 1” nedeniyle, bir veya daha fazla katsaymin t orami istatistiksel olarak

Oonemsiz olma egilimindedir.

4. Bir veya daha fazla katsaymin t orani istatistiksel olarak 6nemsiz olsa da, genel

uyum iyiligi 6l¢iisii olan R? ¢ok yiiksek olabilir.

5. OLS tahmin degerleri ve bunlarin standart hatalari, verilerdeki kiigiik degisikliklere
duyarl olabilir (Gujarati, 2004).

Hoerl ve Kennard (1970a, 1975) calismalarinda, ¢oklu dogrusal regresyonda tahmin
vektorlerinin nonortogonal olmasi, regresyon katsayilarinin en kiigiik kareler tahmininin,
tahmin edilmek istenen gergek katsayilardan daha uzak degerler elde edilmesine neden
oldugunu gostermislerdir. Gelistirdikleri Ridge tahmin edicisi sayesinde, vektorler
nonortogonal oldugunda bile daha iyi nokta tahmini yapilabilir. Olusturduklar1 algoritma

asagidaki ozelliklere sahiptir:

e Regresyon Kkatsayilari igin en kiiciik karelerden daha kii¢iik ortalama hata kareler
tiretir.
e Regresyon katsayilarinin hata kareler dagilimi en kiiclik karelerden daha kiiciik

varyansa sahiptir.

19



e Sinyal-giiriiltii oranina ragmen Ridge’in irettigi olasilik en kiigiik karelerden daha

kiictktiir.

3.1.7. Aykir1 Deger

Gergek veriler genellikle regresyonun klasik varsayimlarini tam olarak karsilamaz.
Verilerde aykir1 deger bulunmasi durumu regresyon varsayimlarinin saglamamasinin
sebeplerinden biridir. Aykir1 degerler, veri setinde diger verilerden uzaklasan gézlemlerdir.
Regresyon modelinde, veri yapisin1 gorsellestirmek igin bir sagilim grafigi(scatterplot)

cizildiginde verideki aykir1 degerler tespit edilebilir. Ornegin, sekil 3.4(a)’da neredeyse diiz bir
dogru tizerinde siralanmis bes nokta goriilmektedir. Bu noktalar, y = f&o + le ile tahmin edilen

regresyon ¢izgisine ¢ok iyi uymaktadir. Fakat herhangi bir nedenle verilerden biri digerlerinden
uzaga diistiigiinde en kiiciik kareler tahmini bundan etkilenir ve hatali tahminler yapilmasina
sebep olur. Ornegin sekil 3.4(b)’de (X,,Yy,) verisi orijinal konumundan uzaklasarak, yanit

degisken yoniinde bir aykiriliga sebep olur ve bu durum regresyon dogrusu iizerinde biiyiik bir

etkiye sahiptir. Kaldirag etkisi yaparak regresyon dogrusunu kendine dogru ¢ekmistir.

"r'_lr'lllllll'lllTrllllll ||I"lllritrll|'-|||"|11
s A L -
L
400} 4 a00f a -
EI = e § - —
b7 b7

g 1 { 4§ :
= e - -
2,00 [l )
! - e' ]

L ]
L 5 -
n'm_llll|||l||l|III|J_g_r_1|||T 0'ml_||lI_I._LIIIIIIIIII]ll_I_Il[_I
100 200 300 400 500 00 200 300 400 500

X ekseni x ekgeni
(a) (b)

Sekil 3.4(a) Bes veri noktasi ile ilgili orijinal veriler ve en kiigiik kareler regresyon dogrusu
(b) Yanit degisken yoniinde bir aykir1 deger igceren bes veri noktasi (Rousseeuw, Leroy, 1987).

Aykirt degerler agiklayict degisken yoniinde de olabilir. Sekil 3.5(a)’da regresyon

dogrusu tizerine diiz bir durumda siralanmis bes veri noktasi goriillmektedir. Sekil 3.5(b)’de
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goriildigi gibi (Xl,yl) noktas1 agiklayicit degisken yoniinde bir aykir1 deger durumuna

getirilmistir. Regresyon dogrusu iizerindeki etkisi ¢cok biiytiktiir.

x ekseni X ekseni

(@) (b)

Sekil 3.5. (a) Bes veri noktasi ile ilgili orijinal veriler ve en kii¢ilik kareler regresyon dogrusu
(b) Aciklayici degisken yoniinde bir aykir1 deger igeren bes veri noktasi (Rousseeuw, Leroy,

1987).

Ozellikle sosyal bilimlerde yapilan ¢alismalarda aykir1 degerlerin modelden ¢ikarilmasi
tercth edilmemektedir. Bu nedenle aykir1 degerlerden etkilenmeyen yoOntemlere ihtiyag
duyulmaktadir. Orneklem ortalamasi veri setindeki aykir1 degerlerden etkilenmesine ragmen
orneklem medyan1 aykir1 degerlerden etkilenmez. Diger kantiller de tipki medyan gibi aykirt
degerlerden etkilenmez. Yani kantiller aykir1 degerlere karst saglamdir (robust) (John, Nduka,
2009).
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3.2. KANTIL REGRESYON

3.2.1. Kantil Fonksiyonu

Kantiller, tek degiskenli dagilimlarda belirli konumlara karsilik gelen gozlem
degerleridir. Kantil degeri degiskenin dagiliminda bulunan ve dagilimi, kendisinden kiigiik

olanlar ve kendisinden biiyilik olanlar diye ikiye ayiran bir degerdir. 0 olasilik degerini ifade

etmek tizere, degerlerin %0 ’s1 6 "mc1 kantilden daha kiigiiktiir. Kantil fonksiyonu, 0 € [0,1]

olmak iizere, 6 ’nin tiim olasiliklar1 i¢in kantil degerini verir ve F(.) azalmayan ve siirekli

birikimli dagilim fonksiyonunun tersi olarak asagidaki gibi tanimlanir:

Q(6)=F"(8)=inf {y:F(y)>6] (3.33)

Eger F(.) daima artan ve siirekli ise F(0) ifadesi F(y)=6 olacak sekilde bir tek

gercek y sayisidir (Gilchrist, 2000).
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Birikkimli Daghm Fonlcsiyonu EKantil Fonksiyonu
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Sekil 3.6. Birikimli Dagilim Fonksiyonu ve Karsilik Gelen Kantil Fonksiyonu (Hao ve
Naiman, 2007)

3.2.2. Bir Minimizasyon Probleminin Coziimii Olarak Ortalama ve Kantiller

Tek degiskenli bir dagilimda merkezi egilim Olgiilerinden ortalama ve medyan:
karsilastirmak, dagilimin carpikligi hakkinda bilgi verir. Bir Y rastgele degiskeninin
ortalamasi, sapmalarin karesi toplamini en aza indiren dagilimin merkezi € olarak tanimlanir

ve bu da denklem (3.34)’teki minimizasyon probleminin ¢ozimiidiir.
M:argminE(Y—c)2 (3.34)

Ortalama modeller, yanit degiskenin dagilimi asimetrik oldugunda, merkezi konum
kaymalarin1 her zaman dogru sekilde modellemez. Aykir1 degerlere duyarli olan ortalama,
yaniltict sonuglar verebilir. Bu gibi durumlar igin alternatif olarak medyan kullanilir. Simetrik
bir dagilim icin ortalama ve medyan cakisir ancak carpik dagilimlarda ortalama ve medyan
farklidir. Carpik dagilimlarda medyan, dagilimin merkezi egilimi hakkinda daha dogru bilgi
verir (Hao ve Naiman, 2007). Medyan yontemi ise sapmalarin mutlak toplamini en aza indirir.

Bir minimizasyon problemi i¢in medyan (3.35) denkleminde gosterildigi gibidir.
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Me=argcmin Ely—c| (3.35)

Dagilimin belirli merkezleri olan ve sapmalarin agirliklt mutlak toplamini en aza indiren

kantilleri (3.36)’daki gibi ifade edebiliriz. Buna gore 6 "inc1 kantil (Hao ve Naiman, 2007):
q, =argminE[p, (Y -c)] (3.36)

olarak ifade edilir. Burada p,(.) gosterimi, kayip fonksiyonunu ifade eder. Kayip fonksiyonu

denklem (3.37)’deki gibi tanimlanir:

Po(y)=[0-I(y <O)]y
=[(1-0)1(y <0)+61(y >0) ly|. (3.37)

po(y) fonksiyonu, negatif sapmalara (1—6) ve pozitif sapmalara ise 0 agirliginin

atandigl, mutlak sapmalarin agirlikli bir toplamini ifade eder. Baska bir ifadeyle kayip

fonksiyonu, 6 ’mnc1 kantil dogrusunun tizerinde kalan gozlem degerlerini 0, altinda kalan

gozlem degerlerini ise (1— 9) ile agirliklandirir. 1(.) ile gosterilen ise dogruyken “1”, yanlisken

“0” degerini alan karakteristik fonksiyondur.

24



Pe ()

Sekil 3.7.Kayip fonksiyon (Koenker, Hallock, 2001)

Olasilik dagilimi f(y) =P(Y =y) olan kesikli bir Y degiskeni i¢in kantil taniml

minimizasyon problemi (3.38)’deki gibi olur:

g, = argcmin E[p,(Y-c)]

:argcmin{(l—e)2|y—c|f(y) +0> |y—c|f(y)

y<c y>C

} (3.38)

Siirekli rastgele degisken i¢in ise minimizasyon problemi (3.39)’daki gibidir:

q, = argcmin E[po(Y—c)]

F 0 3.39
=argcmin{(1—e) [ly=clf(d+0| |y—c|f(y)d(y>}. (539

Burada f(y), Y ’nin olasilik yogunluk fonksiyonudur. 6 =0.5 i¢in denklem (3.35)’te

tanimlanan medyan i¢in minimizasyon probleminin ¢6ziimii elde edilir (Davino, Furno ve

Vistocco, 2014).

Denklem (3.36)’teki minimizasyon probleminin ¢éziimii olarak tek degiskenli kantilleri
gostermeden Once denklem (3.35)’teki medyan i¢in minimizasyon probleminin ¢6ziimii

aciklayici olacaktir (Koenker, 2005).
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Y ’nin siirekli bir rastgele degisken oldugu varsayilarak belirli Y ’nin C’den

sapmalarinin mutlak farklarinin beklenen degeri (3.40)’ta oldugu gibi ifade edilir.

E[Y —c[= [ |y—c|f(y)dy

C

[ly=clfay Iyl 3.40)

C

J(C—y)f(y)dy+f(y—c)f(y)dy

—00

Mutlak deger digbiikey bir fonksiyondur. Bu nedenle minimum ¢6ziimii bulmak i¢in
(3.40)’1n c’ye gore kismi tiirevi sifira esitlenirse beklenen degeri minimum yapan C degeri

bulunabilir. Tlk terimin kismi tiirevi denklem (3.41)’deki gibidir:

O T =y dy = =N + [ Ze-y)f (y)d

= [ c=9fmdy ==L, + [ ZLc-Nf(y)ady (3.41)
Ikinci terimin kismi tiirevi (3.42)’deki gibidir:

o fd—mfd—lF

= [ y=0fdy =- [ f(y)dy =—(1-F(©)) (3.42)
(3.41) ve (3.42)’de bulunan sonuglar birlikte kullanildiginda (3.43) elde edilir:

P +00

= [ly=df(y)dy = F(c)-(1-F(c)) = 2F(c) -1 . (3.43)

2F(c) —1=0 igin denklem (3.35)’te formiile edilen minimizasyon probleminin ¢6ziimii
F(c) 2% olur, yani medyandir ve bu esitlik ¢ degerinin kitleyi iki es par¢aya ayirdigini ifade

etmektedir. Yukaridaki prosediir kantiller i¢in uygulandiginda denklem (3.43)’ye karsilik gelen
kismi tiirev, denklem (3.44)’deki gibidir:
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%E[Pe (Y_c)]:%{(l—e) Jg ly—c|f (y)dy+6T|y—c|f (y)dy}
= ‘ (3.44)

ve

© E[pu (Y <) |-(1-0)F(c)-0(1- F(c)) =0
F(c)—6F(c)—6+6F(c)=0
F(c)=6

C=(q,

(3.45)

elde edilir.

3.2.3. Kosullu Ortalama ve Kosullu Kantiller

Bir dagilimin belirli merkezleri olan ortalama ve kantiller sirasiyla sapmalarin karesi
toplamini1 ve sapmalarin agirlikli mutlak toplamini en aza indirirler. Y bir yanit degisken ve
Xagiklayic1 degiskenlerin kiimesi olmak tizere, denklem (3.34)’teki kosulsuz ortalama

minimizasyon problemi, kosullu ortalama tahmini olarak (3.46)’daki gibi genellestirilebilir:

f(x;,p)=argmin E[Y—u(xi, )]2 (3.46)

Burada, p(x;,B)=E[Y|X=x,]kosullu ortalama fonksiyondur. Kosullu ortalama

fonksiyonun dogrusal olmasi durumunda p(x,,p) = x;p olmak iizere,

B =arg l}rnin E[Y- xiT|3]2 (3.47)

ifadesi en kiigiik kareler dogrusal regresyon modelini verir. Ayni1 yaklasim denklem (3.35)’e

uygulandiginda 6 *inci1 kantil i¢in kosullu kantil tahmini agsagidaki gibi genisletilebilir.
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dy (6,X)= agg(gﬁxi)n E[pe (Y-Q (6 X))] (3.48)

Burada Q, (9, X) =Q, [Y | X = X], genel kosullu kantil fonksiyonudur. Dogrusal model igin

asagidaki denklem elde edilir.

A

B(O):argﬁmin E[p, (Y —-XB)] (3.49)

(3.49) denklemindeki 6 notasyonu, parametrelerin ve karsilik gelen tahmin edicilerin belirli bir

kantil igin oldugunu ifade eder (Davino, Furno ve Vistocco, 2014).

3.2.4. Dogrusal Kantil Regresyon

Koenker ve Bassett (1978) tarafindan gelistirilen kantil regresyon, dnceden segilmis
kantiller i¢in 6zel modeller gelistirerek standart dogrusal regresyonun bazi kisitlamalarinin bir
kisminin iistesinden gelmeye ¢alisir. Kantil regresyon, kare hatalarin toplamini en aza indirmek
yerine, agirlikli mutlak hatalarin ortalamasinin en aza indirilmesini amaglar. (Tareghian,
Rasmussen, 2012). Dogrusal kantil regresyon i¢in denklem genel olarak asagidaki gibi

yazilabilir.
Qy,) =Bo® +B, %y +.. +B %, +£”,  1=12,..,n (3.50)

Burada “6 ” notasyonu, parametrelerin bir 0 kantili i¢in gecerli oldugunu gosterir ve X
tizerinde kosullandirilmis olan 0 *inc1 kantil igin 6zel olarak bir model tanimlar. Hata dagilimi
ile ilgili bir varsayim gerekli degildir. € ’nun bilinmeyen hata dagiliminin 6’ mec1 kantilinin
etkileri nedeniyle parametreler 6 kantil degerine gore degisir. Clinkii y *deki varyans x’in bir
fonksiyonu olarak degisir. Dogrusal kantil regresyonda, kosullu dagilimin her bir kantili farkli
bir dogru ile temsil edilir. Kantil dogrusunun 6zelliklerinden biri gézlem noktalarinin bir

kisminin, beklendigi gibi egrinin altina diisecegidir (Cade, Noon, 2003).

Kantil regresyon modelde bilinen X; degeri i¢in 0 ’inc1 kosullu kantilin beklenen degeri

(3.51)"deki gibidir:
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Q(e) (Yi | X; ) = Bo(e) + Bl(e)xil t..t Bk(e)xik (3.51)

Kosullu ©0’mc1 kantile 6zgii parametreler B,, B, B,, ..., dir. Kantil
regresyon modelde, hata teriminin 0 ’inc1 kantilinin beklenen degerinin sifir oldugu kabul
edilir. lgili kantil 0 nin farkli degerleri ve i-inci gdzlem igin £ hata terimleri iligkilidir.
(3.50) denklemi farkli iki p ve q kantil degeri i¢in yazildiginda ve hata terimleri yalniz
brrakilip farki alindiginda (3.52) ifadesi elde edilir:

ef” —&® = (B =5 )+ xis (B B )+ + X, (B —B) (352)

e *nin qinci kantili, i’ye degil p ve g ’ya bagli olan sabit bir C,q dir. Bilinen bir gozlem
degeri icin hata terimleri farkli kantillerde farkli degerler alir. Dikkat edilmesi gereken 6zel bir
durum & hata terimlerinin bagimsiz ve 6zdes dagildigi durumdur. Bu durum da hata teriminin
0°mct Kantili, i’ye degil p ve q’ya baghdir. ¢ ve &9 ’nin dagilimlar1 birbirinin

kaymalaridir.

Denklem (3.50)’yi kullanarak g ’uncu kosullu kantil fonksiyonunu (3.53)’teki gibi ifade

edebiliriz:
Q(q) (Yi | X; ) = Q(p) (yi | X; ) +Cyyq (3.53)

KR tahmincisinin LR tahmin edicisinden 6nemli bir farkliligi, QR'de, noktalarin bir
dogrudan noktaya olan uzakliginin, dikey mesafesinin agirlikli toplam kullanilarak (karesiz)
Ol¢iilmesidir, burada agirlik, dogru iizerindeki noktalar icin p agirligt ve dogru altindaki
noktalar i¢in (1 — p) agirhigr atanir. Segilen farkli p degerleri farkli tahmini kosullu kantil
fonksiyona neden olur. Amag, her olasi p igin istenen 6zellige sahip bir tahmin edici bulmaktir
(Hao ve Naiman, 2007) .

Koenker ve Hallock (2001), kantil regresyon tahmincilerinin dogrusal programlama
problemi olarak formiile edilebilecegini ve artiklarin iki pargali dogrusal amag fonksiyonu optimize

edilerek simpleks veya sinir metodu gibi yontemlerle ¢6ziilebilecegini ifade etmistir.
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3.2.5. Kantil Regresyonun Dogrusal Programlama Gosterimi

Chen (2007)’in ifade ettigi gibi 1950’lerin basindan bu yana medyan regresyonun
dogrusal programlama problemleri olarak formiile edilebilecegi kabul edilmistir. Kantil
regresyonun 6 =0.5 i¢in 6zel bir hali olan medyan regresyon, en kiigiik mutlak sapmalar

regresyonu (LAV- least absolute value) olarak da ifade edilir.

Y=Yy Ya )’ X =(Xpe X, )' ve [Z]+ , z’nin negatif olmayan kismu olmak iizere,

w=[y=Xpl., v=[Xp-y], o=[B].. o=[-B],

n n

DLAV (B) = Z|yi _Xi,B ve Dpr (B) 3 Zp‘r (yi _Xi’B)

i=1 i=1

L, problemi igin min, D, ,, (B) *nin simplex yaklagimiyla ¢dziimii denklem (3.54) ile

yeniden formiile edilerek ¢oziiliir:

mﬁin {e’u+e’u|y =XB+p-v, {u,v}e Ri} (3.54)

Yukaridaki denklemde €, elemanlar1 1 olan n boyutlu vektordiir.

B=[X-XI-1], e:(¢’cp’u’v’)' ve 0'=(00...0) olmak izere d = (0'0'¢’e") olsun.

Asagida (3.55) formiilasyonu, bir standart lineer programlama problemi ifade eder.
(P) min d'0
0
Bo=y (3.55)
6>0

Bu problemin dual karsiligi (3.56)’deki gibidir:

(D)  maxyz
Bz <d. (3.56)
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Bu ifade (3.57)’deki gibi basitlestirilebilir:

max{y'z
4

x2=0,ze[-11]'| (357)

X'z =0 esitliginin her iki tarafi % ile ¢arpildiktan sonra her iki tarafa %X’e eklenirse

1 1 1

—X'z+=Xe==X'e

2772 2 (3.58)

(1 1 Y 1,
X(EZ+§GJ—EX6 (359)
- . : 1.1 1.,

elde edilir. (3.59) ifadesinde n = (EZ +§ej ve b= EX e olarak alinirsa,

max|y'n|x'n=b, nef0.]] (3.60)
Kantil regresyonun amag fonksiyonu (3.61)’teki gibi ifade edildiginde,

min > p. (¥ =) (3.61)

benzer islemler gergeklestirilerek kantil regresyon icin dual yapidaki formiilasyon
(3.62)’teki gibi ifade edilir.

m;‘ix{y'Z‘X'Z =(1-0)Xe ze [0,1]”} (3.62)
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3.2.6. Kantil Regresyon Uygulamasi

Bu uygulamada Prof.Dr. Aydin ERAR’in Dogrusal Regresyon Analizine Giris
kitabindan sayfa 563’te Tablo B.10’daki “Kinematik Vizkozite Verileri” alinmistir. Kantil
regresyon hesaplamalari i¢in R Studio programindaki “quantreg” paketi kullanilmistir. Veriler

su sekildedir:

x1: 2-metoksietanol’ un 1,2-dimetoksietan’a orani (boyutsuz),

X2: Sicaklik ( C)

y: Kinematik Vizkosite
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Sekil 3.8. Kinematik Vizkozite Verileri

Verilerin regresyon varsayimlarini saglayip saglamadiginin incelenmesi:

1. Hatalar arasinda otokorelasyon olup olmadigi incelenecektir. Bunun i¢in “Durbin-

Watson” testi yapilacaktir. Bu test i¢in hipotezler soyledir:

H, :Hatalar arasinda otokorelasyon yoktur.

H, : Hatalar arasinda otokorelasyon vardir.

Cizelge 3.1. Kinematik verileri i¢in Durbin-Watson Testi Sonuglart.

>dwtest(lin_model)
Durbin-Watson test
data: lin_model

DW = 0.44649, p-value = 8.827e-11
alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than 0
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Yapilan test sonuglarina gore degerler soyledir: DW=0,44649 ve p-value=8,827e-11

olarak bulunmustur. oo =0,05 anlam diizeyinde sonuglar degerlendirildiginde p-value<0,05
oldugundan dolay1 Hjhipotezi reddedilmistir. Bu durumda hatalar arasinda otokorelasyon

vardir ve regresyon analizinin varsayimini saglamamustir.

2. Test edilecek diger bir varsayim da varyanslarin homojenligiyle ilgilidir.
Varyanslarin  homojenlik testi i¢in Non-constant Variance Score testi

kullanilacaktir. Bunun i¢in test edilecek hipotezler soyledir:

H, : Varyanslar homojendir.

H, : Varyanslar homojen degildir.

Cizelge 3.2. Kinematik verileri i¢in Non-constant Variance Score Testi Sonuglari.

>ncvTest(lin_model)

Non-constant VVariance Score Test

Variance formula: ~ fitted.values

Chisquare = 11.87053, Df = 1, p = 0.00057029

Non-constant Variance Score testine gore 1 serbestlik dereceli x> degeri 11,87053 ve

p=0,00057029 olarak bulunmustur. Anlam diizeyi o=0,05 alindiginda p degeri anlam
diizeyinden kiigiikk bir deger oldugundan H, reddedilir. Bu durumda varyanslar homojen

degildir.

Degisen varyans sorununu incelemek icin Oncelikle grafiklerin cizilmesi on bilgi

verecektir. Sekil (3.9) incelendiginde degisen varyans oldugu agik¢a goriilmektedir.
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Sekil 3.9. Kinematik vizkozite verilerinde degisen varyansin incelenmesi

Degisen varyansi Spearman Sira Korelasyon testi ile incelemek igin agiklayict
degiskenler ile rezidiiler arasindaki korelasyona bakilacaktir. Oncelikle x1 ile rezidiiler

arasindaki iligkiyi incelemek i¢in hipotezler asagidaki gibi olusturulur:

H,: p=0 (Korelasyon sifirdir, degigen varyans yoktur.)

H,: p#0 (Korelasyon sifirdan farklidir, degisen varyans vardir.)

Cizelge 3.3. Kinematik vizkozite verileri i¢in Spearman Sira Korelasyon Testi Sonuglari.

Spearman’s rank correlation rho Spearman's rank correlation rho
data: mutlak_rezid and veri$x1 data: mutlak_rezid and veri$x2
S =10041, p-value = 0.7217 S =11842, p-value = 0.4959
alternative hypothesis: true rho is not | alternative hypothesis: true rho is not
equal to 0 equal to 0
sample estimates: sample estimates:

rho 0.05811291 rho -0.1108401

Test sonuglarina gore, x1 degiskeni i¢in S=10041,p-value=0,7217, rho=0,05811291ve
x2 degiskeni i¢in S=11842, p-value=0,4959, rho=-0.1108401 olarak bulunmustur. o =0,05
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anlam diizeyine gore H, reddedilir. Bu durumda degisen varyans vardir. Degisen varyansin

tespit edildigi bu verilere lineer regresyon modeli uygulandiginda elde edilen sonuglar ¢izelge

3.4’te verilmistir.

Cizelge 3.4. Kinematik vizkozite verileri i¢in lineer regresyon modeli sonuglari

Call:

Im(formula =y ~ ., data = veri)

Residuals:

Min 1QMedian 3Q Max

-0.22179 -0.18102 -0.08439 0.09111 0.99908
Coefficients:

EstimateStd. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.679439 0.143532 4.734 3.20e-05 ***

x1 1407331 0.196925 7.147 1.81e-08 ***

X2 -0.015629 0.001428 -10.948 3.67e-13 ***
Signif. codes: 0 “***> (0,001 “*** 0.01 “** 0.05°°0.1<"1
Residual Standard error: 0.2593 on 37 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.822, Adjusted R-squared: 0.8124
F-statistic: 85.46 on 2 and 37 DF, p-value: 1.351e-14

Sonuglar degerlendirildiginde agiklayicilik katsayist 0,822 c¢ikmistir. Model, %82
oraninda bagarilidir. Agiklayict degiskenlerin yanit degiskeni agiklama basarisina bakildiginda
her bir degisken icin p-value degerleri anlam diizeyi 0,05’ten kiigiik ¢iktigindan modele

alinmalar1 uygun goriilmektedir.

Degisen varyansin tespit edildigi verilere EKK ve KR yontemleri uygulanmis ve
sonuglar ¢izelge 3.5°te belirtilmistir. Katsayilarin standart hatalar1 incelendiginde KR
yonteminin 6=0,25 ve 0=0,50 kantil degerlerinde EKK yontemine gore daha diislik hata
verdigi goriilmektedir. Fakat 6=0,75 kantil degerinde elde edilen standart hata EKK
yonteminden fazla c¢ikmistir. Uygulanan yontemler sonucunda bulunan p degerleri

incelendiginde yine en kii¢lik degerler 6 =0,25 ve 6 =0,50 kantil degerlerinde elde edilmistir.
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Cizelge 3.5. Kinematik vizkozite verileri icin EKK ve KR yontemlerinin karsilagtirilmasi

Regresyon Parametreleri | Standart Hatalar | P MSE
Degerleri | Degerleri
Bo 0,679439 0,143532 3.20e-05
EKK B, 1,407331 0,196925 1,81e-08 | 0,0622
B, -0,015629 0,001428 3,67e-13
Bo 0,60225 0,03336 0,00000
KR Yontemi
B, 1,10074 0,04822 0,00000 0,1014
6=0,25
B, -0,01237 0,00039 0,00000
Bo 0,72750 0,13008 0,00000
KR Yontemi
B, 1,04926 0,16060 0,00000 0,0817
6=0,50
B, -0,01281 0,00132 0,00000
Bo 0,92721 0,33838 0,00940
KR Yontemi
B, 1,02396 0,35982 0,00718 0,0731
6=0,75
B, -0,01411 0,00301 0,00004

Sekil 3.10 ve sekil 3.11°de kinematik vizkosite verilerindeki agiklayict degiskenlerin
farkll kantil degerlerindeki regresyon dogrulari ¢izilmistir. Kantil regresyon aykir1 degerlere
kars1 saglam bir yontem oldugundan farkli kantil degerlerinde aykiri degerleri modele dahil

etmektedir.
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Sekil 3.10. Kinematik vizkosite verileri i¢in x1 degiskeninin farkli kantil degerlerine ait
regresyon dogrulari
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Sekil 3.11. Kinematik vizkosite verileri i¢in x2 degiskeninin farkli kantil degerlerine ait
regresyon dogrulari
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3.3. YAPAY SINiR AGLARI

3.3.1. Yapay Zeka ve Makine Ogrenmesi

Yapay zeka kavrami, terim olarak ilk kez 1956°da ortaya cikti. Bilgisayarlarin dil
kullanan makineler olmasi onlarin programlanarak ogrenebilecekleri ve zeki g¢ikarimlar
yapabilecekleri fikrini ortaya ¢ikarmistir (Gorz and Nebel, 2003). Yapay zeka genel olarak;
normalde insanlar tarafindan gergeklestirilen entellektiiel gorevleri otomatiklestirme c¢abasi
olarak tanimlanabilir (Chollet ve Allaire, 2017). Biraz daha detayli olarak ise diisiinme,
planlama, problem ¢6zme, sonug¢ ¢ikarma, deneyimlerden 6grenme yeteneklerinin makineler

tarafindan yapilmasi olarak diisiiniilebilir.

Makine 6grenmesi; gecmis deneyimlerden, eldeki verilerden ¢ikarimlar yaparak yeni
bir durum i¢in tahminde bulunma yontemidir. Makine 6grenmesinde kurallar ogretilmez,

kurallart sistemin kendisinin 6grenmesi saglanir.

Yapay Sinir Aglari, yapay zeka ve makine 6grenmesinin farkli alanlarindaki karmasik
problemleri verimli bir sekilde ¢6zebilmek i¢in kullanilan makine 6grenmesi yontemlerinden

biridir (Ciaburro ve Venkateswaran, 2017).

Derin 6grenme ise ¢ok katmanli yapay sinir aglari kullanilarak gergeklestirilen 6grenme
yontemidir. Yiiksek diizeyde soyutlama gelistiren daha fazla islem katmanina sahip karmasik
sinir aglar1 kiimesidir. Genellikle goriintii tanima, goriintii siniflandirma ve el yazisi tanimlama
gibi karmasik gorevler i¢in kullanilir (Ciaburro ve Venkateswaran, 2017). Yapay zeka, makine
ogrenmesi ve derin 6grenmeyi kapsayan genel bir alandir ve aralarindaki iliski Sekil 3.12°de

goriilmektedir.
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Tapay Zeka

Makrine Ogrermmest

Deerin O frentne

Sekil 3.12. Yapay zeka, makine 6grenmesi ve derin 0grenme arasindaki iliski

3.3.2. Yapay Sinir Aglarinin Yapisi

Yapay sinir aglarn (YSA), tipki insan beyninin c¢aligmasi gibi gonderilen veriyi
kullanarak c¢ok miktarda bilgiyi isleyebilir. Veriden 6grenebilme, genelleme yapabilme
ozelligine sahip bu aglar birbirine bagl yapay sinir hiicrelerinden olusur. Insan sinir sisteminin
en temel birimi olan ndéron, uyarilar1 alma ve aktarma gorevi goriir. Yapay sinir hiicreleri de
benzer sekilde girdilerden gelen bilgilere agiliklar verip bir yan (bias) ekleyerek bunlari toplar
ve aktivasyon fonksiyonundan gegirerek ¢iktiyr iiretip diger hiicrelere gonderir (Oztemel,

2012).

Bir néronun ¢iktisi, girdilerin agirlikli sapmasinin art1 yanliliginin bir fonksiyonudur.
Her ndron, alinan toplam sinyal miktar1 bir aktivasyon esigini asarsa aktivasyonu igeren ¢ok

basit bir islem gerceklestirir (Ciaburro ve Venkateswaran, 2017).
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Sekil 3.13. Yapay néronun yapisi

3.3.3.

Yapay sinir aglar1 su birimlerden olusur:

¢ Girdi katmani
o Gizli katman
e (ikt1 katmani
e Agirhiklar

e Aktivasyon fonksiyonlari

Algilayicl ve Cok Katmanh Yapay Sinir Aglar

Algilayici, yapay sinir agmnm en temel birimidir. Islenecek girdiyi dogrudan dis

diinyadan alir veya diger algilayicilarin ¢iktilarini girdi olarak alir (Alpaydin, 2018). Algilayict

icin genellikle girdilerin agirlikli toplami bir esigi asarsa 1, aksi takdirde 0 olan bir fonksiyon

kullanir. Algilayicilar bir araya getirildiginde ¢cok katmanli bir yap: olustururlar.

Cok katmanli yapay sinir aglar1 girdi katmani, gizli katman ve ¢ikt1 katmam seklinde

en az li¢ katmandan olusur. Verilerin dis ortamdan alinarak ara katmanlara gonderildigi girdi

katmaninda herhangi bir bilgi isleme olmamaktadir. Girdi katmanindan gelen bilgilerin

islenerek bir sonraki katmana gonderildigi ara katmanlar bir geri yayilim algoritmasinda birden

fazla sayida olabilir. Ara katmanlara gizli katman da denilmektedir. Cikt1 katmani, ara

katmandan gelen bilgileri isleyerek dis ortama gondermektedir (Bayir, 2006). Cok katmanli

mimariler sekil 3.14’teki gibi gosterilebilir.
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Sekil 3.14. Cok katmanl algilayici modeli (Oztemel, 2003).

Bir¢ok katmanli algilayic1 matematiksel olarak esitlik (3.63)’deki gibi ifade edilebilir:

R R
g, =f, {; w® [fi [; wx; + bﬁ“ﬂ + b‘ﬁ} (3.63)

Yukaridaki esitlikte, ¥, tahmin deerini, y;, ger¢ek gdzlem degerini, X; girdi
degerlerini, w,; agirliklari, b, yanlilik terimlerini, f, ve f, aktivasyon fonksiyonlarini ifade

etmektedir.

Cok katmanli algilayicilar ileri besleme yontemi ve geri yayilim algoritmasiyla

calismaktadir. Bir sonraki kisimlarda bu ifadeler agiklanacaktir.
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3.3.4. Yapay Sinir Aglarinin Egitimi

Egitim, baz1 6rnek veriler sunma ve isteneni daha iyi tahmin etmek i¢in agirliklari
degistirme islemidir. Yapay sinir agina girdi katmanindan gelen bilgiler ara katmanlarda
islenerek oradan ¢ikt1 katmanina gonderilirler (Sekil 3.14). Bilgilerin islenmesi siirecinde aga
gelen bilgilerin agin agirlik degerleri kullanilarak ¢iktiya doniistliriilmesi saglanir. Agirliklar,
girdilerin ¢iktilar lizerindeki etkisini belirlediginden agirliklarin en dogru sekilde hesaplanmasi
onemlidir. Sinir aginin mevcut olayla ilgili genellemeler yapabilmesi dogru agirlik degerlerine
ulastigin1 gosterir. Agin girdiler i¢in dogru ¢iktilart iiretebilmesi i¢in dogru agirliklarin
hesaplanmasi islemine “agin egitilmesi” denmektedir. Oncelikle veri kiimesi belirlenen bir
oranda egitim kiimesi ile test kiimesine ayrilir. Daha sonra egitim kiimesindeki veriler aga girdi
olarak tanitilir ve aga baslangigta rastgele agirliklar atanir. Egitim kiimesindeki her yeni 6rnek
aga gosterildiginde agin 6grenme kuralina gore agirliklar giincellenir ve agirliklar i¢in en dogru
degerler bulunmaya calisilir. Bu islemler ag egitim setindeki orneklerin tamam i¢in dogru
ciktilar iiretinceye kadar tekrarlanir. Bu saglandiktan sonra test setindeki drnekler aga gosterilir.
Eger ag test setindeki 6rneklere dogru cevaplar verirse ag egitilmis kabul edilmektedir. Agin
bir olay1 6grenmesi, o olay i¢in en dogru yapay sinir ag1 modelini segcmekle miimkiindiir

(Oztemel, 2012).

Asagida en ¢ok kullanilan iki egitim tiirii agiklanacaktir:

3.34.1. Gozetimli Ogrenme

Sinir agma girdiler ve beklenen ¢iktilar sunulur. Sinir aginin girdilere yaniti 6l¢iliir.

Gergek ciktilar ile beklenen ¢iktilar arasindaki fark: azaltmak icin agirliklar degistirilir.

3.3.4.2. Gozetimsiz Ogrenme

Sinir agina girdiler sunulur. Sinir ag1 kendi agirliklarini ayarlar, boylece benzer girdiler
benzer ¢iktilara neden olur. Ag, harici bir yardim almadan girdilerdeki benzerlik ve farkliliklar

tanimlar (Ciaburro, Venkateswaran, 2017).

3.3.5. Aktivasyon Fonksiyonlari

Yan eklenerek agirlikli toplami alinmis olan girdiye aktivasyon fonksiyonu uygulanir.

Bir esik degerine gore, noronun aktif olup olmayacagina karar verilir. Aktivasyon fonksiyonu
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secilirken tiirevinin kolay hesaplanabilir olmasina dikkat edilmelidir. En ¢ok kullanilan

aktivasyon fonksiyonlar1 soyledir:

3.3.5.1. Lineer Fonksiyon

Yapay sinir ag1 problemlerinde ¢ikt1 katmani aktivasyon fonkSiyonu i¢in yaygin olarak
kullanilan en basit aktivasyon fonksiyonu denklem (3.64) ile ifade edilen fonksiyondur. Girdi

ile ¢ikt1 aynidir (Ciaburro ve Venkateswaran, 2017).

y=f(x)=x (3.64)

Sekil 3.15. Lineer fonksiyonun grafigi

3.3.5.2. ReLU (Rectified Linear Unit-Dogrultulmus Lineer Birim) Fonksiyonu

Hem uygulama basitligi hem de ¢esitli gorevlerde iyi performansindan dolayi, ¢ok
kullanilan bir fonksiyondur. ReLU fonksiyonunun kurali denklem (3.65)’da, grafigi sekil

3.16°da verilmistir.

Re LU(x) = max(x,0) (3.65)
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Sekil 3.16. ReLLU fonksiyonunun grafigi

3.3.5.3.  Sigmoid Fonksiyon

Sigmoid fonksiyonu, girdiyi [0,1] arahfinda bir ¢iktiya doniistiiriir. Siirekli ve

tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Sigmoid fonksiyonunun kurali denklem (3.66)’de, grafigi ise

sekil 3.17°de verilmistir.

1

SlngId(X) = m

(3.66)
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sigrnoid()

Sekil 3.17. Sigmoid fonksiyonunun grafigi

3.3.5.4. Hiperbolik Tanjant Fonksiyonu

Hiperbolik tanjant fonksiyonu girdileri [—1,1] arasinda degerlere doniistiiriir. Hiperbolik

tanjant fonksiyonun kurali denklem (3.67)’de, grafigi sekil 3.18”deki gibidir.

1—exp(—2x)

tanh(X) = m (367)

tanh(z)

Sekil 3.18. Hiperbolik tanjant fonksiyonunun grafigi
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3.3.6. Kayip (Loss) Fonksiyonu

Modelin basarisinin bir dl¢iisiidiir. Egitim sirasinda her bir verinin tahminindeki hata
miktaridir ve modelin basarili olabilmesi i¢in bu hata en aza indirilmeye ¢aligilir (Chollet ve

Allaire, 2017).

En kii¢iik kareler yontemi kullanildiginda kayip fonksiyonu denklem (3.68)’daki gibi

ifade edilebilir:
L(y‘”,y‘”)=(§/“’ —y(‘))z (3.68)

3.3.7. Maliyet (Cost) Fonksiyonu

Tim veri kiimesindeki hatalarin ortalamasini veren fonksiyondur. Egitim siirecinde
maliyet fonksiyonu minimize edilmeye calisilir. Boylece modelin verileri en iyi sekilde
ogrenmesi saglanir. L kayip fonksiyonu olmak {izere, modelin W ve b parametrelerine bagl
maliyet fonksiyonu genel olarak denklem (3.69)’daki gibi gosterilebilir.

1 n
J(w,b)==
(w.b)=2

i=1

L(57.y®) (3.69)

3.3.8. Ogrenme Oram

Giincelleme yapilirken gerceklesecek degisimi diizenleyen bir parametredir. Bir
dgrenme modelinin hiz1 ve dogrulugu dgrenme orani tarafindan kontrol edilir. Ogrenme orani
biiyiik secildiginde, hata yiizeyindeki atlamalar da biiyiikk ve kontrolsiiz olur. Ogrenmenin
gerceklesecegi dar cukurluklar atlanabilir. Bu nedenle ag mutlak minimum degerini
bulamayabilir. Bu nedenle ag mutlak minimum degerini bulamayabilir. Ogrenme oraninin gok

kiigiik se¢ilmesi durumunda ise 6grenme siiresi ¢ok uzayabilir ancak sonu¢ daha kesindir.

Deneyimler, ideal 6grenme orami degerinin [0.01, 0.9] araliginda oldugunu gdstermistir.

Bununla birlikte en dogru se¢im, aga ve egitim verilerine bagldir. Ogrenme oraninin
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baslangicta biiylik secilerek yavas yavas disiiriilmesi dogru ¢oziimler bulunmasini

saglayacaktir (Kriesel, 2007; Ar1 ve Berberler, 2017).
3.3.9. Yapay Sinir Ag1 Egitiminde Kullanilan Temel Optimizasyon Algoritmalari

3.3.9.1. ileri Yayihm

Girdi katmanindan gizli katmanlara ve daha sonra ¢ikti katmanma dogru yapilan
islemlerdir. Her katmanda girdiler agirliklarla carpilip toplandiktan sonra yan eklenir ve elde
edilen sonuca aktivasyon fonksiyonu uygulanir. Cikt1 elde edildikten sonra hata hesaplanir.
Bulunan hata agirliklar ve yanlar diizeltmek i¢in gereklidir. Degistirilmesi gereken agirliklar
gradyan inis ile belirlenir ve maliyet degeri minimum yapilmaya ¢alisilir (Ciaburro ve

Venkateswaran, 2017).

3.3.9.2. Geri Yayihm

Geri yayilim, agin ¢ikti katmanindan girdi katmanina dogru sinir ag1 parametrelerinin
gradyanin zincir kuralina gore hesaplama yontemidir. Sinir ag1 i¢indeki ara degiskenlerin ve
parametrelerin gradyanlar1 sondan basa dogru hesaplanir ve saklanir (Zhang, Lipton, Li ve
Smola, 2020). Sinir agina verilen bir girdiden elde edilen ¢ikt1, beklenen cikt1 ile karsilagtirilir
ve aradaki fark her ¢ikti néronu i¢in hata sinyali olarak hesaplanir. Bu sinyaller, her ¢ikti
noronunun bagli oldugu ara katmanlardaki noronlara aktarilir. Bu islemler, her katmandaki
noronlar toplam hatadan pay alacak sekilde giris katmanina kadar tekrar edilir. Hesaplanan hata

sinyallerine gore, agirliklar yeniden giincellenir (Aksoy, 2005).

3.3.10. Diger Optimizasyon Yontemleri

Optimizasyon algoritmalari, model parametrelerinin giincellenmesini ve egitim
kiimesinde degerlendirilen kayip fonksiyonunun degerinin minimize edilmesini saglayan
araglardir. Modelde kullanilan optimizasyon algoritmasinin performansi, modelin egitim
verimliligi tizerinde ¢ok etkilidir. Optimizasyonda, kayip fonksiyon genellikle optimizasyon
probleminin amag fonksiyonu olarak adlandirilir (Zhang, Lipton, Li ve Smola, 2020).

48



3.3.10.1. Gradyan Inis

Gradyan inig, bir makine Ogrenmesi modelinde hatalar1 azaltmak icin kullanilan
yinelemeli bir yontemdir. Her adimda gradyan inisi hesaplama amaci, hatanin en disiik oldugu
yerde minimum maliyeti bulmaktir. Boylece maliyet fonksiyonu minimize edilmeye caligilir

(Chollet ve Allaire, 2017). Sekil 3.19’da bir parametreli gradyan inis gosterilmistir.

Ialiyet
fonlcarronu
I 4 Badl
aglangi; :
noktast ;" Gradient
N ¥
/
/ ~_ Global munimum
_ Parametre
degerlen
W

Sekil 3.19. Bir parametreli gradyan inis.

Reel degerli bir fonksiyonun minimumunu bulma problemi (3.70)’deki gibi ifade

edilsin.
mint (x) (3.70)

f:RY >R fonksiyonu iizerinde calisilan makine Ogrenmesi probleminin amag

fonksiyonu olmak {izere gradyan inis kullanilarak fonksiyonun yerel minimumunu bulmak igin,
fonksiyonun mevcut noktadaki gradyanimnin negatifiyle orantili adimlar atilir. Gradyan,
optimize edilmeye calisilan fonksiyonun kontur ¢izgilerine dik bir yonii gosterir. Cok

degiskenli fonksiyonlar diisiiniildiigiinde belirli bir x, konumundan baslayan bir top
birakildiginda, en dik inig yoniinde hareket edecektir. Gradyan inig kullaniminda f
fonksiyonunun x,’daki negatif gradyani —((Vf)(xo))T yoniinde hareket edildiginde f(x,)’

n en hizli sekilde azalmasi ger¢eginden yararlanilir. y kiigiik bir adim boyu olmak {iizere,
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X, =%, ~7((VF)(x,)) ise f(x,)<F(x,) (3.71)

olur.

Bu sekilde diisiiniildiigiinde gradyan inis algoritmasi ile bir f :R" — R fonksiyonunun
yerel optimumu bulunmak isteniyorsa, optimize edilecek x, baslangi¢ tahminiyle baslanir ve

sonra denklem (3.72)” deki gibi yinelenir.

Xia =% —7; (VE)(x,))' (3.72)

Uygun adim boyutu v, segildiginde f(x,)>f(x,)>... dizisi yerel bir minimuma

yakinsar. Digbiikey fonksiyonlar i¢in tiim yerel minimumlar global minimumdur. Birgok
makine 6greniminde amag fonksiyonu digbiikey olarak tasarlanir (Deisenroth, Faisal ve Ong,
2020).

Yapay sinir aglarinda gradyan hesabinda kullanilan veri miktarina gére gradyan inis
yonteminin farkli {i¢ tiirii vardir. Y1gin Gradyan Inis (Batch Gradient Descent) ydnteminde
maliyet fonksiyonunun gradyanimi hesaplarken tiim egitim seti kullanilir. Veri seti biiyilik
oldugunda zaman kaybi olabilir. Stokastik Gradyan Inis (Stochastic Gradient Descent)
yonteminde her bir egitim drnegi i¢in giincelleme gergeklestirilir. Mini-Yigm Gradyan Inis
(Mini-Batch Gradient Descent)yontemi ise veri setinden rastgele alinan egitim kiimesi igin

giincelleme gerceklestirir.

Yapay sinir aglarinda gradyan inis algoritmas: genel olarak denklem (3.73)’teki gibi

ifade edilir. Burada minimize edilecek maliyet fonksiyonu J(w) olarak alindiginda w,

agirhiklarimi giincellemek i¢in uygulanacak algoritma soyle 6zetlenebilir: Mevcut gradient

(83/ow, ), 6grenme orani 1 ile ¢arpildiginda meveut agirhk w, giincellenmektedir.

Wt+l =

T ow, (3.73)
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Sekil 3.20. Gradyan inis yontemlerinin evrimsel haritasi (Seyyarer, E., Ayata, F., Uckan, T. ve
Karc1 A., 2020).

Sekil 3.20°de gradyan inis temelli algoritmalar gosterilmistir. Bu algoritmalarin bazilar

incelenecektir.

3.3.10.2. Momentum

Agn yerel minimumlara takilmasini 6nlemek i¢in kullanilan bir katsayidir. Momentum
katsayis1, bir Onceki iterasyondaki degisimin belli bir oranda yeni degisim miktarina
eklenmesini saglar. Hata fonksiyonunun gradyani hesaplanir. Her yeni agirlik kombinasyonu
onceki gradyanlarin agirlikli ortalamasi hesaplanir ve bu deger giincellestirme isleminde ¢arpan
olarak kullanilir (Rojas, 1996). Biiyiik 6grenme katsayilart kullanildiginda olusan salinimi
engellemek i¢in momentum katsayisi kullanilabilir. Sekil 3.21°de iki agirlikli bir ag icin
momentumlu ve momentumsuz iterasyon goriilmektedir. Sekil incelendiginde momentum

kullanilmadiginda ¢ok fazla salinim oldugu goériilmektedir.
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tterasyon
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(a) (b)

Sekil 3.21. (a) Momentum terimi i¢eren, (b) momentum terimi icermeyen geri yayilim (Rojas,
1996).

Denklem (3.71)’de goriilen y parametresi 6nceki momentum degerinin katsayisini, V,
momentum degerini Ve 1 6grenme katsayisini ifade etmektedir. y parametresi 0 ile 1 arasinda

bir deger olmakla birlikte genellikle 0.9 civarinda segilir. Bu parametre, odnceki gradyanlarin

hesaba katilma miktarini belirler.
Vi =7, —nV,J (W) (3.74)

1 = Wy =Viy (3.75)

3.3.10.3. Adagrad

Onceki kisimlarda belirtildigi gibi uygun bir 6grenme oran1 segmek zor bir siirectir. Bu
soruna bir ¢6ziim olarak cesitli algoritmalar onerilmistir. Adagrad algoritmasi bunlardan biridir.

Adagrad yonteminde 6grenme katsayisini parametrelere uyarlar ve boylece 6grenme katsayisini

manuel olarak hesaplama ihtiyaci ortadan kalkar. Her W, parametresi icin her t adimda farkl

bir 6grenme katsayis1 kullanir. Adagrad algoritmasinda parametreler giincellenirken esitlik

(3.77) kullanilir (Ruder, 2016).
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9, =V J(Wy) (3.76)

tni = Wy _ﬁ'gt,i (3.77)

Yukaridaki esitliklerde G, ; € R kosegen bir matristir ve her bir kosegen elemani W,

parametresine gore, t-inci iterasyona kadar hesaplanmig gradyanlarin kareleri toplamidir. €,

sifira bolinmeyi dnleyen bir sabit degerdir. Genellikle 10® olarak alinir. g,; terimi maliyet

fonksiyonunun t aninda w; parametresine gore hesaplanmig gradyan degeridir.

3.3.10.4. RMSprop (Root Mean Square Propagation-Kok Ortalama Kare Yayilim)

RMSprop yontemi Geoff Hinton tarafindan 6nerilmistir (Tieleman ve Hinton, 2012).
Adagrad’in 6grenme katsayisindaki birden kiicliltme etkisine karsi bir oOneri olarak

gelistirilmistir. RMSprop yonteminde gradyanlarin karesine momentum uygulanir. Denklem

(3.78) ve denklem (3.79)’ deki adimlar takip edilir:

E[g® ] =0.9E[ ¢’ |  +0.1g; (3.78)

W N

= t_mgt : (3.79)

w

Burada E[gzl, ge¢mis gradyanlarm Karelerinin ortalamasidir; g°,, t anmda w

parametresine gore hesaplanmis gradyanin karesidir (Ruder, 2016).

3.3.10.5. Adam Algoritmasi

Adam algoritmasit Rmsprop ve momentum ydntemlerindeki farkli teknikleri igeren
etkili bir algoritmadir (Kingma ve Ba, 2014; Zhang, Lipton, Li ve Smola, 2020). RMSprop gibi
gecmis kare gradyanlarin iistel olarak azalan ortalamasini depolamaya ek olarak, Adam ayrica

momentuma benzer sekilde iistel olarak azalan gegmis gradyan ortalamasini tutar:
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m, =Blmt—1+(1_Bl)gt (3.80)
Vi :BZVI—1+(1_B2)gf (3.81)

Yukaridaki denklemlerde V,, ge¢mis kare gradyanlarin iistel olarak agirliklandirilmis

ortalamasi; M, ge¢mis gradyanlarin Gstel olarak agirliklandirilmis ortalamasini ifade eder

(Ruder, 2016).

CO1-py (3.82)

Vie= 1=} (3.83)

(3.82) ve (3.83) denklemlerindeki B, ve B, ilgili agirliklandirma parametreleridir. f3;

icin Onerilen deger 0.9; B,icin 0.999°dir. Adam metodu ile giincelleme yapilirken denklem

(3.84) kullantlir:

W, =W

w T W= (3.84)

burada e, 107’ dir.

3.3.10.6. RPROP (Esnek Geri Yayilim)

Esnek geri yayilim yontemi, yerel gradyan bilgilerine dayali agirlik glincellemesi yapar.

Her bir agirlik icin bireysel giincelleme degeri A, olmak iizere bu adaptif yontem esitlik

ij

(3.85)’daki 6grenme kuralina gore ilerler:
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(t-1) (t)
n" ALY, E B0 ise
ow; i
(t-1) (t)
(t)_ - (t—l) 8E 8E -
ATEI AT o <O e (3.85)
Afjt_l) , diger

Yukaridaki ifadede 0<n™ <1<n*’ dir. 8E/ ow;; kismi tiirevi, ardigik adimlar i¢in ayni
isarete sahipse adim boyu artar, isaret degistirirse adim boyu azalir. Adim boyutu A ;, ve A,
parametreleri tarafindan sinirlandirilmustir. Karsilik gelen agirlik Wy, *nin kismi tiirevi isaretini
her degistirdiginde bu son giincellemenin ¢ok biiyiik oldugunu ve algoritmanin yerel bir

minimumun iizerine ¢iktigini gosterir. Glincelleme degeri 1~ faktorii tarafindan azaltilir. Eger

tiirev igaretini koruyorsa, glincelleme degeri s1g bolgelerde yakinsamay1 hizlandirmak igin biraz

artirilir.

Her agirlik igin giincellemede uygulanan kural soyledir: Tiirev pozitifse (artan hata),

agirlik gilincelleme degeri kadar azalir ve tiirev negatifse giincelleme degeri kadar artar
(Riedmiller ve Braun, 1993).

®
-AY, >0 ise,
i
®
W_J a0 O i
AWy =3 +A}, ow, <0 ise, (3.86)
0, diger
t+1 t t
wi = w4 Awl (3.87)

Yukarida anlatilan durumun bir istisnasi su sekildedir: Kismi tiirev isaret degistirirse,
yani 0nceki adim ¢ok biiyiikse ve minimum degeri kacirilmigsa onceki agirlik giincellemesi

geri alinir:
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oE"Y oE"Y

Eger <0 ise Awfjt) = —Angtfl) (3.88)

ij ij

Bu “geri izleme” adimi nedeniyle tiirevin bir sonraki adimda bir kez daha isaretini
degistirmesi beklenir. Giincelleme degerinin ikinci kez azaltilmasini dnlemek i¢in sonraki

(t-1)
E =0 alinir.

adimda A; uyarlamasinda
ij

Igel ve Hiisken (2000), esnek geri yayilim algoritmasinin farkli bir versiyonunu

gelistirmiglerdir ve yazdiklari makalede orijinal algoritmaya Rprop+ olarak atifta

bulunmuslardir.
3.3.11. Yapay Sinir Aglarimin Yapilarina Gore Siniflandirilmasi

3.3.11.1. ileri Beslemeli Aglar

Noronlar arasi iletisimin girdi katmanindan ¢ikti katmanina dogru, tek yonlii oldugu
aglardir. Ileri beslemeli sinir aglarinda bir katmandaki néronlarin ¢iktilari, agirhik uygulanarak
bir sonraki katmana iletilir. Sekil 3.14’te gosterilen ¢ok katmanli algilayicilar ileri beslemeli

aglara ornektir (Ataseven, 2013; Ciaburro ve Venkateswaran, 2017).

3.3.11.2. Geri Beslemeli Aglar

Noronlar arasi bilgi aktarimi hem ileri hem de geri yonde olmaktadir. Cikt1 katmaninda
veya ara katmanlardaki noronlardan elde edilen sinyaller, bu sinyali daha 6nce almis olan girdi
veya Onceki ara katmanlardaki néronlara iletilirler (Bayir,2006). Geri besleme, bir katmandaki

ndronlar arasinda veya katmanlar arasindaki ndronlar arasinda da yapilabilir.
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Gen besleme

Sekil 3.22.Geri beslemeli aglar (Ciaburro ve Venkateswaran, 2017).

3.3.12. Bir Sinir Agimin Verimini Etkileyen Faktorler

Yapay sinir aglarindan en verimli sekilde faydalanabilmek i¢in olusturulan mimaride
dikkat edilmesi gereken bazi o6zellikler vardir. Kullanilan veriye, probleme gore se¢iminde
dikkat edilmesi gereken parametrelere deginmek faydali olacaktir. Ogrenme orani se¢imi ve
kullanilacak optimizasyon algoritmasinin se¢iminin yapay sinir agmin egitimine olan
etkisinden onceki kisimlarda detayli bir sekilde bahsedilmistir. Diger 6nemli degiskenler bu

kisimda agiklanacaktir.

3.3.12.1. Aktivasyon Fonksiyonu Se¢imi

Yapay sinir aglarinda aktivasyon fonksiyonlart kullanimi ile dogrusal olmayan
problemlerin ¢6ziimii miimkiin olmaktadir. Aktivasyon fonksiyonu kullanilmayan yapay sinir
ag1 lineer regresyon modeli gibi davranacaktir. Ayrica, bir yapay sinir agin ¢ok katmanli
olmasina ragmen mimarisinde dogrusal aktivasyon fonksiyonlar1 kullanildiginda genellikle tek
katmanli yapay sinir agina yakinsamaktadir. Bu nedenle karmasik problemleri 6grenmede
yetersiz kalacaktir. Segilecek aktivasyon fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasi 6nemlidir,
Ciinkii minimum kay1ip degerini verecek parametreleri bulurken, parametrelerin geri yayilim ile
giincellenmesinde tiirev degeri geriye dogru iletilmektedir. Dikkat edilmesi gereken bir baska

nokta da aktivasyon fonksiyonun alt ve {ist sinira sahip olmasidir. Aksi halde sonug
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alinamayabilir. Aktivasyon fonksiyonunun monoton olmasi, o katmanin ekstremum noktasinin
kesin olarak bulunmasini saglar. Son olarak aktivasyon fonksiyonunun orijinde kendisine
yakinsamasi, rastgele agirlik degerleriyle baslatilmis modelin  egitimini kolaylastirir

(Bircanoglu ve Arica, 2018).

3.3.12.2. iterasyon

Bir iterasyon, aga bir girdi saglama ve agin agirliklarini glincelleme isleminden gegme

surecine denir.

3.3.12.3. Katman ve Noron Sayisi

Bir sinir agindaki katman sayisi ve katmanlardaki ndron sayisinin artmasi agin 6grenme
yetenegini artirirken yakinsama siiresini de artirmaktadir. Bu durum da agin genelleme
kabiliyetinin diismesine ve agin ezberlemesine sebep olmaktadir. Bu degiskenlerin gereginden
az kullanimi ise agin yeteri kadar 6grenememesine sebep olmaktadir. Katman ve néron sayisini
belirlemek i¢in en 1y1 yontem deneme yaparak agin performansina gore karar vermektir (Bayir,

2006).

3.3.12.4. Normalizasyon

Yapay sinir aglarmin performansini artirmanin bir yolu da ham veri setine
normalizasyon yontemleri uygulamaktir. Verilere normalizasyon uygulandiginda agin egitimi
¢ok daha hizli olmaktadir. Ozellikle girdilerin ¢ok farkli 6lceklerde oldugu modellemelerde
olduk¢a yararhidir. Verileri normallestirmek igin birgok yontem vardir. Asagida bazi
normalizasyon teknikleri agiklanacaktir (Jayalakshmi ve Santhakumaran, 2011; Yavuz ve
Deveci, 2012).

o Istatistiksel veya Z-Score Normalizasyonu:

Bu teknikte her 6zellik i¢in ortalama ve standart sapma kullanilir ve her 6zelligin sifir
ortalama ve birim varyansa sahip oldugu veriler iiretir. Bu normalizasyonun avantaji,

verilerdeki aykir1 degerlerin etkisini azaltmasidir.
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X'=—— (3.89)

Denklem (3.89)’da

X': Normalize edilmis veriyi
X;: Girdi degerini

w,: Girdi kiimesinin ortalamasini

o;. Girdi kiimesinin standart sapmasini

ifade etmektedir.
¢ Min-Max Normalizasyonu:

Min-Max ydntemi verilerin dogrusal olarak normalizasyonunu saglar. Bir veriye[0,1]

veya [—1, 1] araliginda dogrusal doniisiim uygular. Bu yontem verilerdeki tiim iliskiler korur,

her 6zellik yeni deger araliginda ayni kalir. Min-Max yontemiyle verileri standartlagtirmak igin

(3.90)’ deki esitlik kullanilir.

= (3.90)

x'=(b-a)—=—"—+a (3.91)

Yukaridaki (3.90) ve (3.91) denklemlerinde;

X': Normalize edilmis veriyi,
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x;: Girdi degerini,

X, - Girdikiimesindeki en kiigiik say1y1,
Xmax - Girdi kiimesindeki en biiyiik say1y1
ifade etmektedir.

e Medyan Normalizasyonu:

Medyan yontemi her veriyi ham girdilerin medyanini kullanarak normallestirir. Kantil

regresyonda da anlatildig1 gibi medyan, aykir1 degerlerden etkilenmez.

X.

" Vedyan(a) o

X"': Normalize edilmis veriyi,

x; : Girdi degerini,

a,: Girdi kiimesinin medyanini
ifade etmektedir.

e Sigmoid Normalizasyonu:

Sigmoid normalizasyonu verileri [0,1] veya [-11] arasinda smiflandirir. Sigmoid

fonksiyonu ¢esitlerinden tanjant sigmoid fonksiyonunu kullanmak normalizasyon siireci
hizlandiracaktir. Bunun i¢in (3.93) esitligi kullanilir (Jayalakshmi ve Santhakumaran, 2011;

Yavuz ve Deveci, 2012):

e el —e™
e +e" (3.93)

X": Normalize edilmis veriyi,
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x; : Girdi degerini,

e : Dogal logaritma degerini

ifade etmektedir.
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3.3.13. Yapay Sinir Ag1 Uygulamasi

Kullanilacak veri kiimesi R Studio programinin ISLR kiitiiphanesinde bulunan “Auto”
verileridir. Bu uygulamada 397 aracin belli 6zelliklerine gore yakit tiiketimi incelenecektir.
Veri kiimesindeki 6zelliklerden mpg (galon bagina mil), cylinders (silindir sayis1), displacement
(motor hacmi-ing kiip), horsepower (motor beygir giicii), weight (ara¢ agirligi-1bs), acceleration
(hizlanma siiresi- 0’ dan 60 mil/sa). Yanit degisken “mpg” degiskenidir. Aracin 1 galon yakitla
gittigi yol miktarinin dl¢ilistidiir ve mpg degeri arttikga yakit tiiketimi diiger. Sinir agin1 egitmek
icin “Neuralnet” kiitiiphanesi kullanilacaktir. Sekil 3.23’te mpg degiskeninin agiklayici

degiskenler ile iliskisi goriilmektedir.

o _] o _] o]
=+ o =+ o -
2 - 2 2
E o ] g E 2 - E =
e W a e W o e W
% a ° H *% o *g
= g _g o = 8 4 ﬁg = 5
2 E 2 @gg% =
| | | | | | | | | |
34 5 B 7 8 100 200 300 400 50 100 130 200
datafcylinders datafdizplacement datafharsepawer
[} [}
=+ =+
2 2
E & E &
R R
4] 4]
E g E g
o] H o]
T T T T T T T
1500 3000 4500
datafweeight datafacceleration

Sekil 3.23. Auto verilerine genel bir bakis.

Veri normallestirme igin Z-score normalizasyon yontemi kullanilmistir yani verilere
denklem (3.79)’daki formiil uygulanmistir. Veri setini egitmek i¢in verilerin %70’ i ve ag1 test
etmek icin geri kalan %30’ u kullanilacaktir. Veri seti egitiminde iki veya {i¢ katmanli sinir

aglar1 kullanilmistir. Rprop+ algoritmasi kullanilmistir. Maksimum adim 1e+05 olarak
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alinmistir. Katmanlardaki néron sayilar1 ve kullanilan aktivasyon fonksiyonu degistirilerek elde
edilen sinir ag1 modellerinde MSE degerleri hesaplanmistir. Diizenlenen her farkli sinir ag1
mimarisi igin en az bes deneme yapilmis ve bu denemeler sonunda hesaplanan en kiigilk MSE

degeri ilgili gizelgeye islenmistir. Sonuglar ¢izelge 3.6 ve gizelge 3.7 de listelenmistir.

Cizelge 3.6. iki katmanl1 yapay sinir ag1 uygulanan verilerde MSE degerleri

1.katmandaki | 2.katmandaki | Lojistik Tanjant
noron sayis1 | noron sayis1 | fonksiyon Hiperbolik
kullamlarak | fonksiyon
bulunan kullamlarak
MSE bulunan
degerleri MSE
degerleri
1 1 0.205102 0.317477
1 2 0.205176 0.3158090
1 3 0.2054595 0.3020314
1 4 0.2418927 0.3164824
2 1 0.1886181 0.2931428
2 2 0.2004882 0.2708014
2 3 0.2302281 0.2712874
2 4 0.2163146 0.2844849
3 1 0.2023253 0.2769176
3 2 0.240908 0.2600135
3 3 0.2604879 0.2610987
3 4 0.2518519 0.2339029
4 1 0.2376745 0.2884848
4 2 0.25442 0.2794219
4 3 0.3247121 0.3224807
4 4 0.2650689 0.2322606
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Cizelge 3.7. Ug katmanl yapay sinir ag1 uygulanan verilerde MSE degerleri

1.katmandaki | 2.katmandaki | 3.katmandaki | Lojistik Tanjant
noron sayist | noron sayis1 | néron sayis1 | fonksiyon Hiperbolik
kullamilarak | fonksiyon
bulunan kullanilarak
MSE bulunan
degerleri MSE
degerleri
1 1 1 0.243598 0.19168
1 1 2 0.2436188 0.1935772
1 1 3 0.243926 0.1940867
1 2 1 0.2509212 0.1942027
1 2 2 0.244585 0.1944233
1 2 3 0.2528151 0.1948553
1 3 1 0.2511811 0.1916739
1 3 2 0.2516758 0.3222524
1 3 3 0.2537942 0.3552059
2 1 1 0.2117532 0.2203741
2 1 2 0.2440914 0.208346
2 1 3 0.2183007 0.3701865
2 2 1 0.2186066 0.3373461
2 2 2 0.24377 0.3379441
2 2 3 0.3100023 0.3424805
2 3 1 0.2453069 0.3443685
2 3 2 0.2105951 0.3591826
2 3 3 0.2447682 0.4046811
3 1 1 0.2323879 0.3021495
3 1 2 0.2101397 0.353747
3 1 3 0.2246611 0.3293963
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Cizelge 3.7.(devam). U¢ Katmanli Yapay Sinir Ag1 Uygulanan Verilerde MSE degerleri

1.katmandaki | 2.katmandaki | 3.katmandaki | Lojistik Tanjant

noron sayist | noron sayis1 | néron sayis1 | fonksiyon Hiperbolik
kullamilarak | fonksiyon
bulunan kullamlarak
MSE bulunan
degerleri MSE

degerleri

3 2 1 0.2528859 0.3578252

3 2 2 0.3329967 0.2616492**

3 2 3 0.3241798 0.4130381

3 3 1 0.2572384 0.3632593

3 3 2 0.2790902* | 0.3644029

3 3 3 0.2170204* | 0.3071982**

*Stepmax=1e+0.7; **Stepmax=1e+0.8

Cizelge 3.6 ve cizelge 3.7 incelendiginde yapay sinir aglarinda segilecek katman sayisi,
noron sayisi, kullanilan aktivasyon fonksiyonu ilgili kesin bir kural verilemeyecegi
goriilmektedir. Bu parametreler deneme yoluyla eldeki veriye en uygun sekilde
ayarlanabilmektedir. Bu uygulamada hiperbolik tanjant fonksiyonunun &zellikle ii¢ katmanl
modellerde yakinsamada zorluk yasadigi goriilmiistiir. Yine lojistik fonksiyonda da 3 katmanl
aglarda noron sayisi fazla oldugunda ayni sorun yasanmistir. Deneme sayis1 artirilarak yapilan
uygulamaya ragmen yakinsama gerceklesmedigi durumda ayni model i¢in maksimum adim
sayilar artirilarak yeni bes deneme daha yapilmistir. Maksimum adim sayis1 (stepmax) 1e+0.7

veya 1e+0.8 secildigi durum tabloda isaretlenmistir.
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3.4, KANTIL SiNIiR AGLARI

Taylor (2000), finansal risklerin kosullu olasilik dagiliminin tahminini iyilestirmeyi

amaglayan caligmasinda, dogrusal olmayan kantil modelleri tahmin etmek i¢in bir sinir ag1
kullanmustir. g,(.) ve @,(.) aktivasyon fonksiyonlari, w ;i Ve v, agirliklar olmak tizere sinir ag1
modeli esitlik (3.94)’teki gibi ifade edildiginde, kantil sinir ag1 modeli esitlik (3.95)’teki gibi
ifade edilebilir.

f(xt,v,w):gz(ingl(iwjixnn (3.99)

min[ > oly —f(x,vw)+ Y (1—9)‘yt—f(xt,v,w)‘HLlJ;Wfi+x2;vf]

vw tly, >f (%, ,v,w) tly, <f (%, v,w)

(3.95)

Denklem (3.95)’te A, ve A, regiilarizasyon parametreleridir. Bu parametreler agin asir1

O0grenmesi (overfitting) ihtimaline kars1 kullanilmaktadir.

Kantil sinir ag1 verilerdeki dogrusal olmayan kaliplar1 yakalayabilen, homojen olmayan
varyansli verileri modelleyebilen istatistiksel bir yontemdir (Rantini, Octavanny, Kruba,

Kuswanto ve Fithriasari, 2018).

Feng, Li, Sudjianto ve Zhang (2010) yaptiklar1 ¢calismada parametrik olmayan kosullu
kantil tahminleri sinir ag1 yapisiyla incelemistir. Aykiri1 degerlerin varliginda iyi sonuglar veren

robust kantil sinir ag1 kullanmiglardir.

Bu boliimde yapilacak uygulamada farkli dagilimdaki ve farkli sayidaki veri tiirleri i¢in

kantil sinir aglarinin davranis1 incelenecektir.

3.4.1. Parametrelerin Tahmini ve Kayip Fonksiyonunun Egitilmesi

Bir yapay sinir aginda ve yanlliklar gradyan tabanli dogrusal olmayan bir optimizasyon
algoritmast yardimiyla belirlenir. Denklem (3.37)’deki kayip fonksiyonu, tiirevi orijinde
tanimsiz oldugundan her yerde tiirevlenebilir degildir. Bunun yerine her yerde tiirevlenebilen

yaklagimlar uygulanabilir.
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Kantil regresyon maliyet fonksiyonuna farkli bir yaklasim olarak Chen (2007)
tarafindan model parametreleri tahmin etmek i¢in sonlu diizlestirme (finite smoothing)
algoritmasinin basitlestirilmis bir formu kullanilmigtir. Herhangi bir sonlu kantil i¢in sonlu
diizlestirme algoritmasinin sonlu yakinsama 0&zelligine dayanan verimli bir algoritma
gelistirilmistir. Calismada yaptig1 karsilagtirmada sonlu diizlestirme algoritmasinin biiyiik veri
kiimeleri i¢in hesaplama hizinin simpleks algoritmasindan daha iyi performans gosterdigini

belirtmistir.

Chen (2007) tarafindan kantil regresyon i¢in kullanilmasinin ardindan Cannon (2011)
tarafindan kayip fonksiyonunun diizgiin yaklasimini olusturmak i¢in Huber (1981) normu

kullanilmustir. Huber normu denklem (3.96)’teki gibi ifade edilir:

u_’ 0<|ul<e ise,
h(U): 28
g (3.96)
|u|—§, u>e ise

Huber normu kayip fonksiyonuna yaklagsmak i¢in kullanilabilir.

th(u), u=0 ise,

(a) _
pf“”_{@—nhwx u<0 ise. (3.97)

Standart gradyan tabanli optimizasyon algoritmalar1 artik kullanilabilir. t zamaninda
gozlenen deger Y(t) ve t Kkantilindeki kosullu tahmini Y(t) olmak iizere, yaklagik hata
fonksiyonu (3.98)’teki gibi ifade edilsin:

£l = 2P (- 9.(0) 3.99)

Huber fonksiyonu tiirevlenebilirligi saglamak i¢in orijin etrafina (o) uygulanan kare
hatasindan sorunsuz bir sekilde gegis yapar. oo — 0 iken yaklasik hata fonksiyonu, kantil
regresyon hata fonksiyonuna yakinsar. Yeterince biiyiikk o i¢in, tim model sapmalarinin karesi

alimir ve yaklasik hata fonksiyonu bunun yerine EKK hata fonksiyonunun asimetrik bir
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versiyonu olur. T=0.5 ve bliylik o i¢in, hata fonksiyonu simetriktir ve sabit bir 6lgekleme
faktoriine kadar EKK hata fonksiyonuna esittir. T 0.5 i¢in, asimetrik EKK hata fonksiyonu
kosullu beklenen fonksiyonun bir tahminini verir (Newey ve Powell 1987; Yao ve Tong, 1996;
Waltrup, Sobotka, Kneib ve Kauermann, 2015; Cannon, 2011). Dolayisiyla, o ve =

degerlerine bagl olarak, yaklagik kantil regresyon hatasi fonksiyonu, kosullu ortalama

(>0,1=05), medyan (o—0,1t=05), kantil (a—0, 0<t<1) ve beklentiler

(OLZO, 0<7:<1) icin regresyon tahminleri saglayabilir (Jiang, Jiang, Xu, ve Huang, 2017;

Cannon, 2018).

Sonlu diizlestirme algoritmasi Chan (2007)’in ardindan Cannon (2011) tarafindan da
kullanilmistir. Bir kantil regresyon modeli ilk olarak R’in nlm yari-Newton optimizasyon
(2)

T

algoritmasi kullanilarak E’” *nin minimize edilerek, Huber norm yaklasimlarinda ¢ "u kontrol

fonksiyonunu nispeten biiyiik bir degere ayarlayarak uyarlanir. Ikinci bir optimizasyon
calistirmas yapilir. Ik calistirmadaki son agirliklardan ve sapmalardan baslayarak, ancak
daha kii¢iik bir degere ayarlanmistir. Bu islem, her seferinde ¢ azaltilarak tekrarlanir. € sifira

giderken, algoritma minimum E_'ye yakinsar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Heterojen Veriler I¢in Kantil Sinir Ag1 Simiilasyon Uygulamasi

Yapilacak ¢aligmada R Studio programi kullanilmigtir. Simiilasyonla uniform dagilim
kullanilarak elde edilen 250, 350 ve 500 adet olmak iizere ii¢ farkli veri grubu kullanilmistir.
Her bir veri grubuna kantil regresyon daha sonra da kantil sinir ag1 uygulanmistir.Kantil
regresyon uygulamasi quantreg paketi ile kantil sinir ag1 uygulamasi ise qrnn paketi ile
gerceklestirilmistir. Uygulanan kantil sinir ag1 modelinde aktivasyon fonksiyonu olarak
sigmoid fonksiyon ve optimizasyon yontemi olarak adam optimizasyon yontemi kullanilmistir.
Verilerin %701 egitim verisi, %30’u da test verisi olarak segilmistir. Iterasyon sayis1 1000

alinmistir. Her iki uygulamada da MSE degerleri hesaplanmistir
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Sekil 4.1.Heterojen simiilasyon verileri (250 adet)
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Cizelge 4.1. Heterojen 250 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir agina ait
MSE degerleri

Kantil | Kantil Regresyon Kantil Sinir Ag1 Yapisi K_ar_ltil
MSE degeri 1.Katman 2.Katman ilgllr
Noron Sayis1 | Noron MsiE )
Sayisi Degeri
0.25 | 419.3363 2 2 277.515
2 3 276.2178
3 2 281.3836
0.50 | 225.4138 2 2 192.51
2 3 192.9508
3 2 200.5611
0.75 | 262.8381 2 2 273.7912
7 3 288.2134
3 2 277.0091

Cizelge 4.1 incelendiginde 0.25 ve 0.50 kantil degerlerinde kantil sinir aglarinin kantil
regresyondan daha az MSE degeri verdigi goriilmektedir. 0.75 kantil degerinde ise kantil sinir

aglarinin MSE degeri az da olsa kantil regresyon MSE degerinden fazla ¢ikmustir.
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Sekil 4.2.Heterojen simiilasyon verileri (350 adet)

Cizelge 4.2. Heterojen 350 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir agina ait
MSE degerleri

Kantil | Kantil Regresyon Kantil Sinir Ag1 Yapisi K_ar_ltil
MSE degeri 1.Katman 2.Katman ilgllr
Noron Sayis1 | Noron MS:E .
Sayisi Degeri
0.25 | 547.7603 2 2 487.8564
2 3 487.7978
3 2 473.107
0.50 | 297.3747 2 2 307.5155
2 3 311.8513
3 2 325.0458
0.75 | 389.4446 2 2 467.197
2 3 472.4055
3 2 489.3636
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Cizelge 4.2 incelendiginde 0.25 kantil degerinde kantil sinir ag1t MSE degeri daha az
iken 0.50 ve 0.75 kantil degerinde daha fazla oldugu gézlenmektedir.
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Sekil 4.3. Heterojen simiilasyon verileri (500 adet)
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Cizelge 4.3. Heterojen 500 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir agina ait
MSE degerleri

Kantil | Kantil Regresyon Kantil Sinir Ag1 Yapisi K_ar_ltil
MSE degeri 1.Katman 2.Katman ilgllr
Noron Sayis1 | Noron MsiE )
Sayisi Degeri
0.25 |531.75 2 2 466.4208
2 3 465.4515
3 2 469.5456
0.50 | 297.0526 2 2 279.077
2 3 270.5046
3 2 279.2802
0.75 | 373.5914 2 2 335.1939
7 3 328.914
3 2 340.1941

Cizelge 4.3’te 500 adet heterojen veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir ag1
uygulamalar1 sonucunda elde edilen MSE degerleri goriilmektedir. Bu sonuglara gore,
incelenen her kantil degeri i¢in kantil sinir ag1 uygulamasi kantil regresyondan daha diisiik hata

vermistir.
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4.2. Aykir1 Deger iceren Veriler I¢cin Kantil Sinir Ag1 Simiilasyon Uygulamasi

Simiilasyonla ile 250, 350 ve 500 adet olmak tizere ii¢ farkli veri kiimesi elde edilmistir.
Aciklayict degisken dort serbestlik dereceli kikare dagilimindan elde edilmistir. Hatalar iki
serbestlik dereceli student-t dagilimdan elde edilmistir. Her bir veri grubuna kantil regresyon
daha sonra da kantil sinir ag1 uygulanmistir. Kantil regresyon uygulamasi quantreg paketi ile
kantil sinir ag1 uygulamasi ise qrnn paketi ile gerceklestirilmistir. Uygulanan kantil sinir ag1
modelinde aktivasyon fonksiyonu olarak sigmoid fonksiyon ve optimizasyon yontemi olarak
adam optimizasyon yontemi kullanilmistir. Verilerin %70’ 1 egitim verisi, %30’ u da test verisi
olarak segilmistir. Iterasyon sayis1 1000 almmustir. Her iki uygulamada da MSE degerleri

hesaplanmis ve sonuglar ilgili gizelgeye aktarilmistir.
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Sekil 4.4. Aykir1 deger igeren simiilasyon verileri (250 adet).
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Cizelge 4.4. Aykir deger igeren 250 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir
agina ait MSE degerleri

Kantil | Kantil Regresyon Kantil Sinir Ag1 Yapisi K_ar_ltil
MSE degeri 1.Katman 2.Katman ilgllr
Noron Sayis1 | Noron MsiE .
Sayisi Degeri
0.25 |5.02155 2 2 4.21966
2 3 4.225926
3 2 4.222003
0.50 | 4.334056 2 2 3.442344
2 3 3.460469
3 2 3.492063
0.75 | 4.985079 2 2 4.370949
7 3 4.291568
3 2 4.415621

Cizelge 4.4 incelendiginde aykir1 deger iceren 250 adet veri i¢in yapilan uygulamada
kantil sinir aglarindan elde edilen MSE degerlerinin kantil regresyon uygulamalarindan elde

edilen MSE degerlerinden daha kii¢iik oldugu gézlenmektedir.
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Sekil 4.5. Aykir1 deger igeren simiilasyon verileri (350 adet).

Cizelge 4.5. Aykir deger igeren 350 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir
agina ait MSE degerleri

Kantil | Kantil Kantil Sinir Ag1 Yapisi Kantil Regiilarizasyon
Regresyon Sinir Ag1 | Uygulandiktan
1.Katman 2.Katman MSE Sonra Elde
MSE . dil
degeri Néron Sayis1 | Noron Degeri Edilen MSE
Sayisi Degeri
0.25 7.271583 2 2 7.801849 | 7.8277
2 3 7.798072 | 7.834284
3 2 7.814295 | 7.826077
0.50 6.398658 2 2 7.081641 | 6.971202
2 3 7.07682 6.960989
3 2 6.971403 | 7.00097
0.75 6.960114 2 2 7.938485 | 7.576644
2 3 7.969574 | 7.576265
3 2 7.935662 | 7.55971
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Cizelge 4.5 incelendiginde kantil sinir aglarindan elde edilen MSE degeri kantil
regresyondan elde edilen MSE degerinden biiylik ¢ikmistir. Bu durumda asir1 6grenmeyi
(overfitting) engellemek igin regiilarizasyon uygulanmis ve parametre degeri 0.01 alinmustir.
Regularizasyon uygulandiktan sonraki MSE degeri ¢izelge 4.5° ¢ eklenmistir. Regularizasyon
uygulamasi sonunda kantil yapay sinir aginda 0.25 kantilde MSE degerleri artmis, 0.50 ve 0.75

kantillerindeki MSE degerler azalmis olsa da kantil regresyondan elde edilen degerlerin altina

diismemistir.
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Sekil 4.6. Aykir1 deger igeren simiilasyon verileri (500 adet).

Cizelge 4.6. Aykir1 deger iceren 500 adet veriye uygulanan kantil regresyon ve kantil sinir

15

agina ait MSE degerleri
Kantil | Kantil Regresyon Kantil Sinir Ag1 Yapisi K_ar_ltil
MSE degeri 1.Katman 2.Katman ilgllr
Noron Sayis1 | Noron MSF .
Sayisi Degeri
0.25 |23.20684 2 2 5.44547
2 3 5.450369
3 2 5.452383
0.50 |22.19696 2 2 5.462912
2 3 5.452451
3 2 5.44914
0.75 | 23.20684 2 2 5.242881
2 3 5.314432
3 2 5.307151
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Cizelge 4.6 incelendiginde aykir1 deger iceren 500 adet veri i¢in kantil sinir aglarindan
elde edilen MSE degeri kantil regresyondan elde edilen MSE degerinden ¢ok daha kiigiik
cikmugtir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde kantil regresyon ve yapay sinir aglari incelenmis, daha sonra da kantil
regresyonun kullanildig1 yapay sinir aglar ile ilgili uygulamalar yapilmistir. Farkli dagilimlara
ve sayilara sahip veri kiimeleri i¢in kantil sinir aglarinin MSE degerleri kantil regresyondan
elde edilen MSE degerleriyle karsilastirilmistir. Heterojen verilere sahip veri kiimesi ile aykiri
degerlere sahip veri kiimeleri incelenmistir. Her iki tiir veri grubu i¢in de 250, 350 ve 500

veriden olusan veri kiimeleri karsilastirilmistir.

Heterojen veriler igin kantil sinir ag1 uygulamasinda veri sayis1 250 iken 0.25 kantil
degerinde MSE degerlerinin incelenen tiim kantil degerlerinde daha diisiik oldugu goézlenmistir.
0.50 kantil degeri i¢in yapilan karsilastirmada veri sayis1 250 ve 500 oldugunda kantil sinir ag1
daha diisiik MSE verirken, 350 adet veri i¢in MSE degerinin daha yiiksek oldugu gézlenmistir.
0.75 kantil degeri icin sonuclar karsilastirildiginda veri sayis1 250 ve 350 oldugunda kantil sinir
ag1 daha yiiksek MSE vermis, veri sayis1 500 oldugunda kantil sinir ag1 MSE degeri daha diisiik
cikmistir. Bu sonuglara gore, veri sayisi fazla oldugunda kantil sinir agiin her kantil degeri

icin daha iyi sonuglar verdigi soylenebilir.

Aykiart deger igeren verilerle yapilan simiilasyon uygulamalarinda veri sayis1 250 ve 500
alindiginda kantil sinir aglar1 tiim kantil degerlerinde daha diisiik MSE verirken 350 adet veri
ile yapilan ¢alismada daha yiiksek MSE vermistir.

Iki veri grubunda da veri sayis1 500 oldugunda kantil sinir aglari, kantil regresyondan
daha diisiik sonuglar vermistir. Uygulamalar sonucunda veri kiimesinin 6zelliginin segilecek
yontemin verimini etkiledigi soylenebilir. Yapilan uygulama, yapay sinir aglarinin veri

sayisinin fazla oldugu durumda etkili bir yontem oldugu fikriyle ortiismektedir.

Yapay sinir aglart bir probleme ¢o6ziim iiretirken 6rnek verilerden o problemle ilgili
¢ikarimda bulunmaktadir. Sonrasinda yeni bir 6rnekle karsilagtiginda bu ¢ikarim dogrultusunda
karar vermektedir. Ancak yapay sinir aglarinin ¢alisma mekanizmasi tam olarak
aciklanamamaktadir. Bir problemi ¢o6zdiigiinde bunu nasil yaptigi bilinememektedir. Bu
nedenle yapay sinir aglarina “kapali kutu” benzetmesi yapilmaktadir. Bu durum, yapay sinir
aglarina olan giiveni azaltmaktadir. Dolayisiyla sosyal bilimler ve tip gibi yorumlanabilmenin
onemli oldugu alanlarda YSA kullanmak riskli olabilir. Bu gibi durumlarda lineer modeller

tercih etmek daha giivenilir olabilir. Kapasitesi diisiik olmasina ragmen basit yapisindan dolay1
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lineer modelin davranisi ve nerede hata yapacagi tahmin edilebilmektedir. Tiim bu nedenlerden
dolay1 ¢oziilecek problemde arastirmaci i¢in 6ncelikli olan detaya gore hangi yontemin daha

uygun olduguna karar verilmesi 6nemlidir.

Bundan sonra yapilacak ¢alismalarda kantil yapay sinir aglarinin farkli dagilimlardaki

veri tiirlerine farkli optimizasyon algoritmalar: kullanilarak tahmin yetenegi incelenebilir.
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EKLER

Ek 1: Cizelge 4.1’¢ ait 250 adet uygulama verisi

y

ONEFEFNWWRERNOWOWMNENPWPEAEANENNMNMNMNPAPOWWWOROR WWNERENREPOPMW| X

.29457609
.45477711
.09910667
.32895200
.09473464
.12967567
.19166663
.74288802
.15370735
.78061630
.89636127
.92035191
.55023787
.44993110
.22290961
.90760863
.09881513
.67033483
.43446978
.63876745
.53713075
.25792411
.44875297
.40848608
.43907741
.84518601
.18853873
.43272801
.05544913
.43319564
.73106497
.60752527
.90633295
.08187817
.14199569
.40090047
.15362897
.16596358
.60738553
.96230764
.53407628

31.26685199

61.
Q.
5.

22.
3.
3.
7.

19.
5.
1.

12.
1.

47.

41.

74

7

17

9

2

36908587
11840862
72439883
91983811
27879448
09090543
58399969
80234225
99578609
17548163
76946607
76122160
99539930
43848840

.06678054

Q.
28.
31.
14.
14.

14760980
98945748
55611772
51844947
38898870

.83645952
26.
79.

52546110
05921592

.08198986
107.
9.

58785180
98985145

.36609113
22.
35.
.08171034
38.
1.
5.
6.
38.
16.
19.
7.
32.
1.

53863146
79385558

06451506
44749731
68334314
26760066
80546826
15487926
88054151
64138327
60591419
40171830

89




WOMNEFOCOFROWMNWARRPPRPORPNOPFRPWOIOOWWOOORPRPRPAAOAPPRPWORWNORNOWRLPREER

.28120307
.84447706
.91086825
.09438491
.54503288
.47811452
.21345488
.14767041
.57483608
.93245228
.25785891
.92593344
. 27064965
.72590375
.34653814
.71115335
.38451983
.46670564
.28023298
.33882027
.79426177
.75431650
.04724207
.22101237
.98266564
.76143027
.57211711
.94084825
.23655075
.73722683
.83046091
.21801152
.34774364
.50392272
.37976802
.34583928
.15026690
.92358894
.35232005
.83478962
.01244870
.95143781
.20220837
.63679633
.06440733
.17966373
.28946499

B w = W NN N w B
CONOOUVIFRFANOUOOPRREWNDRAMW

B ow
MNOVOODRUOOWRNOWNRONA

.83894336
.01750441
.04152311
.35081371
.80905648
.31523256
.15263633
.21856817
.37961330
.44777061
.76506732
.99731811
.26647515
.85457668
.06200365
.16404789
.71760154
.62494053
.03461944
.57763486
.89532732
.94591452
.32854668
.31556460
.56072458
.29380912
.60583157
.42246717
.38421678
.80599721
.83391050
.27712076
.49609808
.70850821
.81764874
.55099391
.33198769
.78626287
.76696922
.28336822
.83536709
.30917644
.39924352
.27911234
.04849754
.24104944
.82198058

90




whpwnNnnpbhpdNVDWEAPRARRPRORPRFRPEPNRPPRPRPNMNEPOONMNOOOPRRPRPWEROPR_ARWDNMNWEANRERPWNESANMMEEANDN

.27849072
.88801087
.52221955
.14911658
.38010514
.18438218
.32013249
.86952449
.69796370
.58105526
.40958593
.20114710
.94769441
.92175004
.99421781
.96920895
.10498945
.11904261
.49425646
.22776679
.32403420
.82598749
.49623536
.50875918
.72938875
.38166482
.42978209
.05854295
.27452332
.53831804
.85828085
.61061364
.89621147
.18910955
.77636809
.25689051
.19083863
.32310612
.13078986
.60265045
.33147994
.66653600
.27878677
.86239883
.45407334
.19386529
.64250946

24,
80.
64.
15.
59.
.88762302
17.
59.
14.
.34970188
.31496565
44 .
33.
.83412290
16.
.94430197
.12234304
.25575683
43.
.95499345
40.
.07119549
.01174409
24,
.35851957
.91673335
11.
23.
.32454385
.24999235
.99414885
20.
13.
. 72443042
17.
.35900898
.48016111
64.
58.
62.
13.
62.
22.
.49450317
12.
70.
14.

0o

127

=

81456825
81643176
09832509
17745792
79596758

57285302
49829110
14593995

96551689

98620691

50408970

15876120

87575544

52372819

15471399
13374343

92857299
42497902

03265668

19390139
03387026
93418941
40807194
89641461
32223113

85562937
55655474
19255468

91




ANPFPPARPNMNMNWWONOWWENOWORPAPRPROORPREPNPFPONOWERERNOOOMNMNONOP_ANDNMNWLRELPL

. 78969644
.49142449
.60132142
.53754727
.07526409
.42216919
.14965413
.42922376
.16873776
.50042132
.37208473
.61139950
.40423521
.07021210
.11253255
.38968755
.26933727
.05159771
.01808291
.60639191
.40072809
.54009165
.60420567
.77985867
.02680908
.57946553
.10918590
.93216324
.86901829
.15336297
.81147734
.39007035
.39094177
.28672726
.45272904
.60198900
.98952001
.26208664
.44735053
.11378385
.44720776
.66747139
.08305889
.78005756
.55942799
.08820132
.55782318

26
104
10
9
12

16.

[ [y
OO ONUVNOR WOUWAOAOR ® ®

.51320004
.35883485
.72696788
.80135084
.47332024
20677821
.15497063
.27235233
.30854136
.19664262
.18645673
.61495346
.04768752
.07824771
.91850772
.70411305
.75388708
.06054572
.90079510
.18124414
.32555153
.49031384
.87868029
.57741869
.02828756
.68316255
.17886044
.06745684
.34704578
.23310627
.88435409
.46985871
.46950871
.67952281
.25013890
.01454367
.77854011
.27389228
.27753780
.48040490
.05278321
.93237001
.72900324
.47634169
.44658467
.83007870
.79745899

92




OFRPRRFRPEFENANMNMPAPWPEAENMNRPRPONMPEANWWMNWMNENPRPWNERPONRPRPWWOWOWWAONRPERPWORERP W

.81972810
.20815503
.29268109
.28261658
.21263348
.76553084
.27028171
.64796676
.80146363
.86752558
.86110737
.42300805
.04994675
.60816615
.94705455
.72544496
.43331943
.60975965
.74301854
.17086726
.17111067
.84886668
.32626859
.59002673
.55507624
.65129615
.07448496
.57810593
.35451102
.53902466
.94606449
.59213251
.46305791
.02991157
.64412306
.66058216
.87427725
.61629906
.72322999
.14457204
.88445228
.40092592
.91189559
.90054629
.84591595
.30146931
.12182093

3

N

=
RPUNREFPORO

.99783644
.08987879
.82348470
.30088266
.63282855
.05605848
.76715043
.10855429
.48983736
.67905811
.65394227
.47503970
.64487155
.18941159
.88312723
.68253489
.79687333
.81071464
.00008986
.24618781
.86600877
.56866574
.72238966
.96513085
.10202717
.48845038
.43976481
.33372655
.59694579
.84530575
.46807773
.63337765
.12917197
.03349787
.46530319
.78943455
.07538472
.99917393
.05430640
.35146443
.31477317
.89498220
.69675362
.05444869
.07855648
.39341966
.16287787

93




WERPRORFRPRWMNWOOOONMANRERPRPRPRWMAMAWDOO

.48042871
.73625917
.52116371
.55845848
.65441363
.58625553
.04712218
.28404754
.72661273
.90861571
.33680654
.20039103
.72428309
.90791296
.62055978
.74153795
.42821741
.97595044
.83152423
.43878739
.51827775

1.48521781
5.72142705
19.15861047
28.46120095
3.93276184
13.29887195
5.30190555
11.15955382
31.09238563
30.76763742
0.85646585
0.25483113
0.76061364
3.20942965
56.40616431
23.34209511
8.24637123
3.96734453
1.02355063
2.90313186
27.09853576

Ek.2.Cizelge 4.2’e ait350 adet uygulama verisi
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.880529100
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.112002593
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.184425e+01
.628915e+01
.349239e+01
.039507e-01
.668869e+01
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.021973e+00
.106770e+01
.080156e+02
.147750e+01
.292257e+01
.151137e+00
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.931234e+00
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.416478e+01
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.453696882
.704015671
.925076820
.951988718
.292613945
.317363885
.376690769
.734926051
.199172632
.560605670
.730876318
.593774602
.551849486
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.437493406
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.290535391
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.137674781
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.681259505
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.159535686
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.096148e+00
.194737e+01
.674339e+01
.475431e+01
.095873e+00
.299816e+01
.153303e-01
.931167e+00
.902588e+00
.195417e+00
.527421e+01
.321400e+01
.245663e+01
.560731e+00
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.765781e+01
.713026e+01
.226426e+01
.619843e+00
.010876e+01
.753616e-01
.157598e+01
.072852e+00
.290974e+01
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97




NOPRFRPRWOWNRPFRPR WENWNMRERM~MNWRWONMNMPAPOCWWWOWPAMRWERERERMAAPOORLRPAPONDNMNMNDNNPPOPEDNDPA

.530134993
.246682115
.355896411
.049616175
.972254116
.132203561
.663913069
.003522853
.155790741
.562817265
.206340367
.189265113
.158729788
.803011355
.294039322
.137632817
.915761748
.058055336
.578031930
.224129249
.490721062
.920658705
.417327594
.470938491
.147289797
.982739207
.788792462
.368400287
.461111920
.246670879
.310322111
.460128310
.143658337
.159642683
.943582999
.284199988
.210809654
.606790290
.772344985
.592881115
.516388192
.974391493
.971180212
.181096095
.138336759
.297133278
.044919936

RPORPMPUVUVURERERANNWNRERUPARBAEARENOWOPRNWOWNNERERAENDNRERUONNRANRERUNDO-N

.899085e+01
.528365e+00
.554083e+01
.461101e-02
.096583e+02
.602100e+01
.122788e+00
.284362e+00
.305297e+01
.121498e+00
.606812e+01
.176118e+00
.950052¢e-01
.871808e+00
.302186e+01
.518382e+00
.405035e+01
.606503e+00
.303694e+01
.842014e+01
.401094e+00
.404511e+00
.829903e+01
.411815e+01
.303315e+00
.471566e+00
.287982e+01
.207458e+01
.180069e+00
.482434e+01
.514823e+00
.096207e+01
.762581e+01
.632461e+00
.459970e+01
.965690e+00
.288766e+01
.298036e+00
.479691e+01
.095435e+01
.167196e+01
.624478e+01
.152171e+00
.201134e+01
.410682e+00
.999822e-01
.475651e+01
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wWoRrRrRwWwoOoOWONANMNPPWPAORPWOWERONRERPORLRWERMAMPWORNEPEPMAAAAPAPOPAAPONDNEPOR, MR ER

.501654952
.017216273
.885335389
.289845369
.487574229
.536427533
.351878413
.565950182
.497997002
.083503269
.554840189
.583439404
.548714148
.526454122
.779034256
.016638194
.514915101
.405803317
.318794119
.348169069
.347692870
.074364995
.677425487
.365744584
.921822799
.867117246
.788706139
.478886973
.368152177
.636336413
.202081326
.354452483
.802994637
.050382180
.454689574
.335581458
.409385386
.387749937
.710379216
.567439072
.845752726
.532554520
.464369472
.399937068
.715803671
.800218546
.261851559

P RPRRPWOURMRNRPREPNOUVUUNUVITWUWNWUNMNMNMNUURWONMNUVOR OPPUVURPORNRENUOUOUNRENDWW

.817946e+00
.388606e+00
.278307e+01
.959908e+00
.601251e+00
.921605e+00
.794266e+00
.303569e+01
.191920e+00
.802266e+01
.855036e+00
.121824e+01
.048234e+02
.996007e+01
.686868e+00
.240367e+00
.127155e+01
.575686e-01
.595802e+01
.703650e+01
.820582e+00
.754929e+01
.519716e+01
.400423e-01
.770864e+00
.334946e+01
.121297e+00
.097643e+00
.157551e+01
.064300e+00
.260637e+01
.068371e+01
.214590e+00
.978671e-02
.636562e+01
.634445e+01
.519875e+01
.638179e+01
.197302e+01
.363333e+01
.288112e+00
.165997e+01
.073998e-01
.904034e+01
.249007e+01
.798263e+00
.736421e+01
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NOROPMNWRWWRRWNWNWOORMARNDPMNWNNMNPMNWRWANNDMNMNRPRWRPRPRRPRRPRRPRWORRONMN® D

.078945050
.644451183
.238421344
.673902578
.446284899
477425755
.955211105
.465565436
.808914931
.705415199
.128036494
.614618868
.124359744
.030850850
.312944100
.726173980
.171108531
.060473128
.033578462
.492949193
.182294673
.134620211
.146184671
.596034664
.029322174
.793625042
.897389250
.756202951
.127516019
.674757010
.300600734
.194041696
.418340553
.028019802
.275503970
.963139126
.051928443
.006934163
.614227464
.396262533
.973770701
.926777149
.556275253
.582317277
.004211743
.589367779
.952620545

PO WROAONRPDAMRPRUWRMDMNDMRPRPRWORDMNPMNORPRODBMANNUNRNNDNWOAOANURUIOWNRRU O-N

.937801le+01
.578927e-01
.185939e+01
.095725e+00
.055633e+01
.065483e+00
.529759e+00
.596617e+00
.609935e+00
.061891e+01
.239296e+00
.215822e+00
.187187e+00
.235537e+00
.491559e+00
.238684e+01
.167326e+01
.657291e+01
.894324e+01
.624042e+01
.342793e+00
.496174e+01
.492942e+01
.728078e+00
.713781e+01
.752731e+01
.010677e+01
.030603e+01
.489730e+01
.860260e+00
.552715e-01
.523541e+00
.023079e+01
.439992e+01
.988123e+01
.209899%e+01
.018978e+00
.050164e+00
.034025e+01
.399253e+01
.935603e+01
.825795e+01
.497355e+01
.054112e+00
.766198e+00
.146772e-01
.569404e+01
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ANVNWPAOOPRWPAONMNPOEONPOWERPFRPPOWORNMNOORONRPRPWOWOWPRAMAROOORLRPMAANMNERPONMDNMNW

.363122378
.544932584
.764223670
.075125740
.873815616
.476907207
.235278810
.405552523
.988097275
.899133025
.325903793
.139165122
.558625469
.592447714
.162636314
.672435194
.971717592
.202585142
.114625415
.306754580
.903990848
.325532380
.062661820
.832075687
.272810681
.714008798
.904823827
.405840763
.836393377
.542423844
.965052767
.822418781
.635223405
.284911702
.124506373
.614615208
.283392227
.240520925
.434623075
.249150107
.341242976
.571130223
.001019634
.174900076
.591977974
.795064226
.993814337

AR PAPNPRPOOUVVPAPAOOCNNMNNREPERNNENEPNWRWRRERPNWORORNEPOONORNMNNNNRERERUINDD

.480395e+01
.547950e+01
.619792e+00
.027221e-01
.893895e+01
.424353e+01
.938797e+01
.562937e+00
.475643e+00
.348872e+00
.325527e+01
.885889¢e+00
.569193e-01
.434986e+00
.893839¢-01
.279199%e+01
.255275e+01
.058984¢e+00
.501469e-01
.950076e+00
.352421e+00
.025033e-01
.242350e+01
.362112e+01
.792935e-01
.151039e+01
.958568e+00
.654053e+01
.817935e+01
.159006e+00
.163627e+01
.203208e+00
.020230e+01
.810538e+01
.298479e-01
.391526e+00
.190521e+01
.244828e+01
.774514e-01
.324753e+01
.623319e+00
.361575e+01
.020736e-03
.728173e+01
.372536e+01
.967618e+01
.587860e+01

101




2.547142738

2.884253e+01

Ek.3.Cizelge 4.3’¢ ait 500 adet uygulama verisi

X y

1.03394931 1.10559512
2.20979888 21.02708899
3.56927311 13.82018029
2.06826952 15.85993702
3.10604467 25.65354767
3.30976111 18.18597813
2.51566947 7.51332492
4.58550870 108.17985301
4.07095183 83.60340245
4.76704154 28.65532531
0.51949150 1.59974850
2.32024988 7.31094065
3.80565140 74.96258832
3.55606378 65.63790979
4.50936057 54.37934393
0.64123380 1.63763356
4.64254680 73.89282973
2.43216194 31.43090138
4.43164564 100.67371486
2.10992659 6.02599110
1.08086774 1.46649074
1.14415785 2.54297643
2.95413697 43.74302300
0.27326623 0.62636584
3.47937731 5.09962426
3.18702062 46.20801015
3.63443867 51.30046836
0.91081517 4.17267657
2.08920985 15.88449271
1.70650340 14.44939270
1.87749962 3.80517754
2.84580694 21.96415416
2.13778316 3.23596333
1.66124465 5.17791996
1.68266022 2.77694903
1.32604093 3.01169401
0.99180370 1.97350036
4.20410218 12.41776459
2.92123230 38.12756974
0.99563149 5.36669446
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WRPROWOOOPANNMNMNNWERPMAMNORPPAPOONDNMNOOOWOWOWMNMNOOPRARNONWMNWORPEANMNWWOWNDN

.75438930
.17710443
.18861943
.68755484
.93277708
.27040696
.57935572
.21697205
.03755435
. 24549957
.67754373
.35867770
.12216805
.40281342
.03624549
.65829762
.03316395
.63429220
.47596467
.63102784
.67594489
.02268435
.17246923
.19180938
.60098261
.75882108
.87754996
.16826060
.26713107
.29346693
.19008874
.92308540
.12519347
.39897303
.32928614
.83666925
.97832867
.67541165
.08759005
.52870773
.70641024
.66406439
.12577135
.98452869
.59546843
.52275966
.95714212

.91997158
.58365788
.29585958
.55438169
.79810642
.06315945
.53762579
.18286716
.03815979
.91187660
.09578977
.44137719
.65183571
.52578888
.78224084
.34925469
.03654998
.97255420
.71006338
.25270425
.51820852
.21291006
.27574709
.13950578
.95302004
.52821316
.21080628
.63577340
.50701791
.50127379
.42520573
.46296063
.13587840
.07216769
.85937424
.23373354
.44974872
.57454573
.01749845
.30013927
.67306341
.34723249
.18572270
.73634274
.17877522
.22779933
.30476082
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OFRrNPWWPAAWNMNMNWOWOOSORROOPRRLRPOCWNMEANPAAPERENNSPEANWPAPOCDWOPWWDNORNPPONDOG

.50788564
. 85804992
. 84060515
.99983188
.06038742
.00406910
.95593098
.05004630
.18563156
.93685145
.21335354
.33832576
.46036764
.47662177
.39681474
.67396407
.94751937
.32139390
.49811220
.46278067
.71339375
.75256155
.77651410
.46018590
.92712601
.43394371
.55346106
.92231214
.34646814
.54650238
.11036011
.37160121
.89751984
.68775591
.90205112
.19276404
.01908493
.60384563
.61708513
.06032429
.57889308
.63378043
.19352996
.07598710
.78608902
.44785261
.42737164

R oo K

.49216107
.26414867
.24469008
.96084257
.06022789
.83236676
.44989568
.48823514
.69815812
.35574597
.21730574
.57258944
.55876504
.27640052
.25155737
.56348900
.98377239
.39709021
.65007600
.53121038
.72092023
.40824549
.03355003
.51234243
.53011244
.00836668
.65532410
.84431894
.93364336
.64408676
.13318081
.03071652
.52392899
.20452007
.47789723
.12300566
.01945289
.14235635
.89930177
.53865074
.69228580
.46119755
.78592452
.28031370
.56375722
.04974696
.59106175

104




PWWEM~AAARPWRPRWWOPRRAARPARONMMNMNEANMNPAPPAPWERORLRNMNNMNPPORNOMNEANPEPENOOOOWNDMOLR

.17218520
.39118829
.36389285
.85352862
.70495719
.71468039
.22927961
.04229283
.38531784
.38615462
.36911719
.54881618
.83316569
.31128655
.30776221
.48671450
.07786816
.31389142
.20352277
.46476757
.34210857
.83490522
.23962538
.78694886
.82710128
.63178572
.49425164
.39939002
.55372597
.40887378
.41976136
.50326327
. 80462907
.06236975
.22755349
.61166973
.35527349
.01251379
.28499439
.62219209
.52864522
.84572881
.77929489
.70249943
.89017209
.99190823
.56049279

N

12

29

67

.52475729
.08841940
90.
23.
52.
.28092427
.27980255
.04518675
14.
.50683062
22.
75.
.27533438
22.
.36531478
.86953628
.14144525
.51544308
.07130813
29.
25.
.03317251
.29432028
16.
25.
29.
15.
22.
49.
22,
16.
.46235023
51.
31.
40.
.38769438
56.
38.
.26336170
.50553906
42.
82.
77.
13.
13.
30.
.82074790

18807569
73488722
89080229

08802320

80112820
85556914

43213783

51706165
59196214

25162386
41390444
41593569
09951165
87605975
72309698
97825160
20376366

59369701
31915100
33748294

13406402
00912206

07733040
46506195
51703931
70458799
47533388
46697151
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ORNPFPOWOWNWWWNWROWWRREPRNOOWRNARRPANMNNWWNRANMNPMNWANOMNONMNDADMNDIMNOOW

.42248695
.34126758
.70276064
.45231010
.26039691
.57950917
.27759964
.49416794
.44111008
.46989954
.61396199
.52184310
.61544421
.30242731
.68335691
.79611859
.38689701
.88538671
.47378243
.70616775
.73879667
.89755955
.05572235
.59731574
.56828999
.15999595
.66709797
.27877963
.83048604
.42686790
.90036145
.28632152
.52093023
.89222679
.67175642
.69879827
.94896857
.25105527
.85804258
.82945503
.84333106
.62859571
.42418383
.14444364
.29813013
.68224294
.05552473

61.
.60908906
.72261252
56.
80.
26.
.88308548
.01639491
99.
.97846286
30.
53.
16.
14.
24,
41.
21.
.97654431
.27884207

36.
102.

13.

55.

21.
.85837395
.20763332
35.
.52230460
10.
48.
66.
.43990681
.89534956
69.
41.
45.
42.
28.
63.
28.
.83816766
63.
.19792177
.75426893
22.
14.
.06013074

21

12

N ©

77606574

40424844
74728157
00793785

94803906

65216449
43551473
94885251
39664405
02049674
45504386
19594566

80202438
41448868
79350221
89393860
37925317

72606183

85130148
09016799
86757051

40277359
08969455
89130721
65044929
93900024
98340973
57522792

18194583

10239691
29365036
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RProOoOPRPRWERM~AOFRRRPRNOPPWWWDNWEARPAPWORLANMNMWPEAPANOPPWOPPWOEOWNREARPAARPROWNDO

.67240724
.71807474
.86450587
. 83060885
.82642880
.69294440
.93392205
.92117585
.92510336
.89008772
.65478230
.29030982
.56381203
.97850685
.74606160
.37529184
.90537718
.85149361
.01795523
.73554416
.66647067
.82917191
.61979873
.42788877
.06742800
.56932663
.71284064
.60367790
.99115075
.06814563
.98785766
.68040726
.92898569
.32597465
.20932475
.35217777
.58627543
.65035576
.38555717
.21908351
.27737033
.93991610
.72798325
.51998354
.86115845
.37156545
.21666597

.35800282
.69567783
57.
.97162552
12.
98.
.27858627
39.
12.
15.
.89111466
.42027022
47.
69.
.94479606
37.
77.
.06512453
16.
60.
60.
34.
15.
56.
.08696260

56.

83.

12.
104.

49.

11.

41.

50.

32.

73.
.68720901
26.
.90465458
10.
.61938295
.50758128
118.
.27805549
29.
16.
.63483428
.97443369

47806644

04098970
27956773

40396427
43462614
75050320

50391502
30898597

18599208
69051870

72239531
20220848
33024970
71936685
17864567
58912492

11227656
15288313
93715087
75756804
54647165
97768469
61228596
03088989
59508217
89677057

02531888

69351577

90173016

89735329
52874119
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WPhArROONONPANPRPWWARPRPPPWRFRPROOOPWWOPOWWNDNWMNNWAMNWOORWMAMPWEAREPR

.86570911
.27438099
.71946227
.95086962
.97582082
.68119367
.10377289
.32920201
.04329915
.88314389
.86418121
.23039900
.89816225
.86493082
.05034853
.90846819
.58518466
.17188650
.44668336
.20037413
.14625467
.77956346
.94343010
.81568087
.60520624
.21311611
.55499996
.58790204
.78343443
.85603682
.99662121
.66127626
.40959963
.13393417
.06289681
.88355833
.17351545
.38295269
.47475205
.00413517
.14416066
.63468702
.36892066
.24091955
.86221077
.44950580
.33990305

.50273104
.68112253
.20625107
.80728375
.36963932
. 86844649
.65274927
.86307492
.04875526
. 29990796
.99846448
.88996156
.65511058
. 24290962
.44369440
.24479992
.79364080
.43699318
.10345677
.32971727
.81672259
.62159509
.47168655
.48271564
.90011901
.33145293
.06136521
.87098320
.91164298
.77582613
119.
.66363960
.44468434
.98794376
.34673927
.88526604
.93790487
.23578927
.76535827
.21573152
.15951716
.74973903
.55403459
.52113130
.63517734
.75249928
.05221762

56126095
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AR ONOOOOWWONNNRRFROWRAONRARNOOORMNRRPARAWWNWNRNWORNRWNAO WAL

.70661173
.48264266
.01061646
.84780169
.84219154
.92964065
.50492621
.93529636
.33250134
.88471571
.10584923
.47568730
.82563813
.39915097
.64423539
.74043548
.04133595
.72787641
.54843774
.08563739
.83592762
.41712031
.55398384
.77328050
.00483623
.24864301
.13195854
.53542748
.44474452
.34396773
.66199503
.53070084
.69179397
.00417696
.01660197
.80126462
.09749783
.89990594
.50794202
.26415061
.32186111
.65856932
.06421168
.66974987
.12961428
.62959017
.27717117

98.
63.
.01089512
.17048734
43.
.24562825
.69159547
.95238136
35.
.64421043
15.
21.
37.
.92717460

34.
115.
.44946616
.23190377
.35677207
.39921500
.07558702
.52962965
.01164272
.63969914
.16085407
.61025922
.19068415
.49226739
.56536662
.82339439
.70081578
.27013376
.90664047
.14228778
.38754629
.23029505
.13916265
.20813882
.97792941
.28742765
.46419398
.61565222
.07701299
.45748650
.20140897
.74180369
60.

27

77

POOORLROO

61166546
16174537

01105065

03676534
41140179
29843721
45984066

00442789
74457852

11279918

109




P OOFRNPRWMNMNORFR WMNNOOREPNRFRPWWWMNOWRARNPENORNERPRRWWEONMNNMNPPWEANDN

.00685019
.86421861
.02384395
.91562145
.46939464
.20286449
.19334735
.80646973
.29812608
.88876399
.61676565
.34644822
.25564883
.36983973
.27288602
.58274117
.25118837
.84243449
.94115783
.44262284
.24747117
.98991235
.74872631
.21705646
.05143351
.49447758
.14825061
.88300497
.77578290
.87035710
.58065109
.56195824
.15198995
.55010345
.68358747
.83042488
.05697927
.67612645
.90848602
.76215435
.27135326
.04027448
.81853826
.10648508
.48532909
.45153176
.60940227

NPFkPr RO

.80592408
.14811551
.62371519
. 70043996
.83639944
.88235697
.26403750
.39196721
.12021882
.31289456
.99300368
.31627717
.01437909
.22342572
.56203109
.72468851
.84904203
.18597190
.30521446
.98991244
.61310719
.91517395
.41857212
.11491267
.24567970
.46593984
.47455491
.96554200
.47721667
.91608748
.55110864
.24695161
.25689239
.95855633
.20582653
.17958312
.06445152
.78475824
.43444483
.76095157
.29254812
.80997017
.12305307
.14470345
.16134263
.16632938
.09144272
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NFRPNPRPWNRPPRPROPA~AOCOPPWERNMNMNOODWWNMAMAPAPMPRPPRPWWEROORARRPRPRPRWOPMANWERERPARPARWN

.87344234
.41974462
.95952060
.20707476
.26740563
.14020262
.62042538
.67994342
.51398681
.31158342
.08254020
.56746970
.76395265
.92531566
.19687491
.82956341
.34127575
.62555643
.97057940
.55020090
.98289553
.31554488
.45409101
.27056432
.08716385
.37112776
.43592343
.10044346
.05946485
.08799422
.50452172
.61649962
.86765637
.12246821
.53937553
.05930349
.74885252
.87440965
.66902555
.04631833
.48076287
.86062678
.40311129
.52741707
.40357996
.39047492
.92999707

.93235523
55.
14.
26.
.25250828
39.
.81500314
.14161555
46.
.85605131
22.
.01577513
65.
.57616665
.09964664
120.
.44313215
.83487509
.14866809
.70683969
.64271126
.18151627
.41860554
.22398499
.93906755
.68657842
.46700287
.92828661
.06296734
.12046240
.16862619
.49123144
.87866864
.03241401
.97557349
.07632549
.37949196
.79756337
.09917693
.39330040
.63856808
.47404410
.90576683
.80621521
.80805336
.07984732
.87202940

82823650
91610803
06064988

64091409

18901962

98242416

73379670

60290449
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WROOCPWPARARPARLRNORNMNOPRARPANMNWDNPEPWORRERPPAPWONONMNNWEONWLDND

.85112607
.55593521
.76998141
.40301993
.24542390
.02084669
.58781416
.48345802
.22586702
.88064538
.13526524
.50827909
.94036952
.16258660
.43348226
.63377223
.20089184
.03915235
.31083410
.72098040
.82088051
.13385616
.58721563
.85398993
.76118617
.79463808
.40446885
.77407987
.48573428
.00071756
.55106132
.15268339
.15814431
.49012868
.17016766
.83302299
.97850810

78.
46.
.40716882
.80701330
.45586198
34.
34.
27.
.43506920
20.
.15740663

18.
125.
.07988308
10.
.69973965
25.
.08493219
.80332150
36.
.37762180
.96297873
27.
.99112743
33.
16.
.05262492
.08385625
.38419133
76.
53.
51.
38.
.43154094
.25307898
14.
64.

N

00

41

01382715
68789825

55945186
01788405
83829109
63087569

22427581
45551619

44595629

25567398

54123726

36884843

61433722
50422289

43742636
77096698
34640339
06514544

33543087
25638328




Ek 4: Cizelge 4.4°¢ ait 250 adet uygulama verisi

X y
8.5557306 6.95045160
5.8757162 7.83406055
2.1307336 4.06037189
4.7424604 5.66174944
3.7989134 6.72497124
1.6035198 0.72834096
3.5683561 4.24053360
1.0824265 5.53859145
9.1963819 0.84832720
4.2131291 4.51669776
2.0075160 1.30051393
3.9605869 5.09415414
3.1797740 5.22358806
2.1193618 3.50706860
1.1608711 2.85215542
0.8224789 1.96338222
2.8565067 3.60150034
3.8919068 5.51084089
3.0441528 1.10918934
3.5738504 4.96336749
0.9647354 2.29844497
3.2592824 5.69660770
2.0151958 3.92413826
7.0960471 5.88759665
3.5660901 6.45111162
3.1771257 2.64584269
0.9477817 1.43860173
9.3780834 9.18820666
7.3214150 7.22221893
1.5701430 3.93542202
10.2884761 9.96677279
2.4131645 2.08589863
1.6394653 2.65117254
3.4495821 5.61420725
4.8760123 4.30980051
1.6859948 3.30340951
4.7089341 5.22654775
3.1432064 5.07881885
5.8723838 5.72277583
1.1516893 0.91633813
2.8893347 7.27324840
1.0152025 -0.22745022
1.3815320 3.28934611
7.9400476 6.51085532
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coNPYWNPAPRARRPWURARRNMORNMNMNUBMAMNRURWNMNPPWOUIRFWWUNMERKERENNDN

1

(o]

NOBRDNOWOLWO

.4548345
.3658559
.1484831
.7282348
.0742070
.1746059
.3229376
.5517937
.0783699
.1702210
.0760662
.0813600
.4279533
.5783690
.0180568
.7680899
.0261085
.0219770
.5457353
.9074318
.2890139
.9383103
.3779499
.1831159
.0043874
.0035579
.6279039
.9606928
.6756918
.7055045
.1963422
.2748028
.5068869
.4415068
.4159746
.4585527
.6575276
.8778873
.8063526
.9792295
.4432903
.8618211
.5753706
.3318252
.3496938
.7425668
.5178731

wWwWwNhNwOOTUNPUUOLOPRPUUUVNTWORRPUOUUBRNENWOROWOOOONUVIWOOWMRAPEAEPWDNDWW

.24137916
.70314318
.53167954
.66456250
.93251678
.65219101
.29417640
.11747792
.03211292
.21103574
.40121448
.99430806
.50761981
.25956209
.37821621
.27377902
.97273012
.91239177
.19190965
.63808386
.91112712
.45449391
.80755472
.66315442
.55237177
.21825095
.26246678
.30610680
.42005092
.63349875
.45930254
.19281017
.06933140
.00033711
.96847647
.33073990
.16198027
.64660455
.25562456
.53225624
.51037306
.32243724
.99752874
.96197603
.04924211
.92405610
.66099184
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1

D

O WPpWOIOTOONUVIFRPRONNWWENWNMNNERAAPORPRUVWENMNONWWWNO®O

.4534790
.3971905
.0213172
.7994135
.3952893
.8949196
.3920681
.6608151
.6902146
.5377064
.0157916
.0900062
.4308531
.2759543
.7895152
.2673837
.8273636
.4979756
.9562379
.7212089
.6674722
.2269046
.4268655
.9423293
.9843199
.5815805
.7139970
.4806748
.6235908
.5725903
.8397871
.8724253
.3688985
. 8648307
.1788972
.0613199
.6415613
.0910057
.4556811
. 7442764
.0976112
.1056702
.7755210
.7875547
.2387803
.1788238
.8495714

NP OPMAYNOOTOUVONONWNPAPWPEANWWNRANOOR PUVPRLPRWUPRUONOUOWNOPRUVIWRANWV

.24717553
.20524460
.57345485
.54982817
.03280507
.59094497
.57344166
. 78375469
.91727209
.63710362
.41632957
.26844911
.73062219
.13236475
.33580677
.71920298
.66930917
.44391843
.56369369
.10647181
.44455260
.86483806
.77530075
.96078637
.33968744
.81772578
. 96009060
.91365608
.90758454
.91872247
.22746184
.82852874
.43351455
.64210070
.31324541
.41302092
.31910454
.25410788
.26259577
.36097511
.21773047
.98259248
.96359288
.42568129
.41461945
.65930725
.90514521
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=

=

[
PRPRPPRPOWOWRDMRANMNNURONOUORRPRROUDNMNNWRWRWROWNRNMNWANWRRREN

.1175027
.1887590
.2189169
.2774047
.0086097
.0444023
.7659889
.0503508
.4355583
.0266306
.6392957
.2671539
.8632100
.5607451
.0608621
.8651706
.6294401
.6881461
.0541907
.7639008
.8507518
.2465771
.8986697
.6958270
.5359618
.9724325
.8251288
.9276678
.1162481
.2947933
.3375652
.8135897
.1495268
.5100417
.0264338
.9444752
.4125746
.1499763
.1295257
.5410276
.4139539
.9053623
.2923919
.1875342
.1682491
.4112931
.7283790

NPwWRLRONMNWWWOROOWOUVIOO N MNNUR_A_PMMPUVPRPRUDDDPWRWUROOOP,OUADNDDA

.46172660
.92135257
.40722550
.48677728
.22375703
.72132076
.71109832
.34399506
.68093048
.41105463
.16309953
.81253617
.91042318
.08871249
.82980623
.15385292
.78306865
.96827812
.40426741
.19104468
.35258713
.53334473
.70933573
.08594045
.01243257
.18260697
.66446504
.28453067
.28958567
.62171563
.68433248
.74031533
.91750788
.68634765
.83142210
.39476136
.33003912
.11521230
.43402392
.74236981
.08862501
.07051567
.91639101
.38520631
.94587957
.90741928
.87505747
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1

D

ANPWONRNORORPPWER WNERERRARNMNODNDN

1

~ O

.5435501
.4791798
.1033111
.7497392
.9973696
.4481210
.6750544
.2535552
.0785947
.2278420
.0919111
.5458751
.6436810
.1371331
.4847421
.0157251
.7523800
.4027932
.1201594
.8820759
.6641659
.8241886
.4955029
.2455086
.2701269
.4924660
.7511892
.4744933
.0372055
.5378152
.6639699
. 8066820
.7747034
.2078051
.9401990
.0093513
.6381786
.1388014
.9032056
.0407809
.2326851
.5508420
.9507835
.0314370
.2524857
.3216101
.1449773

=

=

=

=
POoOoOUUbNWERERNNONRPORP~PUNMNWOWULIONMNOP_AANMNNMNMNUERANWERERWORARUNMNNUVIWULIWRAOON

.95746803
.64993811
.64837898
.79170895
.81233391
.38162980
.17025936
.23871715
.49888583
.90473114
.25658412
.44863109
.84724166
.83818778
.59978706
.68801776
.81434037
.27421526
.84697406
.03227726
.79645666
.79402371
.19084655
.23496452
.66478160
.36227205
.36408700
.32241887
.07243742
.33881817
.94634359
.26613211
.69964641
.59603423
.01459554
.54620138
.75660852
.58272534
.90155101
.54994336
.53357302
.92457064
.05209115
.29178070
.50421896
.94884620
.09850728
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=
S
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.6782347
.7457252
.5068548
.0067170
.5272788
.2293518
.8495290
.3686495
.0349673
.1205554
.9905918
.9277408
.3593466
.6186254
.6511800
.7847623
.2305836
.3131938

=

VNN UTWNON WONNDNDUIO UTOo B~

.27793847
.25822759
.83217975
.44554919
.98695129
.89541335
.31127798
.71143759
.59948119
.51247247
.59508593
.58495433
.64981997
.79829045
.47788810
.84979668
.43380789
.03629804

Ek 5: Cizelge 4.5’¢ ait 350 adet uygulama verisi

X y

4.72868541 6.30293575
0.89593166 2.31570897
0.27829338 1.75186785
0.73436783 3.31282956
3.75414530 4.66449243
1.03779838 7.21811198
2.88787503 2.40801062
2.75667248 0.52759246
0.44251952 4.09179022
4.18970385 3.15108171
3.13402046 5.55235668
1.65647714 -3.30670312
11.55778564 9.41885793
0.70062789 2.70883403
2.94027073 4.07985679
3.67666255 4.38212067
1.43885290 1.70507891
1.83807435 1.95436618
0.66000109 2.22818220
1.47186731 1.66989775
5.45002983 4.37523558
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=

=

=
wNuuuuprbhppbpboNMPWOITWEROWPRAROITWERR~AOUUPMAOPENMNOPRARNUDNMNMNMMPEEANNDN

[
S

ANDNMNUDSWDNO

.12111833
.94465798
.95370453
.03815805
.25013886
.58897087
.44095852
.05048133
.10142343
.97650077
.50298022
.35794348
.18652173
.15737413
.68414687
.13203989
.43463726
.56890013
.44726040
.99653203
.66037670
.80987713
.61278937
.16723837
. 88680858
.16345311
.93374945
.77415325
.83612462
.67860096
.77162604
.16806330
.03798876
.51259039
.83604951
.88310792
.68704760
.42410612
.77622580
.20817768
.42666603
.56178166
.84306497
.04701796
.82783107
.18831955
.98289626

PAONMNOIOTWONMPWUINW

=

1

=
UVTONWOOER WWOOLNPO

AWWOhOWWhAhwWwooOoOUIlwuUIwhAIER

.97786292
.65515348
.97355357
.60078767
.00718355
.50629252
.26344864
.81697005
.53070237
.57580669
.60580500
.45570217
.24810135
.19838551
.35201449
.17258456
.44284498
.78421657
.19898251
.73162515
.53672468
.05246904
.14243695
.91109781
.45321494
.04442830
.96602947
.76935323
.07055105
.36310130
.31336963
.58536135
.85704618
.96696219
.78968913
.80516239
.04514054
.80970742
.72227674
.25389696
.55035392
.46505187
.54377908
.47832511
.16459271
.01664337
.46144225
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R WUWRMARONRERPOOONNNUBDBNDNOUVIWNSP

1

(o]

R RPRROOODNMNWAWNDIRMRUWNWWWN-N

.38650507
.74520081
.02959705
.06416646
.97930822
.75815387
.63002496
.59780598
.57617841
.73148958
.51415397
.97607568
.47761616
.40964980
.49339276
.80874332
.06179034
.58763009
.54212158
.39559248
.36032075
.05909622
.48203747
.74060125
.99330438
.50735890
.31145208
.78517351
.60766216
.21646369
.24633631
.19332562
.10221247
.15825102
.15029018
.37813015
.11181073
.02006643
.73609286
.35093066
. 84868467
.42589498
.52094019
.04073516
.63661083
.59140805
.64510109

WWoOoOOROCOPAPRNMNPAENUONMPWWWOOLOURAMNUNMNNMNMNOOPRLPPAPONWO®OLOWWO U W

3.
8.
4.
7.
15.
.08264475
.60382308
.92525993
.53112234
.18663521
.08547083
.64305734
.64476226
.75839412
.75733373
.98785815
.75840867
.12944249
.55181501
.43425714
.12391828
.78252119
.61168121
.50453691
.19944650
.61250219
.12049351
.86102623
.54163472
.70745943
.25709119
.19160967
.29937862
.33977818
.60821874
.62301648
.97099266
.59209692
.13089500
.57054167
.35120493
.70314395
.01541505
.11429821
.81084306
.06100649
.02233250

N

30300154
78859156
68345096
34839164
55782668
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AOWERNMNNUUUERNOONUNROUVIWNWARPUNMPPOPLPOWWENURNMNUNMRENWWEREWOWNO

. 74262125
.88350576
.29165336
.85469974
.99233248
.60443233
.43577874
.91294007
.08329069
.40932743
.07343566
.66428405
.72239155
.36423531
.79214519
.30917401
.69403746
.44529067
.49233843
.75439881
.83171077
.82935568
.16539472
.82946216
.02532435
.26700552
.77111679
.03350443
.60838472
.77108980
.79662409
.57082294
.80754446
.25588049
.04584113
.97368307
.72074170
.78768904
.44964999
.84812208
.33275962
.41931177
.41246722
.44737496
.37990920
.54828015
.75216189

=

OCOoONRWONPUPDMPPMNUTUVITWULIWOWNUUDUVTOOUTEA WNDNWOOOOONNEREO

=

=

W hHhwWELUITO OOPWUV

.23685016
.60661825
.23245804
.11076922
.84594922
.71854068
.53750413
.34928656
.31391259
.25950964
.83925389
.52201625
.72544327
.17656669
.03698108
.17809321
.05966871
.40021879
.95487768
.09683282
.74218855
.16887713
.00520235
.74137844
.55192422
.14253006
.08762699
.41228344
.15221628
.93186313
.44720433
.62187409
.04864037
.42455551
.76046150
.40095078
.01581333
.47392104
.69161341
.71757651
.10935749
.02960276
.15158982
.98161462
.34512680
.68561018
.05087456
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=

.15376472
.75538053
.99273132
.09816178
.61720335
.04480554
.53553336
.80762097
.58051120
.49349569
.73348259
.78767108
.69933868
.04905611
.51701781
.05999928
.96503492
.59223206
.08270291
.94831781
.81671880
.72142056
.33026680
.61469137
.69981770
.81112019
.15542252
.89739111
.44587897
.18433007
.43367230
.57706827
.01840348
.67576044
.21242860
.11317353
.18097287
.06968600
.43756858
.53352645
.49972076
.61506203
.70341010
.17001750
.08976400
.90419098
.85120989

=

PrOPPwupbhpwNmnuwNOTWEROWOWDNMNUR_AOONUVIUUAAUUTUURADPNWERONMNUVIOUVIEREDMN OPRARL DM WN

=

.30025615
.16704343
.43092310
.17672590
.37430303
.54373352
.43925098
.38414517
.14287562
.40981060
.17043307
.74918645
.75493284
.97116608
.47691135
.71983735
.02988492
.26115779
.02395706
.37900556
.14442869
.22063874
.19298884
.74391086
.55165990
.99940915
.04402860
.06473649
.74086348
.20545436
.48005239
.33919432
.10756136
.90112146
.22871234
.36002083
.70638033
.00578364
.89095778
.46141562
.60672386
.82881838
.58098417
.78035475
.78540779
.55931197
.91005718




NERPUWOWWNNWOLOROUAONWORONMWONNMNMMAARWRRODURRWONOPRARNMNUVWMNMNMNNREROODOO

.48786469
.19237379
.89959948
.75134925
.60913822
.60729972
.72052214
.36223624
.21437558
.54609745
.21022493
.97056027
.73234771
.85303919
.88850276
.77482093
.79818387
.30464761
.43610364
.28375687
.56834514
.88315943
.45083678
.05945920
.80577374
.51601577
.20428259
.52869810
.85005867
.73091977
.22779337
.05579090
.59786258
.70121077
.50921078
.21839591
.63947199
.66402433
.64565651
.39757870
.29894765
.10947624
.69954931
.55469244
.59153372
. 29009886
.35459276

=

=

N

=

ORLrNVNRPUUWOURMAPWOOTOOTWPRARAOENUVIOODWUUA,WRAOR,OW

O P NWNUURNWUNONONOOO

.18968279
.71132350
.26173385
. 74146962
.12029027
.77282722
.03136096
.18349025
.26108629
.44702157
.25241077
.61084406
.06367780
.80603238
.06281850
.98505537
.50353012
.81273915
.63756893
.34349116
.95532298
.31653966
.18661677
.21528194
.87669888
.77627933
.75589268
.42572510
.83807144
.44373665
.27722177
.09491042
.13817457
.99216998
.74557662
.94800157
.60169110
.95668915
.38232042
.64232909
.32916039
.31984986
.85556817
.48702198
.97083029
.01375709
.15162838
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.36415790
.90164397
.88756945
.49386868
.35303458
.07697818
.27210589
.74858864
.25118786
.49015757
.65038720
.08849459
.60837500
.59501486
.08568649
.89224271
.97508635
.06024460
.85968706
.18779291
.15821101
.79613024
.81131552
.46408107
.42332215
.99886787
.53292043
.55291451
.24286709
.80964277
.35730348
.39355858
.95435757
.22923593
.81650602
.35013842
.22728471
.61921908
.76936461
.32670725
.84047323
.13509429
.85606542
.22198753
.86861196
.18629133
.66666338

WWOoOoOUNPNWOLODNWWWDAWNMNNUINUVIOOR,R WWINWNUVWOWWPAMAOTUDDPUVITUVITUIN TUVTO NN

.92304026
.23953419
.97948539
.52899299
.13018842
.97745777
.36553424
.63181278
.68320954
.40726507
.51510149
.28302251
.78591297
.21875771
.50574680
.93080991
.14965342
.35015486
.19019276
.44538835
.21987274
.12633661
.54135922
.53533511
.57723409
.44158843
.18153192
.67302903
.42608867
.14384738
.38278108
.67893023
. 20009703
.21492788
.98576808
.44333605
.82378703
.72716985
.22427392
.88016152
.35112878
.34320817
.56733237
.06868652
.94606047
.03619882
.06508046
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= A~ DNUVTUER

.01609217
.39627387
.81251096
.72695026
.03623431
.31938574
.71067545
.63846230
.90966778
.32552843
.94756534
.63263351
.04513461
.81575461
.75421816
.09202125
.55345408
.29924686
.35133413
.38609483
.11291374
.03385208
.61472636
.45569257
. 74409081
.70733158
.42465957
.49404861
.20887190
.95424790
.32155033
.73546789
.81985165
.24693946
.36778309
.03881405
.50245631
.61273838
.22276409
.99515478
.05033183
.92703479
.82467450
.81425694
.20872577
.84354278
.16487885
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.52948722
.13943863
.70922405
.86319169
.16705462
.70345352
.64086646
.60609072
.37869454
.49636580
.00246247
.45330164
.70821109
.82281747
.77434345
.29150197
.16854436
.98647416
.59635240
.04514401
. 74842495
.42756858
.99145673
.25487164
.43481969
.20469658
.02014847
.49209946
.49239670
.24530454
.56507915
.80892583
.14604182
.96499084
.37953635
.74564326
.88639547
.29389821
.35612016
.23494126
.47671691
.64555745
.17788388
.93384517
.98334242
.80664517
.62244356
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Ek 6: Cizelge 4.6’ya ait 500 adet uygulama verisi

X y
0.8237858 2.493344267
3.1204161 3.729287751
2.5335210 2.531186064
6.3849223 8.122858652
6.0529690 8.732093157
4.6505661 4.599104695
8.7446079 10.183985798
3.5347779 6.053492766
1.0004988 2.691721882
8.3721663 7.666589806
0.9256175 1.968347865
4.1383146 4.054110800
8.6385890 8.101152291
5.6291267 5.816989278
2.7134376 2.654705295
2.5211907 4.052215888
4.3430974 3.436591904
10.2558995 8.715426779
1.2532038 8.271554873
1.5752468 3.495372204
1.1199687 2.578825136
2.1887220 4.882714152
5.6591077 11.171499570
1.0042637 1.613500320
4.9316600 6.410943510
3.9321143 4.807575289
4.6294335 4.275826246
3.0943285 4.235375031
2.8599709 3.742850784
3.1375632 2.344168359
4.3686093 5.545648278
5.0589217 1.343224585
5.9472994 7.165172040
10.3098463 9.809006876
4.6249886 3.870033819
1.4740379 8.030354567
4.9589196 7.971806510
7.0582042 6.155659828
3.7681960 3.811397521
4.0142542 7.061532196
5.2756079 1.893423158
8.4429050 9.354685974
6.7068595 6.750310577
4.6638641 5.033195915
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.3223161
.1818633
.9596675
.3576777
. 7470621
.7540133
.1323833
.1457759
.6983848
.8309807
.2114462
.5826534
.2936615
.5073340
.8645652
.5845078
.6503230
.5024395
.2196823
.5534464
.4875177
.1401659
.3461861
.6463475
.8156815
.5266251
.7710539
.8713780
.2741151
.8362400
.2820391
.7661566
.7310107
.9953311
.5691132
.2591073
.3853557
.1949980
.5764570
.9940593
.2137251
.8234063
.4635219
.5478551
.1060384
.8768035
.3408588
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.383894334
.163759427
.070505688
.908076413
.148141139
.005710943
.947782141
.966325609
.208430456
.882630320
.968544108
.459466047
.436802179
.415262572
.771098472
.107060778
.616460076
.848683447
.658655961
.544075802
.877852593
.927439586
.418497059
.514252141
.725298375
.941016183
.080227553
.623660164
.534952386
.037581689
.597632681
.666983767
.227141816
.970525032
.128002902
.867160494
. 244989990
.987425337
.487725092
.502567319
.522839399
.045253269
.056683263
.685686243
.381426348
.889380899
.128052630
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.8777078
.3886954
.3132792
.9709368
.4451031
.6580998
.8773774
.2971310
.1132962
.7662819
.6932438
.7184011
.0368467
.0152666
.1078512
.1152694
.0571843
.6463009
.6658935
.0572504
.3933446
.3946880
.1323184
.4509181
.7299706
.9404195
.1192738
.2382978
.7231314
. 7722006
.6361249
.9396526
.7003914
.8172619
.2760029
.0237066
.3051367
.6071097
.2744833
.2708471
.1535290
.3476093
.5786716
.6843140
.6271966
.1896409
.8330098
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.063001182
.859789652
.766097826
.801719252
.913303356
.350969040
.003767489
.599657997
.932795277
.583940347
.259666565
.442930191
.583931915
.765819281
.859818284
.356561240
.395773918
.788776564
.120792877
.350536091
.993409289
.333981494
.472915688
.623544000
.882972928
.308163328
.959653185
.306957054
.266586582
.521880453
.440896467
.927190927
.385176683
.093178380
.475753426
.656890952
.985388011
.088152050
.433835747
.357028933
.978736323
.145463992
.941310321
.100699816
.883936683
.562026859
.535184450
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.0227230 3.794959612
.8012352 -0.457228885
.2692212 2.141023614
.9987722 8.914788004
.1568825 2.835319066
.9448784 4.808178751
.3829196 5.608960817
.3749895 14.345072813
.0447629 6.692890049
.2050389 -0.332755954
.4115192 7.882053853
.2693405 3.385362577
.2866678 4.938455581
.2626427 6.465605575
.0942809 1.962674234
.5897965 6.726090764
.5479995 5.523430935
.6375076 3.103006564
.0934842 1.265842707
.2503239 7.130813653
.1004153 4.007852840
.5501549 3.137347135
.0140013 3.621665263
.6136668 1.351127879
.2221217 5.734247799
.8305918 4.674515889
.1422121 6.304522134
.0802763 7.642876744
.3884613 -5.820346475
.1860745 -0.062426872
.5259817 8.496639468
.4494876 2.066363453
.4748605 7.086486909
.8352239 4.819949094
.6157701 4.808708331
.1331204 7.379776786
.6045734 12.522469872
.1561760 10.835145495
.5095089 8.820086393
.0191022 2.124548746
.2668558 3.715413437
.7123185 2.025581916
.4564339 7.614349441
.7862215 7.315841038
.7680282 4.943289147
.5979497 4.266166577
. 5888068 11.213753091
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.0898715
.2722175
.4999816
.3256481
.2269842
.0274320
.7366168
.0026699
.0526071
.4839376
.6937609
.6547609
.5357741
.9026481
.0345830
.5749698
.9967268
.6721441
.1221937
.8932293
.9411759
.8171155
.4336455
.0412446
.8109606
.2219209
.4309052
.7482604
.9257714
.0666434
.2188212
.8449766
.0216528
.5106068
.0791992
.6220926
.2549499
.2258064
.3375223
.0212095
.4348114
.8598276
.6458506
.9691683
.9742855
.5065843
.5710208

=
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.033371279
.653716081
.674991400
.545386547
.302343904
.231629418
.113756793
.427083926
.857211524
.345118802
. 884609602
.730775776
.517219219
.630758525
.300140046
.952338419
.058043995
.408000788
.431828319
.303512140
.223480355
.049458444
.446267266
.229440881
.695570454
.310792378
.114602359
.648598661
.052562338
.509174539
.994225719
.418371317
.422532878
.342337481
.520995934
.976548644
.569904457
.124695696
.902051314
.080940023
.579898200
.770836199
.744841645
.056217864
.486172796
.251672817
.609461868
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.4507686 2.623512398
.8395486 3.588810973
.8042927 -1.766295347
.1487192 4.442053789
.7181728 4.163235590
.8713188 5.385702924
.0155153 13.381515325
.6687768 7.726881651
.1512141 15.570506390
.0583397 2.311074876
.0694036 1.8572077760
.5947108 2.844868867
.0747962 4.576994068
.8917705 2.447726665
.6725216 2.263899301
.9958374 3.691462336
.2300106 8.805713762
.6558308 3.786518171
.0114186 3.705877026
.9156952 -10.252658204
.7652462 5.802742137
.8256700 3.310821053
.4811380 5.373021537
.6858092 2.694021524
.6288963 5.533852941
.2806393 2.626384066
.2806301 4.288740610
.8534684 30.331483486
.9832798 3.475390693
.0983519 3.790315562
.8830464 3.593252678
.2077485 5.036642895
.1246549 4.920168293
.9846968 4.166834267
.3100567 7.920394006
.5046854 6.483025254
.0548363 11.281395490
.1577439 3.255390747
.3752101 10.120635496
.7611845 12.780446607
.8261525 1.547605268
.7188011 3.987693520
.2201057 3.303072326
.1023510 4.277994505
.0485749 6.035621914
.9192214 8.851109267
.5029515 12.977137728
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.5652080
.8533331
.1281429
.9230264
.5346398
.5095461
.4274445
.0433872
.9354899
.7098707
.0246293
.3707220
.0073497
.4901712
.0752926
.5318780
.5584212
.4564184
.5884868
.0871574
.2836323
.1044319
.1754052
.4541468
.8800510
.0040036
.6044107
.4526308
.8223448
.8335506
.7221075
.5305902
.2076943
.3234786
.6340937
.2799133
.4091123
.6226927
.0041907
.0414043
. 7736055
.0837808
.3905302
.6263622
.8527989
.7238686
.5025295
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.772211257
.504158831
.174871866
.787541088
.175186532
.177797368
.248996723
.468615773
.117006632
.987943557
.179215613
.698737639
.235348507
.063647020
.294689547
.791770417
.198320450
. 749009599
.115828262
.653704628
.755354424
.373681497
.082144244
.917889222
.718420272
.508198516
.046052043
.805594417
.584313396
.362696960
.712707607
.860491073
.528359368
.196076704
.164455869
.071352580
.946634643
.047362078
.882241599
.514703660
.456126113
.474758986
.553894856
.323076121
.436725823
.644303977
.260460451
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.5663551
.3314687
.7009424
.0185477
.2028401
.3964681
.5807424
.0200884
.8880859
.6853696
.1186092
.8450002
.8952183
.2514537
.0887692
.0634278
.4299702
.1853337
.0508629
.4760267
.7108761
.9905694
.0661051
.0375514
.5409324
.8148563
.8803884
.9239418
. 7294002
.2710004
.3256560
.7706748
.0964863
.0646647
.1529317
.1544711
.6106479
.7041416
.4524768
.7005450
.6606236
.4477289
.0620781
.1672449
.6602492
.3927142
.5355975
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.297303517
.289465150
.362631876
.023698876
.707085218
.806183251
.346105644
.830258860
.456586260
.765426930
.912141517
.464073141
.050992092
.120702875
.146406426
.835798341
.438764609
.202348379
.170204441
.419854732
.754746968
.814591251
.120676226
.349345716
.3290197660
.679849673
.150542662
.268423995
.993346994
.262389113
.209653854
.200374205
.590688194
.757255522
.634327904
.458875854
.634828432
.488699466
.624806315
.814755165
.573131543
.847599514
.219202078
.985409328
.993615334
.991928089
.053782701
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.4145229
.4343168
.6391458
.1311418
.9299898
.4681768
.4060150
.6898870
.8709200
.9805743
.5206274
.7622524
.3783062
.1304918
.5788996
.3434269
.7941546
.2610400
.5193115
.7501299
.9292255
.2481113
.3034932
.7365818
.3453390
.8710081
.5574537
.6322579
.5146772
.4957475
.2274994
.7993715
.5412640
. 2299006
.6094851
.7935639
.2037362
.0301353
.1508397
.3735186
.4524322
.6033243
.6273075
.4551212
.9785426
.8523034
.4648821
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.418140003
.952204917
.364255100
.935645022
.462200767
.773208915
.311151648
.887765703
.027418828
.580827854
.741052279
.805797853
.599416495
. 754998989
.854493961
.679362644
.395122700
.103924481
.418610691
.966530391
.926159968
.050994695
.993738305
.976939449
.388116555
.461799055
.857993536
.263204956
.673949834
.698416984
.743970681
.696628006
.903554813
.700851227
.533574158
.402158544
.671491668
.786309410
.274216303
.393050401
.026245120
.293309341
.569857400
.543886454
.856471166
.070451985
.297548980
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.2806802
.4186046
.5839545
.3871960
.8548418
.3417427
.8943274
.3580995
.4462243
.6111922
.5281584
.9387812
.0647531
.3994654
.3170765
.2629558
.2227700
.6811925
.1872516
.6694817
.0631905
.8895331
.7460643
.7049761
.5853610
.2653206
.6874035
.0620224
.6412438
.1865436
.0794432
.2419254
.0107022
.0588173
.6741748
.5474291
.7215358
.7669241
.0923954
.7836130
.9417138
.2624153
.1863359
.1575458
.0137020
. 2640905
.6950975
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.392861136
.759627174
.213365007
.293559547
.875842374
.530457248
.814694664
.839431041
.356988649
.981219738
.164294406
.612998317
.278111132
.011065814
.709435944
.684905046
.342494101
.557385556
.007077264
.725012959
.696240460
.9212377560
.006357575
.961212857
.331572078
.025862025
.405736823
.649414610
.392734846
.544938898
.733842693
.320306024
.516473959
.317494721
.985864939
.045020769
.109094299
.349262205
.334170302
.700951607
.255412139
.790653949
.511747328
.030586379
.851205738
.340291259
.179387204
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.6736707
.9273530
.5817109
. 7745556
.5984981
.4413818
.8886811
.2215976
.9600042
.2086548
.6460012
.1414311
.3158726
.9503686
.8457276
.4423196
.6714934
.7253154
.7235517
.2511255
.4847320
.6407063
.2939990
.0939513
.3596974
.4677259
.0185531
.1762193
.9385630
.2622499
.4079741
.3145120
.9986828
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.834880860
.074806105
.570332796
.422931844
.638158390
.694570349
.497322680
.027164874
.263726896
.981428425
.290234865
.730610345
.293215936
.284092293
.703952012
.060298236
.472210411
.046695575
.887212402
.860307863
.118873810
.453436045
.708729385
.215623643
.931467003
.638765554
.902720816
.913112917
.756484978
.405683775
.686589689
.640932631
.469875247

136




