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Son yillarda, diferansiyel denklemler, integral denklemler, kismi diferansiyel denklemler, kesirli
diferansiyel denklemler ve bu formlara sahip olan denklem sistemleri fizik¢iler, matematik¢iler ve
miihendisler tarafindan biiyiik ilgi gormektedir. Bu yapilara sahip denklemler, boliinme ve reaksiyon
stirecleri, dinamik sistemlerin kontrol teorisi, olasilik ve istatistik, elektrik aglari, sinyal isleme,
sistem tanimlama, finansal piyasa ve kuantum mekanigi gibi miihendislik ve bilimin bir¢ok alaninda
olaylar1 ve siirecleri modellemek i¢in kullanilmaktadir. Bu formlara sahip denklemleri ¢6zmenin etkili
yontemlerinden biri, integral doniigsiim yontemleridir. Bu nedenle, bircok arastirmaci tam say1 ve kesirli
mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin genis siiflarim1 ¢6zmek icgin yeni integral doniisiimlerini
bulmak ve genellestirmek konusunda biiyiik caba gostermektedirler.

” Baz integral doniisiimlerin genislemeleri ve kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlere uygulamalari iizerine ” baglikli bu tez ¢aligmasi beg boliimden olugmaktadir.

Ik boliimde, kesirli analiz ve bazi 6nemli integral doniisiimler ile ilgili temel teoremlere ve
formiillere yer verilmisgtir.

Ikinci boliimde, tek katli Shehu doniisiimiiniin iki katli Shehu déniisiimiine genellestirilmesi
ve bu genellestirmenin baz1 6zelliklerine, teoremlerine ve uygulamalarina yer verilmistir. Ayrica, bu
boliimde kesirli Black-Scholes denklemlerini ¢6zmek i¢cin Aboodh ayristirma yontemi kullanilmistir ve
tic katli Aboodh doniiglimii tanitilmistir, Aboodh doniisiimii ile ilgili bazi temel 6zellikler ve teoremler
verilmistir.

Uciincii boliimde, bazi dogrusal uyumlu (conformable) kesirli kismi diferansiyel denklemleri

ve dogrusal olmayan uyumlu kismi diferansiyel denklem sistemlerini ¢ézmek icin uyumlu Laplace
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doniistimii ve uyumlu iki katli Laplace ayristirma yonteminin uygulamalar1 verilmigstir. Bunlara ek
olarak, belirli bir tiirdeki tekillikler ile uyumlu kesirli diferansiyel denklemlere uygulanabilen yeni bir
uyumlu integral doniisiimii tanitilmagtir.

Dordiincii boliimde ise uygulamali bilimler ve miihendislikte kariglagilan gesitli dogrusal
olmayan modellerin tam (exact) ve yaklagik (approximate) ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in uyumlu
Sumudu ayristirma yontemi (conformable Sumudu decomposition method) olarak adlandirilan yeni
bir yontem tanitilmigtir. Ayrica, uyumlu Sumudu doniisiimii, iki katli uyumlu Sumudu doniisiimiine
genellestirilmigtir ve bununla ilgi olarak bazi temel O6zelliklere, teoremlere ve uygulamalara yer
verilmistir.

Son olarak, besinci boliimde ise, bu ¢alismanin sonuglarina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli kismi diferansiyel denklemler, uyumlu kesirli tiirev, Aboodh
doniisiimii, Shehu doniisiimii, uyumlu Sumudu doniigiimii, uyumlu Laplace doniisiimii, iki katli Shehu

doniisiimii.
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Ph.D in Mathematics Department
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2021, 136 Pages

Differential equations, systems of differential equations, integral equations, system of integral
equations, partial differential equations, systems of partial differential equations, fractional differential
equations, system of fractional differential equations have gained considerable attention of physicists,
mathematicians, and engineers because it can be used to model in many fields of engineering and
science such as diffusion and reaction processes, control theory of dynamical system, probability and
statistics, electrical networks, signal processing, system identification, financial market, and quantum
mechanics. One of the effective methods to solve these equations is using the integral transform methods.
Therefore, many researchers are still working with great efforts and have been interesting in finding and
generalizing novel integral transforms to solve wide classes of differential equations, both ordinary and
partial, including fractional.

The current thesis entitled by "On Extensions of Some Integral Transforms and Their
Applications to the Partial Differential Equations with Fractional Order” consists of five chapters.

The first chapter gives some fundamental theories and formulas related to the fractional calculus
and some famous integral transforms.

In chapter two, we generalize the one-dimensional Shehu transform into two dimensional Shehu
transform, and we present some properties and theorems with applications. Moreover, we apply the
Aboodh decomposition method to solve the fractional Black-Scholes equations, and we introduce triple
Aboodh’s definition and present some main properties and theorems related to this transform.

In chapter three, we apply the conformable Laplace transform and the conformable double

Laplace decomposition method to solve some linear conformable fractional partial differential equations
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and systems of nonlinear conformable partial differential equations. Moreover, introduce a new
conformable integral transform that can handle conformable fractional differential equations with
singularities of a given kind.

Chapter four applies a new method called the conformable Sumudu decomposition method to
get the exact and approximate solutions of various nonlinear models in applied sciences and engineering.
Also, we generalize the conformable Sumudu transform into double conformable Sumudu transform,
and we present some fundamental properties and theorems with applications. Conclusions are outlined

in chapter five.

Keywords: Fractional partial differential equations, conformable fractional derivative, Aboodh
transform, Shehu transform, conformable Sumudu transform, conformable Laplace transform, double

Shehu transform.
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ONSOZ

Literatiirde cok sayida integral doniisiim vardir ve fizik, astronomi ve miihendislikte
yaygin olarak kullanilir.  Bu tezi yazmanin amaci, bazi integral doniisiimleri sunmak,
genellestirmek ve tanitmaktir. Uyumlu tiirevler gibi yeni kesirli tiirev tanimlarini igeren kesirli
diferansiyel denklemleri arastirmak ve ¢cozmek beni diger bazi1 yeni kesirli tiirevlerle daha fazla
calismaya tesvik etti. Arastirmamin bir sonraki adiminda yeni bir integral doniisiimii (Alfageih
doniistimii) tanitmak dilegiyle.

Doktora 6grenimim boyunca bana destek olan esime, ogluma, kizzma okulumdaki
arkadaglarima, derslerime giren cok degerli hocalarima, bu arastirma konusunda destegini

esirgemeyen danisman hocama sonsuz tesekkiir ediyorum.

Suliman S. S. Alfageih
Tarih: 02/07/2021
[ZMIR
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1. GIRIS

Uygulamali matematikteki en onemli konulardan biri, adi ve kismi tiireve sahip
diferansiyel denklemler konusudur. Bu konunun 6nemi, diferansiyel denklemlerin gercek
diinya problemlerinde ve miihendislikteki bir¢cok alanda kullanilmasindan kaynaklanmaktadir.
Bu nedenle, bir¢ok aragtirmaci giiniimiizde bu tiir denklemlerin analitik ve yaklagik ¢oziimlerini
bulmak i¢in biiylik ¢aba gostermektedir. Doga bilimleri ve miihendislikteki bir¢ok olgu,
tam say1 mertebeli adi veya kismi diferansiyel denklemler ile aciklanamamaktadir. Bu tiir
denklemler, kesirli analiz teorisi kullanilarak olusturulan modeller ile daha kolay bir sekilde
aciklanabilmektedir. Son yillarda, kesirli kismi diferansiyel denklemler (FPDE’ler) ve bu
tip denklemlerin uygulamalar1 giderek daha ¢ok O6nem kazanmaktadir. Bu yapiya sahip
denklemlere karsi olan ilgi, matematiksel yapilarindan ve uygulamalarindan gelmektedir.
Kesirli kismi diferansiyel denklemler (FPDE’ler) miihendislik, bilim, finans, uygulamali
matematik, biyomiihendislik gibi pek cok alanda kullanilabilmektedir (Baleanu et al., 2009,
2018b,a; Laskin, 2000).

Giinlimiizde literatiirde, kesirli tiirevler ve kesirli integraller icin Hardy, Littlewood,
Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard vb. olarak adlandirilan cesitli tanimlar bulunmaktadir.
Bu tanimlardan, en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville ve Caputo tanimlaridir. Bu kesirli tiirev
tanimlar1 ¢ok tercih edilmekle birlikte matematiksel fizik ve miihendislik gibi alanlardaki
uygulamalarinda ise bazi eksik kaldiklar1 durumlar da mevcuttur. Khalil ve arkadaglar
(2014)’te (Abdeljawad, 2015) fonksiyonun tiirevinin bilinen limit tanimini genisletmistir
ve tiirevlerin temel klasik Ozelliklerini karsilayan, uyumlu kesirli tiirevi (CFD) Onermistir.
Gectigimiz birkag y1l boyunca, uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde
etme konusunda biiyiik bir ilgi ortaya ¢ikmistir. Bu nedenle, bir¢ok bilim insan1 uyumlu kesirli
tiirevi pek ¢cok uygulamada kullanmaktadir (Zhao and Luo, 2017; Zhao et al., 2018; Sitho et al.,
2018; Hammad and Khalil, 2014).

Literatiirde, kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini veya integral denklemlerin
cOziimlerini elde etmek icin ¢esitli matematiksel yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemlere
ornek olarak, Adomian ayristirma yontemi (Adomian, 1988), Varyasyonel iterasyon yontemi
(He, 1999), yeni iteratif yontem (Bhalekar and Daftardar-Gejji, 2008), diferansiyel doniisiim
yontemi (Arikoglu and Ozkol, 2007), homotopi analiz yontemi (Shijun, 1998), homotopi



pertiirbasyon yontemi (He, 2003), indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi (Keskin and
Oturanc, 2009), gii¢ serisi yontemi (power series method) (Al-Smadi, 2013), dalgacik yontemi
(wavelet method) (Chen and Hsiao, 1997), g-homotopi analiz yontemi (El-Tawil and Huseen,
2012), modifiye deneme denklem yontemi (modified trial equation method) (Bulut et al., 2013),
sonlu elemanlar yontemi (Zienkiewicz et al., 1977) verilebilir.

Integral doniisiim yontemleri, kismi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel
denklemler ve integral denklemlerini ¢6zmek i¢in en kullanigli ve etkili yontemlerden biri
olarak kabul edilmektedir. Bu yoOntem, diferansiyel denklemleri cebirsel bir denkleme

doniistiirmektedir. Integral doniisiimiin genel formu;

Z2

I@@MM=G@=/Um®ﬂ@M, (1)

z1
seklindedir. Burada, g(x) giris fonksiyonu, [ (p,u) ¢ikis fonksiyonu ve U (p,x) g¢ekirdek

fonksiyonudur. Ayrica, integral doniisiimiin tersi,

ﬂ@—/U”m@G@@% (1.2)

formu ile ifade edilmektedir.

Fransiz matematik¢i ve fizik¢i P.S. Laplace, tek katli integral doniisiimiinii 1780’de
ve Joseph Fourier’de 1822’de tanitmistir. Laplace ve Fourier’in doniisiimleri (Bochner et al.,
1949; Widder, 2015), uygulamali matematik, fizik, miihendislik ve astronomi vb. gibi
diger bilim dallarinda gii¢lii uygulamalar1 olan bir matematik dali olan operasyonel analizin
temelini olusturmaktadir. Son zamanlarda, bazi arastirmacilar yeni integral doniisiimlerini
olusturmak ve gelistirmek igin biiyiik caba sarf etmektedirler. Ornegin, 1993 yilinda Watugula
(Watugala, 1993), dlcegi (scale) ve birimi (unit) koruma 6zellikleri nedeniyle Laplace’a gore
baz1 avantajlara sahip olan Sumudu doniisiimiinii tanitmigtir. 2008’de Khan (Khan and Khan,
2008), Laplace ve Sumudu doniisiimlerine benzer dogal doniistimii tanitmistir. Son zamanlarda,
bu doniisiim uygulamali bilimlerde ¢ok giiclii bir uygulamaya sahiptir. 2011’de Elzaki
doniisiimii (Elzaki, 2011), Elzaki tarafindan tasarlanmistir ve bu tasarlanan doniisiim Laplace
ve Sumudu doniisiimlerinden daha kolay 6zelliklere sahiptir. Atangana ve Kilicman (Atangana
and Kilicman), 2013 yilinda Roman doniisiimiinii tanitmistir. 2015 yilinda Srivastava, Luo
ve Raina (Srivastava et al., 2015) M-doniisiimiinii tamitmistir. Son yillarda, ZZ doniistimii

(Debnath and Bhatta, 2014), Ramazan Grubu (RG) doniisiimii (Ramadan et al., 2016), polinom



doniistimii (Barnes, 2016), Aboodh doniisiimii (Aboodh, 2013) ve Rangaig doniisiimii (Filipinas
and Convicto, 2017), Shehu doniisiimii (Maitama and Zhao, 2019) 2019 yilinda Shehu ve
Weidong tarafindan olusturulmustur.

Bazi caligmalarda tek katli integral doniisiim kavrami, iki katli integral doniisiimiine
genellestirilmistir.  Ornegin (Kilicman and Gadain, 2009)’deki yazarlar tek katli Laplace
doniistimiinii iki katli, yani iki katli Laplace doniisiimiine genisletmistir. Bu doniisiim 1s1
denklemini, dalga denklemini, telgraf denklemini, kismi integro-differansiyel denklemleri
ve konvoliisyon terimlerini iceren Laplace denklemlerinin ¢oziimleri icin kullanilmigtir.
(Tchuenche and Mbare, 2007)’deki yazarlar iki kathh Sumudu doniisiimiinii onermislerdir ve
homojen olmayan dalga denkleminin sabit katsayili ¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanmiglardir.
Tek katl1 dogal doniisiim iki katli olarak genisletilmistir ve (Kilicman and Omran, 2017)’de iki
katli dogal doniisiim olarak adlandirilmistir. Laplace, Sumudu ve dogal doniisiimlerine benzer
sekilde iki katli Shehu doniisiimii 2020 yilinda Suliman Alfageih ve Emine Misirh tarafindan
onerilmistir (Alfageih and Misirli, 2020).

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, kesirli analiz ile ilgili 6nemli integral doniisiimlerin, temel teoremlerin ve

bazi formiillerin tanimlar1 verilmistir.
1.1.1. Bilinen Baz1 Integral Déniisiimler

Bu boliimde, en eski ve en ¢ok kullanilan Laplace doniisiimii ile baglayan integral
doniisiimleri, ardindan Sumudu doniisiimii, dogal doniisiim, Elzaki doniisiimii, Aboodh

doniislimii, ZZ doniisiimii ve Shehu doniigiimii gibi bazi yeni doniisiimleri sunulmaktadir.

Tanmm 1.1 (Laplace Déniigiimii) ¢(x) fonksiyonun Laplace doniigiimii (LT)

[e.o]

L(¢(x):p)= /e_pxgb(l’) dr, peC (1.3)

0

ile tamumlamir. ¢(x)’in x’e gore k. mertebeden tiirevinin Laplace doniigiimii

L (6" (@) = pL (6 (@) = D_p* 10 (0), 19

e
—_

<.
Il
o



sekilde verilir.

Tanim 1.2 (Sumudu Doniigiimii) D bir fonksiyonlar kiimesi

D= {qﬁ(m) 3K, AL, A2 >0, ¢ (x)] < Kexp(
Aj

) j=1,2ve ze(— )ij\(—oo,O)}

olmak iizere ¢(x)’in Sumudu doniigiimii (ST);

o0

S(p(x):q) = /e_xqﬁ (qz)dz, q € (A1, A2), (1.5)

0

olarak tamimlamir ve ¢(x)’in x’e gire k. mertebeden tiirevinin Sumudu doniisiimii

k‘

-1

S (0¥ (@) =a S (@ (@) = Y a6V (0) (1.6)

<
Il
o

ozelligine sahiptir.

Tamim 1.3 (Natural Doniigiimii) D bir fonksiyonlar kiimesi

D= {np(x) D3K, A, 00 >0, o (2)] < Kexp (%) j=1,2ve z e (-1) x R\(—oo,O)}
J

olmak iizere ¢(x)’in Natural doniisiimii (NT);

[e.°]

N(¢(z):p,q) = /6"””90 (qz)dx,p,q € (A1, A2), (1.7)
0

olarak tamimlanir ve p(z)’in x’e gire k. mertebeden tiirevinin Natural doniisiimii

pk k—1 pk_j_l A
N (e (@) = TN (0 (@) = 3 P e 0), (18)
=0

ozelligine sahiptir.

Tanim 1.4 (Elzaki Doniigiimii) D bir fonksiyonlar kiimesi

J

D:{go(x):ElK,)\l,)\2>0,\g0()|<Kexp( )j—12vex€( )ij\(—oo,O)}

olmak iizere p(x)’in Elzaki doniisiimii (ET);
E(p(z):q) = q/e_zgo(x) dz, q€ (A, A) (1.9)
0

olarak tammlanir ve o(x)’in x’e gore k. mertebeden tiirevinin Elzaki doniisiimii

E (g% (1) = p*E (p () = 3960 (0), (1.10)

N
—_

<.
Il
o

ozelligine sahiptir.



Tamim 1.5 (Aboodh Doniigiimii) D bir fonksiyonlar kiimesi
D= {(p(ac) 3K A A > 0, o (2)] < Ke P, j=1,2 ve z € (—1) x R\ (—oo,@)}

olmak iizere p(x)’in Aboodh doniisiimii AT;

1 o0
Alp (@) p) = 5/&% (z)dz, peC, (L11)
0

seklinde tanimlanir ve ¢(x)’in x’e gore k. mertebeden tiirevinin Aboodh déniigiimii

N
—_

L (™ (2)) =p"L (¢ (2)) = > pF7 201 (0), (1.12)

<.
Il
=)

ozelligine sahiptir.

Tanmm 1.6 (ZZ Doniisiimii) Herhangi bir iistel siralama fonksiyonu ¢(x) icin ZZ doniisiimii

o0

Z(¢(x):p,q) zp/ep"‘"sﬁ (qz)dz, p,q€C, (1.13)

0

olarak tamimlanir ve ¢(x)’in x’e gore k. mertebeden tiirevinin ZZ doniisiimii

k—j
Z (6% (2)) = 52 (6 (2)) = D B0 (0), (1.14)
ozelligine sahiptir.

Tamm 1.7 (Shehu Doéniisiimii) D bir fonksiyonlar kiimesi

D= {gp(m) 3K, A, A >0, |p ()] < Kexp (l/\i|) j=12ve z e (—-1) x R\(—O0,0)}

J

olmak iizere p(x)’in Shehu doniisiimii HT;

o0

px

H(p () pra) = / e o (&) da, pra € (M, M) (1.15)
0

biciminde tammlanir. p(x)’in x’e gire k. mertebeden tiirevinin Shehu doniigiimii ise

H (o (1)) = 2 H (g (2)) - 32 2l (0), (116

ozelligine sahiptir.



1.1.2. Ozel Fonksiyonlar

Tamim 1.8 Gama fonksiyonu (Miller and Ross, 1993):

e > 0 ise gama fonksiyonu

o0

I'(e) = /wa_le_“dw,

0

olarak tanmimlamr. Gamma fonksiyonu asagidaki
1. T'(e+1)=¢l(e),
22T (e+1)=¢l,
5 T() = VA

esitliklerini saglar.

Tanmim 1.9 Beta fonksiyonu (Miller and Ross, 1993):
Re (¢) > 0 ve Re (A\) > 0 ise Beta fonksiyonu,

[ — ,
(1+M)E+)\ H

esitlikleri ile tamimlanir. Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

INGINPY)

B (g, \) :m

seklindedir.

Tamm 1.10 Ustel fonksiyonun bazi genellestirme formiilleri

w1 — )M dw

1
/
3
= /(sinu)261 (cosu)* ! du
0
/

=B(\e),(e,A#0,—-1,-2,..

D,

1. Bir parametreli Mittag Leffler Fonksiyonu (Miller and Ross, 1993):

° J
E,(x) = Zx—,x € C, Re(v) > 0.

I'(vj+1)

=0

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)



2. Iki parametreli Mittag Leffler Fonksiyonu (Miller and Ross, 1993):

) i
E,/,g (l‘) = Z m, X,ﬁ € (C, RQ(V) > 0. (1.21)

Jj=0

3. Uc parametreli Mittag Leffler Fonksiyonu (Miller and Ross, 1993):

[e.o]

\;jxd
E)g(r) = ) ——=t—— :
o () Z IR v,5,A€C, Re(v) >0, Re(8) >0, Re(\) >0
7=0
(1.22)
Tanim 1.11 (Ustel Mertebeli Fonksiyon (Ross, 1984))
X, T > 0icin
o (2,7)| < Ke®™P" 2> X, 7>T (1.23)

olacak sekilde K > 0 ve «, 5 € R varsa p(x, T) fonkisyonuna iistel mertebeden denir ve

o (z,7) = O (277,

olarak yazilir.

Tanim 1.12 (Parcali Siirekli Fonksiyon (Ross, 1984)) Parcali siirekli fonksiyon, kendi
alamindaki sonlu sayidaki nokta disinda siirekli olan bir fonksiyondur.

g : e, d] = R pargalu siirekli bir fonksiyondur e§erc = ag < a1 < --- < a; =b k=1,2,---j
ise fi. : lak_1,ax] — R parcali siirekli bir fonksiyondur ve her =z € (ay_1, ay) icin g(z) = fr(2)

ozelligine sahiptir.

1.1.2.1. Kesirli Tiirev ve Integraller

Tamim 1.13 g,(z) € C[0,00) oldugunda g(x) = aPg,(x) olacak sekilde p > o kosulunu
saglayan bir o € R sayisi varsa C, uzaymda x > 0 icin g(z) fonksiyonu bir gercek

fonksiyondur denir.

Tanmm 1.14 m € N U {0} i¢cin g™ € C, ise x > 0 i¢in g(x) fonksiyonu C'"* uzayindadir.



1.1.2.2. Riemann-Liouville ve Caputo Tiirevleri

Tanmm 1.15 g (z,t) fonksiyonu her (x,t) € (0,00) x (0,00) sonlu araliginda siirekli ve
Re(v) > 0, Re(u) > 0 olmak iizere p. ve v. mertebeden Riemann-Liouville (R-L) kesirli

integralleri sirastyla,

t

Jhg (x,t) = Fiu)/o (t—N*"g(x, ) d), (1.24)
1 X

Ty = 7 /0 (x— 0" g(0,1) db, (1.25)

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tamm 1.16 (z,¢t) € (0,00) x (0,00) araliginda siirekli ve integrallenebilir bir g (z,t)
fonksiyonu icin, n —1 <y <n, m—1<v <m, nm € N olmak iizere x’e gire y.

ve t’ye gore v. mertebeden Riemann kesirli tiirevleri sirasiyla,

1 d\" [*

RDéLg (377 t) = m (E) /0 (t — /\)n—u—l g (I, /\) d/\7 (126)
1 d\" [* .,

rDVg (x,t) = o (%) /0 (z—6)""""¢(6,1t)do. (1.27)

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).
Asagidakiler, kismi kesirli integrallerin ve R-L tiirevlerinin baz1 temel 6zellikleridir;

I(p+1
L. I (2F) = —F(ﬁ;}l)x“p,

2. 1" (c) = I‘(:—H)x#x[“ (¢) = vop )93“7

3. rDLI" (f(x)) = RDY" (f(2)),p = 120,

m—1 p—p . i1
o LPDE () = RDEH (1 (0)) = 5 A e
j:

m—,1 <pu<m,

5. RDERDY (f(x)) = rDEH (f(x)) = rDERDE (f(2)) & f7(x) =0,

r=0,1,...,max{n,m},m—-1<p<mmn—1<p<n,
T(ut1 _
6. nDY (a") = rptiy e,

7. RDg (C) = ml’_p.



Tamm 117 n—1<pu<n m-1<nu<m, nméeN,g(xt)ecC™[0,00)x[0,00)
olmak iizere, g fonksiyonunun x’e gore L. ve t’ye gore v. mertebeden Caputo kesirli tiirevleri

strastyla,

t
0

Dig (w,t) = ﬁ / =0 g (0,8) o, (1.29)
0

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Asagidakiler, kismi kesirli integrallerin ve Caputo tiirevlerinin bazi temel ozellikleridir;

L1m1g (2,1) = wom I (t (z —0)"" g (0, \) d\d6,
2. D'D¥g(z,t) = m Jo (= X)" T  @ = ) gt (9, ) dAdB,

3. I'Dfg(z,t) = g (x,t) — Y2, 9@ i

3!

4. DY'JFg (x,t) = g (x,t),
5 Il = 10 s ()T, @ >0, y>0 ,t>0,

- Tly+a

6. DAt = %(t)ﬁ—a‘l, a>0, >0, t>0.

1.1.3. Uyumlu Kesirli Tiirevler

Riemann-Liouville (R-L) ve Caputo en yaygin kullanilan kesirli tiirev tanimlaridir
ve literatiirde bu kesirli tiirev tanimlarinin kullanildigr bircok calisma bulunmaktadir. Bu
calismalar sonucunda, yaygin olarak kullanilan bu iki Kesirli tiirev taniminin sahip olduklari
bazi eksiklikler belirlenmistir. Bu eksikliklerin bazilar1 asagida verilmistir (Khalil et al., 2014;
Atangana, 2015).

1. R-L’de bir sabitin tiirevi sifira esit degildir.
2. R-L’de baslangi¢ kosullar1 R-L. anlaminda verilmelidir.

3. Caputo tiirevinin tiirevlenebilir olmasi i¢cin fonksiyonun klasik anlamda tiirevlenebilir

olmasi1 gerekmektedir.

4. Hem R-L hem de Caputo tiirev tanimlarinda zincir kural1 saglanmamaktadir.
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5. Tiim kesirli tiirevler genel olarak D®D® = D'*¢ esitligini karsilamamaktadhr.

6. Hem R-L hem de Caputo kesirli tiirevlerinde, tam say1 sirasina gore tiirevler, klasik

anlamdaki tiirevler ile cakismamaktadir.

Bu onemli o6zelliklerin eksik olmasi, gercek diinya problemleri ve miihendislikteki
uygulamalarda baz1 problemlere yol agmaktadir. Bu eksiklikleri ortadan kaldirmak icin Khalil
ve ark. (2014) (Khalil et al., 2014)’te, fonksiyonun tiirevini bilinen limit tanimi ile genisletmistir
ve tiirevlerin temel klasik Ozelliklerini kargilayan uyumlu kesirli tiirevi onermislerdir. Bu
boliimde, uyumlu kesirli tiirev ve uyumlu kesirli integral hakkinda bazi temel kavramlara yer

verilmistir.

Tanmm 1.18 ¢ : (0,00) — R fonksiyonunun p. mertebeden uyumlu kesirli turevi

p 1-p) _
¢¢(x) . plxter ™) —p(z)
dxP e—0 €

, x>0, 0<p<1,
seklinde tanmumlamir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 1.1 (Atangana et al., 2015) p € (0,1] olmak iizere, f = f(x) ve h = h(x)
fonksiyonlart bir x > 0 noktasinda p-mertebeden diferensiyellenebilir ve t > 0 olsun. Bu

durumda,

i) L (mf(x) + kh(z)) = mo f+ kL h, Vm, k € R,

dxP

i) LI 2 PL(f(x)), f diferansiyellenebilir,

dxP

i) L= = ppkr ke R,

“dzP
v) ;%(f(x)h( )) - hdd;pf + fdxp

) @ (f@) _ hamS S et
V) Gor \n(@) ) = 72 :

Not: Foksiyon bir noktada p—tiirevlenebilir olabilir ancak tiirevlenemez. Ornegin, f(z) = 2/

dO.Bf(OJr)

olsun. Ancak, — 55~ = 1, herz > 0 i¢in elde edilebilir ancak L9 elde edilemez.

Tanmm 1.19 ¢ (uy, us, ..., u,) m degiskenleri bir fonksiyon ve p € (0, 1] olmak iizere, ©’nin

u;’ye gore uyumlu kesirli kismi turevi

L (u1, u u)_hm@(ubm,...,u;p—i—@ug,...un)—go(ul,ug,...,un)
dgp ? N 2o ) = 0 ;

seklinde tanimlanmir (Atangana et al., 2015).
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Ornek 1.1 Belirli fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevi

Ya,b,c,d,r s, \w e Rigin

Y —b)B . .
ﬂ <€c<( p) )+d(( Bb> )) zcec<( p) )+d(< Bb) )7
xrP
d_ﬁ (66((1:)/’>+d((7’;)5>> _ dec(@;’l)p)‘i’d((T}b)B)
dr
a7 sin c( _a)p—i-d) : (x —a)’ (r —b)°
xP p

— —Xcos <c(x_p“)p +d) sin ()\(T b’ +w> .

Tanim 1.20 22 s = 1,2 --.m — 1, olsun. O halde v. mertebeli ¢ (x,7) : I x (0,00) = R

dxs?
fonksiyonun CFD’i

v m—1 m—uv m—1
0 p(a,r) _ " (@t dam ) — " (o)

—1 >
o lim 3 ,veE(m—1m], z, 7 >0,

seklinde tanmumlanir (Khalil et al., 2014).

Tamm 1.21 g—;ﬁ, s=1,2,---m — 1, olsun. O halde (. mertebeli p (x,7) : I x (0,00) — R
fonksiyonun uyumlu kesirli tiirevi (CFD)
Por) o (o +erm?) — oY
= lim
orB8 e—0 €

z,T)

, Be(m—1,m|, z, 7 >0,

seklinde tanmimlanir (Khalil et al., 2014).
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Tanim 1.22 v € (m—1,m] ve x > 0 olmak iizere, ¢ fonksiyonu x > 0 noktasinda

m-mertebeden diferensiyellenebilir ise,

81/%0 (.Z', 7_) _ m—v am(p (ﬂf, T)

ox” o oxm

dir (Khalil et al., 2014) .

Teorem 1.2 f = f(t) fonksiyonu (0, 00) araliginda tanumli olmak iizere, f differansiyellenebilir
ve «-uyumlu tiirevli bir fonksiyondur. O halde, h = h(t) f araliginda tammli ve

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, zincir kurali

Dy (f o h)(t) =t~ *h(t)' "R (t) DY (f () Ji=n), (1.30)

seklinde tamumlamir (Atangana et al., 2015).

1.1.4. Uyumlu Kesirli Integraller

Tanmm 1.23 f(x) siirekli bir fonksiyon olsun. f’nin uyumlu kesirli integrali

x

I (f@) = I (22 f(2)) = /uplf(u)du, c>0, pe(01), (131)

a

olarak tamimlanmir (Khalil et al., 2014).

Ornek 1.2

JO (\/Esinm) = /sinudu =1—cosz,

J35 xcosx /cosudu—cosx
0

[ cos (2
JYs (cos2y/x) = /COS V) du = sin (21/7) .
0

Teorem 1.3 f(x), J, tamum bélgesi herhangi bir siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda

& (J; (f(2)))

dxzP

= f(z), t>c,

dir (Khalil et al., 2014).
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Teorem 1.4 [c,d)’da f(z) fonksiyonu diferensiyellenebilir ve p € (0, 1] olsun. O halde,

i (@) = 1) = 10, 1z

dxP

dir (Abdeljawad, 201)5).

Tanmm 1.24 p € (m,m + 1], m > licin, f(x) siirekli fonksiyonunun uyumlu kesirli integrali,

T (f(@) = L ((x = o)™ fla) = - / (=) (=)™ flu)du  (1.32)

m!
a

dir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 1.5 p € (m,m + 1], m > 1 olmak iizere ve f : (0,00] — R fonksiyonu (m + 1) .

mertebeden diferensiyellenebilir olsun. O halde,

dir (Abdeljawad, 201)5).

1.2. Adomian Ayristirma Yontemi

George Adomian, Adomian ayristirma yontemini ilk olarak 1980’de Onermistir.
Uygulamal1 alanlarda ve miihendislikte kullanilan bir¢ok dogrusal olmayan problemi (Hosseini
and Nasabzadeh, 2006; Evans and Raslan, 2005; Wazwaz, 2007; Babolian and Biazar, 2002)
¢Ozmek ic¢in kullanilmistir. Bu yontemin temel diisiincesi, diferansiyel denklemleri sonsuz bir
seri cinsinden ifade ederek ¢ozmektir. Ayrica, bu yontemde dogrusal ve dogrusal olmayan
terimler ele alinan problemi ¢ozerken ayrilmaktadir. Dogrusal olmayan kisimlar, Adomian
polinomlar1 cinsinden ifade edilebilmektedir. ilk yaklasim ¢6ziimii, baslangic kosulundan ve
bagimsiz degiskenlerin terimlerinden elde edilebilmektedir ve tekrarlama iligkisi sayesinde
serinin diger ¢oziimlerine ulagilmaktadir.

Lineer olmayan N (u) terminin Adomian polinomu,

1 dm A
Am:%d)\_m [N (T;)A um>])\_0,m:0,1,2,...,

ile ifade edilmektedir. Bu tamimdan yola cikarak, ilk terimleri asagidaki gibi elde edilmektedir,
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AO = N (UO> y
A= UlN/(Uo),

1
AQ = UQN,(UQ) + EU%N”(U())

3
A3 = U3N,(U()) + u1u2N”(u0) + %NW<UO)
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2. SHEHU VE ABOODH DONUSUMLERI

Bu boliimde tek katli Shehu doniisiimii (HT), iki katli Shehu doniistimiine (DHT)
genellestirilmistir.  Ayrica, iki katli Shehu doniisiimii ile ilgili bazi temel Ozelliklere ve
teoremlere yer verilmistir. Onerilen doniisiimiin etkinligi, dogrulugu ve uygulanabilirligini
gostermek i¢in bu yeni doniisiim, bazi integral denklemlerine, tam say1 mertebeli ve kesirli

mertebeli tiireve sahip kismi diferansiyel denklemlere uygulanmistir.
2.1. Tek Kath Shehu Doniisiimii

Bu boliimde, tek katli Shehu doniisiimii hakkinda bazi temel kavramlara yer verilmistir.

Tamm 2.1 Ustel mertebeli g(x) fonksiyonunun Shehu doniisiimii,

2]

== {g(x) IK, A, A >0, g (2)] < Kexp (F) ,J=1,2 ve x € R+}, (2.1
J

fonksiyonlar kiimesi tizerinde

Glpu) = H(g (@) spu) = [ e ¥g(a)dn, pe, u>0, 22)
0

integrali ile tamimlanir (Maitama and Zhao, 2019).

Tanim 2.2 Reel degerli bir g(x,t) fonksiyonunun tek katli Shehu doniisiimii (HT), siwrastyla x

ve t degiskenlerine gore,

H, (g (x,t) :p,u) = /000 e~ g (x,t) da, (2.3)

Hy(g(z,t):q,v) = / e g (x,t)dt, (2.4)
0

Sformlar ile tamimlanir (Alfageih and Misirli, 2020).

Tanmm 2.3 ¢(t) = H~ ' [H (g (t))] nin ters Shehu déniisiimii

o) = B (1 (g (1) = 5— [ ~el5)G (o) dp, @3

a—100
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kompleks integral formiilii ile tanimlanir (Maitama and Zhao, 2019).

Teorem 2.1 Eger g(t) fonksiyonunun n. tiirevi g™ (t) ise, o halde Shehu doniisiimi,
g\ _ [p\" pyn-1 L p\n-1-i [ O
#(52) = (2) 60~ (2)" 'm0 - > (&) (500). eo

ile tamimlamir (Maitama and Zhao, 2019).

Lemma 2.1 ;1 > 0 ve g(x,t) iistel mertebeli olsun. O halde, 1"g (x,t) nin tek katli Shehu
doniistiimii,

H (Vg @.1) = (1) " Hi(g (@.1)). @)

ile verilir (Belgacem et al., 2019)

Lemma22 p >0, m—1< u < m, (mée&N)olsun, oyle ki g € C™(0,00) ve iistel
mertebelidir. O halde, Caputo kesirli tiirev D}'g (x,t) nin, tek katly Shehu doniisiimii,
m—1 . .
q\* g\H+=1=7 [
me) = (3) e -2 (3 (Geen). ey

ot
j

ile verilmigtir (Belgacem et al., 2019).

Teorem 2.2 z°~'E, 5 (cx”)’in tek Shehu doniisiimii,

2)”‘5 PV
H, (t%7 By () = m—, Il < [(2)

(5)"—c

; (2.9)

formunda verilmistir (Belgacem et al., 2019).

Ayrica, (Aggarwal et al., 2019; Aggarwal and GP, 2019; Bokhari, 2019; Qureshi and Kumar,

2019) 2019 "1 ¢aligmalarinda Shehu doniisiimii ve 6zellikleri ayrintili olarak yer almaktadir.
2.2. 1Iki Kath Shehu Déniisiimleri

Bu boliimde, DHT tanimina ve DHT nin tersinin tanimlarina yer verilmistir.

Tanmm 2.4 ¢(z,t) fonksiyonun DHT degeri, integralin varligim saglayan

t
Q- {g<x,t> 3K M, he >0, g (,8)] < Kexp (%) i=12ve (x1) eRi},
J

(2.10)
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fonksiyon kiimesi tizerinde,

HZ (g (x,t) = Gl(p,q), (u,0)] / / (2,t) dadt, 2.11)
iki katly integrali ile tanmimlanir (Alfageih and Misirli, 2020).

Tamm 2.5 g(v,t) = H,,> [H?, (g (v,t))] nin iki katl Shehu Déniigiimiiniin tersi

1 [otiee 1, 1 771 a
t) = H? [H? )] = — e%)d —/ Ze(¥) 2 t)d
g(l‘7 ) xt |: xt (g (:L‘7 ))} 27TZ /aioo U p27’[‘l —ioo ’Ue xt (g (I7 )) q,

(2.12)

kompleks iki katli integral formiilii ile tanmimlanir (Alfageih and Misirli, 2020).

2.2.1. iki Kath Shehu Déniisiimlerinin Varhg ve Tekligi

Teorem 2.3 g(z,t), sonlu (0, X) ve (0,T) araliklar: iizerinde siirekli ve iistel mertebeli bir

fonksiyon olsun. Bazi a,b € R degerleri icin

lg(z, t)]
elaz+bt) 0,

z,t>0

olduguna gore g(x,t) fonksiyonunun DHT degeri vardir (Alfageih and Misirli, 2020).

ispat DHT nin tanimi kullanilarak,

|12, (g (2. 1))] =

(z,t) dxdt‘

/ / ) g (z,1)| dadt
<K / / (5 —aw)=(5-0) gt
= K/ —a xdm/o e (30t gy

T - au) (q —bv)’
elde edilir.

Teorem 2.4 h(x,t) ve l(x,t) siirekli fonksiyonlardir ve iki katly Shehu doniigiimleri sirast ile
HZ, (h(z,t)) ve H2, (I (x,t)) seklinde olsun. Eger H?, (h(z,t)) = H? (L (x,t)) ise o halde
h(z,t) = l(x,t) dir (Alfageih and Misirli, 2020).
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Ispat o ve 7’ni yeterince biiyiik oldugunu kabul edelim, o halde

1 a+100 1 1

olat) = B2 [H2 (g 0)] = 5 [ 2elans |

211 Jo—ino 2mi

'yzool(

@\ﬁ

VH?, (g (x,1)) dg,

(%

—1400

olarak yazilabilir. Buradan,

—100

2mi a—100

=1(z,1),

elde edilir ve teorem ispati tamamlanmisg olur.

2.2.2. Baz Fonksiyonlari Iki Kath Shehu Déniisiimii

1. Eger g(x,t) = 1 ise, o halde,

(x,1)) / / dxdt uv
pq

2. Eger g(x,t) = el®*" ise, o halde,

(x,1)) / / (@) ot
/ / (p au)x+(q bv)t>dxdt

<p—mow—mo

3. Eger g(z,t) = ¢(®**) ise, o halde,

uv
(p — aui) (¢ — bvi)

_uv (pq + abuw) + (bpv + aqu) uvi
(PP a?u?) (¢ D)

Hy, (g(x,1)) —

(2.13)

elde edilir. Burada,
H2, (cos (ax + bt)) = “oprtabuw)

(p2+aZu?)

HZ, (sin (az + bt)) = “5megs)

yazilabilir.
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4. Eger g(x,t) = cosh (ax + bt) ise, o halde,

1 azr —(ax

H;ft (g (x,t) = 3 [H:?t (e( +bt)) 4 H:?t (e ( +bt))}
— 1 [ uv n UV 1
2 (G —an @00 T G an @)
Benzer sekilde,
1 Uy uv
Hi sinh (azx + bt :_[ B }

 ( ( ) 2| (p—au)(g—bv) (p+au)(q+bv)

5. Eger g(z,t) = 2"t™, n,m = 0,1,2,--- ise, o halde,

(x,1)) / / ”tmdzdt

6. Eger g(z,t) = 27, a > —1,v > —1 ise, o halde,

(x,1)) / / at“’d:cdt
_ / (%) pody / —(D)prar,

y = (2) ve z = (£) olsun. Ayrica, burada I (.) Euler gama fonksiyonu olmak iizere,

U atl 00 v 7+1 00
H2, (g (2,0)) = (—) [ enay (-) [ e
p 0 q 0

=T (a+1) (%)QHF('H 1) (E)WI,

elde edilir.

2.2.3. Iki Kath Shehu Déniisiimiiniin Ozellikleri

1. (Lineerlik) A2 (.) iki katli Shehu doniisiimii bir lineer operatordiir, yani
Hy, [(ag + bh) (z,6)] = aHy, [g(w, )] + bHS, [A(x,1)],

dir.
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Ispat

HZ, [(ag + bh) (x,1)] / / (ag + bh) dxdt

/ / (x,t) dzdt
+b / / (z,t) dudt

= aHy, [g(x, 1)) + bHG, [h(@,1)].

2. Skaler o6zelliginin degisimi

Eiter 2, (g (x.1)) = G ((p.0). (u,0)) ise, HZ (g (az, 1)) = 5G ((2,9) . (u,v)
dir.

Ispat DHT’nin tanimi kullanilarak,

H?, (g (ax,bt)) / / (az, bt) dzdt, (2.14)

bulunur. (2.14) denkleminde y = ax ve z = bt yazilarak

elde edilir.

3. Oteleme ozelligi

Bger 12, (g (2,)) = G (9. 0), (u, v)) ise,
HZ, (e tg (2,8)) = G ((p+ au, q + bv) , (u,v)),
dir.

Ispat DHT’nin tanimi kullanilarak

HZ, (e @t g (,1)) = / / e (%) e (@m0 (2, 1) dudt
0 0

eo [ (p+aw)z | (q+bv)
_ / o~ () ) dedt
0 0
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bulunur.
4. Teorem 2.5 H (x,t),

1 xr>a,t>b
0 aksi halde

H(z—a,t—0) =

ile tammli Heaviside birim fonksiyonu olmak iizere; eger HZ (g (z,t)) =
G ((p,9), (u,v)) ise,

Hit [g (x —a,t— b) H (1’ - CL,t - b)] = 6_a%_b%G ((p, Q)a (U,U)) )

dir.

ispat DHT’nin tanimindan

gx—a,t—0)H (a:—at—b)]

/ o
/ / ~(%+9) g(x —a,t —b)dxdt

dir. x+ —a = y ve t — b = z yazilarak,

/ / p(y+a)+4(2+b)) (y, Z) dde
— () / / o ,2) dydz

= e (B2, (g (2,1),

:\'”
c\ﬁ

g(x—a,t—b)H (x —a,t —b)dxdt

'c
e"“

elde edilir.

5. x’e gore birinci ve ikinci kismi tiirevlerin DHT’1

HZ, (22) = (2) G* ((p, q), (u,v)) — Hy (g (0,1)),
12 (24) = (2)° G2 (9, ), (w,0)) = (2) Hi (9 (0,4) = Hy (9 (0.1)),

dir. Benzer sekilde ¢’ ye gore,

) G((p, Q)7 (U7U>> - H, (g (ZE O))
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dir. Ayrica iki degiskenli fonksiyonun karma ¢ift mertebeden kismi tiirevleri i¢in DHT 1

2 (25) = () G (oo~ (%) 9 0.0)-(2) £ (5 0,014 (0.0),

0zt wuv

ile verilir.

. Teorem 2.6 ¢g(x,t) foksiyonunun n,m € N kez kismi tiirevierinin iki katli Shehu

doniigtimleri,

-1 Y
-> (%) m@wﬂwo, (2.15)

m—1 . .
q m—1—j o
- (ﬁ m(&ﬂ@ﬁo, (2.16)

ile verilir.

Ispat Tiimevarim ispat1 agiktir..

. Teorem 2.7 £ e %’ nin iki katli Shehu doniigiimii (2.15) denklemleri ile verilirse

nm=1,2,3,... olmak iizere,

xma g (x,t) tma g(xz,t)

oxn Ve otm
DHT leri
20"g (7,1) -
H, <9C W) = (=1)"u o (HZ (g (x,1))), (2.17)
mamg (l’,t) m, m am
H, (t at—m> = (=)™ Bgm (HZ, (g (2,1))), (2.18)

ile verilir.

ispat DHT’nin tanimi kullanilarak,

(z,1)) / / (z,t) dzdt, (2.19)

elde edilir. (2.19) denkleminin her iki tarafinin p’ye gore n. kismu tiirevi alinarak
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5‘_;(11[2 / / qt)}g(:p,t)dmd
/ / ~(5+%) g (2, 1) dad
un/ / we (50 g (2, 1) dad

= ()" (H (g (n,1)))
elde edilir. Bu ifade sadelestirildiginde,
(1 (B2 (9 . 0) = H2 (2" (2,1).
elde edilir. Benzer sekilde (2.18) denklemi de ispatlanabilir.

. Teorem 2.8 (Iki katli Shehu-Iki katli Laplace dualitesi) L2, g(x,t) fonksiyonunun
(DLT)’ii olmak iizere, bir g (x, t) fonksiyonunun DHT’ii varsa,

H2, (9 (2.0) (p. ), (w,0) = L2, (9 . 0) (2, 0)).

u' v
dir.

Ispat Teoremin ispati DHT nin tantmindan agiktir. Yani,
H?, (g (x,t) (p,q), (u,v) / / x,t) dxdt
= (oot (p q)) -
zt \ 9 (.CL' ) u v

. Teorem 2.9 (Iki katli Shehu-Iki katli Sumudu dualitesi) S?, g(x,t) fonksiyonunun

(DST)’ii olmak iizere, bir g (z, t) fonksiyonunun DHT’ii varsa,

u v

H 00,0 (). (00) = 2252 (9 ot). (22,

P q
dir.

Ispat DHT formiiliinde ¢ = B o= q—t alinarak,

H2 (g (z.1) (p.q) , ( / / ) (uy,qu) dydz
:ﬁf (o0 (5:3)):

elde edilir.



24

10. Teorem 2.10 g (x, t) ve h(z, t) sirasiyla H?, (g (x,t)) ve H2, (h(x,t)) iki kath Shehu

doniisiimlerine sahip iistel mertebeli fonksiyonlar olsun. g (z, t) ve h(z, t)’nin

[g * xh] (x, t):/Ox/otg(x—m,t—)\)h(/ﬁ,)\)d/ﬁd)\

konvoliisyonunun iki katli Shehu doniisiimii
Hz, ([g# =] (2, 1)) = H, (g (x, 1)) Hyy (h (2, 1)),

ile verilir.

ispat Teorem (2.9) kullanilarak,

12, ([g * #h] (z, t)) = gsit (lg * ] (x, 1))

d (%)zsit (g (z, 1)) 5% (h(z, 1)
_ (%) S2 (g (x, t)) (%) S2, (h(z, 1))

= HZ (g9 (z, t)) HZ (h(z, 1)),

elde edilir.

2.2.4. Iki kath Shehu Yonteminin Integral ve Kismi Diferansiyel

Denklemlere Uygulanmasi

Bu boliimde, DHT yonteminin uygulanabilirligini gostermek icin bazi uygulamalarina

yer verilmistir.

Ornek 2.1

0 0 z ot
= 1 — % — ot — %t — 2.2
8%g(x,t) + 8tg($’ t) + e e —e /0 /0 g (K, \) drdA, (2.20)

Volterra Integro kismi denklemini

g(z,0) =¢", ¢(0,t) = ¢, (2.21)

baslangi¢ sartlart ile ele alalim. (2.20) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,
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(5) & (0.0), (wv) = Hi (g (0,0) + (1) & (p.0), (wv) = Hu (9 (2.0)) 222)
T —wa @-op p-wig—v) = Ha(lg = +1] . 1),

elde edilir. (2.21) denkleminde ifade edilen baslangi¢c kosullarina HT uygulandiginda,

u v
H,.(g(z,0)) = ——, H (9(0,1)) = —, (2.23)
(9.0) = 2 Hilg 0.0) = s
ulasilir. (2.23) denkleminde ifade edilen degerler 2.23 denkleminde yerine yazildiginda,
DY\ o2 4\ 2 v
-G — -G — 2.24
(3) & @ wo) = 2+ (3) 6 (@) (wo)) - = (2.24)
uv uv uv uv uv
+ — — — — =\ G2 b,q),(u,v)),
pg (p=uwq (¢—-v)p (p—u)(g—v) (pq) (P @), (o))
ulasilir. Bu ifade sadelestirildiginde,
G*((p,q), (u,v)) = —————, (2.25)
() (00D = Gy (g )
SJormuna ulasilir. (2.25) denklemine ters DHT uygulandiginda,
uv
g(x,t)=H,? [ } = "t (2.26)
ST (P Ty

ifadesi elde edilir. (2.20) denkleminden elde ettigimiz coziimler, (Idrees et al., 2018)’de elde

edilen ¢oziimler ile benzerdir.

Ornek 2.2

82 82 T t
@g(x, t) — wg(m, t) + g(z,t) +/O /o T (K, \) drd\ = ate™ e (2.27)

kismi ¢ift integro-diferansiyel denklemini

_ 8 _ T _t a _t
g(x70)_€7 axg@j?O)_ea g(O,t)—@, atg(oat)_ev (228)

baslangic kosullart ile ele alalim. (2.27) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(4)" 6 (o)) = (4) e 000 = £, (o @.0)) = (£)° 6 (@), (0

(2.29)
~ (&) Hi(g(0.) - Hy (§g <o,t>) + G ((0,0), (w,0)) + HE ([ % xg] (i, 1))
T w0 -wla—v)
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elde edilir. (2.28) denkleminde ifade edilen baslangi¢c kosullarina HT uygulandiginda,

Ha(g(2.0) = s He (aig <x,0>) _ v

Hi(90.0) = s B (o 0.0) = 2:30)

ulasilir. (2.30) denkleminde ifade edilen degerler (2.29) denkleminde yerine yazildiginda,

[<2>2 B (£)2+ 1+ T 7)“) } G (. q), (u,0)) = qu___u

v u —u) (¢ —v) p—uwov (p—u)
2,2
pv v uv uv
+ + + + , (2.31)
(@=v)u (g=v)  (p—uw’(g—v)® @—u)(¢—v)
elde edilir. Bu ifade sadelestirildiginde,
uv
G* ((p: q) (u,0)) = : (2.32)
((p, ), (u, v)) =) (a—2)
formuna ulasilir. (2.31) denklemine ters DHT uygulandiginda,
uv
g(z,t)=H,? { } N’ (2.33)
@O o g 0)

ifadesi elde edilir. (2.27) denkleminden elde ettigimiz coziimler, (Ahmed et al., 2020)’de elde

edilen ¢oziimler ile benzerdir.
Ornek 2.3 (Alfageih and Misirli, 2020)

82

1 x t
e gz, t) + g(x,t) = —a2* + 2t + 1 +/ / g (K, ) drdA, (2.34)
t 4 o Jo

kismi integro-diferansiyel denklemini
g(x,0) =0, ¢(0,t) =0, (2.35)

baslangi¢ kosullart ile ele alalim. (2.34) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(2) 6 ((p. ), (w,0)) = (£) He(9.0,6) = (2) Ha (92,0 + (0,0 +
& ((p.g), (us0)) = ““3 “2”2+%+H§t<[1**g]<x ). 2.36)

¢ p’¢ pg

elde edilir. (2.35) denkleminde ifade edilen baslangi¢c kosullarina HT uygulandiginda,

H (g (0’ t)) =0, H, (g (:L", O)) =0, (2.37)
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ulasilir. (2.37) denkleminde ifade edilen degerler (2.36) denkleminde yerine yazildiginda,
o ut? ww

—— + —, (2.38)
e e pg

[% 1= %] G ((p,q), (u,v)) = —

ulasilir. Bu ifade sadelestirildiginde,

u?v?
& (prq): (w0) = 5 5 (2.39)
formuna ulasilir. (2.39) denklemine ters DHT uygulandiginda,
g(z,t) = H,” [%} = at, (2.40)
elde edilir.
Ornek 2.4
8298(;’ i OQQaif’t) = agg;’t) gt artt=1, (2.41)
kismi diferansiyel telgraf denklemini
9@ 0)=a>, Sglr 0)=1,
g(0,t)=t, %g(o,t) =0, (2.42)

baslangic kosullart ile ele alalim. (2.41) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(5) 6w~ () o 0.0) = o (0 0.0) = ()6 (o))

u

+ <g> H; (g (x,0)) + H, (%g (z, 0)) - <%) G* ((p, q), (u,v)) + H, (g (z,0))

()

U3U ’LLU2 u

— G*((p,q), (u,v)) + e Tl = (2.43)

elde edilir. (2.42) denkleminde ifade edilen baslangi¢c kosullarina HT uygulandiginda,

3

0 2 0
(0 (00) = 5. 1 (50 0) = L0 0.0) = 5.t (a0.0) <0
(2.44)

ulasilir. (2.44) denkleminde ifade edilen degerler (2.43) denkleminde yerine yazildiginda,

[(2)2_ (9" (9) _1] G2 (g (o)) = B 4 M wu w
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ulasilir. Bu ifade sadelestirildiginde,

uv? ud 3

olarak yazilabilir. (2.46) denklemine ters DHT uygulandiginda ise,

’LLU2 U,3 713

_ g2 _ 2
denklemi elde edilir. (2.41) denkleminden elde ettigimiz ¢oziimler, (Alawad et al., 2013)’de elde

edilen ¢oziimler ile benzerdir.

Ornek 2.5

849 329 2
gy o e t? + xt, (2.48)

kismi diferansiyel Euler -Bernoulli denklemini

g(z, 0)=0,, 2g(z, 0)=2°,

g(0,t)=31tt, Zg(0,t)=0, i=1,23.

T

(2.49)

baslangic kosullart ile ele alalim. (2.48) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(1) ¢ o @ - () s - () i (Goo) mon)

- (2)m (%g (o,t)> 1, <a"9_g (O,t)) +(1) 6 (), wv)

2Quv?  uw

q) 9
— (=) H, ,0)—H, | —g(x,0) ) = —, 2.50
(%) o .0~ A, (o)) = 25 4+ 2.50)
elde edilir. (2.49) denkleminde ifade edilen baslangi¢ kosullarina HT uygulandiginda,
0 w\®
Hola0) =0, 1 (go@0) = (1)
v\’ o4
H 0,t)=1(-) ,H -g(0,t)) =0, i=1,2,3 2.51
t(g( ) )) (q) ) t(ang( ) )) y 1 y 4y 9y ( )

ulasilir. (2.51) denkleminde ifade edilen degerler (2.50) denkleminde yerine yazildiginda,

@+ @]ewown=() () () 5w m e

ulasitlir. Bu ifade sadelestirildiginde,

2 4 2,,6
w?t v )7 (2.53)

pq* * q?pS

2 ((p,q), (u,0)) = (
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olarak yazilabilir. (2.53) denklemine ters CDLT uygulandiginda,

2uvt  v*ub 2t tad
[W+ q2p6] B
elde edilir. (2.48) denkleminden elde ettigimiz ¢oziimler, (Dhunde and Waghmare, 2017)’de

g(x,t) = H?

xt

(2.54)

elde edilen coziimler ile benzerdir.

2.2.5. Kesirli Tiirev ve Integral Operatorlerinin Iki Kath Shehu

Donusumii

Bu boliimde, iki katli Shehu doniistimiiniin kesirli tiirev ve integral tanimlar1 verilmisgtir.

Teorem 2.11 p > 0 olmak iizere g (x,t) fonksiyonu parcalt siirekli ve iistel mertebeden bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, J"g (x,t) kesirli integralinin t’ye gore iki katli Shehu doniisiimii
—p
HoHy (19 (x,1) = (1) " HoHi (g (2, 1), 2.55)
seklinde tanimlanir.

Ispat t’ye gore konvoliisyonu iki katli Shehu déniisiimii kullanilarak,

t 1 % g (, t))

H:cHt (tlug (l’,t)) = Hth (F (,U)

1 (o P ) s )

- (2) 8 H,H; (g (x,t)),

v

olarak yazilabilir.

Teorem 2.12 v > 0 olmak iizere g (x,t) fonksiyonu parcali siirekli ve iistel mertebeden bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, 1" g (x,t) kesirli integralinin t’ye gére iki katli Shehu doniigiimii

HoH, (g (0,0) = (B) " HoH (9 (2,1)), (2.56)
seklinde tanmimlanir.

ispat x’e gore konvoliisyon, iki katli Shehu doniisiimii kullanilarak,

ﬁx”_l * g (x,t)>

=t (st () e o 1)

HwHt (mlyg (l’,t)) = Hth (
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olarak yazilabilir.

Teorem 2.13 v, i > 0 olmak iizere g (x,t) fonksiyonu parcali siirekli ve iistel mertebeden bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, 1", 1" g (x,t) kesirli integralinin iki katli Shehu doniigiimii

HH (Vg (a.0) = (2) 7 (2) " HaH (g (2.0), @.57)

seklinde tanimlanir.

Ispat Cift konvoliisyonu iki katli Shehu doniisiimii kullanilarak,

HoH, (719 (z,1)) = H, H, (mx”_lt“_l v (2, t))
1 v—1ypu—1 T
=TT )Hth ("1t ") HoHy (g (2,t))

4 (g) (_)*” H,H, (g (z,1)),

elde edilebilir.

Teorem2.14 p,v > 0, m—1 < pu<m,n—1< v < n(m,n€N), olmak iizere g €
C*[(0,00) x (0,00)], k = max {m, n} parcali siirekli ve iistel mertebeden bir fonksiyon olsun.

Bu halde,

1. Caputo kesirli tiirevlerinin ¢’ye gore iki katli Shehu doniistimii

3

H,H, (D (e.1)) = (4) " H.H, (g(2.1)) - (9" n, (g_t <x,o>) C(@s8)

v

i
o

2. Caputo kesirli tiirevlerinin z’e gore iki katli Shehu dontistimii

( )V T (aaiz (O,t)). (2.59)

3. Caputo kesirli tiirevlerinin « ve t’ye gore iki katli Shehu dontistimii

n—1

H,H, (D" (z,1)) = <>HHt (1))

SM

H,Hy (DDl (x,0) = (£)" (4)" H.H (g(a,0)

IGEEICID)
G

. 7—1 m—1 <%>u1j <§>u1i (aig;ig(0’0)> ’ (2.60)

olarak yazilabilir.
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Ispat (1) g(x,t) fonksiyonu igin #’ye gore Caputo kesirli tiirevi

1 tmﬁufl % amg (ZE, t)

DY ) = ——— 2.61
konvoliisyon ile yazilabilir. (2.61) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,
1 1 0"g(z,t)
H,H,(D!'g(x,t) = HH, | ————t™ # 1x =222
(Dl o) = Hoft (et T
1 . J™g (x,t)
=——H.H (""" H,H | —2—2
=g e ) . (S
m—1
@@ e - S @ a4
= (4)" (%) HaH (gl 1) H 55000
7=0
m—1
D) () (5
= \= HxH 7t - - T\ A, 70 )
( om0 - 2 579 (.0)
elde edilir.
Ispat (2) g(x,t) fonksiyonu igin 2’e gore Caputo kesirli tiirevi
1 4 0"g(z,t)
Dy t) = vl N ) 2.62
konvoliisyon ile yazilabilir. (2.62) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,
H.H (DV ( t)) H.H 1 n—v—1 % ang (.T,t)
x €, = x = X —a_ .,
t\Had "\T(n—v) oxm
1 L 0"g (z,t)
= H,H, (z" V') H,H, ’
(n—v) (@ ) ! ( ox™
n—1
@[ ma -5 @ (o
(U [ u T t(g(xa )) jzo u t ) jg(oa )
P\Y nt [ v—1—1 4
—(2Y H,H ,t—(—) H 0,4) ),
() metttatenn =3 (5) " (o 00)
elde edilir.
Ispat (3) g(x,t) fonksiyonu igin z ve t’ye gére Caputo kesirli tiirevi
1 "ty (x,t)
DY Dy t) = nov=lygmepsly 7 0 2.63
+Dig (w.1) T(n— )T (m— p) t T ganatm (2.63)

konvoliisyonu ile yazilabilir. (2.63) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda ise
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1 v tymeper O g (2, 1)

:HxH n—v 1tm pn—1 )

! (F(n—y)F(m—u)x * T g,

1 e 1 Y o"mg (x,t)
= HH (" ") ————HH, (2" HH, | ——2——~

'(m—p) ' )F(n—y) (o ) t( dznotm )’
elde edilir ve
n—1 1 7
()" H, (29 (0.1))

u v
n

-(O)7T s

()" E)" T (59 (0,0)

olarak yazilabilir. Bu ifade sadelestirildiginde ise

et ot ) = (3 (4 ot (25 () (00)
RO () RO (Faen).

J

elde edilir.

2.2.6. Iki Kath Shehu Déniisiimiiniin Baz1 Kesirli Diferansiyel

Denklemlere Uygulanmasi

Bu béliimde, DHT yaklasiminin temel diisiincesi gosterilmektedir. Bu nedenle, ilk

olarak,
n

ng(x,t)JrD”gxtJrZAjat Z flx,t), m—1<p<mmn—1<v<n,
(2.64)

bagslangic kosullarina sahip,

Dig(0,t) =¢

—1,i=0,1,2,.n—1, (2.65)

Dig(x,0) = ¢; (x), (1), =0,1,2,..,m
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seklinde tanimlanan, genel yapidaki lineer homojen olmayan kesirli denklemini ele alinsin.

(2.64) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(2) Hotte (g, 0) - mié (%)M_l_ij <%) + () Heth gl 1)

IO (%)
o3 (&) oy - (4 (2]

+ZB (v )H o ))_i(g)z S <%x0f))] — H,H, (f(z,1)), (2.66)

elde edlhr. (2.65) denklemlerinde ifade edilen baslangic kosullarina HT uygulandiginda,
H, (D]g(x,0)) = ¢, H, (D39 (0,1)) = @i, (2.67)

elde edilir. (2.67) denklemi (2.66) denkleminde yerine yazildiginda,

—1—j5 _ v
(4) ot (9@ ) = D2 (D) 6+ (B) B (9w, )
=0
n-l p\v-1-i Tzl q\7 i1 g\k—1-7 -
-2 A | () Eaeen -3 (5) w
i=0 =0 k=0
n ) izl i—1—s
+> 8| (B) w9 ) = (2) sos] = HH (f(x,1),  (268)
=0 s=0
elde edilir. Bu ifade sadelestirildiginde,
m—1 4 n—1 —1—i m j—1 il
Z%V”%+Z@)1@—Z%Z(V1%—ZBZ()1@
7=0 =0 7=0 k=0 s=0

S e+ T @ T e S AT O e BT (1)
() + () + S A + S By

(2.70)
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ifadesi elde edilir. Bu denklem ise, dogrusal homojen olmayan kesirli tiireve sahip (2.64)

denkleminin, (2.65)’deki baslangi¢-sinir degerlerine gore tam ¢6ziimiinii verir.

2.2.6.1. Niimerik Ornekler

Ornek 2.6
1 9%g(z,t)
B8 _ g\z,
Dtg(m’t)_FW’ 0<p<1, x,t >0, 2.71)
zaman kesirli 1s1 kismi diferansiyel denklemini
0 3 .
g(0,t)=0, —¢g(0,t)=nE3 (—t ) ,g(x, 0) =sin (1x), (2.72)

Ox
baslangic kosullart ile ele alalim. (2.71) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(%)BG((]), 9), (u,v)) — (%)ﬁ_l H, (g (,0))

_ 1 Kgfc((p, @) (w,0) — () Hi(9(0,0) - H, (a%g (o,t))] , (2.73)

T2

elde edilir. (2.72) denklemlerinde ifade edilen baslangi¢ kosullarina HT uygulandiginda,

B—1
0 (%)
t o (5)+1 w o (5)
elde edilir. (2.74) denklemindeki degerler (2.73) denkleminde yerine yazildiginda,
B—1
) et - () 5 @ 60 -
(}) G- (3) == | () G0 ) =i
(2.75)
ulasilir. Bu ifade sadelestirildiginde ise,
- (0™
G ((p:q), (u,0)) = m——=—X o (2.76)
(&) +1) (= + ()%
Sformuna ulasilir. (2.76) denklemine ters DHT uygulandiginda,
o™ m
g(z,t)=H,? R = Eg (—t7) sin (rz) (2.77)

(&) +1) (=2+ (2)°)
denklemi elde edilir. (2.71) denkleminden elde ettigimiz ¢oziimler, (Anwar et al., 2013)’de elde

edilen ¢oziimler ile benzerdir.
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Ornek 2.7

9%g (,1)

D]g(x,t) + Dig (x,t) — e

1
—|—g(x,t):(),1<6§2,§<(5§1, (2.78)
homojen zaman kesirli kismi diferansiyel telgraf denklemini

g(ma O) =0 7gt($7 O) =e"
9(0,t) =tEs 55 (~t"°), 9. (0,) = tEs 52 (—t7),

(2.79)

baslangic kosullart ile ele alalim. (2.78) denkleminin her iki tarafina DHT uygulandiginda,

(4) ¢ . o) = (4) o .0) = (£) 21, (0, 0.0)
+ (%) @«p,q),(u,v))—(%)“ﬂ (0.0) - (2) @ (w.0). (1)
#(2) #lg 0. + (529 0.0)) + G () 0) =0, .50

elde edilir. (2.79) denklemlerinde ifade edilen baslangi¢ kosullarina HT uygulandiginda,

1)57(572

(07 +1
(2.81)

—
—~

Hy (g (2,0)) =0, Hy (g:(2,0)) =

, Hy (g (O7t)) = H, (gw (Oat)) =

8—2 B—5—2 B—5—2
a\° (g)‘[ (zg) } . O ) (B (®)
)+ () -G ] e@arwm =g - ey - et
(2.82)
ulasilir. Bu ifade diizenlendiginde,
: ORI
G (), (u, ) = ((%)ﬂ_5+1> (CEN) (2.83)
seklinde yazilabilir. (2.83) denklemine ters DHT uygulandiginda ise,
@
g(z,t) = H? v =te"Eg_g0 (—t°7°), (2.84)

T ) ()=

denklemi elde edilebilir. (2.78) denkleminden elde ettigimiz ¢oziimler, (Joice Nirmala and

Balachandran, 2014)’de elde edilen ¢oziimler ile benzerdir.
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2.3. Tek Kath Aboodh Doniistimii

Bu bolimde, Aboodh doniigiimii ayristirma yontemini kesirli

Black-Scholes

denkleminin ¢6ziimii i¢in uygulanmistir. Bu yontem, Aboodh doniisiimii ile Adomian

ayristirma yontemi arasinda bir birlesimdir. Bu yOntem, sabit ve degisken katsayili Black

-Scholes denklemini ¢6zmek i¢in kullanilmaktadir.
Tamim 2.6 B bir fonksiyonlar kiimesi ve
B = {f(t) : HM, k’l,k'g > 0, |f(t)| €Ut < M}

olmak iizere, f(t) fonksiyonunun tek katli Aboodh déniigiimii,

1
AlfW]==[f(t)e™dt, t>0, ks <v<hy
U o
seklindedir.

Tamim 2.7 Tek katli Aboodh dontistimiiniin tersi,

1 atico
ft)==— [ ve"K(v)dv,

2T a-ico

seklinde tanmimlanir.

(2.85)

(2.86)

(2.87)

Lemma 2.3 Aboodh doniisiimii taninu kullanilarak kolay hesaplamalar ile asagidaki sonuclar

elde edilmektedir;
1. All] = U%,

s—r—1

7. AtV E,, (ct®) = 1, || < Jv°|.

s—_¢c

8. Au" (t)] = v2A (u(t)) — “© — 4(0),
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o A[u (0] = v |4 (ute) - E 25

k=0

Lemma 2.4 Bazi kismi tiirevlerin tek katlit Aboodh doniisiimleri;

1 A[HER0] — v A (f(w,y,t) - Lo,

2. A|BLe) A (f(a,y, ) — LLELO — f(z,y,0),

oz oxm

3 A M] :8_”A(f(x7y,t)),

4. A[RDtaf(‘ray?t)] =v” |:A(f(flf,y,t))— Z W} ) —1<n-—-1 SO{<TL,
k=1

n—1 __ _
5. A[D f(x,y,t)] = 0™ {A(f(x,y,t)) - > W} , n—1<a<n,
k=0

seklindedir.

2.3.1. Aboodh Ayristirma Yontemi

Bu boliimde, Aboodh ayristirma yonteminin temel adimlarina yer verilmistir. Bu

nedenle ilk olarak,

Dbu(z,y,0) = fr,k=0,...,n—1, (2.88)

baglangi¢ kosullarina sahip,

Difu(z,y,t) = L (u(z,y,8)) + N (u(z,y,1) + g (2, 9,1) (2.89)

seklinde tanimlanan, genel dogrusal olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemi ele alinsin.
Burada, D{u (z,y,t) Caputo kesirli operator, ¢ bilinen fonksiyon, L dogrusal diferansiyel

operatorii ifade eder ve N dogrusal olmayan diferansiyel operatordiir.

(2.89) denkleminin her iki tarafina AT uygulandiginda,

AlDfu(x,y,1)] = AlL(u(z,y,1))] + AN (u(z,y,1))] + Alg(z,y,1)],  (2.90)

elde edilir. Aboodh doniisiimiiniin 6zelliklerine ve baslangic kosullarina bagh olarak,
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Afu(z,y,t)] = v AL (u(z,y,1))] + 0" AN (u (2,y,1))]

+ ) v (z,9,0) + v A[(g (z,y,1))], (2.91)
k=0

formuna ulagilir. (2.101) denklemine ters Aboodh doniisiimii uygulandiginda,

u(x,y,t) = Gla,y,t) + A o AL (u(z,y,t))] + v *A[N (u(z,y,1))]], (2.92)

ifadesi elde edilir. Burada G(x,y,t) homojen olmayan terimden ve baglangi¢ kosullarindan

kaynaklanan sartlari temsil eder. Burada Adomian ¢oziimii ise,

(,y,t Zun z,y,t) (2.93)

seklindedir ve

1 dm SN
An = mcu—mlN (;A “m(m’y’ﬂ)]”’ QO

olmak {iizere, lineer olmayan terimler Adomian polinom serileri ile,

(x,y,1t) ZA (uo, ur, ug, ...), (2.94)

seklinde lineerlestirilir. (2.93) ve (2.94) denklemleri, (2.92) denkleminde yerine yazildiginda,

Z up(z,y,t) = G(x,y,t)
n=0

+ A7 v A +v A

L (Z un(x,y,t)>

olarak elde edilir. bu denklem (2.95), Aboodh doniisiimii ile Adomian doniigiim yonteminin

Z An(UO, Uy, U9, )]] s

n=0

(2.95)

birlesimidir.
(2.95) denkleminin her iki tarafi orantilandiginda,
u =G (z,y,t,)
uy = A7 v AL (ug(z, y,t)] + v A [Ao]],
Uy = AL [U’QA [L(ui(x,y,t)] +v A [Alﬂ ,
U1 = A7 [T AL (un(z,y, 1)) + v “A[A,]] ,n >0 (2.96)
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elde edilir.
2.3.1.1. Aboodh Ayristirma Yonteminin Uygulamalari

Bu boliimde, bir ve iki varlifin (assets) kesirli Black-Scholes opsiyon fiyatlandirma

modellerini ¢ozmek i¢cin Aboodh ayristirma yontemi (ATDM) ele alinmustir.
Ornek 2.8 (Elbeleze et al., 2013)

D (z,t) = D*u(z,t) + (k — 1) Dyu (v,t) — ku(x,t), (2.97)

u(z,0) = mazx{e® — 1,0},

baslangi¢c kosuluna sahip lineer kesirli tiireve sahip Black-Scholes denklemini ele alalim. (2.97)

denklemine AT uyguladigimizda,
A(D¢u) = A(D2u+ (k — 1) Dyu — ku), (2.98)

ifadesi elde edilir. (2.98) denklemi, AT nin tiirev alma ozelliklerine gore diizenlendiginde,

v (A [u (2,8 )] ;—Qu(a;, 0)] = A(D2u+ (k — 1) Dy — ), (2.99)

bulunur. (2.99) denklemi sadelestirildiginde,

Alu (z,t)] = %u (2,0) + v *A[Diu+ (k—1) Dyu — k u]) (2.100)

(%

Jormuna ulagsilir. (2.100) denklemine ters AT uygulandiginda,

u(z,t) = max{e® — 1,0} + A (v A [D2u+ (k — 1) Dyu — k u])), (2.101)

elde edilir. Burada, Adomian ¢oziim

oo

w(z,t) = un(z,t), (2.102)

n=0

seklinde lineerlestirilir. (2.102) denklemi (2.100) denkleminde yerlerine yazildiginda,



40

Zun(a:,t) = maz {e" — 1,0} + A" (v"*A[D? Zun +(k—1)D, Zun —k Zun] ),
n=0 n=0 n=0 n=0
(2.103)
ifadesi elde edilir. (2.103) denkleminin her iki tarafi oranlandiginda,

up = mazx {e* — 1, 0}

Ups1(z,t) = A7 o= (AD?u, + (k — 1) Dyu,, — ku,, )],

(2.104)

elde edilir ve ¢oziimiin kalan terimleri ise,

uy(z,t) = A7 [o™® A(DZuo + (k — 1) Dyug — kug )]
= A7 [ A(D2max {e* — 1,0} + (k — 1) Dymaz {e* — 1,0} — kmax {e* — 1,0} )]
=A! —a (1 0 1k1 0 1k *—1,0
= A7 [ (gmaa {e”, 0} + = (k — 1) maz {¢%, 0} — —k (maz {e” — 1,0}) )]

k
=A"! s maz {e’, 0} —
v «

2ra (max {e® -1, 0})

Kt kt
- x o z _1q o
max {e®, 0} I 1 max {e , 0} i 0

kt® T T
— m [max {e®, 0} —max{e® — 1, 0}]
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up(z,t) = A~ [v™® A(DZuy + (k — 1) Dyuy — kuy )]

2 2

=—A1[v® (%maa: {e”, 0} — % (max{e® —1,0}) )]

2 2

=—-A"! Ufmmax{e 0} — k — 3 (maz {e” —1,0})

k2t2cx thQOc

= — z - 1
mazx{e”, 0} ——— [2a+1) + max{e , 0} 2o +1)
_k2t2a

= TatD [max {e®, 0} —max{e® — 1, 0}]

ile hesaplanir. Benzer sekilde,
—1 n+1kntna
Up, = #{max {e®, 0} —max{e” —1,0}}, (2.105)

['(na+1)

elde edilir. Bu nedenle, denkleminin ¢oziimii

t)=> un(z,1)

= max {e” — 1, 0} —l—i(_

— T'(na+1)

n+1
kntnoc
) [max{e®, 0} —max{e® — 1, 0}]

olarak elde edilir.

Sekil 2.1 ve 2.2, Ornek 2.8’deki problemin (2.89) ¢oziimiinii ve u(z,t)’nin x ve t ye gore

davranmisim gostermektedir. Burada o = 1 ve k sabittir.
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Ornek 2.9 (Elbeleze et al., 2013)

Dfu (z,t) + 0.08(2 + sin(x))*x* D2u (z,t) + 0.06xD,yu (z,t) — 0.06u(z,t) =0  (2.106)

u(z,0) = max{z — 25¢~ %% 0}

baslangi¢ kosuluna sahip lineer kesirli tiireve sahip Black-Scholes denklemini ele alalim. Ayni

adimlar uygulanarak

up = max {z — 25e7%%¢ 0}

Upi1(x,t) = —A7 o™ A(0.08(2 + sin(x))?2%D?u, + 0.06 D u,, — 0.06u, )]

indirgeme formiilii olusturulur ve ¢oziimiin kalan terimleri,

0.06t ~0.06
U= T gy [F ~ maw {z — 25e7, 0}],
0.06)t2«
Uy = —% [x — max {x — 25¢7%% 0}
(0.06)"¢"

i r _ or,—0.06
Uy = —F(na Y [ZB max {ZB 25¢ , O}] ,

ile hesaplanir. Boylece, denklem (2.106)’in ATDM ile analitik ¢oziimii,

t)=> un(z,t)

= max {x —006 0} — Z On%?: 1 m — max {x — 257006 OH,

seklinde elde edilebilir.

Sekil 2.3 ve 2.4, Ornek 2.9’deki problemin (2.106) ¢oziimiinii ve u(x,t) *nin x ve ¢’ ye gore

davranigin1 gostermektedir. Burada o = 1 ve k sabittir.
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Sekil 2.3. Denklem (2.106)’deki u(z,t)’nin k = 3 ve « = 1 i¢in yiizey grafigi.

Sekil 2.4. Denklem (2.106)’deki u(x,t)’nin k = 3, & = 1 ve n = 70 i¢in yaklagik ¢oziim grafigi.



45

Ornek 2.10

0%u 0%*u

2
L 0u + po10y——o " (2.107)

D?U’(Iﬂyvt>:§ 182 5382

lineer homojen iki varligin kesirli mertebeli Black-Scholes diferansiyel denklemini

uo = u (x,y,0) = max {bje” + boe’ — k,0}, (2.108)

baslangi¢c kosulu ile ele alalim. Benzer adimlar uygulanarak,

u0($7y7t) = u(x7y70)

uy, *uy, P uy,
'Ll,n+1($, y7t) = Ail |:UaA ( 5% aug _65 aUQ 105162 axgy):| y 2 07 (2109)

indirgeme formiilii olusturulur ve ¢oziimiin kalan terimleri,

up = u (x,y,0) = max {bye® + bee? — k,0}

_ [ —a 62’&0 82160 82
ui(z,y,t) = A" _v A( 528 —52 25, + 51528:583;)}

1 1 1
= At |y (553 max {b;e”, 0} + 553 max {bley,O}) ,Ua+2:|

= L 1 2 z 1 2 Y
NCES) (251 max {b;e”,0} + 252 max {be 70})

tTLOé

1 1
un(:c, Yy, t) = m (275%n max {ble”, 0} + 2—n§§n max {bley, 0}) s

ile hesaplanir. Boylece, (2.107) denkleminin ATDM ile analitik ¢oziimii,

u(z,y,t) = max {bye® + bee? — k,0}

tTZOé

+ nz:l m (2—715%71 max {blex’ 0} —+ 2—n§gn max {bley, 0}) (2.110)

seklinde elde edilir.
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u(z,y,0) = {bre” + bye? — k,0} + "¢ (2.111)

olarak secilirse

(2.107) denklemin ¢oziimii,

u(z,y,t) =max {b1e” + bee? — k,0}

+ et nZ:; m <2—n§% max {b16 ,O} + 275% max {bley, 0})

o0

t(n+1)aF(1 + Oé) 52 52 n
Tty 5 5
e ;F(1+a+na)<2+2+p12)

X Tl +a) (62 62 et
—e"y (L 24 56,0 2.112

olarak elde edilir.

2.4. Uc Kath Aboodh Déniisiimii

Bu boliimde, ii¢ katlhh Aboodh doniisiimiiniin (TAT) ve ters ii¢ kath Aboodh
doniislimiiniin tanimlari verilmistir. Yapilmis doniisiimiin bazi1 6zellikleri, teoremleri ve ispatlari
ele alanmistir. Ayrica, bu doniisiim, ii¢ degiskenli kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in

uygulanmustir.

Tanmm 2.8 f(z,y,t) fonksiyonu [0,00) x [0,00) X [0,00) iizerinde parcali siirekli ve iistel

mertebeden bir fonksiyon olsun. Herhangi bir a,b,c € R icin sup % < o0 egitsizligi

z,y,t>0

saglansin. Bu durumda f(x,y,t) ii¢ katli Aboodh doniigiimii,

[ elNe ol o]

K (p,q,7) = Awye (f (2,9, = / / / —(peay+rt) £ (¢ t) dedydt (2.113)

seklinde tanimlanir (Alfageih and Ozis, 2019).

Tanmm 2.9 f(z,y,t) nin (2.113) ile verilen ii¢ katli Aboodh doniisiimii var olmak iizere, ii¢ katl

ters Aboodh doniisiimii

1 atico . B+ioco 1 ~tieo t
F e t) = Ag (K(p.a.r) = o= " per {—. 7 e [— et K (p,q, >dr} dq} dp.

2 a—100 2m y—1i00

(2.114)

seklinde tammlanir (Alfageih and Ozis, 2019).
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2.4.1. Bazi Temel Fonksiyonlarm U¢ Kath Aboodh Déniisiimii

1. A:ryt (1) — L

p2q2r2 )

2. Agy (e4HH) = e e

3. Aa:yt(vxy ) 8;-\q/>r3’

4. Auyr (cos(z+y+1)) = (p+1€;)r(qq1rq;§)(q:+r3)’

5. Awye (sin (2 +y +1)) = GESGES T

6. Auy (cos (ax) cos (by) cos (ct)) = (

1
P (@) (=)

be

7. Agy (sin (ax) sin (by) sin (ct)) = o _a2)q(q“_b2)r(r =

8. Auy (amy"t?) = b Tt

2.4.2. Uc Kath Aboodh Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, ii¢ katli Aboodh doniisiimiiniin bazi temel 6zellikleri verilmistir.

1. Dogrusallik:

Ay (.) tig katl Aboodh déniisiimii bir lineer operatordiir, yani

Ayt [(af +bg) (x,y,0)] (p, 4, 7) =aAwye [f(2,y,8)] (0, ¢, 7) + bAsye [9(,y,1)] (P, ¢, 7)
Ispat

Agyt [(af +bg)] =

///e_(p”q“”) (af + bg) (z,y,t)dxdydt
0 0 0

//e(p”qy”t)f(x,y,t)dxdydt
0 0

// _(p”qy”t) (z,y,t)dxdydt

= aAzyt (f) + bAacyt (g)

pgr

1
pqr

]
o |

elde edilir.
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2. Skaler Ozelliginin Degisimi

Eger Ay [f(2,y,1)] = K(p,q,7) ise Agy [f(az, by, ct)] = =z K (B, 4, %) dir.

Ispat

1 [o. olaNe elpNe o)
Agyt [f(az, by, ct)] = M///e_(p”qy”t)f(ax,by,ct)d:vdydt
000

axr = u,by = v, ct = w yazilarak,

1 [o.olNe oliNe o]
Apyt [f(az, by, ct)] = —T///e_(p”qy*”)f(a:v,by,ct)da:dydt
S
1 Stqp+re
= e~ (pitas (u v, w)dudvdw
abcpqr
00 0
1 abc 17 Uy vy
- a2b2c2pqr/// PERETE) w0, w)dudvd

00 0
K(550)
a2b262 a'bc

elde edilir.

3. Olcek Degisim Ozelligi:

Eger Ay [f(z,y,1)] = K(p, q,7) ise Ay [e™* V= f(z,y,t)] = (pta)atb)(rte) e () 4

pgr

a,q+b,r+ c) dir.

Ispat

A [e—aa:—by—ctf(x n t)]

] 00 00 00
— _/// —(pm—i—qy—i—rt) —ax—by— th(x,y,t)dxdydt
bar 0 0 O
- e~ (p+a)—(g+b)y (7’+C)tf ,T,y,t dmdydt
pqr 0 0 O ( )

_ (p + a) (q + b T’ + C 70707 (p+a)—(g+b)y—(r+c)t
~ pgr(p+a)(g+b)(r+c) ¢ f(@,y, ) dwdydt
000

_(pt+a)(g+b)(r+o
pgr

K(p+a,q+b,r+c)

elde edilir.
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4. Bger f(x,y,t) = g(x)h(y)z(t) ise Awy [f (2, y,1)] = Au [9(2)] Ay [R(y)] Ar [2(#)] dir.

Ispat

‘ =

A AA S (z,y,) e~ prtaytrt) gmaz=by—ct £ (. o) t\dxdydt

g
\8 9\8
0\8 0\8

‘ ~

- (pz+qy+rt) efax*by*Ctgct)h(y)z(t)dxdydt

/
/

pqr
0
17 17 17
= —/e_pxg(x)dx —/ e ¥h(y - / e " (t)dt
p q r
0 0
= Az [9(@)] Ay [h(y)] A [2(1)]
elde edilir.
. H(z,y,t),
1 r>a,y>b,t>c
H(z—ay—bt—c)=
0 r<a,y<b,t<c

ile taniml1 Heaviside birim fonksiyonu olmak iizere,
eger K(p,q,7) = Ay [f(x,y,1)] ise
Ay [f(x —a,y = bt —c)H (v —a,y — bt —c)] = e P K (p,q,7),
dir.
ispat

A [f(x—a,y—bt—c)H (x —a,y —b,t —¢)]

1 [ olNe oliNe o]
—///e (petay+rt) [ (1 —a,y — bt —¢) H (x — a,y — b, t — ¢)] dedydt
”
PS4
1 oooooo S
=— [ [ | e f(x—a,y—b,t—c)drdydt

par a v

r—a=u , Yy—b=wuy, t—c=ugyazilarak

A [f(x—a,y—bt—c)H (x —a,y—b,t —c)]

00 00 00
1
= —eipaiqbirc / / / eipuliq’@iru‘n’f ('Lbl, U2, U3,) duldu2du3
bgr
0 0 O
= e—pa—qb—rcK (p7 q, T) )

elde edilir.
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2.4.3. Baz Kismi Tiirevlerin U¢ Kath Aboodh Déniisiimii

1. Ug degiskenli bir fonksiyonun n. tiirevinin ii¢ kath Aboodh déniisiimii

on n—1 gm
o (LGB =t 10 = S (IR0,

m=0
seklindedir.
" flxy, )\ _ S ameay (07f(,0,0)
Agyt (8—y” = q"Apye (f(z,y,t g:oq A —om )
bicimindedir.
oy, )\ S 0" f(x,y,0)
Axyt (T =r Aacyt JJ yv n;)r 2Aa:y a—m ’
formundadir.

2. Bazi kansik tiirevlerin ii¢ katli Aboodh doniistimii

P fx,y,z,t) g or
AL (Y50 _Pqy P
2y ( 8.73'8:1;815 ) pgr (paQ7T) r (p7QaO) q (p,O,r)

)
— T R0,0,7) + LK (p.0,0)+ LK(0,q,0)
p qr pr

1
+ LK(Oa 07 7”) - _f(07 07 0)7
pq pbgr

3
A:cyt (%) - TPQAxyt (f(lL‘, Y, t)) - TAyt (f(07 Y, t))

ox

T4, <3f(0,y,t)) B Z?_QAW (F(z.9.0)) + iAy (3f(0,y,0)
p q pr

Ox
LA, (F(0,5,0)).

3. Kismi kesirli Caputo tiirevlerinin ii¢ katli Aboodh doniistimii

0*f(z,y,t N o 9" £(0,y,t
Azyt (%) =P Az‘yt .23 ya ZP i 2Ayt (%)7

Q
H

0 f(x,y,t) S sokezy  (O(@,0,0)
Amyt (8—3/3) = qBAxyt (f(l’,y, t)) - qﬂ F 2Art (8—yk)v

Y m—1 & "
Ay (éli&iﬁﬁfl) ::rmAxw<f(x,y,w>__§£:,ﬁk%AMI(Q_i%égﬁgg)‘

ot
k=0

)
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2.4.4. Uc Kath Aboodh Déniisiimiiniin Uygulamalar:

Bu béliimde, ii¢ katli Aboodh doniisiimii, uygulanabilirligi ve etkinligini gostermek i¢in bazi
farkli 6rneklere uygulanmistir.

Ornek 2.11 (Alfageih and Ozis, 2019)

P f(x,y,1)

D f(x,y,t) = EICRE 0<a<l, (2.115)

kesirli kismi diferansiyel denklemini

f(x,y,0) = sin(zx) sin(y), (2.116)

baslangic ve sumir kosullart ile birlikte ele alalim. (2.115) denkleminin her iki tarafina ii¢ katli

Aboodh doniisiimii uygulandiginda,

Tanyt (f(xv Y, t)) - Ta72Amy (f<x’ Y O))

= 1 Ao (10 ,1)) = A (F(0,0.0) = Sy (

(9f(0,y,t)) 2.117)

ox

elde edilir  (2.116) denklemlerinde ifade edilen baslangi¢c kosullarina Aboodh doniigiimii
uygulandiginda,

1 1
(p+1)q(g+1)

Agy (f(2,y,0)) = Ayy (sinasiny) = .

Ayt (f(07 Y, t)) = Ayt(o) = Oa

8f(07y7t) _ Ta72 1
Ayt( o ST (2.118)

elde edilir. (2.118) denkleminde ifade edilen degerler, (2.117) denkleminde yerine yazildiginda,

a—2 1 1
o« _p?) A, t) = —- - 2.11
(T p ) yt (f(flf,y, )) pq(qg + 1) p2 +1 ro 1 ’ ( 9)
ulasilir. Bu ifade diizelendiginde,
ro—2 1 1

A, Sy, 1)) = , 2.120
yt (f(ZE Y )) TO‘-I—lp(pg—f-l) Q(q2+1) ( )

seklinde yazilabilir. (2.120) denklemine ters TAT uygulandiginda ise,
o) = A (s ) s B ), @a2)

x,y,t) =A, = sin(x) sin W(—t%), .
Y A+ 1p(p? 1) q(¢? + 1) ’

ifadesi elde edilir.
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Ornek 2.12 (Alfageih and Ozis, 2019)

P f(x,y,t)

Dudyot + fla,y,t) = 3e 2T, (2.122)

homojen olmayan iiciincii mertebeden Mboctara kismi diferansiyel denklemini

f(0,y,t) = e 21,
f(x7 O’ t) - 6_z+t’

flz,y,0) =e "2, (2.123)

baslangic ve simir kosullart ile ele alalim. (2.122) denkleminin her iki tarafina TAT
uygulandiginda,

1
p(p+ )alg +2)r(r — 1)

(pgr + 1)K (p,q,7) = U(p,q,7) + (2.124)

elde edilir. Burada,

pq br qr p q
U(p)Q7T) = 7K(p7Q7O> + ?K(]LO,T) + ?K(Oa q, T) - JK(pa()vO) - p_’f‘K(O’(L 0)

1
- LK(Ov Oa ’I“) + _f(07 07 0)
pq par

_ pgr — 2
pp+1)g(q+2)r(r —1)

elde edilir. U(p, q,r) 'nin degeri (2.124) denkleminde yerine yazildiginda,

1

K(p,q,r) = , (2.125)
p.q.7) p(p+1)glg +2)r(r —1)
ormuna ulagilir. (2.125) denklemine ters TAT uygulandiginda,
f ) Vg 4
flz, oy, t) = e " 2H (2.126)
denklemi elde edilir.
Ornek 2.13 (Alfageih and Ozis, 2019)
0? t) 02 t 0 t
feyt)  Of@yt) ofwyt) _, (2.127)

0x? oy? ot

difiizyon kismi diferansiyel denklemini
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fla,y,0) = "2, (2.128)

baslangic ve simir kosullart ile ele alalim. (2.127) denkleminin her iki tarafina TAT

uygulandiginda,

P+ —r)K(p,q,r) =U(p,q,7), (2.129)
elde edilir. Burada,

Up.gr) = Ay A (£(0,9.1)) + %Ayt <%) - Aut (f(,0,8)) + éAyt (—af %’yo’ t))

Ay ((2,3,0)
r e —r
plp = Dalg —2)r(r = 1)’

elde edilir. U(p, q,r) 'nin degeri (2.129) denkleminde yerine yazildiginda,

1

K(p,q,r) = , (2.130)
(p.4:7) p(p — Dglg —2)r(r — 1)
ormuna ulagsilir. (2.130) denklemine ters TAT uygulandiginda,
f $ V8 g
flz,y,t) = e T2t (2.131)

ifadesi elde edilir.
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3. UYUMLU (CONFORMABLE) LAPLACE DONUSUMU

Bu boliimde, matematiksel fizikteki bircok karmagik olguyu ifade eden, uyumlu
kesirli tiireve sahip diferansiyel denklemler ve uyumlu kesirli tiireve sahip kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin tam ¢Oziimlerini elde etmek icin Uyumlu (conformable) iki katli Laplace

Doniistim Metodu (CDLTM) kullanilmaktadir.
3.1. Tek Uyumlu Laplace doniisiimleri

Tanmm 3.1 ¢ (7),7 > 79 parcalu siirekli ve iistel mertebeden tek-degerli bir fonksiyon olsun.
¢ (1) ’nin uyumlu Laplace Déniigiimii (CLT),

(0.)
_ (r=m9)P

85 (0) = L2, (0 (r)) = / et (r) ds (7, )

70

:/e 75 (1) (T—To)ﬁildT,VqEC, (3.1

seklinde tamimlamir. Burada, 79 € Rve 3 € (0,1] (Abdeljawad, 2015).

Teorem 3.1 ¢ (7),7 > 0 reel degerli bir fonksiyonu olmak iizere, $p(q) = L° (o (7))
CLT’niin var oldugu kabul edilsin. O halde, p (q) = L (¢ (7)) = [e ¢ (7)dr klasik LT
0

ifade etmek tizere

L(e(r) =L (o ((87)7)) (3:2)

dir (Abdeljawad, 201)5).

3.1.1. Uyumlu Laplace Déniisiimiiniin Bazi Ozelikleri

Bu boliimde CLT nin bazi temel 6zelliklerini sunulmaktadir (Abdeljawad, 2015; Ozkan
and Kurt, 2018a)
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1. Dogrusallik Ozeligi:
Eger, 95 (q) = L7 (¢ (1)) ve d3 () = L7 (¢ (7)) ise

LP(p(r)+¢(r) =L (¢ (7)) + L’ (¢ (7))
= @5 (q) + 05 (q)

bagintis1 gecerlidir.

2. Birinci Oteleme Ozeligi:
s (q) = L7 (¢(7)) ise

dir.

3. Olcek Degisim Ozeligi:
s (q) = L (p (1)) ise

1
LP (o (k7)) = 585 (15 )+ k€ R,
ifadesi yazilabilir.

4. Goriintii Fonksiyonunu Tiiretme Ozelligi:

s (@) = L7 (¢ (7)) ise

pm dg™
dir.
. . dPo(r) d*Po(r) d=DBy(r) .. . ..
Teorem 3.2 7 > 0 kosulu icin p (1), T 2y —gmmns - Stireklive T > 0 kosulu igin

n 3 ..
dd—iﬁj) iistel mertebeden ve pargali siirekli ise
-

d" (1) nl dJB O)
P = n—1-j 3.3

dir (Ozkan and Kurt, 2018a).

Ornek 3.1 k € R icin bazi temel fonksiyonlarin CLT’i

1. LP (k) =%
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2. 17((5)) = e,
B
3 LB (€<ﬁ)> - 1
q—1’
B S
B +k( # _ I(s+1)
4. L (6 ('B) B) ) - (q:Fk})S+1’

_ k
( > - (q2+k2)7
. 8 k
6. LB (Sln (F)) = m,Q > |k5|,
7. I° (cosh <k§)> = 0> [kl

Teorem 3.3 3 € (0,1] ve ¢ > 0 kogullart i¢in $5 (q) = LP (o (1)) ve ¢s (q) = LP (¢ (7)) ise

~

LP (o (r)x ¢ (1)) = @5 (q) 05 (q), (3.4)

dir. Burada, ¢ (1) * ¢ (7), ifadesi ¢ ve ¢ fonksiyonlarimin konvoliisyonunu ifade etmektedir
(Ozkan and Kurt, 2018a).

3.2. Iki Kath Uyumlu Laplace Déniisiimii

Tanmm 3.2 ¢ (z,7) : [xg, 00) X [10, 00) — R iistel mertebden ve parcalr siirekli reel bir
fonksiyon, xo, 79 € Rve v,5 € (0,1] olsun. CDLT’i ¢(p,q) asagidaki sekilde integrali var

olmak iizere

A NERES
5(p.q) = L'L2 (¢ (2, 7) / / ” o (2,7) dy (2, 20)ds (7, 7)

o TO
(x— 10 (r— 7'0)’8
// T )go (x,7)(x — xo)"_l (1 — To)ﬁ_l dxdr, (3.5)
o To

formu ile tanimlanir (Ozkan and Kurt, 2018b)

Teorem 3.4 ¢ (z,7) : [0, 00) X [0, 00) — R reel bir fonksiyon olmak olmak iizere ¢(p,q) =
LYLP (o (x,7)) CDLT nin var oldugu kabul edilsin. O halde, o(p,q) = L.L. (¢ (x,7)) =
[ [ e~ ®Pe+a) o (2, 7) dedr klasik (DLT)’i ifade etmek iizere,

00

—

LLLE (¢ (2,7)) = LaLe (¢ ((v2)?, (87)7)) (36)

dir (Ozkan and Kurt, 2018b).
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3.2.1. iki Kath Uyumlu Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

CDLT’in bazi temel 6zellikleri asagida verilmektedir (Ozkan and Kurt, 2018b).

1. Lineerlik Ozeligi
Eger k; ve ky keyfi sabitler olmak iizere, ¢ ve ¢’nin CDLT leri var ise;
ILE (o (a,7) + ¢ (2.7)) = LELE (i (w, 7)) + LELE (6 (2, 7))
dir.

2. Birinci Oteleme Ozeligi
p(p,q) = LyLY (¢ (z, 7)) ise

. 8
L:Lf ( (T)id<7>g0 (z, 7‘)) =¢(pFe,qFd), c,deR,
dir.

3. (")l(;ek Degisim (")zeligi
@(p,q) = LYLE (p (z,7)) ise

1
LU (¢ (cx,dr)) = = (5, L), c,d€R,
ifadesi yazilabilir.

4. Goriintii Fonksiyonunu Tiiretme Ozelligi

@(p,q) = LYLE (p (x, 7)) ise

v\ " B\ ™ ontm
vrg((® T _ L qyntm ¢ (p.q)
LL(() (5) so(x,f))—( 1y S Bl nme N,

dir.

Teorem 3.5 v,5 € (0,1] ve n,m € N olmak iizere, v (z,7) € C*(RT xR%);2z =

max {n,m} olsun. Ayrica, ¢ (x,T), ajﬁaf%ﬂ ve Wa“i(j”) j=12...,mi=12,...,n
fonksiyonlarmmin CDLT leri var olsun. Bu durumda,
v (z,7) S iy (070 (0,7)
LVLP | —= L) = pn¢ Oy o e kA 3.7
oLy ( pye p"op ;p r Oz ; (3.7)
oo (z,7) s OBy (x,0)
e ———>2) = melhpy [ 3.8
ol ( 9omB =q"¢(p.q ;q z 57 ) (3.8)

yazilabilir (Ozkan and Kurt, 2018b).
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Teorem 3.6 v € (0,1],r € R ve ¢ keyfi sabit olmak iizere,

v\ r—1 v\ YV v—r
xT X
L; ((—) Eyp (C (—) )) =L < (3.9)
14 v p-—cC

dir.

3.2.2. iki Kath Uyumlu Laplace Yonteminin Temel Fikri
Bu boliimde, CDLT yaklasiminin temel adimlar1 gosterilmistir. Bu nedenle, ilk olarak,

08 x” 0) - i
87’j6¢ _a _77] 7 ;

oW 8 B
9 Z =012 ..n—1, i=012 ..m—1. 3.10
ax”(’ﬁ) ¢(6) 7 " " 10

baslangi¢ kosullarina sahip,
x TP
hl—,— 3.11
( v 7 ﬁ ) Y ( )

n aj,B xrY v Tﬂ
S age (55) + X b (55) -
seklinde tanimlanan, genel yapidaki dogrusal (CFPDE) denklemini ele alalim. (3.11)

=0

denkleminde 0 < v < 1,0 < 8 < 1,(x,7) € R2, Vj,i, A; ve B, reel sabitler, h kaynak
%, % operatorleri sirasiyla z’e gore v. ve 7’ya gore 3. mertebeden
ardisik olarak ¢ ve j kez CFD ifade etmektedir. (3.11) denkleminin her iki tarafina CDLT

terimi olmak iizere

uygulandiinda,

24

. S aw 7_/3 i R
DO R S A 4 =l 0.5 )| =0 (3.12)
i=1 s=0 J

elde edilir. (3.10) denklemlerinde ifade edilen baslangi¢ kosullarina CLT uygulandifinda,

n—1 T
. . akﬁ Y
¢ (p.q Zq L (Tkﬁcp( 0)) +

»—AO

iV B
L (aasto (0 ;)) 9i(a). (3.13)

ulagilir. (3.13) denkleminde ifade edilen degerler (3.12) denkleminde yerine yazildiginda,



59

n n—1 m m—1
AP0 =Y " 0 0) | + Y Bi | e g) = Y p’"‘s‘l%(Q)] = h(p,q),
=0 k=0 i=1 s=0

elde edilir. ¢ (p, q) ifadesi ¢oziildiigiinde,

= h(p,q) + ) (Aj : Q"’”ﬁk(p)>

§=0 k=0

m m—1
+ <Bz‘ >, pm_s‘%(q)) , (3.14)
i=1 s=0

(p.q) [Z ?A+ ) 1'B
=0 i=1

ulagilir. Bu ifade diizenlendiginde,

h(p, q) +§% (Aj :;:qm“ﬁj(p)) + é (Bi b3 pm“@(Q))

~ s=0
¢(p,q) = , (315
¢ Aj+ > p'Bi
j=0 i=1
sekilde yazilabilir. (3.15) denklemine ters CDLT uygulandiginda,
. n n—1 1 m m—1 12
s i)+ 3 (48 i) + £ (875 o)
v T 1r-1 j=0 k=0 i=1 5=0
® (7 ) = Lx LT )
v’ p no mo
[Z @ A;+ 2, B
5=0 i=1
(3.16)

ifadesi elde edilir. (3.16) denklemi, dogrusal uyumlu kesirli tiireve sahip (3.10) denkleminin, (3.11)

denklemindeki baglangic-sinir degerlerine gore tam ¢oziimiidiir.

3.2.3. iki Kath Uyumlu Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Uygulamalari

Ornek 3.2 Asagidaki lineer homojen olmayan uyumlu problemi goz oniine alalim.

By 0%

55 "o T =0 0<wB <1 (3.17)

v 5
0 (o, T ) —0. (3.18)



(3.17) denkleminin her iki tarafina CDLT uygulandiginda,

¢0,9) | .

. . . . 0 .
¢¢ (,a) = (p,0) = P*¢ (P, @) + P (0,9) + =5 7= + P (p,q) = (0,9) = 0,

elde edilir. (3.18) denklemine CLT uygulandiginda, baslangi¢c kosullar

1 1
70 )
¢ (p,0) = — pe
-2(i-S)
q 2
9¢ (0,9) ~0,
ox?

olarak elde edilir. (3.20) denklemi ve (3.19) denkleminde yerine yazildiginda,

(q—p2+p)¢7(pq)=<1—1)—p<1+1>—<1+1>
’ p—1 p? q ¢ g q¢*)’

ifadesine ulagsilir. (3.21) denklemi diizenlendiginde,

1 1 1, 1 T,
(Fi-#)-»(i+F) - (G+3)
(¢ —p*+p)

Sformuna ulasilir. (3.22) denklemine ters CDLT uygulandiginda,

i rﬁ) . _1[ 1 1 1 }
o= ) =L s~
(V B T lqlp—1)  @p?  ¢*p

¢ (p,q) =

elde edilir. v, B = 1 i¢in tam ¢oziimii,

olarak elde edilir (Lesnic, 2000).

Ornek 3.3 Asagidaki lineer homojen olmayan uyumlu problemi ele alalim;

82f8<,0 0% v find B
_ _ = —92¢4j — i — <
5.8 D02 2¢p 2sm<y>sm<6), 0<v,p<1

(3.19)

(3.20)

3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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(3.25) denkleminde ifade edilen baslangic kosullarina CLT uygulandiginda,

¢ (p,0) =0,
¢ (0,q9) =0,
"¢(0,q) 1
oxv 1+q¢?’
9%% (p,0) 1
e et (3.26)

seklinde yeni kosullar degerleri elde edilir. (3.16) denkleminde oldugu gibi (3.24) denkleminin ¢oziimii

xY TB _ r—17r-1 1 1 1 2
(p<u’5>_Lx b {(qQ—p2—2)<1+p2_1+q2_(1+q2)(1+P2)>]

L' [(1 " q2)1(1 +p2)]

v B
= sin (i) sin <Tﬁ> , 3.27)

seklinde elde edilir. v, B = 1 icin tam ¢oziimii,

o (x,7) = sin(z)sin(T),
olarak elde edilir (Dhunde and Waghmare, 2017).

Ornek 3.4 Asagidaki lineer homojen olmayan uyumlu problemi ele alinsin;

8ﬁ(p 63V(p o’
_ <1 2
o8 T oaa T g =0 0P S (3.28)

B B
T 27
07 h =e 7 9
7 < B
o” ’7"8 Qﬁ
07 ey = - s )
aw@< B) ’
0% ™ kil
6ZEQVSD <07 ? ) = 62 A (3.29)
(3.29) denkleminde ifade edilen baglangi¢ kosullarina CLT uygulandiginda,
1
D 70 = T
P(p0) =17 ’
p 0, = )
P (0.0) = —5— .
¢ (0,q) _ 1
oxV —24q’
0%¢(0,q) 1

= 3.30
= T3ia (330)
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n=1,m:3,A0:0, A1:1, Blzl, BQZO, 33:1, h(x,T):()

degerleri ve (3.30) denklemindeki kosullar, (3.16) denkleminde yerine konuldugunda,

v B 1 1 2 1 1
o ("ET> = ;'L [ s ( +rF___P + )}
v’ B (¢+pP+p) \1+p —-2+q —-2+q¢ -2+q —2+¢

_r—17-1 1
‘%LTL4+@0HJ
— 62(%*(%), (3.31)

denklemi elde edilir. v, 5 = 1 icin tam ¢oziimii,

27—z

plr,7)=e ,

olarak elde edilir (Dhunde and Waghmare, 2017).

Ornek 3.5 Asagidaki lineer homojen olmayan uyumlu problemi ele alalun;

841/30 826(,0 v 7-5 7—5 4 B
aﬁv*@ﬂﬂ‘<u><ﬁ>‘<ﬁ> -0 632

TV B
i o (0, T ) —0, r=1,2,3. (3.33)

(3.33) denkleminde ifade edilen baglangi¢ kosullarinda CLT uygulandiginda,

@(p70)207
°¢(p,0) 1

ors pb’

2

g O7q = “F»
¢(0,9) 7
v
8$W<,0(0,q)=0, r=1,2,3, (3.34)

elde edilir. m =4, n =2, Ag = Ay =0, By =By =By =0, By =1, h(p,q) :(pcll)2 + B

degerleri ve (3.34) denklemindeki kosullar, (3.16) denkleminde yerine yazildiginda,



w(i"af)ﬂﬂfhuq 7+ * G+ 0)
SERes
1;0( ) (5)5(5) 6

sonucuna ulasihr. v, 8 = 1 icin tam ¢oziimii,

1 1
o(x,7)= m?:ﬂ‘r’ + 57'4

olarak elde edilir (Dhunde and Waghmare, 2017).
Ornek 3.6 Asagidaki lineer homojen olmayan uyumlu problemi ele alalim.

OBy 9P n oLk
or2  9x2v - 9rP

(59)-

0 (2 0) o ().
oo5)-(5)(5).
7 05)- (5)5-((7)

(3.37) denkleminde ifade edilen baslangi¢ kosullarinda CLT uygulandiginda,

4P =0, (3.36)

@(p,()) =0,
9°¢(p,0) 1
o p-1
X o 1
¢ (0,9) = axl,@(QQ): Zid (3.38)

elde edilir n =2, m =2, Ay=A1 =As =1, By =0, By =—1, h =0, dederleri ve (3.38)
denklemindeki kosullar, (3.16) denkleminde yerine yazildiginda,

v B
¢ (‘” T) = ;'L

=
i i

(p—1)(¢*+q)

-(G)ma(-(2)

sonucuna ulasihir. v, 8 = 1 icin tam ¢oziimii,

o (z,7) =1e"E12(—T),

olarak elde edilir (Joice Nirmala and Balachandran, 2014).
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Ornek 3.7

0o 0%y A v B
8x2’/ — W = Sin < y > 5 0 <7< ]., F> 0. (340)

uyumlu kesirli mertebeden lineer homojen olmayan sinir degeri problemini

1%
o (x 0+> —0,
1%

¥e) v
0% (x 0+> —0,

o8 \ v
8
@(Q%) =0,
8
0 <1TB> -0, (3.41)

baslangic-sinir sartlart ile ele alalim. (3.40) denkleminin her iki tarafina CLT uygulandiginda,

) ) 8% (0,q) . . 9°¢ (p,0) ™
2 ) 2 ’
"¢ (p.q) —p (0, 9) e ¢ (p,a) +a2(p,0) + —5 3 T ) (3.42)
elde edilir. (3.41) denkleminde ifade edilen baslangi¢c kosullarina CLT uygulandiginda
@ (p,0) = 0,
®(0,q) =0,
8°® (p,0)
) 343
orP 0, (3.43)
elde edilir. (3.43) denklemindeki degerler, (3.42) denkleminde yerine yazildiginda,
. 0"¢ (0, q) . m
2 ) 2
- - = 3.44
¢ (p.q) e ¢ (p,q) T ) (3.44)
elde edilir ve
(0. q) = L 0"9(0,9) 1 T
o (»? —¢*) Oav (»* = ¢?) q (% + p?)
B 1 [8”@ (0,q) v ] B 1 v
=)L oav q(m+q¢*)]| (72 +¢%) q(n*+p?)
1 1 1 "¢ (0,q) T ] 1 0
= — + + — (3.45)
2q {(p—Q) (P‘HJ)] [ dx¥ ¢(m*+¢*)] (n*+¢%)q (7 +p?)

(3.45) denklemindeki ifadeye ulagsilir. x’e gore ters CLT uygulandiginda,

o 1 fid _gzY 3”95 (O,q) T 1 . ¥
T = |ed7v 7y _
o (x,q) 5 e +e ] [ » + 7 5 q2) 7 3 q2) Sin » , (3.46)
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elde edilir. %V — 1 iken, ¢ (x,q) — 0 ve a”gig,q) = q(WEqu) sonucunda,

. _ 1 [ ma”
o(x,q) = 21 sin < > > , (3.47)

ifadesi elde edilir. T’e gore ters CLT uygulandiginda,

v B v B
¥ (f/, 7‘5) = %sin (T) [cos (?) - 1] ) (3.48)

sonucuna ulasihir: v, 8 = 1 icin tam ¢oziimii,

o(x,7)= % sin (7x) [cos (n7) — 1],

olarak elde edilir (Dhunde and Waghmare, 2013).

3.2.4. Uyumlu iki Kath Laplace Ayristirma Yontemi

Bu boliimde, CDLDM’nin amacit;
hi,hs kaynak fonksiyonlar, Ry(.), Ra(.) lineer operatorler ve xi(v,w), x2(v,w) lineer

olmayan operatorler olmak iizere,

851) 0Pv P T8

67’6 (9 P +R1(U w) +X1(U w) h < P ﬂ )

Pw  orw zP P

W—i_ 9P +R2(’U 'LU)+X2(U w)—h2<p ,8) (3.49)

baglangi¢ kosullar ile verilen,

P
p p

w (x,0> - (‘T) : (3.50)
P p

genel formunda tanimlanan lineer olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip kismi differansiyel denklem

sistemi ele alinarak ifade edilmistir.

(3.49) denklemine CDLT’i uygulandi8inda,

F Hi(p, 1 0Pv
Vipg =8 a1y, ( + Ri(v,w) + xa (v, w>>
p q QP
G Hs(p, 1 0w
W (p.q) = S’) - 2(5 D _Lppps (ap + Ro(v,0) + xa(v, )) , (3.51)
olarak yazilabilir. Burada, F'(p),G(p) fonksiyonlarinin CLT leri siras1 olarak f (%) ve g (%) ile
gostermektedir. Ayrica, hq ( ’TB> ve ho <— —) ifadeleri Hi(p,q) ve Ha(p,q) fonksiyonlarinin

CDLT’lerini ifade etmektedir. (3.51) denkleminin her iki tarafina ters CDLT uygulandiginda,
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o PN (af —1y-1 (Hi(p,q) 1,1 (1 0Pv
u<p,5> —f<p>+Lx I ( ; > — ;'L (ngL <W+R1(v w)+X1(v,w))>7
B
w <xpp’7'5> =g (ij) +L;1L;1 <H2(p,Q)) _L;1L;1 <1LPL18 <gpq:1 —|—R2(U w) —|—X2(U u}))) ,

(3.52)

p B i p B
w <‘7; ;) = z_jwn (‘xp ;) (3.53)

e (%)

Bn:WM[N<Zew>] ,m=0,1,2, ...
1=0 e=0

esitlikleri olmak tizere, lineer olmayan terim Adomian polinom serileri ile

o P B
Xl(vaw) = ZAn <p7 Tﬁ> )

n=0

> p B
xa(v,w) =" B, (i) ;) , (3.54)

n=0

seklindedir ve

formunda lineerlestirilir. (3.53) ve (3.54) denklemleri (3.52) denkleminde yerlerine yazildiginda,

xp> _i_LflLfl (Hl(p)Q))
p v q

Y wn=g <xp> + L't <H2(p’ q)) (3.55)

q

B S (;L L’ ((%:P (Z wn> + Ry (Z vn,an> + ZB ))

n=0

ifadesi elde edilir. (3.55) denkleminin her iki tarafi oranlandiginda,

wo = g <$p> + L' <H2(p’ q>> , (3.56)
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elde edilir ve

1 4
vy = —L;lL;l <qL§L£ ((fwl) (Un_l) + Rl(vn—lywn—l) + An_1>> ,
1 oF
wy, = —L; 'Lt <qL§L§ <xf’ (wn—1) + Ra (vn—1,wn_1) + Bn1)> ,n=123,.. (357

sonucuna ulagilir.

3.2.4.1. Uyumlu Iki Kath Laplace Ayristirma Yonteminin Bazi

Uygulamalari

Ornek 3.8 (Alfageih and Kayijuka, 2020)

9Pv A 0Pv 1
v+ w =
orP oxP ’
APw or
—=1, 0<ppB <1
58 YT o

{L’p 7_'8) _ﬁ -1 _1< 1 > _i 7—6
wo| —,— | =e ¢ +L, L — | =e 7 + —,
<p B ©T \pg? B
p B 1
wy < %) =t <L§L£ (wo + Bn_1)> ., n=1,23, ..
p q

indirgeme formiilii olusturulur. Burada,

oPv >
Wy = Z,_O Ai

0w e

oo = 2B

(3.58)

(3.59)
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seklindedir ve ¢oziimiin kalan terimleri,
111 8
vp =—L, L7 *LgLT (1)0 + AU)
q

1.1 (1 o

= —Lx 1LT 1 <qL£L§ ('U() + w()axp’l)()>>
1 1 1 1 1

e (e o)

T Na\lp-1aq p® pg (p-1)¢

58 £17'62T'817'62:v"
‘“‘(5)6?*2(5)*‘g*2(5)6pv

1

wy = L L7 (L@Lé (wo + BO)>
q

1.1 /(1 _ar 7P df

=r;'L! <ngL§ (e r+ 7 + vodxpwo)>
1 1 1 1

=r 't (+__>

T \le+De¢* p pe?

AN 1752 B 17'52_£
(F) +2(5) -F-2(5) 7|

Tﬁ>2 1< o w) <Tﬁ>3
— | +=(1+2er +2er —
B 6 B

zP 2 _zf 2 3
2+e o (78 L+e v (7P 1 _zP 8
- - (= (= “ 2 S
2 2 ﬁ>+ 2 <ﬁ> +6<+“>(5
4 3 B

ile hesaplanir. Bu nedenle,

P B P B P B P B
U(p’5>_w<p’ﬁ>+m<p’ﬁ>+w<p>+
o 7P <7‘f8 2 1/8\? B 1/1P\? w B\ 2
B B>€p+z<ﬁ>*‘ﬁ+z(ﬁ>e” *()

= er +—=+- 5
p

o (7ON\? 1 /P 2+1 Lt 90% 4 0% B 3+1£t54
er | — — | — er er — —er
B 2\ B 6

B
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P B P B P B P B
o(55) (5 F) o (5 F) e (5 5) 4
N7 8 1B\ e 2—1-6_% 8\ ?
(5) _ﬁ_2<6>e ”‘2<5)
21 _aP 7631_ﬁ7641753_£
+6<2“ )(5) T (5) +6</3>e p
1/78 b
+6(6) e

p, B = 1icin seri ¢oziimleri,

2 3
(172 T ¢ _ a—r
U(l',T)—(l 7‘-1-2! 3!—|— ............. >e =",
2 3
— LTI o _ a2
w(af,T)—<1+T+2!+3!+ ............. )e =",

elde edilir.

Ornek 3.9 (Alfageih and Kayijuka, 2020)

9Pv 4 93Py 6 0Pv 6 oPw 0
— 4+ —— + 60— — bw— =
orB ~ ox3r oxP OxP ’

Bw 3w 0w
55 amn T om0 (360

lineer olmayan ve homojen olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip diferansiyel denklem sistemini

p p
w (x,o) — V0.5 a2sech? (c n M) , 3.61)
p
baslangi¢ kosullart ile ele alalim. benzer adimlar uygulandiginda,

p
9 o (Cc  aw
vo = a“sech (—i— ,

2 2p
p
wo = V0.5 a’sech? ¢ + ar ,
2 2p
1.1 (1 d3Py,—
Um = _LJ: ILT ! <qL§L7ﬁ' (dxglpl + Amfl - Bml)) )

3
d°Pwy, 1

1
m=—Ly ' L7t (~LOLE
w T T <C] x ‘r< dx?’l’

+Cm_1>> . om=1,23,.

indirgeme formiilii olusturulur. Buradan,

1 9%y 0Pv 0w
— -l ZperB 0 0 _ 0
v = Lr LT <quL7— (8m3p + 61)0 0P 6w0 0P )) s

p p B
:a2tanh E+Ex— S€Ch2 E+g£ L ,
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1 1 83Pw0 8Pw0
wy =— L;'L;T <L§L§ ( S T v

—aQtanh< +p>sech2< +am”> (Tﬁ)
NG) 2 2p 2 2p)\B)’

xP 7"8 “1r-1 1 o718 03’)2}1 8p1}1 8'0120 Opwl Gpwl
vy ( > S <qL$LT i~ 60— Bu g+ Gwo 5+ Gun

p’ B
a® axP c axf B 2
= —[—3 + 2cosh? — ) sech* =+ [ =
4[ s <2+2P>sec <2+2P> (B)’

xP 7P -1 (Lo 9% v, 9Pvy 97vo

p’ B
a2 ax” ax” 78 2
= 2cosh? —— 4 —— —
8 |3+ 2cos <2+2P>seCh (2+20> <ﬁ>7

denklem sisteminin ¢coziimleri elde edilir. Bu nedenle,

P TP axf axf c ax’ B
— — | = h? —— 2 tanh —— =4+ == —
U<p75> a’sec <2+2p>+a an (2+2p>sec <2+2p> </3>
8 p p B\ 2
a azxT c ac T
—[~3 4 2cosh? —— l-+=) (=
TRt <2+2p)m <2+2p> <ﬁ>+
zf TP axP a® c azx’ c azx’ P
w | =, = | =V0.5 a’sech? —i—) +tanh< + > sech® (—l—) <>
<p 5) (2 2p V2 2 2p 2 2p B
a5\/§ c azxPf c azxPf B
—3 4 2cosh? | = + == | sech’ = | (X
5 [—3 + 2cos <2+2p>sec <2+2p> <ﬂ>
(3.60) denkleminin tam ¢oziimii;
k 3
v (z,t) = a’sech® (2 + ag - a2t> ,
9 ok r ad
w(x,t) = V0.5 a*sech” | - +a= — —t |,
2 2 2
olarak elde edilir.
Ornek 3.10 (Alfageih and Kayijuka, 2020)
9Bv  orw 0Pv?
0.5 =0
o778 om0 —
L o3° o° or
w v v (vw) o, (3.62)

orB " ox3e ' Ozr OxP

lineer olmayan ve homojen olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip diferansiyel denklem sistemini,

p p
v (x’ O> = tanh <0.5 (c—i— :c)) + 1,
P P
x’ 9 x’
w <p’ 0) = 0.5sech <0.5 <c+ p)) — 1, (3.63)
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baslangic kosullart ile ele alalim. Ayni adimlar uygulanarak,

xp
vg = tanh (0.5 <c+ )) + 1,
p
1 2
wy = =sech? <0.5 (c—l— x>> -1,
2 p

1 OPwy_q  10°PV2
_r-17=1(trp78( _ n—1  10"Up 1
Un = Ly Ly (quLT ( 02 2 Owr )) ’

_ _ 1 83% —1 af’v —1
wy, = L7 LT <qL§;L§ <— 895;; - a;p — An_1>> , n=1,2,3,...

denklem sisteminin ¢oziimleri elde edilir. Boylece,

1 d%w 1 d*v?
_r—17-1 B 0 0
V1 —Ll, Lt (ngLt (— dxa + 5 dxa >>

1 xf tP
=25 sec h? <0.5 (c—l— p>> <B> ,

1 6304 o
wy =L L1 <ngLf <— Al 4 A0>>

Oz oz

Lo oo ) (o5 (-42)) (5)

oy —17-1 1 o7B _3pw1 lapv%
v2 =Ly Ly <quLT OxP T3 OxP
P B 2 p p B\ 2
= —1 sec h? <0.5 <c+ x>> (T> + §sin h? <O.5 <c+ 3:>) sec h? (0.5 (C+ $)> <T>
8 p B 8 p p B
1 x’ x’ 8\ ?
4+ —sinh <0.5 <c+ >> sec h® (0.5 <c+ )> <> ,
12 P p B

_83p’l)1 8%1 _ 8p(v0w1) _ 8P(U1’w0)>>

1
_7—-17=1( Z7p7B
wr =Ly Ly <qL$LT< ox3r  OxP OxP OxP

e oo ) o oo ) (5)'

elde edilir.
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P B P B P B P B
(5 5) (5 F) (5 F) s (5 F) e
B
= tanh (0.5 <c+ xp)) +1-— 1sech2 (O.S (c-i— mp>> <T>
P 2 p B
B 2
e 05(=5)) (5)
3 P xP 7—5 2
+ = sin h? <0.5 (c—i— >> sec h? (0.5 <c+ >) ()
8 p p g
1 . P 5 xP 7—/3 3
+ﬁsmh <0.5 (c—i— p>>sech (0.5 (c+p>> <ﬂ> + .

P B P B P B P B
o(55) ~o(5F) 0 (5 F) 5 (5 F)
= %sech2 (0.5 <c+ x;)) -1+ %sinh (0.5 (c+ f))
s )
B 2
‘1‘1 [—3 + 2cosh? <0-5 <C+ mp))] sec bt (0.5 (c—i— xp)) <T> + ...
p p p B

p, B = 1 icin tam ¢coziimii,
c 1
v(xz,7) =tanh < + =(z — 7-)> ,
1
2

2 2
<w—¢>) |

1
w(z,7) = —1+ = sech? (; +

2

olarak elde edilir.

Ornek 3.11 (Alfageih and Kayijuka, 2020)

& 0°Pv 0w Vv OPw

L T L u=0
98 "o oy Oy oxr T
9Pv
W_’U:O’
I&] 00y HP Yoy Y
OPw  0Pv OPw 8u8w_w2070<p7ﬁ’7<1. .64

078 © 0wp 0ar T oYY oy"

lineer olmayan ve homojen olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip diferansiyel denklem sistemini,

Yl P 2
l«xﬂﬂo—x+y, (3.65)
p p Y
P p 0
v<w,y70):m+y+17
v
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baslangic kosullart ile ele alalim. Aynt adimlar uygulandiginda,

xP Y
u0:7+y75
P
P Y
’UO—xi_yi_Fl’
P
xP y’Y

B!
vy = LCC 1L7‘ ! ;Lquﬁ_ (vj—1)>
1
wj = L'L? <ngLE (wj—1 — Cj_1 — Dj1)> L j=123..

indirgeme formiilii olusturulur. Burada,

0Pv w > 0"v 0Pw a

a. A ~ A Yy A~ A, )

oxP Oy ]go IOy O ]go J

0Pv 0Pw = 0Tu w >

(%UPBQ:P:ZC]’ oy 8y7_2 L
=0 j=0

seklindedir ve ¢oziimiin kalan terimleri

p oY B 1 8Pvn O & vp O°
u (5T ot (Soenf (—gy — S0 W0 9 W0 T Mo
p v B q dzP Qyv  OyY OxP

~(z)(5)

8pu0 8Pwo 67u0 87w0 >>

1
LY ZLPLP — —
wi =Ly Ly (quLT <w0 OxP OxP Oy Oy?

-(£9))

1 0Pvg Mw 0Pv1 0w vy OPw 0"v1 0Pw
:L—IL—I *LpLB . o 0 1 1 0 0 1 1 0
e <q v T< T er By ar By | Oy Owr | By Oar

Az oy [P 2
‘2(;)*7)(5)’
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r—17-1 1 o7 B _ 8pu0 6Pw1 _ 8p’LL1 éWwo . 8’YUO 8771)1 B ('Wul 3'Y’UJ0
wz =L "L (qL Lz {wo oxP OxP oxP OxP oy oyY oy oy

w0\ (TP 3
n-i(2-2)(5).
P B
seklindedir ve denklem sisteminin ¢oziimleri elde edilir. Bu nedenle,

by B P v p Y B 1 Iz Y B8\ 2
(235G EHEE)
p v B P P B 2\p 7 p

1 /zr '\ (7P 3
(55 (5) -

1 af oy BN\ 3
+6<_p+v)(ﬁ) i

olarak yazilabilir. p = v = 3 = 1, degerleri igin ise,

u(r,y,7) =e "(z+y),
v(z,y,7) =€ (x —y+1),
T

w(wvva) =e (y—l’),

coziimlerine ulasilir.
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3.3. Yeni Uyumlu Laplace Doniistimii

Bu boliimde, belirli tiirdeki tekillikleri olan uyumlu kesirli diferansiyel denklemlerini ¢6zmek
icin kullanilan uyumlu Laplace doniisiimiiniin bir modifiyesi olan yeni bir integral operatorii tanitilmisg,
bu doniisiim ile ilgili baz1 6zellikler ve teoremler verilmisti. Onerilen yontemin gecerliligini ve
uygulanabilirligini gostermek icin ise uyumlu kesirli Lane-Emden tipi denklemlerin dogrusal, dogrusal
olmayan ve baslangi¢c deger problemlerini ¢cozmek icin yeni doniisiim, Adomian ayrigtirma yontemi ile

birlikte uygulanmisgtir.

Tamm 3.3 y (x) : [z, 00) — R reel degerli bir fonksiyon, v € (0,1] ve m € N olsun. y’nin m. yeni

uyumlu Laplace doniisiimii (NCLT) asagidaki integral var olmak iizere,

~ (x—20)" )
S0 (3 (2)) = Vi (p) = / Py (2) (@ — 20)™ dy (2, 70)
zo
y / ey (@) (2 — o)™V da (3.66)
zo

seklindedir. Burada p € Cve zg € R.

Teorem 3.7 y( ) : [0,00) — R parcali siirekli ve iistel bir fonksiyon olsun. K, B € N olmak iizere

00
x > 0igin |x™e ( ) ' < K olsun. Bu durumda NCLT herhangi p > B degeri icin vardir.

Ispat NCLT’nin tanimindan

1S, (y (z))] = /e‘pl}/yy () pmADr=1 ..
0

:/e_sz ly (x) xm”|x”_1d:v

0
00

g/ Ke ¥ tdx

_K/ —(p B IT V_leE

p— B’
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.8 y (x) : [0,00) — R reel bir fonksiyon olmak iizere Sy, (y (z)) = Yu, (p) NCLT nin var
oldugu kabul edilsin. O halde, L” (y (x)) = y (p), CLT’i ifade etmek iizere,
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L S (wy (2) = L" (y (2)),
2. So(y(z)) =L (y (x)),
3. Sp(y(x) =(-1)" Vmw’

dir.

ispat (1) NCLT tanimu kullanilarak,

1 1w
S - P (m+1)r—1
Sm <xmyy(fc)> / — € y(r)x dx
0

ifadesi elde edilir ve

ulagilir.

(2) NCLT tanimu kullanilarak,

o

So (y (z)) = /e_pz:y(x) L0+ )17,

0
o0
= /e_pzvy(x) 'Lz,
0
ifadesi elde edilir ve

So (y (z)) = L” (y () ,

olarak yazilabilir.

(3) Benzer sekilde,

o0

Sim (y (1‘)) = /e_pz:y (w) x(m""l)lf—ldx

0
o0
xml/
Vm
0

) e Py (x) ¥V,

elde edilir ve

Sm (y () = v (—1)™ LLWED)

olarak yazilabilir.
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3.3.1. Yeni Uyumlu Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

Teorem 3.9 y ve w NCLT leri var olan iki fonksiyon olsun. Yani Sy, (y (x)) = Yy, (p) ve Sp,

Wi (p) olsun. Bu durumda,

1. Lineerlik Ozelligi

a1, a2 € R keyfi sabitler olmak iizere,
Sm (a1y (z) + agw (x)) = 1Sy, (y (7)) + a2Sm (w (z)),
dir.

2. Olcek Degisim Ozelligi

a € R olmak iizere

dir.

3. Oteleme Ozelligi

a € R olmak tlizere

dir.

4. Goriintii tiiretme o6zelligi

n € N olmak tizere

dir.

(a1y () + aqw (x)) pm+Dr=1 4.

a
<
|

o o
_ L _ L _
:/ vay (z MmO =1gy 4 / v agw ( x(mﬂ)” Ydx
0 0

[o¢] o0
_ / _ L 2T =10 4 g, / - % pmAv=1 g,
0 0

= a1S, (y (l’)) + asSy, (w (.CE)) )

(w

()
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ifadesine ulagilir ve
Sm (a1y () + agw (2)) = a1Sm (y (2)) + a2Sm (w (z) ),

elde edilir.

(2) NCLT tanimi ve Teorem (3.8) kullanilarak,

o0

Y

Sm (y (azx)) = /Cpuy(agj) pm+r=1 4.,

0
o pym m @™ (L (y (a)))
=(-1)"v am

m md" (@Y (&)
(-D"v —ap
e G (E)

elde edilir.

(3) NCLT tanimu ve Teorem (3.8) kullanilarak,

S, <eia<zy>y(x)> _ /e—(pzl:a)z:y(x)x(m-i-l)u—ldx
0

elde edilir.

(4) Benzer sekilde ve Teorem (3.8) kullanilarak,

S 2y () = [ 4™y ()l o
0

m md™ (LY (2™y (2)))
dp™
qm ((_l)n VnW)
dp™

dn ((_1)771 ym dm(%’;}(g(ﬂﬂ))))

= (1)

— (_1)m ym
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elde edilir.

Teorem 3.10 y (x) : [0,00) — R reel bir fonksiyon ve n,m € N olmak iizere, Sy, (y (x)) = Yu, (p)
NCLT nin var oldugu kabul edilsin. O halde, L” (y (x)) = § (p) CLT’i ifade etmek iizere,

m—k (Vv
dm B m m . dk (pm) d <Y (p))
Sm <d.%'ml’ Y (I’)) - (_1) v 1;20 Ck dpk dpm—k )

dir.

ispat NCLT tanimi, Teorem (3.8) ve Leibniz formiilii kullanilarak,

dmv < 2 dW
Sm < —Y > / y () 2m vy
I xnl/
0

v dnU
_1)mymd (L (fzwy ()
dp™
n—1 . 3
dm <p”?)(p) -3 p"”ddji(yo))
-y

<

formlari elde edilir.

3.3.2. Yeni Uyumlu Laplace Doniisiimiiniin Analizi

NCLT metodunun mantigin1 daha iyi anlagilmasi i¢in en genel uyumlu lineer olmayan ve homojen

olmayan kismi tekil kesirli Lane-Emden tipi denklemini baslangi¢ kosullar ile ele alalim,

>y 2w dy B v
gozv T g TR AN () =h <V> : (3.67)
y(oy=c, 2ZWO) _ 5 (3.68)
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2v
Burada, 0 <v < 1z > 0. R olmak iizere, Zm—ﬁ,’ operatorii ¢’ nin v. mertebeden iki kez ardisik

CFD’ni ifade etmektedir. Ayrica, C ve D sabit sayilar ve burada h bilinen bir fonksiyondur.
(3.67) denklemine, NCLT operatorii S1 uygulandiginda,

v T

oY ()4 v O+ 202 (5] 51 (R + 5 V) =51 (1 ().

(3.69)

2d (Y (p))
dp

_Vp

ifadesi elde edilir. (3.69) denklemi, CLT nin tiirev alma 6zelliklerine gore diizenlendiginde,

5 d (Y (p))
dp

.CL'V

SO s RSO =5 (r(2)). 6o

—up

bulunur ve

Y= [ [ 8 R0+ s W) dor [ |- (1(2)) = 5w )| o 60

vp? vp

elde edilir. (3.71) denklemine ters CLT uygulandiginda,

(5 -5 [smon - s [0 s (4(2))] ]

formuna ulagilir. Burada Adomian ¢6ziimii ise,

x¥ > x¥
y<y)=2;%(y), (3.73)

seklindedir ve lineer olmayan terimler,

N(y)=>_ Ay, (3.74)
n=0
olarak ifade edilir. (3.74) denklemindeki A,.,
A L N ZT:AJ' 0,1,2 (3.75)
r= = i , r=0,1,2,... .
LN LY
7=0 A=0

olarak tanimlanir. (3.74) ve (3.73) denklemleri, (3.72) denkleminde yerine yazildiginda,
> ¥ 1 > i 1 >
n| | — Lil — S5 R n | — —5 An d
—1 1 fL‘V
+y(0)— L — s ()] dp|, (3.76)
vp v

formu elde edilir ve (3.76) denkleminin her iki tarafi orantilandiginda,
x¥ _ 1 x¥
n () =027 | [ s (1 (7))
v vp v
v 1 v 1
Yn+1 <x) = L_l |:/ |:251 <R <yn <x>)> + 7251 (An):| dp:| , = 07 1) 27 T, (377)
v vp v vp
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iterasyonuna ulagilir.

3.3.3. Niimerik Ornekler

Bu boliimde, NCLTM, CFD igeren genis bir lineer, lineer olmayan ve tekil Lane-Emden tipi diferansiyel

denklemler sistemi sinifinin ¢oziimlerini elde etmek icin uygulamalara yer verilmistir.

Ornek 3.12 ,
d*y 2w dy x¥
— — |4 — 6 =0 3.78
dz? + v dzv v To1y=0 (3.78)
tekil uyumlu kesirli homojen Lane-Emden tipi denklemini 0 <v < 1, x > 0 olmak iizere,
9” (y(0))
0)=1 ——==0 3.79
y(0)=1, v , (3.79)

baslangi¢ kosullar ile ele alalim. Ayni adimlar uygulandiginda,

v
w(Z) =0 =1
x¥ 1 -1 2\ 2
Yn+1 | — =L / 72‘91 41— +6 Yn dp 7n:071727"' ) (380)
v vp v

indirgeme formiilii olusturulur ve ¢oziimiin kalan terimleri,

s ()
) ()

B (E) BE) AE). e
wi =2 () e () B () s (5) e
y(x) = yo (xy) + <“””V> + 1 (xy> + o (3.84)
14 v 14
o () Y EY L e

<
=
N
<R
~
Il

ile hesaplanir.

oldugu icin
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Sformuna ulagsilir ve ¢oziimiin kapali formu,
U2
y(z) = ) (3.86)

olarak elde edilir.

Ornek 3.13
d2uy 2l dyy
dz?v = zv dxv

+8¢Y + de? =0, (3.87)

tekil uyumlu kesirli homojen lineer olmayan Lane-Emden tipi denklemini 0 <v < 1 x > 0 olmak iizere,

_ 4 97(y(0)
y(0)=0, T o

baslangi¢c kosullari ile ele alalim. Benzer adimlar uygulandiginda

=0, (3.88)

Ynt1 (z) = Lt [/ [le251 (An)] dp] ,n=0,1,2,---, (3.89)

indirgeme formiilii olusturulur.

Ap =4e’? + 8%,
A=y (2ey70 + 8ey°> ,
Ar =yo (26%0 + 8ey°> + 3 (0.56%0 + 4ey0> ,
(3.90)

Adomian polinomlart kullanilarak,

yo (z) =0, (3.91)

AN
= _9 <> , (3.92)
v

seklinde elde edilir ve ¢oziimiin kalan terimleri,

N 4
ys (z) = x) , (3.93)

14
_9 v 6
ys (z) = (3”) : (3.94)

Y
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oldugu icin

olarak elde edilir.

Ornek 3.14
dQVy 21 duy
dz?v  zv dxv

— 6y =4yln(y),

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

tekil uyumlu kesirli homojen olmayan lineer olmayan Lane-Emden tipi denklemini 0 <v < 1, x,y > 0

olmak iizere,

0" (y(0))

A
y(0)=1, 5o

=0,

baslangi¢ kosullart ile ele alalim. Benzer adimlar uygulandiginda

Yni1 (z) = L1 [/ [_12 (S1(An) + St (yn))] dp} n=0,1,2 -

vp

indirgeme formiilii olusturulur.

Ag = 4yoIn (yo) ,

A =1 +1In(yo)) y1,
2
Ay = (1+1In(yo)) y1 + 0.5,

Yo
s = (1+In(yo)) o + 2022 _ L0
Yo 6 Yo

Adomian polinomlart kullanilarak,

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)
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e
: 1[{ s
= ( ) (3.103)

terimleri elde edilir ve ¢oziimiin kalan terimleri

[_12 (51 (4o) + 51 (yo))] dp]

, (3.105)

<$V) , (3.104)
1%

v\ 8
ys(z) = o <f/> , (3.106)

ile hesaplanir.

oldugu icin

v\ 2 1 /2\* 1 /22\® 1 /2v\®
y (@) +<1/> +2!<I/> +3!<1/> +4!<1/)
Sformuna ulasilir ve ¢oziimiin kapali formu,
U 2
y(x) = ¥) (3.107)

olarak elde edilir.

Ornek 3.15

d¥y 2vdy a2
=z —y—w-— (4= 4 =0
d T de YT ( < y) Tape=0
2w 2w d” "\’
Y w4 (Z) +8)y=0, (3.108)
dz?v v dav v

tekil uyumlu kesirli homojen lineer Lane-Emden tipi denklem sistemini 0 <v < 1, x > 0 olmak iizere,

y(0) =1, 240

ox? ’

w(0)=1, Zl)_q

(3.109)

baslangic kosullart ile ele alalim. NCLTM ile ilgili islemleri takip ederek,

s () = L1 [/ [I/_pl2 (sl <yn+wn+ <4 <a’:>2+4> wn>>] dp] n=0,1,2,..
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Wyt (z) = L1

(ST RN Ea

indirgeme formiilleri olusturulur ve ¢oziimiin kalan terimleri,

3 /z\* 26 [av\® 1 /av\®
“’2—10<V) +210<) +90<u> ’
9 /2v\® 28 /a*\® 59 /av\'© 2 /av\'?
@/3:21()(1/) T 2520 ) +n55o() +m<> ’
9 /2v\® 28 /a*\® 59 /av\'© 2 v\ 12
w3_210<u +250<u> +11550<u> +mgo(> :
ile hesaplanir.

14 1%
w (z) = wo <fj> oy (i) + wy <xy> T (3.110)

oldugu icin

() 1+ i 2+1 i 4+3 i 4+26 i 6+1 i 8
. z z o (T 4o [z 1fr
y y 5\ 0 10\ 7 210 \ v 90 \ v
9 /2v\% 28 /a\® 59 /a\'0 2 /gv\12
o100 (y> T 2520 (1/) T 11550 <u> T 7020 <1/> *
()—1+ 1:24_} 1:44_3 ’%:4_1_& £V6_|_i '/IiS
wAr) = Y 5\ 0 10\ 7 210 \ v 90 \ v
9 /2v\% 28 /a\® 59 /a\'0 2 /gv\12
210 <u> T 2520 (y) T 11550 <u> T 7020 <u> *

Sformuna ulagsilir ve ¢oziimiin kapali formu,

(3.111)

olarak elde edilir.
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Ornek 3.16
>y 2wvdy a2
dz? ' v dzv +w2—y2+6w:6<y> o
Py wdy o, 2\ ?
dx?v +;d1”/ +ty —w —6w=—-6 v +6, (.112)

tekil uyumlu kesirli homojen olmayan lineer olmayan Lane-Emden tipi denklem sistemini 0 <v < 1

x > 0 olmak iizere

y(0)=1,

9" (y(0))
ox?

w(0)=-1,

9” (w (0))
oxv

=0,

_0, (3.113)

baslangic kosullart ile ele alalim. NCLTM ile ilgili islemleri uygulanarak,

o= [ [ (5 (s (2 o) =2 (5 4 (5

Y () = L1 [/ [V_;Q (S1 (An — By + Gwn))] dp] =012, ..

EERER) EENO R

Wy (z) = L1 U LplQ (S1 (B — Ay — 6wn))] dp] ;n=0,1,2, (3.114)

dp

wo (x) = -1 — L7

indirgeme formiilleri olusturulur.
AO = wg,
Ay = 2wowy,
Ay = 2wows + w%
BO = y(Z)’
Bi = 2yoy1,

By = 2yoy2 + vi,

Adomian polinomlart kullanilarak,

Yo (x) =0, (3.115)



v\ 2
_ 9 (“) 7 (3.116)
14

_|_...
vV
z >+w2 (f'f> . 3.117)
12 14

oldugu icin,

2'\% 1 22\t 3 /2v\® 1 /av\® -3 /av\' 17 [av\©
=1 (= S o T i [ (i B (e I (e
w () <1/> +10<1/> 7o<y> 60<I/> +10<1/> 210<u>
1 (2*\® 19 [/a\" 1 a2\
+504<1/> _7700<u> _2340<1/> e

Sformuna ulagsilir ve ¢oziimiin kapali formu,

v\ 2 AT
w(z) = <‘Ty) ) (3.118)

olarak elde edilir.
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4. UYYUMLU SUMUDU DONUSUMU

4.1. Tek Kath Uyumlu Sumudu Doniisiimii

Tamm 4.1 Q,, bir fonksiyonlar kiimesi ve

t
Q=< 0¢(t):IK, A, 2 >0, | (t)] < Kexp (;> j=1,2 ve t* € (1) xRy
j

olmak iizere, ¢ (t) fonksiyonunun wyumlu Sumudu doniisiimii (CST);

SE(o (1) u) = [ ¢ (ut) e Fdyt,

mn
¢ (ut) e mth L0 < p < 1, 4.1)

0\8 0\8

seklinde tanimlanmir (Al-Zhour et al., 2019).

Tanim 4.2 0 <p < 1ve ¢ : R x (0,00) — R parcali siirekli ve iistel mertebeli bir fonksiyon olmak

iizere, Bu durumda ¢ fonksiyonunun uyumlu Sumudu doniisiimii,
00
St (¢ / ¢ (z,ut)e” n tHdt, (4.2)
0
olarak tamimlanir.

Teorem 4.1 ¢ : (0,00) — R reel bir fonksiyon olmak iizere, S' (¢ (t) :u) = ¢, (u) CST’nin var
o0

oldugu kabul edilsin. O halde, S (¢ () : u) = [ ¢ (z,ut) e"'dt klasik ST ifade etmek iizere,
0

st (¢ (%) :u) — S (6 (t): u),

veya,

dir (Al-Zhour et al., 2019).

Teorem 4.2 ¢ (t) € Q, olmak iizere, ¢ (t) fonksiyonun uyumlu Sumudu doniisiimii CST ¢,, (u), uyumlu
Laplace doniisiimii CLT ¢,, (u) olmak iizere,
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O (u) = 19, (3)
esitligi vardir (Al-Zhour et al., 2019).

Ornek 4.1 w,n e Rvep € (0, 1] olmak iizere, bazi temel fonksiyonlarin wyumlu Sumudu déoniigiimleri

CST

(sn (5)
5. SY (cos (%)) = (1+T121L2),\w|u> 1.

seklindedir.
Teorem 4.3 ¢ (1), 82%0, 828‘;(5;50 ..., ag;iﬁgt) € Q, olmak iizere, CST vardir ve
st (Z280Y _ gy - LOO 00 R (2000)
i=1
Ispat 8’;:72@ fonksiyonun CLT yazildiginda,

2 () =ma () ="t 00 - jzllpmH (2.

elde edilir. Teorem 4.2 kullanarak

m—1 . )
(%)mzqs (%)_ D (%)mflfl awﬁo)
N
G5 = im (O
:ulmui)_;(u) ( 2@5@))
_ m—1 . 82”(]5 )
SR ()

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.4 ¢ (x,t) parcalr siirekli, iistel mertebeli ve iki degigkenli bir fonksiyon olmak iizere, ve CST

¢ (x,u) olmak iizere uyumlu kismi tiirevlerinin CST leri,

o <amﬂ¢ (. t)) _ SO0 —6@0) 5 im <a% (x, o>> |

otm# um™ = otin
o (MDD _ ()
¢ Oxmi dxme

seklindedir.
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4.1.1. Uyumlu Sumudu Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

Teorem 4.5 ¢ (t) ve ¢ (t) wuyumlu Sumudu doniigimii mevcut olan ve Si' (¢ (t)) =

b (w), St (¢ (1) = @y (u) esitligini saglayan iki fonksiyon olsun. O halde,

1. Lineerlik Ozelligi

p1, p2 € R olmak iizere

St (10 (8) + p2i (1)) = p1S7 (¢ (1)) + p2S7 (¢ (1)),

dir.

2. Olgek Degisim Ozelligi

p1 € R olmak iizere

dir.

3. Oteleme Ozelligi

p1 € R olmak iizere

p1 % t _ 1 - U
Stu<e ( >¢<u>>_1—p1u¢”<1—p1U>’

4. Konvoliisyon Ozelligi

dir.

@ (t) x p (t), ifadesi ¢ ve o fonksiyonlarmmin Konvoliisyonlarini ifade etmek iizere

S (6 (1) = ¢ () = udy (u) ou (u),

dir (Al-Zhour et al., 2019).

4.2. Uyumlu Sumudu Ayristirma Yontemi

Bu boliimde, FW, GO, ZK ve FN gibi doga bilimleri ve miihendislikte biiylik dneme sahip olan
bu denklemlerin yaklagik ¢6ziimlerini elde etmek icin uyumlu Sumudu ayristirma yontemi adi verilen
yeni bir analitik yontem tanitilmistir. Denklemlerin sahip oldugu kesirli tiirev ifadeleri, uyumlu tiirev
tanimi kullanilarak ele alinmigtir. Ayrica, Onerilen yontemin yakinsama ve hata analizleri Banach’in

’sabit nokta teorisi” ile aragtirilmusgtir.
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4.2.1. Uyumlu Kesirli Mertebeli Diferensiyel Fornberg-Whitham

Denklemi

Uyumlu kesirli tiireve sahip Fornberg-Whitham denklemi,

6’890 82V <8ﬁ<p> N au(p 83VSO 8’/(,0 au@ 62”g0

57~ 3 \ 508 +3 0<v, B<1, 4.4)

A = Ox¥ Jx?v
seklindedir. Burada, x uzaysal koordinat, 7 zaman parametresi ve ¢ (x,7) akigkan hizim ifade

etmektedir. 8 ve v (0 <wv, § <1) degiskenleri uyumlu kesirli tiirevin mertebesini tanimlayan

degiskenlerdir. Ayrica, k keyfi bir sabit olmak iizere, FW denklemi,
o (2,0) = ke (%), (4.5)

baslangi¢ kosuluna sahiptir. Bu model, bir dalganin kiritlmasinin niteliksel davraniglarini aragtirmaktadir
(Yang, 2020; Fornberg and Whitham, 1978).

(4.4) denklemi dalga kirilmasinin niteliksel davraniglarini inceler. Gezen dalga ¢6ziimiiniin ug
siirlayict (peaked bounded) formunu en yiiksek dalga boyuna sahip olan bir dalga olarak kabul eder.

v = 8 = 1icin (4.4) denkleminin gercek ¢oziimii (Singh et al., 2013)
oz, 7) = ke(%ﬂr%x), (4.6)

dir.

4.2.1.1. Uyumlu Sumudu Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli FW

Denkleminin Coziimii

Bu boliimde, CSDM, uyumlu kesirli tiireve sahip FW denkleminin ¢oziimleri arastirilmistir. (4.4)
denklemine, CST Sf , uyguladi@inda,

aﬁcp 621/ 85@ 81/90 831/(,0 6'/@ 81/90 321/(,0
8 _ g N _
S [87‘5] Sr {am% <87‘5 > 0w o " Pom T s dzv 61'2”:| ’ @7

ifadesi elde edilir. (4.7) denklemi, CST nin tiirev alma 6zelliklerine gore diizenlendiginde,

aQu 8690 8”90 a3V90 8”@ 8”@ aQuSO
dx?v <87’f3> T o P T Por T ba a2

52 (¢ (2,7)) = @ (2,0) + uS? [ } 48

bulunur.

(4.8) denkleminde ters CST kullanilarak,

82V 8590 8”(,0 83Vg0 8”(,0 auw 02”g0
_ 1 (88 _ - 4
¢ (2, 7) = ¢ (z,0)+ 57 (uST [axzy <675> oo T P T35 axzyD , (4.9)
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formuna ulasilir.

Burada Adomian ¢6ziim ise

e¢]
o, 7)=> ¢i(x,7), (4.10)
i=0
seklindedir ve lineer olmayan terimler
831/()0 e
N = = A, 4.11
1(9) =97 ; @.11)
2 OV ar 9
oY 62'/(,0
N. Gi,
3 ((10) oxr? ax2l/ Z

olarak ifade edilir. (4.11) denklemindeki, A4;, B; ve Cj,

olarak tanimlanir. (4.10) ve (4.11) denklemleri, (4.9) denkleminde yerine yazildiginda,

0 (& v (& = > >

4.12)
denklemi elde edilir ve (4.12) denkleminin her iki tarafi orantilandiginda,
2] (.T,T) = SO('I7O) ’
%P "
— B _
on (z,7) = St <S [8 21/85(30” 1) — 8y(g0n 1)+ A1 — Bn1+3C’n1]>n—1,2,3,...,
(4.13)
iterasyonuna ulagilir. Boylece,
oo a7y = (),
r 821/86 oY
_ o1 B _
o1 0,7) = 571 (w82 | 2t (o0) = 2 (ou) + Ao = B+ 30| )
r 821/85 oY 83'/(,0 oY ov 82V
_ g1 8 _ v 0 %0 Yo O %o
o (uST 22778 (PO T g (P0) P0G — 0 T3 D
1 o 1 o
= ST_I (uSE 260.5( v ):|> = 260.5( v )ST_I (’LL)

() el)
= 2 6 e 5
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821/8[3 ov 84V o 631’4,0
[ | aemers (1) = g (1) + o100 G + 15 T -
w2 (x,7) =S | uS?

2 2
321/ ov o 831/ 621/
orpott — o (52) 430 G e + 301 ()

s (st [ () L (2) 2302

_ —8160.5(””:)&1 (u) + 11160'5(11’”)571 (u?)

—1 (PN os(=) 1 (77\? os(
Rl (5) )

[ 82yaﬂ oY

©3 (CE, T) = S;l <'LLS£ W ((,02) — @ (QOQ) + AQ — BQ + 3CQ:|>

_ ! <T;> QO3F) 4 L (”)260-5(%”) ! <Tﬁ>3e°-5(’5),

32 16 \ 8 48\ B

I

i i
— g-1 B8 L
ora) = 57 (5 | o (en) = 5 (o)

—1 (7PN os5(z 1 Tﬂ20.5% 1 Tﬂgo.s%

_128<5)e ( )+3,2<ﬁ> > )_64<5) o)
1 (78 4(),5£

+384<B)6 ),

elde edilir. iterasyonun sonucunda, FW denkleminin yaklasik ¢oziimii,

+A3—B3+303:|>

olarak elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde, FW denkleminin yaklagik ¢oziimii

1 85 (7P 7 (\® =7 (8\° 1 (8\*
*um(g)*?n(g) +un(ﬁ> +&M<B> T

(4.14)

vcspum (x,7) = 60'5(307)

)

olarak elde edilir.

4.2.1.2. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde, CSDM’nin kullanigliligi ve etkinligini gostermek i¢in denklemin tam ¢6ziimii ve

yaklagik ¢coziimleri kargilagtirilmistir. Tablo4.1’de v = 8 = 1 ve Tablo 4.2’de v = 1, 3 = 0.75 degerleri
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icin denklemin tam ¢6ziim degerlerine, yaklasik ¢coziim degerlerine ve mutlak hataya yer verilmistir.
Sekil4.1’dav = 1, § = 1 ve Sekil 4.2’de v = 1, § = 0.75 i¢in mutlak hatanin ii¢ katl grafiklerine
yer verilmigtir. Sekil 4.3’da, -2 < z < 2,0 < 7 < 2, igin tam ¢Oziimiin ii¢ kath grafigi, Sekil 4.4’de
—2<x<20<7<2,v=1, 6 =1icin yaklasik ¢6ziimiin ii¢ kath grafigine yer verilmistir.
Sekil 4.5’da v = 1, 8 = 0.75 ve Sekil 4.6’de v = 0.1, § = 0.98 degerleri icin yaklagik ¢6ziimiin
tic kath grafigine yer verilmistir ve x ve 7 degerleri i¢in pcgpas degerinin arttigr goriilmektedir. Sekil
4.7°de v, B, T degerleri ve x = 0.75 i¢in denklemin tam ve yaklagik ¢coztimlerinin iki katli grafiklerine
yer verilmigtir. Sekil 4.7°de v ve (8 degerleri, 1’e yakinlagtikca yaklagik ¢6ziimlerin tam ¢oziim ile
ayni davranig sekline sahip oldugu agikca goriilmektedir. Elde edilen sonuglar ve grafikler, oospas’in

denklemin c¢oziimlerine ulagmak icin hassas ve etkin bir yontem oldugunu gostermektedir.

Cizelge 4.1. v = § = 1 i¢cin uyumlu Sumudu ayristirma yontemi CSDM ¢oziimiiniin gercek
coziimle kargilastirilmasi.

x| T Dtam wcspym | Mutlak Hata
-2 1 0.2 ] 0.321958 | 0.322134 | 0.000176
-1 | 0.4 | 0.464559 | 0.465275 0.000716
0 | 0.6 | 0.670320 | 0.672775 0.002455
1 10.8[0.967216 | 0.974642 | 0.007426
2 |1 1.39561 | 1.415770 | 0.020160

Cizelge4.2. v = 1, f = 0.75 i¢in uyumlu Sumudu ayristirma yontemi CSDM ¢oziimiiniin
gercek ¢oziimle karsilastirilmasi.

T | T Ptam wcspy | Mutlak Hata
-2 1 0.2 | 0.321958 | 0.282434 0.039524
-1 ] 0.4 | 0.464559 | 0.389739 0.07482
0 | 0.6 | 0.670320 | 0.551519 0.118801
1 ]0.8|0.967216 | 0.793367 0.173849
2 1 | 1.395610 | 1.156040 0.239570
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Sekil4.1. v = 1 ve 8 = 1 degerleri i¢in (4.4) denklemine ait uyumlu Sumudu ayristirma
yontemi CSDM mutlak ii¢ katli hata grafigi.

Sekil 4.2. v = 1 ve 8 = 0.75 degerleri icin (4.4) denklemine ait uyumlu Sumudu ayristirma
yontemi CSDM mutlak ii¢ katli hata grafigi.

i,

* 1“&.\<\R|:f’

~Foa
z

Sekil 4.3. 4y = B = 1 degerleri i¢in (4.4) denklemine ait gercek ¢oziimiin ii¢ katl grafigi.
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Sekil 4.6. v = 0.1, 8 = 0.98 degerleri i¢in (4.4) denklemine ait yaklasik ¢oziimiin ti¢ katl grafigi.
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— B=0.65, v=099
B=0.75, v=0.97
B=0.85, v=0.95

— B=09, v=0.95

‘\\ — Exact
T~ hﬁ'"":*—--_

] —
e s

nF in 1K T
W2 uJ 2 Fal

Sekil 4.7. x = 0.75, v ve 3 farkli degerleri icin (4.4) denklemine ait ger¢ek ¢oziimii yaklagik
¢Oziimii ile iki kath grafigi.

4.2.2. Uyumlu Gardner-Ostrovsky (GO) Denklemi

Uyumlu kesirli tiireve sahip lineer olmayan Gardner-Ostrovsky (GO) denklemi,

o (98¢ "¢ 0 50" ¢ 0% ¢ _
ozv <8Tf3 * 581‘” AP oz we oz M8x3”) =19 (+15)
seklindedir. (GO) denklemi,
¢ (x,0) = ksech? (i) , (4.16)

v P

baslangi¢ kosuluna sahiptir. (4.15) denkleminde, ¢ (7, 7) esit yogunluga sahip yiizeyde kalan
konumundan kaynaklanan bir yoriingedir. Burada, v kiigiik 6l¢ekli dagilim katsayisini tanimlayan
bir parameteredir. A ve w katsayilari, ikinci ve {iiciincii dereceden lineer olmayan terimleri ifade
eder. § dispersiyonsuz dogrusal dalgalarin hizin1 ve p biiyiik 6lgekli dispersiyonu gostermektedir.
GO denklemine , 3 ve v (0 < v, < 1) degiskenleri, uyumlu kesirli tiirevin mertebesini tanimlayan
degiskenlerdir ve k keyfi bir sabittir. (4.15) denklemi, GO denkleminin uyumlu kesirli tiireve sahip
lineer olmayan modeli olarak bilinmektedir (Holloway et al., 1999). Bu modeler, i¢ yercekimi
dalgalarin1 gdzlemleyebilecegimiz okyanus dalgalarinin incelenmesinde kullanilmaktadir. GO modeli,
KDV denkleminin degistirilmis bir formudur ve diinyanin doniisiinden etkilenen biiyiik genlikteki uzun
i¢ okyanus dalgalarimin tanimlanmasi igin tiiretilmis bir denklemdir. (GO), rotasyon olmadiginda
Gardner modeline indirgenir ve bu model s1g su dalgasi olgusunu incelemek i¢in kullanilir. Bu tiir zayif
dalgalar, zayif rotasyondan etkilenmeden, dig faaliyetlerden etkilenen s1g kiy1 bolgelerinde gozlenir.
Bu faaliyetlere; agik denizlerde petroliin aramasi icin kullanilan miihendislik ingaatlari, insanlarin
etkinlikleri, deniz alti depolama faaliyetleri gibi durumlar 6rnek olarak verilebilir (Ostrovsky, 1978;

Ostrovsky and Stepanyants, 2005, 1990).
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4.2.2.1. Uyumlu Sumudu Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli

Gardner-Ostrovsky Denkleminin Coziimii

Bu boliimde, CSDM, uyumlu kesirli tiireve sahip GO denklemine uygulanmaktadir.

(4.15) denklemini yeniden diizenlendiginde,
o ov 831/
+ Ao ¢ =+ ¢2 ¢ 8x;f = / yédy (4.17)

ifadesi elde edilir. (4.17) denklemine, CST uygulandiginda,

8%5 0" ¢
975 +6a ~

85 v oY oY 831/
Sh [67?] =58 [/ Yod,x — 585) - )\gﬁa;f ¢>2 ¢ ax;f] : (4.18)

bulunur ve CST’nin tiirev alma 6zelliklerine gore bu ifade diizenlendiginde,

8V¢ 8V¢ 8V¢ a3u¢
B — B _ 2 _
50 (er) =6 (@0 +us? | [r0d,e— 030 2650~ T8y 0] @ao)
elde edilir. (4.19) Denkleminde ters CST kullanilarak,
J 8V¢ 8”(]5 8V¢ 831/(;5
— 1 B - _ _ 2 _
formuna ulasilir. Burada Adomian ¢6ziimii ise,
T)=> ¢i(z,7), (4.21)
dir ve
aw s
N A,
1 ( axu Z
a”¢
No(9) =" 57 Z B,, (4.22)

seklindedir ve lineer olmayan terimler Adomian polinom serileri kullanilarak,

) 00
A; = %iji [N1 (j;)qjﬁbj)]
- 0
1 di S
Bi = 7 dq’ N2 ]goqjgbj ;
— =0

seklinde lineerlestirilir. (4.21) ve (4.22) denklemleri, (4.20) denkleminde yerine yazilarak her iki tarafi

oranlanirsa,
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b0 (x,7) = ¢ (2,0) = ksec h? < V) ,

b (2,7) = 57 (usﬁ[ [ oo

formu elde edilir. Boylece,

831/ n
—AMy_1 —wByh_1 — i f]),n:1,2,3,...
ox3v

(4.23)

v 3v
¢1(z,7) = 5; (US [ /éf)odyiv 52 % — Ao —wBy — u%])

=87 (usrﬁ [’Y/cbodyar - 68V¢0 ¢08V¢0 _— 23V¢o “83V¢0D

oxv Qx3v
6 x¥
=k </8> tanh <y)
(7 + 2sech? <xy> <5 + k*wsech? < 1/ > + sech? < V ) (kXA —12u) + 4,u>> ,

¢ (z,7) = S (USB[ /¢1 AL

_ g (usf {7 / bodyz— 6020 _ ( %awo N ¢1ay¢°) (2 " ¢18V¢o ¢28V¢>1> _“a%OD

oxv oxv ox3v
v v B
= % (72k:10g <cosh <$y>> + 1k:sech2 <$y)> (;)
<C1 (osech!? ( ) + (3sech? < V) + leech4 ( V) + (ssech® < V) + (gsech® ( V) — @) 4.
v v v v v

elde edilir. Burada,

83V
R

G = 24(6 + 4p), G5 = 3 (24p(y — 1681) — 120% + 8vyk?cw + Ak(320p — 77) + 325(kX — 154)) ,
C1 = 8 (2K*w(9(5 + 20p) — 2) + 3(kA — 120) (=56 + 3kA — 140p)) ,

G5 = 12 (2k*w (=76 + 8kA — 412p) — T(kX — 30p) (kA — 12))

6 = 24k*w (5k*w — 9Nk + 306p)

Cr =129(6 — kA 4 4p), & = 132k w?

ve ayrica

v P v P 2 TP 2 TP
o(T7) =0T 5) o (55) e (05)

oldugundan,
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v 7_,8 9 v ﬂ v
d)(?’ﬁ) =ksech (V) +k<6)tanh (7)
(’y + 2sech? (m—y> (5 + k*wsech? ( V) + sech? ( V) (kXA —12u) + 4u)>

v v v
v v 2

+ E (72klog (cosh (x_)) + 1ksech2 (w_)) (ﬁ)

2 v v 15}
(Cl Cosech!® ( ) + (gsech? ( V) + (sech? ( V) + (ssech® ( V) + (gsech® ( V) C7)

(4.24)

elde edilir.

% H""h-. | _f’ll
T
10

Sekil 4.8. v = 8 = 1 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢6ziimiin ii¢ katli grafigi.

Sekil 4.9. v = 8 = 0.90 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin ti¢ kath grafigi.
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e
oo
1.0

Sekil 4.11. v = 8 = 0.70 i¢in (4.15) denklemine ait yaklasik ¢6ziimiin ii¢ katl grafigi.

0 '1..__\_“__.‘ i
H*‘“‘*’-(l"lgfu
10

Sekil 4.12. v = 3 = 0.60 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢6ziimiin ti¢ kath grafigi.
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w . | ,'"

e 4
~nn
10

Sekil 4.13. v = 3 = 0.50 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin ti¢ kath grafigi.

10 - ~x—v=1, p=1
|—%—v=0.95, B=0.90
8 |—#—v=0.60, B=0.90
—%—v=0.80, B=0.60
6 v=0.95, 3=0.70
—%—v=1, B=0.90
44
2
04
e 5]
4]
6
-84
10 4 /
12 4
T T T T 1
0,0 02 0.4 0,6 0,8 10
X

Sekil 4.14. 7 = 1 igin (4.15) denklemine ait yaklasik ¢6ztimiin iki katli grafigi.

—a—v=1, B=1

61 l—x—v=0.95, B=0.90
|-—#—v=0.60, B=0.90
57 |—x—v=0.80, B=0.60
4] v=0.95, B=0.70
3] I—*—v=1, B=0.90
2]
1 -
04
-1+
.z -
34
_4 -
-5 P
-7
.8 -
T T T T 1
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

Sekil 4.15. 7 = 0.7 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin iki kath grafigi.
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E—v=1, B=1

2 —*—v=0.95, 3=0.99

v=0.60, $=0.90

I—%—v=0.80, $=0.60

v=0.95, $=0.70
|-x—v=1, p=0.90

|7

0,0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Sekil 4.16. 7 = 0.3 i¢in (4.15) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin iki kath grafigi.

4.2.3. Uyumlu Zakharov-Kuznetsov (ZK) Denklemi

Uyumlu kesirli tiireve sahip ZK denklemi,

dBw 93PwP OPw OPT2Y "
_ 425
57 " oz Ve T amaym O (4.25)

seklindedir. Burada p,y ve 5 degiskenleri uyumlu Kesirli tiirevin mertebesini tanimlayan degiskenlerdir.

Ayrica, a, b, ¢ keyfi sabitler ve p, ¢, r degiskenleri tam say1 olmak iizere, ZK denklemi

w(z,y,0) = f (p~ 2, v 1y7), (4.26)

baglangi¢ kosuluna sahiptir. Bu model, diisiik basin¢hi bir manyetik plazmadaki ii¢c kathi iyon-ses
solitonlarim1 tanimlamak i¢in manyetik alandaki soguk iyonlari ve sicak izotermal elektronlari igeren bir
plazmada, zayif ve dogrusal olmayan iyon akustik dalgalarinin davraniglarini agiklamaktadir (Munro and
Parkes, 1999; Zakharov and Kuznetsov, 1974). Ayrica, ZK denklemi elipsoidal ve diizlem tipi solitonlar1
kabul etmektedir (Mace and Hellberg, 2001). Bununla birlikte, tamsay1 olmayan kuvvete ve dogrusal
olmayan terimlere sahip yeni ZK denklemleri, elektronlarin davranigi izotermal olmadiginda soguk iyon

plazmasindaki iyon-akustik dalgalar1 tantmlamaktadir (Schamel, 1973; Kumar et al., 2014).

4.2.3.1. Uyumlu Sumudu Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli ZK

Denkleminin Coziimii

Bu boéliimde, uyumlu kesirli tiireve sahip ZK denkleminin genel formununu CFZK (p,q,r)

¢ozmek icin CSDM uygulanmustir.
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(4.25) denklemine CST Sf uygulandiginda ,

B BPwP 9wl 9PF2ryT
St [6755 T T e +Caxpay27] =Sy (0], 4.27)

ifadesi elde edilir. (4.27) denklemi, CST’nin tiirev alma 6zelliklerine gore diizenlendiginde,

O¥PwP  GPwd 9P
Jé] —1.p —1 ~ p—1,8 _ —1.p —1_ ~ _ B
Sy (w(,o Ty, BT )) =w (p~'a?, vy, 0) — uS, [a 9230 +b8mp +08$98y27]’
(4.28)

bulunur. (4.28) denkleminde ters CST kullanilarak,

3P PPl 9PH2IyT

—1 -1 ~1,8) _ -1 -1 ; el ¥ >
w(P = Y7, B tﬁ)—w(P zf,y71y7,0) — 57! (uS { guie TV gam +C(9xp3y27D
(4.29)

formuna ulasilir.

Burada Adomian ¢6ziimii ise,
o
w (p_lx”,v‘ly”,ﬁ_ltﬁ) = w; (p‘lw”,'y‘ly”,ﬁ‘ltﬁ), (4.30)

seklindedir ve

olmak iizere, lineer olmayan terimler Adomian polinom serileri ile

P27

w o
p ZO B, Ny (w) = xPGyQW Z s
]:

seklinde lineerlestirilir. (4.30) ve (4.31) denklemleri, (4.29) denkleminde yerine yazildiginda,

83pwp
N1 (w) $3P ZAJ,NQ

[o.¢]
> w; <p’1wp,’y’1y”,5’1tﬂ> =f(p 'ty 1y)

Jj=0

— 57 | us? A |+ Y Biw) |+ (D Cw
Jj=0 j=0 j=0

4.31)
formu elde edilir ve (4.31) denkleminin her iki tarafi orantilandiginda,
wo (p_lx”, vy, ﬁ_ltﬁ) = f(p "2’ y),
e (p7'af 7y 87) = =8 (uS] [Akk Bit Gil) k=012, (432)

elde edilir.



105

4.2.3.2. Yakinsakhik Analizi

Bu boliimde, ¢oziimiin varlig: ve tekligi icin gerekli yeterli kosullar aragtirilmistir ve CSDM y6nteminin

hata analizi gosterilmistir.
Teorem 4.6 7 = (u1 + p2 + p3) ( B) olmak iizere 0 < n < 1icin (4.25) denklemi tek ¢oziime sahiptir.

Ispat & = (C[0, T, |.||) tiim siirekli fonksiyonlarin Banach uzay1 olsun,

W41 (p‘lx”,v‘ly”,ﬁ‘ltﬂ) =f(p 2?77 y)

By (qu [N (wy,) + Na (wy) + N (wk)]> k0,12, (433)

olmak tizere,

G : & — S, seklinde bir doniigiim olsun. Burada

83Pw?P
Ny (wk (p‘lx”w_ly”,ﬁ‘ltﬁ)) —al

ox3r’
HPw
N2 (wk (p_lxpvly_ly’yaﬁ_ltﬁ)> =b ot )
oxP
9P 277
1.0 ~—1,7v p=1:8)) _
N3 (wk(p 2’y B ))—campayw

€1,€2 ve e3 Lipschitz sabiti, w ve w farkli fonksiyonlar olmak tizere Ny, N2 ve Nj3’iin
INjw — N10|| < g1 ||lw— @], || Now — Naw|| < 2w — |, ve ||Nsw — N3w| < e3|w — |,

ile Lipschitzian’dir.

S (wSF [Ny (w) + Na (w) + Na (w)])

|Gw - G| = B ) ) )
5 (usf [Ny () + N (@) + N3 (w)})
S (uS? [V (1 (92,79, 57147)) = N (30 (0 02,4y, 57147) )]
< max | 457 (uS] [N (w (p7 12 9Ny 57) = N (3 (el 1))
57" (uS? [Na (w (p~1a?, 71y, B719)) = No (@ (p 0?71y, B714))))

er57 (uS? ([ (par, 7 197, B7) = (0 gy, 50) )

< max | teas) (uS? [|w (p~ar 1y, B77) — i (p~ e,y 2y, 717) )
+€35—1 (uSﬁ Hw (pflx" flyv’ﬁfltﬁ) — 0 (pflxp7,yfly'y7ﬁfltﬁ)|])
< max (g1 + &2 +€3) [ (uSﬂ [Jw (p “laf Ty pTHE) —w (p_lxpﬁ}’_lyﬂyug_ltﬂ)u)}
t€[0,T]
< max(e; +e9 +€3) {S (Us’ﬁ Hw ptaf Ty, BT 1t5)—w(p L Ty, B ltﬁ)H]ﬂ
te(0,T]
< max(e; +e2 +e3) |5, (uSﬁ [[lw (o~ a? vy, 5717) — (Pilxp»’flywaﬂfltﬁ)m)}

te[0,T]

5
= (1462 +63) (%) |w (p~ a2, v~ 7, B H7) — b (p~ 2P v hy, B

E
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0 < n < 1i¢in G doniistimii bir daralmadir (contraction). Bu yiizden, daralma i¢in Banach sabit nokta teoremine

gore (El-Kalla, 2008), (4.25) denklemi tek bir ¢dziime sahiptir.
Sonraki teoremde, ¢ozlimiin yakinsaklifini tartisacagiz.
Teorem 4.7 (4.25) denkleminin ¢oziimii yakinsaktir.

Ispat F, = Z?:o w;j (p_lx” Ty, g8 ), nt" kismi toplamu olsun. Adomian polinomlarinin yeni

bir formiilii kullanilarak,

elde edilir ve

|Fn, — F|| = max |Fy, — Fy

i AT
= max Z (0 <x7y,>
te[0,7] p v B

Jj=m+1

sl (2.0))
J=m+1

n A

< max | +87 | us? Ny B;
t€[0,7] ; ¢ j:;nzﬂ ’
—1 B n A

j=m+1

St (qu[ > Ni(Faet) = Ni (Fro)

j=m+1

)

n
< max | 457 (uS? | S Ny (Fp_1) — No(Fe1)
t€[0,77] j=m+1

+57 (wS? | >SS Ny (Fpo1) — N3 (Fpo1)
j=m+1

S;l (’LLS? [Nl (anl) - Nl (mel)])
< gty | 457" (w82 e () = 6 ()
571 (w8 (N3 (Furt) = Ns (Fn1)])

< max (61 + &9 +€3) [St_l
te[0,7)

B8
= (g1 +e2+¢3) <5> | Fr—1 — Frn—1]|

/N

uS{ (| Facr = Fn )]

ifadesine ulagilir. n = m + 1, olmak iizere,
| Emt1 — Finl| < n™||F1 — Fol| elde edilir. Daha sonra iicgen esitsizligi kullanilarak,
[ Frns1 — Fr|l < (n™' = 1) ||wy|| ifadesi bulunur. Burada 0 < 7 < 1, 0 < 1—-1n <1

oldugundan dolay1 || Fjp,+1 — Fip|| < %tre%a)Tc] lw1|l, || F1] elde edilir.
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|| F1|| sonlu ise, m — oo iken. ||Fy,+1 — Fi|| — O olur. Bu nedenle { F},, }, & Banach uzayinda

bir Cauchy dizisi olur. Boylece Y 22 g w; (p~'a?,y~1y?, 571t7) serisinin ¢oziimii yakinsakur.
Sonraki teoremde hata tahmini verilecektir.

Teorem 4.8 (4.32) denkleminin (4.25) max mutlak kesme hatast,

m
w <p_1:v’3, vy, ﬂ_ltﬂ> =) w; (P‘lx”, 7y, ﬁ‘ltﬁ)
j=1

m

<1 max Hw1 (pflx'”,’fly”,ﬁ*ltﬁ) (4.34)
1 — ntelo,1)
ile elde edilir.
Ispat Teorem 4.10’den
nm
[Fn — Fnll < T [Jwsll,
€[0T
formu elde edilir.
n — oo iken, F,, — w (p_la:'”, vy, B_ltﬁ) bdylece,
m m
3wy = max | (a0 7 58) = Yy (a0, 6719
- te[0,7) -
7=1 7j=1
77m 1,.p ol
< —— max ||wy (p 2’y Ty, B ;
1 — niefo,1]
ifadesi teoremi ile ispat tamamlanmig olur.
4.2.3.3. Numerik Ornekler
Ornek 4.2
—1.p -1~ —4 2( —1_.p ~—1,7v
w(p xP y,O):?wcosh (p Py y), (4.35)
baslangic kosulu ile verilen
8ﬁ 1 6304 2 o« 2 1 aa+2'y 2
v v ad Yoy (4.36)

917 T8 023 | oza | Roweogm
seklinde tanimlanan lineer olmayan wyumlu kesirli tiireve sahip ZK denklemi CF ZK (2,2, 2) kosulu ile

ele alinnistir.
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Benzer adimlar uygulanarak,

4
wo (p_lwp,v_ly”,ﬁ_lt/i) = —gwcoshQ (p~'2?, v 1y),

3p P p+2v
-1 -1 1,8\ _ _qg-1 B 16 (An) 0 (An) 16 (An)
Wn+1 <P Q:P’ry y’77ﬁ 13 ) - St <USt |:8 o3P + OxP + ] 8$p8y27 ) (437)

indirgeme formiilii olusturulur.

[e.°]
Boylece, Y A,, = w? formunda tanimlanir ve ilk ii¢ terim icin bu ifade,
i=0

2
AO == w07
A1 = 2wown,

Ay = 2wows + w%

Ag = 2wows + 2w ws

seklinde elde edilir. Coziimiin kalan terimleri ise,

= — - 4 I -
o (714877, 57) = e 75717

3p 14 p+27
Ap oy a1,8) a1 (. o8 [107(Ao) 07 (Ao) 1077 (Ag)
b (p AR ) =5 <uSt [8 0z% | 0w '8 dxrdy>v

_ 5t [usp |12 (90) | 97 (wh) | 107 (ug)
8 Oxdr OxP 8 OxPIy*"
= _716@25_1155 sinh (2 (p_lxp,’y_ly'y)) (5cosh (2 (p_lmp,’y_lyﬂ)) +2),
a1 e [10%(A) 0 (Ar) | 107 (Ay)
w2 = =5 <u5’t [8 ox3r OxP + 8 JxPIy?Y
. _S_l 16 183/) (271)011)1) + o° (2w0w1) 18'04—27 (211)0101)
-\t 8T aa OxP 8  OxPIy*>Y

32 3 (5—1755)2 13 cosh (2 (Pflxp, ’Y*l?ﬂ)) -+ 70 cosh (4 (/flggp7 »)rlyw))
27 +75 cosh (6 (p_lxﬂ’y—lyv))

ws = — 51 (us? 19%(Az) 97 (Ag) | 197427 (Ay)

t t 18 oade OxP 8 dxrPoy2Y
10% (2wows + w?)  0° (2wows + w?) 1077 (2wows + w?)
8 ox3p OxP 8 OxPOy"

)

=51 <usf

4096
243

—423 + 8,265cosh? (p~taP, yLy?)

w? (ﬁ_lt’@f sinh (p_lw”, 7_1y7) cosh (p_la:p, 'y_lgﬂ)

—28,500cosh* (p_lxp,v_lyv) ;
+23,800cosh® (p~tz?, v~ 1y?)



109

wy = —5! (uStﬁ [133p (A3) 07 (As) n 19772 (AS)D

8 Oxr OxP 8 dxPoy%y
_ _g-1 USB 183/) (2w0w3 —+ 2w1w2) n or (2w0w3 + 2w1w2) " 18/’*27 (2?1}011)3 -+ 2w1w2)
t r ox3p OxP 8 OxPOy2Y

894 cosh (2 (p~taP, v 1y7))
+56,640 cosh (4 (p~1zP, v~ 1y7))
_ 256 5 (ﬁ—1t5)4 356,175 cosh (6 (p~taP, v~y
729 +390, cos((p T,y y)) ’
+715,700 cosh (8 (p~La?, v~ 1y))
+459, 875 cosh (10 (p~1a?, 4~ 1y7))

ile hesaplanir.

w(—,—, ==Y wi|—,—, — | =wy+w +ws+... (4.38)
(p v B ; "Np’ 7' B

oldugu icin,

by 1B 4 0 y —16 8 P Y p v
w<$7y,> ——wcosh’ <w+y> + 5@ ( >Sinh (2 <x+y>) (5COSh (2 (x+y)> +2>
o’ 7B 3 P 9 h i ro
1 2 A . P Py
_32 3 () 13 cosh <2 (x+y > + 70 cosh (4 (x+y>)+75cosh (6 <x+y)>)

277 \ B P P C

) A v e 7\ [ —423+8,265c0sh? (2, L) — 28,500c0sh’ (£, )

4096 4 () sinh (x’ y) cosh | =, y) oo o

243 8 P +23, 800cosh® (177 %)

a6, (17" [ s9tcosh (2 (2. 2)) + 56, 640cosh (4 (22,2 ) + 356, 175 cosh (6 (2, 22
T 79" (B) +715, 700 cosh (8 (22,2 ) ) + 459,875 cosh (10 (22, £ )) o

’ P ’ P

formuna ulasilir ve ¢oziimiin kapalt formu,

Py tﬁ) 4 5 (a:” Y tB)
w|—,—,— | =—zwcosh” | —+— —w— |, (4.39)
( p v B 3 P B
olarak elde edilir.
Ornek 4.3
Py 3 1 P Y
w (x y,o) — Zsinh [ (m + yﬂ (4.40)
P 2 6\p v

baslangi¢ kosulu ile verilen

aﬂw a3aw3 aaw?) aa+2'yw3
2 9 _0 441
o8 oz T oga T Cagagym T (4.41)

seklinde tamimlanan lineer olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip ZK denklemi CFZ K (3,3, 3) kosulu ile

ele alinmaktadir.

Benzer adimlar uygulanarak,
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3 1
wo (p_lxp,7_1y7,5_1t6> — §w sinh [6 (,O_ll‘p,V_l?ﬂ)} )

3p 4 p+2y
Wnt1 (pflxp,v”yﬁﬁ*ltﬁ) = -5 <u5{3 [Qa (An) | 97 (An) | »0 (A")D ,n>0

Ox3p OxP OxPOYY -
(4.42)
indirgeme formiilii olusturulur.
o0
Boylece, Y A,, = w? formunda tanimlanir ve ilk ii¢ terim icin bu ifade,
i=0
AO = wg,
A= Sw(%wl,
Ay = 2w(2]w2 + Sw(%w%
As = 3wows + bwowiws + w:{’
seklinde elde edilir. Coziimiin kalan terimleri,
3 1
wo (p_lar”,v_ly”,ﬁ_ltﬂ) = jwsinh [6 (p_lrv"w_l?ﬂ)] ,
30 (A or (A 0P+ (A
_ o1 (. o[, (Ao) (Ao) (Ap)
wi =5, (uSt [2 0z | oap 2 QzPoy>"
a3p 3 o° 3 8p+27 3
- qu 9 (w) 1 (w) 19 (w)
ox3p OxP OxPOYY
73371B 1 —1,.p ~—1,~ 21 —1,.p ~—1 -~
:§wﬁ t” cosh 6(/) Py y) 9 cosh 6(/) xPy y)—8 ,
[ 0% (A or (A o2 (A
a1 (B [,97 (Ar) (A1) (A1)
w2 =5 (“St 2 5 9o L ol
_ g1 ys? 233;) (Bw%wl) N or (Bw%wl) N 28"’”7 (Bw%wl)
t ¢ Qx3p oxP QxP Oy
M 2 [ —91 + 729 cosh? [1 “lgp N lyy
_ _iw5 sinh | = (p—lxp’,y—ly'y)] (6‘1t5) 5 (o vy ’
64 6 —765 cosh? [% (p~tar, v y)]
0% (Az) | 0P (As) 07T (Ay)
— _g-1 B 2 2 2
w3 = =5 (uSt [2 0% owr 2 OxPOy>Y
_ 51 (us? 283” (2wiws + 3wiw?) N oOF (2wiws + 3wiw?) N 28F’+27 (2wiws + 3wiw?)
Ox3p OxP OxPOy2Y

39,851 — 224,468 cosh? [+ (p~a?, v~ 1y7)]
1 1, ~ N3
= %w7 cosh {6 (p 11«/7’7 1y7)} <6 1tﬁ) 1382, 293 cosh? [% (p_lscp,'y_lgﬂ)] ’
—188,181 cosh® [} (p~taP, v 1y")]
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3p P p+2
o1 g [, 0% (A3)  0°(As) 077 (43)
wi = =5, (uSt [2 0% owr 2 OxPOy>Y

839(3w0w3+6w0w1w2+w:{’) I 8”(3w0w3+6w0w1w2+w?)

[ 1 /8 ox3P oxP
- St usS, ort2y (3w0w3+6w0w1w2+w‘;’)
OxPOy27

1,179,946 — 30, 715,929cosh? [ (p~1z?, v 1y7)]
o [ (2 )] ()t | Do s o)
6\p 7 —198, 626, 022cosh® [£ (p71ar, v 1y7)]
+939, 534, 345c0sh® [ (p~'ar, 4~ 1y)]

= —w

4096

ile hesaplanir.

w = wi | —,—,—= | =wg+wy +wa+... (4.43)
(,0 v B ;;; Np 7B

oldugu icin

z Y tﬁ) 20 (xp y? P
w Ty Ty T4 w Ty Ty T4
(P v B z_: ‘\p' v’ B

|
PR g e A

= wop + w1 +wa + ...

P Y 14 Y
~ 3 oSsinh [1 (x i y) —91 + 729 cosh? {1 (x T y)} — 765 cosh? [1 (x T y)])
64 6\p v 6\p v 6\p v

1 1 4 Y
+ —w cosh[ <x+y)
p
v 1 [z v 1 P ¥
y)] + 382,293 cosh® [ <x + yﬂ — 188, 181 cosh® { (x n y)D
v 6\p v 6\p v

256 6
1,179,946 — 30, 715, 929 cosh? {%

| =
7 N
b R

(39 851 — 224, 468 cosh? [

4
198, 626, 022 cosh® {% (% Iy
+

4939, 534, 345 cosh® {% (

) o | +135,212,355 cosh? {l (ﬁ
+ 1996 @" sinh [% (% + %)} (%) 0

formuna ulasilir ve ¢oziimiin kapali formu,

xf oy t5> 3 [1 (x” yY wt'@>}
w|—,—,— ) =zwsinh || —+——-——], (4.44)
(p v B 2 6\p v B

olarak elde edilir.

4.2.3.4. Niimerik Sonuclar

Bu boliimde, CSDM yo6nteminin etkinligini gostermek icin p = v = [ ve p,~y, 8 nmin farkh
degerlerine gore denklemin tam ve yaklagik ¢oziimleri karsilastirilmustir. Sekiller (4.17- 4.19 ) Ornek

(4.2)’deki, CZK (2,2,2) denklemine gore p = v = 8 = 1, w = 0.002 ve t = 1 degerleri i¢in
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tam ¢Oziimii, yaklasik ¢oziimii ve mutlak hatasinin ii¢ katl grafigi ¢izdirilmistir. Sekiller (4.17- 4.19
), ornek (4.2)‘deki denklemin tam ve yaklasik ¢6ziimii arasindaki uyumu dogrulamaktadir. Sekiller
(4.20-4.22) CZK(2,2,2) denkleminin x = ¢t = 0.5, ve 0 < y < 1 i¢in tam ve yaklagik
¢Oziimlerinin davraniglarini gostermektedir. Sekil 4.20, CSDM yontemi ile elde edilen tam ve yaklasik
¢oziimiin p = v = 0.99 ve B’nin farkli kesirli degerlerine gore davranigini gostermektedir. Ayrica
bu grafikte, § degeri azaldiginda w(x,y,t) ¢oziim degerinin yavasca azaldigr agikca gozlenmektedir.
Sekil 4.21, CSDM yontemi ile elde edilen tam ve yaklasik ¢Oziimiin p = v = (‘e gore degerini
gostermektedir. Burada, p,~, 8 kesirli degerlerinin hepsi arttifinda, w(x,y,t) ¢o6ziimiiniin degerinin
hizlica arttig1 gozlenmektedir. Benzer sekilde, Sekil 4.22°de p = 5 = 0.98 ve gamma’nin farkli kesirli
degerlerine gore tam ve yaklasik ¢oziimiin davraniglarini incelemek igin grafiklerine yer verilmistir. Bu
grafikte, v arttiginda ve y degeri azaldiginda w(z,y,t) degeri yavasca arttig1 ancak + ve y artiginda
w(z,y,t) ninde hizla arttig1 gozlenmistir. Sekiller (4.23- 4.25)’da Ornek (4.40)’deki CZK (3,3, 3) iin
tam ¢oziimii, yaklagik ¢oziimii ve mutlak hatasinn p = v = = 1, @ = 0.002 ve t = 1 degerleri
icin ti¢ katl grafiklerine sirasiyla yer verilmistir. Sekiller (4.23- 4.25)’den CZ K (3,3, 3) ’iin tam ve
yaklasik ¢ozlimlerinin uyumlulugundan 6nerilen yontemin etkinligi acikca gozlemlenmektedir. Sekiller
(4.26-4.28), CZK(3,3,3)linx =t = 0.5 ve 0 < y < 1 degerleri i¢in tam ve yaklagik ¢6ziimiin
karsilastirmaktadir. Sekil 4.26, p = v = 0.99 ve 8 farkli kesirli tiirev degerlerine gore tam ve yaklasik
¢oziimiin davraniglarini gostermektedir ve p, «y, 3 farkli kesirli degerleri arttifinda, w(x, y, t) ¢6ziimiiniin
diizenli olarak azaldigi agikca gozlenmektedir. Sekil 4.27 p = v = [ degeri i¢in tam ve yaklasik
¢oziimiin davraniglarimi gostermektedir ve p,~y, 5 kesirli degerleri arttiinda w(zx,y,t) ¢Oziimiiniin
degerinin aniden azaldig1 goriilmektedir. Sekil 4.28’den p = 8 = 0.98 ve ~’nin farkli degerleri icin
yaklasik ¢oziimiin davranigini gostermektedir. Burada yaklagik ¢oziimlerin neredeyse benzer oldugunu
ve gamma arttiginda w(z,y,t) nin yavasca arttigi goriilmektedir. Tablo 4.3 ve Tablo 4.4°de , Ornek
(4.2) ve Ornek (4.3) in ¢cOziimleri sirastyla x,y = 0.1,0.5,1, @ = 0.002 ve t = 0.1,0.2,0.3, 0.4 farkhi
degerleri secilerek arastirllmigtir. Burada, ¢ degeri x, y farkli degerlerine gore arttiginda, mutlak hatanin

da arttig1 acikca goriilmektedir.



Cizelge 4.3. p = v = § = 1 oldugunda CZK (2,2, 2) i¢in yaklagik ¢dziimiin ile tam ¢dziim

karsilagtirilmasi.
x Y t Tam Coziim Yaklasik ¢6ziim w, Mutlak Hata
0.1 0.1 0.1 -0.00277433 -0.00277918 0.000004858
0.2 -0.00277411 -0.00278147 0.00000735961
0.3 -0.00277389 -0.0027838 0.00000991182
0.4 -0.00277367 -0.00278619 0.0000125164
0.5 0.5 0.1 -0.00634573 -0.00646423 0.000118507
0.2 -0.00634379 -0.00652813 0.000184331
0.3 -0.00634186 -0.0065976 0.000255737
0.4 -0.00633993 -0.00667377 0.000333836
1 1 0.1 -0.0377152 -0.0493615 0.0116463
0.2 -0.0377007 -0.0677036 0.0300029
0.3 -0.0376861 -0.105509 0.067823
0.4 -0.0376716 -0.174978 0.137306

Sekil 4.18. p = v = 8 = 1 i¢in (4.36) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin ti¢ kath grafigi.
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Sekil 4.19. p = v = [ = 1 i¢gin (4.36) denklemine ait uyumlu Sumudu ayrigtirma yontemi
CSDM mutlak ii¢ katlt hata grafigi.

0.0000
-0.0015 J
-0.0030 4
00045 T TE oy

o
-0.0060 ] Sy
~%
-0.0075 4 -
-0.0090 ¥y
-0.0105 [ N
-0.0120 4 N }
2 -0.0135] §§

-0.0150
-0.0165
-0.0180
-0.0195
-0.0210
-0.0225
-0.0240
-0.0255
-0.0270

oK

© 5K

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Sekil 4.20. p = v = 0.99 ve 3 farkli degerleri icin (4.40) denklemine ait iki kath grafikleri.

0.01
0.00 Y—g=y- ¥=Y=¥=§ ==y

-0.01 LB
002 —
-0.03 1 * veo
0.04 b,
0,054
-0.06 4
007
-0.08
009
0.10
0.1

-0.12 +— T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Sekil 4.21. p = v = B icin (4.36) denklemine ait iki katli grafikleri
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0.000

% =09
0,005 FU=Yoygoy e . ATy
s? =F=%—x @ y=0.8
N I,
0.015 o x Ky
o *\* N
-0.020 4 o \*\x\*\
LR \X
0.025 o xS
= \
-0.030 - .
0,035
-0.040 - 2
-0.045
-0.050 -
-0.055 +———————————————————7——

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Sekil 4.22. p = 3 = 0.98, ve y farkli degerleri icin (4.36) denklemine ait iki katlh grafikleri.

Sekil 4.23. p = v = § = 1 i¢in (4.41) denklemine ait ¢6ziimiin ii¢ kath grafigi.

Sekil 4.24. p = v = 8 = 1 i¢in (4.41) denklemine ait yaklagik ¢oziimiin ti¢ kath grafigi.
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101 4078
A Emor

1005 <1078k

Sekil 4.25. p = v = 8 = 1 i¢in (4.41) denklemine ait uyumlu Sumudu ayrigtirma yontemi
CSDM mutlak ii¢ katlt hata grafigi.

0.0009

* @

0.0008

KX % ©
%X

0.0007 4

XX * ©

0.0006 1
z
0.0005 1
*
0.0004 - 22

0.0003 % .

0.0002 +— T T T T T T T T

Sekil 4.26. p = v = 0.99 ve 3 farkli degerleri i¢in (4.41) denklemine ait iki kath grafikleri.

*-— B=y=p=0.99
0.0009 -| - B=y=p=0.95
* - B=y=p=0.85
@ Exact *
0.0008 —
o’
*
0.0007 N * X ¥ ¥
* X
* §
0.0006 -| * <y ¥
2 * "
* X%
* .
0.0005 - . &
* %
*x T
0.0004 * & ¥
o
K~ ¥
0.0003
0.0002 T T T T T T T T T

Sekil 4.27. p = v = Fi¢in (4.41) denklemine ait iki kath grafikleri.
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*—y=0.95
v=0.85
* y=0.75
o y=065 &

T exact 2

T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

y

Sekil 4.28. p = 5 = 0.98 ve ~ farkli degerleri i¢in (4.41) denklemine ait iki kath grafikleri.

Cizelge 4.4. w = 0.002, p = v = = 1 oldugunda CZK (3,3, 3) i¢in yaklagik ¢6ziim ile

tam ¢6ziim arasindaki kargilagtirmasi.

T ] t Tam Coziim Yaklasik ¢oziim w;, Mutlak Hata
0.1 0.1 0.1 0.0000998184 0.000100018 0.000000199505
0.2 0.0000997184 0.000100018 0.000000299257
0.3 0.0000996183 0.000100017 0.000000399009
0.4 0.0000995182 0.000100017 0.000000498761
0.5 0.5 0.1 0.000502317 0.000502115 0.000000202021
0.2 0.000502317 0.000502014 0.000000303031

0.3 0.000502317 0.000501912 0.00000040404
0.4 0.000502316 0.000502316 0.000000505049
1 1 0.1 0.00101841 0.00101862 0.000000209921
0.2 0.0010183 0.00101862 0.00000031488
0.3 0.0010182 0.00101862 0.000000419838
0.4 0.00101809 0.00101862 0.000000524794
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4.2.4. Uyumlu Fitzhugh-Nagumo (FN) Denklemi

Bu béliimde, CSDM uyumlu kesirli tiireve sahip FN denklemine uygulandiginda,

oo
s = (7). (@45)
baglangi¢ kosulu ile
ot 0o 2 _ 3
T o (1+9)¢" —¢° —do, (4.46)
seklinde tanimlanir. Burada, ¢ = ¢ (%%) ve A\, i1, (0 < A\, < 1) uyumlu kesirli tiirevi ifade eden

parametreler ve 0 keyfi sabittir. § = —1 degeri icin (4.46) denklemi Newell-Whitehead (NW) kismi
diferansiyel denklemine doniismektedir. (4.46) denklemi ilk olarak sinir sistemi iletimini modellemek
icin Hodgkin ve Huxley tarafindan onerilmistir. Ayrica FN termodinamik, devre teorisi, biyoloji ve
popiilasyon genetigi alaninda termal enerjinin iletimini agiklayan dnemli bir lineer olmayan denklemdir
(FitzHugh, 1961; Nagumo et al., 1962; Shih et al., 2005; Hariharan and Rajaraman, 2013; Hariharan,
2019).

4.2.4.1. Uyumlu Sumudu Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli FN

Denkleminin Coziimii

Bu boliimde, CSDM’nin amact N (.) lineer olmayan operator ve % uyumlu kesirli tiirev olmak

lzere

:L)\
s =v (%), @
baglangi¢ kosulu ile verilen
oo 0 ¢
iy d¢p+ N (¢), (4.48)

formundaki genel lineer olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip diferansiyel denklemler goz 6niine alinarak
gosterilmistir.

(4.48) denklemine, CST S}’ uyguladigimizda,

o o2
o [(’Mﬂ — s [ S =86 N (9)] (4.49)

ifadesi elde edilir. (4.49) denklemi, CST’nin tiirev alma 6zelliklerine gore diizenlendiginde,
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P A 2
p ANy (2 w070
st (0 (505 )) =0 (500) +ust |Gk — a0+ N @) (.50
bulunur. (4.50) denkleminde ters CST kullanilarak,
™ z? _1 " 0

formuna ulasilir. Burada Adomian ¢6ziimii ise,

at tH > ™ tH
¢<A,M>—§:@<,>, (4.52)

m \A K
seklindedir ve
1| =
AJ (¢07¢177¢n):7 w NZ(WJ(ZSJ) )
J 3=0 w=0
olmak iizere, lineer olmayan terimler Adomian polinom serileri ile,
(o.9]
N(¢)=)_4; (4.53)
§=0

seklinde lineerlestirilir. (4.52) ve (4.53) denklemleri, (4.51) denkleminde yerine yazildiginda,

0o Py A ) o (Y2 0y (21 o - .
;Qsj <:i\7'u> :Qp(a;) +St 1 US# ( J ax?)\( F‘)) —5Z¢j <x)\7'u> +]Z:%AJ ,

§=0
(4.54)
formu elde edilir ve (4.54) denkleminin her iki tarafi kariglagtirildiginda,
A A
Tttt T
¢0 <)\7/~L> — @b ()\> )
2 z
x> . 9 (¢j (Tv ﬂ)) x>
(Z)k-i-l (A’M) :St ,U“S# D2\ _5¢] (A’M) +A.7 7k:071727
(4.55)

elde edilir.

4.2.4.2. Yakinsaklik Analizi

Bu boliimde, ¢oziimiin varligi ve tekligi i¢in gerekli yeter kosul arastirilmistir vee CSDM

metodunun hata analizi gosterilmistir.
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Teorem 4.9 9 = (g1 + ¢€2) (%) olmak iizere, 0 < ¥ < 1 icin (4.46) denklemi tek ¢oziime sahiptir.

Ispat & = (C[0, T, |.||) tim siirekli fonksiyonlarin Banach uzay1 olsun,

A A A L A
(5 0) 0 (5) e (o o (5)) e () o

olmak lizere,
G : & — S, seklinde bir doniigiim olsun. Burada, R <¢ (%, %)) = (6‘1% — 5) (d) (%, %)) ,
€1 ve €9 Lipschitz sabiti, ¢ ve qg farkl1 fonksiyonlar olmak iizere N1, No ve N3’iin HRqﬁ — R(Z)H <

£ H¢ _ ng | ve HN¢> — NqEH <& Hqs _ ng ile Lipschitzian’dir.

=i l=[si* (ust (& (es (5 5+ (e (5 50 ))]) =7 (wst [ (0 (5 ) )+ (8 (5-5) )|

< 57 (u5t [0 (5 42)) )D+si(
< o [ (ust [ (81 (2 2)) - (52 ] e (st [ (o (52.2)) (5.2 )]

te[0,T)

gmax(81+€2)[5;1 uS}’ [Hw(d)ﬂ<%’%))7¢;J<%’%)H]>]

Smax(sl—i-sg)[st_l(quH
t€[0,T] (

0 < ¥ < 1igin G doniigiimii bir daralmadir (contraction). Bu ylizden, daralma i¢in Banach sabit nokta

teoremine gore, (4.46) denklemi tek bir ¢ézlime sahiptir.
Teorem 4.10 Denklem (4.46)’in ¢oziimii yakinsaktur.

Teorem 4.11 (4.55) denkleminin (4.46) max mutlak kesme hatasi

™ tH s ™ tH ym a
— =) - ==l < — -, = 4.56
(%) ;%(A’u)lﬁt?&% a3l 420
ile elde edilir.
4.2.4.3. Niimerik Ornekler
Ornek 4.4 (Alfageih and Misirl, 2021)
Mg 9P
il NS NS 4.57)

oth  Ox2™



121

1 )
¢@;®::2<1+Mmh<v@4k>>, (4.58)

baslangi¢c kosuluna sahip lineer olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip FN denklemini ele alalim.

Bu problemin tam ¢oziimii,

A 1 V2pa + 3AtH
= )==(1+tanh | 22"
¢(A’u) 2\ AN ’

seklindedir. Lineer olmayan —¢? terimi icin Adomian polinomlari asagidaki gibi hesaplanabilir:

Ao = — 43,
A1 = 30361,
Ay = =3 (#502 + d01)
Az = — (30’ @3 + 600192 + 41
4.59)

(4.59) denklemi, (4.55) denkleminde yerine konularak agsagidaki ¢coziimiin kalan terimleri elde edilir,

™ th 1 a:)‘
(3)4em(a5)

=S | wst i (% <T7 ;)> + %o (96):\, t:) - 4

3 1z t
= Ssech? [ —== — 1,
o (%) (5)

i zr th
A 3 9% P1 oo P i
¢2 <>\7M> =5, | usy ( 8£2A H)> + 1 ()\’ >+A1
=57 [ usS! ( 652/\ M)> + é1 ()\, M) — 39501

9 e x)‘ o\ 2
= —Zsinh* [ —— ) esch® <> <> .
4 <2M@> W2/ \

Benzer adumlar uygulanarak,

 th 9 [th\? ) A
o ()= () (o0 (05) =)= (7).
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a th 21 [th\* 6 x . 3:’\ . 2 A
Py < 1 M) = _M<E> sech (2)\\/5) <3smh (\/57> — 18sinh (ﬁ) + 12 cosh (T) - 16) ,

Sformlar: elde edilir. Boylece, (4.57) denkleminin CSDM ile analitik ¢oziimii seri formunda
™ e ™ tH o
o(5 )= (F5) v (5 5) v (50
x

1
2
e () = (73) (5)
— —sinh h
7 Sin (2>\\/§ csc W3
3

cm (5) (2 (5) )= (7)

- 4§;6sech <2/\\/_> (3s1nh (\/’—> — 18sinh (T)

12c0sh [ 2 —16(
+ 12cosh | — | — — ] 4+
(Ga) ()

seklinde elde edilir.

Sekil 4.29. u=XA=1,0<x < 1ve0 <t <0.5degerleri icin (4.57) denklemine ait gercek
¢Oziimiin ii¢ katli grafigi.
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05 | pd
4 I.f
i SR

~
0.0
1.0

Sekil4.30.u = A =1,0 <z < 1ve0 <t < 0.5 degerleri icin (4.57) denklemine ait
yaklasik ¢coziimiin ii¢ katl grafigi.

Sekil431l.pu =X =1,0<z < 1ve0 <t < 0.5 degerleri icin (4.57) denklemine ait
uyumlu Sumudu ayrigtirma yontemi CSDM mutlak {i¢ katli hata grafigi.

0,75
|-#— Lambda =0.99,Mu=0.95|
|—8— Lambda =0.95,Mu=0.90|
|-m— Lambda =0.9,Mu=0.99
0.70 4 —m— Lambda =0.80,Mu=0.95|
E |—m— Lambda =0.80,Mu=0.80|

0,65 -|

0,60

0,55

X

Sekil 4.32.¢t = 0.02, p ve A\ farkli degerleri i¢in (4.57) denklemine ait gergek coziimii
yaklagik ¢Oziimii ile iki kath grafigi.



124

Cizelge 4.5. 1 = A = 1 i¢in (4.57) denklemine ait mutlak hata tablosu.

t x Tam Coziim CSDM Yaklasik Coziim Mutlak Hata
0.05 0.516333 0.516332 0.00000111929
0.10 0.525156 0.525155 0.00000111497
0.02 0.15 0.533964 0.533963 0.00000110789
0.20 0.542751 0.54275 0.00000109809
0.25 0.551511 0.55151 0.00000108563

0.05 0.535031 0.534984 0.0000475469

0.10 0.543815 0.543768 0.0000473493

0.07 0.15 0.552571 0.552524 0.0000470361
0.20 0.561295 0.561249 0.0000466091

0.25 0.569982 0.569936 0.0000460706

0.30 0.578625 0.57858 0.0000454232

Ornek 4.5 (Alfageih and Misirli, 2021)

oMy ¢ T 5 3
g~ g =18 P g (.60)

1
¢(2,0) = —5——, (4.61)
e v +1
baslangi¢ kosuluna sahip lineer olmayan uyumlu kesirli tiireve sahip FN denklemini ele alalim. Bu

problemin tam ¢oziimii

A

™ P 1

¢<A’u>: v S (4.62)
e V2\ X "2u) 1]

seklindedir. Lineer olmayan (%qﬁ — ¢3) terimi icin Adomian polinomlart asagidaki gibi hesaplanabilir:

7 .
AO = i(bg - ¢87
A = g¢0¢1 — 30501,
7
Ay = 7 (20002 + 67) — (2662 + 3¢501)
Az = Z (20003 + 201¢2) — (3d0gs + 6dod1d2 + B1) ,

(4.63)

Benzer adimlar uygulanarak,

A
A 1
¢U<)\> )Z oN ;

RO e 41

A z
o . (5 %)) 3, (e
mﬂ(k,u>=SHu$L (3£A“)>—4@(,)+Aj k=0,1,2,
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indirgeme formiilii olusturulur ve ¢oziimiin kalan terimleri,

a th 1 tH
¢1 77 — ] = N - >
H —8cosh (ﬁ) —8 \H

|
s(28) -t ()= (3)0)
o (12) el (23) ) () )

o (50 =~ (o () - 1o (7)) = (57 ()

ile hesaplanmir. Boylece, (4.60) dekleminin CSDM ile analitik ¢oziimii,
A A o 2
tH 1 1 tH 1 e
¢ <x_7 —> = + (—) — —sinh* (—x ) h? ( ) < )
Au) o s —SCosh( >_8 16 272\ No3)

o (20) ) () ()
e () e ) 2 (2)

seklinde elde edilir.

i 1
10

Sekil433. u=A=1,0< 2z <1,0 <t <0.5degerleri icin (4.60) denklemine ait ger¢ek
¢Oziimiin ii¢ katli grafigi.
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1.0

Sekil4.34. p=X=1,0<2 <1,0 <t <0.5degerleri i¢in (4.60) denklemine ait yaklagik
¢Oziimiin ii¢ katlh grafigi.

&

-
015 ¢
Abs. Errora-mi y

005

0.00 by
o f

Sekil4.35. u=X=1,0< 2z <1,0 <t <0.5degerleri i¢cin (4.60) denklemine ait uyumlu
Sumudu ayrigtirma yontemi CSDM mutlak {i¢ katli hata grafigi.

j—m== Exact

|—m— Approx

|-m— Lambda =0.99,Mu=0.95

0,70 - |-m— Lambda =0.95,Mu=0.90| |
= Lambda =0.9,Mu=0.99 .7'

|-m— Lambda =0.80,Mu=0.95| P a

|-=— Lambda =0.80,Mu=0.89 F o

.

0,85 4

0,60

0,55

0,50 4

T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12

X

Sekil 4.36. t = 0.02, cesitli kesirli ¢ ve A degerleri icin (4.60) deklemine ait gergek ¢coziimii
yaklagik ¢oziimii ile iki kath grafigi.
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Cizelge 4.6. 1 = A = 1 icin (4.60) denklemine ait mutlak hata tablosu.

t x Tam Coziim CSDM Yaklasik Coziim Mutlak Hata

0.05 0.513255 0.505714 0.00748392
0.10 0.522083 0.514549 0.0075053

0.01 0.15 0.530897 0.523374 0.00752205
0.20 0.539691 0.532186 0.00753415
0.25 0.548461 0.540977 0.00754156
0.05 0.00748392 0.513255
0.10 0.522083 0.514549 0.0075053

0.05 0.15 0.530897 0.523374 0.00752205
0.20 0.539691 0.532186 0.00753415
0.25 0.548461 0.540977 0.00754156

4.3. 1ki Kath Uyumlu Sumudu Déniisiimii

Bu boliimde, uyumlu iki katli Sumudu doniisiimiiniin (CDST) tanimi verilmistir. Oncelikle
CDST baz1 belirli fonksiyonlara uygulanmustir. Ayrica, CDST ile ilgili bazi teoremler, 6zellikler verilmis
ve ispatlanmistir. Onerilen doniisiimiin uygulanabilirligi ve etkinligini gostermek icin CFD iceren genis

bir sinif olan (FPDE)’nin tam ¢oziimiinii elde etmek i¢in CDST uygulanmusgtir.

Tammm 4.3 ¢ : [0,00) X [0,00) — R parcali siirekli bir fonksiyon olsun. Bu kiime altinda

(ﬂ)Jr(ﬂ)
11)\726 ,i=1,2 ve (x”,v'ﬁ) ER%r ,
J

Q=< @(z,7):3IA, A2 >0, |p(z,7)| < Kexp
iki katly uyumlu Sumudu doniigiimii,

@(p.q) = S4S2 (¢ (z,7) : (P7Q))_//e_(”+5>80(1795,q7) dyxdgT
0 0

://e v 1B gp(p:z:,qT)x”*lTB*ldJ:dT, (4.64)
0 0

seklinde tanumlanmir. Burada v, 5 € (0, 1] ve p, q € C (Alfageih et al., 2021).

Tamim 4.4 ¢ : [0,00) X [0,00) — R reel degerli bir fonksiyon olsun, x ve T degiskenlerine gire tek

katlt uyumlu Sumudu doniisiimleri sirasi ile

o(p) = 5 (¢ (2.7) : p) = / e (pr,7) e, (4.65)
0

P0) = 82 (e (e i0) = | e o (@, qr) T dr, (4.66)
0

sekinde tanimlamir (Alfageih et al., 2021).
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Teorem 4.12 (Alfageih et al., 2021) ¢ : [0,00) x [0,00) — R bir reel fonksiyon olmak iizere,

7
halde S3S- (p(x,7)) = [ [ e To(px, qr)dxdr klasik iki katl doniisiimiiniin ifade etmek iizere
00

v B
v (o (27
5257 (1o (5 ) ) = a8 (ot ). @67
dir.

Ispat CDST tanimi kullanilarak, w = (%) ve y = (%) doniisiimleri uygulandiginda, Teorem
(4.12)’in ispat1 agik¢a goriilebilir.

Ornek 4.6 Bazi temel fonksiyonlarn iki katl wyumlu Sumudu doniigiimleri

1. c bir sabit olmak iizere
8457 (¢) = SuSr (c) = ¢,
dir.
2. 1, s keyfi sabitler olmak iizere
8057 ((2)" (%)) = SeSr [@@"79)] = T + DT(s + 1y,
dir.

3. a,b keyfi sabitler olmak iizere

2\ (22
S (e (7)ol )) = SuSr (") = amamy
dir.

4. a,b keyfi sabitler olmak iizere

;57 (sin (a7 sin (b)) = (et etrmamy
dir.

5. a,b keyfi sabitler olmak iizere

8557 (COS (a%7) cos (l’%)) = @)

dir.
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4.3.1. Iki Kath Uyumlu Sumudu Déniisiimiin Bazi Ozellikleri

Teorem 4.13 (Alfageih et al., 2021) a,b,r, s € R, p,q > 0 olmak iizere, p(p, q) = S;’Sf (go (%, 7))
ve (p, q) = S”S’B< (7,%>> olsun. O halde,

1. Olcek Degisim Ozelligi

8157 (¢ (ex,dr)) = @ (cp, dg),
2. Lineerlik Ozelligi

SYS7 (cp (x,7) + do (x,7)) = ¢ (p,q) + do (p, q)

3. SYSE(f (z)) = f(p) ve S¥SE (9 (7)) = 4(q),
4. S¥S7(f(2)g (7)) = f(p)3(a),

W

n
<

%

2V Tﬁ
(fo” Jo? (k) dmdﬁ/\> = pa@(p. q),

B + ibT i il 1 =
6. S5t (6 o W( + ﬁ)) = (1¢ap)<1¢bq>‘ﬁ(1fap’ quq)'

Ispat CDST tanimu kullamilarak, Teorem (4.13)’in ispati agiktir.

Lemma 4.1 (Alfageih et al., 2021)0 < v, B < 1, icin 8w” , W—f ve g;:;ﬁ; (v., B.vev+ 3. mertebeden

kesirli kismi turevlerin CDST’ler sirast ile

i. SuSP (‘3;”) =p ' [p(p,q) — ¢ (0,9)].

-~
~

. 5557 (5:8) =a ' 2 () — 2 (0.0)].

cee v v+ o - B B -
iii. S5 (é?xuaﬁ%) =p ¢ e (p,q) — @ (p,0) = (0,9) + ¢ (0,0)].
iv. 8157 ((2) 5og) = p2 g0

vosys? (%) 58) = aZ582.

orh or

biciminde yazilabilir.

Ispat (i) Uyumlu Sumudu déniisiimii tanimina ve uyumlu tamimina gére kismi integral alinirsa,

257 (58) =g [ [ < Fr O TGzt tani

:/ / e_ ot W (z) L0(m’7_)1:”_17'5_10l$d7', (4.68)
pato Jo 0

X




130

elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde,

&p (a: T)
v Qp ﬁ 1
S S < x”) == / / dxdr

= e )7'571 (0,7 —l—/ / (x,T):cl'*lTﬁ*ld:ch

g pqp
=p ! [@(wD -¢(0,9)],

esitligi elde edilir.
(ii), (iii)’nin ispati (i) sikkinin ispatina benzerdir.

mﬁ
Teorem 4.14 n,m € Nve 0 < v, 8 < 1 olmak iizere ‘3;2‘5, ngﬁ , (v. ve B. mertebeden, n ve m kez

uyumlu anlanminda kesirli mertebeden turevleri) (CDSTs) sirast ile

am/ ol n—1 ; 81'1/
SySP <a m,) =p " |@pq) = > PSP <asto(0ﬁ)>] ; (4.69)
L 1=0
6m5 B r m—1 akﬁ
SvsP (a m}f) g™ g*sY < e — 0)>] (4.70)
L k=0

seklindedir (Alfageih et al., 2021).
Ispat Teoremin ispat: matematiksel tiimevarim ile kolaylikla yapilabilmektedir.

Lemma 4.2 (Alfageih et al., 2021) (iki katli uyumlu Laplace doniisiimiinii - iki katly uyumlu Sumudu

doniigiimiiniin dualitesi). S;’Sf (gp (%, %) , (p, q)) oldugu kabul edilsin.
v z¥ ﬁ v
O halde L'L? (go (xy, - )) S e -(r5rats) (xy %) 2B ddr iki katl uyumlu

Laplace doniisiimiinii ifade etmek iizere
v 8 1 v B 11
SZSE (90 (wa T) 7(p7 q)> = 7L;L£ (90 (xa T) ) (a >> 9 (471)
v B pq v B pq

Ispat CDST tanimuni kullanarak ispat kolayca gosterilir.

dir.

Teorem 4.15 (Konvoliisyon Teoremi) p > 0 ve q > 0 icin p(p,q) = S;Sf (go (%, %)) ve ¢(p, q) =

S;’S.’? (gzﬁ (%, %)) iki katly uyumlu Sumudu doniisiimleri mevcut olsun. Bu durumda

b kY 8 N\ kY \B
[w*cb]( ) // (_’5_5>¢<y B)dndg)\ 4.72)

ifadesi ¢ ve ¢ fonksiyonlarinin iki katli uyumlu konvoliisyonlarmn ifade etmek iizere

v B B
SS? <[<p 2] (xy ;)) ~ pa¢(p. 4)9(p,q) 4.73)

dir.
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ispat Lemma (4.2) kullanilarak,

v 7P 1 v 7B 11
v o ((1omsat (TN = L rvr8 ((1owas (2 72Y) (11
S””ST(@D ¢]<V’ﬁ>>> pqL””LT<<[@ M(V’ﬁ))’(ﬁt])
Lo (25) D)l
pg T v’ B) \pq o
3

esitligi gerceklenmektedir.

4.3.2. 1Iki Kath Uyumlu Sumudu Déniisiimiiniin Bazi Uygulamalar

Bu boliimde iki katli Sumudu doniisiimii, lineer uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemler ve uyumlu

integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek i¢in uygulanmisgtir.

Ornek 4.7

0% v 825g0 Gﬁgo AN B
gz ~ 9728 orf T (,,) * (5) T 79

uyumlu kesirli tiirevli lineer homojen olmayan kismi tiireve sahip Telegraph denklemini

¥ ' \? o i
v v orv v

8 BN\ v 8
T T T
0,— |=(—=1),z=—¢!0,— | =0, (4.75)
*”( ﬁ) (5) ar”( B)
baslangic-sinir kosullart ile ele alalim. (4.74) denkleminin her iki tarafina soldan CDST uygulandiginda,
o o 10" (0, 9 o
P2 (p,q) —p %9 (0,9) —p lgiuq)—q 6 (p,q) + 4 %5 (p,0)
L 0%°6(p,0) oy _
+q 123;) —q ‘o (p.a) +a o (p,0) — o (p,q) + 20" +q—1=0, (4.76)

elde edilir. (4.775) denklemindeki baslangi¢-sinir saritlart tek CST uygulandiginda

9°% (p,0 . o i}
¢ (0,9) = 2¢°, Sf;g;) =1,20,9)=a5-¢(0,4) =0, &(p,0) = 2% 477

(4.77) denklemindeki degerler (4.76) denkleminde yerine yazildiginda,

-2 2.2 1 1,2

(p?—q?—q¢'=1)opaq) = (=2 —q ' —2¢""p*—2p" —q+1), (4.78)

elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) i¢in ¢oziildiigiinde,

?(p,q) = (20* +4q) , (4.79)
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bulunur. (4.779) denklemine ters CDST uygulanirsa,

o (@,7) =SS [(2p% + )]

N (T 4.80
(5)+(5) (50
elde edilir.

Ornek 4.8

86 aQu o”
Y SD+ 'Z

ors — 0x2v  Oxv’ O<v,fst (451)

lineer homojen kesirli mertebeli Advection- Diffusion denklemini

(50)-4-(2).

B B B4 B
T T T
% O,>:1+(),cp(0,>:0, (4.82)
( g g ) Oxv g
baslangig-simir kosullart ile ele alalim. (4.81) denkleminin CDST alindiginda,
1 . 2 . 109(0,9) g _
P00~ ¢ 00 =5 (.0) 22 0.0) ~p 2Dt 50) —2(0,0),
(4.83)
esitligine ulasilir. (4.82) denklemindeki baslangic-sinmir saritlart tek CST uygulandiginda
_ 1 _ 09 (0,q
P 0)=1— —pp0,q=1+q (p(y ) =0, (4.84)
—p ox
elde edilir. (4.84) denklemindeki degerler (4.83) denkleminde yerine yerine yazildiginda,
_ _ 1y - _ 1 _ _
(@' =+ o =q" <1_p —p> —p 21+ +p ' (1+4q), (4.85)

ulasilir. Bu denklem ¢ (p, q) igin ¢oziiliirse ve denkleme ters CDST uygulanirsa,

- g (ﬁ—p)—p’2(1+Q)+p’1(1+q)
T, T) =g Of — — _
v (¢t —p2+p )

:e(%) _ <”;> < > (4.86)

elde edilir.

Ornek 4.9

v B
2 . X . T
_ _ = — — — < .
9.8 Dp2v 2¢ 2sin < ” ) sin ( 3 > ,0<v, <1 (4.87)
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uyumlu kesirli mertebeden lineer homojen olmayan kismi turevli diferensiyel Klein-Gordon denklemini
v 87’ v v
<p<$, 0>:0, cp<$,0>:sin<$>,
v orv v v

8 oY B (TP
2 <0, F > = 0, @Q@ (0, F ) = s (5> y (488)

baslangic-simir kosullart ile ele alalim. (4.87) denkleminin CDST alindiginda,

o o _,0%%(p,0 o
20 (p,q) —q > (,0) — g 1%—p 2 (p. q)

Yy 1076 (0,9) P q
2 1 )

0 ——= -2 = -2 — 4.89
+p " (0,9) +p o @ (p,q) 211 (4.89)
esitligine ulagilir. (4.88) denklemindeki baslangic-sinir kosullari tek CST uygulandiginda,

9°% (p,0) p  9"¢(0,q) q
D = D = = =] 490
#(,0)=0,2(0,9) =0, —55 T+ 2 0w Tt & (4.90)

elde edilir. (4.90) denklemindeki degerler (4.89) denkleminde yerine yazildiginda,

2 9 ) (P 1 4 p g
—p2-2)p = 4 S Y (P S - 4.91
(¢ -p )@ (p,q) =q (1 2> p <1 q2> (1 51 q2>, (4.91)

elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) i¢in ¢oziildiigiinde ve ters CDST uygulandiginda,

otan) =557 |y (' () 7 () -2 (i)

—stet |
v [1+p?1+q2

AN E
= sin (V) sin (ﬁ) , 4.92)

elde edilir.

Ornek 4.10

By e N ’o
o~ dx3v - dxv

0,0<v,8<1 (4.93)

lineer homojen kesirli mertebeli Korteweg-de Vries denklemini

x¥ z¥ 7'5 Qﬁ 8” Tﬁ Qﬁ 82” TB gﬂ
Z0)=e v 0,— |=e’F, —0(0,— | =—"F, —0 (0, — | =¢7
SD ( v Y > € ()0 < Y IB ) € Y axV<p < ) B ) € Y axQVSD Y B € )

(4.94)
baslangic-simir kosullart ile ele alalim. (4.93) denkleminin CDST alindiginda,
o) —a ' (p.0) +p P (pa) —p 7@ (0,9) -
p2 2200 1820 | v )~y (0,0) =0, (4.95)

oxV Ox2v
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esitligine ulasilir. (4.94) denklemindeki baslangic-sinir kosullari tek CST uygulandiginda,

1 1 0"3(0,q) -1 8%%(0,q) 1

5(0.0)= ——. 3(0.q) = — —
¢ (p,0) 1er,w(,q) 1125 ou 2 0a 20

elde edilir. (4.96) denklemindeki degerler (4.95) denkleminde yerine yazildiginda,

@'+ 2+ )P0 0) = <1(i;2> + <1p+zq> - <1p_22q> + <1p_12q> 4 (

elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) i¢in ¢oziildiigiinde ve ters CDST uygulandiginda,

1 )+ ()~ (#20) +
z, — S—ls—l +p +2q —<q
¢ (z,7) v 2T (gL p S tp)) <p71 ) (pfl )
1—2q 1-2q /)

elde edilir.

Ornek 4.11

64”g0 N 82ﬁ(p y ﬁ ﬁ . ﬁ 2
o 928 \ v B B )’

lineer homojen olmayan kesirli mertebeli Euler-Bernoulli denklemini
i a7 x¥ 1 [2v\°
? < 0> =0 5 ? ( 0) = 120() !

B 1 B o B

T T T
w0, — = —| - —¢ |0, — =0, fori =1,2,3
<’5> 12<6>’8$“‘ <’ﬁ> ’ ! T

baslangic-sumir kosullart ile ele alalim. (4.98) denkleminin CDST alindiginda,

4 L 30"¢(0,q) _ ,0%¢(0,q)
4 _ 4 _ 3 _ 27 7\
prepa)—p R0 —p T T T

- agu‘ﬂ_ (0,9) - - - 3/895 (p,0)

1 ) 2~ 2 — 1 ’ 2
- -~ a. - - —_— = 2
p N3V +q¢ o (psq) —q "¢ (p,0) — ¢ 9B pq + 297,

esitligine ulagilir. (4.99) denklemindeki baslangic-sinir kosullari tek CST uygulandiginda,

6695 (p7 0) 5 = 4 8iy
T o8 =p’, ¢(0,9) = 2¢", DT

¢ (p,0) =0, ¢(0,q) =0, for,i=1,2,3,
elde edilir. (4.101) denklemindeki degerler (4.100) denkleminde yerine yazildiginda,
(P +qa ) epa) =20 '¢" +q¢ 'P° +pg +2¢°),

elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) i¢in ¢oziildiigiinde ve ters CDST uygulandiginda,

(4.96)

—1
1—2q>’

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)
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(2p~%¢* + ¢ 'p* + pq + 2¢%)
(p~*+q72)

o(z,7)=8;'5;"

= 5,181 [24" + ap]

olarak elde edilir.

Ornek 4.12

v E
Py N AN AN
= () (= 41 NIV dkd)
83}”87’54—90 4<y><ﬁ>+uﬁ+ +//SO(K’ ) RGA
0 0

uyumlu kesirli mertebeli integro-deferansiyel denklemi

@(z,0) =0, ¢(0,t) =0,

baslangic-simir kosullart ile ele alalim. (4.104) denkleminin CDST alindiginda,

1

p et @ (p,a) — @ (p.0) — 3(0,q9) + ¢ (0,0)] + & (p,q) = p°¢* +pg + 1+ pgp (p, q) ,

esitligine ulagilir. (4.105) denklemindeki baslangic-sinir kosullar tek CST uygulandiginda,
@(p70) = 07()5(()’(1) = 07
elde edilir. (4.107) denklemindeki degerleri (4.106) denkleminde yerine yazildiginda,

p a7 e (p,q) + @ (p,q) = p*¢* +pg+ 1+ pep (p.q),

elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) i¢in ¢oziildiigiinde,

@ (p,q) = pq,

elde edilir ve ters CDST uygulandiginda,

2V B
1 rT
90 (:L‘vT) S [pq] v B )
elde edilir.
Ornek 4.13
o 12
v 6 zV B e’ 4 7 /
825395,7) (9%55277)“_6”_6&_@” 6://@ )& TIN L dkd )
0 0

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

4.111)
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uyumlu kesirli mertebeli integro-deferansiyel denklemi
=¥ i
o(x,0) =€+, p(0,7)=e7, (4.112)
baslangic-simir kosullart ile ele alalim. (4.111) denkleminin CDST alindiginda,

p @ (pa) — 20,9 +q " [@(p.q) — & (p,0)]

1 1 1 i
+1—(1_p)—(1_q)—(1_p)(1_q)=pqw(p,Q), (4.113)

esitligine ulasilir. (4.112) denklemindeki baslangic-sinir kosullart tek CST uygulandiginda,

1 1
¢ (p,0) = 2 (0,9) = : (4.114)
#:.0) (1-p) 09 (1—q)
elde edilir. (4.114) denklemindeki degerleri (4.113) denkleminde yerine yazildiginda,
(" +q = p) PP ) = b 1 :
" oq(l-p) p(l-9q) 1-p) Q-9 (Q-pA-0q
(4.115)
elde edilir. Bu denklem ¢ (p, q) icin ¢oziildiigiinde,
p(p,q) ! (4.116)
P49 = 77 N7 .
(1-p)(1—gq)
olarak yazilabilir ve ters CDST uygulandiginda,
S - (£)+()
1g-1
o(x,7)=295,"5; [] =e\? B, 4.117)
N ()

elde edilir.
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda ilk olarak (Maitama and Zhao, 2019)’'nin ¢aligmasi iki katli Shehu
doniisiimiine DHT genisletilmistir. ~ Iki kath Shehu doniisiimiiniin varligi-tekligi tartigilmis ve
kanitlanmigtir. Yeni iki katli Shehu doniisiimii ile ilgili bazi temel 6zellikler ve teoremler sunulmustur.
Onerilen yontemin, iki degisken iceren integral ve kismi diferansiyel denklemlerde kullanimi i¢in uygun
bir yontem oldugu analiz edilmistir. Bu nedenle, 6nerilen yontemin integraller ve kismi diferansiyel
denklemler i¢in etkin, dogru ve giivenilir bir teknik oldugu uygulamalar ile gosterilmistir. Uygulamali
matematik, uygulamali fizik ve miihendislikte ortaya ¢ikan dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin bu yeni doniisiimiin literatiirdeki bagka yontemler ile birlestirilebilecegi
gozlemlenmistir. Ayrica, Aboodh ayristirma yontemi sabit ve sabit olmayan katsayilarla Black-Scholes
kesirli diferansiyel denklemini ¢ézmek icin basarili bir sekilde uygulanmigtir. Bu doniisiim, ii¢
katli Aboodh doniisiimiine genisletilmistir. Bu doniisiim ile ilgili olarak bazi teoremler ve ozellikler
tartistlmistir. Bu farkli doniisiimiin uygulanabilirligi ve etkinligini gdstermek icin 6nerilen yeni doniisiim
bazi 6rneklere uygulanmistir.

Gercek diinya problemlerinin farkli alanlarinda ortaya ¢ikan uyumlu kesirli tiirevleri i¢eren
kesirli kismi diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerini elde etmek icin uyumlu iki kathh Laplace
doniisiim yontemi, denklemlere bagarili bir sekilde uygulanmistir. Elde edilen sonuglar, bu yontemin
uygun, etkin, avantajli, glivenilir ve verilen baslangi¢-sinir kosullarina sahip uyumlu kesirli tiireve sahip
kismi diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerini elde etmek i¢in yeterli oldugunu gostermektedir.
Ayrica, Onerilen bu yontem dogrusal olmayan uyumlu kismi diferansiyel denklem sistemlerine
uygulanmigtir ve bu yontemin denklem sistemleri i¢inde etkin bir yontem oldugu goézlemlenmisgtir.
Sonug olarak, uyumlu iki katli Laplace doniisiimii kapsamindaki hesaplamalar, diger yontemler ile
karsilagtirildiginda kisa bir hesaplama boyutu oldugu acik¢a goriilmektedir. Bu yeni yaklagim,
uyumlu iki kathh Laplace doniigiimii ve Adomian ayristirma yonteminin bir birlesimidir. Sunulan
teknikler ile elde edilen sonuclarin, literatiirdeki mevcut c¢oziimler ile tam uyum icerisinde oldugu
gozlemlenmigtir. Dahasi, yeni bir uyumlu integral doniigiimii Onerilmigstir ve bu doniisiime “yeni
uyumlu Laplace doniisiimii” ad1 verilmistir. Onerilen bu doniisiim ile ilgili baz1 teoremler ve 6zellikler
sunulmustur. Ayrica, tekil uyumlu kesirli Lane-Emden tipi denklemlerin baglangi¢ deger problemlerinin
genis bir sinifin1 ¢ézmek icin de Adomian ayristirma yontemi ile birlestirilmistir. Bu yeni doniisiim
bagarili bir sekilde denklemlere uygulanmistir. Elde edilen sonucglar incelendiginde, yeni uyumlu

Laplace doniisiimiiniin uygun, etkin, giivenilir ve ele alinan baglangi¢c kosullarina gore Lane-Emden
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denklemlerinin kesin ¢oziimlerini elde etmek icin etkili bir doniisiim oldugu sonucuna varilmistir. Bu
caligmada ayrica, uyumlu kesirli Fornberg-Whitham denklemi, Zakharov Kuznetsov, Gardner-Ostrovsky
ve Fitzhugh-Nagumo modellerinin ¢dziimlerini elde etmek i¢in uyumlu Sumudu ayristirma yontemi adi
verilen yeni bir hesaplama yontemi kullanilmigtir. Bu yontem, uyumlu Sumudu doniisiim yontemine ve
Adomian ayristirma yontemine dayanmaktadir. Elde edilen ¢oziimler ile tam ¢éziimler arasindaki uyumu
gostermek icin sonuglar literatiirdeki tam ¢oziimler ile karsilagtirilmistir. Bunun yam sira, yakinsaklik
analizi yapilmig ve hatalar1 hesaplanmistir. Tam ¢oziimler ile yaklagik ¢oziimler arasindaki mutlak hata
aragtirtlmig ve grafikleri ¢izdirilmistir. Problemlerin ¢6ziim grafikleri, 6nerilen yontemin kesin ¢oztimler
ile iyi uyustugunu gostermektedir. Ulagilan sonuclar, onerilen yaklasimin dogrusal olmayan uyumlu
kismi diferansiyel denklemleri ve uyumlu kesirli diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek icin etkili,
kolay ve anlagilir bir yontem oldugunu ortaya koymaktadir.

Son olarak, uyumlu iki katli Sumudu doniisiimiiniin tanimini verilmis olup, bu doniisiim belirli
bazi fonksiyonlara ilk kez uygulanmigtir. Buna ek olarak, bu doniisiim ile ilgili bazi teoremler
ve ozellikler sunularak kanitlanmistir. Onerilen bu yeni doniisiimiin uygulanabilirligi ve etkinligini
gostermek icin kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genis bir sinifina ve uyumlu kesirli tiirev iceren

integral denklemlere uygulamasi yapilmis ve tam ¢oziimleri elde edilmigtir.
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