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GENISLETILMIS OZET

Leibniz cebirleri ilk olarak Loday tarafindan 1993’te Lie cebirlerinin non-
antisimetrik versiyonu olarak tamimlanmigtir. Buna gore L, bir K cismi lizerinde
[,] : L x L — L braket carpimu ile birlesmeli olmayan bir K-cebir olsun. Eger her
x,¥,2 € Ligin

e 2] = [y 2 =[x, 2] )

saglaniyorsa L bir sag Leibniz cebiri olarak adlandirilmigtir. Eger her x € L igin [x,x] =0
kosulu saglaniyorsa Leibniz 6zdesligi Jacobi 6zdesligine indirgenebilir (Loday ve Pi-
rashvili, 1993). Dolayisiyla her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir. Fakat bir Leibniz ce-
birinin bir Lie cebiri olabilmesi i¢in antikomutatif 6zellige sahip olmasi gerekmektedir.

Drensky ve Cattaneo 2002°de serbest metabelyen Leibniz cebirini
tanimlamiglar ve bu cebirin bazi temel Ozelliklerini ifade etmiglerdir.  Ayrica
Smel’kin 1973’te Lie cebirlerinin wreath c¢arpimini ve bu carpimin grup teorisin-
deki bazi uygulamalarimi vermistir.  Bahturin ise 1992°de bazi Lie cebirlerinin
abelyen geniglemelerinin otomorfizmlerini ve derivasyonlarimi ifade etmigtir. Bu
calismada Smel’kin ve Bahturin’in s6z konusu arastirmalarindan yola ¢ikilarak serbest
metabelyen Lie cebirlerinin otomorfizmlerinin bazi sonuglar1 serbest metabelyen
Leibniz cebirlerine genisletilmistir.

Calismamizda ilk olarak, karakteristigi O olan K cismi lizerindeki Leibniz ce-
birlerinin ve serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bazi temel 6zellikleri verilmisgtir.
Buna ek olarak, serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizm grubunun yapisini
belirlemek amaglanmigtir. Bu ¢alisma temel olarak yedi boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde tezin konusu ile ilgili giris yapilmigtir. Ayrica tezin konusu
hakkinda daha 6nce yapilan temel ¢calismalar kisaca anlatilarak tezde cevap aranan prob-

lemlere yer verilmistir.
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Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tamim ve teoremler ifade edilmistir.

Uciincii boliimde wreath carpim tanimlanmustir. Bu calismada kullanilacak olan
wreath carpim ile ilgili bazi lemma ve onermeler ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde iki rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bazi
ozellikleri verilmistir. Teorem 4.3 ve Teorem 4.8’de, iki rankli serbest metabelyen Leib-
niz cebirlerinin IAut(F /F") otomorfizmler grubunun yapisi tammlanmugtir. Teorem
4.9°da ise iki rankl serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin Aut(F /F") otomorfizmler
grubunun yapisi ifade edilmistir.

Besinci boliimde ii¢ rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bazi
ozellikleri verilmistir. Teorem 5.1 ve Teorem 5.5°de ii¢ rankl1 serbest metabelyen Leib-
niz cebirlerinin JAut(F /F") otomorfizmler grubunun yapisi tanimlanmigtir. Teorem
5.6’da ise ii¢ rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin Aut(F /F") otomorfizmler
grubunun yapisi ifade edilmistir.

Altinc1 bolimde n rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bazi
ozellikleri verilmigtir. Teorem 6.1 ve Teorem 6.2°de, n rankl1 serbest metabelyen Leib-
niz cebirlerinin JAut(F /F") otomorfizmler grubunun yapisi tanimlanmigtir. Teorem
6.3°de ise n rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin Aut(F /F”) otomorfizmler
grubunun yapisi ifade edilmistir.

Yedinci boliimde ise tame ve non-tame (wild) otomorfizmlere deginilmisgtir.
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1. GIRIS Tuba TAS ADIYAMAN

1. GIRIS

Modern cebirin en ilging problemlerinden biri serbest cebirlerin otomor-
fizm grubunun tanimlanmasidir. Makar-Limanov 1973’te ve Czerniakiewicz 1971°de
iki tretecli serbest birlesmeli cebirlerin tiim otomorfizmlerinin tame oldugunu
gostermiglerdir. 1964’te Cohn herhangi bir cisim iizerindeki sonlu iiretilmis serbest
Lie cebirlerinin otomorfizmlerinin tame oldugunu ispatlamistir. 1973’te Smel’kin iki
rankl1 serbest metabelyen Lie cebirlerinin lineer olmayan tiim otomorfizmlerinin wild
oldugunu gostermistir. Bahturin ve Nabiev tarafindan 1992’de serbest cebirlerin oto-
morfizm gruplarinin yapisini ifade eden bazi sonuglar verilmistir.

Leibniz cebirleri ilk olarak 1993’de Loday tarafindan Lie cebirlerinin non-
antisimetrik versiyonu olarak tanimlanmistir. 2001°de Abdykhalikov iki rankli serbest
Leibniz cebirlerinin tame otomorfizmlerinin bir karakterizasyonunu vermistir. Papistas
ve Drensky 2005°te m > 2 rankli sonlu iiretilmig serbest nilpotent Leibniz cebirlerinin
otomorfizm gruplarinin tame otomorfizm ve formu bilinen bir non-tame otomorfizm
tarafindan iiretildigini géstermislerdir. Drensky ve Cattoneo tarafindan 2002°de serbest
metabelyen Leibniz cebirleri ve bu cebirlerin bazi 6zellikleri tanimlanmustir.

Smel’kin 1973’te Lie cebirlerinin wreath carpimini ve bu carpimin grup
teorisindeki bazi uygulamalarin1 vermistir. Bahturin ise 1992°de bazi1 Lie cebirlerinin
abelyen genislemelerinin otomorfizmlerini ve derivasyonlarini ifade etmisgtir.

Bu calismada Smel’kin’in 1973’te ve Bahturin’in 1992’de serbest metabelyen
Lie cebirlerinin otomorfizmleri iizerine elde ettikleri bazi sonuglar, serbest metabelyen
Leibniz cebirlerine genisletilmigtir. Lie cebirlerinin wreath ¢carpimindan yola ¢ikilarak
abelyen Leibniz cebirlerinin wreath ¢carpimi tanimlanmis ve serbest metabelyen Leib-
niz cebirlerinin yapisinin anlasilmasinda wreath carpimdan faydalanilmistir.  Bu

yaklagimdan yola ¢ikilarak ilk olarak asagidaki problemin cevabi aranmustir. ki
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rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin [Aut(F /F") otomorfizmler grubunun
yapist nasildir? Iki rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin tiim otomorfizmler
grubunun iirete¢ kiimesi nasil tanimlanir?

Daha sonra ayni problemler {i¢ rankli ve n rankli serbest metabelyen Leib-
niz cebirleri i¢in disiiniilmiigtiir. Tezde temel olarak s6z konusu problemlerin cevabi

aranacaktir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER Tuba TAS ADIYAMAN

2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanmm 2.1 K bir cisim ve V, K cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektér uzay1 olsun.
[,] : V xV — V braket carpim olmak iizere her a,f3 € F ve a,b,c € V igin

i) [a,ab+ Bc] = ofa,b]+ B [a,c] ve [ca+ Bb,c] = a[a,c]+ B [b,c]| bilineerlik

ii) [a,a] = 0 antikomutatiflik

iii) [a, [b,c]] + [b, [c,a]] + [c, [a, b]] = 0 Jacobi 6zdesligi

saglantyorsa V’ye bir Lie cebiri denir.

Ornek 2.2 V =R? ve [,] : V x V — V braket ¢arpim olmak iizere her v = (v{,v2,v3),

w= (wi,w2,w3) € V i¢in

€] (5 €3
vwl=det | v, vy 3

wr w2 w3

seklinde tanimlanan carpma ile V bir Lie cebiridir.

Tanmm 2.3 K bir cisim ve L, K iizerinde vektor uzayi olsun. L iizerinde tanimlanan

braket carpimi denilen [, : L x L — L bilineer doniisiimii eger her x,y,z € L i¢in
[xv [y>ZH = [[xay] >Z] - [[X,Z} ay]
Leibniz 6zdesligini sagliyorsa L bir sag Leibniz cebiri ve eger her x,y,z € L icin

[be,y]s 2] = s [y 2l] = Iy [, 2]]

Leibniz 6zdesligini sagliyorsa L bir sol Leibniz cebiridir denir.

Bu calismadaki Leibniz cebirleri sag Leibniz cebirleri olarak diisiiniilecektir.

Not 2.4 Bir sol Leibniz cebiri sag Leibniz cebiri olmak zorunda degildir.
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Ornek 2.5 K bir cisim ve L, K iizerinde {x,y} bazi ile bir vektor uzayi olsun. L

tizerinde [,] islemi her x,y € L i¢cin asagidaki gibi tanimlansin.

[x,x} =0, [x,y] =0, LY,X] :x7[ ,)’] =X

L bir sol Leibniz cebiridir fakat sag Leibniz cebiri degildir (Demir ve ark., 2013). Kabul
edelim ki L bir sag Leibniz cebiri olsun. O halde [y, [y,x]] = [[y,y],x] — [[x,¥],y] esitligi

saglanir. Buradan,

by, xll = [],x] =[xy,
[y’x] = [x,x]—[O,y]

x =0
elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Acikca goriiliiyor ki L bir sag Leibniz cebiri degildir.

Ornek 2.6 K bir cisim ve L, K iizerinde bir birlesmeli cebir olsun. P € End(L) ve

P? = P olmak iizere P doniisiimii

PaP(b)) = P(a).P(b)

P(P(a)b) = P(a).P(b)
kosullarini saglasin. L’nin bir bilineer doniiglimii agagidaki gibi tanimlansin.

] : LxL—L

[a,b] = aP(b)—P(b)a

L’nin bu doniigiim ile bir Leibniz cebiri oldugunu ve 6zel olarak P birim doniisiim

almirsa L’nin aym1 zamanda bir Lie cebiri oldugunu gosterelim. Her a,b,c € L ve
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o,pB € K i¢in

a,0b+Bc] = aP(ab+Bc)—P(ab+Bc)a
= a(aP(b)+BP(c)) — (aP(b) + BP(c))a
— aaP(b)+aBP(c) — aP(b)a— BP(c)a
— aaP(b)— aP(b)a+aBP(c)— BP(c)a
= a(aP(b) — P(b)a) + B(aP(c) — P(c)a)

= afa,b]+Bla,c]
olup bilineerlik 6zelligi saglanir. Her a,b,c € L i¢in [a, [b,c|] braketini alalim.

la,[b;cll = a(Pb,c]) = (P[b,c])a

= a(P(b)P*(c)—P*(c)P (b)) — (P(b)P*(c) = P*(c)P(b))a

Agikga goriiliiyor ki [a,[b,c]] = [[a,b],c| — [[a,c],b] Leibniz 6zdesligi elde edilmistir.
Dolayisiyla L s6z konusu doniisiim ile bir Leibniz cebiridir. Ozel olarak P birim

doniigiim alinirsa
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elde edilir. Bu doniigiim ile L’nin bir Lie cebiri oldugunu gosterelim. L’nin Lie
cebiri olabilmesi i¢in Oncelikle bilineerlik 6zelligini saglanmasi gerekir. Bilineerlik
ozelliginin saglandigim yukarida gostermigtik. Ayrica her a € L i¢in [a,a] = 0 olup an-
tikomutatif 6zelligin saglandig1 asikardir. Son alarak Jacobi 6zdesliginin saglandigin

gostermeliyiz. Her a,b,c € L igin

[a,[b,c]] = [a,bc—ch]
= a(bc—cb)— (bc—cb)a
= abc—acb—bca+ cba
= abc—acb—bca+ cba— cab+ cab+ bac — bac
= —bca+ bac+H cab— acb — cab+ cba+ abc — bac
= —b(ca—ac)+ (ca—ac)b—c(ab—ba)+ (ab—ba)c
= —[b,[e,d]] = [c,[a,b]]

elde edilir. Dolayisiyla [a,[b,c]] + [b,[c,a]] + [c,[a,b]] = O olup Jacobi 6zdesligi

saglanir. Boylece L bir Lie cebiridir.
Ornek 2.7 Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.

Not 2.8 L bir Leibniz cebiri olsun. Eger her x € L i¢in [x,x] = 0 kosulu saglaniyorsa
Leibniz 6zdesligi Jacobi 6zdesligine indirgenebilir.

L Leibniz cebiri antikomutatif 6zellige sahip ise her a,b € Li¢in [a+b,a+b] = 0 dir.
la,a] +[a,b] + [b,a] + [b,b] =0

olup antikomutatif 6zellikten dolay1 [a,b] + [b,a] = 0 dir. Dolayisiyla [a,b] = —[b,d]

esitligi elde edilir. Leibniz 6zdegliginden

x, [y 2] = [[x,3] 2] = [, 2] )]
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oldugunu biliyoruz. Antikomutatiflikten dolayi yukaridaki esitlikte [x,[y,z]] yerine

—[[v,7] ,x] yazabiliriz. Bu durumda

kel = [xyl2d =[x,y
=[x = [beyla —I[x2,y]

0 = [aa]+[bey]sz =[x 2.5

Benzer sekilde antikomutatif 6zellikten — [x,z] yerine [z,x] yazabiliriz. Boylece

(2] o] + [ 5] 2] 4 [[z:] ] = 0

elde edilir. Elde ettigimiz [[x,y],z] + [[z,x],¥] +[[y,2] ,x] = O esitligi Jacobi 6zdesligidir.
Dolayisiyla Leibniz 6zdesligi antikomutatif 6zellige sahip olma durumunda Jacobi
ozdesligine indirgenebilmektedir. Acikga goriiliiyor ki Lie cebirleri Leibniz cebirlerinin

0zel bir durumudur.

Tanimm 2.9 L, K cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve N, L’nin bir alt kiimesi olsun. Her

x,y € N ve her a,b € K i¢in

i) ax+byeN

ii) [x,y]€N
kosullar1 saglaniyorsa N’ye L’nin bir alt Leibniz cebiri denir.

Tammm 2.10 L, K cismi tizerinde bir Leibniz cebiri ve N, L’nin bir alt Leibniz cebiri
olsun. Her x € N ve y € L i¢in [x,y] € N ve [y,x] € N ise N’ye L nin iki tarafl ideali

kisaca ideali denir.

Teorem 2.11 L bir Leibniz cebiri olsun. I = ([x,x] : x € L) olarak tanimlanan alt cebir

L’nin bir idealidir.
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Ispat: Her a = [x,x] €I ve y € Ligin [y, a] = [y, [x,x]] olmak iizere Leibniz 6zdesliginden

U’ [xvx]] = [b/7x] ’x] - [ijx} ’x] =0¢el

elde edilir. Dolayisiyla 7, L’nin bir sol idealidir. Benzer sekilde her a = [x,x] € I ve

y € Ligin [a,y] = [[x,x],y] olmak iizere Leibniz 6zdesliginden

[P, 3] = e, e, 11+ (e, 1 5

elde edilir.

Pet byl x4 eyl = B xd =+ e, B yIT - [ ] ] =+ [ ] sy

esitliginden [x, [x,y]] + [[x,y] ,x] € I olur. Dolayisiyla /, L’nin bir sag idealidir. O halde
I, L’nin bir idealidir.
Teorem 2.12 Leibniz cebirlerinde iki idealin toplami ve iki idealin kesisimi yine bir

idealdir. Fakat iki idealin braket ¢arpimi ideal olmak zorunda degildir.

Ispat: I ve J, bir L Leibniz cebirinin iki ideali olsun. Oncelikle I + J’nin alt cebir

oldugunu gosterelim. ay,a> € I ve by, by € J olmak lizere a; 4+ by,ar + b, € [+ J alalim.
(a1 +b1)— (a2 +b2) = (a1 —az) + (b1 — by)

I ve J altcebir oldugu i¢in (a; —az) € I, (by —by) € J dir. Buna gore (a; +b;) —
(a2—|—b2) el+Jve [a1 +b1,a2—|—b2] = [al,az] + [bl,az] + [al,bz] + [al,ag] e l+J dir.
Ayrica I ve J ideal oldugu i¢in [I,L],[L,I] € I ve [J,L],[L,J] € J dir. Buna gore

[+J,L)=[I,L)+[J,L]eI+J

ve

[LI+J)=[L1+[LJ el+]
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oldugundan / 4 J, L’nin bir idealidir. /N J’nin, L’nin bir ideali oldugu benzer sekilde
gosterilir. Iki idealin braket carpiminin ideal olmak zorunda olmadig1 asagidaki drnekte

gosterilmistir.

Ornek 2.13 A, {x,a,b,c,d} tarafindan iiretilen bir Leibniz cebiri olsun. A Leibniz
cebirinin elemanlarimin braket ¢arpimlan [a,b] = ¢, [b,a] =d , [x,a] = a = —a,x] ,
[x,c]=c, [x,d]=d,[c,x] =d,[d,x] = —d ve geriye kalan braketler 0 olacak sekilde
tanimlansin. /,{a,c,d} tarafindan ve J, {b, c,d} tarafindan iiretilsin. / ve J, A’nin ideal-
leri olmasina ragmen [I,J],{c} tarafindan iiretilmekte olup bir ideal degildir (Demir ve

ark., 2013).

Tanim 2.14 L; ve L, K cismi iizerinde Leibniz cebiri olsun. ¢ : L; — L, lineer

doniisiim olmak iizere her x,y € L i¢in

o([x.y]) = [9(x),0(y)]

braket carpimi korunuyorsa @’ye Leibniz cebir homomorfizmi denir. @, orten ise epi-
morfizm olarak adlandirilir. @, 1-1 ve Orten ise izomorfizm olarak adlandirilir. Eger
Ly = L, ise @, bir otomorfizmdir.

L Leibniz cebirinin tiim otomorfizmler grubunu AutL ile gosterecegiz.

Tamm 2.15 X bostan farkli bir kiime olsun. L bir Leibniz cebiri ve 7 : X — L bir
fonksiyon olsun. Eger B Leibniz cebiri ve { : X — B doniisiimii i¢in § = fn olacak
sekilde sadece bir f : L — B Leibniz homomorfizmi varsa (L, 1) ikilisine X iizerinde
bir serbest Leibniz cebiri denir.

X iizerinde bir serbest Leibniz cebirini inga edelim:

Xi=X, X, =UZ|(X,xXy—,) ve MX)=Ur X,
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olsun. a € X, , b € X, ve (a,b) € X, x X, olacak sekilde p ve ¢ tamsayilar1 vardir.

X, x X, den X,,’e olan i¢ine doniisiimler altinda (a,b) nin goriintiisii a.b olsun.

X, X X — X

(a,b) — a.b

Boylece her a,b € M(X) i¢in a.b tanimlanabilir. a € X, olacak sekilde r tamsayisina
a’nin uzunlugu denir. /(a) ile gosterilir ve /(a) = r dir. Uzunlugu 1 olan elemanlar X in
elemanlaridir. Uzunlugu 2’ye esit ya da daha biiyiik olan elemanlar ¢ = (ab) seklindeki
elemanlardir. Ayrica,

I(ab) = I(a) +1(b)

dir.  M(X)’in elemanlarmmn biitiin lineer toplamlarini alip bir vektor uzayma
genisletelim. Boylece K iizerinde birlesmeli olmayan bir serbest cebir inga edelim.

Bu cebire L(X) diyelim. 7, her a,b,c € L(X) i¢in
[Cl, [b>CH - [[aab] ,C] + [[a,c] 7b]

elemanlar tarafindan iiretilsin ve 7, L(X) in bir ideali olsun. F(X) = L(X)/I cebiri
serbest Leibniz cebiridir. Burada X kiimesi F(X) serbest Leibniz cebirinin iireteg

kiimesidir.

Tammm 2.16 L' ve L, L Leibniz cebirinin serbest K-modiil olarak iki kopyas1 olsun.
x € L iizerindeki sol ve sag universal operatérler olan I, ve r, ile sirastyla L' ve L’ nin

elemanlarini gosterelim. Her x,y € L i¢in

Fly] = Txely—IyIy
l[)ny] = L.ry—ry.l,

(re+l)l, = 0

10
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ozelliklerini saglayan, birimli ve birlesmeli T(L! @ L") tensor K-cebirinin bir idealine
I diyelim. UL(L) = T(L' ®L")/I, L Leibniz cebirinin evrensel enveloping cebiridir
(Loday ve Pirashvili, 1993).

Tamim 2.17 R bir halka, M bir toplamsal degismeli grup olmak iizere her r,r;,r» € R

ve m,my,my € M icin

RxM — M

(rm) — rm

i) r(mi+mp)=rm +rm
ii) (ri+r)m=ri.m+r.m
iii) (ri.r)m=ry.(ry.m)
kosullarini sagliyorsa M’ye bir sol R-modiil denir. Eger her r,r,r; € Rve m,m,my € M
icin
MxR — M

(m,r) — mr

i) (mi+m).r=my.r+m.r
ii) m(ri+nr)=mr +mnr

iii) m(ry.ra) = (m.ry).r

kosullarini sagliyorsa M’ye bir sag R-modiil denir. Bir modiil hem sol R-modiil hem de

sag R-modiil ise kisaca R-modiil olarak adlandirilir.

11
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Tanmm 2.18 L bir serbest Leibniz cebiri olsun. UL(L) ile L’nin evrensel carpimsal

enveloping cebirini gosterelim. L cebiri her a,b € L icin

ar, = |a,b]

al, = [b,dq]
islemleri ile bir sag UL(L)-modiildiir. Buna gore

G LxULLL) — L

al, = [b,a] vea.r,=]|a,b]

ile tanimlanan déniisiimde her a,c € L ve I,1l; € UL(L) i¢in

i) (a+c)ly=Ib,a+c|=Ib,al+[b,c]=a.ly+c.lp

iit)  a.(lprq) =[b+d,a] = [b,a]+[d,a| = a.l,+a.ly

iii) alypq=[[b,c],a]l = [[b,a],c]+b,[c,a]] = [[b,a],c] - [b,[a,c]] = (a.lp) .re — (a.rc) Iy

alpe =a.(lpre—redp) = a.(lp.re) —a.(redy) = (aly) .re—(are) Iy

ve benzer sekilde her a,c € L ve rp,ry € UL(L) igin

i) (a+c)rp = la+e,b] = [a,b]+[c,b] = ary+c.r

i) a(rpea) = [a,b+d) = [a,b]+[a,d] = a.ry +a.rg

iii)  arpg = [a[bc]] = [la,b] ] - [[a,c] ,b] = (a.ry) 1o — (are) 1y
.1y = a(rp.re —rery) = (@ry) re — (are) .1

oldugundan L bir sag U L(L)-modiildiir.

Not 2.19 K cismi iizerinde M,h ve g Leibniz cebirleri olsun. 0 > M — h — g — 0

abelyen genislemesi Leibniz cebirlerinin bir tam dizisi olup ayn1 zamanda K-modiillerin

12
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bir dizisi olarak diistiniildiigiinde parcalanabilir bir dizidir. Ayrica [M,M]| = 0 dir. Buna
gore

[—,—]=¢gxM—->Mve [—-,—|=Mxg—M

etkileri her m € M ve x,y € g icin asagidaki aksiyomlar1 saglasin.

[m, beyl] = (I, y] = [lm, ], %]
be,fm Y]l = [be,m],y] = [lx,y],m]
b, byml] = [l yl,m] =[x, m],y]

Son iki ifade taraf tarafa toplanirsa [x, [m,y]] + [x, [y,m]] = O esitligi elde edilir.

Tamim 2.20 L bir Leibniz cebiri olsun. L Leibniz cebirinin tiiretilmis serisi
LO=r,LV=[L1,., LW = [L(k_l),L(k_l)}

olarak tanimlanir. Eger bazi n > 0 icin L0 = {0} oluyorsa L’ye ¢oziilebilir Leibniz
cebiri denir. Ozel olarak L) = 0 ise L’ye metabelyen Leibniz cebiri denir. Tiim 2-
rankli Leibniz cebirleri metabelyendir ve her x; € L igin [[x1,x2], [x3,x4]] = O esitligi
saglanir (Drensky ve Papistas, 2002).

Calismamizda F bir serbest Leibniz cebiri olmak iizere F/F " ile bir serbest metabelyen

Leibniz cebirini gosterecegiz.

Tamim 2.21 F/F” serbest metabelyen Leibniz cebiri ve F'/F"’de, F /F" nin tiiretilmig
alt cebiri olsun. Aut(F /F")’nin modiilo F’/F"’ne gore birim olan elemanina IA oto-

morfizm denir.

F/F " serbest metabelyen Leibniz cebirinin IA otomorfizmler grubunu

1Aut(F /F") ile gosterecegiz.

13
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Tamm 2.22 o, F/F" cebirinin i = 1,2, ...,n i¢in x; — y; seklinde tanimlanan bir oto-
morfizmi olsun. Eger v; € F” ve i = 1,2,...,ni¢in & : x; — y; + v; olacak sekilde F’nin
bir @ otomorfizmi varsa o’ya tame otomorfizm denir. Bu durumda ¢, F’nin bir oto-
morfizmine taginabilir (tame)” denir. Eger «, tasinabilir degilse tasinamaz (wild) oto-

morfizm olarak adlandirilir.
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3. WREATH CARPIM

1964°te Smel’kin gruplar i¢in verbal wreath carpimin bir tanimini vermistir.
Ayrica Smel’kin 1973’te wreath ¢arpimin grup teorisindeki bazi uygulamalarina yer
vermis ve bu carpimin benzer bir formunu Lie cebirleri i¢in ifade etmigtir. Smel’kin
1973’te ozellikle birimli ve degismeli halka iizerindeki Lie cebirlerinin varyetesinde
bulunan A ve T gibi iki Lie cebirlerinin wreath ¢arpimini A tarafindan iiretilen bir B ide-
ali ile T Lie cebirinin yaridirekt ¢arpimi olarak tanimlamistir. Aslinda wreath ¢arpimin
yapisini tanimlamak kolay degildir. Fakat Smel’kin katsayilarin geldigi halkanin cisim
olmasi durumunda degismeli Lie cebirlerinin varyetesinde wreath carpimi oldukca ba-
sit bir yolla ifade etmistir. Bu durumda Smel’kin B’yi, ranki A’nin boyutu ile ayn1 olan
serbest bir 7-modiil olarak diigiinmiistiir. Bu 6zel durum i¢in W wreath ¢arpimint AwrT
olarak ifade etmistir.

1985’te Sullivan, wreath carpima farkli bir bakig acis1 ile yaklagmis ve
Smel’kin’den oldukca farkli bir wreath ¢arpim tanimi vermistir. Ayrica Sullivan grup
teoriden esinlenerek iiretecleri ve bazi bagintilar1 kullanarak wreath ¢arpimi dnce gru-
plar i¢in sonra Lie cebirleri i¢in tanimlamisgtir.

Biz caligmanin bu boliimiinde 1973’te Smel’kin ve 1985°te Sullivan tarafindan
tanimlanan Lie cebirlerinin wreath carpimindan esinlenerek Leibniz cebirlerinin wreath
carpimini ve lireteglerini tammmladik. Ayrica calismamizin ilerleyen boliimlerinde kul-
lanacagimiz bazi 6nemli lemma ve onermeleri wreath carpimi kullanarak ifade ettik.
Buna ek olarak W olarak adlandirdigimiz abelyen Leibniz cebirlerinin wreath carpimin

bir Leibniz cebiri oldugunu fakat Lie cebiri olmadigin1 gosterdik.

Tamim 3.1 K degismeli ve birimli bir halka olsun. A ve B, K lizerinde Leibniz cebiri
olsunlar. A, K iizerindeki Leibniz cebirlerinin bir B varyetesi tarafindan igerilsin. A

ve B’nin B —wreath carpimi AwrgB ile gosterilir ve bir W cebiri olarak asagidaki gibi
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tanimlanir:

1) W, A ve B tarafindan iiretilir.

2) W’daki A tarafindan iiretilen ideal B varyetesi tarafindan kapsanur.

3) H, ¢(A) ve y(B) tarafindan iiretilen bir cebir olmak tizere ¢ : A — H, y :
B — H herhangi iki homomorfizm olsun dyleki H’de @(A) tarafindan gerilen ideal 8’ nin
icinde olsun. O halde bu homomorfizmler bir W — H homomorfizmine genisletilebilir.
A ve B’nin wreath carpimi AwrgB ile gosterilir.

A € B iken B-wreath ¢arpiminin baska ve daha yapisal bir tanimini verebiliriz.
Eger S = A x B bir serbest carpim ise

AwrgB = (A« B)/V (A®)
dir. Burada V(AS) verbal alt cebir ve S’de A tarafindan iiretilen idealdir. A ve B
abelyen Leibniz cebiri iken W = AwrB = (A x B) /V (A%) yerine W = B@ I formunda
diisiinebiliriz. Burada I, A abelyen Leibniz cebirinin bir idealidir.

F'/F" abelyen Leibniz cebiri, serbest iirete¢ kiimesi {a;};-, olan bir serbest
K-modiil ve F/F’, K iizerinde Leibniz cebiri olsun. W, F'/F" ve F/F’ cebirlerinin
wreath carpimi olmak iizere kisaca W = (F'/F")wr(F /F’) ile gosterelim. W, F/F’
ve Ipi/pe’niin yaridirek toplamidir ve W = (F/F') @ Igijpr formuna sahiptir. Bu-
rada I/ /v, bir serbest F/F'-modiil olup serbest iirete¢ kiimesi {a;};.; dir ve ranki
F'/F"’niin boyutuna esittir. Ayrica, F'/F" agagidaki modiil etkisi ile F/F’- modiil
ve U(F /F")—modiildiir. Heru € F'/F",ve F/F' ver,, 1, € U(F/F’) igin

uxr, = [u,v
uxl, = [vu]

dir. Bundan sonra ; ile x; + F” € F /F" ve %; ile x; + F' € F /F' gosterecegiz.

Teorem 3.2 W wreath carpimi bir sag ve sol Leibniz cebiridir fakat bir Lie cebiri olmak

zorunda degildir.
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Ispat: F//F" abelyen Leibniz cebiri, serbest iireteg kiimesi {a;},; olan bir serbest K-
modiil ve F/F’', K iizerinde Leibniz cebiri olsun. Her X; € F/F’ ve a; € F' /F" olmak

lizere X7 +ay, X2 +az, x3+az € W = (F'/F")wr(F /F') alalim.

[ﬁ—i_ab [ﬁ+a2a%+a3]] = [:l+a17 [:27:3] + [ﬁaa3:| + [a27x:3:| + [02703]]

= [M.[%2.5] + [B,a] + a2, 5] + [a2,a3]

a1, [a2,55]] + a1, [az, as]
[¥1,%] as] = [[¥1,a3] . 3]
[¥r.a2] 03] = [[¥1,a3] , 2]
[[a1. %], a5] — [[a1,a3],32]
(a1, a2], a3] = [[ar, 03], a2]

[31772] X3} + [[a17a2] ,ﬁ}

E)
3‘\

7] ,613} +[[a1,a2] ,a3]
[01,?] ,:2] - [[a1,613] ,ﬁ]

],a2] = [[a1, 03] ,a2]

=l
Sl
S
[\S)

|
B
e
B
N

|
E)
S|

[T+a1,ﬁ+az] ,ﬁ+a3] HX +al,x3+a3] 36:24-612]

olacak sekilde Leibniz 6zdesligi saglanir. Dolayisiyla W wreath carpimi bir sag Leibniz

cebiridir. Benzer sekilde

[F+a,2+a] , B+as] = [[F.%2]+[*,a] +[a1.%2] +[a1,a2], %5 +a3]

=l

+ [[X:mc:z] + [X:l,az] + [G],E] + [al,ag], aﬂ

=

772} [Xl,az} + [31795:2] + a1, a0, %}

=
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= [[Fx].5]+ [ ] .5] +[[a.2] 5]+ [[a,a], 5]
+ [[F3) ] + [Fa2] as] + [[a1, %] as] + [[a1, 2], @3]
= [ [Bx]] - & Fw5]] + 3 [a,5]] - e, [0,5]]
+ [an [2.35]] - [ [a5]] + [, [a2, B]] = a2, a1, 53]
+ [0 Baw]] - [ [fLa]] + 3 o,a)] - o, [7,a]]
+ [a1, [%2,a3] + a1, a2, a3]] = [az, [a1, a3]]

+

+

¢
N e T S

—

Sl

)

1S

o

N}

Y

= [ =5+ 3, el + 3 (@8] + 31, [a,a0]]
+ [a, [25]] + (a1, [2,a5]] + @, a2, B]] + (a1, [az, a3]]
- [ x5l - F W] - (9 [a5]] - [7 ,s)]
— |, [71.5]] = a2, [71,a3]] = a2, [a1, B]] = a2, [ar, 3]
= [W+a.[@+aG+a]] - [R+a, [5G +a,5+a)]

olup W wreath ¢arpimu bir sol Leibniz cebiridir.
Kabul edelim ki W wreath carpimi bir Lie cebiri olsun. W wreath carpimi bir Lie
cebiri ise antikomutatiflik 6zelligini saglamak zorundadir. Buna gore her X1 € F/F've

aj € F'/F" olmak tizere X1 +a; € W = F'/F"wrF [F' i¢in [¥{ +a1,X{ +a;] =0 dir.

Xi+aL,xi+a] = [x,%]+ a4+ [a,x] +[a,a1]

0 =[x+ [ a]+[a,x] +[a,a1]

olmak iizere F /F’ cebirinde [X7,X7| =0 ve F’/F" cebirinde [a;,a;] = 0 dir. Buradan
0= [x:1 ,al] + [al,ﬁ] elde edilir. Bu esitlik her zaman saglanmaz. Bu bir ¢eligkidir.
Dolayistyla W wreath ¢arpimu bir Lie cebiri olmak zorunda degildir.

Siradaki Lemmanin benzeri Lie cebirlerinde de ifade edilmistir (Smel’kin,

1973). Ispat1 Lie cebirlerindeki gibi yapilir.

Lemma 3.3 L bir Leibniz cebiri, S ise L Leibniz cebirinin abelyen ideali olsun. [ bir

18



3. WREATH CARPIM Tuba TAS ADIYAMAN

abelyen ideal, L/S bir alt cebir olmak iizere H = L/S+1 olacak sekilde yar1 direk toplam
vardir ve i : L — H bir monomorfizmdir dyleki u (L) NL = u(S) dir.

Ispat: L/S iizerinde S idealini bir modiil olarak, L/S iizerinde injektif bir 7 modiiliine
gomebiliriz. L’deki § kosetlerinin temsillerini ve S’nin bir genislemesi olarak L’nin
yapisint belirleyen L/S boliim cebirini kullanabiliriz. Bdylece L/S ile abelyan T ce-
birlerinin bir H genislemesini inga edebiliriz. Acik¢a goriiliiyor ki L C H dir. Diger
taraftan H/T (= L/S) tizerinde bir modiil olarak 7" ideali injektiftir. Boylece 7 nin bir

H /T genislemesi pargalanabilirdir.

Sonu¢ 3.4 X; — X; + a;, i € I doniigimii y : F/F" — (F'/F")wr(F /F") monomor-

fizmine genisletilebilir.

Ispat: X — X; + a; doniisimi y : F/F" — F/F' & Ipypr homomorfizmine

genigletilebilir. Lemma 3.3’den y bir monomorfizmdir.

F/F" formundaki cebirlerin otomorfizmlerini ¢aligmak i¢in  gdmmesini kul-
lanabiliriz. g /pn iireteg kiimesi {a;};; olmak iizere F'/F" cebirinin bir idealidir.
Ayrica abelyen Leibniz cebiridir ve serbest F/F’-modiildiir. W’nun otomorfizmler
grubunu AutW ile gosterecegiz. Burada AutW’yu I/ jpn ve F [F " invaryant birakan oto-
morfizmlerden olusan AutW altgrubuna kisitlayacagiz. Yanieger o € AutW, o0: W — W
bir otomorfizm ve (I /pr) C Iprjpr , 0(F /F') C F /F'diir. Ayrica AurW ise eleman-
lar1 F/F’ iizerinde birim gibi davranan JAurtW normal altgrubuna ve elemanlar1 her
a; € Ipjpr “nil invaryant birakan bir P altgrubuna sahiptir. Boylece AutW’nin P ile
TAutW’nun yaridirek carpimi oldugu elde edilir.

Asagidaki Onermede verilen gémme, Lie cebirlerinde Bahturin ve Nabiev
tarafindan 1992’de ispatlanan gommenin bir benzeri olup ispati Leibniz cebirlerinde

de ayni1 sekilde yapilmaktadir.
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Onerme 3.5 © : Aut(F /F") — Aut(F /F")wr(F /F’) olacak sekilde bir gsmme vardir
oyleki eger a € Aut(F /F"), F'/F" cebirinin elemanlarini invaryant birakiyor ve o =

¥ ( @) ise au = po dir. Buradaki g Sonug 3.4°de bahsedilen gommedir.

Ispat: ilk olarak w € F olmak iizere w, w ile sirasiyla F/F" and F /F’ cebirlerindeki
kanonik goriintiilerini gosterecegiz (Bahturin ve Nabiev, 1992). f € Ip//pr igin u(w) =

w+ f dir. a(F'/F") C F'/F" olacak sekilde bir o« : F/F” — F/F" otomorfizmi

verilsin.  o(x;) € F/F', p; € Ip/pr olmak tizere po(x; +F") = p(a(x) +F") =

R

p(a(x;)) = a(x;) + p; olarak tammlayalim. Diger taraftan o (%) = a(x + f) =

() + a(f) ve f € Ipypr dir. Q(X7) = a(x;) ve (f) = p; yazarsak

a(p(x)) = p(e(x)

elde edilir « , F//F” invaryant birakan o’lar tarafindan belirlendiginden dolay1
a € Aut(F/F")dir. Wreath ¢arpim tanimindan o, W’ nun daha 6nce bahsedilen ve
tanimlanan doniisiime tek tiirlii genisletilebilir.

1

a~!, a doniisiimiiniin tersi olsun. oy = po esitliginin her iki yanmna o~!

uygularsak

1 1

p=paa ' =aua = aou ve & o =T /pr

elde edilir. 1y = 1 /p» oldugundan o~ ! = 1y dir. Béylece & , W nun bir otomor-

fizmidir.
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4. IKI RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI

2-rankl1 serbest metabelyen Lie cebirlerinin her otomorfizminin bir i¢ ve bir li-
neer otomorfizmin bileskesi oldugu bilinmektedir. Calismanin bu béliimde iiretegleri X7
ve X7 olan iki rankli F/F” serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizmlerinin
yapisi incelenmigtir. 2-rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinde otomorfizm-
lerin ig, lineer ve belirli formdaki bazi otomorfizmlerin bileskesi olarak yazilabilecegi
gosterilmigtir.  Ayrica Teorem 4.3 ve Teorem 4.8’te, IAut(F/F") otomorfizmler
grubunun yapist tamimlanmistir ve Teorem 4.9’de, Aut(F /F") otomorfizmler grubunun
yapisi ifade edilmistir.

F serbest iiretecleri x; xp olan bir serbest Leibniz cebiri olsun. F’nin {[a,a]:a € F}
tarafindan iiretilen idealini AnnF ile gosterelim. a € AnnF olmast icin gerek ve yeter
kosul r, = 0 dir (Loday ve Pirashvili,1993). Ayrica Fy;, = F /AnnF iki rankli serbest

Lie cebiridir.

Onerme 4.1 F serbest liretegleri x; x, olan bir serbest Leibniz cebiri olsun. Her i; =
1,2ve 1 <j<kicin
[ [ [xi1 7~xi2] 7xi3] ) -~-7~xik]

monomialleri F’nin bir lineer bazini olusturur (Drensky ve Cattaneo, 2002).

Drensky ve Cattaneo iki rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bir

bazin1 belirlediler.

Onerme 4.2 {x7,%;} tarafindan iiretilen F /F" serbest metabelyen Leibniz cebiri
{0, %, %5, (X Xy X oon X ) | 1 < 01,00 <2, 1<z <. < <2,k=34,.}

bazina sahiptir (Drensky ve Cattaneo, 2002).
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Simdi IA-otomorfizmlerine karsilik gelen matrislerin formunu belirleyelim.
1 <i<2vel < j<4olmak iizere bilesenleri U(F /F’) den gelen 4x2 tipinde
bir O, matrisini her ¢;; € U(F /F’) igin

qi11 4921

q12 922
O =
q13 423

L 914 924 ],

ile gosterelim. Ayrica 2x4 tipinde sabit bir A, matrisini

lﬁ"— I’ﬁ I"ﬁ lﬁ 0

0 = r= r

X 'x

Ay =
T lﬁ 2x4

ve Ej; ile 2x2 birim matrisi gosterelim.

Teorem 4.3 F/F" iki rankli serbest metabelyen Leibniz cebiri ve G ise E; +AQ, for-

mundaki tiim tersinir matrislerin bir grubu olsun. Buna gore TAus(F /F") = G dir.

Ispat: := IAut(F /F") elemanlar1 modulo F’/F" iizerinde birim gibi davramr. F’/F"
"niin bir F /F’-modiil olmasim ve K iizerinde x7,X; tarafindan bir Leibniz cebiri olarak
tiretilmesini kullanarak [Aut (F /F") otomorfizmler grubunun matris formunu bulacagiz.
F'/F" cebiri 1| = [x1,X1], 72 = [x1,X2], 73 = [%2,X1], 74 = [X2, %3] tarafindan iiretilen bir
idealdir ve F'/F" bir F /F'—modiildiir. i = 1,2 ve j =1,2,3,4 i¢in ¢;; € U(F /F’) ve
a € IAut(F /F") olmak iizere

4
(%) =X+ )77 *qij
j=1
dir. Buna gore

a(x1) =X1+71*q + Taxqin +T3%qi3 + T4 *qia (1)
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o) =X1+7F1*qa + T2 *xqn +73%q3 + T4 *qo4 (2)

(1) ve (2)’deki esitligin her iki tarafina g uygulayalim.

po(xt) = uXT+7rxqu + 72 xqia +73%q13 + T2 % qia)
= W+ XL x] * g + 31,32 qio + [, X1] * g3 + [X2,%2] % q14)
= Xi+a+[X+a,X+a]*qn+ [X+a, 2+a]*qin

+ [ +a X tal] xq3+ [ +ax, 2 +az] *qua

= Xi+ai+([x,a1] + [a1,X1]) % qu + ([¥7,a2] + [a1,%2]) = q12
+([X:2,611] + [02796:1])*6]134—([)6:2,02] + [02796:2])*6114
= Xi+ai+arx(k=qu +requ + 5912 + 5413)

+a x (qi2 + req13 + r5q14 + 5914)

po(xz) = u+7r*qu + T2xqn +73%q3 + Takqos)
= W (%2 + [X1,X1] * ga1 + [¥1,%2] * g2z + [X2,X1] * 923 + [X2,%2] * q24)
= Nta+[+taX+a] g+ ¥ +a, D+a]rgn

+ [)C:2+027X:1+a1] * 23+ [X:2+612, )C:2+a2] *q24

= Nt+a+([x,a1] + [a1,5]) *q21 + ([57,a2] + [a1,%2]) *q22
+([E,al] + [a27x:lj|)*q23 +([ﬁva2] + [a2>x:2j|)*qz4
= XN+ta tax (kg +regn+ rg5qn +lisas)

tar* (ks qu+rs g3+ 15 g + 15 qoa) -
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4. TKIi RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI Tuba TAS ADIYAMAN

Yukaridaki esitlikleri asagidaki gibi diizenleyebiliriz.

po(x) = Xi+artax(bsqu+reqn g+ 5q1s)
+a * (bzq12 + 513 + r5q14 + 5q14)

pa(@) = x+ay+ar* (g +reqa +rgqn +154923)
+az x (b=q22 + 15923 + 15924 + I55924).

Onerme 3.5’deki poe = au esitliginden ve AutW’nin tanimindan I /rv’ne kisitlanan

o’ ya karsilik gelen M matrisi elde edilir.

l+qutresqutrsqutlEqs  Eqo+reqis+reqia+ 54914

=g +requ +rgqn 593 1+ g0 +requs +rsqe4 + 5404
dir. & bir otomorfizm oldugundan ¢&’ya karsilik gelen bu matris tersinirdir ve M ma-

trisinin transpozu

7 L+ Eqn+rasqu+rsq2ti5q3 g +reqa +rsq2 + 55923
l=qi+reqi3 +rsquatilsqus 1+ leqn +reqn +requ + 59

qi11  4q21
1 0 =4+r= r= I= 0 2 22
dir. Ey = A= | T e e 0= | T o
0 1 0 lﬁ I rx:2+lx:2 q13 423
| 914 924 |
mak iizere M7 matrisini, E» +A,Q» formunda diizenleyebiliriz. Boylece
q11 421
10 N Gt 5 & 0 | 12 9z )
0 1 0 = rs stk 913 q23
| 914 424 |

elde edilir. O halde IAut(F /F") otomorfizmler grubunun bir elemanina karsihik gelen

matris E» + A, O, formundadir.
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«=: Tersine ) )
qi11 421
q12 422
O =
q13 423
| 914 q24 |

formunda olmak iizere (3)’deki forma sahip C = E; + A>Q, matrisini tanimlayalim. C
matrisinin transpozunu C7 ile gosterelim. Buna gore W nun bir & otomorfizmi vardir

oyleki her a'yi, I /en” € kisitlarsak C T bu otomorfizmi belirler. Boylece

a(%;) = %,
a(a;) = a;i+ Zzak'aquij
K
o = po esitliginden

o) = aX+a)=X+ai+) Y araiqi)
7k

= pxi+ ij-qu)
j

elde ederiz. Buradan F/F” serbest metabelyen Leibniz cebirinin modulo F'/F" gore

birim gibi davranan bir & otomorfizmi vardir. Bu otomorfizm
(%) =%+ ) Fj-qij
J

formundadir. O halde C = E; 4+ A> O, formundaki bir C matrisine kargilik gelen otomor-
fizm IAut(F /F") otomorfizmler grubunun elemanidir. Sonug olarak, IAut(F /F") oto-
morfizmler grubu C = E» 4+ A> Q5 formundaki tiim tersinir matrisler grubuna izomorftur.

M matrisinin transpozunun agagidaki forma sahip oldugunu biliyoruz.

7 L+ qu+requ+rgqietlgq13 qu +reqa + 5922 + 543
qua+requis +rsquatiqia 1+ 90 +req2 + 5924+ 5424
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dir.

Asagida Teorem 4.3’iin baz1 uygulamalarina yer verilmistir.

Sonug 4.4 Egerqp=Iz.p,p€U(F/F)vequ=q3=quu=q1 =902 =923 =qu =

0 ise M  matrisi, v € F'/F" olmak iizere ¢*(") otomorfizmine karsilik gelen matristir.

Ispat: Eger g = lz.p, p €U (F/F') ve qi1 = q13 = q1a = q21 = q22 = 23 = q24 =0
ise
| +rebep  Il=p

Her x,y € F/F" i¢in (ry + I;) [, = 0 bagintisindan r,ly, = —I,l,ve Leibniz 6zdesliginden

detM = 1+Ilsp+rglsp+rsksrislsr — rslspEEr
= 1+ Il5p — lsp — lsklspp + Slsll=pp
= | -lep+EEp - ErEEpp + Eissrp
= 1-lglgp+sp

= l+4+L=resp+Ll=p

X1 X2 X1 x2

(1 + 1= (rg—{—lﬁ) p) (1 — = (rﬁ—l— lﬁ) p) = 1 oldugundan 1+ /= (r§+ lﬁ) p tersinir
elemandir. Boylece M tersinir matrisdir ve piy,pi2,pi13,p1a € U (F/F’) igin v =
[XT,X7] * P11+ [XT,%2] * p12 + [%2,X1] * p13+ [X2,%2] * p14 olmak iizere %) otomorfizmine

karsilik gelir. Oyleki,

etdl) (x1) = X1+ [X1, [X1,%7] * pri+ [¥1,%2) * p12 + [%2,X7] * p13+ [¥2,%2] * p14]

etdl) (%2) = X+ [X2, [X1,%1] * pri+ [X1,%2) * p12 + [%2,X7] * p13+ [¥2,%2] * p14]
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dir. Ayrica [x;, [x7,X7] + [xT,%2]] = 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

V(X)) = x4 X0 %) * (pra — pi3)]

eV (5) = T+ %, [F.%] * (P2 — pis))
dir. (p12 — p13) = p dersek

M (F) = T+ [ [T )

(@) = T+ [, 5] )

elde edilir.

Sonuc¢ 4.5 Egerqis=rg ,q11 =q13= lle Ve g21 =422 =423 = 24 = lfl_ 1se M matrisine

karsilik gelen bir

Ci:xi — x+[p,x],x]

X = X
otomorfizmi vardir.
Ispat: ESer g14 =rg . q11 = q13 = Iz Ve g1 = q22 = q23 = q24 = I5z ise M matrisi

B 1+ llelle + I’lelﬁ + Fﬁlﬁ + lﬁlﬁ lx:llx:l + I’lelle + r5Ts + lﬁrx:l

==~ rel=4r=l=+ == 1+ =4l rsl=4 ==

X1°%i X1 Xi X2 X X2 Xi X1 Xi X1°% X2 X X2 Xi
olup
1 (}’g—klx:z)rﬁ
0 1

M=

elde edilir. detM = 1 oldugundan M” matrisine karsilik gelen bir {; otomorfizmi vardir

ve agagidaki forma sahiptir.

Gi:xt — X+ (%%,
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Sonu¢ 4.6 Eger q11 = q12 = q13 = q1a = I57 ve q21 = 155, g2 = q23 = qaa = I ise M

matrisine kargilik gelen bir

OHixt — X

X — X+,

otomorfizmi vardir.

Ispat: Eger q11 = q12 = q13 = qua = Iz Ve q21 = 1, q22 = q23 = qoa = I ise

I+ttt Eetrelstsstisrs

i T iEE TR T RS AE ok
lX:er:2 +rers+ rxzzlﬁ + lglﬁ 1+ lﬁlg + rﬁlg + rglg + lglg
olup
M 1 0

(lﬁ +r ﬁ) }’E 1
elde edilir. detM = 1 oldugundan M matrisine karsilik gelen bir {, otomorfizm vardir

ve asagidaki forma sahiptir.

OHix — X

n = B+,

Sonu¢ 4.7 Eger 21 = q1a = 1, q11 = q12 = q13 = q2 = q23 = I ve qu1 = 157 ise M

matrisine karsilik gelen bir

Gid — X+ [0,

0 = X+ [NLa]+[R,0], 1]
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otomorfizmi vardir. Oyleki {3 = {0 (" ve

i — X+,

otomorfizmlerdir.

Ispat: Eger qo1 = q14 = 1. q11 = q12 = q13 = g2 = q23 = I Ve g2 = r; ise

y 1 +lfrg—|— rﬁrg—k I’Elx:i—f—lﬁlfi lﬁlx:i—f— rﬁlxri%- ’%‘Hﬁ
lﬁ+r)c:|+rx:21x:;+lﬁlx:i 1 +lﬁl)c:’,+ rflfi—i-rgrﬁ—i-lgrﬁ

M matrisine kargsilik gelen bir {3 doniigiimii
C3 X1 — X1+ [x_z,x_z]
B = LA+ [, K]

formuna sahiptir. Oyleki {3 = £’ o " ve

b = X+ e,

X2 — X2

C” X1 — X

X = i+ [X,A]

dir. {’ ve {” doniisiimlerine kargilik gelen matrisler tersinirdir. Boylece {’ ve £ oto-

morfizmdir. Otomorfizmlerin bileskeleri de otomorfizm olacagindan {3 = {’ o {” bir

otomorfizmdir.
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Teorem 4.8 F/F”, {x1,x;} tarafindan iiretilen iki rankli serbest metabelyen Leibniz
cebiri olsun. TAut(F/F"), i¢ otomorfizmler ile agagida verilen @, v, 3 otomorfizmleri
tarafindan tiretilir.

o:xy — x—[x1,7]
2 Bt[s%]

buradaz € F'/F" ve z e x{U(F /F'),

Yixi — Xi+u

X2 — X2

u € Ann(F /F") olup sadece X; tarafindan iiretilir,

B :Xi— Xi+ [z, 7]
burada z, [X],%2] — [#2,%1] formundaki elemanlar tarafindan tiretilir.
Ispat: Sonuc 3.4’den u : F/F" — (F'/F")wr(F/F') bir monomorfizmdir ve F/F"
serbest metabelyen Leibniz cebiri (F'/F")wr(F/F’) igine gomiilebilir. Bdylece
abelyen Leibniz cebirleri tizerindeki wreath ¢carpim tanimindan

W = F/F,@IF//F//

yazabiliriz. F/F' ve F'/F" serbest abelyen Leibniz cebirleridir. Serbest abelyen Leib-
niz cebirleri antikomutatif 6zellige sahip oldugundan ayni zamanda serbest abelyen Lie
cebirleridirler. Bu yiizden iglem adimlart Smel’kin’in 1973’teki yontemi ile benzer
sekilde yapilabilir.

{x1,%2} serbest iiretegleri tarafindan iiretilen F /F” serbest metabelyen Leibniz
cebirinin otomorfizmi ¢ : F/F” — F /F" olsun ve F’/F’’de birim gibi davransin. 4 €

F/F" ve x € F' /F" olmak iizere
@[h,x] = [@(h),x] = [h,x] ve @[x, h] = [x,@(h)] = [x, h]
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dir. Boylece [@(h) —h,x] =0 ve [x,@(h) —h| = 0 dir. Buradan @(h) —h € F'/F"
dir. (F/F")/(F'/F") iizerinde @(h) —h =0 ve F/F' iizerinde ¢ birim gibi davranir.
Sonu¢ 3.4’ten F/F" serbest metabelyen Leibniz cebiri (F'/F")wr(F/F') wreath
carpim icine gomiilebilir. Boylece F/F” serbest metabelyen Leibniz cebirinin serbest
iireteglerini (F'/F")wr(F /F") wreath carpimindan gelen g; = X; + a; elemanlar1 olarak

diigiinebiliriz. Her u; € F' /F" ve 9(g;) = g; + u; olmak iizere

¢ lgigjl = lgirgjl
esitligini elde edilir.
D @lgi,8)] = [0(g:), 0(8)] = [gi + uir & +uj] = [gir8j] + [wir g ]+ [gis uj] + [wi, u)] dir.
Burada [u;,u;] elemanlari, F/F" cebirinde sifirdir. Dolayisiyla @[gi,g;] = [gi,8]]
esitliginden [u;,g;] + g, u;] = O dir. Bu esitlikteki g; yerine X; + a; yazarsak

[uirx:j] + [Mi,aj] + [Xi,uj] + [ai,uj] =0

elde edilir. F/F" cebirinde [a;,u;] ve [u;,a;] elemanlar1 O olup

0.55] + o) =0
elde edilir.

ii) Her i,j,k € {1,2} icin @[g,[gi,g)]] = [gx[gi>g;]] esitliginden (i)'deki gibi

diizeltmeler yapilirsa ka,ui} ,f] = ka,u:j] ,xi] esitligi elde edilir.

DURUM I: z€ F'[F", I= € U(F /F') olmak lizere u; = z.l= alahm. [u;,X}] +

[%,j] = 0 esitliginde u; = z./- yerine yazarsak asagdaki esitligi elde ederiz.
X)) = = [%u]

= - [x:i, z.lx:j}

= =[5 %]

= [ [2¥]]
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Leibniz 6zdesliginden [X;, [z,X7]] = [[%.2] ,X;] — [[%. %] .z] = [[%i,2] .X]] oldugunu
biliyoruz. Béylece [u;,X;] = [[%i,z] ,Xj] ve

u; = [.x:[,Z] = Zlf veya u; = [giaz]
dir. Her i € I ve u; = z.I i¢in
©(g:) = gi+[gi2]

dir. z elemam F’/F" cebirinde oldugundan ¢ bir i¢ otomorfizmdir.
DURUM 2: z€ F'[F", rs= € U(F /F') olmak lizere u; = z.rs- alalim.

a) [u;,X;j] + [Xi,u;] = 0 esitliginden

[wixj] = - [%u]
= ~[Fer]
= - [& [z%]]]
= — 73]+ [[F55] ]
= —[[%] %]
elde edilir. Burada u; = — [¥,2] veya u; = — [g,2] oldugu agikardir. O halde

0:8 — gi—|[g3

g — 8i+tlgl

formundadir. Eger z € Ann(F/F") ise [gi,z] = 0 olur. Eger ¢ bir otomorfizm ise

{i—[8i,2] .8+ [z.8;]} kiimesinin bir iirete¢ kiimesi oldugunu biliyoruz.

F/F" = gU(F/F")®gU(F/F')

F/F" = gU(F/F)®(g;+zg))U (F/F)
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Buradan [z,g;] € g;U (F /F’) oldugu gériiliir. Sonug olarak z € Ann(F /F")Ng;U(F /F")
olmak iizere otomorfizmlerin yapisin1 agsagidaki formda ifade edebiliriz.
¢:8 — &
g — gitlzg)l
Simdi z ¢ Ann(F /F") alalm. ¢ bir otomorfizm ise {g; — [g/,2],&;+ [z, &;] } kiimesinin
bir iirete¢ kiimesidir ve
F/F" = gU(F/F)®gU(F/F')

F/F//

(8~ 81,2 U (F/F) & (g;+[z.8,) U (F/F')
z,8;] € gU (F/F') ve z € gU(F/F') oldugu goriiliir. Sonug olarak z € F'/F" N
g:U(F /F") olmak iizere otomorfizmlerin yapisini agagidaki formda ifade edebiliriz.

0:g — &—|[87

g — 8+tlgl

b) [ [¥e, ui] ,%;] = [ [¥, u;] %] esitliginden [ [X¢, u1] %] = [[*k,u;] ,%1] dir ve her j, k=

2 igin
[Feu] x] = [[Fom] 5]
= [[% [z:%]] . 5]]
= [[[*.] .55
= [[[F2] 5] %]
[

ﬁ
=l
=
&

=
—
=

il

elde edilir. Boylece her j,k =2 olup u; = [z,X;| veya u; = [z,g;| dir. Egerz € F'/F",
r& € U(F/F') igin u; = z.r5 ise her j € {1,2} i¢in ¢(g;) = g+ [z, g,] dir. Eger ¢ bir
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otomorfizm ise {g1 +[z,81],82 + [z, 2]} kiimesinin bir iirete¢ kiimesi oldugunu biliy-

oruz.

F/F" = gU(F/F')®gU (F/F')

= (&@1+[z&))U (F/F') @ (g2+[2,£2])U (F/F')

elde edilir. Her x,y € {g1,82} i¢in Teorem 4.3’den z’nin [x,y] — [y,x] ve x # y for-
mundaki elemanlar tarafindan iiretildigini biliyoruz. n = 2 i¢in z, [g1,82] — [g2,81] ol-

mak tizere otomorfizmler
0:g;—gi+lz g

formuna sahiptir.
DURUM 3 : u; elemam sadece ; tarafindan iiretilsin. Her u; € Ann(F /F")
icin [X7,u;] = 0 oldugunu biliyoruz. Leibniz dzdesliginden [u;,X;] =0 ve u; =0 dur.

Boylece homomorfizmleri asagidaki formda ifade edebiliriz.
08 — &
g — &jtuj

burada u; € Ann(F /F") sadece %; tarafindan iiretilmektedir. Ayrica @’nin ters homo-
morfizmini
o 'ie o g
gj — &jtuj.

olarak tanimlayabiliriz. ¢ ' o@ =1 ve o ¢~ ! = 1 oldugundan ¢ bir otomorfizmdir.

DURUM 4 : uj sadece X; tarafindan iiretilsin. Her u; € Ann(F /F") i¢in

(i, Xj] = = [%isuj] =0
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elde ederiz. u; = 0 olup asagidaki homomorfizmi elde ederiz.
08 — &
8 — 8jtuj
burada uj € Ann(F /F") elemanlar1 sadece X; tarafindan iiretilmektedir. u; ¢ ;U (F /F’)
oldugundan ve Teorem 4.3’ten bu homomorfizme karsilik gelen matrisin tersinir ol-

madigini elde ederiz. Dolayisiyla @ bir otomorfizm degildir.

Artik Teorem 4.3 ve Teorem 4.8’1 kullanarak ana teoremimizi verebiliriz.

Teorem 4.9 F/F", Xi ve X; tarafindan iiretilen serbest metabelyen Leibniz cebiri ol-
sun. F/F"’niin otomorfizmler grubu, GL(2,K) genel lineer grubu, v € F'/F" olmak
iizere ¢* formundaki otomorfizmler ve asagida tamimlanan otomorfizmler tarafindan

belirlenir.
T — X — (X1,
X - B+
burada z € F'/F" Nx1U (F /F’) dir,

Y:xi1 — Xi+tu

o = X
burada u elemanlar1 sadece X7’ ler tarafindan iiretilmek iizere u € Ann(F /F") diir,
B X = Xi+ [z,X]]
burada z, [X],X2] — [%2,%]] formundaki elemanlar tarafindan iiretilir.

Ispat: K iizerindeki genel lineer grup GL(2,K) olmak iizere g = (gij) € GL(2,K)
alalim. Her j = 1,2 i¢in

8:Xj — Zgij.xi
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doniigiimii F/F"’nin bir cebir otomorfizmine tek tiirlii genisletilebilir ve GL(2,K),
U (F/F') iizerine bir cebir otomorfizmler grubu olarak etki eder. g € GL(2,K) ve
f€U(F/F') olmak iizere g - f etkisi

8 Xj :Zgij~xi

dir. Boylece, GL(2,K) genel lineer grubunu Auz(F /F") otomorfizmler grubunun bir
alt grubu olarak diisiinebiliriz. TAut(F/F"), Aut(F/F") otomorfizmler grubunun bir
normal altgrubu ve

GL(2,K) NIAut(F /F") = {1}

oldugundan Aur(F/F") otomorfizmler grubu, IAut(F/F") normal alt grubu ile
GL(2,K) genel lineer grubun yar direkt carpimudir. O halde, ¢ € [Aut(F/F") ve
g € GL(2,K) olmak iizere F /F" cebirinin her o otomorfizmi ¢ o g formunda tek tiirlii

yazilir. Teorem 4.3’ten IAut(F /F"), G ye izomorfiktir. Bu izomorfizmi
n:1Aut(F/F") — G

olarak gosterebiliriz. Her b € GL(2,K), IAut(F /F")’nin bir ¢ otomorfizmine kargilik
gelen matris
Ex+(¢ij) = E2 +A202

1

ve ' ise N doniisiimiiniin tersini ifade etmek tizere GL(2,K) genel lineer grubunun

TAut (F /F") iizerindeki etkisini
bogob ' =n"'(E+b(b-(¢;)b ")

seklinde tanimlayabiliriz. Buradan IAuz(F /F") otomorfizmler grubunun bir GL(2,K)—
modiil oldugu elde edilir. Teorem 4.8 ile ispat tamamlanur.
Asagida 2 rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin bazi otomorfizm

ornekleri verilmistir.
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Ornek 4.10 F JF" iiretecleri X7,%; olan bir serbest metabelyen Leibniz cebiri olmak

lzere

n = B+,

olmak iizere @ € Aut (F /F") diir.

ii)

HiXT — X1+ [X2,%]

olmak iizere u € Aut (F /F") diir.

iif)

€:X1 — X1 +|[[x1,%] - [%,x1],%]

X = x+|F,x] - X,

olmak tizere € € Aut (F /F") diir.
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5. UC RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI

Bu boliimde iiretegleri X7,X; ve X3 olan ii¢ rankli F /F"” serbest metabelyen Leib-
niz cebirlerinin otomorfizmlerinin yapisi incelenmigtir. Teorem 5.1 ve Teorem 5.2°de,
TAut(F /F") otomorfizmler grubunun yapisi tanimlanmistir. Teorem 5.3’te, Aut(F /F")

otomorfizmler grubunun yapisi ifade edilmistir.

l)ﬁ +l")51 +r)52 Iy 0 0 0 1)53 0 0
A3 = 0 ZX_I 0 —|—rx—1 lx_z +rx-2 rx—3 0 lx‘? 0
0 0 g O 0 b ra ra lstrs

A3 yukaridaki forma sahip 3x9 tipinde bir sabit matris ve E3, 3x3 tipinde birim matris,

Q3 bilesenleri U (F/F")’den gelen herhangi bir matris olsun.

Teorem 5.1 F/F”, ii¢ rankl serbest metabelyen Leibniz cebiri ve E3 + A3Q3 for-

mundaki tiim tersinir matrislerin grubu G olmak iizere JAut(F /F") = G dir.

Ispat: :=— F/F", K iizerinde {,,%,%3} tarafindan iiretilen bir serbest metabelyen
Leibniz cebiri ve JAut(F/F")niin elemanlari, F/F”’niin modulo F'/F"ne
gore birim gibi davranan otomorfizmleridir. ~ F'/F”, F/F"’niin bir ideali olup
o= LA, R = LR, i = A, o= 0,0, s = [0,8)],76 = 6,40,
F7 = [X2,X3], 78 = [X3,X2], 79 = [X3,43) serbest iireteclerinin kiimesi tarafindan iretilir.

Buna gore [Aut(F/F")'niin elemanlarinin matris formunu bulacagiz. O halde

o € JAut(F/F") alalm. i = 1,2,3 ve ¢;; € U(F /F’) igin

9
o) =5+ Z Tj*qij
j=1
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formunda yazabiliriz. Buna gore

o(X1) =X1+F1*q11 +Rxqra+axqi3+raxqia+rs*qis +e*qi6+ 7% q17+ 73 %q18 + 7% q19. ...
0(d) =X+ 71 %q21 + 12 %@+ 3% qo3 + T4 xqoa+ Fs % qos +Te ¥ o6+ 77 % Qo7 + T3 ¥ qog + 7o % qog.........

O(X3) = X3+ 71 %q31 + 7% g3+ 3% q33+Ta%qaa+ 5% q3s +Fe* @36+ 7% q37+ 13 % q3g + 79 % q39.........

elde edilir. Yukaridaki esitliklerin her iki tarafina y uygulayalim.

HO(X)) = U (X +71%q11 +Rxqi2+73%q13+Faxqia+T5%q15+Texqi6+ 7% q17+ 3% q18 + 79 %q19)

po(sy) = Xi+a
+ X1 +ar,%1 +a1] g+ [+ a0 +a xqi2
+ [0 +a, X1 +a1] xqi3 + X2 + a0+ ax] *qua
+ X1+ a1, X3 +az] xq15+ [X3 +a3, X1 +a1] *qi6
+ X2+ a2, 53 +a3]xq17 + [X3 +a3,0 +az] xqi3

+ [X3 +a3,53 +az] *qi9

pa(x) = x1+a
(b ai] + [ar,x1]) = quu + ([, a2] + [a1,22]) % q12
(%2, a1] + [a2,%1]) * q13 + ([2, a0] + [a2, 22]) * 14
+([1,as] + a1, 53]) * q15 + ([, a1] + [a3, 51]) = q16
+([2, as] + a2, 53]) * q17 + ([, a2] + a3, %2]) = q15
+([3,a3] + a3, 53]) # g1

+ay + (lgqn +raqu +reqi2 +lsq13 + 15915 + 1 q16)
+ay * (lgqr2 +req13 + Lo q1a + reqia +raq17 + Leqis)

+az x (lgq1s + re, qi6 + Lo q17 + raq18 + Le,q19 + re,qi19)
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() = W(X2 + 71 xqa1 + 72 %G+ 3% q23 + Fa* qoa~+F5 % qos5 +Fe % a6 + 77 ¥ qo7 + T3 ¥ qog +TF9 ¥ q29)

pa(n) = xn+ta
+ [X1 +a1,x1 +ai] *qa1 + [X1 +a, 52+ az] ¥ g
+ 62 +ao, X1 +a1] kg3 + X2 +az, 6 +ax] * g4
+ X1 4+ a1, X3 +az] x gos + [X3 + a3, X1 +a1] * g6
+ [0 4 a2, X3 + a3 x qa7 + [X3 + a3, X +ax] * s

+ 3 +a3.53 +az] * g9

ua(n) = xnta
([, a1] + [ar,%1]) * g21 + ([¥1, a0] + [a1,22]) * 422
+(br2,a1] + [az,51]) % q23 + ([¥2,a2] + [a2,22]) * G24
(1, a3] + [a1,53]) + g2s + ([3,a1] + a3, 51]) * a6
+([2, a3] + [a2,3]) * q27 + ([¥3, a2] + [a3,%2]) * qas
+([¥3,a3] + a3, 53]) # g2

+ay * (lg qa1 + re,q21 + 15,922 + Le g3 + e gos + Le,qoe)
+ao * (Le g2 + e q23 + L, goa + re,qoa + 15,927 + 1e,q28)

+az * (I q25 + re qos + L, q27 + 15,928 + 1929 + 15429)

HO(X3) = (X3 + 71 %g31 + 2% @30+ 3% q33+Fa* @34+ 5% G35+ Fo * q36 + 7% q37 + T3 ¥ g38 + 19 % q39)

41
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po(iz) = X+as
+ X1 + a1, %1 +a1] x gz + [ +a1,0 +a] kg3
+ [ +az, X1 +ai] xq33 + X2 + a2, +as] * g4
+[¥1 a1, 53 +a3] x q35 + [X3 + a3, X1 +a1] * g6
+ [X2 +a2,%3 +a3] * q37 + [X3 +a3,0 + az] * q3g

+ 3+ a3.53+az] *q30

po(iz) = X3+as
+(B,ai] + [a1,41]) # g31 + (1, 02] + [a1, 52]) % 932

(%2, a1] + [a2,%1]) % g33 + ([2, a0] + a2, 22]) * 34
( )

( )

( )

( )

+([1,a3] + [a1,53]) * g35 + ([53,a1] + a3, %1]) * g36

+([r2,a3] + [a2,%3]) * q37 + ([¥3,a2] + [a3,22]) * g38
( )

+([%3,a3] + a3, x3]) * g39

ua(ai) = X3 +a;s
+ar * (I q31 + 1931 + g3 + 15933 + 15935 + 15.q36)
+a2 * (lx'l q32 + rx'l q33 + lx_zq34 + rx_zq34 + "x‘3q37 + lx}QSS)

+az * (I q35 + re @36 + L, q37 + 15938 + 15939 + r5q39)
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Boylece asagidaki esitlikler elde edilir.

po(i) = Xi+a
+ar * (L g1 +raqn +roqi2 +1sq13 +raqis +sqie)
+az * (L q12 + 76913 + 15 q14 + 5914 + 75,917 + 15 q18)
+a3 * (L5 15 + 7916 + 1nq17 + 15,918 + 15,919 +75,9190)
po(R2) = Xx+a
+ay * (g q21 + 1 q21 + o922 + Lo g3 + reqos + Leqe)
+ag * (Lg g22 + 15,923 + Loy goa + 1G24 + 15,927 + L q28)
+az * (L5, q25 + 15926 + L, @27 + 15928 + Ly 429 + 1:5.429)
pa(s) = Xa+as
+a1 * (L 31 + 76931 + 15932 + 15933 + 75935 + 15.936)
+az * (Le g32 +15q33 + Loy @34 + 1, q34 + req37 + 15.q38)
+a3 * (L5 435 + 756936 + 1,937 + 15,938 + 15,930 +75,939)

Onerme 3.5’teki puo = @u esitliginden ve AwW’nin tammndan &’y1, Iy /rr’ye

kisitlayarak karsilik gelen asagidaki matris formunu elde ederiz.

1 00 Biy1 By Bis
M=10 1 0f+ B> By By
0 01 B31 B3y B33

43



5. UC RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ

OTOMORFIZMLERI Tuba TAS ADIYAMAN
By = (lg+ra)qu +raqi2+laqis +raqis +1aqie
By = lgqu+raqis+ (s +re)qa+raqr+Llaqs
Biz = Ilgqis+raqie+laqir+reqis+ (le +75)q19
By = (lg+re)gn +reqn +1laqs+raqs+1lsges
By = lggn+raqas+(ls+rs)qs+raqe+1lsqs
By = lgqos+raqe+1leqa+ g+ (L +15)q2
By1 = (g +7a)q31 +raq32 + 15933 + raqss +1sqs6
By = laqn+traqn+ (b +ra)q34 +raqsr +lsqss
B3z = Ilgq3s+raq36+ 159371+ 15938 + (e 475 )q30

MT, M’nin transpozu olmak iizere & otomorfizm oldugundan M7, tersinirdir. M7 =

E3 + A3Q3 formundadir. Burada

E3

I
o o
o —_
- o

3x3

lx‘l + g Ty 'y 0 0 0 lx‘3 0 0
Az

I
o
&
o
=

l,gz—f—r,gz rx} 0 lx’3 0
0 0 lx-] 0 0 lx_z Iq Tay lx-3+rx—3 2340
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qi1 4921 431
q12 422 432
q13 423 433
qi4 424 434
q15 425 435
03 =
q15 425 435
qgi6 4926 436
q17 427 437
qi18 428 438
_6119 q29 6139_ i, -

<=: C = E3 + A30Q; tersinir olsun ve CT ile C matrisinin transpozunu
gosterelim. W’nun bir & otomorfizmini alalim. Eger &' yi, Iz /rr’ye Kisitlarsak cr
bu otomorfizmi belirler. Buradan
ox) = X
a(a;) = ai+) Y acar.qi
elde edilir. &y = po esitliginden

9
O (%) = (G +a;) =% +ai+ )Y acarj.qij = L5+ Y 75.qi))
=l

elde edilir. Boylece F/F"’niin modulo F’/F"’ne gore birim olan bir & otomorfizmi

vardir ve o otomorfizmi agagidaki gibi ifade edilir.
OC(X,') =X+ Zr_j-Qij
C matrisi « tarafindan tek tiirli tammlanir. Boylece TAurF /F” otomorfizm grubu,

C = E3 4+ A303 formundaki tiim tersinir matrislerin grubuna izomorftur.
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Sonu¢ 5.2 j=1,2,...,9i¢in qi5 = rg disinda diger g;; = 0 olmak iizere MT matrisine
karsilik gelen 7; otomorfizmi asagidaki formdadir.
T A = X+ [R,],a]
X2 — X
5o X
Ispat: Eger j =1,2,...,9 icin ¢i5 = r¢, disinda diger g;; = 0 ise MT matrisi asagidaki

forma sahiptir.ve

1 0 0
0 0 1

ve
1 (+rg)rs 0
M= | o 1 0
0 0 1

dir. detM” = 1 oldugundan M” matrisine karsilik gelen bir otomorfizm vardir ve
Go:xr = X+ (%)X
X2 — X2

X3 — X3

dir.

Sonu¢ 5.3 j=1,2,...,9 i¢in g31 = ry, disinda diger g;; = 0 olmak lizere MT matrisine
karsilik gelen 7, otomorfizmi asagidaki formdadir.

X1 — X

X2 — X2

X3 — X3+ [[x1,x1] ,X3]
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Ispat: Eger j = 1,2,....,9 i¢in ¢3; = rg diginda diger g;; = O ise MT matrisi asagidaki

gibidir.
10 (rﬁ—i-lﬁ)rﬁ
M=1]0 1 0
00 1
ve
1 0 0
M" = 0 10

(Fﬁ—F lﬁ)’”ﬁ 0 1
detM” = 1oldugundan M” matrisine karsilik gelen bir otomorfizm vardir ve
Giixt — X
X2 — X3

B3 — B+ [[F,x],x]

Sonu¢ 5.4 j =1,2,...,9 i¢in q21 = rg ve g31 = rg, diger g;; = 0 olmak lizere M7
matrisine karsilik gelen 73 otomorfizmi asagidaki formdadir.
3:X1 — X

X = X+[[%,x%],%]

0= X+, 5], 5]
Ispat: Eger j = 1,2,...,9 icin ¢ = re, Ve g31 = Iy, difer g;; = 0 ise MT matrisi
asagidaki formdadir.

1 (lﬁ-i- rﬁ)rg (lﬁ‘i‘ rﬁ)rg

M=|0 1 0
0 0 1
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ve
1 0 0

T _
M = (lﬁ—i-rﬁ)rg 1 0
(lﬁ—l—rle)rﬁ 0 1

Asagidaki teorem [Aut(F /F") iireteglerinin kiimesini vermektedir.

Teorem 5.5 F/F", {x1,%2,%3} tarafindan iiretilen serbest metabelyan Leibniz cebiri ol-

sun. [Aut(F /F"), i¢ otomorfizmler ve asagidaki otomorfizmler tarafindan iiretilir.
Ti¥ — ¥ —[X,2

X = %+z7]

B — B—[1,7

buradaz € F'/F" ve z e xiU(F /F") & x3U (F /F') dir,
¥ — X [X,2

X2+ [2,%2]

5
1

B — 3+[zx3

burada x # y ve x,y € {X2,X3} olmak iizere z, [x,y] — [y,x] formundaki elemanlar

tarafindan tiretilir,

X — X1+u

burada i # 1 ve u € Ann(F /F"), %’ye bagh t € {2,3} dir,

T4:X1 — X1+vVv

RS
1

X2

X3 — X3
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i#1,v=vixU(F/F"),vi =[x}, %] ve j # k # 1 dir.

Ispat: Uretecleri X7, %;,%3 olan serbest metabelyan F /F" Leibniz cebirinin bir otomor-
fizmi @ : F/F” — F /F" olsun ve F’ /F" cebirinde birim gibi davransin. Her h € F /F"
ve x € F'/F" igin,
@ [h,x] = [@(h),x] = [h,]

dir.  Boylece [@(h)—h,x] =0 dir. Buradan @(h) — h € F'/F"” dii.  Ayrica
(F/F")/(F'/F") iizerinde @(h) —h =0 dir. @, F/F’ cebiri iizerinde de birimdir.
Sonug 3.4°den u : F/F" — (F'/F")wr(F/F') monomorfizm oldugundan F/F”,
(F'/F")wr(F /F') i¢ine gomiilmektedir. Boylece F/F” serbest metabelyan Leibniz
cebirlerinin iiretegleri (F'/F")wr(F/F") wreath ¢arpiminin i = 1,2,3 i¢in g; = X; + a;

formundaki elemanlaridir. Ayrica her u; € F'/F” igin ¢(g;) = g; + u; olup
0[g1,82] = [g1.82]
dir.
olgn,g] = [0(g1),0(g2)] = [g1 +u1, 82+ u2]
= [g1,82] 4 [u1, 2] + [g1, u2] + [u1, uo)]

dir ve [u;,up] formundaki elemanlar F/F” cebirinde sifira esittir. @[g1,g2] = [g1,82]
esitlifinden [u1,g2] + [g1,u2] = O elde edilir. Bu esitlikte g; yerine X; + a; yazabiliriz.
Boylece

[u17x:2:| + [M17a2] + [xl>u2} + [alauZ] =0

elde edilir. [a;,us] ve [u;,a;] formundaki elemanlar F /F” cebirinde sifira kargilik gelir.

Dolayisiyla asagidaki esitlige ulasiriz.

[u1,%2] + [X1,u2] =0
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DURUM I: Herz € F'[F", =€ U(F /F') igin uy = z.I dir. Buradan [u;,%z]| +

° "Xy

[X1,u2] = 0 esitliginde u = z.I5 yazalim.

7“2]

=

- -
— ¥z
= — [ [R2.4]

= [ 23]

I
=

Leibniz 06zdesliginden [ﬁ, [Z,xzz]] — Hﬁd] ,x:z] - [[)6:1,)6:2] ,z] = [[xl,z] ,ﬁ] dir.

Boylece [u1,%;| = [[¥7,2] ,%2] ve

uy = [X7,2) = z.l= veya u; = [g1,2]

elde edilir. Agikga goriiliiyor ki u; = z./& dir. Simdi ¢([g1,83]) = [g1,g3] alalim ve
benzer metodu kullanalim. Buradan u3 = z.l; elde ederiz. Ayrica, F'/F" niin diger

lireteclerine @ uygularsak, her i € I i¢in agagidaki esitligi elde ederiz.

o(gi) = gi+ 8,7

z € F'/F" oldugundan ¢ bir i¢ otomorfizmdir.
DURUM 2: z€ F'/F", rs € U(F JF') iginup = z.rg olsun. [u, %z + [¥1,u2] =

0 esitliginden

m] =[]

50



5. UC RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI Tuba TAS ADIYAMAN

elde edilir. u; = — [x:1 , Z] veya u; = —[g1,z] oldugu aciktir. Boylece

¢:g1 — g1 —I81,7
& — & +[z8]

i) Eger ©([g3,21]) = [g3,41] alirsak u3 = — [x:3,z] veya uz = — [E,z] elde ed-

eriz.

¢:g1 — g1 —I81,
&2 — &+[z8]
g — 83—[g3,7

Eger ¢ bir otomorfizm ise {g1 — [g1,2],82 +[2,82],83 —[¢3,2]} kiimesinin bir iireteg

kiimesidir ve
F/F" = gU(F/F')®gU (F/F')®gU (F/F')
= (g1—[g1,2)U (F/F") & (g2+[z.82)) U (F/F') & (g3 —[g3,2))U (F/F').

olup [z,82] € g1U(F/F’) ® g3U (F/F’) diir ve Teorem 5.1’den z € giU (F/F') @
g3U (F/F') elde edilir.

i) Simdi @([g1,83]) = [g1,¢3] alahm. Buradan u3 = [z,%3| veya us = [z,g3]

dir. Eger F'/F" cebirinin diger iireteglerine @ uygularsak

¢:g1 — g1 —I81,7
&2 — & +[z8]

g3 — g3+|[z83
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elde ederiz. Eger ¢ bir otomorfizm ise {g| — [g1,2],82 + [2,82], 83 + [z,¢3] } kiimesinin

bir iiretec kiimesi oldugunu da biliyoruz.

F/F" = gqU(F/F")®gU (F/F')®gU (F/F')

= (g1—[g1,2d) U (F/F')®(g2+[2.82)) U (F/F") ® (g3 + [z, 83))U (F/F")

Teorem 5.1°den z € giU(F/F'), x #y ve x,y € {g2,83} olmak iizere z, [x,y] — [y, x]
formundaki elemanlar tarafindan tretilir.

DURUM 3 : Her u; € Ann(F /F") ve sadece g;’ye bagli olmak iizere ¢ # 1
icin Leibniz dzdesliginden [X3,u;] =0 olup [u,%1| = 0 dir. Buradan u, =0 dur.
0([g3,81]) = [g3,41] alirsak Leibniz 6zdesliginden [ng ) ul] = 0 dir. Ayrica [bg,ﬁ] =0
olup uz = 0 dir. Boylece

0:g81 — g1tu
& — &

g3 — 83,

burada u; € Ann(F /F") olmak iizere u; sadece g,’ye bagli ve ¢ # 1 dir. Ayrica

ot — gi—uw

& — &
g — &3
¢ 'o@=1ve o ! =1 oldugundan ¢ bir otomorfizmdir.
DURUM 4 : up, = 0 olsun. Buradan u; = 0 dir. u3 elemaninin formunu be-

lirleyelim.

i) Eger uy € U (F/F') igin uz = [x1,%2|.ufy veya uz = [¥3,%7].u; ise Teorem
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5.1’den @ bir otomorfizmdir ve

© 81 — &
8 — &2

8 — 8+u3

formundadir. Burada u} € U (F/F’) igin u3 = [g1,82].us veya uz = (g2, g1].u} dir. Soz
konusu otomorfizmler elementer otomorfizmlerdir.

i) Eger uy € U(F/F’) i¢in u3 elemam [x7,%3].ub , [X3,%1].u3, [¥3,%2].u5,
[x2,%3].uy veya [¥3,%3].u} formlarindan birine sahip ise Teorem 5.1°den @ bir otomor-
fizm degildir.

iii) Eger uy € U (F/F’) igint # 3 olmak tizere uz = [x;,%;].u} ise Durum 3’teki
ile benzer sonug elde edilir.

Simdi ¢alismanin ana teoremini verebiliriz.

Teorem 5.6 F/F", iiretecleri X7, X;,%3 olan bir serbest metabelyen Leibniz cebiri olsun.

F/F" ’niin otomorfizm grubu, GL(3,K) genel lineer grup, v € F'/F" olmak iizere e*"

ve agagidaki forma sahip olan 71, 7>, 73, T4 otomorfizmleri tarafindan iiretilir.

T X — X1—[¥1,Z]
X — X+(x]
X3 — ﬁ_[ﬁaz]

buradaz € F'/F" ve z e xiU(F /F") &@X3U (F | F'),

T X — X1—[¥1,2)

X2+ [2,%2)

5
1

B3 — X3+[zx3
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burada z € x{U(F/F’), x #y ve x,y € {X3,%3} olmak iizere z, [x,y] — [y, x] formundaki

elemanlar tarafindan tretilir,

T3:X1] — X1+u

=
)

1

=
)

buradai # 1 ve u € Ann(F /F"), % ye bagh t € {2,3} dir,

T4: X1 — X1+vVv
X2 — X2

X3 — X3
i#1l,v=wvxU(F/F),vi =[xj,x] ve j # k # 1 dir.
Ispat: Ispat, Teorem 4.9’un ispatina benzer sekilde yapilacaktir. Buna gore GL(3,K)
i¢in K tizerindeki genel lineer grup ve her g = (g;;) € GL(3,K) igin
g:xj — Zg,-j.x,-,j =1,2,3

doniisiimii F/F" cebir otomorfizmine tek tiirlii genisletilir ve GL(3,K), U (F/F')
iizerinde cebir otomorfizm grubu gibi davramr. Her g € GL(3,K), f € U (F/F’) igin
etki g- f olarak yazilabilir ve

8 Xj= Zgij-xi
dir. Boylece GL(3,K)’y1 Aut(F/F") altgrubu olarak diisiiniilebilir. [Aut(F/F"),

Aut(F /F")’niin normal altgrubu oldugundan ve
GL(3,K)NI1Aut(F/F") = {1}

olmasindan dolay1r Aut(F/F"), IAut(F/F") ve GL(3,K)’nin yandirekt carpimi

oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece her F/F" niin her @ otomorfizmi ¢ € IAut(F /F") ve
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g € GL(3,K) olmak iizere ¢ og formunda tek tiirlii yazilir. Teorem 5.1’den [Aut(F /F"),

G grubuna izomorftur. Bu izomorfizmi
n:1Aut(F/F") — G

olarak ifade edebiliriz. JAut(F/F") iizerinde GL(2,K) nin etkisi b € GL(3,K) olmak

lizere

bopob™ =0~ (E+b(b-(¢;))b")

formunda olup burada E3 + (¢;j) = E3 + A303, [Aut(F/F")’'nin ¢ otomorfizmine

kargilik gelen matrisidir ve 17~! ise ) déniisiimiiniin tersidir. Boylece IAut(F /F") bir

GL(3,K)— modiildiir.
Asagida li¢ rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizmleri ile

ilgili baz1 6rnekler verilmistir.
Ornek 5.7 F/F", iiretecleri X7, %, %3 olan bir serbest metabelyen Leibniz cebiri olsun.
_ _T1_ .
:x1 —3 x1+EX3+3[x2,x2]
oo 26026 +20,%)]
X3 —  X2+X3
burada ¢ € IAut(F /F"), g € GL(2,K) olmak iizere { = ¢ og ve § € Aut(F/F"),

o:x1 — X1+[%,x)

X2 — X2

X3 — X3

g:xy —3 Xx1+2x3
X2 —  2x1—2x3

X3 = X2+ =X3.
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Ornek 5.8 F JF", iiretegleri X7, X7, %3 olan bir serbest metabelyen Leibniz cebiri olsun.

{:xi — X+ [2,x3
X o— 20+ +2[0,x)
X3 — X3

burada ¢ € IAut(F /F"), g € GL(2,K) olmak iizere { = ¢ og ve § € Aut(F /F"),

X1 — X+ [xX2,X3]

X2 — X2

S
1
H
+
5
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6. n RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIiRLERININ
OTOMORFIZMLERI

Bu béliimde iiretegleri X7,%3,...,X, olan n rankli F /F” serbest metabelyen Leib-
niz cebirinin otomorfizmlerinin yapisi incelenmigtir. Teorem 6.1 ve Teorem 6.2°de,
TAut(F /F") otomorfizmler grubunun yapisi tanimlanmistir. Teorem 6.3’te, Aut(F /F")
otomorfizmler grubunun yapisi ifade edilmistir.

E,, nxn tipinde birim matris; O, = (gi;) 2, n’xn tipinde bir matris Syleki g; i €

UF/F'),1<i<n,1<j<n*veA,, nxn® tipinde bir sabit matris; olmak iizere

asagidaki gibi gosterilir.

r= L 0 0 0 0 0 0
0 r= L 0 0 0 0
Bi=| 0 0 0 0 re = 0 0
0

000 0 0 0 0 0 U PR,

ve
Dy = [ ke 5 s k= s ket Lx(zn,l)
ve
An: An—l Bn
Co nxn?
burada

lﬁﬂ‘l’ﬁ rﬁ lﬁ 0

0 = I‘ﬁ lg—i-rg

X1

A
2x4

TAut(F /F") otomorfizmlerinin yapisi asagida tanimlanmustir.
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Teorem 6.1 F/F" n-rankli serbest metabelyen Leibniz cebiri ve G, E, + A,Q, for-

mundaki tersinir matrislerin bir grubu olsun. Buna goére IAut (F /F") = G.

Ispat: JAut(F /F") elemanlart modulo F’/F" iizerinde birim gibi davramr. F’/F"niin
bir serbest F /F’-modiil olmasini ve K iizerinde X1,X3,%3, ..., X, tarafindan iiretilen bir
Leibniz cebiri olarak iiretilmesini kullanilarak JAut (F /F") matris formunu bulacagiz.
F'/F", 71 = [x1,x1), 72 = [x1,%0), 73 = [%2,%1], 72 = [¥2,%2] .75 = [¥1,%3], 76 = [X3, %],
7 = [%,x%3],73 = [%3,%2],79 = [X3,X3] ..., ;g = [Xn, %] tarafindan iiretilen bir idealdir
ve F'/F" bir F /F'-modiildiir. i =1,2,3,...,ni¢in ¢;; € U(F/F') ve ot € [Aut(F /F")
olmak iizere ,

(X)) =Xi+ ) T * qij
j=1

3

aX1) = X +F*qu+m*qu+r3*qui3+ra*xqiat ... +T2 %G1, (7)
() = XH+TI*q +T2%qu+T3%q3 +Ta%qoa+ oo F T2 % Qop2eeeeeeeaeeannnns (8)
(X)) = Xn+Ti*qu +T25%qn2 +T3% @3 +Ta % qua+ oo F T2 K Q2 evveeeeeeeennnnns (n+6)

Yukaridaki esitliklerin her iki tarafina p uygulayalim.

po(i) = (XTI +r*qu + 2% qua+ 3+ qi3+Faxqua+ ... + 2 % q1,2)

po(xy) = xXi+a
+ X1 + a1, X1 +ai]xqi + X1 +a1,X2+az] *qi2

+ 62+ az, X1 +ai] *qiz+ 2 +ax. X0 +ax] * qua

+ ...+ [X=n —i—an,)c:n +an] *q1n2
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po(x) = xXi+a

+([,ar] +[ar, 51]) * qui + (61, a2] + [a1,%2]) * q12

+([xX2,a1] + [az,%1]) * 13 + ([X2,a2] + [a2,%2]) * q14

+ oo+ ([ @n) + [an, %)) * q12

po(x;) = xXi+a;

+ar* (L qu +raqu +raqi2 + e g3 + -+ re=q1 (i-12 1) T 91 (- 1)242))

+axx (L g2 +raqi3 +laqia +raqia+ .+ 1241 (n-1243) T E91(n-1)2+4))

+an* (rgqi((n-1241) T Eq1(n-19242) T 15917 H 5q18 + -+ (re + ) q12)

pa(5) = P + 7 % qa1 + 72 % qoa + F3 % qa3 + Fa % Gag + - + T2 % Qo2

po(n) = H+a

+ar* (lg g1 + 16921 + 15922 + 15,923 + -+ 15— 12 11) T 2 ((i-1)242))

+ax* (lg g2 + 15923 + Lo qoa + e q2a + oo+ 15qo((n—1243) + 2 ((1-1)244))

+an % (rgqo((n-1241) T E@2((n-1924+2) T 15921 +l5q08 + - + (e + ) q02)

‘LLOC(X_n) :,u(x_n‘i‘r_l *gnl +’72*Qn2+r_3*Qn3+f4*Qn4+--~+m*Qnrzz)
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pa(n) = X+a

+ X1 + a1, %1 +a1] *qu + [ +a1,% +az] x g

+ [ +az, X1 +ar] * gu + [0 + a2, + az) * qua

+...+ [)Czn +an,x=n + an] *Gnn2qn9

po(n) = Xta

+ (%1, a1] + [a1,%1]) * gu1 + (%1, a2] + [a1,%2]) * g2

+([P2, a1] + [a2,%1]) * g3 + ([%2,a2] + [a2,%2]) * Gna

+...+ ([xman] + [amfn]) *qun2

po(x,) = Xp+ap
+ay * (lx'l qn1 + 5 4qnt +Treqn + lx_z%3 +...+ I dn((n—1)2+1) +lﬁQn((n71)2+2))

+ap * (lx] qn2 + raqn3 + lngn4 +reqna+ ..+ I dn((n—1)2+3) + lﬁQn((n—1)2+4))

+an* (Fsqn((n-17241) T Eln((n-1242) + 507 + 5qns + -+ (g + ) G )

Onerme 3.5’teki pwo = @u esitliginden ve AwtW’nin tammndan &, Ip /P’ ye
kisitlayarak é&’ye karsilik gelen M matrisini elde edebiliriz. M7, M’nin transpozu olmak

iizere & otomorfizm oldugundan M ve M tersinirdir. Burada

q11 421 --4nl
q12 4922 - qn2
On=|q13 g3 -9

|91n2 9202 ---9nn2
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olmak iizere karsilik gelen matrisin transpozu M’ = E, + A,Q,, formundadr.

—
C,=E,+A,Q, tersinir olsun ve C,{ ile C,, matrisinin transpozunu gosterelim. W’ nun
bir & otomorfizmini alalim. Eger &’yi, I/ p»’ye kisitlarsak CI bu otomorfizmi belirler.

Boylece

5(()?,) = X
a(a;) = a +Zzak-akj-61ij
elde edilir. &y = pa esitliginden
_ _ n
o (%) = a(x; +a;) Zfi+ai+zzak-akj-61ij Z”_ qij)

elde edilir. Boylece F/F"” nun modulo F'/F" gore birim olan bir o otomorfizmi vardir

ve o otomorfizmi agagidaki gibi ifade edilir.
o(x;) =5+ Y 7j.qi)

C, matrisi o tarafindan tek tiirli belirlenir. TAutF /F" otomorfizm grubu,

C,=E,+A,Q, formundaki tiim tersinir matrislerin grubuna izomorftur.

Asagidaki teorem [Aut(F /F") iireteglerinin bir kiimesini vermektedir.

Teorem 6.2 F/F", {x1,X2,...,X,} tarafindan iiretilen serbest metabelyen Leibniz ce-
biri olsun. [Aut(F/F"), i¢ otomorfizmler ve asaZidaki ¢,¢,7 ve ¥ otomorfizmleri
tarafindan iiretilir.
¢:X — X+ [z
X — X—[X,7,j#1
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buradaz € F'/F" vez e RU(F/F') ®..®&xU(F/F') & ...&xX,U(F /F'),
¢ :Xj = Xj+[2,X]]

burada x # y ve x,y € {X1,X2,...,X, } olmak iizere z, [x,y] — [y,x] formundaki elemanlar

tarafindan tiretilir,

T:X] — X1+u

Xi — X
burada i # 1 ve u € Ann(F /F"), X bagh olmak iizere t € {2,3,...,n} dir,

¥Y:x1 — xi+v

Xi — X
buradai# 1 vev=v «U(F/F') ,vi=[xj,x], j # k # 1.

Ispat: Sonu¢ 3.4’ten u : F/F" — (F'/F")wr(F/F') monomorfizm oldugundan
F/F", (F'/F")wr(F /F’) igine gomiilmektedir. Leibniz cebirlerinin abelyen varyetesi

tizerindeki wreath ¢carpim tanimindan
W = (F/F)® (Ip /pr)

yazabiliriz. F/F' ve F'/F" serbest abelyen Leibniz cebirleridir. Serbest abelyen Leib-
niz cebirleri antikomutatif 6zelligi saglar. Dolayisiyla serbest abelyen Lie cebiridirler
ve yaridirekt carpimlart Lie cebirindeki gibi tanimlanabilir. Bu yiizden islem adimlar1
Smel’kin’in 1973 teki ¢aligsmasindaki ile benzer sekilde yapilabilir.

Karakteristii 0 olan K cismi iizerinde {x7,%2,...,X,} serbest iiretegleri
tarafindan iretilen F/F" serbest metabelyen Leibniz cebirinin bir otomorfizmi @ :
F/F" — F/F" olsun ve F'/F" birim gibi davransin. h € F/F" ve x € F'/F” olmak

lizere

0lh,x] = [9(h),x] = [h,x] ve @[x,h] = [x, 9(h)] = [x, ]
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dir. Boylece [@(h) — h,x] =0 ve [x,@(h) —h] = 0 dir. Buradan @(h) —h € F'/F" dir.
(F/F")/(F'/F") iizerinde @(h) —h =0 ve F /F" iizerinde @ birim gibi davranir. Sonug
3.5'ten F/F" serbest metabelyen Leibniz cebiri (F'/F")wr(F/F') wreath ¢arpim
icine gomiilebilir. Boylece F/F” serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin iiretegleri
(F'/F")wr(F /F') wreath ¢arpiminin i, j = 1,2, ...,n i¢in g; = X; + a; formundaki ele-
manlaridir. Ayrica her u; € F'/F" igin @(g;) = g; +u; olup @ [g;, g;] = [gi, g;] dir.
Pleig]l = [002),9(g))] = [gi+ui g +uj]
(8> 81+ [uir g1+ [gi, ujl + [wi, ujl

[uj,u ] formundaki elemanlar F'/F" cebirinde sifira esittir.

a) Her i,j = 1,2,...,n icin @[g;,g;] = [gi,g,] esitliginden [u;,g;] + [gi,u;] =0

elde edilir. Bu esitlikte g; yerine X; + a; yazabiliriz. Boylece

[Mi)x:j] + [”ivaj] + [—xhuj] + [Cll’,l/lj] =0

elde edilir. [aj,u;| ve [u},a;] formundaki elemanlar F /F" cebirinde sifira kargilik gelir.
Dolayisiyla her i, j = 1,2, ...,n icin asagidaki esitlige ulagiriz.

]+ o] =0
b)Her i, j,k eI ={1,2,...,n} icin @ gk, [gi,&;]] = [8k. [8i,&;]] esitliginden
gk, [gi,8]] =[x +uk, [gi+uigj+uj]]
[8r [gis &)1l = [gn: (80 811+ (8w, [14is &)+ [gis )] + [wais ]
0 = g [uigj]+ [gi,uj] + [ui,uj]]
[ui,uj]  formundaki elemanlar ~F/F"” cebirinde sifira  karsihk  gelir.
8k, (i, g;] + [gi,uj]] = 0 elde edilir. Bu esitlikte her i € {1,2,...,n} i¢in g yerine

X; + a; yazabiliriz. Boylece

[ +ae, [, Xj+a;] + [%+ai,u;]] =0

63



6. n RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI Tuba TAS ADIYAMAN

elde edilir. Her i,j = 1,2,...,n i¢in [a;,u;] , [uj,ai] ,|ak, [u;,X;]] ve [ax, [Xi,u;]] for-

mundaki elemanlar F /F” cebirinde sifira kargilik gelir. Leibniz 6zdesliginden
[[—x:er:l] 7Mj] - [[—x:kyuj] 7-%1] + [[—x:kaui] 7-x:j:| - [[x:ka-x:j] ,I/ti] =0

metabelyen Leibniz 6zdesliginden Hx:k, u j] ,f,] + Hﬁ, ui] ,x:J} = 0 olmak iizere her
i,j=1,2,...,ni¢in

[ ] 53] = [ [%ic, ] ]
elde edilir.

DURUM I: Her z € F'/F", = € U(F/F') ve uj = zx Iz igin j € {2,...,n}

> X1

olmak iizere [u;,X;| + [%,u;] = 0 esitliginde u; = z.I= yazalhm.

i3] = = (%]

Leibniz 6zdesliginden [xj,[z,%1]] = [[%}.2] . %] — [[%;,%1].2] = [[%j,2] . %] dir.

Boylece [u;,X7] = [[X,2] . x1] ve
uj= [x:j?d =zxlzveyau; = g,2]

Agikea goriiliiyor ki her j € {2,....,n} i¢in u; = zx [ dir.  Aynca F'/F" diger

iireteclerine @ uygularsak, her j € {2,...,n} icin asagidaki esitligi elde ederiz.

0(gi) = gi+gi,7]

z € F'/F” oldugundan ¢ bir i¢ otomorfizmdir.
DURUM 2: z€ F'/F" , rz € U(F /F') igin uy = z+ rz olsun.

64



6. n RANKLI SERBEST METABELYEN LEIBNiZ CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI Tuba TAS ADIYAMAN

2a) [uj,X7] + [Xj,u1] = O esitliginden

@] = = [%u]

elde edilir. Her j € {1,2,...,n} igin u; = — [x:j,z] veya uj = —[g;,z] oldugu agiktir.
Boylece
9:81 — g1+lza]
g — 8 —lg7
olup eger ¢ bir otomorfizm ise {g1+[z,81], 82— [82,2], .8 — [8i,2] -, 8 — 82|}
bir serbest iirete¢ kiimesidir ve
F/F" = gU(F/F)®gU (F/F')®..®gU (F/F')®..®g,U (F/F')
= (1 +[68)U(F/F)®...®8 — (81,2 ... ® (82— [gn,2))U (F/F')
olur. Buradan [z,g1] € U (F/F)®..®gU(F/F')®...®g,U(F/F’") ve Teorem
6.'"denz € U (F/F")®...®gU (F/F")®...®g,U (F/F') elde edilir.
2b) [[%k,ui| , x| = [ [, u;j] ,Xi|esitliginden [ [X¢, u1] %] = [ [X,u;] ,.X7] dir ve

her j,k € {2,...,n} igin

[Feus] ] =
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elde edilir. Boylece her j,.k € [ ={2,3,..n} u; = [Z,X:j] veya uj = [z,g:j} dir. Eger z €
F'/F", r=cU(F/F')i¢inuy = z.reiseher jeI={1,2,3,..n} icin 0(g;) = g+ [z,&/]

dir. Eger ¢ bir otomorfizm ise {g1+ [z,81],82+[z,82], .8+ [2,&] - & + [2,8n]}

kiimesinin bir iirete¢ kiimesi oldugunu biliyoruz.
FIF' = gqU(F/F)®&gU(F/F')®..agU (F/F')®...&g.U (F/F')

= (@ +a)U(F/F)&.. 0+ 2e)U (F/F) & ... (g + [z..)U (F/F)
elde edilir. Her x,y € {g1,...,g,} i¢cin Teorem 6.1°den z’nin [x,y] — [y,x] formundaki

elemanlar tarafindan iiretildigini biliyoruz. Buna gore x # y ve x,y € {g1,...,&x } i¢in z,

[x,y] — [y,x] formundaki elemanlar tarafindan iiretilmek iizere otomorfizmler

¢®:g;—gi+z8]]

formuna sahiptir.
DURUM 3:te€l1={2,3,...n} igin u; € Ann(F /F") elemani X;’lere bagli olsun.
Leibniz 6zdesliginden [X;,u;] =0 olup [u;,X7| =0 dur. Buradan her j € I = {2,3,...n}

icin u; = 0 dir. Boylece
081 — &1t
8 — &

burada u; € Ann(F/F") eleman1 g; ’lere bagh olup t € {2,3,...n} dir. Ayrica ¢!
asagidaki forma sahiptir.
o ig = g1

& — &j-

¢ 'o@=1ve o' =1 oldugundan ¢ bir otomorfizmdir.
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Durum 3’te tanimlanan otomorfizmlerden farkli olarak bir de asagida
tammmlanan formdaki otomorfizmler vardir.
P81 — g1+wi
buradai# 1,v=v*U (F/F'),v| = [X},X| ve j # k # 1 dir. Bu formdaki otomorfizmler

elementer /A-otomorfizmlerdir.

Simdi ¢alismamizin ana teoremini verebiliriz.

Teorem 6.3 F/F" iiretegleri X7,X7, ...,%, olan bir n-rankli serbest metabelyen Leibniz

cebiri olsun. F/F” ’niin otomorfizm grubu GL(n,K) genel lineer grup, v € F'/F”

d

olmak iizere e““” ve agagidaki forma sahip olan otomorfizmler tarafindan iiretilir.

Q:X] — Xi+[z,x1]
xj — X—[x.7

buradaz € F'/F" ve ze QU (F/F') ®...@xU(F/F")®...oxU(F/F'),
¢ X = X+ [2,%]]

burada x # y ve x,y € {X1,X2,...,X, } olmak iizere z, [x,y] — [y,x] formundaki elemanlar

tarafindan tiretilir,

T:X1 — X1+u
Xi — X
burada i # 1 ve u € Ann(F /F"), x; bagh olmak iizere t € {2,3,...,n} dir,
¥Y:xi — xi+v
Xi — X

buradai# 1 vev=v«U(F/F') ,vi = [xj,x], j # k # 1.
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Ispat: Islem adimlar rank 2°deki gibidir. GL(n,K) igin K iizerindeki genel lineer grup
ve her ¢ = (gij) € GL(n,K) i¢in

8:Xj —>Zg,‘j.x,',j: 1,2,3,...,n

doniigiimii F/F"” cebir otomorfizmine tek tiirlii genisletilir ve GL(n,K), U (F/F’)
iizerinde cebir otomorfizm grubu gibi davranir. Her ¢ € GL(n,K), f € U (F/F') igin

etki g- f olarak yazilabilir ve
8 Xj= Zgij-xi-
dir. Boylece GL(n,K)’y1 Aut(F/F") altgrubu olarak diisiiniilebilir. [Aut(F/F"),

Aut(F /F")’niin normal altgrubu oldugundan ve
GL(n,K)NI1Aut(F/F") = {1}

olmasindan dolayr Aut(F/F"), IAut(F/F") ve GL(n,K)'nin yardirekt g¢arpimi
oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece g € GL(n,K) olmak iizere F/F"’niin her o oto-
morfizmi ¢ € IAut(F/F") igin ¢ og formunda tek tiirlii yazilir. Teorem 6.1’den

TAut(F /F"), G grubuna izomorftur. Bu izomorfizmi
n:1Aut(F/F") — G

olarak ifade edebiliriz. [Aut(F /F") iizerinde GL(n,K) mn etkisi b € GL(n,K) ve n !

ise 1 doniisiimiiniin tersi olmak iizere
bopob ' =n""(E+b(b-(¢;))b")

formundadir. Burada E,, + (9;j) = E, +A,Qy, [Aut (F /F") nin ¢ otomorfizmine kargilik
gelen matrisidir. Boylece TAuz(F /F") bir GL(n, K )-modiildiir.
Asagida n rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizmleri ile il-

gili baz1 6rnekler verilmistir.
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Ornek 6.4 F JF" iiretegleri X7,X73,...,X, olan bir serbest metabelyen Leibniz cebiri ol-

mak iizere
)
Q:x1 — X1+ ([, x]
Xi — )Tl_ [)Tla [747)675]]
burada i € {X3,...,X, } ve @ bir otomorfizmdir.
ii)
€ : x5 — x; -+ [[¥1, %] — [xa,%1] , %]
burada j € {x7,...,X,} ve { bir otomorfizmdir.
iii)
6 @ —X+[F )
Xi — X
burada i € {¥7,%3,...,X,} ve 6 bir otomorfizmdir.
1v)
@:X3 — X3+ [x1%]

Xi — X

burada i € {X71,X2,...,%, } —X3 ve @ bir otomorfizmdir.
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7. TAME VE WILD OTOMORFIZMLER

K bir cisim ve n > 2 i¢in X, = {x1, ...., x, }sonlu bir kiime olsun. Bu béliimde X,
degiskenler kiimesi tizerindeki polinom cebirini P, = K [X,] ve serbest birlesmeli cebiri

A, = K(X,) ile gosterecegiz.

Tamim 7.1 o, F/F"’niini = 1,2,...,nigin x; — y; seklinde tanimlanan bir otomorfizmi
olsun. Eger v; € F” igin @ : x; — y; +v; , i = 1,2, ...,n olacak sekilde F’nin bir @ oto-
morfizmi varsa ’ya tame otomorfizm denir. Bu durumda ¢, F’nin bir otomorfizmine
taginabilir (tame)” denir. Eger «, taginabilir degilse o¢’ya taginamaz (wild) otomorfizm

denir.

Not 7.2 1) 1964’te Cohn n-rankli serbest Lie cebirlerinin otomorfizmlerinin tame
oldugunu ispatlamistr.

2) Bir K cismi lizerindeki P, polinom cebirinin ve A, serbest birlesmeli cebirin otomor-
fizmlerinin tame oldugu bilinmektedir (Roman’kov, 2008).

3) 1972°de Nagata P; = K [X3] polinomlar cebirinde kendi adini tasiyan asagidaki

meshur otomorfizmi tanimlamistir (Nagata, 1972).
_ 2_ 2 2 2
o= |(x1+ (Xl X2X3)X3,X2 + (Xl )CQX3)X1 + (Xl XQX3) X3,X3

Ayrica karakteristigi 0 olan bir K cismi i¢cin ¢ otomorfizminin non-tame (wild)
oldugunu ifade etmistir. Bundan 30 yil1 agkin bir siire sonrasinda Shestakov ve Umir-
baev 2004’te, Poisson braketini kullanarak ve derece tahmini yaparak karakteristigi O
olan herhangi bir K cismi i¢in ¢ otomorfizminin non-tame (wild) oldugunu gostermistir.
4) Serbest birlesmeli cebirlerde wild otomorfizmlerin varligit Cohn’nun ortaya attig1

problemlerden biridir. Buna gére Az = K (X3) serbest birlesmeli cebirinde
o= (X1 + (X1X3 —X3x2) , X2 + (X1X3 —X3x2)X3,X3)
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Anick olarak adlandirilan otomorfizmin wild oldugunu gostermistir. Umirbaev 2004’ te
karakteristigi O olan herhangi bir K cismi i¢in ¢ otomorfizminin non-tame (wild)

oldugunu ifade etmistir.

Teorem 7.3 n > 2 rankli F /F” serbest metabelyen Leibniz cebirinin i = 2,3, ...,n i¢in

¢:x1 — X +|[[x%),x]
X — X

olarak tanimlanan otomorfizmi tame otomorfizmdir.

Ispat: @ otomorfizmi

0:x3 — X3+[x1,%)

X — fi,i#3

VixT X+ [0,X]+ (33,7

X — X;,i=2,3,...,n

olarak tanimlanan ¢ ve y tame otomorfizmlerinin bir bilegkesi olarak yazilabilir. Buna
gore @ = ¢powo¢ ' oy !dir. Fakat n =2 icin bu otomorfizm F> cebirinin Ab-
dykhalikov ve arkadaglar tarafindan 2001°de bulunan bir wild otomorfizm tarafindan

tiretilmektedir. Dolayistyla ¢ otomorfizmi n=2 i¢in F /F"niin bir wild otomorfizmidir.

Teorem 7.4 Ug rankli serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin

y:x1 — X+ X3, [X1,%3) - [%3,%]]
Xy — -x72+[[x7]7ﬁ]_[ﬁ7x72]7ﬁ]
X3 — X3

otomorfizmi tame otomorfizmdir.
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Ispat: Bu otomorfizm 3-rankl serbest birlesmeli cebirlerdeki Anick otomorfizminin bir

benzeridir. 3-rankli serbest birlesmeli cebirlerde bu otomorfizmin wild oldugu Umir-

baev tarafindan 2004’te ispatlandigin1 biliyoruz. Fakat 3 rankli serbest metabelyen

Leibniz cebirlerinde y otomorfizmi

o

(05)

(07}

Oy

s

Xy — X3+ 7,

X1 — X1 + [¥3, [%2, %3],

Xy — X — X,

X2 — X2+ 33, [x1,%3]] + [[%3,%1] . %3],

X — X —|[%3,%],%2)] .

tame otomorfizmlerinin ¢ o 0 o 03 © 04 © A5 bileskesine esittir. Dolayisiyla 3 rankl

serbest metabelyen Leibniz cebirlerinde y bir tame otomorfizmdir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde temel olarak serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizm-

lerinin yapisi incelenmis ve asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 8.1 F/F" iiretegleri X7,X7, ...,%, olan bir n-rankli serbest metabelyen Leibniz

cebiri olsun. F /F'niin otomorfizm grubu GL(n,K) genel lineer grup, v € F’/F" olmak

adv

izere e’ ve agsagidaki forma sahip olan otomorfizmler tarafindan {iretilir.

Q:X1 — X +[zX]

Xj = )Tj_[)Tj,Z],

buradaz € F'/F"ve ze U (F/F') ®...&xU(F/F")®...®x,U(F/F’)
¢ :Xj = Xj + [2,X],

burada x # y ve x,y € {¥1,%2,...,X, } olmak iizere z, [x,y] — [y, x] formundaki elemanlar

tarafindan iiretilir,

T:X1] — X1+u

Xi — fia

burada i # 1 ve u € Ann(F /F"), X; bagh olmak iizere ¢t € {2,3,...,n}dir,
¥Y:xi — Xi+v

Xi — )TIH

buradai # 1 vev=v«U(F/F'),vi = [xj,x], j # k # 1.

Serbest metabelyen Leibniz cebirlerinin otomorfizmleri ile ilgili asagidaki

soruya heniiz cevap bulunamamustir.
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Problem 8.2 F/F" iiretegleri X71,7, ..., X, olan bir n-rankli serbest metabelyen Leibniz

cebiri ve w € F'/F” olmak iizere w’nun orbiti
Oo(w) = {ye F/F":y=0¢(w),w eAutF/F”}

ile gosterili. Eger y € End(F/F") ve y(O(w)) C O(w) ise y, F/F" serbest

metabelyen Leibniz cebirinin bir otomorfizmidir.
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