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OZET

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Ik béliimde egrinin konum vektoriinii, egrilik ve burulma
fonksiyonlar1 cinsinden ifade etme problemi Oklid uzayinda incelenmistir. Bu problem Oklid
uzayinda genel egriler i¢in ¢dziilememis ancak baz1 dzel egriler icin ¢oziilmiistiir. Ikinci boliimde ise
Oklid uzay1 ve izotropik uzay ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Uciincii béliimde
izotropik uzayda bir egrinin konum vektorii egrilik ve burulma cinsinden ifade edilmistir. Son olarak
izotropik uzayda bazi 6zel egrilerin konum vektorleri ve grafikleri verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of three parts. In the first chapter, the problem of expressing the position vector
of the curve in terms of curvature and torsion functions is investigated in Euclidean space. This
problem is not solved for general curves in Euclidean space, but it is solved for some special curves.
In the second part, basic definitions and theorems about Euclidean space and isotropic space are
given. In the third chapter, the position vector of a curve in isotropic space is expressed in terms of
curvature and torsion. Finally, position vectors and graphs of some special curves in isotropic space
are given.

Page Number :49
Key Words - isotropic Space, position vectors, Helix
Supervisor : Associate Professor Tevfik SAHIN



Vi

ON SOZ ve TESEKKUR

Calismalarim siiresince bilgisini ve destegini hi¢bir zaman esirgemeyen saygi deger hocam
ve tez damsmanim Dog. Dr. Tevfik SAHIN’ e, 6nerileriyle tezimize katki sunan Dog. Dr.
Muhittin Evren AYDIN ve Dog. Dr. Zehra OZDEMIR hocalarimiza ¢ok tesekkiir ederim.
Son olarak, tez dénemi boyunca 2210-A Genel Yurt i¢i Yiiksek Lisans Burs Programi
kapsaminda bana burs veren TUBITAK ’a (Tiirkiye Bilimsel ve Teknik Arastirma Kurumu)
ve benden desteklerini hi¢gbir zaman esirgemeyen annem ve babama en icten dileklerimle

tesekkiir ederim.



ICINDEKILER
OZET oottt
ABSTRACT ..o
ON SOZ ve TESEKKUR.......oeiiiriiiieiieiisreisseeissete st
ICINDEKILER .....ocooviiviiiiieiiieiecte ettt s
(@) VA M €12) 5252 5) 14 11\ ) (O
SEKILLER DIZINT ..ottt ettt
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI ......cccoviiiiniiiiiiiiiinscssccd
L GIRIS
2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI........c.c.c.c.........
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar ...........ccc.ooceiereiiircreniesersneeesssesssssesssesesene,
2.2. Oklid Uzayinda EFLILET ....c.v.cviviviveiiieiiecieieseieieie e
2.3. E3 de Birim Hizli Egrilerde Frenet Formilleri..........ccoccovviiiveveiriercecrereieenne,
2.4. E® de Keyfi Hizli Egrilerde Frenet FOrmilleri ..........cccccvviiiveveiiiircrcreieiecenne,
2.5. Izotropik Uzayda Temel Kavramlar............c.cooociveveiriieueiersiesscseesesessese v
3. BULGULAR VE TARTISMA ...ttt
3.1. Izotropik Uzayda Egrilerin Konum VeKtOrleri ..........ccovivevririveriirererieresiscrennn,
8 ) N1 PP
KAYNAKLAR. ...t

vii

Sayfa

Vi
vii

viii



viii

CIZELGELER DiZIiNi

Cizelge Sayfa
Cizelge 2.1. Oklid uzayinda bazi egrilerin egrilik fonksiyonlarina goére durumlari ....... 22

Cizelge 3.1. izotropik uzayda bazi egrillerin egrilik fonksiyonlarina gére durumlart.... 33



SEKILLER DIiZiNi
Sekil Sayfa
Sekil 3.1. k = 1ve T =1 olan eZrinin Erafigi.......ccccceveiriviriiiiiniiiee e 37
Sekil 3.2. k = s ve T = s olan eZrinin @rafifi........ccccccvvviiiiiiiiiiiiii e 40

Sekil 3.3. k = 1 ve T = s olan eZrinin GrafiZi.........cccevviiiiiiiiiiiieeeiiie e 43



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Agiklama

a(x) Egrinin konum vektori

K(x) Egrinin egrilik fonksiyonu
T(x) Egrinin burulma fonksiyonu
T(x) Egrinin birim teget vektdr alani
N(x) Egrinin normal vektor alani
B(x) Egrinin binormal vektor alani
Vv Vektor uzayi

B 3- boyutlu izotropik uzay

E3 3- boyutlu Oklid uzay1
P(R®) 3- boyutlu Projektif uzay

v, Tanjant vektor

T,(E?) Tanjant uzay

Kisaltmalar Aciklama

C, cos(f k ds)

S, sin(f k ds)



1. GIRIS

Egrilerin temel teoremi, egrilerin egrilik fonksiyonlar:1 tarafindan belirlendigini soyler.
Boylece egrilik fonksiyonlar1 bize egriler hakkinda dnemli bilgiler saglar. Ornegin dairesel
helis egrileri, egriliklerin sabit olmasiyla karakterize edilen egrilerdir. Dogrular ve cemberler
sirastyla egriligi sifir ve egriligi sabit olan diizlemsel egrilerdir. Ayrica bu egriler dejenere
helislerdir. Helislerin miihendislik, biyoloji, kimya vb. bir¢ok bilim dalinda uygulamalari

bulunmaktadir.

Genel olarak uzayda verilen bir egrinin egriliklerini bulma problemi c¢ozilebilir bir
problemdir. Fakat egriligi ve burulmasi cinsinden konum vektorii her zaman ifade
edilemeyebilir. Ornegin (Ali, 2012b) de belirtildigi gibi, bir uzay egrisinin konum
vektdriiniin Frenet catisina gore belirlenmesi problemi Oklid uzayinda hala agik bir
problemdir. Oncelikle bu kisimda bu problemi Oklid uzayinda ifade edecegiz. Daha sonra
bu problemi izotropik uzayda Frenet catisina gore inceledigimizde, problemin izotropik

uzayda ¢oziilebilir oldugu sonucunu ¢ikaracagiz.

a(s), Oklid uzayinda keyfi bir egri olsun. Oklid uzayinda Frenet denklemleri;

T' = kN (1.1)
N’ = tB — kT 1.2)
B’ = —IN (1.3)

seklinde tanimlidir. Burada ()’ sembolii s parametresine gore tiirev belirtmektedir. (1.2)

denklemi diizenlenirse;

kT = 7B — N’ (1.4)

elde edilir. x egriliginin sifirdan farkli oldugu kabul edilerek (1.4) denklemindeki esitlik

K’ ya boliintirse;

T N (1.5)



elde edilir. (1.5) denkleminde tiirev alinirsa;

=) - ()

KN = (=B)' - (lN’>’ L7

elde edilir. Ayrica son denklemde 8 = [ k ds equiform parametre degisimi yapilirsa;

K2(0) + 12(0) ()
( <2(8) >N(9) + N(0) = <F9)> B(6) (1.8)
diferansiyel denklemi elde edilir. Ayn sekilde
T 0 k() O[T
N] = |—k(s) 0 7(s)||N (1.9)
B 0 —1(s) 0 |LB
Frenet formiillerinde 6 = [ k ds equiform parametre degisimi yapilirsa;
T(9) 0 1 0 1[T6)
N | = [—1 0 f (9)] N(6) (1.10)
B(6) 0 —f(6& 0 1]|B(®)

matris formundaki Frenet formiillerine dontisiir. Burada ()" sembolii 6 parametresine gore

tirevi belirtir ve f(0) = % seklindedir. Daha sonra (1.8) denkleminde f(0) =
’ZEZ; dontistimii yapilir ve denklem diizenlenirse;

1 .
% [(1+ F2(6))N(O) + N(8)] = B(6) (1.12)



elde edilir. (1.11) denkleminde tiirev alinirsa,

<f(9) [(1+ F2(0))N(O) + N(9)]> = B(H) (1.12)

denklemi bulunur. (1.10) denkleminde B(8) = —f(0#)N(8) oldugunu biliyoruz. Bu esitlik

(1.12) denkleminde yerine yazilirsa;

(E[(l + f2())N(O) + N(@]) = —f(OIN(O) (1.13)

elde edilir. Bu denklemde de gerekli diizenlemeler yapilirsa;

G Kf(@) [(1+ F2(0))N(O) + N(G)])l +N@®) =0 (1.14)

denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii kolayca elde
edilemeyeceginden Oklid uzayinda genel konum vektoriinii x egriligi ve T burulmasiyla
ifade edemeyecegiz. Genel olarak bu problemi ¢6zmek zordur. Ancak diizlem egrileri, helis
ve silindirik helis gibi bazi1 6zel egriler i¢in ¢éziilmiistiir (Ali, 2010; Ali, 2012b; Izumiya and
Takeuchi, 2004; Ali, 2011).

Ornek

Y (s), Oklid uzayinda Frenet catisina gore genel helisin konum vektdrii olmak iizere:

Y(s) = l(s +¢3) —%l T(s) — G )V(S) N(s) +v(s)B(s) (1.15)
bi¢imindedir. Burada
v(s) = cos [# f K dsl <C1 — \/Kz;i-l-rzj(s + ¢3) K sin I$j K dsl ds)

+ sin

(s + c3) K cos

T
VK? +T2f



1, Co Ve cg keyfi sabitlerdir (Ali, 2011).

Ornek

Y (s), Oklid uzayinda Frenet catisina gére dairesel helisin konum vektorii olmak iizere;

P(s) = A(s)T(s) + u(sIN(s) + v(s)B(s)

seklindedir. Burada

A(s) = rlite) g(cl cos [s\/ K2 + 12] + c,sin [sm])

K2 + 12

u(s) = — - KZ: - (C1 sin [s«/xz—-l-rz] + ¢, cos [s\/lcz—-l-rz])

2+T2

v(s) = KT (s + C3) + ¢, cos [s\/rcz +7T ] + ¢, sin [s\/rcz +7T ]

2_|_2

c1, €, Ve c3 keyfi sabitlerdir (Ali, 2011). Ote yandan Galileo uzayinda yukarida belirtilen
problem genel egriler i¢in ¢oziilmiistiir (Ali, 2012a; Sahin and Dirisen 2017).

Bu ¢aligmanin temel amaci yukaridaki problemi Frenet catisina gore 3-boyutlu izotropik
uzaydaki egriler icin ¢dzmektir. Oncelikle izotropik uzayda Frenet catisi kullanarak
egriliklerle ifade edilen genel konum vektoriinii belirleyecegiz. Daha sonra bu konum

vektoriinii baz1 6zel egriler i¢in elde edecegiz. Ayrica bazi egrilerin grafiklerini verecegiz.
1.1. Teorem (Egrilerin Temel Teoremi, Varlik Kismi)

Varsayalim ki x > 0 olmak iizere k:(a,b) = R ve t:(a,b) = R diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda egriligi ve burulmasi k ve 7 olan birim hizh 8: (a, b) —» R3
egrisi vardir. a < sy < b i¢in B(sy) degeri keyfi olarak belirlenebilir (Gray, Salamon ve
Abbena, 2006).

1.2. Teorem (Egrilerin Temel Teoremi, Teklik Kismi1)

a ve y ayni (a, b) araliginda tanimlanan R3 de birim hizli egriler olsun. Ayni zamanda « ve

y egrilerinin ayni burulma ve ayni pozitif egrilige sahip olduklarini varsayalim. O halde



« egrisini bir F kat1 hareketiyle birlikte y egrisine esleyebiliriz (Gray, Salamon ve Abbena,
2006).



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu caligmada Frenet catisina gore izotropik uzayda egrilerin, egrilik fonksiyonlariyla
belirlenen genel konum vektorleri incelenmistir. Bu g¢alismaya benzer g¢alismalar ve

izotropik uzayda yapilan diger ¢alismalar asagida kisaca tanitilmistir.

Ali, (2012a) makalesinde Frenet ¢atisina gore 3- boyutlu Galileo uzayinda egrilerin konum
vektorleri incelenmistir. Egrilerin konum vektorii egrilik ve burulma cinsinden ifade
edilmistir. Son olarak 3- boyutlu Galileo uzayinda bazi 6zel egrilerin 6rnekleri verilmistir.
Sahin ve Dirigsen (2017) yilinda yaptiklart ¢aligmada Darboux catisina gore 3- boyutlu
Galileo uzayinda egrilerin konum vektorlerini egrilik ve burulma cinsinden ifade etmislerdir.
Daha sonra bazi 6zel egrilerin konum vektorleri i¢in incelemeler yapilmis ve bunlarin

grafikleri verilmistir.

Bu galismalara ek olarak Sachs (1990) yilinda yazdig: kitabi Izotropik uzayla ilgili kapsaml
bilgiler igermektedir.

Chen, Decu ve Verstraelen (2014) ve Aydm ve Ergut (2016b) makalelerinde Izotropik

uzayda ekonomi ile ilgili ¢caligmalar yapmiglardir.

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu kisimda, Oklid uzayindaki temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

2.1.1. Tanim

Siral reel say1 iigliilerinden olusan kiimeye 3-boyutlu Oklid uzay1 denir ve [E3 ile gosterilir

(O’Neill, 2006).

]E3 = {(pll P2, p3) : p; € Rll = 1’213}



2.1.2. Tanim

B € E3 agik bir alt kiime olmak {izere B’ nin her bir p noktasinda f: B — R fonksiyonunun
k. basamaktan tiim kismi tlirevleri var ve siirekli ise bu fonksiyona p noktasinda k.

basamaktan diferansiyellenebilir veya C*-sinifindandir denir (O’Neill, 2006).

2.1.3. Tanim

E* de bir v, tanjant vektorii bir p baslangi¢ noktasi ve bir v vektor kismi olmak tizere iki

kisimdan olusur. Kisaca bir v, tanjant vektorii p noktasindan baslayip p + v noktasinda

biten bir vektordiir (O’Neill, 2006).
2.1.4. Tanim

Baslangic noktasi p € E? olan tiim tanjant vektdrlerin kiimesi T, (E?) ile gosterilir. T, (E®)

kiimesi vektorlerde bilinen toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir (R iizerinde)

vektor uzayidir (O’Neill, 20006).
2.1.5. Tanim

E3 iin her bir p noktasimi bir v, tanjant vektoriine karsilik getiren V fonksiyonuna E* de bir

vektor alani denir (O’Neill, 2006).
2.1.6. Tanmim

E3 de U,, U,, U3 vektor alanlar1 p € E3 igin sirastyla

Ul(p) = (1' 0' O)p
U2 (p) = (O' 1' O)p

U3 (p) = (O' O' 1)p

olarak tanimlansinlar. Bu vektor alanlarina E2 iin dogal gat1 alan1 denir (O’Neill, 2006).



2.1.1. Teorem

V, E3 Oklid uzay1 iizerinde tanimli bir vektdr alani ise

olacak sekilde E2 de tek tiirlii olarak belirlenmis v,, v,, v reel degerli fonksiyonlar1 vardir.
vy, Wy € T,(E?) i¢in v, = (v4, V5, 3), VE Wy, = (W1, Wy, W3),, olsun. Bu vektdrlerin nokta
carpimlari

vp‘Wp =v-W=171W1+172W2+v3W3
olarak tanimlanir. Ayrica v, Ve w), vektorleri arasindaki a¢1 6, 0 < 6 < m olmak lizere

vy - Wy =l vy Il wy, |l cos @

dir. Buradan sifirdan farkli iki vektor arasindaki aci

v, * W.
cos@=—2r P
Il v, N wy
olarak verilir. Buradan hareketle
T
0= E = v, Lwy,

elde edilir (O’ Neill, 20006).
2.1.7. Tamim

ey, €;,e3 € T,(E®) tanjant vektorleri i¢in



e1e1=6€,-e,=¢e3-e3=1

e1-e;=e; -e3=¢e,-e3=0
ise bu vektdrlere p € E3 de bir ¢at1 denir (O’Neill, 2006).
2.1.8. Tamm

Vp, Wy € T, (E?) vektorleri, v, = (v, v, V3), Ve w, = (W, Wy, w3),, olsun.

Ui(p) Ux(p) Us(p)
vp X Wp = V1 (%) V3
wq Wy W3

vektoriine v, ve w, vektorlerinin vektorel garpimi denir. v, X w,, vektorii hem v,’ye hem
de wy,’ye dik bir vektordiir. Ayrica v, Ve wy, vektorleri arasindaki ag1 6, 0 < 6 <  olmak

tizere || v, X wy I=1l vy, Il Wy, |l sin 8dir (O’ Neill, 2006).

2.2. Oklid Uzayinda Egriler

2.2.1. Tanim

I € R bir agik aralik olsun. I € R acik araliindan E3’e giden diferansiyellenebilir bir a

fonksiyonuna E3 de bir egri denir.

al - E3
t - a(t) = (a,(t), ay(t), as(t))

a’nin diferansiyellenebilir olmast i¢in  a;: [ = R, i=1,2,3 fonksiyonlar

diferansiyellenebilir olmalidir (O’Neill, 2006).

Ornek
I € R bir acik aralik olsun. a:I — E® p noktasindan gegen dogrultmami v olan dogru

denklemi



10

t-alt) =p+tv

seklindedir. Burada p = (p4, p2,p3) Ve v = (v4, v, v3) alinirsa,

a(t) = (py + tvy, py + tvy, ps + tvs) olarak yazilabilir (O’Neill, 2006).

Ornek

a: 1 — E3 olarak tanimli ve b # 0 olmak {izere

t » a(t) = (acost,asint, bt)

dairesel helis egrisinin konum vektoriidiir (O’Neill, 2006).

2.2.2. Tanim

a:1 - E3 a(t) = (ay(t), ay(t), az(t)) bir egri olsun.

da, da, das © )

« gy ( dt ©, dt (), dt

vektoriine o’ nin a(t) noktasindaki hiz vektorii denir.

Bu vektor, egriye a(t) noktasinda teget olan bir vektordiir.

v(6) =l a'(t) lI= j (% (t))z + (% (t)>2 + (%(t))z

seklinde tanimlanan v(t) fonksiyonuna da a’nin t” deki hiz1 denir (O’Neill, 2006).
2.2.3. Tanim
a: 1 — E3 bir egri ve ] € [ bir acik aralik olsun. h: J € I diferansiyellenebilir fonksiyonu

icin B(s) = a(h(s)):] —» E® egrisine a’nin h ile yeniden parametrelenisi denir (O Neill,

2006).
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2.2.1. Yardime1 teorem
B bir a egrisinin h ile yeniden parametrelenisi ise

d h(s)
! — !/ h
F(5) = — = @' (h(s))
dir (O’Neill, 2006).
2.2.4. Tanim
a:1 - E3 bir egri olsun. Vt;,t, €1 i¢in a(t;) = a(t,) = t; = t, oluyorsa a egrisi
birebirdir denir (O’Neill, 2006).
2.2.5. Tanim
a:1 - E3 biregriolsun. V t € I igin a(t + p) = a(t) olacak sekilde bir p > 0 sayis1 varsa
a egrisine periyodiktir denir. Bu 6zelligi saglayan p sayilarmin en kii¢iigiine egrinin
periyodu denir (O’Neill, 2006).
2.2.6. Tamim
a: I — E3 bir egri olsun. V t € I a'(t) # 0 ise egriye regiiler egri denir (O’Neill, 2006).

2.2.7. Tanim

Bir a egrisinin t = a dan t = b’ ye kadar olan yayin uzunlugu

b
l = f Il a'(t) Il dt

ile hesaplanir. a egrisinin t = 0 dan t’ye kadar olan yaymin uzunlugu ise
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s(t) = f Il &' (u) Il du

fonksiyonu ile verilir. Bu fonksiyona a’nin yay uzunlugu fonksiyonu denir (O’Neill, 2006).
2.2.1. Teorem

a: I - E3 regiiler bir egri ise her zaman parametre degisimi ile birim hizli bir  parametrik

gosterimi elde edilebilir (O’ Neill, 2006).

fspat
Yay uzunlugu tanimindan integralin bir sinir1 sabit tutulup digeri degisken olarak alindiginda

yay uzunlugu fonksiyonu elde edilir.

st) = | Ot I a'(w) Il du fonksiyonunu géz 6niine alalim. Bu fonksiyonun t’ ye goére tiirevi

d N . A - 9 d
d—i =|l a'(t) Il bigimindedir. a egrisi regiiler ve norm pozitif oldugundan d—i > 0 olur.Ters

fonksiyon teoreminden s fonksiyonunun t = t(s) seklinde bir ters fonksiyonu vardir ve t =

t(s) noktasindaki % tiirevi ile s = s(t) noktasindaki % tiirevi arasindaki iligki

dt 1
&
dt

olur. B(s) = a(t(s)) parametre degisimi ile § egrisinin birim hizli oldugunu gosterelim.

d
B) = ) o
dt
Il B"(s) 1=l a'(t(S))g I

dt
=l a’(t(s) I -

_ds dt
T dt ds
=1
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2.2.8. Tanim

a: I - E3 bir egri olsun. a’nin her a(t) noktasmna bir Y (t) vektoriinii karsilik getiren Y
fonksiyonuna « tizerinde bir vektor alani denir.

Ormegin, a'(t) = (ay(t), ay(t), as(t)) egri iizerinde bir vektdr alanidir.

Y(®) = 010, y2(8), y3(£)) a(e)

= 3 OUa®)

olarak yazilabilir. Ozel olarak a”(t) = (ay (t), ay (t), aj (t)) () @’nin ivme vektdr alan

denir (O’Neill, 2006).
2.2.2. Yardimeci teorem

Y ve Z bir a egrisi iizerinde iki vektor alani, f a egrisi lizerinde tanimli, reel degerli,

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise a, b € R olmak tizere

1) (aY+bZ)=aY' +bZ
2) (fFY) =fY+fY
3) (Y.2) =Y.Z+Y.Z

4) (YXZ)=Y'XZ+YXZ

biciminde verilir (O’Neill, 2006).
2.2.3. Yardimel teorem

Eger Y vektor alaninin biiylkligi sabit ise (|l Y [[=sabit) Y’nin tirevi kendisine

ortogonaldir (O’Neill, 2006).
2.2.9. Tanim

Eger bir a egrisinin lizerindeki bir Y vektor alaninin vektor kismi ayni
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¢ = (c3, ¢y, €3) sabiti ise Y’ye paralel vektor alant denir (O’Neill, 2006).

Y(#) = (¢1,¢2,¢3) a@r) = 2 c;U;

2.3. E3 de Birim Hizh Egrilerde Frenet Formiilleri

2.3.1. Tanim

B:1 - E3, s € I birim hizli bir egri olsun. Dolayisiyla || 8'(s) II=1 dir. T(s) = B'(s) hiz
vektorii [(s) noktasinda egrinin teget vektorii oldugundan ve bir birim vektdr oldugundan
B'(s) vektorii birim teget vektordiir. T(s) = B'(s) vektor alanina egri boyunca birim teget

vektor alani denir. T'(s) = B (s) vektor alanina ise egrinin normal vektor alani denir.
T-T=1=T'"T+T-T'"=0=T-T'=0

Yani normal vektor alani teget vektor alanina diktir (O’Neill, 2006).

2.3.2. Tanim

Vs €ligin k(s) =l T'(s) Il reel degerli fonksiyonuna fB’nin egrilik fonksiyonu denir.
K egrinin tegetinden ne kadar saptigini gosterir.

K > 0 olmasi1 durumunda

T'(s) _T'(s)

NS =T~ %

vektor alanina f’nin birim normal vektor alani denir. B(s) = T(s) X N(s) vektor alanina
da ’nin binormal vektor alani denir.

T ve N birim vektor alanlar1 oldugundan B de birim vektdr alanidir. Ciinkii;

Vs
I BI=ITXNI=ITIINI SinE =1

=lIBIl=1
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elde edilir (O’ Neill, 2006).

2.3.1. Yardimeci teorem

B, E3de k > 0 olan birim hizl1 bir egri olsun. g iizerindeki T, N, B vektdr alanlar1 her noktada

birbirine dik birim vektor alanlaridir (O’Neill, 2006).
2.3.3. Tanim
{T, N, B} kiimesine 8 egrisi boyunca Frenet ¢at1 alan1 denir (O’Neill, 2006).
2.3.2. Yardimci teorem
T', N', B’ vektor alanlar1 da T, N, B nin bir lineer toplami olarak yazilabilir (O’Neill, 2006).
fspat
Bir B egrisi i¢in T = B’ oldugundan; T’ = B'" = kN bulunur. Ayrica
B-T=0=B"+-T+B-T' =0 oldugundan
=>B"-T=-B-T'
= —B-kN
=—kB-N=0 (T'Il=k)

elde edilir.

B-B=1=>B'-B+B'-B=0
=>B:-B'=0

B’ vektor alanmin ortonormal agilimini yazarsak;

B =B T)T+ (B -N)N+(B'-B)B
=B =(B -N)N
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elde edilir. B’ - N = —1 olarak tanimlansin.
= B' = —1N
olur (O’ Neill, 2006).
2.3.4. Tamm

T = —B' - N fonksiyonuna £ egrisinin burulma fonksiyonu denir (O’Neill, 2006).

2.3.1. Teorem

f: 1 — E3 egriligi k > 0 ve burulmasi 7 olan birim hizl bir egri olsun.

Bu durumda
T' = kN
N' = —xT + B
B' = —1N

dir. Bu formiillere Frenet formiilleri denir. Bu formiller matris formunda:

(- 26

B
seklindedir (O’Neill, 2006).

fSpat

TI
T ok

= —7N oldugunu daha o6nce kabul

4

oldugundan T’ = kN elde edilir. B’

etmistik. N’ nin ortonormal agilimini yazalim.

N' =(N'-T)T+ (N'-N)N + (N’ - B)B

N-T =0oldugundan N'-T + N -T' = 0 dur.
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=N T=-N-T'=—-N-kN
=—kN-N
= —K
N-N=1=N -N+N-N' =0
Buradan N - N' = 0 bulnur.
N-B=0=N*‘B+N-B'=0=N'"-B=—-N-B’
= —N-(—1N)
=tN-N=71
elde edilir. O halde bunlar1 N’ niin ortonormal agiliminda yerine yazarsak;

N' = —«xT + 1B

elde edilir (O’ Neill, 2006).

2.4. E? de Keyfi Hizh Egrilerde Frenet Formiilleri
2.4.1. Teorem
a: I - E3,k > 0 egrilikli regiiler bir egri olsun. Bu durumda ;
T' = kvN
N' = —kvT + tvB
B' = —tvN
bigimindedir. Burada v =|| &’ I, @’nin hiz fonksiyonudur (O’Neill, 2006).
fSpat

@, a’nin birim hizli parametrelenisi olsun. O halde @ = a(s) dir. s, a’nin yay uzunlugu

fonksiyonu olmak iizere T = T (s) dir. Zincir kural uygulanirsa;



T ds
=T dt
elde edilir. T'(s) = %(s)N(s) oldugundan

_ —_ _ds
T' = K(S)N(S)E

bulunur. Digerleri de benzer sekilde gosterilir.

2.4.1. Yardimei teorem

a, v hiz fonksiyonlu bir regiiler egri ise a’nin hiz ve ivme vektorleri ;

a' =vT

dv
a" =—T + kv?N
dt

bi¢imindedir (O’Neill, 2006).

fspat

a, a’nin birim hizli parametrelenisi ise

a = a(s)

olup,

=a =a'(s) = T(s)% = vT(s) = vT
elde edilir. Bir kez daha tiirev alinirsa,

=>a” —ﬁT+vT’
T dt



= ET+ Kv?N

bulunur.
2.4.2. Teorem

a, E3 de regiiler bir egri olsun. Bu durumda;

!

;L a
|l
N=BXT

! 14

_ a Xa
Clla'xa” |l
la' xa”l
AE
(a' xa")-a'"
T ld xd I

K =

olarak hesaplanir (O’Neill, 2006).

fspat

a' =vtvev =| a |l oldugundan T = "Z—:" elde edilir.

dv

T + ZN)
dt KVU

a'xa'" = @T) x(

dv
= ‘UE(T X T) + kv3(T X N)
= kv3B

>l a’ x a” =1 kv3B lI= kv? || B II= kv3
kv3B esitliginden B’ yi ¢ekersek, binormal vektor alant;

B a xa' a xa
K3 la xall

19
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olarak elde edilir. Ayrica k egriligi

la'xa" Il llaxa’ll
K = =
v3 la' I3

olarak bulunur. a’nin ikinci tiirevi;

bigimindedir. a’nin {igiincii tiirevi;

dv ! ,
a' = (ET + K‘UZN) = kv?N' + 2kvv'N + kv?N

= kv3TB + -

bi¢imindedir. O halde

(o' xa'")-a" = kvt

bulunur. Buradan t burulma fonksiyonu gekilirse;

(a/ X a/r) ' (al X au) ca'
B K26 T ld x a2

elde edilir.

2.4.1. Tamim

E3 de regiiler bir a egrisinin teget vektdr alani T, egrinin her noktasinda bir u birim vektorii
ile sabit bir 6 agis1 yapiyorsa, a egrisine silindirik helis denir. Bu durumda T ile u arasindaki
ac1 egri boyunca sabittir. Egrinin T teget vektor alani ile u sabit birim vektorii arasindaki agi

@ise T -u = cos 8 dir (O’Neill, 20006).
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2.4.3. Teorem

Kk > 0 egrilikli regiiler bir a egrisi silindirik helistir ancak ve ancak % sabittir (O’ Neill,

2006).

fspat
“=" a bir silindirik helistir olsun. « y1 birim hizli olarak alalim. Buradan egrinin T teget
vektor alani ile bir u sabit birim vektorii sabit ac1 yapar. Bu 8 agisiise T - u = cos 0 dir.

Turev alinirsa,
(T-u) =T"-u=xkN-u=0

oldugundan N ile u vektorleri birbirine diktir. O halde u vektorii T ile B nin belirledigi

diizlemdir. u = cos 8 T+sin @B dir. Tirev alinirsa

cosOT' +sin@B' =cos@ kN —sin@tN =0

cos @

elde edilir. O halde cos 6 k — sin 6 T = 0 olup g = == = cot6 = sabit bulunur.

“e” % = sabit olsun. O halde % = cot 8 olacak sekilde 6 € R vardir. Buradan 7sinf =

kcos 6 olur. u = cos 8T+sin B vektorinii goz 6niine alalim. Tiirev alirsak;
u' =cosOT +sinfB =cosf kN —sinftN = (cosOk —sinft) N =0
elde edilir. O halde wu vektorii sabittir. Ayrica u birim vektordir ve T-u = cosf

oldugundan, egrinin birim teget vektor alani T ile sabit ac1 yapar. Dolayisiyla egri bir

silindirik helistir (O’Neill, 2006).
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Cizelge 2.1. Bazi egrilerin egrilik ve burulma fonksiyonlarina gére durumlari verilmistir

(Sahin and Dirigen, 2017).

K egriligi ve T burulmasi a egrisi
k=0 Dogru
=0 Diizlemsel egri

K = sabit >0vet =0 Cember

Kk = sabit > 0vet = sabit >0 Dairesel helis

T ——— .
~ = sabit £ 0 Silindirik helis
K

K = sabit ve T # sabit Salkowski egrisi

K # sabit ve T = sabit Anti-Salkowski egrisi

2.5. izotropik Uzayda Temel Kavramlar

2.5.1. Tanim

Izotropik geometri asagidaki 6-parametreli afin G, grubu altinda korunan o6zellikleri

inceleyen geometridir.

(x,y,2) > (x',y',2)
x' = a+ xcos(f) — ysin(0)
(2.5.1)
y' = b + xsin(0) + y cos(0)

Z'=c+cox+cey+z

Burada a, b, c, ¢4, ¢, 8 reel sayilardir. Bu afin doniistimler izotropik kongriians doniistimleri
(izotropik hareketler) olarak adlandirilir. Izotropik déniisiimlerin xy — diizlemine izdiisiimii
Oklid hareketlerini verir. P(x,y,z) = P'(x,y,0) doniisiimii {istten goriiniim (izdiisiim)
olarak adlandirilir. Dolayisiyla, izotropik bir hareket, xy diizleminde bir Oklid hareketi ve

z dogrultusunda bir afin kayma (6teleme) doniisiimiinden olusur (Sachs, 1990).

2.5.2. Tanim
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p = (P, P2, P3) Ve q = (1,92, q3) I3 3-boyutlu izotropik uzayda iki nokta olsun. Bu iki

noktanin skaler ¢arpimi

p34s, pi=0veq;=0i=1,2

<’>i:{p1q1+pzqz, p; #0veyaq #0i=1,2

(2.5.2)

seklinde tanimlanir (Potman, Grohs and Mitra 2009; Erjavec, Divjak and Horvat 2011,
Sachs, 1990).

2.5.3. Tanim

p = (p1,P2,P3) Ve q = (q1,92,q3) I3 3-boyutlu izotropik uzayda iki nokta olsun. Bu iki

nokta paraleldir ancak ve ancak p; = g, ve p, = q, dir (Sachs, 1990).
2.5.4. Tanim

p = (p1, P2, P3) Ve q = (q1,q2,q3) 13 3-boyutlu izotropik uzayda paralel olmayan iki nokta

olsun. Bu iki nokta arasindaki uzaklik

Ilp—ql;= \/Z_Z_l(qi —pi)? (2.5.3)

ile tanimlidir (Sachs, 1990).
2.5.5. Tamim

p = (p1, P2 P3) Ve q = (q1,q2,93) I3 3-boyutlu izotropik uzayda paralel iki nokta olsun.

Bu iki nokta arasindaki uzaklik

Ilp—qlli=q3—p;3 (2.5.4)
ile tanimlidir (Sachs, 1990).
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2.5.6. Tanim
I3 3-boyutlu izotropik uzayda bir egri, I € R bir agik aralik ve A5 reel 3- boyutlu bir afin
uzay1 olmak iizere {0; x, y, z} koordinat sistemi ile birlikte

Q. I_)A3

(2.5.5)
t— @) ={x(),y),z(t)},tel

vektor degerli fonksiyonu ile tanimlanabilir. Burada ¢ (t) € A5, t € I parametresine karsilik
gelen egri iizerinde bir noktadir. Bu egri tanimindan hareketle ¢ egrisinin
diferansiyellenebilir olmasi i¢in  x(t),y(t),z(t) fonksiyonlarinin diferansiyellenebilir
olmasi gerekir (Sachs, 1990).

2.5.7. Tanim

@(s), I3 izotropik uzayda bir egri olsun. Eger ¢ egrisi, izotropik tegetlere sahip degilse yani

@(s) = (x(s),¥(s)) igin % # 0 ise regiiler egri olarak adlandirilir (Sachs, 1990).
2.5.8. Tamim

@(t) I3 izotropik uzayda regiiler bir egri olsun. Daha sonra [a,b] kapali araliginda

@ egrisinin t = a dan t = b’ ye kadar olan izotropik yay uzunlugu
b
s:= f X%+ y2dt (2.5.6)
t=a

ile hesaplanir (Sachs, 1990).
2.5.9. Tanim
o (s) = (x(s),y(s), z(s)) I® izotropik uzayda bir egri olsun. Eger V s igin

Z'($N*+ () =1
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ise bu egriye birim hizli egri ad1 verilir. Yani birim hizli ¢ (s) egrisi i¢in || ¢'(s) ll;= 1 dir
(Sachs, 1990).

2.5.10. Tanim

I3 izotropik uzayinda iki farkli dogru tipi vardir. Bunlardan z dogrultusuna paralel olanlara
izotropik dogru ad1 verilir. Diger dogrular non-izotropik dogru olarak adlandirilir (Sachs,

1990).
2.5.11. Tanim

I3 izotropik uzayda izotropik dogrulari igeren diizleme izotropik diizlem ad1 verilir. Diger

diizlemler de non-izotropik diizlem olarak adlandirilir (Sachs, 1990).

2.5.12. Tanim

@:1 € R — I3 yay uzunlugu tarafindan parametrelendirilmis ¢@(s) = (x(s),y(s),z(s))
egrisi ile @(s) = (x(s),y(s)) izdisiim egrisi kullanilarak egrilik x(s) ve burulma t(s)
tanimlanir.

Bu durumda ¢ (s) egrisinin k(s) egriligi ve 7(s) burulmasi sirasiyla

k(s) = det('(s), " (5)) = x'()y" (s) — x" (5)y"(s)
det(¢'(s), 9" (5), 9" (5)) (25.7)
[det(@(s), 3" (s))]

1
(s) = Kz—(s)det((p’(S).<p”(S).<P'”(S)) =

seklinde tanimlanir (Potman, Grohs and Mitra 2009; Sachs, 1990).
2.5.13. Tanim
I3 izotropik uzayda s € I € R ile parametrelendirilmis birim hizl

p: ISR — I3
s — @(s) = (x(s),y(s),2(s))
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egrisi igin
T(s) = (x'(s),y'(s),2'(s))= @' (s) (25.8)

esitligiyle verilen T(s) vektoriine ¢ egrisinin ¢(s) noktasindaki birim teget vektor alani

denir (Potman, Grohs and Mitra 2009; Erjavec, Divjak and Horvat 2011; Sachs, 1990).
2.5.14. Tanim
I3 izotropik uzayda, s € I € R ile parametrelendirilmis birim hizli

p:ISR—> I3
s — @(s) = (x(s),y(s),z(s))

egrisi igin

1
N(s) = ) (x"(5),y"(s),2"(s)) (25.9)

esitligiyle belirli N(s) vektoriine ¢ egrisinin ¢ (s) noktasindaki asli normal vektor alani ya
da birim dik vektor alan1 denir (Potman, Grohs and Mitra 2009; Erjavec, Divjak and Horvat
2011; Sachs, 1990).

2.5.15. Tanim

I3 izotropik uzayda, s € I € R ile parametrelendirilmis birim hizli

p: ISR — I3
s — @(s) = (x(5),y(s),2(s))

egrisi i¢in

B =(0,0,1) (2.5.10)
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esitligiyle belirli B(s) vektoriine ¢ egrisinin ¢ (s) noktasindaki binormal vektor alant denir

(Potman, Grohs and Mitra 2009; Erjavec, Divjak and Horvat 2011; Sachs, 1990).
2.5.16. Tanim
I3 izotropik uzayda, s € I € R ile parametrelendirilmis birim hizli

p: ISR — I3
s = @(s) = (x(s),y(s), 2(s))

seklinde verilsin.

Bu egrinin Frenet vektorleri

T(s)=v'(s)
1
N(s) = ) (x"(s),¥"(s),2"(s)) (2.5.11)
B =(0,0,1)

seklindedir. Bu durumda Frenet formiilleri de

T' = kN
N' = —«T + 1B (2.5.12)
B'=0

ile verilir (Sachs, 1990).
2.5.17. Tamm
k(s) # 0 € Ctvet(s) € C°birl = (a,b) agik araliginda tanimlanan egrilik fonksiyonlart

olsun. Bu durumda egriligi ve burulmasi k(s) ve 7(s) olan regiiler ¢: (a,b) — I3 egrisi

vardir. Izotropik hareketler disinda bu egri tek tiirlii olarak belirlenir (Sachs, 1990).
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Izotropik Uzayda Egrilerin Konum Vektorleri

Bu béliimde Izotropik uzayda egrilerin egrilik fonksiyonlariyla ifade edilen genel konum

vektoriinii ve 6zel egrilerin genel konum vektoriinii elde edecegiz.
3.1.1 Teorem

k # 0 ve t fonksiyonlar: R tizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak {iizere,
izotropik uzay I5 de egriligi ve burulmasi k Ve T olan s yay parametreli birim hizli bir a(s)

egrisinin Frenet ¢atisina gore konum vektoriinlin dogal gosterim formu:

a(s) = (c1 ] [ j KC, ds] ds + ¢ j [ J KS, ds] ds,
c3jUKC,CdS]ds+C4JUKSKdS]ds,
1 ) s
U ey e

seklindedir. Burada ()’ sembolii s parametresine gore tiirev belirtir ve

(3.1)

C. = cos[[ Kk ds] ve S, =sin[[kds] olarak alinmistir. Burada [  sembolii foa

sembolii anlamima gelmektedir. Aksi belirtiimedigi siirece [  sembolii foa belirli

integralini gosterecektir. Verilen ¢y, ¢, c3 Ve ¢, katsayilari a(s) egrisi regiiler bir egri olacak

sekilde Sonug 3.1.1 de verilmistir.

fspat
a(s), izotropik uzay I3 de keyfi bir egri olsun. Frenet denklemlerini kullanarak genel konum

vektoriinii elde edebiliriz. izotropik uzayda Frenet formiilleri

T' = kN (3.2
N’ = 1B — kT (3.3



29

B' =0 (3.4)

seklindedir. (3.3) denklemi diizenlenirse
kKT =1B — N’ (3.5)

elde edilir. (3.5) Esitliginde k # 0 olarak kabul edilir ve denklem x ya boliiniirse;

T=-B—=N (3.6)

T = (E) B— (%N) (3.7)

KN = (E) B— (l N’)I (3.8)

elde edilir. Bu denklem s parametreli N ye bagl bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu

denklemde t = [ k ds equiform parametre degisimi yapilirsa;
} ;
N+N = (E) B (3.9)

elde edilir. Burada () sembolii t parametresine gore tiirevi belirtir. (3.4) esitliginde B =

(0,0, 1) oldugunu biliyoruz. Buna gore esitlik diizenlenirse;

N+N = (0, 0, (ﬁ) ) (3.10)

bulunur. N = (N;, N5, N3) vektorii (3.10) denkleminde yerine yazilirsa;
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() + (), () + (), () + (45) )=(0,0, (2)) (31)

elde edilir. Bu denklemi ¢ozebilmek i¢in g(t) = G) olmak {izere

(N1) + (N1) =0 (3-12)
(N2) + (N2) =0 (3.13)
(N3) + (N3) = g(t) (3.14)

denklemlerini ayr1 ayr1 ¢dzmemiz gerekir. ilk olarak
(N)+N =0 (3.15)
denklemi ¢oziiliirse;

N; = c;cos(t) + ¢, sin(t)
N, = c5 cos(t) + c4 sin(t)

cozlimlerini elde ederiz. Daha sonra (3.14) denklemi parametrelerin degisimi yontemiyle

¢oOziliirse;
N; = —cos(t) (f sin(t) g(t)dt) + sin(t) (f cos(t) g(t)dt)

olarak bulunur. Bulmus oldugumuz N;, N, ve N3 fonksiyonlariyla birlikte N;

N(t) = (cicos(t) + ¢, sin(t), c5 cos(t) + c, sin(t),

—cos(t) [f sin(t) g(t) dt] + sin(t) [f COS(t)g(t)dtD (3.16)

seklindedir. t = [k ds ve g(t) = (i) (3.16) denkleminde yerine yazilirsa;

N = (clcos (f K ds) + ¢, sin (J K ds), (3.17)
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£4C0S (f;cds) + ¢, sin (frcds),
—cos(f;cds)Usin(fkds)(i),ds]
+sin(f;cds) [fcos(f;cds) (%) ds])

elde edilir. (3.17) denklemi k ile garpilir ve (3.2) esitligi kullanilirsa;

T' = (KCl cos (f de) + Kc, sin (ficds),
KC3COS(deS)+KC4Sin(deS),

, (3.18)
T
—Kcos(f de) U sin(f de) (—) ds]
K
T !
+Ksin<f de) U cos(f de) (—) ds])
K
olarak bulunur. (3.18) denklemi tekrardan diizenlenirse;
T' = (Kch + KCy S, ke3Cye + KC4S
(3.19)
—KCy, U ds + KS, U

elde edilir. Burada C,, = cos(J k ds) ve S, = sin([ k ds) olarak alind1. (3.19) esitliginden

integral alinirsa;

(.
fKS [f ds ds +d

elde edilir. Burada d sabit bir vektordiir ve d = (0, 0, 0) alinabilir.

(3.20)

T = (cl j kKC, ds + c; f KS, ds,c3 J KC, ds + ¢, f KS, ds (3.21)
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f;cc U ds]ds+f;<5 U ) ds ds)

(3.21) esitliginden tekrar integral alinacak olursa konum vektorii bulunur.

a(s) = (e f [ f KCeds|ds +c, f [ f S, ds| ds
c3fUKCde]ds+c4fUKSde]dS,
e Gra e
Sl Jere) e

Bu islemler sonucunda (3.1) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(3.22)

3.1.1. Sonu¢

k # 0 ve t fonksiyonlari R iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
izotropik uzay I; de egriligi ve burulmasi k ve T olan s yay parametreli birim hizl regiiler

bir a(s) egrisinin Frenet ¢atisina gore konum vektoriiniin dogal gosterim formu:

a(s) = J [ J KCeds| ds, f [ J S ds| ds,
j U KC J ds) ds] ds (3.23)
f [ f (1 f (%) ds) ds|as)

seklindedir. (3.1) denkleminde ¢; = ¢4, = 1 ve ¢, = ¢z = 0 olarak alinmistir.
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Cizelge 3.1. Izotropik uzayda bazi egrilerin egrilik ve burulma fonksiyonlarma gore

durumlari verilmistir.

a(s) egrisi igin 6zel durumlar

K egriligi ve T burulmast a egrisi
k =0 = Dogru
=0 = Diizlemsel egri
K = sabit > 0 ve T = sabit >0 = Dairesel helis
o sabit £ 0 = Silindirik helis
K
K = sabit ve T % sabit = Salkowski egrisi
K # sabit ve T = sabit = Anti-Salkowski egrisi

3.1.2. Sonug¢
Izotropik uzay I3 de dogrunun konum vektorii;

a(s) =(dys+d,, dzs+d, dss+dg) (3.24)
seklindedir. Burada d,, d,, d3, d,4, ds ve dg keyfi sabitlerdir.

fspat

(3.2) denkleminde iki kere integral alinirsa;

o= ([ [n [ oma. [ en.) o2

elde edilir. Bu denklemde k = 0 alinirsa;
a(s) =(dys+d,, dss+d, dss+dg) (3.26)

bulunur. Burada d4, d,, ds, d,, ds Ve dg keyfi sabitlerdir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.1.3. Sonug¢

[zotropik uzay I de diizlemsel bir egrinin konum vektorii;

at5) = ([ [ [ weos( [ wats)as] . [ [ [ s [ wa5) as] s
([ weos([ wats) s s+ [ [ [ sin( [ ) ] as)

seklindedir. Burada d, ve d, keyfi sabitlerdir.

(3.27)

fspat

(3.23) denkleminde 7 = 0 alinirsa ispat tamamlanmis olur.
3.1.4. Sonug¢

Izotropik uzay I3 de dairesel bir helisin konum vektorii;

1 1
a(s) = (——COS(KS +d,) +d,s+d;,——sin(ks + d,) + dss + d,
K K (3.28)

d d
%cos(rcs +dg) — fsin(rcs +dyy) +dqiq + d12>

Seklindedir. Burada dl' dz, d3, d4, d5, d6' d7, d8, dg, le' dll ve d12 keyfl Sablﬂel‘dlr

fspat

Oncelikle konum vektdriiniin birinci bilesenini k = sabit alarak elde edelim.

a,(s) =JK[[ cos (JKdS) dsl ds (3.29)

Burada once gosterilen kisimdan baglarsak;

cos| | kds| = cos(ks +d;) (3.30)
(J cas)
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esitligi elde edilir. Daha sonra ks + d; = u degisken degisimini kullanarak integral alirsak;
1
f cos(ks +dy) ds = Esin(lcs +d,)+d, (3.31)

esitligi bulunur. (3.30) denklemi k ile carpilirsa;
sin(ks + d;) + d, (3.32)

bulunur. Ayni sekilde (3.31) denkleminde de ks + d; = u degisken degisimini kullanarak

integral alirsak;
1
f sin(ks + d;) ds + f d,ds = —;cos(xs +d,) +dys+d; (3.33)
bulunur. Bu sekilde dairesel helisin konum vektoriiniin birinci bileseni:
1
a,(s) =— ;cos(;cs +d,) +dys+d; (3.34)

olarak elde edildi. Benzer sekilde dairesel helisin konum vektoriiniin ikinci bilesenini

bulmak igin,

a,(s) = J K U sin (j K ds) dsl ds (3.35)

denkleminde gosterilen kisimdan baglarsak;

sin (f K ds) = sin(ks + d,) (3.36)
esitligi elde edilir. Daha sonra ks + d, = u degisken degisimini kullanarak integral alirsak;

1
f sin(ks +d,) ds = —;cos(;cs +d,) +ds (3.37)
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esitligi bulunur. (3.36) denklemi «k ile carpilirsa;
cos(ks +d,) +ds (3.38)

bulunur. Ayni sekilde (3.37) denkleminde de ks + d, = u degisken degisimini kullanarak

integral alirsak;
1
f cos(ks +d,) ds + f ds ds = — Esin(rcs +d,)+dss+dg (3.39)
bulunur. Bu sekilde dairesel helisin konum vektoriiniin ikinci bileseni:
1
a,(s) = —Esin(lcs +d,)+dss+dg (3.40)

olarak elde edildi. Son olarak konum vektoriiniin {i¢iincii bilesenini bulmak i¢in

ts =—fU-(Kcos(f}cds)fsinq.;cds)G),ds)ds]ds
+]U (KSiﬂ(jde)jcos(fxds)(%),ds‘)ds]ds

denkleminde t = sabit ve k = sabit oldugundan G) = 0 olacaktir. Oncelikle (3.40)

denkleminde (i) = 0 oldugu yazilrsa;
az = —f [fKCOS(deS>d7 ds] ds+f [fksin(frcds*)dgds]ds (3.42)
elde edilir. T = sabit ve k = sabit oldugu hesaba katildiginda;
dy dy
as = 7cos(;cs +dg) — YSIH(KS +dip) +dis+dy, (3.43)

denklemi elde edilir. Hesaplanan ii¢ bilesenle birlikte dairesel helisin konum vektori



1 1
a(s) = (—Ecos(ics +d;) +d,s+ds, —Esin(lcs +d,) + dss + dg,
dy dy
?COS(K’S +dg) — ?SIH(KS‘ +dyy) +dqiq + d12)
olarak elde edildi. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Ornek

(3.23) dekleminde k = 1 ve T = 1 alinirsa;

a(s) = (—cos(s) +s,—sin(s) + s, cos(s) — sin(s) + s)

37

Izotropik uzayda k=1 vet =1 olan dairesel helisin konum vektoriidiir. (3.27)

denkleminde

d1=d3=d4=d6=d8=d10=d12=0 ve d2=d5=d7=d9=

yazilmasiyla elde edilir.

6 4 2 0 -2

Sekil 3.1. k = 1 ve T = 1 olan egrinin grafigi
3.1.5. Sonu¢

Izotropik uzay I3 de genel helisin konum vektorii;

1 1
a(s) = <_ECOS (f;cds) +ds + dz,—Esin(Jkds> + d3s + dy,

(3.44)
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ds dg
—CoS (f K ds) +dgs + d; ——sm(f K ds))
K K
seklindedir. Burada d,, d,, d3, d,4, ds, dg, d; Ve dg keyfi sabitlerdir.

fspat

(3.23) denkleminin birinci bileseni

o, = f ( f K cos ( f de) ds) ds (3.45)

dir. Oncelikle burada [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;
a, = j- (sin (f K ds) + dl) ds (3.46)
bulunur. Daha sonra tekrar [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;
1
a, = —Ecos (j K ds) +d;s+d, (3.47)

genel helisin birinci bileseni elde edilir. Benzer sekilde genel helisin ikinci bileseni igin

(3.23) denkleminin ikinci bileseni

a, = f (f K sin (f K ds) ds> ds (3.48)

bigimindedir. Oncelikle burada [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;

a, = J (— cos (f K ds) + d3> ds (3.49)

bulunur. Daha sonra tekrar [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;
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1
a, = —Esin (f K ds) +d3s+d, (3.50)

genel helisin ikinci bileseni elde edilir. Son olarak konum vektoriiniin tigiincii bilesenini

bulmak icin (3.23) denkleminin {i¢iincli bileseninde (E) sabit oldugun kabul edildigiden

(E)I = 0 yazariz.

as(s) = —ds f (K cos ( f }cds)) ds + dg f (K’ sin ( f de>) ds (3.51)

Bu denklemde [ kds = u degisken degisimi ile integral alimirsa;

d d
as(s) = fcos (f de) +dgs+d;, — ?Ssin (f K ds) (3.52)

denklemi elde edilir. Hesaplanan ii¢ bilesenle birlikte genel helisin konum vektorii elde

edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek

(3.23) denkleminde k = s ve T = s alinirsa;

) = 1 52+ 1_52+1 s? 1_52+ 353
als) = |- cos|5 s,—5sin{ = s, S cos| - S sin| 3 s (3.53)

Izotropik uzayda k = s ve T = s olan genel helisin konum vektdriidiir. Burada

d1=d3=d5=d6=d3=1V€d2=d4=d7=0dlr.



/

p -2 4"
Sekil 3.2. k = s ve T = s olan egrinin grafigi
3.1.6. Sonu¢

Izotropik uzay I3 de salkowski egrisinin konum vektorii;

1 1
a(s) = (—;COS(KS +d,) +d,s+ds, —;sin(rcs +d,) +ds +dg,
—f U cos(ks + d,) U sin(ks + dg) T’ds] ds] ds (3.54)

+.f U sin(ks + dg) U cos(ks + dy) T’ds] ds] ds)

lelmlndedlr Burada dl, dz, d3, d4, d5, d6l d7, d8' dg ve d10 keyfl Sabltlerdlr

fspat

Oncelikle konum vektdriiniin birinci bilesenini k = sabit alarak elde edelim.

a,(s) = f K U cos (f K ds) dsl ds (3.55)

Burada 6nce gosterilen kisimdan baslarsak;

40
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cos (f K ds) = cos(ks + d,) (3.56)

esitligi elde edilir. Daha sonra ks + d; = u degisken degisimini kullanarak integral alirsak;
1
f cos(ks +dy) ds = ;sin(rcs +d,)+d, (3.57)

esitligi bulunur. (3.56) denklemi k ile ¢arpilirsa;
sin(ks + d;) + d, (3.58)

bulunur. Ayni sekilde (3.57) denkleminde de ks + d; = u degisken degisimini kullanarak

integral alirsak;
1
f sin(ks + dy) ds + f d,ds = —Ecos(ics +d)+dy,s+d; (3.59)
bulunur. Bu sekilde salkowski egrisinin konum vektoriiniin birinci bileseni:
1
al(S) = - ECOS(KS + dl) + sz + d3 (360)

olarak elde edildi. Benzer sekilde salkowski egrisinin konum vektoriiniin ikinci bilesenini

bulmak i¢in,

a(s) = f K[f sin (deS) dsl ds (3.61)

denkleminde gosterilen kisimdan baslarsak;

sin| [ kds | = sin(ks + d,) (3.62)
(J as)

esitligi elde edilir. Daha sonra ks + d, = u degisken degisimini kullanarak integral alirsak;
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1
J. sin(ks +d,) ds = —Ecos(lcs +d,) + ds (3.63)

esitligi bulunur. (3.62) denklemi k ile carpilirsa;
cos(ks +d,) + ds (3.64)

bulunur. Ayni sekilde (3.63) denkleminde de ks + d, = u degisken degisimini kullanarak

integral alirsak;
1
f cos(ks + d,) ds + j ds ds = — Esin(rcs +d,) +dss +dg (3.65)
bulunur. Bu sekilde salkowski egrisinin konum vektoriiniin ikinci bileseni:
1
a,(s) = —ESin(KS +d,)+dss +dg (3.66)

olarak elde edildi. Son olarak konum vektdriiniin iiglincii bilesenini bulmak i¢in

s =—f[f(xcos(fxds)fsin(fkds)(%)’ds’)ds]ds

o (3.67)
+] U (KSin(jKdS)jCOS<deS) (—) ds)ds] ds
K
denkleminde x = sabit ve T # sabit oldugu dikkate alinirsa,
as = —f U cos(ks + d-) U sin(ks + dg) T’ds] ds] ds
(3.68)

+] U sin(xs + do) U cos(ks + dyp) T'ds] ds] ds

denklemi elde edilir. Hesaplanan {i¢ bilesenle birlikte salkowski egrisinin konum vektorii

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Ornek

(3.53) denkleminde k = 1 ve T = s alinirsa;
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a(s) = (— cos(s) + s, —sin(s) + s, <52—2>>

Izotropik uzayda x = 1 ve T = s olan salkowski egrisinin konum vektoriidiir. Burada

d2=d5=1ved1=d3=d4=d6=d7=d8=d9=d10=0dlr.

1o 5 0 -5 -10 -10

Sekil 3.3. k = 1 ve T = s olan egrinin grafigi

3.1.7. Sonug¢

Izotropik uzay I; de anti-salkowski egrisinin konum vektorii,

a(s) = <—%cos (f cds )+ dys + dz,—%sin(f cds) +dss + d,
—z f lx cos f xds) ( f sin ( f xds) (%) ds) dsl ds  (3.69)
7 f lx sin ( f xds) ( J cos J c ds) (%) ds> dsl ds)

bi¢imindedir. Burada d,, d,, d5 ve d, keyfi sabitlerdir.

fSpat

(3.23) denkleminin birinci bileseni
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o, = f (fx cos (f;cds) ds) ds (3.70)

dir. Oncelikle burada [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;

a = f (sin (f de> + dl) ds (3.71)

bulunur. Daha sonra tekrar [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;
1
ay = ——Cos (j K ds) +dis+d, (3.72)

Anti-salkowski egrisinin birinci bileseni elde edilir. Benzer sekilde genel helisin ikinci

bileseni i¢in (3.23) denkleminin ikinci bileseni

2 =f(j;< sin (fxds> ds) i (3.73)

bigimindedir. Oncelikle burada [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;

a, = —cos| | kds|+d;)ds (3.74)
J (eos(f ) +ax)

bulunur. Daha sonra tekrar [ kds = u degisken degisimi yapilirsa;
1
a, = —;sin (f K ds) +dss+d, (3.75)

anti-salkowski egrisinin ikinci bileseni elde edilir. Son olarak anti-salkowski egrisinin

ticlincii bilesenini bulmak i¢in (3.23) denkleminde k # sabit ve T = sabit olarak alinirsa:

a5 =—Tj[Kcos(chds)Osin(Jde)G),ds)dslds
+r”;c sin(fxds) <f cos(fxds) G),ds>dsl ds

(3.76)
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elde edilir. Hesaplanan ii¢ bilesenle birlikte anti-salkowski egrisinin konum vektorii elde

edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.



46

4. SONUC

Bu ¢alismada 3-boyutlu izotropik uzayda verilen birim hizli bir egrinin Frenet ¢atisina gore
konum vektorii, egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 agisindan ifade edilmistir. Bu
durum egrilerin temel teoreminin bir sonucu olarak izotropik uzayda egriligi ve burulmasi
verilen bir egriyi karakterize edebilmemize olanak saglar. Daha sonra bu egrilerin 6zel
durumlar1 olan dogru, diizlemsel egri, dairesel helis, genel helis, Salkowski ve anti-
Salkowski egrileri i¢in konum vektorleri belirlenmistir. Ayrica bu egrilere Ornekler
verilmistir. Son olarak ise dairesel helis, genel helis ve Salkowski egrileri igin verilen

orneklerin grafikleri ¢izilmistir.
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