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OZET

INTEGRALLERIN AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILME
METOTLARI iCiN TAUBER TiPI TEOREMLER

OZSARAC, Firat

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Ibrahim CANAK

Agustos 2021, 51 sayfa

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde giris kismi1 bulunmaktadir. Kisaca toplanabilme metotlar ve

Tauber teorisinin tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde 6ncelikle bazi toplanabilme metotlar: tanitilmis ve daha sonra
tezin anlagilabilirligini artirabilmek amaci ile gerekli olan ve tez boyunca
kullanilacak bazi temel kavramlara, tanimlara ve teoremlere deginilmistir. Ayrica

son kisimda klasik Tauber teorisi 6zetlenmistir.

Ucgiincii boliimde k. mertebeden agirlikli ortalamasi yakisak olan diizenli
degisimli bir fonksiyonun Tauber kosullart yardimiyla (k —1). mertebeden

agirlikli ortalamasinin yakinsak oldugu gosterilmistir.

Dordiincii bolimde ilk olarak agirlikli ortalama ve m. mertebeden agirlikli
ortalama tanimlar1 verilmistir. Daha sonra reel degerli fonksiyonlar i¢in (N, p, m)
integrallenebilme ve tek tarafli sinirliligin, (N, p, m — 1) integrallenebilme i¢in bir

gerek sart oldugu ispatlanmustir.

Anahtar sézciikler: Integraller i¢in agirlikli ortalama toplanabilme metotlari,
Tauber tipi teoremler, yavas azalan ve yavas salimmli fonksiyonlar, diizenli
degisimlilik, tek tarafli ve ¢ift tarafli Tauber tipi kosullar.






ABSTRACT

TAUBERIAN THEOREMS FOR WEIGHTED MEAN METHODS
OF SUMMABILITY FOR INTEGRALS

OZSARAC, Firat

Ph.D. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. ibrahim CANAK

August 2021, 51 pages

This thesis consists of four parts.

In the first chapter, there is the introduction part. Summability methods and
historical development of Tauber theory are briefly mentioned.

In the second chapter, firstly, some summability methods are introduced and
then some basic concepts, definitions and theorems that are necessary to increase
the intelligibility of the thesis and will be used throughout the thesis are
mentioned. Also, in the last part, the classical Tauber theory is summarized.

In the third chapter, it is shown that a regularly varying function whose its
weighted mean of order of k is convergent, also converges the weighted mean of
order of (k — 1) of with the help of Tauber conditions.

In the fourth chapter, firstly the definitions of weighted mean and weighted
mean of order m are given. Then it has been proved that for real-valued functions,
(N,p,m) integrability and one-sided boundedness are necessary conditions for
(N,p, m — 1) integrability.

Keywords: Weighted mean summability methods for integrals, Tauberian
theorems, slowly decreasing and slowly oscillating functions, regularly varying,
one-sided and two-sided Tauberian conditions.
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ONSOZ

Tez c¢alismasi olarak yiiriitiilen bu konu ¢ok eski ve koklii bir tarihe
sahiptir. Bununla birlikte giinlimiizde halen c¢alisiimaktadir ve etkisini
siirdiirmektedir. Benzer konularda diinyaca {inlii matematikg¢ilerin ve lisansiistii
ogrencilerinden olusan c¢alisma gruplarinin  yapmis olduklari ¢aligmalar,
“‘integrallerin agirlikli ortalama toplanabilme metotlar1’ konusunda daha farkli
yapilabilecek calismalar oldugu konusunda beni tesvik etmistir. Yiiksek lisans
egitimimden sonra doktora egitimime baslamis olmam, bu siirecte edindigim bilgi
ve birikimler ve danmismanimin da destegiyle; doktora tez ¢alismamin bu konu
izerine olmasina karar verilmistir. Daha sonrasinda ise bahsi ge¢en konuya iliskin
daha o6nce tretilmis olan ¢alismalar biiylik bir titizlikle ve emekle incelenmistir.
Bunlara dair bilgiler tezin ilgili bdliimlerinde bahsedilmistir. Bunlarin yaninda
literatiire katki saglamak adina danigsmanimla birlikte elde etmis oldugumuz
calismalar da mevcuttur ve bunlar tezin ana béliimlerini olusturmaktadir. Ilerleyen
zamanlarda konuya ilgi duyan kisilere rehber niteliginde olmasi amaciyla
olusturulan bu tez, diinyaca iinlii matematik¢ilerin ve danigmanim ile elde etmis

oldugumuz sonuglarin bir biitiiniidiir.

[ZMIR
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Firat Ozsarac
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

s(t) Tek degiskenli fonksiyon

) Ooo Genellestirilmis integral

a(t) Bir s(t) fonksiyonunun Cesaro ortalamasi
sup Ust sinirlarm en kiigiigii

inf Alt sinirlarin en bliytigii

limsup s(t) s(t) fonksiyonunun st limiti

liminf s(t) s(t) fonksiyonunun alt limiti

[n] n sayisinin tam degeri

v,(lo) (As) Bir s(t) fonksiyonu ile Cesaro ortalamasi arasindaki fark
a,(lm) (s) Bir s(t) fonksiyonunun m defa aritmetik ortalamasi
v,(lm) (As) v,(lo) (As) fonksiyonunun m defa aritmetik ortalamasi
s(t) =o0(1) n — oo iken s(t) fonksiyonunun sifira yakinsak olmasi

s(t) =0(1) Yeterince biiyiik t degerleri i¢in s(t) fonksiyonunun sinirli

olmasi

s(t) = —R R = 0 olmak tizere, yeterince biiyiik t degerleri i¢in s

fonksiyonunun tek tarafli sinirli olmasi






1 GIRiS

XVIII. yiizyildan beri pek ¢ok ¢alismayla gelismekte ve genislemekte olan
toplanabilme teorisi, Newton ve Leibniz gibi oOnder matematikgilerin
calismalariyla baglayip, giiniimiize kadar geliserek devam eden matematik
analizin ¢ok genis bir alanidir. Ayrica, sayilar teorisi ve uygulamali matematik
dallar1 ile de yakin iliskileri vardir. Toplanabilme metotlar1 iraksak olan dizi veya
serilere bir limit degeri karsilik getirmek ve yakinsak olanlarin ise yakinsama
hizin1 artirmak amaciyla tanimlanmiglardir. Bir diger ifadeyle; toplanabilme
metotlarinin esas hedefi, belirli kosullar altinda iraksak olan serilerin ya da
dizilerin yapilari hakkinda bazi bilgilere ulasilmasini saglamaktir. Bu baglamda
bir¢ok toplanabilme metodu tanimlanmistir ve aralarindaki iliskiler irdelenmistir.
Bu toplanabilme metotlarma 6rnek olarak Cesaro, Abel, Holder, Norlund ve
agirlikli ortalama metodu verilebilir. Toplanabilme metotlar1 (doniigiimleri) iki

grupta siniflandirilabilir:
(i) Diziden diziye doniisiimler

(i1) Diziden fonksiyona dontiistimler.

Diziden diziye olan doniisiimlerde sonsuz matrisler kullanilir. (s,,) bir dizi ve
(Cnk)mk=0 sonsuz bir matris olmak lizere (s,)’nin C-doniisiim dizisi (t,)n=o ile
gosterilsin.  Yani, t, = Y3, Cnx Sk Olsun. Eger; (t,) sonlu bir & degerine
yakinsiyorsa, (s,) dizisi € degerine C toplanabilirdir, denir ve kisaca s, = £(C)
yazilir. Eger € metodu yakinsak bir diziyi yakinsak bir diziye doniistiiriiyor ve

limit degerini de koruyorsa, C regiiler bir toplanabilme metodudur, denir. Yani,
Sp = €= t, - (C).

Bir diger deyisle; yakinsak olan bir seri ya da dizi, yakinsadigi noktaya bir
toplanabilme metodu vasitasiyla da toplanabiliyorsa, o metoda regiiler denir ve
dolayisiyla yakinsak olan bir seri (dizi) yakinsadigi noktaya regiiler bir metot
tarafindan toplanabilir. Ornegin; yakinsak bir serinin (dizinin) Abel toplanabilme
metoduna gore ayni degere toplanabilir oldugu bir diger deyisle Abel metodunun

regiiler oldugu bilinmektedir.



Fakat bu ifadenin zitt1 her zaman dogru olmayabilir. Yani Abel toplanabilme
metoduna gdre toplanabilir olan bir seri yakinsak olmayabilir. Ornegin;

Ymeo(=1)™ serisi 1raksak bir seridir, ancak bu serinin Abel toplanabilme

metoduna gore ortalamasinin % degerine toplanabilir oldugu goriilmektedir.

Bu ifadenin karsitinin dogrulugunun saglanabilmesi, bazi uygun sartlar
altinda miimkiindiir. Bu tiirdeki ilk calismayr Alfred Tauber 1897 yilinda
yapmugtir. Tauber (1897)’ in yapmis oldugu bu ¢alisma, yeni bir arastirma alanini
meydana ¢ikarmistir. Tauber (1897), Abel toplanabilme metodu ile toplanabilen
bir dizinin yakinsak olabilmesi i¢in gerekli olan kosullar1 gostermistir. Bu alanda
ilk calismay1r A. Tauber yaptigindan dolayi, bir toplanabilme metodundan
yakinsakligin tekrardan elde edilmesini saglayan kosullara Tauber tipi kosul ve bu

tirdeki teoremlere de Tauber tipi teorem adi verilmektedir.

Literatiirdeki klasik ¢aligmalardaki gaye, Tauber (1897)” in verdigi kosullari
zayiflatmak veya toplanabilme metodunu gii¢lendirmek olmustur. Bu konudaki
yapilan baslica c¢alismalara Hardy (1910), Littlewood (1910), Landau (1910),
Hardy ve Littlewood (1914), Schmidt (1925) ve Szasz (1935) 6rnek verilebilir. Bu

caligmalarda, Ceséaro ve Abel toplanabilme metotlar i¢in teoremler ispatlanmastir.

Reel ve kompleks say1 dizilerinin agirlikli ortalama toplanabilme metodu igin
Tauber tipi teoremler, Hardy (1949), Moricz ve Rhoades (1995), Tietz (1990),
Canak ve Totur (2011-2012) gibi bir¢ok yazar tarafindan elde edilmistir. Hardy
(1949) ¢ift tarafli sinirhi bir klasik Tauber tipi teorem ispatlamistir ve Moricz ve
Rhoades (1995), dizilerin (N,p) toplanabilmesi igin tek-tarafli smirli bir Tauber
tipi teorem elde etmistir. Canak ve Totur (2011-2012) ise bu metot i¢in bazi genel

tek-tarafli Tauber tipi kosullari ortaya koymuslardir.

Goriildiigl tizere Tauber teorisinin ortaya ¢ikist ve devaminda yapilan
caligmalar her ne kadar seriler i¢in verilen toplanabilme metotlarin1 baz alsa da
teori, integraller icin verilen toplanabilme metotlar1 i¢in de uygulanmistir.
Ornegin; a pozitif bir reel say1 olmak iizere f,[a, %) araliginda siirekli ve reel

degerli bir fonksiyon olsun. s(x) = f; f(t)dt olmak iizere faoo f(®)dt integrali

yakinsak ise, o zaman s regiiler bir toplanabilme metoduna gore ayni degere



toplanabilirdir, denir. Ancak bu ifadenin zitti genelde dogru degildir. Bu tez
kapsaminda integrallerin agirlikli ortalama toplanabilme metotlar1 i¢cin Tauber tipi

teoremler ele alinacaktir.

Integraller i¢in Cesaro toplanabilme metodu ile ilgili yapilan ¢alismalara Hardy
(1949) ve Laforgia (2009), son yillarda yapilan ¢alismalara ise Canak ve Totur
(20114, 2011c, 2012a) ve Totur ve Canak (2012a, 2013a, 2013b) 6rnek olarak
gosterilebilir. Son donemdeki ¢alismalarda ise Cesaro metoduna goére toplanabilir
olan integrallerin yakinsakliklari, Dik (2001) tarafindan verilen genel kontrol
modiilo kavraminin integraller i¢in tanitilmast ve genel kontrol modiilonun
tizerine baz1 ek sartlar konulmasiyla elde edilmistir ve boylelikle daha da giicli

teoremlere ulasilmstir.

Daha kapsamli sonuglara ulagsmak igin uygulanan bir diger yontem de
toplanabilme metodunu gili¢lendirmek olmustur. Cesitli arastirmacilar tarafindan
integraller icin verilen bazi toplanabilme metotlar1 igin “bir metoda gore
toplanabilir olan bir integralin bagka bir metoda gore toplanabilirligi nasil elde
edilir?” sorusuna cevap aranarak kendi aralarindaki iliskileri irdelenmis ve daha

da gii¢lii metotlar tespit edilmistir.

Son yillarda, integrallerin toplanabilme metodlar1 iizerine bir ilgi vardir.
Canak ve Totur (2011-2012) integrallerin Cesaro toplanabilme metodu i¢in cesitli
klasik Tauber tipi kosullar elde etmislerdir. Ayn1 zamanda bu yazarlar, reel ve
kompleks sayr dizileri i¢in Dik (2001) tarafindan tanimlanan genel kontrol
modiiloyu kullanarak bazi yeni Tauber tipi teoremleri ispatlamiglardir ve Hardy-
Littlewood tarzi Tauber tipi teoremi genellestirmislerdir. Ayrica Fekete ve Moricz
(2005), integrallerin agirlikli ortalama metodu i¢in tek-tarafli ve ¢ift-tarafli Tauber
kosullart olusturmuslardir. Daha sonra, Totur ve Okur (2015) agirlikli diziye
uygulanan belirli kosullar altinda integrallerin (N, p) toplanabilmesi i¢in Landau-

tarzi ve Schmidt-tarz1 Tauber tipi teoremlerin alternatif ispatlarini vermislerdir.

Bu calismanin ilk bdliimiinde toplanabilme teorisinin XVIIL. yiizyilldan

giinlimiize kadar devam ederek gelen gelisim siireci hakkinda bazi bilgilere



deginilmistir. Devaminda ise tezi olusturan bdliimlerin igerikleri hakkinda

aciklamalara yer verilmistir.

Bu calismanin ikinci bdliimiinde oOncelikle bazi toplanabilme metotlar
tanitilmis ve daha sonra tezin anlasilabilirligini artirabilmek amaci ile gerekli olan
ve tez boyunca kullanilacak olan bazi temel kavramlara, tanimlara ve teoremlere

deginilmistir. Ayrica son kisimda klasik Tauber teorisi 6zetlenmistir.

Bu calismanin iigiincii boliimiinde bir indise gore diizenli degisimli olma
tanim1 hatirlatilmigtir. Devaminda ise k. mertebeden agirlikli ortalamasi yakinsak
olan diizenli degisimli bir fonksiyonun Tauber kosullar1 yardimiyla (k — 1).
mertebeden agirlikli ortalamasinin yakinsak oldugu gosterilip, benzer sekilde
devam edildiginde fonksiyonun adi yakinsakligmin elde edilecegi sonucuna

varilmistir.

Bu calismanin dordiincii boliimiinde ise ilk olarak agirlikli ortalama ve m.
mertebeden agirlikli ortalama tanimlar verilmistir. s(x) = [ ;C f(t)dt ile agirlikh

ortalamasi arasindaki fark iki farkli durumda ifade edilmistir. Bu esitlik, agirlikli
ortalama toplanabilme metodu i¢in agirlikli  Kronecker esitligi olarak
bilinmektedir. Daha sonra bir fonksiyonun o indisine goére diizenli degisimli
olmasi tanimlanmistir ve reel degerli fonksiyonlar i¢in (N, p, m) integrallenebilme
ve tek tarafli sinirliligin, (N, p, m — 1) integrallenebilme i¢in bir gerek sart oldugu
ispatlanmistir. Verilen ispattaki islemlerin benzer sekilde devam edildiginde
yakinsakligin elde edildigi belirtilmistir. Son olarak ilgili boliimde tanitilacak
olan, bir fonksiyonun diizenli degisimli olma durumunun 6zel bir hali olan bir
sinifa ait olmasi i¢in gerekli sart verilmistir. Bu sarta denk olan diger tanimlar da
lemma olarak ifade edilip, bu lemma vasitasiyla bu kez bu 6zel sinifa aitlik ve
yavas azalanlik sart1 kullanilarak yeni teorem ve sonuglar elde edilmistir. En son
asamada ise yukarida bahsedilen teorem ve sonuglar kompleks degerli

fonksiyonlar i¢in de verilmistir.

Yiizyilh askin bir siiredir toplanabilme teorisinde yapilmis olan g¢alismalar

halen gilinlimiizde de nice arastirmacinin dikkatini cekmeye devam etmektedir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Iraksak fonksiyonlara deger atayabilmek ya da yakinsak olanlarin yakinsama
hizin1 artirabilmek i¢in elde edilmis olan Kurallara toplanabilme metodu
denilmektedir. Bu bdliimde oncelikle bazi toplanabilme metotlar1 tanitilacak ve
daha sonra tezin anlagilabilirligini artirabilmek amaci ile gerekli olan bazi temel
kavramlara, tanimlara ve teoremlere deginilecektir. Ayrica son bolimde klasik

Tauber teorisi O0zetlenecektir.
2.1 Cesaro Toplanabilme Metodu

Tamm 2.1.1 (Méricz and Németh, 2000) f: R, = C, 0 < t < oo igin (0, t) sonlu
araligl lizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilen kompleks degerli bir
fonksiyon ve s(t) = fot f(x)dx olsun. s integralinin Cesaro ortalamasi, bir diger
ifadeyle (C, 1) ortalamasi t > 0 olmak tizere

t

o(t) = %J s(w)du
0

dur ve sonlu bir [ sayist i¢in
tlim o(t) =1

limiti var ise, o halde fooof(x)dx integrali [ (sonlu) sayisina Cesaro

toplanabilirdir, denir. Kisaca s(t) — [ (C, 1) ile gosterilir.

Eger f fonksiyonu R, tizerinde sabit isaretli ise, 0 halde lim a(t) ve lim s(t)
X—00 X—00

ifadeleri birbirine denktir. Bu sonug, Fubini teoreminden basitce elde edilebilir:

t u t

a(t)=%fdu ff(x)dx =J (1—%) f(x)dx.
0

0 0

Ayrica, [” f(x)dx integralinin (C, 1) toplanabilirligi, x, > 0 sabit olmak
tizere, herhangi bir (0, x,) sonlu araliginda f(x) fonksiyonunun aldigi degere

bagl degildir.



Ornek 2.1.1 (Totur and Okur, 2018) floo(sin(q — 1) + g cos(q — 1))dq integrali

Cesaro integrallenebilir degildir. Gergekten de, verilen integral i¢in

s(t) = ftf(v)dv = ft(sin(v —1)+vcos(v—1))dv

t

t
= f sin(v — 1)dv +J vcos(v — 1)dv
1

1
=tsin(t—1)

olur. Boylece

1 a 1 !
lim —— | s(t)dt= lim —— | tsin(t— 1)dt
tim —— [ s qmq_lfl (t-1)

—gcos(g—1 sin(g — 1 1
=hm(q (=1) sin(@=D )
q—1 q—1 q—1

q—>

limiti var olmadig1 i¢in, Verilen bu integralin Cesaro integrallenebilir olmadig

elde edilir.

Ornek 2.1.2 (Okur and Totur, 2019) [ ~(cos(w —1) —wsin(w — 1))dw

integrali Cesaro integrallenebilir degildir.

Gergekten de, verilen integral igin

s(t) = ftf(v)du = ft(cos(v —1) —vsin(v — 1))dv

t t
= j cos(v — 1)du — f vsin(v — 1)dv
1 1

=tcos(t—1)—1

olur. s fonksiyonunun Cesaro ortalamasi alindiginda

o(w) = ﬁjws(t)dt = ﬁjw(t cos(t—1) — 1)dt

B wsinw — 1)+ cos(w—1) —w

w—1
sonucuna ulagilir. Boylelikle lim,, o a(w) limiti var olmadig: i¢in verilen bu

integralin Cesaro integrallenebilir olmadig: elde edilir.



Ornek 2.1.3 (Okur and Totur, 2019) floo(Z cosy + logy (cosy — ysiny))dy

integrali yakinsak degildir.

Gergekten de, verilen integral i¢in

t t
s(t) = f f(w)du = f (2 cos v + log v (cosv — vsin v))dv
1 1

t

t t
=2f cosvdv+J logvcosvdv—f vsinvlogvdv
1 1 1

=tlogtcost+sint —sinl

olur. Boylelikle lim,_(xlogxcosx + sinx —sin1) limitinin olmadig:

goriiliir. Dolayistyla verilen bu integral yakinsak degildir.

Sonug olarak, Cesaro integrallenebilme metodu ile yakinsaklik arasindaki

iliski asagidaki sekilde verilebilir:

s(x) = s=s(x) - s(C1)
2.2 Tamimlar, Gésterimler ve On Bilgiler

Tez boyunca kullanilacak olan bazi gosterimler asagida listelenmistir. s(t) bir

reel degerli fonksiyon olmak tizere,

* s(t) =0(1), yeterince biiyik t degerleri i¢in s(t) fonksiyonunun sifira

yakinsadigini,

* s(t) =0(1), yeterince biiyiikk t degerleri i¢in s(t) fonksiyonunun sinirh
oldugunu,

e s(t) = —H,H >0 olmak tiizere yeterince biiyik t degerleri igin s(t)

fonksiyonunun tek tarafli sinirlt oldugunu gostermektedir.

Tanmim 2.2.1 (Moéricz and Németh, 2000) R, tizerinde tanimli reel degerli bir s(t)

fonksiyonu
. : _ S
l_gr}ro hméonftg}clsrit[s(x) s(t)] =0 (2.1)

kosulunu sagliyor ise, o halde s(t) fonksiyonuna yavas azalandir, denir.



(2.1) kosuluna denk olarak, her € > 0 igin 6yle bir t, = 0vebirA > 1

vardirki t, <t < x < At olmak lizere
s(x) —s(t) = —¢

seklinde de ifade edilebilir.

Moéricz ve Németh (2000), s(t) reel degerli fonksiyonu i¢in (2.1) kosulunun

lim liminf min
A->1-0 t—ooo At<x<t

[s(t) —s(x)] =0

seklinde de ifade edilebilecegini ispatlamistir.

Sonug 2.2.1 (Hardy, 1956) Sonlu bir degere (C, 1) toplanabilir olan bir integral

yavas azalan olmasi halinde ayni degere yakinsar.

Ozel olarak, hemen hemen her x > x, icin
xf(x) > —H (2.2)

olacak sekilde bir H > 0 sabiti ve bir x, > 0 var ise, (2.1) kosulu saglanir.

Gergekten; herhangi x, <t < x < oo i¢in
X X d
u
s(x) —s(t) = ff(u)du >—H f7
t t

= —Hlog~ = —Hlog 2
olur.

liminf min [s(x) —s(t)] = —Hlogd, A1>1
tooo  tsx<At

oldugu goriiliir. A - 1 + 0 i¢in (2.1) esitsizligi elde edilir.

Sonug 2.2.2 (Méricz and Németh, 2000) Sonlu bir degere (C, 1) toplanabilir olan
reel degerli bir fonksiyon yavas azalan olmasi durumunda bu fonksiyon ayni
degere yakinsar. Yani; reel degerli bir fonksiyonun yavas azalanlhigi, Cesaro

toplanabilme metodu i¢in bir Tauber tipi kosuldur.



Tanim 2.2.2 (Moricz ve Németh, 2000) R, iizerinde tanimli reel degerli bir s(t)
fonksiyonu

lim limsup [s(x)—s(®)] <0 (2.3)

max
A-1+0  p,o0  tsxsAt

kosulunu sagliyor ise, o halde s(t) fonksiyonuna yavas artandir, denir,

(2.3) kosulu denk olarak, her € > 0 igin Oyle bir t, = 0 ve bir A > 1 vardir

Kit, <t <x < At olmak tlizere
s(x) —s(t) < ¢

seklinde de ifade edilebilir.

s(t) reel degerli fonksiyonu igin (2.3) kosulu,

lim lim sup Artnaxt[s(t) —s(x)] <0
<xX<

-1-0 t500

seklinde de ifade edilebilir.

Ozel olarak, (2.1) = (2.2) gerektirmesine benzer sekilde, hemen hemen her
X > x, i¢in

xf(x) < H (2.4)

olacak sekilde H > 0 sabiti ve x, = 0’ in varligi, (2.3)’ iin saglanmasi i¢in

yeterli bir kosuldur.

Sonug 2.2.1 ve Sonug 2.2.2° nin simetrik benzerleri yavas artanlik i¢in de ifade

edilebilir.

Tamim 2.2.3 (Moéricz ve Németh, 2000) R, iizerinde tanimli kompleks degerli bir
s(t) fonksiyonu

lim lim sup tmaﬁtls(x) —s(®)| =0 (2.5)
<X<

-1+0 (500

kosulunu sagliyor ise, o halde s(t)fonksiyonuna yavas salinimlidir, denir.

(2.5) kosulu denk olarak, her € > 0 igin Oyle bir t, = 0 ve bir A > 1 vardir

kKit, <t<x < At olmak tizere

Is(x) —s()| <&
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seklinde de ifade edilebilir.

s(t) kompleks degerli fonksiyonu i¢in (2.5) kosulu,

lk?zohm sup lrtréi)étls(t) —s(x)|=0

t—oo

kosuluna denktir.

Ozel olarak, hemen hemen her x > x, igin,
lxf(x)| <H (2.6)

olacak sekilde bir H > 0 sabiti ve bir x, = 0 var ise,0 halde (2.5) kosulu

saglanir.

Sonug 2.2.3 (Méricz and Németh, 2000) Sonlu bir degere (C, 1) toplanabilir olan
kompleks degerli bir fonksiyon yavas salinimli olmast durumunda bu fonksiyon

ayni degere yakinsar.
2.3 Klasik Tauber Teorisindeki Temel Teoremler

Herhangi bir limitleme metoduyla toplanabilir fonksiyonlarin sinifindan
yakinsakliga gecis fonksiyonun {izerine konulan uygun kosullar altinda
miimkiindiir. Buradaki hedef daha sonra, yakinsakligi daha zayif sartlar altinda
elde etmek ya da yakimsakligin elde edildigi toplanabilme metodunu

giiclendirmek olmustur. Béylelikle daha genel teoremler elde edilmistir.

Bu tiirde yapilan ilk calisma Tauber (1897)’ e aittir. Bu nedenle bir
toplanabilme metodundan yakinsakligin elde edilmesi i¢in konulan kosullara
Tauber tipi kosullar ve bu kosullar igeren teoremlere de Tauber tipi teoremler

denilmektedir.

Oncelikle, verilecek olan teoremlerin ispatlarinda rol oynayacak olan lemma ve

bazi sonuglar1 verelim.

Lemma 2.3.1 (Moricz ve Németh, 2000) Eger f0°° f(x)dx integrali A sonlu

sayisia (C, 1) toplanabilir ise, o halde 1 # 1 olmak iizere her 0 < A < o0 igin
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At

fs(x)dx =A (2.7)

t

i
t1—>no:l> At —t
esitligi elde edilir.

Ispat A > 1 durumunu inceleyelim. Tanimdan hareketle,

At

At t
1 1 1
fs(x)dx = E (1+/1T1)bl- S(X)dx—m E)[S(JC)dJC

t

At —t

1
=o(At) — 11 [a(At) — o (t)]
olur. gimo(t) aracihigiyla, (2.7) kolayca elde edilir.

0 < A < 1 durumunda ise, bu kez

t At
t_l)tt ls(x)dx = /1) fs(x)dx+— (1—% >Of s(x)dx

1
=17 [a(t) — a(At)] + o (AL)

olur ve yine gima(t) araciligiyla, (2.7) elde edilir.

Simdi baz1 temel teoremler ve sonuglar verilecektir. Ilk olarak f fonksiyonun
reel degerli oldugu durum dikkate alinarak asagidaki tek-tarafli Tauber tipi teorem

ifade edilecektir.

Teorem 2.3.1 (Méricz ve Németh, 2000) f € L} .(R,) reel degerli bir fonksiyon
olmak tizere fooof(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir olsun. O

halde lim;_ s(t) = A kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul,

At
1

sup lim inf f [s(x) —s(t)]dx =0 (2.8)
1>1 toe At —1t

t
ve

) t

sup lim 1nf f[s(t) —s(x)]dx =0 (2.9)
o<a<1 tow t— At

At
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sartlarinin saglanmasidir.

Ek olarak, agsagidaki esitsizlikler sirasiyla (2.8) ve (2.9) esitsizliklerinden daha
giiclii esitsizliklerdir.

Her A > 1 i¢in

At

f [s(x) — s(O)]dx = 0 (2.10)

t

li
tl—zZ}O/lt— t
veher 0 <1< 1 igin

t

f[s(t) —s(x)]dx = 0. (2.11)

At

lim
tooo t — At

Ispat Oncelikle gerek kosulu ispatlayalim. lim,_,o, s(t) = A4 olsun. Lemma 2.3.1°

den,
At At
ggglo pr— j [s(x) —s(t)]dx = L@Lrg o 1_ . j s(x)dx — lir?_)soc()t)
t t
=A-A=0

olur. Buise, A > 1 durumunda (2.10) ve 0 < A < 1 durumunda (2.11) kosulunu

ispatlar.

Simdi yeter kosulu gosterelim. tlima(t) = A olsun. (2.8) ve (2.9) kosullarinin
saglandigini kabul edelim. lim;_,, s(t) = A oldugunu gostermeliyiz. Bu amagla,
keyfi bir € > 0 verildigini kabul edelim. (2.8) esitsizliginden

it

lim inf ! n f [s(x) —s(t)]dx = —¢ (2.12)

t—oo Alt -

t

olacak sekilde bir 1; > 1 vardir ve (2.9) esitsizliginden de

t

j[s(t) —s(x)]dx = —¢ (2.13)

Ayt

lim inf
tooo t — Azt

olacak sekilde bir 0 < A, < 1 vardir. Hipotez ve Lemma 2.3.1°den, her 4 > 1 igin
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At
1
lign inf/’lt — tf [s(x) —s(t)]dx = A — limsup s(t)

t—oo

t

veher 0 < A1 < 1igin

t

1
lim inf T f[s(t) —s(x)]dx = liltrn infs(t)— A

tooo t—
At

elde edilir. Boylece

A—¢e<liminf s(t) <limsups(t)<A+¢

t—oo t—oo

oldugu bulunur. € > 0 keyfi kiigiik oldugundan, lim;_, s(t) = A oldugu elde

edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Sonug 2.3.1 (Méricz ve Németh, 2000) (2.8) ve (2.9) kosullariin simetrik

benzerleri asagida verilmistir:

At
e y <
/{r>1£ llr{l_)scxl)lp T—t j[s(x) s(t)]dx < 0 (2.14)
t
) t
. . _ <
0é9£1hr;n_§,lpt 7 f[s(t) s(x)]dx < 0. (2.15)
it

Yani, Teorem 2.3.1° de (2.8) ve (2.9) kosullar1 yerine sirasiyla (2.14) ve (2.15)

kosullar1 alinabilir.

Sonug 2.3.2 (Méricz ve Németh, 2000) f € L},.(R,) reel degerli fonksiyonu igin
fooo f(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir ve s(t) integral

fonksiyonu yavas azalan ise, 0 halde s(t) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

Sonug 2.3.3 (Méricz ve Németh, 2000) f € Lj,.(R,) reel degerli fonksiyonu i¢in
fooof(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir olsun. (2.2) kosulu

saglanir ise, 0 halde t — oo iken s(t) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

Simdi, f fonksiyonun kompleks degerli oldugu durumu g6z 6niine alalim ve

asagidaki ¢ift tarafli Tauber tipi teoremi ifade edelim.
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Teorem 2.3.2 (Méricz ve Németh, 2000) f € L} .(R,) kompleks degerli bir
fonksiyon olmak tizere fooof(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir
olsun. O halde lim;_ s(t) = A esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul,

At
1
inf lim sup|mf [s(x) —s(t)]dx| = 0
t

0<A<co t—oo

sartinin saglanmasidir.
Ispat Bu teoremin ispati, Teorem 2.3.1’ in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Sonug¢ 2.3.4 (Méricz ve Németh, 2000) f € L},.(R,) kompleks degerli bir
fonksiyon olmak tizere fooof(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir

olsun. Eger (2.5) kosulu saglanir ise, 0 halde t — oo iken s(t) fonksiyonu A

sonlu sayisina yakinsar.

(C,1) ve Abel toplanabilme metotlar1 i¢in klasik Tauber teorisiyle ilgili

detayli bir inceleme i¢in Korevaar (2004)’ 1n kitabina basvurulabilir. Ayrica, yeni

kontrol araglar1 kullanilarak son zamanlarda elde edilen sonuglar i¢in Canak and

Dik (2008), Canak (2010), Totur and Canak (2010) ve Canak et al. (2010,2012)

caligmalari incelenebilir.
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3 AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILIiR INTEGRALLERIN
YINELEMELERI iCiN TAUBER TiPI TEOREMLER

Bu boliim 5 ana bagliktan olusmaktadir.

Boliim 3.1° de, bu boliime iliskin daha 6nce yapilan caligmalarla ilgili bilgiler

verilecektir.
Boliim 3.2° de, konuyla ilgili temel tanimlara yer verilmistir.

Bolim 3.3 de, oncelikle @ > 0 indisine gore diizenli degisimlilik kavrami
tanmitilmistir, sonrasinda ise yavas azalanlik ve yavas salinimhilik kavramlar

hatirlatilarak tek-tarafli ve ¢ift-tarafli Tauber tipi teoremler verilmistir.

Bolim 3.4° de, bu bolimde elde edilen temel sonuglarin ispatlarinda

yararlanilacak olan yardimci lemmalara deginilmistir.
Boliim 3.5 de ise Boliim 3.3’ de verilen sonuglarin ispatlar1 verilmistir.
3.1 Bu Béliime Iligkin On Bilgiler

Reel ve kompleks say1 dizilerinin agirlikli ortalama toplanabilme metodu igin
Tauber tipi teoremler, Hardy (1949), Méricz and Rhoades (1995), Tietz (1990),
Canak and Totur (2011-2012) gibi birgok yazar tarafindan elde edilmistir. Hardy
(1949) cift tarafli sinirlt bir klasik Tauber tipi teoremi ispatlamistir ve Moéricz and
Rhoades (1995), dizilerin (N, p) toplanabilmesi i¢in tek-tarafli sinirli bir Tauber
tipi teoremi elde etmistir. Canak and Totur (2011-2012) ise bu metot igin bazi
genel tek-tarafli Tauber tipi kosullar1 ortaya koymuslardir.

Son yillarda, integrallerin toplanabilme metotlar1 iizerine bir ilgi vardir.
Canak and Totur (2011-2012) integrallerin Cesaro toplanabilme metodu igin
cesitli klasik Tauber tipi kosullar elde etmislerdir. Ayn1 zamanda bu yazarlar, reel
ve kompleks sayi dizileri igin Dik (2001) tarafindan tanimlanan genel kontrol
modiiloyu kullanarak bazi yeni Tauber tipi teoremleri ispatlamiglardir ve Hardy-

Littlewood tarzi Tauber tipi teoremi genellestirmislerdir. Ayrica Fekete ve Moricz
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(2005), integrallerin agirlikli ortalama metodu igin tek-tarafli ve ¢ift-tarafli Tauber
tipi kosullar1 olusturmuslardir. Daha sonra, Totur and Okur (2015) agirlikli diziye
uygulanan belirli kosullar altinda integrallerin (N, p) toplanabilmesi i¢in Landau-
tipi ve Schmidt-tipi Tauber teoremlerinin alternatif ispatlarini vermislerdir.
Integrallerin (C,a) ve logaritmik toplanabilme metotlar: igin bazi Tauber tipi
kosullar i¢in, Totur and Canak (2012) ile Okur and Totur (2016)’ a bakilabilir.

Bu boliimde, integrallerin agirlikli ortalama metotlariin yinelemeleri igin
baz1 Tauber tipi teoremler ispatlanacaktir. Ayrica verilecek sonuglar, integrallerin
Cesaro ve logaritmik toplanabilme metotlar1 i¢in verilen baz1 klasik Tauber tipi

teoremleri genisletecek ve genellestirecektir.
3.2 On Hazirhiklar

p fonksiyonu 1 < x < oo igin her sonlu (1,x) aralig1 iizerinde Lebesgue
anlaminda integrallenebilir olan A := [1, o) kiimesi iizerinde pozitif bir agirlik
fonksiyonu olsun. Bunu p € L}, (4) olarak ifade edebiliriz. Sembol olarak; her
bir x > 1 i¢in,

X

P(x) = fp(t)dt + 0,

1

P(1) = 0ve x - o iken P(x) — oo olacak sekilde p € L], (4) olsun. Reel ya da

kompleks-degerli bir fe L1 . (A) fonksiyonu icin,

s(x):= f f(t)dt

olarak kabul edelim ve P(x) > 0 olmasi kosuluyla
o (x) = s(x),

G;Sk)(x) = ﬁff oék‘l)(t) p(dt (x>1, k=12...)

olarak ifade edelim. a,E") (x)’in p = p(x) agirlik fonksiyonuna gore algk_l) (x)’in

agirlikli ortalamasi oldugunu hatirlayalim.
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Eger lim,,_, a;") (x) = L ise, o0 halde floof(x)dx integrali, p(x) fonksiyonu
tarafindan belirlenen agirlikli ortalama metodunun k. yinelemesi araciligiyla L’ ye
toplanabilirdir, veya kisaca sonlu bir L sayisma (N, p, k) integrallenebilir, denir
ve s(x) - L(N,p, k) seklinde yazilir. k =0 icin (N,p, k) toplanabilmenin
alisilmis yakisakhiga indirgendigi agiktir ve (N,p,1) toplanabilme ile (N,p)
metodu ifade edilmektedir. Eger p(x) =1 ise, o halde (N,p,k) metodu, k.

mertebeden Holder metodu ya da (H, k) metodu olur. Eger p(x) = ﬁ ise, 0

halde (N,p, k) metodu, k. mertebeden logaritmik ortalamalar metoduna ya da

(1, k) metoduna doniisiir.

x — oo iken P(x) = oo kosulunun gerekli ve yeterli bir kosul oldugu
bilinmektedir ki her yakinsak | 100 f(x)dx integrali ayn1 limite (N,p,k)
toplanabilirdir. Yani; k negatif olmayan bir tamsay1 iken (N, p, k) toplanabilme
metodu regiilerdir. Daha iyi ifadeyle,

lim, . s(x) =1L 3.1
limitinin varligi,

lim, e 0 (x) = L (3.2)

limitinin varligin1 gerektirir. Fakat bu ifadenin tersi genelde dogru degildir.
3.3 Temel Sonuclar

Bu bolimiin temel sonuglari, asagidaki sekilde ilk kez Karamata (1933)
tarafindan ifade edilen, a > 0 indisine gore diizenli degisimlilik kavramini
igcermektedir.

P(Ax) _

Eger lim ——=21%, 1>0 (3.3)

x—o0  P(x)

ise, 0 halde P fonksiyonu « > 0 indisine gore diizenli degisimli olarak

adlandirilir.

Eger bir P fonksiyonu a > 0 indisine gore diizenli degisimli ise, o halde
asagidaki denk kosullar agik¢a saglanmaktadir (Chen and Hsu, 2000):
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Her 0 < A < 1i¢in

L POD)
e P(0)

<1 (3.4)

ve

her A > 1 igin

lim inf ) <1 (3.5)
e P(Ax)
> dir.

Oncelikle, (N,p,k), k = 1toplanabilme metotlar1 icin reel-degerli
fonksiyonlar1 dikkate alalim ve asagidaki tek-tarafli Tauber tipi teoremleri ifade

edelim.

Teorem 3.3.1 (Ozsarag and Canak, 2019) P fonksiyonunun a > 0 indisine gore
diizenli degisimli oldugunu kabul edelim. Eger; reel-degerli bir f € L1 . (4)
fonksiyonu, dyle ki s(x) integral fonksiyonu, L’ ye (N,p) integrallenebilir ve

yavas azalan ise, 0 halde (3.1) saglanir.

Teorem 3.3.2 (Ozsarag and Canak, 2019) P fonksiyonunun a > 0 indisine gore

tp(t)
P(t)

Eger; reel degerli bir f € L} . (A) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral fonksiyonu,

diizenli degisimli oldugunu ve =0(1), t = oo oldugunu kabul edelim.

L’ ye (N,p, k), k > 2 integrallenebilir ve yavas azalan ise, o halde (3.1) saglanur.

Eger

lim lim inf mln (s(t) —s(x))=0 (3.6)

A-1t x—>o00  xs

ise, A iizerinde taniml reel-degerli bir s(x) fonksiyonunun yavas azalan oldugu
sOylenir. Denk olarak, (3.6) kosulu her € > 0 igin, x; < x <t < A;x iken

s(t) —s(x) = —¢ 3.7)

olacak sekilde 1; = 1,(¢)>1 ve x; = x;(¢) > 0 vardir, anlamima gelmektedir.
(3.6) kosulunun, denk olarak asagidaki gibi de tekrar formiile edilebilecegi

kolayca kontrol edilebilir:
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lim liminf min (s(x) —s(t)) =0. (3.8)
A-1" x>0 AxsStsx
Reel say1 dizileri igin yavas azalanlik kavrami ilk kez Schmidt (1925)

tarafindan ifade edilmistir.

Simdi ise (N,p,k), k =1 toplanabilme metotlar1 i¢in kompleks-degerli
fonksiyonlar1 dikkate alalim ve asagidaki cift-tarafli Tauber tipi teoremleri ifade

edelim.

Teorem 3.3.3 (Ozsarag and Canak, 2019) P fonksiyonunun a > 0 indisine gore
diizenli degisimli oldugunu kabul edelim. Eger; kompleks-degerli bir fe L. (A)
fonksiyonu, dyle ki s(x) integral fonksiyonu, L’ ye (N,p) integrallenebilir ve

yavag salinimli ise, o halde (3.1) saglanir.

Teorem 3.3.4 (Ozsarag and Canak, 2019) P fonksiyonunun a > 0 indisine gore

diizenli degisimli oldugunu ve thT(t? = 0(1), — o oldugunu kabul edelim. Eger;

kompleks-degerli bir fe Lj,, (A) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral fonksiyonu,
L’ye (N,p,k), k =2 integrallenebilir ve yavas salinimli ise, o halde (3.1)

saglanir.
Eger
)}Lr% llr;l_)S;)lp max. s(t) —s(x)]| =0 (3.9)

ise, A iizerinde tanimli kompleks degerli bir s(x) fonksiyonunun yavag salinimli
oldugu soylenir. Denk olarak, (3.9) kosulu her € > 0 i¢in, x; < x <t < A4;x
iken

|s(t) —s(x)| < ¢ (3.10)

olacak sekilde 4; = A,(¢) > 1 ve x; = x;,(¢) > 0 vardir, anlamina gelmektedir.
(3.9) kosulunun, denk olarak asagidaki sekilde tekrar formiile edilebilecegi
kolayca kontrol edilebilir:

lim limsup max [s(x) —s(x)| = 0.
A1 x_)oop AxsthI (x) ()]
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Kompleks say1 dizileri i¢in yavas salimimlilik kavrami ilk kez Hardy (1949)

tarafindan ifade edilmistir.
3.4 Yardimei Sonuglar
Temel sonuglar1 ispatlamak i¢in asagidaki lemmalara ihtiya¢ vardir:

Lemma 3.4.1 (Moricz, 2004) Asagidaki 6zdeslikler saglanir:
(i) A > 1 ve yeterince biiyiik x i¢in,

P(1x)

PO - PGy @ )=o)

s(x) — o (x) =

1 X
- mf (sG) = s(®O)p(®)dt.

(i) 0 < A1 < 1 ve yeterince biiyiik x igin,

P(Ax)

@ =0 = 55— @

a{P (x) — oV (Ax))

W j(S(x) —s(t))p(t)dt.

Lemma 3.4.2 (3.6) nolu yavas azalanlik kosulu,

lim liminf max (s(x) —s(t)) = 0 kosuluna denktir.
A-1" x—00 Axstsx

Ispat 1 > 1icin
f(A) = liminf min (s(t) — s(x))
x—oo Xx<t<Ax
fonksiyonunu tanimlayalim. 0 < A < 1 i¢in f(4)’ nin asagidaki uzantisin1 dikkate
alalim:
fQ) = llJICT_l)glbeCl;iI;x(S(x) — s(t)).
Verilen keyfi bir A > 1 igin,

fA) =1lim min (s(t) —s(xp))

P00 Xp<t< Axp
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olacak sekilde artan bir (x,:p = 1,2 ...) dizisi vardur.

s(tp) — s(xp) = min (s(t) — s(xp)) Xp Sty < Axp,, p=12..

Xpsts Axp
olacak sekilde bir (t,:p = 1,2 ...) dizisi segelim.

Xy < t, < Ax, yada denk olarak

t, >0, p—->o©

1t mint (s(tp) —s(x)) < s(tp) — s(xp)
TtpSxstp

oldugu i¢in,

FE) = tim, min (s(6) = 560) < lim (s(5) -~ 5(5)) = f. 2> 1

p—c Ttpsxstp
elde edilir.

F(3)SF@, 0<A<1 fers esitsizligi de benzer bir yolla elde edilebilir.

Boylece, her 0 < 1 < 00,4 # 1i¢in

1
f (5) =f() (3.11)
oldugu sonucuna varilir. (3.6) ve (3.8)” in denkligi, (3.11)’ in asikar bir

sonucudur.

Lemma 3.4.3 (3.9) nolu yavas azalanlik kosulu,

All)r{l_ lim suplgcréatl;(xls(x) —s(®)| =0 (3.12)

X—00

kosuluna denktir.
Ispat Ispat;, Lemma 3.4.2° nin ispatina benzer bir sekilde yapilabilir.

Lemma 3.4.4 (Moricz, 2004) Eger; to <t <x < At igin s(x) —s(t) = -1

olacak sekilde pozitif bir t, tam sayisi ve reel bir A > 1 sayis1 var ise, o halde her
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0<t<Z icin s(x)—s(t) = —Blog (f) olacak sekilde pozitif bir B sabiti

vardir.

Lemma 3.4.5 (Moéricz, 2004) Eger; to <t <x < At igin |s(x) —s(t)| <1

olacak sekilde pozitif bir t, tamsayisi ve reel bir 1 > 1 sayisi1 var ise, o halde her

0<t< % icin |s(x) — s(t)| < Blog (%) olacak sekilde bir B sabiti vardir.

Lemma 3.4.4 ve Lemma 3.4.5, Moéricz (2004) tarafindan reel ve kompleks

say1 dizileri i¢in verilmistir.

Lemma 3.4.6 Eger; to <t <x < At i¢in s(x) —s(t) = —1 olacak sekilde

tp(t)

0.3 0(1),t > wise, 0

pozitif bir t, tam sayisi ve reel bir 1 > 1 sayisi var ve

halde % f 1x (s(x) — S(t))p (t)dt fonksiyonu alttan sinirhidir.

Ispat Lemma 3.4.4 aracihiryla, 0 < t < % icin

s(x) —s(t) = —B log (?) (3.13)

olacak sekilde pozitif bir B sabiti vardir. Hipotez ve (3.13) aracilifiyla, x = At,
i¢cin

1«

f(s(x) - s(t))p (t)dt = f + f \‘ (s(x) - s(t))p(t)dt
! b

7 .
> (—B)f log G) p(t)dt — f p(t)dt
' A

> (—B) f (logx —logtp(t)dt — (P(x) —P ([;D))

X

> (—B) (logxfp(t)dt —logx P(x) + J@dt> —P(x)

t
1
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= (—B)f@dt —P(x)
1

= (—B)P(x) — P(x)
= — (B'+ 1DP(x)

elde edilir, burada [.] simgesi, (bir reel saymin) tam kismi anlamina gelmektedir.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.4.7 Eger; to, <t<x< At i¢in |s(x) —s(t)| <1 olacak sekilde

pozitif bir t, sayisinin ve reel bir A > 1 sayis1 var ve thT(tg) =0(1),t > o ise, 0

halde % f 1x |s(x) —s(t)|p(t)dt fonksiyonu siirhdir.

Ispat Lemma 3.4.5 araciligiyla, 0 < t < % icin
X
|s(x) —s(t)| < Blog (?) (3.14)

olacak sekilde bir B sabiti vardir. Hipotez ve (3.14) aracilifiyla, x > At icin
x PII

[1se=s@w@ac=| [ + [ |1s0 - s@lpae

1 1 E]

] .
< B! log% p(t)dt + fp(t)dt

3]
<B f(logx —log )p(H)dt + <P(x) —P (ED)

X

<B (logxfp(t)dt —logxP(x) + jmdt> + P(x)

t
1

[P()
B!Tdt-i‘P(X)

< B'P(x) + P(x)
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= (B' + 1)P(x)

elde edilir, burada [.] simgesi, (bir reel saymin) tam kismi anlamina gelmektedir.

Bu ise ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.4.1 Eger; Lemma 3.4.6° da (veya Lemma 3.4.7° de) p(x) =1 ve
p(x) =§ secilirse, o halde bu lemmalar, sirasiyla Cesaro ve logaritmik

toplanabilme metotlar1 i¢in gegerli olur.
3.5 Temel Sonuclarin Ispatlari

Teorem 3.3.1° in Ispati s(x)’ in yavas azalan ve L’ ye (N, p) integrallenebilir

oldugunu kabul edelim. Lemma 3.4.1(7) araciligiyla, A > 1 i¢in

1 P(A 1 1
s(x) — aIE )(x) < W—x;@f)(%& ) (Ax) — azg )(x))
— xr<rgi<rl{x(s(t) —s(x)) (3.15)

elde edilir. P fonksiyonu a indisine gore diizenli degisimli oldugu igin, her 4 > 1

ve yeterince biiylik x i¢in

2% P(1x) 3%
< <
209 —1) - P(x) — P(x) ~ 2(2% — 1)

(3.16)

oldugu agiktir. (3.16) ve s(x)’ in L’ ye (N, p) integrallenebilmesi araciligiyla, her
A > 1igin

P(Ax)

il—ﬁm (azgl)(lx) - azgl) (x)) =0 (3.17)

elde edilir. (3.15)’ in her iki tarafinin limit supremumu alinarak

lim sup (s(x) - ngl)(x)) < limsup P(/lfc))(—ix;(x) (ngl) (Ax) — 0151) (x))
—lim sup xr<r%i<r/%x(s(t) - s(x)) (3.18)

elde edilir. (3.18) de, (3.17) yi gbz Oniine alarak

lim sup(s(x) - ngl)(x)) < —=liminf xrgQ}x(s(t) —5(x)) (3.19)

X—00
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elde edilir. (3.19)’ da 2 - 1*alinarak

lim sup(s(x) — az}(x)) < )}Lr{;r liminf xgrgir){x(s(t) —s(x)) (3.20)

X—00
elde edilir. s(x) fonksiyonu yavas azalan oldugu i¢in, (3.20)’ den,

lim sup(s(x) — aél)(x)) <0 (3.21)

X—00

olur. Benzer bir yolla, Lemma 3.4.1 (ii)’ den,

liminf (s(x) — argl)(x)) >0 (3.22)

X—>00
olduguna ulagilir. (3.21) ve (3.22)’ yi birlestirerek lim s(x) = L oldugu elde
X—00

edilir.

Teorem 3.3.2° nin Ispati Oncelikle, eger s(x) fonksiyonu yavas azalan ise,
azgl)(x) fonksiyonunun da yavas azalan oldugunu ispatlayalim. Bu amagla, ¢ > 0

oldugunu kabul edelim. s(x) fonksiyonunun yavas azalanligi araciligiyla,
s(t) —s(x) = —¢, Xo<x<t< At (3.23)
saglanacak sekilde x, = x,(€) ve 1, = A¢(g) > 1 vardir.

P(xy) < P(x) < P(t) < AoP(x) olsun. O halde, agirlikli ortalama tanimi

araciligiyla,

t X
1 1 1 1
o0 = () = 55 1[ P~ 5 1[ s(up(u)du

P(t) f+f s(w)p(u)du

1
P( ) s(u)p(u)du

_PO-PG) | sWpw)du

P(t)P(x) s(wpu)du + ——

P()

P(t) - P(x) [
_ —;t()t)p(g) [s(x) — s(w)] du
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1 d B P
+oos f [s(w) — s()]p(w)du

oldugu elde edilir. Lemma 3.4.6 aracilifiyla,

P

f [s(x) —s(t)]p(t)dt = —B

1

olacak sekilde pozitif bir B sabiti vardir. Bu esitsizlik ve (3.23) araciligiyla,

P(t) — P(x)

® ®
o, (1) — oy (%) 2 POPO)

1 t
(~B) + 55 (=) f p()du

(x)
<1—Tt_)>(3+€)

olur. P(x) < P(t) < AgP(x) ve Ay > 1 oldugu igin,

1 P(x)<1 1 -1
P(t) =" 2, °

esitsizliginden dolay1, 1 < 1, < 1 + —_ olmak kosuluyla,
B+e

a0 (1) — oV () = —(Ag — D(B + &) = —¢, P(xp) < P(x) < P(t) < P (%)

elde edilir. Bu ise, o,(x) agirlikli ortalama fonksiyonunun da yavas azalan
oldugunu ispatlar. Bu gercek araciligiyla; eger s(x) fonksiyonu yavas azalan ise,
0 halde k = 1,2 ... igin a;k) (x) fonksiyonunun da yavas azalan oldugu agiktir.
Hipotezden dolay1 s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p, k) integrallenebilir oldugu igin,
Teorem 3.3.1 aracihigiyla s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, k — 1) integrallenebilirdir.
Bu sekilde devam ederek, Teorem 3.3.1 araciligiyla, (3.1) ifadesi elde edilir.

Teorem 3.3.3’ iin Ispat1 s(x)’ in yavas salinimli ve L’ ye (N, p) integrallenebilir
oldugunu kabul edelim. Lemma3.4.1 (i) araciligiyla, A > 1 i¢in

P(Ax)

S S SO P €} _ M
el A MCORLAC)

Is(x) — a5V ()] <

+ xrsr%g(xls(t) —s(x)] (3.24)
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elde edilir. P fonksiyonu a indisine gore diizenli degisimli oldugu igin, her A > 1

ve yeterince biiylik x i¢in

A% P(1x) 37
< <
20— 1)~ P(x) — P(x) ~ 2% — 1)

(3.25)

oldugu agiktir. (3.25) ve s(x)’ in L’ ye (N, p) integrallenebilmesi araciligiyla, her
A > 1igin

Y P(4x)

xl—g}om a,gl) (Ax) — ngl) (x)| =0 (3.26)

elde edilir. (3.24)’ Gin her iki tarafinin limit supremumu alinarak

P(Ax)
. _ @ < i 1 _ -1
limsup Is(x) — g, ()| < limsup oo S — PO 6 o5 (Ay) — op ()|
+ lim sup max |s(t) — s(x)]| (3.27)
XSt<Ax

X—00

elde edilir. (3.27)’ de, (3.26) goz Oniine alinarak

lim sup|s(x) — azgl)(x)| < limsup max |s(t) — s(x)| (3.28)
XStsAXx

X—00 X—00

elde edilir. (3.28)’ de A > 1* alinarak

limsup |s(x) — ngl)(x)| < lim lim sup max |s(t) — s(x)]| (3.29)
A-1t 4,0 XStSAx

X—00

elde edilir. s(x) fonksiyonu yavas salinimli oldugu igin, (3.29)” dan,

limsup|s(x) — azgl)(x) =0 (3.30)

X—00

olur. Buise, lim s(x) = L olmasin1 gerektirir.
X—00

Teorem 3.3.4° iin Ispati Oncelikle, eger s(x) fonksiyonu yavas salimmli ise,
ngl)(x) fonksiyonunun da yavas salinimli oldugunu ispatlayalim. Bu amagcla,

€ > 0 oldugunu kabul edelim. s(x) fonksiyonunun yavas salinimlilig1 araciligiyla,
Is(t) —s(x)| <€, xg<x<t<At (3.31)
saglanacak sekilde x, = x,(€) ve 1y = Ao(e) > 1 vardr.

P(xo) < P(x) < P(t) < ApP(x) olsun. O halde, agirhikli ortalama tanimi

araciligiyla,
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10— o100 = o [ strdu - [
|0p(t) —ap(x)| = P(t)ifs(u)du P(x).lfs(u)p(u)du

(

1
P(t)

X t 1 X
f+f >s(u)p(u)du]—% s(w)p(u)du

P

| Pro-Pe [ 1
= —Wl s(u)p(u)du+m s(wp(u)du
P(t) - P() [

[s(x) — s(W)]p(w)du

POPG) )

! d
+ o7 f [s(w) — s(0)] p(w)du

X

P(t) — P(x)

< oo j 15G) — s lpQu)du

1

o) j Is) — s(O)Ip(w) du

oldugu elde edilir. Lemma 3.4.7 araciligiyla,

1

e 1f Is(0) — s@®Ip(D)de < B

olacak sekilde bir B sabiti vardir. Bu esitsizlik ve (3.31) araciligiyla,

P(t) — P(x)
P(t)P(x)

P(x)
= <1 — m) (B + 8)

olur. P(x) < P(t) £ AyP(x) ve 15 > 1 oldugu igin,

t
01()1)(1:) _ 0;51)(x)| < B + P(lt)efp(u)du

T PRI I
P(t) =" A °
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elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten dolayy, 1 < 1o < 1 + ﬁ olmak kosuluyla,
azgl)(t) - azgl)(x) Sy —1(B+¢)<e,P(xy) <P(x) <P(t) <AP(x)

oldugu elde edilir. Bu ise, algl)(x) agirlikli ortalama fonksiyonunun da yavas
salimimli oldugunu ispatlar. Bu ger¢ek araciligiyla; eger s(x) fonksiyonu yavas
salinimli ise, o halde k = 1,2,... igin argk) (x) fonksiyonun da yavas salinimli
oldugu agiktir. Hipotezden dolay1 s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, k) integrallenebilir
oldugu icin, Teorem 3.3.3 araciligriyla s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p,k —1)
integrallenebilirdir. Bu sekilde devam ederek, Teorem 3.3.3 araciligiyla, (3.1)

ifadesi elde edilir.
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4 INTEGRALLERIN AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILME
METODU iCiN TAUBER TiPi TEOREMLER

Bu boliim 4 ana bagliktan olusmaktadir.

Bolim 4.1° de, oncelikle konuyla ilgili temel tanimlar, sonrasinda ise bu

boliime iliskin daha 6nce yapilan galismalarla ilgili bilgiler verilecektir.

Boliim 4.2 de, gerekli tamimlar ve notasyonlar verilerek reel ve kompleks

degerli fonksiyonlar i¢in Tauber tipi teoremler verilmistir.

Bolim 4.3’ de, bu bolimde elde edilen temel sonuglarin ispatlarinda

yararlanilacak olan bir ifadenin iki farkli gésterimine deginilmistir.
Boliim 4.4’ de ise Boliim 4.2° de verilen sonuglarin ispatlar1 verilmistir.
4.1 Bu Béliime iliskin On Bilgiler

p fonksiyonu, 0 < x < oo i¢in her sonlu (0,x) aralig1 lizerinde Lebesgue
anlaminda integrallenebilir olan R, := [0, o) kiimesi lizerinde pozitif bir agirlik

fonksiyonu olsun. Sembol olarak, her bir x > 0 i¢in

X

P(x) := Jp(t)dt #0,P(0)=0
0

ve x - o iken P(x) — o olacak sekilde p € L},.(R.) olsun. Verilen bir reel ya
da kompleks-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu igin, P(x) >0 olmasi
kosuluyla,

s(x) = foxf(t)dt, ar(,o)(x) = s(x) ve

o™ (x) = % Of o V(Op)dt  (x>0m=12,..)

olarak tanimlayalim.
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Her bir m > 0 tamsayisi i¢in,

r%f() m=0)

f(P(t)dt, m=1
7" (%) =4 P(x)f

L) Of p D (p(E)de, m > 2

araciligyla, vzgm) (x) fonksiyonunu tanimlayalim.

o™ P (x) — o™ (x) = v™ (x) (4.1)

Ozdesligi, agirlikli ortalama toplanabilme metodu i¢in agirlikli Kronecker

0zdesligi olarak bilinir.

Her bir m > 0 tamsayist i¢in

p(x) d(x) P o) = v(m) ()

oldugu (4.1)’ den aciktir. Burada, her bir m > 1 tamsayisi i¢in vzgm)(x)’ e,

a,Sm‘” (x)’ in tireteci denmektedir.

Eger
lim Uzgm) x)=1L (4.2)
X—00

ise, 0 halde fo f(x)dx integrali, p(x) fonksiyonu tarafindan belirlenen agirlikli
ortalama metodunun m. yinelemesi araciligiyla L’ye toplanabilirdir, veya kisaca
sonlu bir L sayisma (N,p,m) integrallenebilirdir, denir. Bu durumda, s(x) -

L(N,p, m) seklinde yazilir.

m =0 igin (N,p,m) toplanabilmenin alisilmis yakinsakhiga indirgendigi
aciktir ve (N, p, 1) toplanabilme ile (N, p) metodu ifade edilmektedir. Eger R,
iizerinde p(x) = 1 ise, 0 halde (N, p, m) metodu, m. mertebeden Holder metodu

olur ve (N, p, 1) metodu, Cesaro toplanabilme metodudur.
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x — oo iken P(x) — oo kosulu gerekli ve yeterli bir kosuldur, ki bu durumda

o)

j s(x)dx =1L (4.3)

0

integralinin varligi, (4.2) yi gerektirir. Yani; m negatif olmayan bir tamsayi iken
(N,p,m) toplanabilme metodu regiilerdir. Bununla birlikte, bu ifadenin tersi
genelde dogru degildir. (4.2) ile birlikte s(x) tizerine konulacak bazi uygun
kosullar altinda, (4.3)’ tin varlig1 elde edilebilir.

Moricz (2004) ve Fekete and Moricz (2005), integrallerin agirlikli ortalama
(N, p) metodu i¢in tek-tarafli ve ¢ift-tarafli Tauber tipi kosullar1 elde etmislerdir.
Bu c¢aligmalar sonrasinda Totur and Okur (2015), vZSO) (x)> in tek-tarafli
siirliliginin, integrallerin agirlikli ortalama toplanabilme metodu i¢in bir Tauber
tipi kosul oldugunu ispatlamislardir. vISO) (x) = —C kosulunun s(x)’ in yavas
azalanlhigim gerektirdigi gerceginden hareketle, Totur and Okur (2015) ilk sonucu
genellestirmislerdir ve s(x)’ in yavas azalanligmin da (N,p) metodu igin bir

Tauber tipi kosul oldugunu ispatlamislardir.

Bu boliimde, sirasiyla, reel ya da kompleks-degerli fonksiyonlarin agirlikli
ortalamalarinin m. yinelemeleri araciligiyla toplanabilir integraller i¢in iirete¢ ve
onlarin genellemeleri agisindan tek-tarafli ve ¢ift-tarafli Tauber tipi kosullar elde
edilmistir. Ayrica; verilecek sonuglar Cesaro (C,1) toplanabilme ve agirlikli
ortalama (N,p) toplanabilme metodu igin verilen bazi klasik tipli Tauber tipi

teoremleri genigletecek ve genellestirecektir.
4.2 Temel Sonuglar

Bu boliimiin temel sonuglart i¢in asagidaki tanimlara ve kavramlara ihtiyag

vardir:

Tamim 4.2.1 (Karamata, 1933) Eger A > 0 igin

P(Ax)
o P(x)

A% (4.4)
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ise, 0 halde P pozitif fonksiyonu a > 0 indisine gore diizenli degisimli olarak

adlandirilir.

Eger bir P pozitif fonksiyonu a > 0 indisine gore diizenli degisimli ise, o

halde asagidaki denk kosullar agikca saglanmaktadir (Chen and Hsu, 2000):

Her A > 1 igin

liminf Pe)

minf g <1 (4.5)

veher0 < 1< 1igin

liminf PGx)

minf 55 (4.6)

> dir.

Oncelikle, reel-degerli fonksiyonlar1 dikkate alalim ve asagidaki Tauber tipi

teoremleri ifade edelim.

Teorem 4.2.1 (Ozsarag and Canak, 2020) (4.4) kosulunun saglandigimi kabul
edelim. Eger, reel-degerli bir f € LI .(R,) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral
fonksiyonu, L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve v,&m-“(x) fonksiyonu tek-tarafli
sinirlr ise, o halde s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, m — 1) toplanabilirdir.

Sonu¢ 4.2.1 (Totur and Okur, 2015) (4.4) kosulunun saglandigin1 kabul edelim.
Eger; reel-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu, 6yle ki s(x) integral fonksiyonu,
L’ ye (N,p, 1) toplanabilir ve v, (x) fonksiyonu tek-tarafli sinirli ise, o halde s(x)

fonksiyonu L’ ye yakinsar.

Teorem 4.2.2 (Ozsarag and Canak, 2020) (4.5) kosulunun saglandigimi kabul
edelim. Eger; reel-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu, &yle ki s(x) integral
fonksiyonu, L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve a,Em‘” (x) fonksiyonu yavas azalan

ise, 0 halde s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, m — 1) toplanabilirdir.
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Sonug¢ 4.2.2 (Totur and Okur, 2015) (4.5) kosulunun saglandigin1 kabul edelim.
Eger; reel-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral fonksiyonu,
L’ ye (N,p,1) toplanabilir ve yavas azalan ise, o halde s(x) fonksiyonu L’ ye

yakinsar.

Eger

11m lim inf m1n (s(t) —-s(x) =0 (4.7)

X—0o X<

ise, R, lizerinde taniml reel-degerli bir s(x) fonksiyonunun yavas azalan oldugu

sOylenir. (4.7) kosulu, denk olarak asagidaki gibi tekrar formiile edilebilir:

11m lim inf m1n (s(x) —s(t) = 0. (4.8)

A-1" x>0 Ax<

Simdi ise, kompleks-degerli fonksiyonlar1 dikkate alalim ve asagidaki Tauber

tipi teoremleri ifade edelim.

Teorem 4.2.3 (Ozsarag and Canak, 2020) (4.4) kosulunun saglandigini kabul
edelim. Eger; kompleks-degerli bir f € Lj,.(R,) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral
fonksiyonu, L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve vzgm_l)(x) fonksiyonu sinirli ise, o

halde s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, m — 1) toplanabilirdir.

Sonu¢ 4.2.3 (Ozsarag and Canak, 2020) (4.4) kosulunun saglandigini kabul
edelim. Eger; kompleks-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral
fonksiyonu, L> ye (N,p, 1) toplanabilir ve v,(x) fonksiyonu simrl ise, o halde

s(x) fonksiyonu L’ ye yakinsar.

Teorem 4.2.4 (Ozsarag and Canak, 2020) (4.5) kosulunun saglandigini kabul
edelim. Eger; kompleks-degerli bir f € L}, .(R.) fonksiyonu, dyle ki s(x) integral
fonksiyonu, L’ ye (N, p, m) toplanabilir ve azgm_l) (x) fonksiyonu yavas salinimli

ise, 0 halde s(x) fonksiyonu L’ ye (N, p, m — 1) toplanabilirdir.

Sonuc 4.2.3 (Ozsara¢ and Canak, 2020) (4.5) kosulunun saglandigmi kabul
edelim. Eger; kompleks-degerli bir f € L},.(R,) fonksiyonu, 8yle ki s(x) integral
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fonksiyonu, L’ ye (N,p,1) toplanabilir ve yavas salimml ise, o halde s(x)

fonksiyonu L’ ye yakinsar.

Eger
}LI{L llr;:sotlp xrsr}z;\i(xls(t) —s(x)|=0 (4.9)

ise, R, tzerinde tanimli kompleks-degerli bir s(x) fonksiyonunun yavas salinimli

oldugu soylenir. (4.9) kosulu, denk olarak asagidaki gibi tekrar formiile edilebilir:

llm lim sup max Is(x) —s()| =0. (4.10)

X—00

4.3 Temel Sonuglarin ispatlar

Teorem 4.2.1° in Ispat1 s(x) fonksiyonunun L> ye (N,p,m) toplanabilir ve
vlgm_l)(x) fonksiyonunun da tek-tarafli sinirli  oldugunu kabul edelim.
Lemma 3.4.1 (i) araciligiyla, A > 1 igin

P(1x)

(m 1) (m)
() =) = 575 = pooy

( (m) (/UC) (m) (x))

(m 1) (m—l)
mf ) — (x))p(t)dt

P(Ax)

TP — p(x)( 0" () - (m)(x))

d m-—1
o) ([ 5o @ e

elde edilir. vzgm_l) (x) fonksiyonu tek-tarafli sinirli oldugu igin,

om0 o P(Ax) (m) o™
() =" W) < 5o e (7 0 - 57 )
Ax t
WIE P(x)f f Z [p(t)dt
P(Ax)

~ G ey (=)
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c - P(t)
+—P(Ax) —P(x))[ p(t) logmdt
_ P (m) e
~ P(Ax) — P(x) ( (Ax) = (x))
P(Ax)
+C.log P

(4.11)

olur. P fonksiyonu a indisine gore diizenli degisimli oldugu igin, her A > 1 ve

yeterince biiyiik x i¢in

2% P(1x) 3%
< <
209 —1) " P(x) — P(x) ~ 2(2% — 1)

(4.12)

oldugu agiktir. (4.12) ve s(x)’ in (N, p, m) toplanabilmesi aracilifiyla, her 2 > 1

i¢cin
P(Ax) (m) o™
1y ey (40~ () =0

elde edilir. (4.11)’ da (4.13)’ ii gbz Oniine alarak

P(Ax)
(m-1) (m) < i — a
lw;t_)sogp ( (x) — (x)) < 1r;1_)50101p <C. log 6) ) ClogA

elde edilir. Son esitsizlikte A — 17 alinarak

lim sup( M=y — (m) (x)) <0

X—00

olduguna ulasilir.
Benzer bir yolla, Lemma 3.4.1 (ii)’ den 0 < 1 < 1 igin

P(Ax)

(m ) (m)
W= = pey =

(04 () — 0™ (20))

P(x) P(Ax) f

P(Ax) m) o
~Plx) — P(Ax)( ORLANCD)

X

(m 1)
P(x) p(;lx)f f (z)dz |p(t)dt

(4.13)

(4.14)

700~ a" V(@) p(o)dt
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elde edilir. vém_l) (x) fonksiyonu tek-tarafli sinirlt oldugu igin,

5D () = g™ P(Ax) ™ () — 6™
() =0 () 2 s s (0 00 = 0™ ()

¢ ([ [p@
PP | f P PO

_ PO (m) o
TP — P(/lx)( () = 0" (40))

C P(x )
TP = P fp(t) log 5y 4t

P(Ax)
~P (x) — P(Ax)

P(x)
P(4x)

( (m)(x) _ a(m)(/lx))

—C.log (4.15)

olur. P fonksiyonu « indisine gore diizenli degisimli oldugu i¢in, her 0 <1< 1

ve yeterince biiyiik x i¢in

A% P(1x) 3%
< <
2(1—2%) = P(x) — P(x) ~ 2(1 — A%)

(4.16)

oldugu agiktir. (4.16) ve s(x)’ in (N,p,m) toplanabilmesi araciligiyla, her
0<A<1icin

p (ﬂx) 6™ (x) — 6™ (1) ) =

elde edilir. (4.15)’ de, (4.17)’ yi goz Oniine alarak

x
llT_,Sfp ( m=1(x) — (m) (x)) < hr;l_)s;ip C logp()L )) = ClogA®
elde edilir. Son esitsizlikte A — 1~ alinarak
lim sup( m=1(x) — (m) (x)) >0 (4.18)

X—00

olduguna ulasilir. (4.14) ve (4.18)’ i birlestirerek, s(x)’ in L’ ye (N,p,m — 1)
toplanabilir oldugu elde edilir.
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Teorem 4.2.2° nin Ispat1 s(x) fonksiyonunun L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve

azgm_l)(x) fonksiyonunun da yavas azalan oldugunu kabul edelim.

Lemma 3.4.1 (i) araciligiyla, A > 1 i¢in

P(Ax)

(m-1) __(m) _
% (D=0 ()= 555 "p0m

(o™ (1x) = 0™ ()

Ax
1
P - P() f (a0 = 0" P (@) p(t)at

P(Ax)

< b0 P (7 =% )

X<tsAx

Ax
1
TP(x) - P(x) f p(®) min (o™ D) — " V() dt

P(A
=P ux)( —xi’(x) (0" = )
— min_ (azsm_l)(t) — azgm_l)(x)) (4.19)

elde edilir. (4.19)’ un her iki tarafinin limit supremumu alinarak

lim sup (Uzgm_l)(x) — a,ﬁ"” (x))

X—00
- P(2x) (m) (m)
< - - “ —
- ZLT_)%p P(Ax) — P(x) (U” (4x) = 0 (x))
—lim i : (m=1)y _ _(m-1)
lliril;lf Jin (ap (t) — oy (x)) (4.20)

oldugu elde edilir. (4.5) araciligiyla,

. PO POX)
slmsup o —peo - TN B0y

-Dl<w

olur. s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p,m) toplanabilir oldugu igin, (4.20)’ de sag

taraftaki ilk terim yok olur. Bundan dolay,

lim sup (azgm_l)(x) — JZS’") (x)) < —liminf min (a(m_l) (t) — a(m_l)(x))
X—00

x—>00 XSt<Ax p p

olur. 2 - 17 iken (4.20)’ nin limitini alarak
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lim sup (a;m‘” (x) — O'ém) (x)) <0 (4.21)
X—00

olduguna ulasilir.
Benzer bir yolla, Lemma 3.4.1 (ii) araciligiyla, 0 < A < 1 igin

P(Ax)

(m-1) _ m —
% =% )= ey

(6 () = 0™ (ax))

1 X
P =P f (5" P60 = oD@ p(e)at
Ax

P(Ax) (m) (m)
> m (O'p (X) — 0y (/196))

1 x
= pam | PO i (Ve - o) @
Ax

Ax<t<x

= ﬂ m.y_ ~(m)
= = (o ")
+ min (" P) - " V() (4.22)

elde edilir. (4.22)’ nin her iki tarafinin limit infimumu alinarak

liminf (aﬁm‘” (x) — ngm) (x)) > liminf POx) (azsm) (x) — azﬁ”‘) (Ax))

X—00 x»w  P(x) —P(Ax)

+lim inf _min (azgm_l) (x) — azsm_l)(t)) (4.23)
<t<x

x—o00 AX

bulunur. (4.5) araciligiyla,

0 <liminf — P ___ g Y 1)1 < o
=l o — PG~ ISP py Y

olur. s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p,m) toplanabilir oldugu i¢in, (4.23)’ de sag

taraftaki ilk terim yok olur. Bundan dolayi,

liminf (azgm_l) (x) — azgm) (x)) > liminf ,min_ (azgm_l) (x) — azgm_l)(t))

X—00 X—00

elde edilir. A = 17 iken (4.23)’ {in limitini alarak

liminf (a;’"‘l)(x) — azgm) (x)) >0 (4.24)

X—>00
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olduguna ulagilir. (4.21) ve (4.24)’ ii birlestirerek, s(x)’ in L’ ye (N,p,m — 1)
toplanabilir oldugu elde edilir.

Teorem 4.2.3’ iin Ispati s(x) fonksiyonunun L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve

vzgm_l)(x) fonksiyonunun da sinirli oldugunu kabul edelim. Lemma 3.4.1 (i)

araciligtyla, 4 > 1 i¢in

P(Ax)

(m 1) (m)
(@) — ()| < 20 =P |7

| (m) (Ax) — (m) (x)|

*mf o™ @ - 0" G0 p(erde

P(Ax)

=500 P09 | @) = )|

(m 1)
m f f (z)dz| p(t)dt

elde edilir. vzgm_l) (x) fonksiyonu sinirh oldugu igin,

0" @) 0" 0| < 5En e P()Ié)ux)—aé '@
Ax | t
P(Ax) P(x) J J z|p(D)dt
___ P 1 om o
= 500 — PG )| x) — o™ (x)

c PO
+P<Ax>—P<x)f p(B)logprydt

P(Ax)

=P —r@ | )"

P(Ax)
P(x)

olur. P fonksiyonu a indisine gore diizenli degisimli oldugu igin, her A > 1 ve

+Clog

(4.25)

yeterince biiyiik x i¢in
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A% P(1x) 37
< <
20— 1)~ P(x) — P(x) ~ 2% — 1)

(4.26)

oldugu aciktir. (4.26) ve s(x)’ in (N,p, m) toplanabilmesi aracihigiyla her 1 > 1
i¢in

: PUAX) 1w 5™
I p g —pe | 40~ o @] =0

elde edilir. (4.25)’ in her iki tarafinin limit supremumu alinarak

P(Ax
lim Sup|0(m Vix) - (m)(x)| < lim sup <C log ( )> = C.log A%
xX—00 X—00 P(x)

olur. Son esitsizlikte A — 1% alinarak

lim sup|a(m Dx) — (m) (x)l <0 (4.27)

X—>00

olduguna ulasilir.

Benzer bir yolla Lemma 3.4.1 (ii)’ den, 0 < A < 1 igin

Y= m P(Ax) - Y
a" P (x) — o™ ()| < m| o™ (x) — o )(ﬂx)l
(m-1) (m 1)
=P f o0 - o V0| p(orat
—ﬂ (m) (m)
_P(x)—P()lx)l (o) - (Ax)|

f—a(m V() dz|p(t)dt

elde edilir. vzgm_l) (x) fonksiyonu sinirh oldugu igin,

P(Ax)

(m D (m)
0= = PP

| o™ (x) — o™ (Ax)|

| {p@
+P(x)—P(Ax)A,£ !p(z)dz

p(t)dt

P(Ax)

== | )~ )|
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S (O I
P(x) — P(x) P8 s
P(Ax) (m) (m)
< m |O'p (X) - O'p (lx)|
P(x)
+C logP(/lx) (4.28)

olur. P fonksiyonu « indisine gore diizenli degisimli oldugu i¢in, her 0 < 1< 1

icin yeterince biiylik x i¢in

2@ P(Ax) 319
< <
2(1—29) =~ P(x) — P(Ax) — 2(1 — A%)

(4.29)

oldugu aciktir. (4.29) ve s(x)’ in (N,p,m) toplanabilmesi araciligiyla, her
0 <A< 1igin

P(Ax)

: m). .\ _ (m) r
i ey — P | @ o ()] =0

elde edilir. (4.28)’ in her iki tarafinin limit supremumu alinarak

_ P(x)
. (m-1) __(m) . _ a
11r;1_)s;1p|ap (x) — oy (x)| < hr;x_)sng log PO - C.logA
olur. Son esitsizlikte A — 1~ alinarak
lim suplalgm_l)(x) — a,Sm) (x)| <0 (4.30)

X—00

olduguna ulagilir. (4.27) veya (4.30)’ dan, s(x)’ in L’ ye (N,p,m—1)

toplanabilir oldugu sonucuna ulagilir.

Teorem 4.2.4° iin Ispati s(x) fonksiyonun L’ ye (N,p,m) toplanabilir ve

az(,m_l)(x) fonksiyonunun da yavas salimimli oldugunu kabul edelim.

Lemma 3.4.1 (i) araciligiyla 1 > 1 igin

m-—1 m P(Ax) m m
JIS )(x) —ng )(x) =m|q§ )()lx)—azg )(x)|

Ax
! 1 m—1
+mj |Uz§m_ ' - o )(x)|p(t)dt
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P(Ax) m m
< m|0’é )(Ax) - ng )(x)|

(m-1)

Ax
el ECR A (R Rl L

P(1x) (m) (m)
< m |O'p (/UC) — Op (x)|
+ max (los™ @) = o" P @)|) (4.31)

elde edilir. (4.31)” in her iki tarafinin limit supremumu alinarak

_ P(Ax
lim sup a,Sm Dx) — a,g’”) (x)l < lim sup (Ax)

_ T\ ) __(m)
S B —pe | 0o )

+lim sup max |az§m_1)(t) - azgm_l)(x)|(4.32)
x—o00 XStsAx

oldugu elde edilir. (4.5) araciligiyla,

o PGX) L PG)
slmsup oo —peo - UM 6y

- Dl<w

olur. s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p,m) toplanabilir oldugu igin, (4.33)° de sag

taraftaki ilk terim yok olur. Bundan dolayi,

. (m-1) (m) . (m-1) (m-1)
111’;1_)5;)1}9|0'p (x) — o, (x)| < llIJICl_)SOZ)J,p max |y, () — oy (x)

olur. 2 - 1*iken (4.32)’ nin limitini alarak

lim sup|azgm_1) (x) — azﬁ’”) (x)| <0 (4.33)

X—00

olduguna ulagilir.
Benzer bir yolla, Lemma 3.4.1 (ii) araciligiyla, 0 < A < 1 igin

P(Ax)

(m-1) (m) _
% =% 0| =5y "m0

|a,§m) x) — o™ (Ax)|

1 [ 1 m—1
TP - PO [l 60 = o8P0 |porae
Ax
P(Ax)

B pan|% @)
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p(t) max

x
1
— (m-1) __(m-1)
* P(x) — P(1x) Af Axsts<x g (x) Op (t)|dt
x

p

P(Ax) (m) m)
< -~ "7 _
< ) = PO oy, (x) — 0, (lx)|
(m-1) _ ,m-1)
+ _max |o, (x) — o, (t)| (4.34)

elde edilir. (4.34)’ iin her iki tarafinin limit supremumu alinarak

_ P(Ax
lim sup|a,§m Vix) — g™ (x)| < lim sup (2x)

_ o\ m) __(m)
m s ) m s P(x)—P(Ax)|Gp (x) — oy (Ax)|

+lim sup max
xooo Axstsx

p

o™V (x) — a,gm‘l)(t)| (4.35)

oldugu elde edilir. (4.5) araciligiyla,

0 < lim M_(l- Y <o
R T e T o T Rl To T R

olur. s(x) fonksiyonu L’ ye (N,p,m) toplanabilir oldugu igin, (4.35)’ de sag
taraftaki ilk terim yok olur. Bundan dolayz,

lim SUP|0;§m_1)(X) - ngm) (x)| < limsup max |o™ P (x) — azgm_l)(t)
Axstsx

p
X—00 X—00

olur. A = 17 iken (4.35)’ in limitini alarak

lim sup|azgm_1)(x) — a,E’") (x)| <0 (4.36)

X —00

olduguna ulasilir. (4.33) veya (4.36)° dan, s(x)’ in (L)’ ye (N,p,m—1)

toplanabilir oldugu sonucuna ulagilir.
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