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Bu tezde kesirli (fraksiyonel) mertebeli Diferansiyel-Cebirsel denklemlerin niimerik
¢oziimleri incelenmistir. Oncelikle kesirli mertebeden farkli tiirev tanimlar1 ortaya
konmus ve bu tiirevlerin bazi 6nemli 6zellikleri verilmistir. Daha sonra genel olarak
dalgacik (wavelet) fonksiyonlarindan bahsedilerek Haar Dalgacik fonksiyonlart goz
Ontine alinmigtir. Buna bagli olarak Haar dalgacik fonksiyonlari yardimiyla
fonksiyonlarin ve farkli mertebeden tiirevlerinin seri agilimlart birbiri cinsinden
gosterilmistir. Son olarak segilen ii¢ diferansiyel-cebirsel denklem iizerinde bu seri
acilimlar kullanilarak niimerik ¢oziimler elde edilmis ve bu niimerik ¢6ziimler ¢izelge ve

grafikler yardimiyla yorumlanmaistir.
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1. GIRIS

1695’te G. W. Leibnitz tarafindan L’Hospital’e tiirev operatdriiniin kesirli mertebeden
olmasmin anlamimin soruldugu mektupla matematik literatiiriine giren kesir mertebeli
tirevlenme (Ross 1977) ve beraberinde kesirli mertebeli diferensiyel denklemler,
giintimiizde pek ¢ok alanda kendini gostermektedir. Leibnitz'in tiirevin mertebesi iizerine
ortaya attig1 bu soru 300 yildan daha fazla siiredir Liouville, Riemann, Weyl, Fourier,
Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald ve Letnikov gibi iinlii bir¢ok
matematik¢inin de tizerinde ¢alistigi bir konu olmustur. Kesirli mertebeli diferansiyel
denklemler {izerinden kesir mertebeli modellemeler iletim hatlar1 teorisi, sivilarin
kimyasal analizi, 1s1 transferi, difiizyon, Schrédinger denklemi, malzeme bilimi,
akiskanlar mekanigi, kuantum mekanigi ve fraktal siiregler gibi bir¢ok uygulama alaninda
kendisine yer edinerek yeni bir ¢igir agmustir (Blair 1947; Anastasio 1994; Podlubny
1999; Bayin 2004). Kesirli mertebeli tiirev ve kesirli mertebeden integral tanimlarinin
cogu, 20. yiizyil bitmeden ortaya konulmustur. Fakat temel bilimler ve miihendislik
uygulamalarinin heyecan verici gelismelerinde direkt olarak kullanilmas: ancak

gectigimiz yiiz yil icerisinde gerceklesebilmistir.

Genel olarak ¢esitli miithendislik bilimleri ve doga bilimleri gibi uygulamali bilim
dallarinda ortaya ¢ikan matematiksel modellemelerde karsilasilan problemler, adi
diferansiyel denklem, kismi diferansiyel denklem ve diferansiyel-cebirsel denklem
icermektedir. Ozellikle elektrik devre tasarimi, matematiksel modelleme teorisi,
bilgisayar destekli tasarim (CAD/CAM), mekanik sistemlerin simiilasyonu, gii¢
sistemleri, kimyasal islemlerin simiilasyonu ve optimal kontrol gibi problemlerin
matematiksel modellemelerinde daha c¢ok diferansiyel-cebirsel denklemler ortaya
cikmaktadir. Uygulamali bilim dallarinda karsilasilan problemlerin matematiksel
modellemelerinde lineer problemlerden ziyade lineer olmayan problemlerin ortaya
cikmasi, problemlerin ¢6ziimlerinin analitik bicimde elde edilmesini daha
zorlastirmaktadir. Bu ise diferansiyel-cebirsel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin veya
niimerik ¢6ziimlerinin bulunmasi gerekliligini ortaya ¢ikarmistir. Bu ihtiya¢ niimerik

¢Oziim yoOntemlerinin gelistirilmesini zorunlu kilmistir. Niimerik yontemler teorinin



pratige uygulanabilirligi bakimindan O6nemli rol oynamaktadir. Bilgisayar
teknolojisindeki gelismeler uygulamali bilim dallarinda ortaya ¢ikan karmasik
problemlerin niimerik yontemlerle daha hizli ¢oziilmesine imkan vermektedir. Gliniimiize
kadar basit bir algoritmayla ¢ok daha hizli sonuglanan, lineer ve lineer olmayan
problemlerin ¢6ziimiinde kullanilabilen birbirinden farkli bir¢ok niimerik metot ortaya
konmustur. Bu teze konu olan diferansiyel-cebirsel denklemler ve kesirli diferansiyel-
cebirsel denklemlerin ¢Oziimleri {izerine de birgok farkli yontem gelistirilmis ve

denenmistir. Bu yontemlerden bazilar1 hakkinda asagida bilgi sunulmustur.

Diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in ilk metot Gear (1971)
tarafindan tanitilmigtir. Gear, siiresiz network analizi ve siirekli sistem simiilasyonunda
ortaya ¢ikan diferansiyel-cebirsel denklemleri inceleyerek siiflandirmis ve ¢6ziimlerini

incelemistir.

Petzold (1982), diferansiyel-cebirsel denklemlerin adi diferansiyel denklemlerden farkli

oldugunu ortaya koyan bir makale yaymlamstir.

Gear and Petzold (1984), adi diferansiyel denklemler igin gelistirilmis niimerik
yontemlere gore diferansiyel-cebirsel denklemlerin c¢oziilebilirliklerini incelemis,

siniflandirmis ve ¢oziilememe durumlarini ortaya koymuslardir.

Brenan et al. (1989), elektrik akiminin simiilasyonu, kimyasal reaksiyonlar gibi

matematiksel modellemelerde ortaya ¢ikan

M@)y' =f(t,y), t€]la,b]

seklindeki diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢oziimiiyle ilgilenmislerdir



Hairer et al. (1989), Runge-Kutta metodunu kullanarak diferansiyel-cebirsel
denklemlerin niimerik ¢oziimleriyle ilgili ¢alisma yapmis ve bu tip denklemlerin

¢Oziimiinde baslangic ve sinir deger igeren problemleri kullanmislardir.

Ascher and Spiter (1994), siralama (collocation) metodunu kullanarak siir degerleri

verilmis diferansiyel-cebirsel denklemleri ¢6zmiislerdir.

Miiller (2000), diferansiyel-cebirsel denklemlerle modellenmis bir dinamik sistemin

avantajlar1 (pros) ve dezavantajlari (cons) ile ilgili bir calisma yapmustir.

Diferansiyel-cebirsel denklemlerin Chebyshev serileri yardimiyla ve Pade serisi
yaklasimiyla niimerik ¢oziimii iizerinde kapsamli ¢aligmalar yapilmistir (Celik and

Bayram 2003a; 2003b; 2004; Celik and Yeloglu 2006; Yigider and Celik 2013).

Ayaz (2004), diferansiyel doniisim yoOntemini kullanarak, diferansiyel-cebirsel

denklemler i¢in yeni bir niimerik yaklasim ortaya koymustur.

Giizel and Bayram (2006), Pade serileri yaklasimin1 yiiksek indeksli diferansiyel-cebirsel

denklemlere uygulamislardir.

Ibis (2011), kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel denklemler i¢in Varyasyonel
Iterasyon Metodu (VIM), Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM), Homotopi Analiz
Metodu (HAM), Adomian Ayrisim Metodu (ADM) ve Diferansiyel Doniisiim Metodu
(DDM) gibi yaklasik ¢oziim yontemlerinin etkinligi ile ilgili karsilagtirmali bir doktora

tezi hazirlamistir.

Bu bilgilerin yaninda bu tezde kullanilan Haar dalgacik fonksiyonlari ilk olarak 1909
yilinda matematik¢i Alfred Haar tarafindan kendi doktora tezinin eklerinde bir fonksiyon
ailesi olarak tanimlanmistir. O donemde pek ilgi gormeyen bu fonksiyonlar, 1984 yilinda

jeofizik¢i Jean Morlet’in bu fonksiyonlar ilk kez “wavelet” konsepti altinda yeniden



tanimlayip cografi bilgi sistemlerinin analizinde kullanmasiyla tekrar giindeme gelmistir.
1985 yilinda Yves Meyer kendi ismiyle, Haar dalgaciklarindan sonra ikinci ortogonal
dalgacik fonksiyonlar1 olan Meyer dalgaciklarini tanitmistir. Dalgacik fonksiyonlar ile
yapilan doniisiimlerle (transformation) veri veya sinyal isleme teknigi Ozellikle
miithendislik alanlarinda popiiler olmaya baglayinca 1987 yilinda Paris’te pek ¢ok bilim
insaninin katildigi uluslararasi bir konferans diizenlenmistir. Giiniimiizde dalgacik analizi

(wavelet analysis) artik basli basina bir arastirma sahasi haline gelmistir.

Bu tezde bir ilk olarak kesirli mertebeli diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik
¢ozlimlerinin aragtirllmasinda Haar dalgacik fonksiyonlari kullanilmistir. Olusturulan

niimerik metot ti¢ test problemi tizerinde denenmis ve sonuglar paylasilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde sik kullanilan bazi temel tanimlar verilmistir.

Tamm 2.1: Bir bagimsiz degisken ile bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini ihtiva eden denkleme diferansiyel denklem denir ve

genel olarak

feyy,y" ..., y™) =0 (2.2)

seklinde kapali form ile gosterilir. Burada y™, y nin x e gore n inci tiirevidir. (2.1)

denklemi y™ ye gére ¢oziilebilirse

y® =g xyy,y",. ..,y ) (2.2)

acik formu ile ifade edilir.

Tamm 2.2: x bir reel degisken olmak {izere

P (Y™ + Dy )YV + 4 p ()Y + po(X)y = 1(x)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir.

Tanmim 2.3: m. dereceden bir

f(x) =apx™+ a;x™ .. tap,_1x + ap,



polinomunu g6z 6niine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen
f(x) = apx™+ a;x™ 4., +ap_1x+ay, =0

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f(x) =0
denkleminin derecesi denir. f(x) polinomunda f(x;) = 0 denklemini saglayan x; ye

denklemin kokii denir.
Tamim 2.4: ¢;, b € R ve x; ler de degiskenler olmak tizere
C1X1 + Cx+...+cpxy, = b
seklindeki bir ifadeye lineer cebirsel denklem denir.
a;j, b; € R olmak tizere
ag1x1 + aqpx+. .. +apx, = by
:a21x1 + ayx,+...+ayx, = by

aAm1X1 + am2x2+. .. +amnxn = bm

sistemine lineer cebirsel denklem sistemi adi verilir. Burada A = [a;;] ~ matrisine

sistemin katsayilar matrisi ve

bl xl

x

B = f)z ile x=|.2
by, Xn

matrislerine sirasi ile sistemin ikinci yani ve bilinmeyenler matrisi denir.



a1 Qg Ain by

a a a b
[A B] — 21 22 2n 2

Am1 Amz2  ° Omn : bm

matrisine sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Yukaridaki lincer denklem sisteminin matris gosterimi Ax = B seklindedir. Bir lineer
denklem sisteminde sistemin genisletilmis katsayilar matrisi lizerinde yapilan elementer

satir ve siitun islemleri Sistemin ¢6ziimiini degistirmez. Yani

e Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,
e Herhangi iki denklemin her iki yani sifirdan farkli bir skalerle carpilirsa,
e Herhangi iki denklemin her iki yani, herhangi bir skalerle ¢carpildiktan sonra baska bir

denklemle taraf tarafa toplanirsa sistemin ¢éziimleri ayni kalir.

Bir lineer denklem sisteminde [A: B] genisletilmis katsayilar matrisini indirgenmis eselon
forma getirerek ¢6ziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢ozmeye Gauss-Jordan yok
etme metodu ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢ézmeye de

Gauss-Jordan indirgeme metodu ad1 verilir.

Tamim 2.5: A, n X n tipinde bir matris olsun. Eger |A| # 0 ise A matrisine (tersi mevcut
ise) non-singiiler (regiiler) matris, |A| = 0 ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singiiler

(regiiler olmayan) matris denir.

Tamim 2.6: A, n X n tipinde bir regiiler matris (|A| # 0) ise Ax = B lineer denklem

sisteminin tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim

x=A"'B

esitliginden elde edilir.



Tanim 2.7: Bir bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha ¢ok bagimsiz
degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini ihtiva eden
bir bagintiya kismi diferansiyel denklem denir. Buna gbére u bagimh xq,x5,...,x,

bagimsiz degiskenler olmak tizere
F(xl,xz,...,xn,u, uxl,uXZ,...,uxn,uxlxlm) =0 (2.3)

bagintisi, bir bagimli degisken ve n —bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemdir.

Ornegin

XUy — YUy = XYU

2
Uyyy — UUy, +U° =

birer kismi diferansiyel denklemdir.

OF
Tanmm 2.8: F: R X R" X R" - R", u(x):R - R",xeR ve 7 Jakobiyen matrisi

singiiler matris olmak tizere, bir diferansiyel-cebirsel denklem

F(x,u(x),u(x)) =0 (2.4)
ve
Fy (2, u(x), 1 (x))
Fxu(), i) = Fz("'”(i‘)'““‘))\ (2.5)
By (o u(x), () /

seklinde tanimlanir.

(2.4) denklemine genel non-lineer kapali diferansiyel-cebirsel denklem denir.

Diferansiyel-cebirsel denklem yar1 agik formda



u=F(x,uy) (2.6)
0=0G(x,u,y) (2.7)

seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse y degiskeninin tiirevi yukarida bulunmamaktadir iste
boyle bir y degiskeni cebirsel degisken, u degiskeni ise diferansiyel degisken olarak

adlandirilir. (2.7) denklemine ise cebirsel denklem denir.

Teorem 2.1. (Diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢oziilebilirligi) I, R de bir agik alt
aralik Q, R?™*1 de baglantili bir alt kiime ve F: Q - R™ fonksiyonu diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢(t,c):1 - Q (L c R") fonksiyonu icin

i. Her c € Q icin ¢ (¢, c), I araliklarinda tanimlidir.

i. (t,c) € IxQ (t, ¢(t,c), ¢'(t,c)) € Qdr.

iii. Eger Y(t) , (t, Y(t), Y'(t)) € Q olacak sekilde herhangi bir ¢oziim ise bazi c € Q

icin W(t) = ¢(t,c) dir.

Sartlarin1 saglayan r — boyutlu bir ¢(t,c) ¢oziim ailesi varsa F(t,y,y') =0
diferansiyel-cebirsel denklemi I (I c Q) alt araliklarinda ¢6ziilebilirdir (Brenan et al.
1989).

Bu teoremde (¢, ¢) nin bir fonksiyonu olan ¢ nin grafigi (r + 1) boyutlu bir manifolddur.
Teoremden de anlasildig: tizere bir diferansiyel-cebirsel denklem igin lokal olarak r —
boyutlu bir ¢oziim ailesi s6z konusudur. Herhangi bir t, € [ baslangi¢ deger formu
¢ (to, c) seklinde r — boyutlu bir manifolddur ve r, t, dan bagimsizdir. Céziimler bu

manifoldda baslangi¢ degerinin siirekli bir fonksiyonudur veya bir sabite esdegerdir.
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Ornek 2.1:

up(x) +u(x) —uy,(x) = —cosx
Uy (x) + uy(x) = e *+sinx

seklindeki denklem sistemi bir diferansiyel-cebirsel denklemdir.

Tamim 2.9: x bir reel degisken ve c bir sabit olmak tizere

(o]

Z a,(x—c)"=ayg+a;(x—c)+ay(x— c)2+ ...... t+a,(x—c)" + -

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir.

Tamim 2.10: Eger f(x) fonksiyonunun x = ¢ de her mertebeden tiirevi varsa

_ : £ 2 ¢ n
f(x)—f(c)+f(c)(x—c)+T(x—c)+ ....... + — (x—=c)"+ -

serisine f(x) fonksiyonunun x = c¢’deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0 alinirsa bu seriye

f (x) fonksiyonunun MacLaurin serisi ad1 verilir.

Tamm 2.11: Leopold Kronecker tarafindan tanimlanan asagidaki fonksiyona Kronecker-

Delta fonksiyonu denir.

1, i#j
51’1':{(), i=i

Tamm 2.12: (Gamma Fonksiyonu) z € C, ve z # 0,—1, -2, -3, ... olmak iizere
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I'(z) =f s? le~Sds
0

seklindeki Euler integrali ile tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir ve I" ile

gosterilir.

Gamma fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirev ve integralin dogusunda 6nemli bir rolii
vardir. Basit bir bigimde ifade edilirse pozitif tamsayilar i¢in kullanilan faktériyel
isleminin tiim reel sayilara genellestirilmesidir. Gamma fonksiyonunun sik kullanilan

ozelliklerinden birkag tanesi asagida verilmistir.

i.r(1) =1
ii. z € NT olmak iizere T'(z) = (z — 1)!

iii. z € NT olmak iizere I'(z + 1) = z['(2)
dir.
Sekil 2.1° de sifir noktas1 civarinda gama fonksiyonunun davranisi gosterilmektedir.

Gamma fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasina karsin, negatif tamsay1

degerlerinde sonsuza yakinsamaktadir (Arfken and Weber 1995).

i

Sekil 2.1. Gamma fonksiyonuna ait degisim grafigi
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Tanim 2.13: (Beta Fonksiyonu) m,n € C, Re(m) > 0, Re(n) > 0 olmak iizere

1
B(m,n) = f x™ (1 —x)" ldx
0

seklinde tanimlanir.

Beta Fonksiyonu Gamma fonksiyonu gibi bir Euler integralidir ve B(m, n) ile gosterilir.

Gamma fonksiyonunu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligski asagidaki esitlik ile verilir.

I'(m) . T'(n)

B(m,n) = I'(m+n)

= B(n,m)

Bu esitlik gamma fonksiyonunun bir¢ok degerini hesaplamak yerine dogrudan Beta
fonksiyonunun degerlerinden faydalanilabilecegini gostermektedir (Arfken and Weber
1995).

Tanim 2.13: (Konvoliisyon) f (t) ve g(t) fonksiyonlari [0, ) araliginda pargali siirekli

olmak tlizere

FO) gD = (F* (@) = f £t - Dg(D)dr
0

seklindeki integrale f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin konvoliisyonu yada konvoliisyon

carpimi denir.

Konvoliisyon ¢arpimi Gamma ve Beta fonksiyonlar1 gibi kesirli mertebeli analizde

onemli rol oynamaktadir. Konvoliisyon ¢arpimina ait baz1 6zellikler asagida verilmistir.

i f(®)xg(t) =g(0) * f()
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ii. ce Rolmak tizere c (f x g) = (cf) *g = f * (cg)

i f+(@+h) =g+ *h)

iv.fx(g*xh)=(f*xg)*h

V.k@) = f(©) xg(t) ise k(t—1) = ft—D)xg®) =f(O) xg(t —7)

dir.

2.1. Kesirli Tiirevler ve Kesirli Integraller

Kesirli mertebeden tlirevlerin birbirinden farkli ve birbiriyle goriiniirde uyusmayan
bir¢ok tanimi literatiirde mevcuttur. Bunlar Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov,
Caputo, Hadamard, Riezs, Weyl, Abel tanimlaridir. Fakat literatiir incelediginde, bu
tanimlarin aslinda Riemann-Liouville tiirev taniminin genellestirilmis sekli, varyantlar
yada belirli sartlar altinda Riemann-Liouville tiirev tanimi ile baglantili oldugu goriliir.
Bu tanimlar arasindaki temel fark ele alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve secilen

yardimci parametrelerdir (Li 2003).

Calismamizda baslangi¢ kosullarini igeren kesirli diferansiyel-cebirsel denklemlerin
niimerik ¢6ziimi esas alindigindan, bu tip problemler i¢in her ikisi de kullanilabilir

durumda olan Riemann-Liouville ve Caputo tiirev tanimlarini birlikte verilmistir.

2.1.1. Bazi elementer fonksiyonlarin Kkesirli mertebeden tiirevi ve grafikleri

Kesirli tiirev tanimlar1 ve Ozelliklerine ge¢cmeden Once bazi elementer (temel)
fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirevlerinin gamma fonksiyonu araciligiyla

hesaplanabilecegini gosterelim.
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f(x) = x* fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun birinci tiirevi bilindigi gibi

FG) = ) = hk

seklindedir. Bu sekilde ard arda tiirevler alinarak

a* k!

- - yk-a
dx“x (k—a)!x

a-mertebeli tiirevin genel formu elde edilir. Bu genel formda karsimiza ¢ikan faktoriyel

degerleri yerine yukarida tanimmi verdigimiz Gamma fonksiyonunun o&zellikleri

kullanilarak elde edilen esitlikler yazilirsa

d* . T(k+1)

— k—a
dx ™ I‘(k—a+1)x

formu elde edilir ve bu form bize Gamma fonksiyonunun 6zellikleri ile « mertebesini reel

say1 se¢ebilme imkani tanir.

.. . 1 . .
Ornegin f(x) = x fonksiyonunun bu manada a = 5 olmak {izere yan tirevi; Gamma

fonksiyonunun degerlerinin yerlerine yazilmasiyla

1 1
2 1 [ | 2
dlxkz r(1J{1) -k 1.3 N
ai T(1-7+1) rp) T

dir. Bulunan bu ifadenin tekrar yari tiirevi alinirsa
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1

dz 11 1 F(1+% 11 _1F(%) 2/mx®
—2m 2x2 =21 Zﬁxz 2 =21 2F1x0: =
dx2 [‘(2_7+1) (1 2/m0!

bulunur. Zaten bu deger, beklenen deger olan f(x) = x fonksiyonunun 1.mertebeden

turevidir. Yani

1 1
dz dz d "
11| X=X =
dx2 dx2 dx

Kesirli tiirevin bu 6zelligi aslinda reel sayilarla bile kisitl kalinamayacaginin da bir

isaretidir. Mesela i? = —1 olmak iizere (1 + i). mertebeden tiirevin ardindan (1 — i).
mertebeden tiirev aldigimizi diisiiniirsek toplamda 2. tiirevi elde ederiz. O halde kompleks
say1 mertebeli tiirevlenmenin de var oldugu asikardir. Biz bu tezde heniiz literatiirde ¢ok

yeni olan kompleks say1 mertebeli tiirevlenmeye girmeyecegiz.

Kiigiik bir cebirsel diizenlemeyle yukarida elde ettigimiz bu kesirli tlirevi, asagida
verecegimiz kesirli tiirev tanimlarindan herhangi birisiyle, mesela Riemann-Liouville

kesirli tlirev tanimi ile ayn1 sonucu bulabiliriz.

Asagida bazi elementer fonksiyonlarin kesirli mertebelerden tiirevleri gosterilmis ve 6zel
olarak g = + % veq ==+ % .mertebelerden tlirevlerinin egrileri ¢izilen grafiklerde topluca

gosterilmistir.
Ornek 2.2: f(x) = 1 olsun. O halde bu fonksiyonun kesirli tiirevi

a1 x71
dx4 T(1-gq)

seklinde yazilir. Bazi kesirli mertebeler i¢in bu tiirevlerin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 2.2. f(x) = 1 i¢in baz1 kesirli mertebelerden tiirev grafigi

Ornek 2.3: f(x) = x olsun. Bu durumda birim fonksiyonun kesirli tiirevi

dix x4
dxi  T(2-—q)

bi¢ciminde olup bu fonksiyon i¢in yine farkli kesirli mertebelerden tlirevin grafikleri

asagidaki gibidir.

q =

=
[

Sekil 2.3. f(x) = x igin baz1 kesirli mertebelerden tiirev grafigi
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Ornek 2.4: f(x) = e*olsun. O halde bu fonksiyonun kesirli tiirevi ve grafikleri asagidaki

gibi olur.

dle* xk=a
dxd _kz:(;f‘(k—q+1)

Sekil 2.4. f(x) = e* icin baz1 kesirli mertebelerden tiirev grafigi

Ornek 2.5: f(x) = sinx igin kesirli mertebeli tiirev,

d?sin(x) sin ( qn)

dx Xt

seklindedir. Grafikleri ise asagidaki gibidir.
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Sekil 2.5. f(x) = sinx i¢in baz1 kesirli mertebelerden tiirev grafigi

Ornek 2.6: f(x) = cosx icin kesirli mertebeli tiirev

—dqcos(x) = CoS (x + %)

dxq

seklinde olup grafikleri agagidaki gibidir.

Sekil 2.6. f(x) = cosx igin baz1 kesirli mertebelerden tiirev grafigi
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2.1.2. Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ve Kesirli integralleri

Bazi kaynaklarda, Riemann-Liouville integral ve tiirev tanimlar1 ve teoremleri detayl bir

sekilde verilmistir (Oldham et al. 1974; Ross and Miller 1993; Kilbas et al. 2006;

Diethelm 2010). Biz burada sadece bu tezde kullanilan tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanmm 2.1.2.1. x > 0ve f(x) reel degerli fonksiyonu igin f;(x) € C[0, ) olmak iizere
f(x) = xPfi(x) olacak sekilde bir p >u , (u € R) reel sayist varsa, f(x) reel
fonksiyonuna €, uzaymdadir denir. Eger (n € N) ve f" € C, ise, bu takdirde f (x) reel

fonksiyonuna C;} uzaymndadir denir. (Odibat and Shawagfeh 2007).

Tamm 2.1.2.2 aeR* olsun. a < x < b igin f € L,[a, b] fonksiyonunun a mertebeli

Riemann-Liouville kesirli integrali J* asagidaki gibi tanimlanir.

a — 1 * a—1 d
af(x)—mfa(x—t) f(Odt

a = 0 i¢in
Jaf)(x) = f(x)

dir. feC,, a,>0, a=0 ve y>—1 olmak iizere, Riemann-Liouville integral

operatoriiniin baz1 6zellikleri agagidaki gibidir.

) (J&1eF) 00 = (57 )@
i) (Ja2 £ ) = (7812 f) @)

F(Y+1) a+
i) J%x¥ = ———x*Y
) ]a T(a+y+1)
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Bir f(x) fonksiyonunun a- mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi, Riemann-

Liouville kesirli integral operatorii yardimiyla tanimlanur.

Tamm 2.1.2.3: a € R*, m — 1 < a < m olmak lizere f fonksiyonunun a mertebeli

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

dm
I'(m—a)dx™

(DEf)(x) = D™Jg~*f ()] = l J (x =™ T (Ddt

seklinde tanimlanir (Podlubny 1999).
2.1.3. Caputo kesirli tiirevleri

Caputo tlirev taniminin 6zellikleri detayli bir sekilde ilk olarak M. Caputo tarafindan ve
daha sonra bazi kaynaklarda verilmistir (Caputo 1967; Kilbas et al. 2006). Bu nedenle bu

tezde sadece temel ozellikler verilecektir.

Tamm 2131 m—-1<a<m, meZt, x>0, feC™ olmak iizere, f(x)

fonksiyonunun a. mertebeden (a > 0) Caputo tiirev operatori

1 X
(D f)(x) = g™ D™ f)(x) = mf (x — M e M ()t

bi¢giminde tanimlanir.

Ayrica —1<a<m, meZ", x>0,f €Cl a=-—1 olmak olmak iizere, Caputo

tirev tanimina ait,

) (DaJa f)(x) = f(x) (2.17)

i) UEDE)@) = £ () - T fH @) 2, a2 0 (2.18)
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ozellikleri mevcuttur.

Tamim 2.1.3.2: m — 1 < a < m olmak {izere, . mertebeden (a¢ > 0) Caputo zaman-

kesirli tlirev operatorti,

! ft(t—r)m‘“‘lau—(x’ﬂdr; m—-1<a<m

_ 0%uxt) _ )Jr(m-a)-0 atm
Déxu(x' t) T oate T ) aMu(xb)
at—m 5 a=mEeEN

bigiminde tanimlanir (Podlubny 1999).

Teorem 2.1.3.3. (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) 0 < @ < 1 igin f(x) €
Cla,b] ve DZf(x) € C[a,b] olsun. Bu durumda

1

fG) = fla) + m(Dc‘ff)(f)- (x —a)*

olur. Burada Vx € (a,b] i¢in a < & < xve DJ, a —mertebeli Caputo kesirli tirevidir
(Podlubny 1999).

2.1.4. Kesirli tiirevlerin baz temel ozellikleri

I. Lineerlik: Kesirli mertebeli tiirevler de tamsay1 mertebeli tiirevlere benzer bir

lineerlik 6zelligine sahiptir. Yani

DP(Af()) + uDPg(t) = ADPf(t) + uDPg(t)

yazilabilir ki bu 6zellik Riemann-Liouville tanimindan kolayca dogrulanabilir (Ross and
Miller 1993; Podlubny 1999).
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ii. Leibnitz Carpim kurah

Eger f(t) ve @(t) fonksiyonlari ve bunlarm tiirevleri [a,t] araliginda siirekli olmak

uzere

D ef®) =Y (1) e®® DI f®
k=0

esitligi Leibnitz kurali olarak adlandirilir. Leibnitz kurali 6zellikle kesirli tiirevi bilinen
bir fonksiyon ile bir polinomun ¢arpiminin kesirli tiirevini hesaplamada ¢ok kullanighidir

(Ross and Miller 1993; Podlubny 1999).
2.2. Kesirli Mertebeli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde kesirli diferansiyel denklemlere ait bazi temel tanimlar verilecektir. Daha

detayli bilgi Podlubny tarafindan verilmistir (Podlubny 1999).

Tanmm 2.2.1: Bir veya daha fazla bagimsiz degiskenin kesirli tiirevlerini igeren
denklemlere kesirli diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler

kesirli mertebelerden tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Benghorbal 2004).

Ornek 2.2.1:

ngy(x) — Déy(x) — y(x) = sin(x) (2.24)

bi¢iminde verilen (2.24) denklemi bir kesirli diferansiyel denklemdir. Kesirli diferansiyel

denklemler asagidaki gibi siniflandirilabilir:
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1) Kesirli adi diferansiyel denklemler,

Bu denklemlere 6rnek olarak

D3y (x) + 5y2(x) = 3
D%y(x) + D%x(x) =x

D%y(x) + D%y(x) —2y(x) =0
gosterilebilir.
ii) Kesirli kismi diferansiyel denklemler,
Bu denklemlere 6rnek olarak

3 9%u(x,t)
D}u(x,t) = y? oz

gosterilebilir.

iii) Lineer kesirli diferansiyel denklemler

Bir kesirli diferansiyel denklem eger;

a, (x)Dy(x) + an_1(x) D=1y (x) + - + a; (x)D 1y (x) + ag(x)D*y(x) = f(x)
(2.29)

bi¢ciminde yazilabiliyorsa lineer kesirli diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Dikkat

edilirse, lineer kesirli diferansiyel denklemlerin iki 6zelligi gbze ¢arpmaktadir.
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1) Bagimhi degisken y ve y’nin kesirli tiirevleri birinci derecedendir. Yani, y bagiml

degiskenini igeren her terimin kuvveti 1’dir.
i1) Her terimin katsayisi yalniz x bagimsiz degiskenine baghdir.

Buna gore, lineer olmayan bir kesirli diferansiyel denklem non-lineer kesirli diferansiyel

denklem olarak adlandirilir. Yukaridaki tanimlardan hareketle;

xZD%y(x) +y(x) =e*
D*1y(x) + DTy (x) — y(x) = 0

denklemleri lineerdir. Fakat

D3y (x) = y2(x)

3 3
y(x)D2y(x) + D5y (x) = x*
denklemleri non-lineerdir.

Tamim 2.2.2: Kesirli diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine

kesirli diferansiyel denklemin mertebesi denir.

Ornegin,
7 3 2
y(x)D3y(x) + <D§y(x)> = (x+1)?

denklemi bir 7/3 .mertebeden non-lineer adi kesirli diferansiyel denklemdir.
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2.3. Kesirli Mertebeli Diferansiyel-Cebirsel Denklemler

Tanmm 2.3.1: i=123,..,(n—1), t =0, 0<a; <1, olmakla birlikte baslangi¢
kosullar1 i¢in de x;(0)=aqa; , i=1,273,..,n olmak tzere bir kesirli mertebeli

diferansiyel-cebirsel denklem

Diix;(6) = f(t, X1, X2, o, Xy X1, X2, e, Xy )

gt x1,%9,...,%,) =0

seklinde tanimlanir (Zurigat et al. 2010).

Bu tanima gore bir sonraki boliimde iizerinde ¢alisacagimiz denklemlere 6rnek olarak

asagidaki denklemleri verebiliriz.

Ornek 2.3.1: 0 < o < 1 olmak iizere

x(t) + y(t) = et + cos(t)
D% (t) + x(t) — y(t) = —sin(t)
x(0)=1
y(0) =0

Ornek 2.3.2: 0 < ay, a, < 1 olmak iizere

DUx(t) —x(t) +z(t) x(t) =1
D%z(t) —y() + x*(t) + z(t) = 0
y(®) —x*(@t) =0

x(0) =y(0) =2z(0) =0

Ikinci 6rnekten de goriilebildigi iizere kesirli diferansiyel-cebirsel denklemin icerisinde

farkli kesirli mertebelerden tiirevler de bulunabilmektedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde tezde kullanilacak olan metot hakkinda literatiir 6zetiyle beraber detayli bilgi

verilmistir.

3.1. Dalgacik (Wavelet) Doniisiimleri

Herhangi bir fiziksel sistemden elde edilen verilerin analizi i¢in birgok doniisiim metodu
tanimlanmistir. Bunlarin en ¢ok bilinenlerinden ve en eskilerinden biri olan Fourier
dontigiimii bir verinin bilinir bilesenleri hakkinda bilgi verirken herhangi bir zaman bilgisi
icermemektedir. Dolayisiyla Fourier doniisiim metodu ile veri islemede, herhangi bir
anda meydana gelen fiziksel olaylar1 gézlemlemek miimkiin degildir. Bu temel sorun

yiiziinden duragan olmayan veriler i¢in Fourier dontisiimleri uygun degildir.

Verileri fonksiyonlar araciligiyla islemek i¢in Dalgacik yaklagimimi Haar ilk olarak
1909°da kendi tezinde kullanmistir. Haar dalgacik fonksiyonunun en énemli 6zelligi siki
destege sahip olmasidir. Buna karsin Haar dalgacik fonksiyonunun tiirevlenmesi stirekli
degildir. 1930lu yillarda degisken Olgekli taban fonksiyonlar iizerine yapilan
caligmalarda, Littlewood and Paley (1937), olgegi degisirken enerjisini koruyan
fonksiyonlar elde etmislerdir. 1950-1960 yillarda Littlewood-Paley teorisi kismi

diferansiyel denklemler ve integral denklemlerine uygulanmustir.
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Sekil 3.1. Dalgacik analizinin uygulama alanlar1

Kesir mertebeli sistemler, mertebesi tamsayidan farkli herhangi bir reel sayr olan
sistemlerdir. Kesir mertebeli sistemler 19. yy da tanimlanmis olmasma ragmen
miihendislik alaninda uygulamalar1 1990’11 yillarda gerceklesebilmistir. Kesir mertebeli
sistemlerin etkileri elektronik, kontrol sistemleri, haberlesme gibi bir¢ok alanda
incelenmekte ve bu alanlarda uygulamalari gergeklestirilmektedir. Kesir mertebeli
sistemlerin ¢6ziimi igin farkli kesirli tlirev tanimlari vardir. Bunlardan en yaygin

kullanilanlar1 yukarida bahsedildigi tizere Riemann-Liouville ve Caputo tanimlaridir. Bu
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tanimlar gamma fonksiyonu, limit, tiirev ve integral islemi gibi bir dizi karmagik islem
gerektirmektedir. Bu islemlerin bilgisayar ortaminda islenmesi veya analiz edilmesi
zordur. Bu yontemlere alternatif olacak farkli ¢6ziim yontemleri de mevcuttur. Bunlar
Laplace doniisiimii yontemi, kesirli diferansiyel farklar yontemi, Kuvvet serisi yontemi
gibi yontemlerdir. Son yillarda ise bu yontemlere ek olarak dalgacik (wavelet) yontemi
kullanilmaktadir. Dalgacik yontemi sistem analizinde ve tirev veya integral
denklemlerinin sayisal ¢oOziimiinde oldukca yaygin kullanilan bir yontemdir. Bu
yontemde, tlirev veya integral ifadesi bir islem matrisi yardimiyla ¢oziiliir. Matris, tiirev
veya integral mertebesine gore dalgacik doniisiimiinde deger alir. Dalgacik doniistimii
yontemlerinden olan Haar doniisim yoOntemi en yaygin kullanilan doniisim

yontemlerinden biridir.

3.2. Haar Dalgacik Fonksiyonlari

Haar dalgacik fonksiyonlar farkli periyoda sahip kare dalgalardan olusur. Bu dalgacik

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tanim 3.1. (Haar Dalgacik Fonksiyonlar1)) j >0, 0 <k < 2/, n=2/+k, n,j, k€
Z,ve
ho(t) = 1, 0<t<i1

1, 0<t<05
hi(t) ={-1, 05<t<1
0, diger durumlarda

olmak {izere Haar dalgacik fonksiyonlari

ho(®) = hy (2t — k)

seklinde tanimlanir (Li and Zhao 2010).
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ho(t) ve hy(t) verilmis olmakla birlikte diger Haar dalgacik fonksiyonlari da tanim
araciligiyla diizenlenebilir. Bu tanima istinaden ilk birka¢ Haar dalgacik fonksiyonu ve

bu fonksiyonlarin integrallerinin grafikleri Sekil 3.2°de gosterilmistir.

1
ho) ! b —
__:—'—_'-'_'-'_'_'_'_'__

0 t 0 o t

1 ! 05, 1
hy 1,

Ak g 0 il 1 t

1

1

h2(:t:| o t 025+
ha [ ) L

] 025+

Ak —I o t

1

hdit) ;_| -

4l [ ] 0125~ t
h5(t) ; 't

Al [ ] 0.128; — ¢

1

h6i(t) ; [ '

L L] 0.125¢ 1 .

1r -
hre)y |

Al 0.125¢ ,__,-_M_i ¢

Sekil 3.2. Bazi Haar dalgacik fonksiyonlarma ait grafikler ve bu fonksiyonlarin
integrallerinin grafikleri

h,(t) [0,1) araligmin disinda tanimindan da goriilecegi lizere sifirdir. Grafikler
incelendiginde n arttikca Haar dalgaciklart siirekli lokalize olmaktadir. Bu nedenle

{h, ()}, L,([0,1)) uzayinda lokal baz formundadir.

Tamm 3.2. j>0,0<k <2/ ,n=2 +k, n,jk€Z olmak iizere herhangi bir

f(t) € L,(]0,1)) fonksiyonu Haar dalgacik fonksiyonlari cinsinden seri bigiminde

o0}

O = chi(®

i=0
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seklinde yazilir.

Bu yazilista, i = 0, 1, 2,3 ... olmak iizere c¢; Haar katsayilar

s
ci=2]f f(®Oh(t)dt
0

integrali ile tanimlanir.

Bu halde asagidaki integralin degeri ¢ok kiigiik kalacagindan ihmal edilebilir.

2

1 m—1
€= j [f(t) — z cihi(t)] dt, m=2/, je{0}JUN,
0 i=0
Haar dalgaciklarinin L, ([0, 1)) uzaymda ortogonal baz oldugundan

1 3
27 i=1
hth.tdtz{ : :
fo (Oh@de={27 =L

yazilabilir. Haar serisine acilim ifadesindeki katsayilar1 veren integralin degisken

degerinden dolay1 f(t) bir pargali sabit formundadir veya bir parcali sabite yaklasir

diyebiliriz. Niimerik yaklasik deger aradigimizdan dolay1 belli bir m terimden sonrasini

ihmal edebiliriz. Bu noktada m = 2/ olmak iizere Haar serisine acilis1 matris biciminde

yazabilmek maksadiyla katsayilar i¢in C,, ve Haar dalgacik fonksiyonlari igin

H,,(t) matrislerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

Cm 2 [Co, C1, ...,Cm_l]T

Hp () 2 [ho(®), Ry (8), ..., hpp—1 (D17



31

bu durumda bir 7 (t) kismi toplamiyla birlikte

m-—1

O~ ) cihi(®) = ChHn(®) = f©

i=0
yazabiliriz. Burada siralama noktasini (collocation point)

2i-1)
2m

i ,i:1,2,...,m

seklinde secersek m X m tipindeki Haar matrisini ®,,,,, Vi tesis edebiliriz. Dolayisiyla

Pn 2 [t (552) () = ()|

bi¢iminde yazilir. Ornek olarak m = 8 i¢in Haar matrisi

1 1 1 1 1 1 1 17
11 1 1 -1 -1 -1 -1

1 1 -1 -1 0 0 0 0
®o.=|0 0O 0 0 1 1 -1 -1
8711 -1 0 0 0 0O 0 O
0 0 1 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 -1 0 O

o o o 0 O o0 1 -1

seklindedir. Yine ayn1 sekilde,

o) 1) (5 -

dir. Burada Haar katsayilarini veren vektor ¢l dirvecl, = fm(I)_l mxm 1fadesinden elde

edilebilir (Li and Zhao 2010).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde Haar dalgacigi yontemiyle Kesirli mertebeli diferansiyel-cebirsel
denklemlerin niimerik ¢6ziilebilirliginin gosterilebilmesi i¢in baz1 denklem modelleri
tizerinde g¢alisilmistir. Denklem modellerine gegmeden Once ¢oziimde karsilastigimiz
temel problem olan Haar dalgacik fonksiyonlariin integrallenebilmesi i¢in operasyonel

matris formu teskil edilmistir.

Burada secilen denklemler 6rnek modeller olup literatiirde bilinir denklemlerdir. Elde
edilen sonuglar, kesirli tiirevin farkli mertebeleri i¢in yaklasik ¢oziimler ile analitik (tam)
¢Oziimlerin sayisal verileri tablolarda karsilastirilmis ve grafikleriyle beraber

sunulmustur.
4.1. Operasyonel Matrisin Teskili

Bir onceki boliimde tanimlanan H,,(t) fonksiyonlarinin integrasyonu Haar serisine

acilmakla tanimlanmistir. Bu integrasyon asagidaki formdadir (Gu and Jiang 1996).

t
f Hyn(D)dT ~ Prn Hon(0)
0

Burada sectigimiz P mxm tipinde Haar dalgacigi operasyonel matrisidir. Amacimiz
kesirli mertebe integrasyonun Haar dalgacigi operasyonel matrisini tiiretmektir. Bu
tiretmeyi yapmadan Once genel Riemann—Liouville kesirli mertebeli integrasyon

tanimini hatirlayalim. Bu tanim asagidaki gibidir.

I“ — 1 t1 a—1 d _ 1 a—1
( f)(t)‘@fo( 0Tt = st 1)
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Biz bu tanimda f (t) yi Haar fonksiyonlari cinsinden yazarsak, Riemann-Liouville kesirli
mertebeli integrasyon tanimmi Haar katsayilarini dahil ederek asagidaki sekilde

yazabiliriz.

a _ 1 a-1, ~ TL a=1 g
(1 f)(t)—mt ! f(t)~CmF(a){t Y+ Hy (D)}

Bununla birlikte m —terimli Block Pulse Fonksiyonlarini (BPF) tanimlayalim. Bu

fonksiyonlar operasyonel matrisin teskilinde onemli rol iistlenmekle birlikte asagidaki

gibi tanimlanir.

b-(t)—{l’ I/m<t<(1+m)/m
270, diger durumlarda

i=012-,(m—-1)
b;(t) fonksiyonlar1 ayrik (disjoint) ve ortogonaldir. Yani

i#1

bi(t)bl(t) = {%i(t)' i=1

! (0, i+ 1
fo by(Dby(t)dt = {1/m, !

yazilabilir. Haar fonksiyonlar1 birer pargali sabit olduklarindan dolayr m terimli Block

Pulse fonksiyonlarina genisletilebilirler. O halde,
Bn(6) £ [bo() bo(t) -+ by(®) -+ b1 (D))"
olup

Hp () = ®Pppsiyn Bin (£)
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seklinde yazabiliriz (Gu and Jiang 1996).

Kilicman ve Al Zhour kesirli mertebeli integrasyonun Block Pulse operasyonel matrisi
Fy1

(I°Bpy) () = F*B,(t)

1 & & o &

0 1 & - &no

et 1 fo o 1 Ems
meT(a+2)

lo 0 o ;|

l0 0 0 O 1 J

& = (k + )% — 2k + (ke — 1ot

seklinde tanimlamislardir (Kilicman and Al Zhour 2007).

Biz buradan kesirli mertebeli integrasyonun Haar dalgacigi operasyonel matrisini

tiiretebiliriz. Pp,x., operasyonel matris olmak iizere

(IaHm)(t) ~ Pglmem(t)

olup yukaridaki ifadeden

(I"Hpm)(@®) = (I“®psmBimn) () = @pxm (1B i) (©) = @i F By (1)

yazabiliriz. Yazilan bu ifadeyi kullanarak

anXmHm(t) = P?nchDmeBm(t) = cI)m><mFaBm(t)
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yazilabilir (Gu and Jiang 1996). Son olarak Py, y1 asagidaki matris ¢carpimi seklinde
asagidaki bigimde tesis edebiliriz.

a _ an—1
mem - CDmme Dxm

Ornek bir hesaplama Mathematica yazilimi araciligiyla, a = 0,5, m = 8, i¢in Piym

degeri hesaplanip asagidaki sekilde olusturulmustur.

0.7523 —0.2203 -0.1558 -0.0820 -0.1102 -0.0580 —0.0447 —0.03771
0.2203 03116 —0.1558 0.2296 —-0.1102 -0.0580 0.1756  0.0782
0.0410 0.1148  0.2203 -0.0350 -0.1102 0.1623 —0.0389 —0.0063
pos _ 0.0779 —-0.0779 0 0.2203 0 0 —-0.1102 0.1623
8<8 7 10.0094 0.0196 0.0812 —0.0032 0.1558 —0.0247 —0.0026 —0.0009
0.0112 0.0439 —0.0551 -0.0194 0 0.1558 —0.0247 -0.0026
0.0145 -—0.0145 0 0.0812 0 0 0.1558 —0.0247
10.0275 —0.0275 0 —0.0551 0 0 0 0.1558 -

4.2. Test Problemleri

4.2.1. Test problemi 1

0 < a <1 olmak iizere asagidaki kesirli mertebeli diferansiyel-cebirsel denklemi

alalim.

D% (t) —tDy(t) +x(t) —(1+t)y(t) =0
y(t) —sint =0 (4.1)

Baslangig sartlar1 x(0) = 1, y(0) = 0 olsun. Bu denklemin tam ¢éziimleri

a = 1 oldugu durum i¢in x(t) = e~t + tsint, y(t) = sint dir.
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Ik olarak denklemimizdeki fonksiyonlar1 biitiinsel olarak tiirev igermeyen Haar serisi
formuna doniistiirebilmemiz i¢in x(t) ve y(t) nin tiirev fonksiyonlar1 Dx(t) ve Dy(t)

yi Haar serisi formunda

Dx(t) = UTH,,(¢t) 4.2)

ve

Dy(t) = RTH,,(¢t) 4.3

olarak matris carpimi bigiminde tasarlayalim.

Diger taraftan (4.1) denklemindeki tiim terimleri Haar serisi formundaki agilimlarini

yazalim. Bu durumda baglangic sartlari ile birlikte

Dex(t) = UT Py Hm (1) (4.4)

x(t) =UTPL H,,(t) + 1 (4.5)
x(0)

() = RTBhmHm () + O (4.6)
v(0)

yazilir. Yine benzer sekilde, denklem sistemimizdeki bilinen bir fonksiyon olan f(t) =
sint fonksiyonu da Haar serisi bi¢iminde yazilabilir. Herhangi bir m degeri i¢in bu

yazilis1 agagidaki gibi gosterelim.

f(t) = frrT;Hm(t) = [sin t]haar (4.7)

Bu durumda (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) esitlikleri (4.1) denklemimizde onceki

degerlerinin yerine yazilirsa asagidaki denklemi elde ederiz.
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UTPLx¢H,,(t) —tRTH,,(t) + UTPL ,H () + 1 — (1 + t)RTPL,, H,,,(t) = 0
RT PrsmHp (t) — [sint]paqr = 0

Bu denklem sistemi m degerine gore boyutu degisen, fakat ¢6ziimii mevcut, matris
formunda tiirev icermeyen klasik lineer cebirsel denklem sistemidir. Karmasik olmasina
ragmen Mathematica, Maple, Matlab gibi programlarla ya da diger denklem ¢oziiciilerle

rahatlikla ¢oziilebilmektedir.

Farkli m degerlerine gore bu cebirsel denklemden elde edilen ¢oziimlerden UL katsayilari
ve sabit olarak belirlenmis operasyonel matris katsayilarindan yine farkli m degerlerine
gore (4.5) ile elde edilen x(t) degerleri asagidaki gizelgelerde sunulmustur. Bu ¢éziimde
asirt karmagikligi onlemek ve giivenilir yaklasik degerler elde edebilmek i¢in m =
4,8,16,32, 64,128 olarak alinmigtir. Buldugumuz sayisal degerlere ait grafikler de farkli

a degerleri icin karsilastirmali olarak sunulmustur.
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Cizelge 4.1. Test problemi 1 ve m =4 i¢in x(t) nin tam ve yaklagik ¢6ziimlerinin
karsilastirilmast

m=4 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.733299 0.816484 0.877233 0918254 1 0.0817462

t=0.1 0.733299 0.816484 0.877233 0.918254 0.914821 0.00343299
t=0.2 0.733299 0.816484 0.877233 0.918254 0.858465 0.0597891
t=0.3 0.838351 0.801852 0.809541 0.838292 0.829474 0.0088174
t=0.4 0.838351 0.801852 0.809541 0.838292 0.826087 0.0122043
t=0.5 1.16563 1.06146 0.965783 0.908694 0.846243 0.0624501
t=0.6  1.16563 1.06146 0.965783  0.908694 0.887597 0.0210964
t=0.7  1.16563 1.06146 0.965783 0.908694 0.947538 0.0388441
t=0.8  1.38509 1.29897 1.19617 1.09095 1.02321 0.0677313
t=0.9  1.38509 1.29897 1.19617 1.09095 1.11156 0.0206188

— a=0.25 i¢in x(t)

a=0.5 i¢in x(1)

x(t)

a=0.75 i¢in x(t)

a=1 i¢in x(t)

— xram(®)

t

Sekil 4.1. Test problemi 1 ve m = 4 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.2. Test problemi 1 ve m = 8 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin

karsilastirilmast
m=28 x=0.25
t x(t)
t=0 0.718159
t=0.1  0.718159
t=0.2  0.686364
t=0.3  0.841455
t=0.4  0.920544
t=0.5  1.08287
t=0.6  1.08287
t=0.7 1.19744
t=0.8  1.34758
t=0.9  1.46242

x=0.5
x(t)

0.834216
0.834216
0.729621
0.805047
0.876959
0.989918
0.989918
1.11038
1.24052
1.36971

«x=0.75
x(t)

0.907282
0.907282
0.802391
0.800684
0.841859
0.917579
0.917579
1.01788
1.13501
1.26177

x(t)
0.948749
0.948749
0.868562
0.831463
0.834009
0.872034
0.872034
0.940697
1.03455
1.14762

x=1
Xram(t)
1.
0.914821
0.858465
0.829474
0.826087
0.846243
0.887597
0.947538
1.02321
1.11156

x(t)

Xpara(t)
0.0512505

0.0339287
0.0100972
0.00198882
0.0079216
0.0257907
0.015563
0.0068404
0.0113343
0.0360512

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

Sekil 4.2. Test problemi 1 ve m = 8 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.3. Test problemi 1 ve  m = 16 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin

karsilastirilmast
m=16 «=0.25
t x(t)
t=0 0.731419
t=0.1  0.647441
t=0.2  0.726144
t=0.3  0.801188
t=0.4  0.911956
t=0.5 1.0393
t=0.6  1.1022
t=0.7  1.23962
t=0.8  1.30858
t=0.9  1.43708

x=0.5
x(t)

0.866552
0.751332
0.756175
0.78193
0.857104
0.959957
1.01817
1.143
1.20777
1.33783

«=0.75
x(t)

0.938066
0.853024
0.7983
0.796112
0.827704
0.895969
0.940669
1.04599
1.10471
1.2298

x(t)
0.97162
0.920588
0.852085
0.833893
0.827476
0.857618
0.884961
0.960968
1.00823
1.11755

x=1
Xram(t)
1.
0.914821
0.858465
0.829474
0.826087
0.846243
0.887597
0.947538
1.02321
1.11156

x(t)

Xpara(t)
0.0283801

0.00576711
0.00637945
0.00441895
0.00138902
0.0113742
0.00263606
0.0134307
0.014981
0.00598303

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

t

Sekil 4.3. Test problemi 1 ve m = 16 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.4.Test problemi 1 ve m = 32 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin

karsilastirilmast
m=32 «=0.25
t x(t)
t=0 0.755277
t=0.1 0.668525
t=0.2  0.734891
t=0.3  0.80229
t=0.4  0.891566
t=0.5 1.01993
t=0.6  1.12119
t=0.7 1.22366
t=0.8  1.32443
t=0.9 1.42115

x=0.5
x(t)
0.898167
0.758682
0.755093
0.788708
0.845801
0.946003
1.03327
1.12698
1.22407
1.3217

«=0.75
x(t)
0.960868
0.842397
0.801024
0.79753
0.821455
0.88577
0.952761
1.03187
1.1199
1.21382

x(t)
0.9851
0.908652
0.857432
0.830224
0.825576
0.851529
0.892594
0.949773
1.0207
1.10286

x=1
X7am (1)
1.
0.914821
0.858465
0.829474
0.826087
0.846243
0.887597
0.947538
1.02321
1.11156

x(t)

Xpara(t)
0.0149001

0.00616903
0.00103258
0.000749809
0.000511798
0.00528577
0.00499712
0.00223485
0.00251104
0.00870196

— x1AMm(D)

a=0.25 i¢in x(t)
a=0.5 igin x(t)
a=0.75 i¢in x(t)

a=1 i¢in x(t)

Sekil 4.4. Test problemi 1 ve m = 32 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.5.Test problemi 1 ve m = 64 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin

karsilastirilmast
m=64 «=0.25
t x(t)
t=0  0.782094
t=0.1 0.683279
t=0.2 0.725575
t=0.3  0.810657
t=0.4  0.898733
t=0.5 1.01147
t=0.6 1.11271
t=0.7 1.21514
t=0.8  1.33268
t=0.9 1.42895

x=0.5
x(t)

0.924493
0.763543
0.753697
0.792724
0.851368
0.93913
1.02571
1.11901
1.23222
1.32978

«=0.75
x(t)
0.975959

0.84811
0.802788
0.798557
0.824468
0.880835
0.946667
1.0249
1.12755
1.22183

x(t)
0.99237
0.913802
0.860553
0.828818
0.826004
0.848783
0.88843
0.944377
1.02711
1.11011

x=1
Xram (t)
1.
0.914821
0.858465
0.829474
0.826087
0.846243
0.887597
0.947538
1.02321
1.11156

0.4

0.2

0.0

Xpara(t)
0.00763034

0.00101839
0.00208844
0.000656211
0.0000834134
0.00253987
0.000832635
0.00316047
0.00389781
0.00145401

— a=0.25 i¢in x(t)

— x7aMm(®)

a=0.5 1¢in x(t)
a=0.75 igin x(t)

a=1 i¢in x(t)

0.0

0.2

0.4

0.6

t

0.8

Sekil 4.5. Test problemi 1 ve m = 64 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.6. Test problemi 1 ve m = 128 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=128  «=0.25 x=0.5 x=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.808558 0.944945 0.985447 0.996139 1 0.00386059

t=0.1 0.679012 0.76541  0.851144 0.916502 0.914821 0.00168166
t=0.2 0.727777 0.754367 0.80185  0.858814 0.858465 0.000349671
t=0.3 0.807262 0.790713 0.798005 0.829366 0.829474 0.000108214
t=0.4 0.90261  0.854189 0.826033 0.826312 0.826087 0.000224122
t=0.5 1.00732 0.935718 0.87841  0.847487 0.846243 0.00124384
t=0.6 1.10845  1.02195  0.943653 0.886413 0.887597 0.00118456
t=0.7 1.2194 112299 1.02838 0.94701  0.947538 0.000527254
t=0.8 1.32856  1.22814  1.12372 1.02386  1.02321  0.000649027
t=0.9 1.43283 1.33381 1.22584 1.11376 1.11156  0.00219866

— =0.25 i¢in x(t)

a=0.5 igin x(1)

a=0.75 i¢in x(t)
a=1 i¢in x(t)

— xtamMm(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

Sekil 4.6. Test problemi 1 ve m = 128 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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4.2.2. Test problemi 2

0 < @ <1 olmak iizere asagidaki kesirli mertebeli diferansiyel-cebirsel denklemi alalim.

D%x(t) + x(t) — y(t) = —sint
x(t) +y(t) = et +sint (4.8)

Baslangi¢ sartlar1 x(0) = 1, y(0) = 0 seklinde verilsin. Bu denklemin tam ¢6ziimleri
a = 1 oldugu durum i¢in x(t) = e~ y(t) = sint dir.

Ik olarak, denklemimizdeki fonksiyonlar: biitiinsel olarak tiirev igermeyen haar serisi
formuna doniistiirebilmemiz igin x(t) ve y(t) ‘nin tiirev fonksiyonlar1 Dx(t) ve Dy(t)

yi haar serisi formunda

Dx(t) = UTH,,(t) (4.9)

ve
Dy(t) = RTH,,(t) (4.10)

olarak matris ¢arpimi bi¢iminde yazalim.

Simdi de denklemlerimizdeki diger terimleri Haar Serisi formundaki agilimlarini yazalim.

Bu durumda baslangig sartlari ile birlikte

D%x(t) = UTPL % H,, (1) (4.11)

x(t) = UTPLnHy () + 1 (4.12)
x(0)

y(t) = R BpsmHm(©) + 0 (4.13)
y(0)

yazilir. Yine benzer sekilde, denklem sistemimizdeki bilinen fonksiyonlar olan
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f(t) = —sint ve g(t) = et + sint fonksiyonlar1 da yukaridaki tanim geregi Haar serisi
bi¢iminde yazilabilir. Herhangi bir m degeri i¢in bu yaziliglar1 yine asagidaki gibi

gosterelim.

f(t) = frrT;Hm(t) = [=sint]paar g(t) = ganm(t) = [e_t + sin t]pqar (4.14)

Bu durumda (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) esitlikleri (4.8) denkleminde

yerine yazilirsa asagidaki denklemi elde ederiz.

UTPnlft;?nHm(t) + UTPr}Lmem(t) +1- RTPr}Lmem(t) + [sin t]haar =0
UrPL o Hy () +1+RTPL . H,,(t) — [e”t + sint]pger = 0

Bu denklem sistemi de yine m degerine gore boyutu degisen fakat ¢éziimii mevcut, matris

formunda tiirev igermeyen klasik lineer cebirsel denklem sistemidir.

Farkli m degerlerine gére bu cebirsel denklemden elde edilen ¢oziimlerden UL ve RE,
katsayilari ile sabit olarak belirlenmis operasyonel matris katsayilarindan yine farkli m
degerlerine gore (4.12) ile elde edilen x(t) ve (4.13) ile elde edilen y(t) degerleri
asagidaki gizelgelerde ayri ayri sunulmustur. Bu ¢éziimde yine karmagikligi 6nlemek ve
giivenilir yaklagik degerler elde edebilmek igin m = 4,8,16,32,64,128 olarak
alinmistir. Buldugumuz sayisal degerlere ait grafikler de farkli a degerleri ve x(t) , y(t)

icin ayr1 ayri karsilagtirmali olarak sunulmustur.
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Cizelge 4.7. Test problemi 2 ve m = 4 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin
karsilastirilmast

m=4 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.702679 0.776901 0.840192 0.88825 1. 0.11175

t=0.1  0.702679 0.776901 0.840192 0.88825 0.904837 0.0165877
t=0.2  0.702679 0.776901 0.840192 0.88825 0.818731  0.0695189
t=0.3  0.562210 0.580916 0.627252 0.689928 0.740818 0.0508898
t=0.4  0.562210 0.580916 0.627252 0.689928 0.67032 0.0196084
t=0.5 0.533378 0.530899 0.522654 0.536212 0.606531 0.0703185
t=0.6  0.533378 0.530899 0.522654 0.536212 0.548812 0.0125995
t=0.7 0.533378 0.530899 0.522654 0.536212 0.496585 0.0396268
t=0.8  0.449643 0.443859 0.433045 0.416939 0.449329 0.0323893
t=0.9  0.449643 0.443859 0.433045 0.416939 0.406569 0.0103699

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

t

Sekil 4.7. Test problemi 2 ve m = 4 i¢in x(t) nin tam ve yaklagik ¢dziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.8. Test problemi 2 ve m =4 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m=4 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t y(t) y(t) y(t) y(t) Yram(t) Yrara(t)
t=0 0.304492  0.23027 0.166979 0.118922 O 0.118922

t=0.1 0.304492 0.23027  0.166979 0.118922 0.0998334 0.0190885
t=0.2  0.304492 0.23027 0.166979 0.118922 0.198669  0.0797474
t=0.3  0.491352 0.472645 0.42631 0.363633  0.29552 0.0681132
t=0.4  0.491352 0.472645 0.42631 0.363633  0.389418  0.025785
t=0.5 058698 0.58946  0.597704 0.584147 0.479426 0.104721
t=0.6  0.58698  0.58946 0.597704 0.584147 0.564642  0.0195041
t=0.7 058698 0.58946  0.597704 0.584147 0.644218 0.0600711
t=0.8  0.734763 0.740547 0.751361 0.767466 0.717356  0.0501098
t=0.9 0.734763 0.740547 0.751361 0.767466 0.783327 0.015861

— a=0.25 i¢in y(t)

a=0.5 icin y(t)

y(t)

@=0.75 i¢in y(t)
=1 i¢in y(t)

— yram(®

t

Sekil 4.8. Test problemi 2 ve m = 4 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.9. Test problemi 2 ve m = 8 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin
karsilastirilmast

m=38 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.740771 0.830452 0.89799 0.941079 1 0.0589215

t=0.1  0.740771 0.830452 0.89799  0.941079 0.904837 0.0362411
t=0.2  0.629461 0.6776/8 0.753775 0.830197 0.818731 0.011466
t=0.3 0.620348 0.642125 0.673724 0.732411 0.740818 0.00840716
t=0.4  0.552602 0.578078 0.605185 0.646168 0.67032 0.0241523
t=0.5 0.541898 0.540616 0.547911 0.570099 0.606531 0.0364318
t=0.6  0.541898 0.540616 0.547911 0.570099 0.548812 0.0212872
t=0.7 0.494188 0.499459 0.498046 0.503 0.496585 0.00641461
t=0.8  0.481892 0.466772 0.454117 0.44381 0.449329  0.00551909
t=0.9 0.447091 0.435622 0.415053 0.391594 0.40657 0.0149757

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

t

Sekil 4.9. Test problemi 2 ve m = 8 i¢in x(t) nin tam ve yaklagik ¢dziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.10. Test problemi 2 ve m = 8 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m=38 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t y(t) y(t) y(t) y(t) Yram(t) Yrara(t)
t=0 0.261101 0.17142 0.103883 | 0.0607939 0. 0.0607939

t=0.1 0.261101 0.17142  0.103883 0.0607939 0.0998334 0.0390395
t=0.2 0.385971 0.337/55 0.261658 0.185236  0.198669  0.0134337
t=0.3  0.418706 0.396929 0.36533  0.306643 0.29552 0.0111229
t=0.4 0.516723 0.491247 0.46414  0.423157 0.389418 0.0337387
t=0.5 0.561187 0.56247  0.555174 0.532987 0.479426 0.0535611
t=0.6  0.561187 0.56247 0.555174 0.532987  0.564642  0.0316558
t=0.7 0.643251 0.637979 0.639393 0.634439 0.644218 0.00977894
t=0.8 0.687864 0.702984 0.715639 0.725946 0.717356  0.00859001
t=0.9 0.750595 0.762064 0.782634 0.806093 0.783327 0.0227659

— =0.25 i¢in y(t)
a=0.5 icin y(t)
@=0.75 i¢in y(t)
=1 i¢in y(t)

— yram(®

t

Sekil 4.10. Test problemi 2 ve m = 8 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oztiimlerinin grafigi
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Cizelge 4.11. Test problemi 2 ve m = 16 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=16 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.770277 0.871444 0.936064 0.969683 1 0.0303167

t=0.1  0.676157 0.751076 0.841605 0.91089 0.904837  0.0060521
t=0.2  0.626215 0.677405 0.735231 0.803787 0.818731 0.0149438
t=0.3  0.624044 0.649372 0.693072 0.755058 0.740818 0.0142398
t=0.4  0.580069 0.594734 0.62161 0.666288 0.67032 0.00403194
t=0.5 0.5431 0.549239 0.5618 0.58796 0.606531 0.018571
t=0.6  0.521658 0.528787 0.535099 0.552321 0.548812 0.00350929
t=0.7  0.493803 0.49162 0.486778 0.487396 0.496585 0.00918959
t=0.8  0.483164 0.474597 0.4648 0.457855  0.449329  0.00852591
t=0.9  0.458369 0.44323 0.424555 0.404038 0.40657 0.00253187

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

t

Sekil 4.11. Test problemi 2 ve m = 16 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.12. Test problemi 2 ve m = 16 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin

karsilastirilmast
m=16 «=0.25
t y(®)

t=0 0.230201
t=0.1  0.327966
t=0.2  0.394317
t=0.3  0.408353
t=0.4  0.481242
t=0.5 0.551381
t=0.6  0.590068
t=0.7  0.652002
t=0.8  0.678837
t=0.9 0.732864

x=0.5
y(t)
0.129034
0.253048
0.343127
0.383024
0.466577
0.545242
0.582939
0.654185
0.687403
0.748003

x=0.75 x=1
y(t) y(t) Yram(t)

0.0644145 0.0307948 O.
0.162518 0.0932336 0.0998334
0.285302 0.216745 0.198669
0.339325 0.277338  0.29552
0.439701 0.395023 0.389418
0.532682 0.506521 0.479426
0.576627  0.559405 0.564642
0.659027  0.65841 0.644218
0.697201 0.704146  0.717356
0.766679  0.787195 0.783327

Yrara(t)
0.0307948

0.00659984
0.0180758
0.0181818
0.00560449
0.0270959
0.00523782
0.0141921
0.0132101
0.00386847

—— a=0.25 igin y(t)
a=0.5 igin y(t)
a=0.75 igin y(t)
a=1 icin y(t)

— yram(®

Sekil 4.12. Test problemi 2 ve m = 16 igin y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.13. Test problemi 2 ve m = 32 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin

karsilastirilmast
m=32 «=0.25
t x(t)

t=0 0.795161
t=0.1  0.676905
t=0.2  0.648953
t=0.3  0.607608
t=0.4  0.580252
t=0.5  0.544298
t=0.6  0.520223
t=0.7  0.498754
t=0.8  0.478835
t=0.9  0.460617

x=0.5
x(t)

0.903384
0.75091
0.689144
0.641041
0.600786
0.554566
0.523946
0.496064
0.47051
0.446988

«x=0.75
x(t)

0.960563
0.827633
0.747001
0.683477
0.629933
0.568868
0.528777
0.492542
0.459554
0.429373

x(t)
0.984614
0.896485
0.816245
0.743189
0.676672
0.597151
0.543706
0.495045
0.45074
0.4104

x=1
Xram(t)
1.
0.904837
0.818731
0.740818
0.67032
0.606531
0.548812
0.496585
0.449329
0.40657

Xpara(t)
0.0153864

0.00835263
0.0024854
0.00237058
0.0063519
0.00937943
0.00510517
0.00153984
0.001411
0.00383038

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

Sekil 4.13. Test problemi 2 ve m = 32 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.14. Test problemi 2 ve m = 32 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m=32 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t y(t) y(t) y(t) y(t) Yram(t) Yrara(t)
t=0 0.20496 0.0967363 0.039558  0.0155072 O. 0.0155072

t=0.1 0.328647 0.254642 0.1/7918 0.109066 0.0998334 0.00923306
t=0.2 0.368954 0.328763 0.27/0906 0.201662 0.198669  0.00299259
t=0.3  0.428062 0.39463 0.352194 0.292481  0.29552 0.00303877
t=0.4 0.477148 0.456614 0.427467 0.380728 0.389418 0.00869003
t=0.5 0.545908 0.53564 0.521338 0.493055 0.479426 0.0136292
t=0.6  0.595822 0.5921 0.587269 0.572339 0.564642  0.0076967
t=0.7 0.642886 0.645576  0.649099 0.646595 0.644218 0.00237741
t=0.8 0.687076 0.695401 0.706357 0.715171 0.717356  0.00218536
t=0.9 0.727248 0.740876 0.758491 0.777464 0.783327 0.0058628

— a=0.25 i¢in y(t)

a=0.5 icin y(t)

y(t)

@=0.75 i¢in y(t)
=1 i¢in y(t)

— yram(®

t

Sekil 4.14. Test problemi 2 ve m = 32 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.15. Test problemi 2 ve m = 64 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m = 64 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.817337 | 0.9282 0.975972 0.992248 1 0.00775217

t=0.1 0.69597  0.759499 0.835728 0.903448 0.904837 0.00138957
t=0.2  0.6482 0.693628 0.75298  0.822595 0.818731 0.00386449
t=0.3 0.60686  0.637486 0.678734 0.737366 0.740818 0.00345181
t=0.4 0.577039 0.597699 0.625841 0.6713/8 0.67032  0.00105746
t=0.5 0.546105 0.557272 0.57243  0.601817 0.606531 0.00471388
t=0.6  0.522237 0.526396 0.53197/8 0.547959 0.548812 0.000852725
t=0.7 0.500438 0.498301 0.495444 0.498921 0.496585 0.00233572
t=0.8 0.47728  0.468481 0.456948 0.447229 0.449329 0.00210023
t=0.9 0.459155 0.445117 0.426983 0.407206 0.40657  0.000635911

— @=0.25 igin x(t)
@=0.5 icin x(t)
a=0.75 igin x(t)
a=1 i¢in x(1)

— x1AMm(D)

t

Sekil 4.15. Test problemi 2 ve m = 64 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢dziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.16. Test problemi 2 ve m = 64 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m=64 «=0.25 x=0.5 «=0.75 x=1
t y(t) y(t) y(t) y(t) Yram(t) Yrara(t)
t=0 0.182694 0.0718299 0.0240581 0.00778253 O. 0.00778253

t=0.1 0.308843 0.245314 0.169085 0.101365 0.0998334 0.00153144
t=0.2 0.368451 0.323022 0.26367 0.194055 0.198669  0.00461391
t=0.3 0.430488 0.399862 0.358614  0.299982 0.29552 0.00446222
t=0.4 0.482308 0.461648 0.433506 0.387969 0.389418 0.0014489

t=0.5 0.541973 0.530806 0.515647 0.486261 0.479426  0.00683524
t=0.6  0.591649 0.58749 0.581908  0.565927 0.564642  0.00128477
t=0.7 0.639106 0.641242 0.6441 0.640623 0.644218  0.00359477
t=0.8 0.690562 0.69936 0.710894  0.720613 0.717356  0.00325685
t=0.9 0.730405 0.744443 0.762578 0.782355 0.783327  0.00097237

— =0.25 igin y(t)
@=0.5 icin y(t)
a=0.75 igin y(t)
a=1 igin y(t)

— yram(®

t

Sekil 4.16. Test problemi 2 ve m = 64 igin y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.17. Test problemi 2 ve m = 128 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin
karsilastirilmast

m =128 «=0.25 x=0.5 «x=0.75 x=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 0.837625 | 0.947223 0.985487 0.996108 1 0.003891

t=0.1 0.694830 0.762959 0.839847 0.906966 0.904837 0.002129
t=0.2  0.645960 0.691372 0.750024 0.819375 0.818731 0.000644
t=0.3 0.608269 0.639287 0.681130 0.740242 0.740818 0.000575
t=0.4 0.575881 0.596161 0.623803 0.668753 0.67032  0.001566
t=0.5 0.547148 0.558630 0.574218 0.604167 0.606531 0.002363
t=0.6  0.523189 0.527625 0.533584 0.550100 0.548812 0.001288
t=0.7 0.499571 0.497186 0.494000 0.496974 0.496585 0.000388
t=0.8 0.478068 0.469498 0.458257 0.4489/8 0.449329 0.000350
t=0.9 0.458432 0.444184 0.425791 0.405617 0.40657  0.000951

— =0.25 i¢in x(t)
a=0.5 igin x(1)

a=0.75 i¢in x(t)

a=1 i¢in x(t)

0.2 — xTAM(t)

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

Sekil 4.17. Test problemi 2 ve m = 128 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin
grafigi
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Cizelge 4.18. Test problemi 2 ve m = 128 igin y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m=128 =025 =05  «=0.75 =1
t y(t) y(t) y(t) y(t) Yram(t) Yrara(t)
t=0 0.162382 0.052784 @ 0.01452 0.0038986 0. 0.00389869

t=0.1 0.309632 0.241502 0.164614 0.0974953 0.099833 0.00233816
t=0.2 0.371313 0.325902 0.26725 0.197899 0.198669  0.00077010
t=0.3 0.428237 0.397219 0.355376  0.296263 0.29552 0.00074306
t=0.4 0.484445 0.464165 0.436523 0.391574 0.389418  0.00215538
t=0.5 0.539867 0.528386 0.512797 0.482848 0.479426  0.00342282
t=0.6 0.589617 0.58518 0.579222  0.562705 0.564642  0.00193698
t=0.7 0.641022 0.643407 0.646593 0.643619 0.644218 0.00059834
t=0.8 0.68881  0.697/38 0.708621 0.7179 0.717356  0.00054380
t=0.9 0.731967 0.746215 0.764608 0.784782 0.783327  0.00145472

—— =0.25 igin y(t)
a=0.5 i¢in y(t)
a=0.75 1gin y(t)
=1 i¢in y(t)

— yram(®

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

Sekil 4.18. Test problemi 2 ve m = 128 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
grafigi
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4.2.3. Test problemi 3

0 < aq, @, < 1olmak iizere asagidaki kesirli mertebeli diferansiyel-cebirsel denklemi

alalim.

D% x(t) — tDy(t) + t2Dz(t) + x(t) — (1 + )y (t) + (t2 + 2t)z(t) = 0
D%y(t) —tDz(t) —y(t) + (t —1)z(t) =0
z(t) —sint =0

(4.15)

Baslangi¢ sartlar1 x(0) = 1, y(0) =1, z(0) = 0 olsun. Bu denklemin tam ¢oziimleri
a = 1 oldugu durum igin x(t) = et + tet, y(t) = et + tsint, z(t) = sint dir. Yine

ayni sekilde, tiirev fonksiyonlart Dx(t) , Dy(t) ve Dz(t) yi matris formunda diistinelim.

Dx(t) = UTH,,(¢t)
Dy(t) = RTH,,(¢t)
Dz(t) = STH,,(t)
(4.16)
Simdi de (4.15) denklemindeki diger terimlerin Haar serisi formundaki agilimlarini

yazalim. Bu durumda baslangic sartlari ile birlikte tiim bilinmeyen igeren terimler

D*x(t) = UT iz Hn ()
D%y (t) = RT PpssnHm(t)
x(t) = UTPnllmem(t) + 3;

x(0)

y(®) = R PxmHm () + 1
y(0)

z(t) = STPaxmHm () + 0 (4.17)
z(0)

seklinde yazilabilir. Yine benzer sekilde, (4.15) denkleminde bilinen bir fonksiyon olan
f(t) = sint fonksiyonu da Haar serisi bigiminde yazilabilir. Herhangi bir m degeri igin

bu yazilist asagidaki gibi yazalim.



59

f(t) = %Hm(t) = [sin t]pqar (4.18)

Bu durumda (4.16 - 4.17 - 4.18) esitlikleri (4.15) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki
denklemi elde ederiz.

UT P58 Ho () — tRTHypy (8) + 2S"H,y () + UT P H_(0) +1

—(1+ )[RTH,, (t) + 1] + (t? + 2t)[STH,,(t)] =0

RT B3 Hi (£) — tSTHypy (t) — [RT PhiscinHm (£) + 1] 4 (t = DST BiismHm (£) = 0
ST PrismHin (t) — [sin t]paar = 0

(4.19)

(4.19) denklem sistemi de yukaridaki ilk iki 6rnekteki gibi yine m degerine gére boyutu
degisken fakat ¢6ziimii mevcut, matris formunda tiirev igermeyen klasik lineer cebirsel

denklem sistemidir.

Farkli m degerlerine gore bu cebirsel denklemden elde edilen ¢oziimlerden, sirastyla U
ve RI, katsayilari ile sabit olarak belirlenmis operasyonel matris katsayilarindan yine
farkli m degerlerine gore (4.17) ile elde edilen x(t) ve y(t) degerleri asagidaki
cizelgelerde ayr1 ayri sunulmustur. Bu ¢6ziimde yine karmasikligi dnlemek ve giivenilir
yaklasik degerler elde edebilmek icin m = 4, 8, 16, 32, 64 olarak alinmistir. Buldugumuz
sayisal degerlere ait grafikler de farkli a degerleri ve x(t) , y(t) igin ayr1 ayri

karsilastirmali olarak sunulmustur.
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Cizelge 4.19. Test problemi 3 ve m = 4 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin

karsilastirilmast
m=4 ;= x,=0.25
t x(t)
t=0 1.61696
t=0.1 2.14731
t=0.2  2.67766
t=0.3  5.04419
t=0.4  5.77759
t=0.5  8.74985
t=0.6  9.68861
t=0.7 10.6274
t=0.8 15.9014
t=0.9 17.2114

o= X,=0.5

x(t)
1.17216
1.30995
1.44774
2.47839

2.7727
4.1424
4.55604
4.96968
7.2638
7.85166

o= «,=0.75

x(t)
1.06428
1.11066
1.15704
1.64439
1.77799
2.60673
2.83431
3.06189
4.41931
4.76138

x(t)
1.02806
1.04568
1.06329
1.29897
1.36177
1.85617
1.98412
2.11207
3.00543
3.21827

o= Xp=1

Xram(t)
1

1.01535
1.06301
1.14578
1.26705
1.43089
1.64208
1.90621
2.22976
2.62021

Xpara(t)
0.0280599

0.0303214
0.000280498
0.153192
0.0947239
0.425276
0.342037
0.20586
0.775671
0.59806

— a1=a»=0.25 i¢in x(t)
a1=a2=0.5 i¢in x(t)
a1=a2=0.75 i¢in x(t)
a1=a»=1 i¢in x(t)

— xtAM()

Sekil 4.19. Test problemi 3 ve m = 4 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.20. Test problemi 3 ve m = 4 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=4 | o;=,=025 | o;=x,=05 ;= x,=0.75 o= =1
t y(t) y(t) y(t) y@®)  Yram (@)  Yhara(t)
t=0 2.62556 1.61379 1.30883 1.17616 1 0.176159

t=0.1 2.62556 1.61379 1.30883  1.17616 1.11515 0.061005
t=0.2 2.62556 1.61379 1.30883  1.17616  1.26114 0.0849773
t=0.3 5.47832 2.86243 2.02141 1.62806  1.43851 0.189544
t=0.4 5.47832 2.86243 2.02141  1.62806  1.64759 0.0195335
t=0.5 8.43508 4.31609 294946  2.27952  1.88843 0.391087
t=0.6 8.43508 4.31609 294946  2.27952 21609  0.118617
t=0.7 8.43508 4.31609 294946  2.27952 246471 0.185184
t=0.8 12.0315 6.08808 410995  3.1284 2.79943 0.32897
t=0.9 12.0315 6.08808 410995  3.1284 3.1646  0.0362013

— a1=a2=0.25 i¢in y(t)
a1=a2=0.5 i¢in y(t)
a1=a2=0.75 i¢in y(t)

a1=a2=1 igin y(t)

— yram(®)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 4.20. Test problemi 3 ve m = 4 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oztimlerinin grafigi
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Cizelge 4.21. Test problemi 3 ve m = 8 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin

karsilastirilmast

m=8 o;=x,=0.25
t x(t)
t=0 1.34862
t=0.1 1.91347
t=0.2 3.05975
t=0.3 4.28293
t=0.4 6.42659
t=0.5 8.01592
t=0.6 8.87413
t=0.7 11.9776
t=0.8 14.347
t=0.9 18.0286

o= X,=0.5

x(t)
1.07514
1.18652
1.66285
2.18479
2.96663
3.8422
4.22264
5.39407
6.73044
8.28606

o= «,=0.75

x(t)
1.02151
1.04892
1.23072
1.51097
1.90085
2.40179
2.60159
3.27569
4.08588
5.04585

x(t)
1.00737
1.01484
1.08268
1.21716
1.42458
1.71253
1.8191
2.23379
2.75384
3.39224

o= Xp=1
Xram (£) Xpara(t)
1. 0.00736935
1.01535 0.000512273
1.06301  0.0196696
1.14578  0.0713793
1.26705  0.157532
143089 0.28164
1.64208 0.177016
1.90621  0.327576
2.22976  0.524081
2.62021  0.772025

a1=a»=0.25 i¢in x(t)
a1=a2=0.5 i¢in x(t)
a1=a2=0.75 i¢in x(t)

a1=a»=1 i¢in x(t)

xTAM(D)

Sekil 4.21. Test problemi 3 ve m = 8 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.22. Test problemi 3 ve m = 8 i¢in y(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=8 | o;=,=025 | o;=x,=05 ;= x,=0.75 o= =1
t y(t) y(t) y(t) y@®)  Yram (@)  Yhara(t)
t=0 2.02714 1.34433 1.15154 1.07473 1 0.0747289

t=0.1 2.02714 1.34433 1.15154 1.07473  1.11515 0.0404254
t=0.2 3.47658 1.93763 1.45953 1.24847  1.26114 0.0126705
t=0.3 4.64668 2.5022 1.8031 147122  1.43851 0.0327064
t=0.4 6.09683 3.16475 2.20681 1.74361  1.64759 0.0960148
t=0.5 7.61211 3.89868 2.66942 2.06567 1.88843 0.177238

t=0.6 7.61211 3.89868 2.66942 2.06567  2.1609  0.0952323
t=0.7 9.27851 4.70882 3.19008 243701 2.46471 0.0276908
t=0.8 11.0501 5.59024 3.76714 2.85692  2.79943 0.0574911
t=0.9 12.9359 6.54018 4.39886 3.32451 3.1646  0.159913

— a1=a2=0.25 i¢in y(t)
a1=a2=0.5 i¢in y(t)
a1=a2=0.75 i¢in y(t)
a1=a2=1 igin y(t)

— yram(®)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

Sekil 4.22. Test problemi 3 ve m = 8 i¢in y(t) ‘nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.23. Test problemi 3 ve m = 16 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=16

t
t=0
t=0.1
t=0.2
t=0.3
t=0.4
t=0.5
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9

o= ®,=0.25

x(t)
1.21283
2.02618
3.36464
3.99575
5.73231
7.80538
9.63563
12.176
14.057
17.2657

o= =05

x(t)
1.03417
1.27681
1.71984
2.10036
2.81834
3.69671
4.40037
5.58007
6.50055
8.01805

o= «,=0.75

x(t)
1.00722
1.07351
1.26749
1.45287
1.82487
2.30791
2.69947
3.39158
3.93532
4.86936

x(t)
1.00189
1.01986
1.09878
1.18305
1.37713
1.65056
1.87694
2.30521
2.64542
3.26129

o= Kp=1

xram(t)  Xpara(t)
1. 0.00189493
1.01535 0.00450322
1.06301  0.0357672
1.14578  0.0372791
1.26705  0.110085
1.43089  0.219668
1.64208  0.234859
1.90621  0.398993
2.22976  0.415659
2.62021  0.641082

a1=a»=0.25 i¢in x(t)
a1=a2=0.5 i¢in x(t)
a1=a2=0.75 i¢in x(t)
a1=a»=1 i¢in x(t)

xTAM(D)

Sekil 4.23. Test problemi 3ve m = 16 i¢in x(t) ‘nin tam ve yaklagik ¢oztimlerinin grafigi
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Cizelge 4.24. Test problemi 3 ve m = 16 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢dztimlerinin
karsilastirilmast

m=16
t
t=0
t=0.1
t=0.2
t=0.3
t=0.4
t=0.5
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9

o= ®,=0.25

y(®)
1.71385
2.55214
3.71466
4.33422
5.7121
7.21545
8.01446
9.70208
10.5893
12.4462

o= =05

y(t)
1.21154
1.53201
2.05834
2.34854
2.98759
3.70331
4.08959
4.91722
5.35774
6.29019

o= «,=0.75

y(t)
1.0809
1.23097
1.53474
1.70706
2.09545
2.54287
2.78853
3.32281
3.61102
4.22842

y(t)
1.03424
1.1087
1.29387
1.40485
1.66399
1.97277
2.14569
2.5282
2.7376
3.1921

o= =1

Yram()  Yuara(t)
1. 0.034242
1.11515  0.00645537
1.26114  0.0327339
143851 0.0336601
1.64759  0.0164004
1.88843  0.0843345
2.1609 0.0152178
246471  0.0634978
2.79943  0.0618263
3.1646 0.027506

a1=a2=0.25 i¢in y(t)
a1=a2=0.5 i¢in y(t)
a1=a2=0.75 i¢in y(t)

a1=a2=1 igin y(t)

yTam(@®)

0.2

0.4

0.6

0.8

Sekil 4.24. Test problemi 3 ve m = 16 igin y(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.25. Test problemi 3 ve m = 32 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢6ziimlerinin
karsilastirilmast

m = 32

t
t=0
t=0.1
t=0.2
t=0.3
t=0.4
t=0.5
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9

o= ®,=0.25

x(t)
1.13684
2.19953
2.97356
4.4068
5.73368
7.752
9.71659
11.8992
14.34
17.0349

o= =05

x(t)
1.016
1.29448
1.66864
2.15698
2.75666
3.6215
4.48525
5.47947
6.61126
7.88868

o= «,=0.75

x(t)
1.00243
1.08492
1.24609
1.47998
1.78853
2.26284
2.75036
3.32861
4.00435
4.78512

x(t)
1.00048
1.02389
1.08786
1.19676
1.35529
1.62182
1.9082
2.26216
2.69048
3.20062

o= =1
xram(t)  Xpara(t)
1. 0.00048083
1.01535 0.00853149
1.06301  0.0248491
1.14578  0.05098
1.26705  0.0882424
1.43089  0.190924
1.64208 0.266121
1.90621  0.355949
2.22976  0.460721
2.62021  0.580409

a1=a>=0.25 i¢in x(t)
a1=a>=0.5 icin x(t)
a1=a»=0.75 i¢in x(t)
a1=an=1 icin x(t)

xTam(®)

Sekil 4.25. Test problemi 3 ve m = 32 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.26. Test problemi 3 ve m = 32 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m = 32
t
t=0
t=0.1
t=0.2
t=0.3
t=0.4
t=0.5
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9

o= ®,=0.25

y(®)
1.52668
2.64709
3.54191
4.50375
5.53329
7.01954
8.21732
9.48315
10.8139
12.2065

o= =05

y(t)
1.13727
1.58464
1.98629
2.42351
2.90262
3.6087
4.18804
4.80874
5.46941
6.16869

o= «,=0.75

y(t)
1.04532
1.26464
1.4929
1.75139
2.04261
2.48257
2.85094
3.25157
3.68375
4.1467

y(t)
1.01637
1.12794
1.26666
1.433
1.6272
1.92956
2.18875
2.47546
2.78933
3.12999

o= =1

Yram()  Yuara(t)
1. 0.0163651
1.11515 0.0127819
1.26114  0.00552748
143851  0.00551227
1.64759  0.0203906
1.88843  0.041128
2.1609 0.0278493
246471  0.0107523
2.79943  0.0100948
3.1646 0.0346092

a1=a2=0.25 i¢in y(t)
a1=a2=0.5 i¢in y(t)
a1=a2=0.75 i¢in y(t)

a1=a2=1 igin y(t)

yTam(@®)

0.2

0.4

0.6

0.8

Sekil 4.26. Test problemi 3 ve m = 32 igin y(t) nin tam ve yaklasik ¢oztiimlerinin grafigi
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Cizelge 4.27. Test problemi 3 ve m = 64 i¢in x(t) nin tam ve yaklasik ¢éziimlerinin
karsilastirilmast

m=64 o;=0;=0.25  o;=0;=0.5 o= x,=0.75 o= Kp=1
t x(t) x(t) x(t) x(t) Xram(t) Xpara(t)
t=0 1.09101 1.00764 1.00082 1.00012 1 0.0001211

t=0.1 1.95202 1.27439 1.07833 1.02123 1.01535  0.0058737
t=0.2 3.03111 1.64897 1.23572 1.08277 1.06301  0.0197603
t=0.3 4.3903 2.18247 1.49385 1.20401 1.14578  0.058231
t=0.4 5.84079 2.78764 1.8061 1.36521 1.26705  0.0981623
t=0.5 7.68221 3.58419 2.24072 1.60798 1.43089 0.177092
t=0.6 9.61914 4.44192 2.72401 1.89108 1.64208  0.248997
t=0.7 11.7969 5.42976 3.29771 2.24141 1.90621  0.335203
t=0.8 14.4549 6.66727 4.03953 2.71388 2.22976  0.484122
t=0.9 17.1636 7.95195 4.82559 3.22818 2.62021  0.607972

— a1=a2=0.25 i¢in x(t)
a1=a2=0.5 igin x(t)
a1=a»=0.75 icin x(t)

a1=a»>=1 i¢in x(f)

— xtAaM(t)

Sekil 4.27. Test problemi 3 ve m = 64 igin x(t) nin tam ve yaklasik ¢dziimlerinin grafigi
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Cizelge 4.28. Test problemi 3 ve m = 64 i¢in y(t) nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin
karsilastirilmast

m = 64
t
t=0
t=0.1
t=0.2
t=0.3
t=0.4
t=0.5
t=0.6
t=0.7
t=0.8
t=0.9

o= ®,=0.25

y(®)
1.40346
2.5564
3.4657
4.58626
5.62208
6.92258
8.11453
9.37479
10.9272
12.3248

o= =05

y(t)
1.09202
1.55086
1.95138
2.46158
2.94429
3.56212
4.13794
4.75523
5.52597
6.22839

o= «,=0.75

y(t)
1.02608
1.24654
1.47258
1.77418
2.06814
2.45309
2.81872
3.21668
3.72083
4.18628

y(t)
1.008
1.1173
1.25371
1.44773
1.64422
1.90874
2.16558
2.44996
2.81608
3.15889

o= =1
Yram()  Yuara(t)
1. 0.00799656
1.11515  0.00214525
1.26114  0.00742641
143851 0.00921944
1.64759  0.00337005
1.88843  0.0203079
2.1609 0.00467888
246471  0.0147468
2.79943  0.0166496
3.1646 0.0057093

a1=a2=0.25 i¢in y(t)
a1=a>=0.5 i¢in y(t)
a1=a2=0.75 i¢in y(t)
aj=ar=1 i¢in y(t)

yTamM(@®

0.4

0.6

0.8

Sekil 4.28. Test problemi 3 ve  m = 64 igin y(t) ‘nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin

grafigi
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada sunulan Haar Dalgacik fonksiyonlar ile Haar serisi doniisiimiiniin, kesirli
mertebeli diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin etkili bir metot
oldugu goriilmiistiir. Bu tezde tam ¢oziimlerle Haar seri doniistimii ile elde edilen yaklasik
coziimler ¢izelgeler ve grafikler tizerinde karsilastirilmistir. Bu karsilastirma sonucunda
tam ¢ozlimler ile Haar seri doniisiim yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin uyumlu oldugu
teyit edilmistir. Bu metodun yazilim kodlart Wolfram Mathematica 10.0 programi
tizerinde hazirlanmistir. Mevcut bilgisayar kapasitesine bagli olarak, olusturdugumuz
nihai cebirsel denklem en yiiksek m = 128 i¢in ¢6ziilebilmistir. Bununla beraber Haar
dalgacik fonksiyonlari ile yapilan doniisiim ve ¢oziimde m nin daha biiyiik degerleri igin
analitik (tam) c¢oziime daha da yakin degerler elde edilecegi test problemlerinde

gorilmiustir.
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