ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLiIMLERIi ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

BiR PARABOLIK DENKLEMIN COZUMLERININ SONUMU

Burhan SELCUK

MATEMATIK ANABILIiM DALI

ANKARA
2014

Her hakki sakhdir



ETIiK

Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak hazir-
ladigim bu tez icindeki biitiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, bilgilerin iiretilmesi
agamasinda bilimsel etige uygun davrandigimi, yararlandigim biitiin kaynaklar1 atif

yaparak belirttigimi beyan ederim.

13/01/2014

Burhan SELCUK



OZET
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc. Dr. Nuri OZALP

Bu tez 6 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel teoremler ve lemmalar ve-

rilmigtir.

Ugiincii boliimde, tekil sinir sarth bir lineer olmayan parabolik denklemin ¢oziimiiniin
soniim davranigi incelenmistir. Bu denklemin sonlu zamanda c¢oziimiiniin séndiigii

ve belli kabuller altinda zamana gore tiirevin patladig ispatlanmigtir.

Dordiincii boliimde, tekil sinir yayilimli bir lineer olmayan parabolik denklemin
¢Oziimiiniin soniim davranigi incelenmistir. Bu denklemin sonlu zamanda ¢oziimiiniin

sondiigii ve belli kabuller altinda zamana gore tiirevin patladigi ispatlanmistir.

Beginci boliimde, tekil sinir sarth bir lineer olmayan parabolik sistemin ¢oziimiiniin
soniim davranigi incelenmistir. Bu denklemin sonlu zamanda c¢oziimiiniin séndiigii
ve belli kabuller altinda séniim zamaninda séniim noktasinda (u;, v;) nin patladig

gosterilmigtir.
Altinct boliim sonu¢ kismina ayrilmistar.
Ocak 2014, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan parabolik denklem, soniim, tekil olmayan

sinir gart1, tekil olmayan sinirda akig, maksimum prensibi.
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ABSTRACT
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QUENCHING OF SOLUTIONS FOR A PARABOLIC EQUATION
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Department of Mathematics

Supervisor: Doc. Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of six chapters.
The first chapter devoted to the introduction.

In the second chapter, some necessary lemmas and theorems that will be needed for

later use are given.

In the third chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic
equation with a singular boundary condition is studied. The finite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.

In the fourth chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic
equation with a singular boundary outflux is considered. The finite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.

In the fifth chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic
system with a singular boundary condition is studied. The finite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.
The sixth chapter devoted to the conclusion.
January 2014, 43 pages

Key Words: Nonlinear parabolic equation, quenching, singular boundary condi-

tion, singular boundary outflux, maximum principles.
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1. GIRIS

Ist denklemi fizikte, kimyada, biyolojide ve degisik miihendislik dallarinda hala
popiilerligini siirdiiren aktif bir ¢aligma alanidir. Is1 denklemi teorisi iizerinde yapilan
calismalar ve bunlarin uygulamalar: son yillarda oldukca artig gostermektedir. Isi
denklemini esas alan bircok problem cesiti mevcuttur. Bunlardan, en cok calisilan-
larindan biri patlama problemidir. Patlama probleminde, ¢oziimler sonlu bir 7' za-
maninda sonsuza gider, yani patlar. Bir digeri problem cesiti ise, patlama problem-
inin degisik bir versiyonu olan, séniim problemidir. Patlama ve soniim problemleri

bir doniisiim yardimiyla kolaylikla birbirine doniistiiriilebilmektedir.

1.1 So6niim Probleminin Ortaya Cikis1 ve Literatiir Ozeti

Soniim probleminin 39 yillik tarihi vardir. 1975 yilinda Kawarada, iyonik iletken-
lerdeki polarizasyon olayini incelerken agagidaki parabolik denklem modelini olus-

turmustur:
1
1—u

Up = Ugg +

Daha sonra, bu denklemi esas alan agagidaki 1s1 yayilim problemini ele alan bir

makale yaymladi (Kawarada 1975):

U = Upp + 7=, € (0,L), t >0,
u(0,t) =0, u(L,t) =0, t >0, (1.1)

u(x,0) =0, z € (0,L).

Bu makalede, soniim kavrami ilk kez verilmis ve ilging sonuclar elde edilmistir. 7T’

s6niim zamani sonlu olmak iizere bu sonuglar:

L > 2v/2 ise, 0 zaman lim u(L/2,t) — 1 (1.2)
t—T—
ve
lim u(L/2,t) — 1 ise, o zaman lim u:(L/2,t) — oo (1.3)
t—T— t—T—
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dur. Dikkat edilirse (1.2) kogulunun gerceklenmesi durumunda 1s1 denkleminin kay-
naginda patlama olugmaktadir. Bu durumu Kawarada soniim durumu olarak tanim-
lamigtir; yani eger belli bir zamanda eger kaynak fonksiyonu sonsuza giderse veya,

zaman degiskenine gore tiirev sonsuza giderse ¢oziim soniimliidiir denir. (1.1) prob-

leminde
tEIjrﬂliorgnanXLu(x, t) —1 (1.4)
veya
lim sup w(x,t) — oo (1.5)
tﬂT*OSISL

olugtugundan dolay1 ¢6ziim soniimliidiir. 7" ye de séniim zamani denir.

Son zamanlarda daha revacta olan bir bagka tanim; tekilligin sinir kogullarinda olus-

mas1 durumudur. Agagidaki ¢aligmay: (Fila ve Levine 1993) buna &rnek verebiliriz:

U = Uz, 0< <1, 0<t<T,
Uy (Oat) = 07 Ug (17t) = _u_6<1,t), 0 <t < T, (16)

u(z,0) =wug (), up >0, 0 <z <1

T soniim zamani olmak iizere, (1.6) probleminde Fila ve Levine soniim tanimi olarak

lim min u(z,t) — 0
t—T—-0<z<L1

durumunu almiglardir.

Bircok matematikgi yillar boyunca Kawarada’nin ortaya koydugu bu yeni problem
tizerinde ¢alismig, bunlar1 gelistirmis ve genellestirmiglerdir. Bunun iginde, cesitli
sinir gartlarina sahip soniim problemlerinin ¢oziimlerinin soniim davranigini hem
analitik yontemler hem de niimerik yontemler kullanilarak incelemiglerdir. Ayrintili

bilgi i¢in Chan (1996a, 1996b) ve Kirk ve Roberts (2003)"1in galigmalar1 incelenebilir.

Walter (1976)
U — Uz = f(u), € (—a,a), t>0,
u(—a,t) =0, u(a,t) =0, t >0, (1.7)
u(x,0) =0, x € [—a,al,
2



ve Acker ve Walter (1976, 1978)

Up — Uy = g(U,uy), T € (—a,a), t >0,
u(—a,t) =0, u(a,t) =0, t >0, (1.8)

u(x,0) =0, x € [—a,al,

(1.1) problemindeki

Up — Ugy = (1 — u)’1

ana denkleminden daha genel olan

Ut — Ugy = f(U)

ve

Ut — Ugy = g(“a ux)

denklemlerini esas alan (1.7) ve (1.8) problemlerini ele alip, Kawaradamin sonuglarin
genellegtirmiglerdir. Ayrica, (1.7) ve (1.8) problemleri i¢in, bir kritik uzunluk 2¢*
varligim gosterdiler. Oyle ki, eger a < a* ise, o zaman herbir ¢ icin u(z,t) vardr,
ve eger a > a* ise, o zaman soniim olay1 gergeklesir. Levine ve Montgomery (1980),
a = a* durumunda (1.7) probleminin ¢tziimlerinin soniim davramsin incelediler.
Chan ve Chen (1987), monoton iteratif teknik kullanarak, kritik uzunlugu belirleyen
bir niimerik metod verdiler. 1988’de Chan ve Kwong, (1.7) ve (1.8) problemlerini

ve ayrica bu problemlerdeki ana denklemleri
Uz (—a,t) = c(t), uz(a,t) = —c(t), t >0, (1.9)

sinir sartlar ile alarak, (1.1) problemi igin Kawarada'nin (1.3) sonucunun ispatindaki

bosluklar1 doldurmuslardir.

Levine (1989), €, 5 > 0 igin agagidaki problemleri ele ald:

ut:um+s(1—u)75, O<z<l1, t>0,
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t >0,
u(x,0) =uo(z), up <1, 0 <z <1,
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ve
Up = Ugz, 0 < x <1, t>0,

w(0,8) =0, uy (1,t) = (1 —u(1,8)", t >0,
u(z,0) =wuo(z), uyp <1, 0 < <1,
Coziimlerin soniimii, sonmemesi ve séniim sonrasi igin kriterler elde etti. Guo (1990),

ayn1 problemi siirlarim genisleterek simetrik bir aralikta yeniden ele aldi:

ut:um%—s(l—u)*ﬁ, —l<z<l1, t>0,
u(=1,t) =0, u(l,t) =0, t >0,

u(x,0) =wug(z), up <1, =1 <z <1,

Sonlu birgok séniim noktasinin varligim ispatladi. Ayrica, degisken doniisiimii ile
soniim problemini patlama problemine cevirerek, soniim noktasinda ¢oziimlerin asimp-
totik davramslarini veren teoremi ispatladi. Daha sonra, Chan ve Ozalp (1995),

asagidaki sinir-deger problemini caligtilar:

U = Upe + f(u), 0 <z <a, t>0,
u(0,t) =0, u, (a,t) = —ku(a,t), t >0,

u(z,0)=p(x), 0<z<a.

Burada, k > 0, baz pozitif ¢ sabitleri igin f(u) € C?|0, c) 6yle ki lim, .- f(u) = oo,
f(0) >0, f'(u) > 0ve f'(u) >0,z € [0,a] da "+ f(¢) > 0 dir. Séniim zamanindan
once bir klasik ¢oziimiin varhigini ve soniim noktasinin yerini gosterdiler. Ayrica,
sinir noktalar1 hari¢ sonlu sayida soniim noktasinin varligini gosterdiler. Hatta,

soniim zamaninda, soniim noktasinda u; nin patladigini gosterdiler.

Simdi, soniimiin ikinci tanimini kullanan problemleri hatirlayalim. 1993’de Fila ve
Levine, sinirda tekillige sahip 1s1 akigi olan (1.6) problemini incelediler. wg iizerindeki
belli kabuller altinda soéniim noktasim x = 1 olarak buldular. Deng ve Xu (1999),
0 < B, m < oo oldugunda agagidaki lineer olmayan sinir sarth lineer olmayan

denklemi calismiglardir.

(W™), = Ugs, 0 <z <1, t>0,
Uy (0,1) =0, u, (1,t) = —uP(1,t), t >0,

u(x,0) =ug(z), 0<z <1
4



u nun sonlu bir zamaninda sadece r = 1 noktasinda sondiigiinii ve ¢, ¢ > 0 i¢in T’

soniim zamamn yakimindaki sontim oranini ¢ < u(1,¢)(T — )/ (m+25+1) < & biciminde

elde ettiler.

Yukarida bahsedilenler haricinde de cok degisik soniim problemleri ¢aligilmigtir.
Simdi, bunlardan énemli birkagimi hatirlayalim. Salin (2003), « € (0, 1), uy € (0, 1]
oldugunda
Up = Ugy + In(au), € (=1,1), t € (0,T),
u(=lLt)y=u(l,t)=1, t€[0,7T),
u(x,0) =wug (), z €[,
problemini caligti. Baslangic fonksiyonundaki belli kabuller altinda sonlu zamanda
soniimiin gerceklestigini gosterdi. Soniim noktalarmin kiimesini elde etti. Ayrica

yukaridaki probleme au = e™" doniisiimii uygulayarak asagidaki

Vp — Ve = ave’ — 02 x € (=1,1), t €(0,T),
v(=0t)=v(l,t) = —1In(a), t €[0,7),
v (z,0) = —In(aug (z)), = € [—1,]]
patlama problemine doniigtiirdii. Bu yeni problemin patlama olayin1 ve patlama
noktalarinin kiimesini elde etti. Daha sonra birinci problemin soniim olay: ile ikinci
problemin patlama olaylarinin birbirine denk oldugunu gosterdi. Liang vd. (2007)
asagidaki parabolik problemin niimerik ¢oziimleri i¢in yeni bir uyarlanmis yontem
uyguladilar:
u = Uy, + f(u), 0<y<a, 0<t<T,
u(0,t) =0=u(a,t), t € (0,7T),
u(y,0) =wug, y € (0,a).
Burada 6 > 0, f(u) = (1 —u)?,0 < uy < 1 dir. Ayrica 0 < u < 1 araliginda f(u)

monoton artan bir kaynak fonksiyonu ve f(0) = 1, lim f(u) = oo dur. Dyakevich
u—1-

(2008), p,q > 0, T < oo, D =(0,a), D =[0,a], 2 = D x (0, T) oldugunda agagidaki

dejenere yari-lineer parabolik baglangi¢ sinir-deger problemini caligti:

Uy — Ugy = lpf(“)) Q daa
uz (0,t) =0 =u, (a,t), t >0,
u (z,0) = up(x), D da.

5



Burada f(0) > 0, f' > 0, f” > 0 ve ¢ baz1 pozitif sabitler olmak tizere lim f(u) = oo
dur. Ilk 6nce tek klasik coziimiin varhgim gosterdi. Daha sonra p > ¢ oldugunda
sadece x = a sinir noktasinda, p < ¢ oldugunda sadece z = 0 siir noktasinda séniim

olayimin gercgeklestigini ve p = ¢ oldugunda D nin séniim kiimesi oldugunu gosterdi.

Yukaridaki baz1 6rneklerde de goriildiigii gibi, soniim problemleri ile patlama prob-
lemleri arasinda yakin bir iligki vardir. Literatiirde, iki 1s1 kaynagina sahip soniim
problemleri patlama problemlerine gore daha az calisilmigtir. Bu tiir patlama prob-
lemlerinden en 6nemli birini hatirlayalim. Lin ve Wang (1999), p, ¢ > 0 oldugunda
agagidaki sinirda 181 yayilimli yari-lineer 1s1 denklemin patlama davranigini incelediler:

Up = Uge +UP, O<z <1, t>0,

uz (0,8) =0, u, (1,t) =ui(1,t), t >0,

u(z,0)=wuy(z), 0<z<1
max(p,q) > 1, ug(z) > 0 ve uf(z)+uf(x) > 0 oldugunda sonlu zamanda tek patlama
noktasinin x = 1 oldugunu gosterdiler. Hatta, 7" patlama zamaninin yakininda

patlama oranini elde ettiler.

Simdi de, iki tekil 1s1 kaynagina sahip soniim problemlerine iki 6rnek verelim. Chan
ve Yuen (2001), a, p, ¢ > 0, T < oo, D = (0,a), & = D x (0,7) oldugunda
asagidaki problemi ele aldilar. Bu problem, Iki lineer olmayan kaynag: iceren ilk
soniim problemdir.

Up = Ugy, ) da,

uz (0,1) = (1 —u(0,8))7P, uy (a,t) = (1 —ula,t))™9, 0<t<T,

u(x,0) =ug(z), 0 <wuy(x) <1, D de.
up bir alt ¢coziim oldugunda sonlu zamanda z = a nin tek séniim noktas1 oldugunu
ve soniim zamaninda u; nin patladigim gosterdiler. Dahasi, pozitif kararli durumu
kullanarak soéniim ve sénmeme igin kriterler elde ettiler. Zhi ve Mu (2007), p,q >
0 oldugunda asagidaki tekil sinir sarth yari-lineer 1s1 denklemin sontim davranigini

incelediler.
U =Upe + (1 —u)™?, 0<z <1, t>0,

uz (0,t) =u=90,t), u, (1,¢t) =0, t >0,
u(x,0) =ug(z), 0 <z <1
6



ug(z) > 0 ve ug(x) + uy(z) < 0 oldugunda sonlu zamanda tek patlama noktasinin
x = 0 oldugunu gosterdiler. Hatta, T s6niim zaman ve C,Cy > 0 oldugunda,
soniim zamanm yakininda soniim oramm C; < u(0,t)(T — t)Y/2@+) < O, olarak

elde ettiler.

Parabolik sistemler icin de, soniim problemi aragtirmacilar tarafindan son zaman-
larda ¢ok caligilmigtir. Bunlardan iki tanesini hatirlayalim. (Pablo vd. 2002) asag:-

daki parabolik sistemin soniimiinii aragtirdilar;

U = Uge —V L) 0 =V —u 4, (2,t) € (0,1) x (0,7,
ur(0,8) = v.(0,t) = uy(1,t) =v.(1,8) =0, t € (0,T),

u(z,0) = wup(x), v(z,0)=vo(z), z € [0,1].

Burada, p,q > 0 ve ug, vy pozitif diizgiin bir fonksiyon ve siirlarda uyumluluk
sartlarini saglar. wug, vy > 0, uj — vy ", v5 — uy? < 0 sartlan sagladiginda, sonlu
zamanda tek soniim noktasi olarak x = 0 elde ettiler. Ayrica, séniim zamaninda
(ug, v¢) nin patladigimi gosterdiler. Sening ve Xianfa (2008), agagidaki parabolik

sistemin sontimiinii aragtirdilar;

Uy = Upy, Vp = Vg, (z,t) € (0,1) x (0,7,
ug(0,t) = 0, uy(1,t) =—vP(1,¢), t € (0,T),
v:(0,t) = 0, v,(1,t) = —u"%(1,t), t € (0,7),

u(z,0) = wup(x), v(z,0) =vo(z), z €[0,1].

Burada, p,q > 0 ve ug, vy pozitif diizgiin bir fonksiyon ve siirlarda uyumluluk
sartlarini saglar. wug, ug, v, vy < 0 sartlar sagladiginda, sonlu zamanda tek séntim
noktasi olarak x = 1 elde ettiler. Son olarak, parabolik sistemler i¢in patlama

problemlerinin en 6nemlilerinden birini hatirlayalim.

Fu ve Guo (2002), p1,p2,q1,q2 > 0 oldugunda agagidaki simirda 1s1 yayilimh yari-
7



lineer parabolik sistemin patlama davranigini incelediler:

Up = Uge + VP, 0 < <1, t>0,
Vp = Vg +UP?2, 0< <1, t>0,
uz (0,t) =0, u, (1,t) =00 (1,t), t >0,
v, (0,t) =0, v, (1,¢) = u®(1,t), t >0,

u(x,0) =up(z) <1, v(z,0) =vy(z) <1, 0<z <1

max(p1pe, q1q2, P1G2, P2q1) > 1 ve uf(x), vj(x) > 0 oldugunda sonlu zamanda tek pat-
lama noktasinin x = 1 oldugunu gosterdiler. Hatta, T patlama zamaninin yakininda

patlama oranlarin elde ettiler.

1.2 Problem Tespiti

Literatiirde, iki tekil 1s1 kaynagina sahip lineer olmayan parabolik denklemler ve bu
tiir iki denklemden olusan parabolik sistemler i¢in soniim problemi ¢ok az ¢aligilmigtir.

Bu calismada, asagidaki problemlerin soniim davranigini inceleyecegiz.

Problem 1.1 Aynu tip iki tekil 151 kaynagina sahip (biri parabolik denklemin taniml
oldugu bolgenin i¢inde ve digeri parabolik bolgenin sinarinda) bir parabolik problemin
sontim davramising arastiracagiz. Bunun i¢in de, asaqidaki 151 yayilim modelini ele
alacagiz:

U =1Upp +(1—uw)? 0<z<l 0<t<T,

ug (0,8) =0, u, (1,¢) = (L—wu(l,8)?, 0<t<T, (1.10)

u(z,0) =wug(z), 0 <z <1
Burada, p ve q pozitif sabitler, T < oo dur. Ilk olarak, sonlu zamanda soniim olaywnn
sadece symirda gerceklestigine ve soniim aminda uy; nin patladigine gosterecegiz. Bu
problem i¢cin bir alt ¢ozim elde edip, bu alt ¢éziimiin yardimayla sénim zamana i¢in
bir st sinar elde edecegiz. Son olarak da, soniim oranlar: elde edip bu soniim oranlar

yardimayla sonim zamana i¢in alt stnarlar elde edecegiz.

Problem 1.2 Farkl tip iki tekil 151 kaynagina sahip (biri parabolik denklemin taniml

oldugu bolgenin i¢inde ve digeri parabolik bolgenin sinarinda) bir parabolik problemin

8



sontim davramisine arastiracagiz. Bunun i¢in de, asagidaki 151 yayilim modelini ele
alacaguz:
U =Upp + (1—u)P, 0<z<l, 0<t<T,
u, (0,1) =0, u, (1,t) = —u9(1,t), 0 <t <T, (1.11)
u(z,0) =wuy(z), 0 <z <.
Burada, p ve q pozitif sabitler, T < oo dur. Ilk olarak, sonlu zamanda soniim olayinin
sadece simirda gergeklestiging ve sontim aminda u; nin patladigini gosterecegiz. Son
olarak da, bir sénim orani elde edip bu séniim orant yardimiyla sonim zamana i¢in

bir alt simr elde edecegiz.

Problem 1.3 ki tekil 151 kaynagina sahip iki parabolik denklemden olusan bir parabo-
lik sistemin sonim davranising arastiracagez. Bunun i¢in de, asagidaki 151 yayilim

modelini ele alacagiz:

U =Upp + (1 =), 0<ax<], 0<t<T,
V=Vt (1—uw)™ 0<z<l 0<t<T,
Uy (0,1) = 0,u, (1,1) = (1 —v(1,8)) ™™, 0<t < T, (1.12)
v, (0,8) = 0,0, (1,8) = (1 —u(1,8))™®, 0<t < T,

u(x,0) =uo(z) <1, v(z,0)=vy(z) <1, 0 <z <1 )

Burada, py,pa,q1 ve qo pozitif sabitler, T < oo dur. Ik olarak, sonlu zamanda
sontim olayiman sadece sinirda gergeklestigini ve sontim aninda (ug, v) nin patladigina
gostereceqiz. Son olarak da, bir karsilastirma teoremi kullanilarak bir sonim kriter:

ve bir soniim oram elde edecegiz.



2. KULLANILAN YONTEM VE TEKNIiKLER

Kismi tiirevli denklemler teorisinde maksimum-minimum problemleri 6nemli yer tu-
tarlar. Ozellikle baslangic ve smir deger problemlerinin c¢éziimlerinde kismi tiirevli
denklem, denklemin taniml oldugu bolge, bolgenin siniri ile verilen baglangic ve
sinir gartlarinin yapisi énemlidir. Cogu zaman denklemin veya verilen siir sart-
larinin durumlarina gore problemin ¢oziimiinde maksimum ve minimum degerlerinin
onemi biiyiiktiir. Problemin ¢oziim karakteri maksimum ve minimum prensibleri
yardimiyla incelenebilir. Fiziksel olarak gerceklesen 1s1 yayilim problemi icin ¢oziim

davraniglarini ¢ogu zaman maksimum prensibi yardimiyla inceleyebiliriz.

Eliptik ve parabolik tipten kismi tiirevli denklemlerin genel incelemelerinde de mak-
simum prensibi énemli bir yer tutar. Ozellikle, patlama ve séniim problemlerinde
siklikla kullanilan maksimum prensibleri ve Hopf lemmasim hatirlayalim (Protter ve

Weinberger 1967).

2.1 Bir Boyutlu Parabolik Operatorler icin Maksimum Prensibleri

Bu kisimdaki teoremler ve lemmalar ispatsiz olarak verilecektir.

Tamim 2.1 Bir (z,t) noktasinda eger a(x,t) > 0 ise (reaksiyon-difiizyon denklemini

saglayacak sekilde), o zaman

0%u ou  Ou
Liu| = t)— 4+ b(z,t)— — —
0] = ol )55 + b0 5 — o
operatériine paraboliktir denir. Eger, xt-dizleminin bir D bélgesindeki herbir (x,t)
elemant i¢in

a(z,t) > p
olacak sekilde bir p > 0 sabiti var ise, L ye D bolgesinde diizgiin paraboliktir denir.

Teorem 2.1 (a(x,t) = 1,b(x,t) =0 durumu) E = (0,1) x (0,t),S5; = {x =0,0 <

t<T}HSy={0<zx<[t=0}veS3={x=1,0<t<T} olsun. Bir dikdortgensel
10



E bolgesinde u(x,t) fonksiyonu

_Pu 0w
Cox2 Ot T

esitsizliging saglasin. O halde w nun maksimum degeri £ U OF kapalr bélgesinin

Llu]

S1, 59 ya da S3 kenarlarindan birinde olmalidar.

Lemma 2.1 u(x,t) fonksiyonu, xt - dizleminin bir E bolgesinde

0*u ou  Ou

diizgtin parabolik esitsizliginin bir ¢ozimi ve a(x,t),b(x,t) sirl olsun. K bir disk
olsun. Oyle ki K mn 0K swart E bolgesinin iginde olsun. Kabul edelim ki v nun
maksimumu olan M, E bilgesinde, K nin i¢inde u < M, K nin ssmrindaki bazi p
noktalarinda v = M olsun. O taktirde p noktast K ya teget x-eksenine paraleldir.

(Yani, p noktasy K diskinde ya en alt ya da en st noktadur.)

Lemma 2.2 Kabul edelim ki xt - diizleminin bir E bolgesinde u(z,t) fonksiyonu,
Lemma 2.1. deki L operatori igin Liu] > 0 egitsizligini, E nin bir (xq,to) i¢ nok-
tasinda u < M ve E nin tamaminda u < M saglasin. Eger I, (xo,ty) noktasin

kapsayan yatay bir yol ise o taktirde I tizerinde w < M dir.

Uyart 2.1 Lemma 2.2. ye gore bolge icerisindeki bir dogru tizerinde w = M olacak
sekilde bir tek nokta bulunabiliyorsa, o taktirde bu dogru tizerindeki her moktada

u=M dir.

Lemma 2.3 xt - dizleminin bir E bolgesinde u(x,t) fonksiyonu, Lemma 2.1. deki
L operatori icin L{u] > 0 esitsizligini saglasin. to,t, sabitleri i¢in tqg < t < t1 seridi
boyunca E nin bir kisminda v < M olsun. Buna gére, E nin i¢inde kalan t = t;

seridinin bir kisminda v = M dir.

Teorem 2.2 zt - dizleminin bir E bolgesinde u(x,t) fonksiyonu
0%u ou Ou

Liu| = t)=— +b(z,t) — — — >0

0] = ol )5y + W )50 — o>

diizgiin parabolik egitsizliginin bir ¢ozimi ve a(x,t), b(x,t) sirl olsun. Eger, E nin
bir (z1,t1) i¢ noktasinda u(x,t) fonksiyonu, M maksimum degerine ulasiyor ve E
de (x1,1t9) noktasim iceren v = x1,ty < t <ty bir dikey seriti var ise, o taktirde E

deki herbir t =ty dogru parcast boyunca uw = M dir.
11



Lemma 2.4 (Hopf Lemmasi) xt - diizleminin bir E bolgesinde u(z,t) fonksiyonu

2
Llu] = a(x,t)@ + b(w,t)a—u _Ou

0x? =

or Ot —

diizgiin parabolik esitsizliginin bir ¢ézimi ve a(x,t),b(x,t) stnarl olsun. P,0E sinirin-
da u nun maksimuma ulastige nokta ve P noktasindan OF ye ¢izilen normal, t ek-
senine paralel olmasin. E nin icinde p noktasinda OF ye teget bir cember ¢izilebilsin
ve bu bolgede u < M olsun. Eger 8%, E den disg yonli tirevi mevcut ise o taktirde P

noktasinda % >0 dar.

Teorem 2.3 Kabul edelim ki, bir E bolgesinde Teorem 2.2 nin hipotezleri saglansin,
E deh < 0 ve [L+ hllu] > 0 olsun. Eger, E nin bir (z1,t1) i¢ noktasinda
u(z,t) fonksiyonu, M maksimum degerine ulasiyor ve eger M > 0 ise, Teorem 2.2
nin sonuglary saglanir. Ayrica, eger bir P sinar noktasinda M > 0 ise, o zaman P

noktasinda Lemma 2.4 nin sonuglary saglanar.

2.2 Zayif Parabolik Sistemlerde Maksimum Prensibleri

Simdi, zayif parabolik sistemlerin, patlama ve soniim problemleri aragtirilirken sik-

likla kullandigimiz giiclii maksimum prensibini ve Hopf lemmasini hatirlayalim.

Bir ikinci mertebeden parabolik esitsizlikleri saglayan fonksiyonlar i¢in maksimum
prensibi, parabolik egitsizliklerin belli sistemlerine genisletilebilir. u(x, ¢) fonksiyonu-
nun elemanlar:

uy(z,t), ug(z, t), ...y ug(x, t)

olsun. n-boyutlu Oklid uzayinin bir eleman: olan x vektoriiniin bilesenleri 1, o,

..oy Ty olsun. u vektorii ile x vektoriinii birlikte diistindiigiimiizde

= 0? = 0 0
L,= (v) (v) —— L v=12,..
v Zazj (x’t)(?:vzaxj +sz ($7t)axl atv v ) &y 7k

i,j=1 i=1

seklinde k adet diizgiin parabolik operatorler elde edilir. Ilaveten, elemanlart {hy,(z,t)},

p,v=1,2 ..k olan k x k ik bir H = H(x,t) fonksiyonlarim tanimlayalim.
12



Bir maksimum prensibi kurmak i¢in parabolik esitsizliklerin sistemi agagidaki formda

olmalidar: .

Lifu] + 3% hyyu, >0,

L2[u2] + 25:1 h2vuv Z 07 (2 1)

Li[ug] + Zle Riwtty > 0. )
(2.1) in herbir esitsizligi sadece bir bilegenin tiirevini icermektedir. Sistem terim-
lerin sadece ciftlesmesidir, yani terimler farklilasmamistir. Bu formdaki bir sistem
"zaf birlesmis (weakly coupled)" olarak adlandirilir. Boyle sistemler, kendiliginden

¢liriimiis birka¢ maddenin eszamanl yayilmasinda ortaya cikar.

H matrisinin kogegen iizerinde bulunmayan elemanlari icin ek bir kabul yapacagiz.
Bu da, p # v igin

hyw >0, p,v=1,2,...k (2.2)
dir. v = 1,2,...,k igin, u, her bilegeni negatif ise (u, < 0), u < 0 notasyonunu

kullanacagiz. Benzer tanim, herbir bilesen pozitif olmadiginda da gecerlidir.

(n 4+ 1)-boyutlu uzayda £ = D x (0,7) formundaki bir bolgede, agsagidaki kesin
egitsizlikleri saglayan u vektor degerli fonksiyonlar: i¢in bir maksimum prensibi is-
patlamak kolaydir:
k
Lyfua) + ) hywtty > 0,0 =1,2, . k. (2.3)
v=1
Kabul edelim ki, biitiin ag-’), bg”), h, katsayilar1 E de smirh olsun. Gosterecegiz ki,
eger t = 0 (basglangi¢ hatt1) ve 9D x (0,7T) iizerinde u < 0 ise, o zaman F de
u < 0 dir. Bunu yapmak igin, £ de bir (x,?) noktasinda u < 0 esitsizliginin gegerli
olmadigimi kabul edelim. ¢, E de u(x,t) < 0 saglayan t degerlerinin iist sinirlarinin
minimumu olsun. O zaman, siireklilikten, goriiliir ki u(x, ) < 0 ve, F deki bazn
(7, t) noktasinda u nun bilegenlerinden biri sifir olur. Yani, en az bir u, bilegeni
i¢in, u,(Z, t) = 0 elde ederiz. ¢ < ¢ igin u < 0 oldugundan
L u,] <0, (z,t) de, (2.4)
13



ve, (2.2) den,

k
Zhﬂ,uv <0, (z,t) de (2.5)

v=1

elde ederiz. (2.4) ve (2.5) esitsizliklerini birlikte diisiindiigiimiizde bu durum, (2.3)

deki 7 inci esitsizlik ile celigir. Bu celigkiden, £/ de u < 0 sonucunu elde ederiz.

(2.1) esitsizlikleri yerine (2.3) ii saglayan pozitif olmayan u fonksiyonlar1 igin bir
maksimum prensibi elde etmek i¢in, F/ boyunca asagidaki esitsizligini saglayan bir

[ sabiti segelim:
k

B=3 hulw,t) >0, p=1,2,..k

v=1

Bu se¢im H 1n elemanlar1 £ de sinirh oldugunda daima dogrudur. O zaman, eger

u, F de (2.1) esitsizliklerini saglarsa, herhangi bir ¢ > 0 igin goriiliir ki, £ de
Lu[u, — ee®] + Zhuv[uu — e’ >0,p=1,2,....k

dir.

Simdi, bilegenleri v, = u, — eeP', u=1,2,....k olan bir v(x,t) fonksiyonu tanimla-
yalim ve not edelim ki t = 0 (basglangi¢ hattinda) ve 9D x (0,7) iizerinde u < 0 ise,
noktalarin ayn kiimesi tizerinde v < 0 olmasi gerektirir. Kesin esitsizlik sistemini
saglayan fonksiyonlar i¢in yukarida kurulan maksimum prensibi herbir ¢ > 0 ve
v i¢in gegerlidir. € — 0 aldigimizda, E de u < 0 sonucu elde ederiz. u # v igin

hyuw > 0 esitsizliginden, u, nin herbir eleman £ de
Lylup] + hywuy >0
dir. Herhangi bir 5 > 0 sabiti i¢in, £ de bu esitsizligi asagidaki gibi yazabiliriz:
L€ ] + (b + B)e’ u, > 0.

E de hy, + B > 0 esitsizligini saglayan yeterince biiytik 8 y1 ¢ozelim. E de, u, <
0 oldugundan,

L,[e?*u,] >0, E de,

(huw + B)e’'u, < 0,t =0 ve D x (0,T) iizerinde
14



oldugu goriiliir. Diizgiin parabolik operatorler icin maksimum prensibinden, eger
baz1 (zg,t) i¢ noktalarinda w, = 0 ise, o zaman t < t; i¢in w, = 0 dir. Bu,

asagidaki giiclii maksimum prensibinden elde edilir.

Teorem 2.4 (Gigli maksimum prensibi) u, bir E = Dx(0,T) bolgesinde (2.1) esit-
sizligini (diizgiin parabolik sistemler i¢in) saglasin. Eger, t = 0 (baslangi¢ hatti) ve
0D x (0,T) dzerinde u < 0 ve H, (2.2) egitsizligini saglar ise, o zaman E de,

u < 0 duwr. Dahasy, eger bir noktada u, = 0 ise, o zaman t < g i¢in u, =0 dor.

Lemma 2.5 (Hopflemmasi) Bir E = D x(0,T) bolgesinde, u, (2.1) esitsizliklerini
ve H, (2.2) egitsizligini saglasin. O zaman u < 0 dur (Teorem 2.4). Ayrica, eger
u, nun baz elemanlary 0D x (0,T) sirvman bir P noktasinda 0 degerini alur ise,
ve E de stnarinda P noktasina sahip bir K kiiresi var ve K da u, < 0 ise, o zaman

0/0v herhangi bir yondeki dis normal tirev oldugunda P noktasinda

ou,
ov

>0

dor.
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3. TEKIL SINIR SARTLI LINEER OLMAYAN BiR PARABOLIK
DENKLEMIN SONUMU

Bu boliimde, problem (1.10) un stniim davramgini inceleyecegiz. p ve ¢ pozitif

sabitler ve T' < oo oldugunda, asagidaki 1s1 yayilim modelini ele alalim:

U =Upe +(1—u)?, 0<z<1, 0<t<T,
ug (0,8) =0, u, (1,t) = (1 —u(1,t)) %, 0<t<T,

u(z,0)=wup(z), 0 <z <1

Burada u(z,t) € C*!, problem (1.10) un bir ¢6ziimii olsun. Yeterince diizgiin ve

sinirda

up(0) = 0,up(1) = (1 —up(1))™*

uyumluluk sartlar1 saglanacak sekilde baglangi¢ fonksiyonunu ug : [0,1] — [0,1)

secelim.

Ayrica, bu boliim boyunca, problem (1.10) i¢in baglangig hatt1 (0 < = < 1) {izerinde,

uo(x) baglangi¢ fonksiyonunun

Uz (2,0) + (1 —u (2,0))77

Y
o

(3.1)

Uy (,0) > 0 (3.2)

sartlarim saglandigini kabul edecegiz. Ek olarak, Kesim 3.3 de asagidaki sartlarin

gecerli oldugunu kabul edecegiz:

uz(x,0) > (1l —wu(z,0) ,0<z <1, (3.3)

w(1,t) = uge(1,t)+ (1 —u(1,t))P,0<t <T. (3.4)

Bu problem i¢in amacimiz, biri parabolik denklemin tanimli oldugu bolgenin i¢inde
ve digeri sinirda 1s1 yayilimina sahip ayni tipten iki tekil 1s1 kaynagina sahip prob-
lem (1.10) un séniim davramgini incelemektir. Ilk olarak, bu problem i¢in soniim

tammin verelim.
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Tanim 3.1 Sonlu bir T zamana i¢in problem (1.10) un bir u(x,t) ¢ozimi vardwr

oyle ki

lim max{u(z,t):0<ax <1} —1

t—1T—

oluyorsa, problem (1.10) a Soniim Problemi denir. Bundan sonra problem (1.10)

1¢in sontim zamanwm T ile gdsterecegiz.

Ik olarak, (3.1) sart1 altinda sonlu zamanda soniimiin gerceklestigini ispatlayacagiz.
Daha sonra, (3.1) ve (3.2) sartlar altinda soniimiin sadece z = 1 noktasinda gergek-
lestigini ispatlayacagiz. Nihayet, ¢ — 7'~ iken z = 1 soniim noktasinda wu; nin pat-
ladigin1 gosterecegiz. Daha sonra, problem (1.10) igin, bir alt ¢oziim elde edecegiz.
Bu alt ¢oziim yardimiyla, problem (1.10) un u ¢6ziimiiniin x = 1 de sondiigiinii
gosterecegiz ve soniim zamani igin bir iist siir hesaplayacagiz. Son olarak, (3.3) ve
(3.4) sartlar1 altinda soniim oranlar elde edecegiz. Bu soniim oranlarindan yararla-

narak soniim zamani icin alt sinirlar elde edecegiz.

3.1 Smirda Soniim ve u; nin Patlamasi

Ik olarak, (3.1),(3.2) ve uyumluluk sartlarmi saglayan bir uy(z) baslangic fonksi-

yonu verelim.

Uyar13.1 0< A<, a= ﬁ > 1 olmak dzere u(z,0) = Az alalim. Gergek-
ten de, g =1 i¢cin

ug (r,0) = Aax® ! >0,

1
Uge (2,0) + (1 —u(2,0))" = Aa(a—1)z°?+ A= Azoy 0,
Ug (070) = Oa
(1,0) L !
Uy ) = T 1 AN o=
(1 —u(1,0)) (1-A)

saglanar.  Ornegin, ¢ = 1 ve A = 0.5 igin, u(x,0) = %x‘l baslangi¢ fonksiyonu

(3.1), (3.2) ve uyumluluk sartlarine saglar.
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Uyar: 3.2 wuy(z), (3.2) sartine saglasin. v = u,(x,t) alalim. v(z,t) asagidaki denk-

lemleri saglar:

V=g +p(1—u)? 0, 0<z<1, 0<t<T,
v(0,6) =0, v(1,t) =(1—wu(l,t) >0, 0<t<T,
v(x,0) =u, (2,0) >0, 0 <z < 1.
Maksimum prensibinden (0,1] x (0,T) de v(x,t) > 0 ve boylece u,(x,t) > 0 dir.

Ayrica u(1,t) = Orélgglu(m,t) elde ederiz.
Lemma 3.1 wy(z), (3.1) sartine saglasin. O zaman, [0,1]x[0,T") de us(z,t) > 0 dor.

Ispat. (Fu vd. 2003) deki Lemma 3.1 den faydalanalim. v = w,(z,t) alahm. v(z,t)

vt:vm—kp(l—u)_p_lv, 0<z<l, 0<t<T,
v (0,1) =0, v, (1,8) = q(1 —u(1,8))" " o(l,t), 0 <t <T,
v (2,0) = Uz (2,0) + (1 —u(2,0)) >0, 0<z<1

saglar. Herhangi bir 7 € (0,7 i¢in

I —  max (%q(l—u(x,t))ql>,

0<z<1, 0<t<t

M = 2L+4L*+  max  (p(1—u(z, )"

0<z<1, 0<t<r

alalim. w(z,t) = e M=L7%y(z ¢) doniigiimiinii uygulayalim. Buradan

c(w,t) =4L* (2" = 1) +p(1 —u(x,t)) 7 =  max  (p(1—u(x,t)™7") <0

0<a<1, 0<t<r
oldugunda

Wy = Wyy +4LaW, + cW
esitligini ve

d(t) - _Oémﬁrnl,aacétST (q (1 o u(m, t))*Q*l) + q (1 - u(lvt))iqil S 0

oldugunda
W,.(1,t) = d(t)W(1,t)
esitligini saglar. Yukaridakilerden ¢ = ¢(z,t) < 0 ve d = d(t) < 0 oldugunda w(z,t)
Wy = Wy +4Lxw, +cw, 0 <z <1, 0<t<T,
w,(0,t) =0, w,(1,t) =d(t)w(1,t), 0 <t <,

w(z,0) >0, 0<x<1
18



saglar. Maksimum prensibi ve Hopf lemmasindan, [0,1] x [0, 7] da w(z,t) > 0 elde

ederiz. Boylece [0,1] x [0,T") de us(x,t) >0 dir. m

Teorem 3.1 ug, (3.1) sartine saglasin. O zaman sonlu bir T zamana vardur oyle ki

problem (1.10) un u ¢ozimi T de soner.

Ispat. Kabul edelim ki ug, (3.1) sartim saglasm. (3.1) sartim z e gore 0 dan 1 e

integral alirsak

1 1 1
/ Uz (7, 0)dx +/ (1—u(z,0)Pde > / Odx
0 0 0
1
uz(1,0) — u,(0,0) —I—/ (1—wu(x,0)"de > 0
0
elde edilir. Bu esitsizligi asagidaki gibi ifade edelim;

w = (1—u(1,0))_q+/01(1—u(x,0))_pdx>0

1
Kiitle fonksiyonumuz m (t) = / (1 —u(x,t))de, 0 < t < T olsun. O zaman,
0

Lemma 3.1 den
m'(t) = _/0 u (x,t) dx
_ _/0 (U (m, ) + (1 — u(z, 1)) P)dx

1
= up(L1) + u,(0,1) —/ (1 - u (e, 1)) du
0
1
= —(1—-u(1,t)? —/ (1—wu(x,t)Pde <—w
0
elde ederiz. Yukaridaki son egitsizlikte O dan t ye integral alirsak m (t) < m(0) —
wt elde ederiz. Bu da, baz1 Tp, (0 < T' < Tj) igin m (Tp) = 0 olmasim gerektirir.

Boylece u sonlu bir T' zamaninda séner. =

Teorem 3.2 ug, (3.1) ve (3.2) sartlarin saglasin. O zaman x = 1 tek sonim nok-

tasidr.

Ispat. n € (0,1),7 € (0,T) ve ¢ sonradan belirlenecek pozitif bir sabit oldugunda
[1 -1, 1] X [T7T) de

J(@,1) = up — e (x = (1 —n))
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yardimei fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman, (0, 1]x(0,7") de u,(z,t) > 0 oldugun-

dan (1 —n,1) x (7,7T) de
Ji = Jow = p(1 —u) Py, >0

elde ederiz. Ayrica (0,1] x (0,7) de u,(z,t) > 0 ve ¢ yeterince kiigiik oldugunda
J(xz,7) > 0 dir. Dahasi € yeterince kiigiik oldugunda t € (7,7 igin

J(1—=mn,t) = u(l—mn,t)>0,

J(1,t) = (1—u(l,t)*—en>1—en>0

dir. Maksimum prensibinden, (x,t) € [1 —n,1] x [7,T) i¢in J(z,t) > 0 yani u, >

e(x — (1 —n)) elde ederiz. Bu son esitsizligi = e gore 1 — 1 den 1 e integrallersek

2 2
£ 9
e’ _ e

u(l—mn,t) <u(l,t) — 5 5

elde ederiz. Boylece [0,1) de soniim gergeklesmez. Teorem 3.1 den z = 1 in tek

soniim noktasi oldugu goriiliir. Teorem ispatlandi. =
Teorem 3.3 = =1 soniim noktasinda u; patlar.

Ispat. Chan ve Yuen (2001)’deki gibi soniim aninda u, nin patladigin ispatlayalim.
Kabul edelim ki [0, 1] x [0, T") de u; smirh olsun. O zaman bir M pozitif sabiti vardir
oyle ki uy < M dir. Yani, uz, + (1 —u) * < M = uy, < M dir. z e gore, dnce x

den 1 e sonra 0 dan 1 e olacak sekilde iki kez integral alirsak

/01 </Ilu9;x(x,t)dx) dr < /01 (/;de> dz
/01 ((1,1) — () do < M/Ol(l ~ 2)da

uz(1,t) —u(l,t) +u(0,t) < >
1 M
2

elde ederiz. ¢t — T~ iken, esitsizligin sol yani sonsuz iken sag yani sonludur. Bu

celiskiden u; nin soniim noktasinda patladigi goriiliir. =
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3.2 Bir Alt Coziim ve Soniim Zamamn icin Bir Ust Sir

Tamim 3.2 p asagudaki sartlar: saglar ise, problem (1.10) un bir alt ¢ozimi olarak

adlandirilr:

/,Lt—/,me§<1—/,L>_p, O<l’<1,0<t<T,
pe (0,8) =0, p, (1,6) < (1—p(l,t)?,0<t<T,
p(z,0) <wug(x), 0<z<1.

FEsitsizlikler yon degistirirse bir st ¢ozim elde ederiz.

Lemma 3.2 u ve u, suraswla [0,1] x [0, T) de problem (1.10) un bir ¢ozimi ve alt

coziimii olsun. O zaman, [0,1] x [0,T") de u > p dir.

Ispat. Lemma 3.1 deki yontemi kullanacagiz. Ilk once, v(z,t) = u(x,t)—pu(z, t) alahm.
n(x,t) ve £(1,t) swrasiyla, u(z,t) ve pu(x,t), u(l,t) ve u(l,t) arasinda oldugunda
v(x,t)

V> Vg +p(1—n)" o, 0<z <1, 0<t<T,

U (0,8) =0, v, (1,8) > q(1—&(1,8) " u(1,t), 0<t <T,

v(z,0)>0,0<z<1

saglar. Herhangi bir 7 € (0,7 igin,

L - La —§<x,t>>-q-1) ,

max
0<z<1, 0<t<r (2
M = 20+4L*+ max _ (p(1—n(z,t) ")

0<z<1, 0<t<rt

alalm. w(z,t) = e M~L7°y(z,t) doniigiimiini uygulayalm. ¢ = c¢(z,t) < 0 ve

d =d(t) <0 oldugunda w(zx,t)

Wy > Wep +4Laxw, +cw, 0 <x <1, 0<t <7,
w,(0,t) =0, w,(1,t) > d(t)w(1,t), 0 <t <,

w(z,0) >0, 0<z<1
saglar. Maksimum prensibinden, [0,1] x [0, 7] de w(z,t) > 0 elde ederiz. Boylece,

[0,1] x [0,T) de u > p dir. =

Teorem 3.4 z =1 bir sonim noktasidar.
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Ispat. min ,ejouo(z) = ¢ > 0 alalm. 7 = 2(1 — ¢)%*/(g + 1) oldugunda [0, 1] x
[0, 7] de

(q+1)(1—x2+7—t))1/(q+1)

u(x,t)=1—< 5

olsun. = € (0,1),t € (0, 7) igin,

1 /(g+1) (1 —2*+7—1) —9/(a+D)
My — Hgre = 7 9

2 ((q +1)(1—a2+7— t)>(2q1)/(q+1>
2 :

< 0

elde ederiz. Ayrica t € (0,7) igin,

,ux(ov t) = 0,

pp(1,8) = (1 —p(1,1)™

dir. Dahas1 x € (0, 1) igin,

(1 42 () 1)\ M@+
2 2
dir. Yukaridakilerden u(z,t), problem (1.10) un bir alt ¢oziimiidiir. laveden, ¢ =

7 ve x = 1 oldugunda
[1,(1,7') =1

elde edilir. Boylece, Lemma 3.2 den
w(l,7) > p(l,7) =1

elde ederiz. p bir alt ¢oziim oldugundan, 7 dan énce ki bir 7' zamaninda u(1,7") =

1 dir. O zaman, x = 1 bir soniim noktasidir. m

Uyar1 3.3 Soniim zamanu i¢in bir st simr hesaplayalim. Teorem 3.4 den, ¢ =

0 i¢in maksimum dst sinir 2/(q+1) dir. Ornegin baslangig fonksiyonu olarak, Uyar:

3.1 deki, ¢ = 1 igin u(x,0) = %x4 secelim. O zaman, sonidm zamana i¢in bir st

stmar T =1 olarak hesaplanar.
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3.3 Bir Soniim Orani ve SOniim Zamani i¢in Alt Simirlar

Bu kisimda, (3.3) ve (3.4) sartlar altinda, problem (1.10) igin soniim oranlar1 ve bu

soniim oranlarindan yararlanarak soniim zamani i¢in alt sinirlar elde edecegiz.

Teorem 3.5 ug, (3.1) —(3.4) sartlarini saglasin. O zaman pozitif Cy ve Cy sabitleri

vardwr oyle ki, t,'T" ye ¢ok yakin oldugunda
eger p > 2q+1 ise, o zaman u(1,t) > 1—C(T — 75)1/(p+1)7
ejer ¢ < p<2q+1ise, 0o zaman u(l,t) > 1 — Cy(T — t)¥/a+?
dir.

Ispat. [0,1]x[0,7T) de J(z,t) = uy—2(1—u)~9 yardima fonksiyonunu tanimlayalim.
(0,1] x [0,7T) de u, > 0 ve p > q oldugundan J(x,t)
Jo = Jow —p(L—u) 70T = 2q(1 = )" lug + (p— q)r(1 —u) 777
+rg(q+1)(1—u) " g

> 0
saglar. Diger taraftan (3.3) den, J(z,0) >0 ve t € (0,7) igin
J(0,t) =0,J(1,¢t) =0.

Maksimum prensibinden, (z,t) € [0,1] x [0,T) igin J(z,t) > 0 dir. Bu yiizden

1L0) =t LD IR0 g, 200
h-0t n T

<0

dir. Ayrica, (3.4) den

J(1,t) = upe(1,t) — (1 —u(1,£))79 — q(1 — u(1,t)) 201

= Ut(l,t) — (1 — u(l,t))_p _ (1 _ U(l,t))_q _ Q(l _ U(l,t))_zq_l <0

eger p > 2q¢+1ise, o zaman w;(1,¢) < (¢ +2)(1 —u(1,%))77,

eger ¢ < p<2q+1ise, ozaman u,(1,t) < (¢ +2)(1 —u(1,t))" 21
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elde edilir. Bu son esitsizliklerde t den 7" ye integral alirsak, C; = [(¢ + 2)(p + 1)]1/ P+1) ye
Cy = [(q+2)(2q + 2)]1/(2q+2) oldugunda

eger p > 2¢+ 1 ise, o zaman u(1,t) > 1 — C(T — t)V/®+Y,

eger ¢ < p<2¢+1ise, 0 zaman u(1,t) > 1 — Cy(T — t)Y/ e+
elde edilir. m

Uyar: 3.4 Sonim zamant i¢in alt siniwrlar hesaplayalim. Teorem 3.5 den T séniim

zamana i¢in alt simarlar

egerp > 2q+1 ise, o zaman T = (1 — uo(l))p+1/(q +2)(p+1),

egerq < p<2q+1ise, o zaman T = (1 —uo(1))**?/(q+2)(2q + 2)

olarak elde edelir. Ornegin baslangic fonksiyonu olarak, Uyart 3.1 deki, ¢ = 1 i¢in

u(z,0) = %x‘l secelim. O zaman, sontim zamam i¢in alt sinarlar

p = 4,q=1icin T ~ 0.0021,

1 < p<3,q=11i¢in T =~ 0.0052

olarak hesaplanar.
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4. TEKIL SINIR YAYILIMLI LINEER OLMAYAN BiR PARABOLIK
DENKLEMIN SONUMU

Bu boliimde, problem (1.11) in soniim davramsgin inceleyecegiz. p ve ¢ pozitif

sabitler ve T' < oo oldugunda, asagidaki 1s1 yayilim modelini ele alalim:
U =Upe +(1—u) P, 0<z<1, 0<t<T,
uz (0,8) =0, u, (1,t) = —u"9(1,¢t), 0 <t <T,
u(z,0) =wuy(z), 0<z<1.
Burada u(z,t) € C?*!, problem (1.11) in bir ¢oziimii olsun. Yeterince diizgiin ve

sinirin yanlarinda

up(0) = 0,up(1) = —ug*(1)

uyumluluk sartlar1 saglanacak gekilde baglangig fonksiyonunu v : [0,1] — (0,1)

secelim.

Ayrica, 4. kisim boyunca, problem (1.11) igin baglangig hatt1 (0 < x < 1) iizerinde,

up(z) baglangig fonksiyonunun

Uz (2,0) + (1 —u (2,0))77

Y
o

(4.1)
U, (2,0) < 0 (4.2)

sartlarim1 saglandigini kabul edecegiz. Ek olarak, Kesim 4.2 de asagidaki sartlarin

gecerli oldugunu kabul edecegiz:
Uz (2,0) < —zux,0),0 <z <1, (4.3)

ur(0,8) = g (0,8) + (1 —u(0,8))P,0<t <T. (4.4)

Bu problemde amacimiz, iki farkli tipten tekil 1s1 kaynagina sahip problem (1.11) in

soniim davranigini incelemektir. Ilk olarak bu problem i¢in séniim tanimini verelim.

Tanim 4.1 Sonlu bir T zamanu igin problem (1.11) in bir u(x,t) ¢ozimi varder

oyle ki

lim max{u(z,t):0 <2 <1} -1 ya da lim min{u(z,t):0< 2 <1} -0
t—T— t—T—
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oluyorsa, problem (1.11) e Soniim Problemi denir. Bundan sonra problem (1.11)

1¢in sontim zamanwm T ile gosterecegiz.

Ik olarak, (4.1) sart1 altinda sonlu zamanda soniimiin gerceklestigini ispatlayacagiz.
Daha sonra, (4.1) ve (4.2) sartlar altinda séniimiin sadece © = 0 noktasinda gercek-
lestigini ispatlayacagiz. Nihayet, ¢ — T~ iken x = (0 soniim noktasinda u; nin
patladigini gosterecegiz. Son olarak, (4.3) ve (4.4) sartlar: altinda bir soniim orani
elde edecegiz. Bu soniim oranindan yararlanarak soniim zamani i¢in bir alt siir

elde edecegiz.

4.1 Smmirda Soniim ve u; nin Patlamasi

Uyar1 4.1 ug(z) = 0.9 — 22*° alalim. Ornegin, p = 9 and q = logzo 3 igin,
uo(z) baslangig fonksiyonu (4.1),(4.2) ve uyumluluk sartlarine saglar.

Uyar: 4.2 wug(z), (4.2) sartine saglasin. v = u,(x,t) alalim. v(zx,t) asagidaki denk-
lemleri saglar:

V=t +p(1—u)? 0, 0<2<1, 0<t<T,

v(0,t) =0, v(1,t) =—u"9(1,t) <0, 0<t<T,

v (z,0) =u, (2,0) <0, 0<z <1
Maksimum Prensibinden (0,1] x (0,7) de v(z,t) < 0 ve boylece u,(z,t) < 0 dir.

Ayrica u(0,t) = Orgféclu(x,t) elde ederiz.
Lemma 4.1 wuy, (4.1) sartina saglasin. O zaman, [0,1] x [0,T) de u(z,t) > 0 dir.

Ispat. Lemma 3.1 deki ispatdan faydalanalim. v = w,(x,t) alahm. v(z,t)

V=t +p(1—u) "0, 0<2z<1, 0<t<T,
v, (0,8) =0, v, (1,t) = qu 971 (1,t)v(1,t), 0 <t <T,
v (2,0) = Uz (2,0) + (1 —u(2,0)) >0, 0<z<1

saglar. Herhangi bir 7 € (0,7 i¢in

0<z<1, 0<t<r

1
L = max (ﬁqu_q_l(:v,t)),
M = 20+4%+  max  (p(1—u(z,t)"")

0<z<1, 0<t<T
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alalim. w(z,t) = e~ M~17°y(z, 1) doniisiimiinii uygulayalim. Buradan

— 20,2 _ -p—1 B —p—1
c(z,t) =4L(z* = 1)+ p (1 — u(z,t)) 0o BO (p(1—u(z,t)™? ) <0

oldugunda

Wy = Wyy +4LaW, + cW
esitligini ve

- _ —q-1 —q-1 <
d(t) 0o BOX (qu(z,t)) + qu ' (1,¢) <0

oldugunda

Wo(L,8) = dOW(L,1)
esitligini saglar. Yukaridakilerden ¢ = ¢(z,t) < 0 ve d = d(t) < 0 oldugunda w(z, t)

Wy = Wy +4Lxw, +cw, 0 <z <1, 0<t <,
w,(0,t) =0, w,(1,t) =d(t)w(l,t), 0 <t <,

w(z,0) >0, 0<x <1
saglar. Maksimum Prensibi ve Hopf Lemmasindan, [0, 1] x [0, 7] de w(z,t) > 0 elde

ederiz. Boylece [0,1] x [0,T) de us(x,t) > 0 dir. m

Teorem 4.1 wuy, (4.1) sartins saglasin. O zaman sonlu bir T' zamana vardwr oyle ki

problem (1.11) in u ¢ozimi T de soner.

Ispat. Kabul edelim ki ug, (4.1) sartin1 saglasin. (4.1) sartim « e gore 0 dan 1 e

integral alirsak
1 1 1
/ Uz (7, 0)dx +/ (1—wu(x,0)"de > / Odx
0 0 0
1
u.(1,0) — u,(0,0) —I—/ (1—wu(x,0)"de > 0
0

elde edilir. Bu esitsizligi agagidaki gibi ifade edelim;

1
w=—u"?(1,0) +/ (1—wu(x,0)"de>0
0
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1
Kiitle fonksiyonumuz m (t) = / (1 —wu(z,t))de,0 < t < T olsun. O zaman,
0

Lemma 4.1 den
w () = - /O i (0,4) do
_ —/Ol(um(x,t) (1 - u(z, 1) )de
_ —ux(l,t)—i—uz(o,t)—/01(1—u(a:,t))_pdx

= u 9(1,1) —/0 (1—wu(x,t)Pde < —w

elde ederiz. Yukaridaki son esitsizlikte ¢ ye gore 0 dan ¢ ye integral alirsak m (t) <
m(0)—wt elde ederiz. Buda, baz1 Ty, (0 < T < Tp) igin m (Tp) = 0 olmasini gerektirir.

Boylece u sonlu bir T' zamaninda soner. m

Teorem 4.2 uy, (4.1) ve (4.2) sartlarin saglasin. O zaman x = 0 tek sonim nok-

tasidar.

Ispat. by € (0,1],b, € (0,by),7 € [0,T) ve ¢ sonradan belirlenecek pozitif bir sabit
oldugunda [by,by] x [7,T) de

J(x,t) = uy + ¢ (by — )

yardimci fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman, (0, 1]x(0,7") de u,(z,t) < 0 oldugun-

dan (by,b9) x (7,7T) de
Jp = oz = p(1 —u) Py, <0

elde ederiz. Ayrica (0,1] x (0,7) de u,(z,t) < 0 ve ¢ yeterince kiigiik oldugunda
J(z,7) < 0 dir. Dahasi € yeterince kiigiik oldugunda t € (7,7T) igin

J(bl,t) = Ux(bl,t)+€<b2—bl)<0,
J(bg,t) = uw(bg,t)<0

dir. Maksimum prensibinden, (z,t) € [by,bs] X [7,T) i¢in J(z,t) < 0 yani u, <
—¢e (by — ) elde ederiz. Bu son esitsizligi x e gore by den by e integrallersek
8([)2 - b1>2 <1_ €(b2 — b1)2

2 2
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elde ederiz. Boylece (0, 1] de soniim gergeklesmez. Teorem 4.1 den z = 0 m tek

soniim noktasi oldugu goriiliir. Teorem ispatlandi. =
Teorem 4.3 Eger p > 1 ise, o zaman x = 0 séniim noktasinda u; patlar.

Ispat. Kabul edelim ki [0, 1] x [0, T") de u, sirh olsun. O zaman bir pozitif M sabiti

vardir ki oyle ki u; < M olsun. Yani
Uzz + (1 —u)™P < M.

Bu esitsizligi u, ile carpip x e gore 0 dan z e integral alalim:

/u$zuxdx+/ (1—u)_pu$dx>/ Mugdzx.
0 0 0

p =1 igin
[l — u(0,4)] > ;UZ +in (1 — u(z, )] + M [u(z,£) — u(0,1)]

ve p # 1 igin

(1 —u(z,t)) Pt

(1 —u(0,t)) P - -1
—p+1

2
— 2um+

+ M [u(z,t) — u(0,1)]

elde ederiz. t — T~ iken, p > 1 oldugunda yukaridaki egitsizliklerin sol yonii
eksi sonsuza giderken sag tarafi ise eksi sonlu olur. Bu tezattan, p > 1 igin, x =

0 soniim noktasinda u; patlar. m

4.2 Bir Soniim Oram ve S6niim Zamani i¢in Bir Alt Sinir
Bu kisimda, (4.3) ve (4.4) sartlar altinda, problem (1.11) i¢in bir séniim orani ve
bu soniim oranindan yararlanarak soniim zamani i¢in bir alt sinir elde edecegiz.

Teorem 4.4 uy, (4.1)—(4.4) sartlarina saglasin. O zaman bir pozitif Cy sabiti vardur

oyle ki, t,'T" ye ¢ok yakin oldugunda
u(0,t) > 1 — Cy(T — )Y/ @+

dir.
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Ispat. [0,1] x [0,7) de J(z,t) = u, + zu~? yardimc fonksiyonunu tanimlayalim.
(0,1] x [0,T) de u, < 0 oldugundan J(zx,t)

Ji — Jpw = [p(l —u) P 4 2qu_q_1} Uy — qru” N1 —u) P — q(q+ D)ou 2?2
saglar. Diger taraftan (4.3) den, J(x,0) <0 vet € (0,7 i¢in
J(0,t) =0,J(1,t) = 0.
Maksimum prensibinden, (x,t) € [0,1] x [0,7) i¢in J(z,t) < 0 dir. Bu yiizden
J(h,t) — J(0,t)

J2(0,8) = hli%l+ h h hli%l‘*‘ h

dir. Ayrica, (4.4) den,

To(0,8) = wge(0,) +u~9(0,) < 0

= w4, (0,4) — (1 — u(0,£))P + u~9(0,¢) < 0

ve

uy(0,1) < (1 —u(0,t))7P
elde edilir. Bu son esitsizlikte ¢ den T ye integral alirsak, C; = (p-+1)Y/®*+Y oldugunda
u(0,t) > 1 — Cy(T — )Y/ @+D

elde edilir. =

Uyar1 4.3 Sontim zamans i¢in bir alt ssnar hesaplayalim. Teorem 4.4 den T soniim
zamana igin bir alt simar (1 —ug(0))PT/(p+1) dir. Baslagi¢ fonksiyonu olarak Uyar:
4.1 dekiug(z) = 0.9— %x“’ secelim. Boylece, p = 9 i¢in sontim zamanima T = 101

olarak elde edilir.

30



5. TEKIL SINIR SARTLI LINEER OLMAYAN BiR PARABOLIK
SISTEMIN SONUMU

Bu boliimde, problem (1.12) nin soniim davramigim inceleyecegiz. Bu béliimde,
P1, P2, ¢1 Ve qo pozitif sabitler ve T' < oo olmak iizere agsagidaki 1s1 yayilim modelini

ele alahm:
U =Upe +(1—0) ", 0<2<1, 0<t<T,

Vp = Upy + ( —u)”? 0<zr<1, 0<t<T,

uy (0,1) ug (1,6) = (1 —o(1,8) ™", 0<t <T,

v, (0,1) ve (1,8) = (1 —wu(1,8)) 2, 0<t<T,
u(x,O):uo(x), v(z,0) =vp(x), 0 <z <1,

Burada u(z,t),v(x,t) € C%!, problem (1.12) nin ¢oziimii olsun. Yeterince diizgiin

ve sinirlarin yanlarinda
up (0) = vy (0) = 0,10 (1) = (1 —vo(1))"", v (1) = (L — ue(1))*

uyumluluk sartlar saglanacak sekilde baglangig fonksiyonlarmi (ug,vo) : [0,1] —

[0,1) secelim.

Ayrica, bu boliim boyunca problem (1.12) i¢in baglangig hatti iizerinde (0 < x < 1)

fizerinde
U (2,0) + (1 — v(2,0) ™ > 0, (5.1)
Vea(2,0) + (1 — u(z,0) ™ > 0, (5.2)

up(z,0) > 0, (5.3)

vp(2,0) > 0 (5.4)

sartlarinin saglandigini kabul edecegiz. Bu problemde amacimiz, iki tekil 1s1 kay-
nagina sahip iki parabolik problemden olusan, bir parabolik sistemin ¢oziimlerinin

soniim davranigini incelemektir. Ilk olarak, bu problem i¢in séniim tanimini verelim.

Tanim 5.1 Sonlu bir T' zamanu i¢in problem (1.12) nin bir {u(x,t),v(z,t)} ¢ozimi
vardwr oyle ki
lim max{u(z,t),v(z,t):0<zx <1} —1
t—T—
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oluyorsa, problem (1.12) e Soniim Problemi denir. Bundan sonra problem (1.12)

1¢in sontim zamanwm T ile gosterecegiz.

Ik olarak, (5.1) ve (5.2) sartlar1 altinda sonlu zamanda séniimiin gerceklestigini
ispatlayacagiz. Ayrica, (5.1) — (5.4) sartlar altinda soniimiin sadece = 1 nok-
tasinda gerceklestigini ispatlayacagiz. Daha sonra, ¢ — T~ iken x = 1 soniim nok-
tasinda (u;,v;) nin patladigim gosterecegiz. Son olarak, bir kargilagtirma teoremi

kullanilarak bir soniim kriteri ve bir sontim orani elde edecegiz.

5.1 Siirda So6niim ve (u;,v;) nin Patlamasi

Uyar1 5.1 (5.1) — (5.4) sartlar dizgindir. Kolaylikla, (5.1) — (5.4) ve uyumluluk
sartlarma saglayan (uo(z), vo(x)) baslangig fonksiyonlar, bulabiliriz. Ornegin, py #
P2, 1 = q2 = 1 igin up(z) = %:U4, vo(x) = 52° baslangig fonksiyonlary (5.1) — (5.4) ve

uyumluluk sartlarime saglar.

Uyar1 5.2 wy, (5.3) ve vy, (5.4) sartine saglasin. O zaman, zayf parabolik sistemler
i¢in glicli maksimum prensibinden, (0,1]x(0,T) de uy(x,t), v (z,t) > 0 dur. Ayrica,

u(l,t) = Olgglu(x,t) vev(l,t) = Org?%(lv(x, t) elde ederiz.

Tanim 5.2 Eger (u, \) asagidaki egitsizlikleri saglarsa, o zaman problem (1.12) nin

bir alt ¢cozimi olarak adlandirilor:

Py — e < (1=XN)"" 0<z<l 0<t<T,
M= <(1—p)™, 0<a<1, 0<t<T,
po (0,8) =0, g, (1,8) < (L= ML 2) ™, 0<t<T,
A (0,8) =0, N\ (L,t) < (1 —p(1,8)®, 0<t<T,
p(z,0) <ug(x), Mx,0) <wvy(z), 0<z <1,

Yukaridaki egitsizliklerde yon degistirilirse, bir st ¢ozim elde edilir.

Lemma 5.1 (ug,v), (5.1)—(5.2) sartlarine saglasin. O zaman, a) [0,1] x[0,T") de

ug(x,t),ve(x,t) >0 dor. b) (0,1) x [0,T) de u(z,t),ve(x,t) > 0 dor
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Ispat. a) (0,1) de, Uz, (z,0) + (1 — v(z,0)) ™ > 0 ve vy (z,0) + (1 — u(x,0)) 77 >
0,y (0) = 0, uy (1) = (1= wp(1)), ) (0) = 0, v)(1) = (1 — up(1))®, gorillur
ki (ug(z),vo(x)), problem (1.12) nin bir alt ¢oziimiidiir. Giiglii maksimum prensi-

binden, (0,1) x (0,7") de
u(z,t) > uo(x),v(x,t) > vo(z)

dir.

Fu ve Guo (2002)’deki Lemma 2.1 in ispatindan faydalanalhm. (x,t) € [0,1] x [0, T —
h)igin © = u(z,t+ h) —u(x,t) ve ¥ = v(x,t + h) — v(z,t) yardimc1 fonksiyonlarini
tamimlayalim. O zaman, [3,(z,t) fonksiyonu, v(z,t + h) ve v(z,t) fonksiyonlari

arasinda ve (3,(1,t) fonksiyonu, v(1, t+h) ve v(1,t) fonksiyonlar: arasinda oldugunda,

O(z,1)

0, =0 4+p(1—-6) "'V, 0<a<1, 0<t<T—h,
0,(0,t) =0, 0, (1,t) = q:(1 — By(1,8)) " 27 W(1,¢), 0 <t <T —h,
O (x,0) =u(x,h) —u(z,0) >0, 0 <z <1,

ve &, (z,t) fonksiyonu, u(x, t+h) ve u(z, t) fonksiyonlar arasinda ve £, (1, t) fonksiyonu-

u(1,t + h) ve u(1,t) fonksiyonlar1 arasinda oldugunda, W(x,t)

U=V, +p(1-6)"'0, 0<z<1, 0<t<T—h,
U, (0,t) =0, U, (1,t) = q2(1 — &(1,8))"271O(1,t), 0 <t < T — h,
U (z,0)=v(z,h) —ov(z,0) >0, 0<zx <1

saglarlar.

Herhangi bir 7 € (0,7 — h) sabiti i¢gin, 0 < z < 1 and 0 < ¢ < 7 igin gorecegiz ki
U > 0and © > 0 dir. Tezatlik elde etmek icin, kabul edelim ki [0, 1] x [0, 7] de © bir
negatif minimum degerine sahip olsun ve min 1jxjo,-) © < minjgjx[0,- V. (:)(a:, t) =
e ML Q (1) ve U(z,t) = e ML U (z, t) doniigiimlerini tanimlayalim. Burada,
L ve M asagidaki gibi tanimlanmigtir;

L = max <%q1(1 —ﬁz(l,t))ml) ,

0<t<r

M = 2L +4I2 1— -l 1— —r2—ly
+ALP+ max (p1 (1 — By(z,1)) )+[071;513[§ﬂ (p2 (1 =& (2, 1))
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O zaman, © ve ¥

O, = Oy + 4L30, + (2L + 4L%2% — M)O + py (1 — B, (z, 1)) 7' U,
O<zr<l,0<t<T,
U, = W,y +4LaV, + (2L + 4L2%2% — M) + py (1 — &, (2, 1)) 71 6,

O<z<l0<t<T

saglar. —§ := ming1jx,, © < 0 oldugunda ([0,1] x {0}) U ({0,1} x (0,7]) suur
tizerinde © > —§ and ¥ > —§ oldugundan, zayif birlesmis parabolik sistemler
icin giiclii maksimum prensibinden goriiliir ki, © bolgenin icinde negatif minimum
degerini alamaz. Boylece, (0,1) x (0,7] de © > —§ dir. {0,1} x (0, 7] sinur1 tizerinde

bir minimum nokta olarak (zg, o) 1 alalm. ©,(0,t) < 0,0 < t < 7 oldugunda, ayni

giiclii maksimum prensibi gerektirir ki zo = 1 ve ©,(w0,t) < 0 dir. Fakat,
0. (L, to) = (a1 (1 = By(1,10)) ™" = 2L)0 = —(qa(1 = B(1,t)) ™" = 2L)d > 0

bu bir tezattir. O zaman, [0,1] x [0,7] de © > 0 ve ¥ > 0 dir. h — 0 iken,
[0,1] x [0, 7] de uy(x,t) > 0 ve vy(x,t) > 0 dir.

b) Herhangi bir (§,7) € (0,1) x (0,7 i¢in, (0,1) x (0,7) m [z, zs] X [t1, t2] bir alt
kiimesi vardir 6yle ki (&,1) € [z1, xa] X [t1, ta]. |21, 22| X [t1,t2] de, H = uy(x,t), K =

ve(z, t) tammlayalim. O zaman, (z1,xs) X (t1,2) de

Ht - Hx:p = pl(l - 'U)iplilKv

Ki—Kye = po(1—u)™™'H

dir. Ayrica, [z1,x9] X [t1,ts] tlizerinde H, K > 0 dir. Giiclii maksimum prensibi
gerektirir ki, (21, x2) X (t1,t2) de H, K > 0yada H, K =0 dir. H, K = 0 oldugunda,
u(x,t) ve v(z,t) nin ¢t ye gore artanhg ile geligir. Bu yiizden, u;, v; > 0 dir. (0,1) X
(0,7T) de (&, n) rastgele birer degisken olduklarindan, (0,1) x (0,7") de uy, vy > 0 dir.

Teorem 5.1 (ug,vp), (5.1)—(5.2) sartlarina saglasin. O zaman sonlu bir T zamana

vardir oyle ki problem (1.12) nin (u,v) ¢ézimi T de soner.
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Ispat. Kabul edelim ki (ug, v), (5.1) ve (5.2) sartlarmi saglasm. O zaman
w; = (1—v(1,0)" "+ /01 (1—v(x,0)) " dr >0,
wy = (1—u(1,0))" "+ /01 (1 —wu(x,0)) dr >0
vardir. Kiitle fonksiyonlarimiz;
1
my (1) = /0 (1—u(z,t))de, 0<t<T,
me (t) = /01 (1—v(z,t))de, 0<t<T
olsun. O zaman, Lemma 5.1 (a) dan
mi(t) = —(1—v(1,t) " - /01 (1—wv(z,t) " dx < —wy,
my(t) = —(1—u(l,t)* - /1 (1—u(x,t) de < —wy
0

elde ederiz. Yukaridaki esitsizliklerde 0 dan ¢ ye integral alirsak m; (¢) < m;(0) —
wit ve ma (t) < mg(0) — wat elde ederiz. Bu da, baz Ty = min(m;—(lg), mﬁ)—go)), (0 <

T < Tp) igin my (Tp) = 0 veya mg (Tp) = 0 olmasini gerektirir. Boylece, (u,v) sonlu

bir T zamaninda soéner. m

Teorem 5.2 (ug,vy), (5.1)— (5.4) sartlarini saglasin. O zaman, x = 1 tek sonim

noktasidur.
Ispat. n € (0,1), 7 € (0,T) ve € sonradan belirlenecek pozitif sabit oldugunda
Jx,t)=u,—e(x—1—mn) in[l—n1] x[7r,T)

yardimci fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman, (0, 1]x(0,7") de v,(z,t) > 0 oldugun-
dan

Ji = Jow =p1(1—v) Py, >0in (1 -n,1) x (7,7)
elde ederiz. Ayrica (0,1] x (0,7) de u,(z,t) > 0 ve ¢ yeterince kiigiik oldugunda
J(xz,7) > 0 dir. Dahasi, € yeterince kiigiik oldugunda, ¢ € (7,7 i¢in
J(1=nt) = u,(1—mn,t)>0,

J(1,t) = (1—v(1,t)) " —en>1—en>0
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dir. Maksimum prensibinden, (x,t) € [1 —n,1] x [7,T) i¢in J(x,t) > 0 yani u, >
g1 (x — (1 —n,)) dir. Bu esitsizlikte = e gore sirasiyla, (1 — 1) den 1 e integral alirsak

2 2
u(l —mn,t) <u(1,t)—% < 1—%

elde ederiz. Boylece, u, [0,1) de 1 degerini alamaz. Benzer iglemlerle v de, [0,1) de
1 degerini alamaz. Teorem 5.1 den z = 1 in tek soniim noktas: oldugu goriiliir.

Teorem ispatlandi. m
Teorem 5.3 = =1 sonim noktasinda (us,vy) patlar.

Ispat. 7 € (0,T) ve ¢ sonra belirlenecek pozitif sabit oldugunda, [0,1] x [r,T) de

Ji(x,t) = up — Ouy,

Jo(z,t) = v — ov,

yardimeci fonksiyonlarini tammlayalim. O zaman, (z,t) € (0,1)x[7,T) i¢in Ji(x,t) ve

JQ(.’E,t)

(J1)i — (J)aw — pr (1 —o(1,8)) L) = 0,
(J2)e — (Jo)aw — p2(l —u(1, 1)) 71 = 0

esitliklerini saglarlar Ayrica, § yeterince kiigiik oldugunda, Lemma 5.1 (b) den,

Ji(x,7) >0 ve Jy(x,7) > 0 dir. Dahas1t € (7,7 i¢in

(J1), (0,t) = 0, (J1), (Lt) = (L —v(1,1)) "],
(J2), (0,t) = 0, (), (1,1) = ga(1 —u(1, )" ]y

dir. Lemma 5.1 (a) daki benzer iglemler uygulanarsa, giiclii maksimum prensibinden,

[0,1] x [7,T) de Jy(z,t) > 0 ve Jo(x,t) > 0 dir. O zaman, (z,t) € {1} x [r,T) i¢in

v

d(1—wv) ™

Uy

v > 0(1—u)®

dir Teorem ispatlandi. m
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Ispat. Chan ve Yuen (2001)’deki gibi séniim anida u, nin patladigim ispatlayalim.
Kabul edelim ki [0, 1] x [0,7T") de u; sinirh olsun. O zaman M;, My pozitif sabitleri

vardir oyle ki u; < My ve v; < M, dir. Yani,

U + (1 —0)™ < My = uy, < My,

Ve + (1L =)™ < My = vy < My

dir. Yukaridaki esitsizliklerde, x e gore, 6nce x den 1 e sonra 0 dan 1 e olacak gekilde

iki kez integral alirsak

(1- v(11, e = % +u(l,t) —u(0,t),
(1-— uzl,t))cn < % +v(1,t) —v(0,1)

elde ederiz. ¢ — T~ iken, esitsizligin sol yani sonsuz iken sag yani sonludur. Bu

geligkiden (uy, v;) nin séniim noktasinda patladigr goriiliir. =

5.2 Bir Soniim Kriteri ve Bir S6niim Orani

Bu kesimde bir soniim kriteri ve bir séniim orani elde edecegiz. Ilk olarak, bir

karsilagtirma lemmasi verelim.

Lemma 5.2 a) Eger x € [0,1] i¢in ug(x) > vo(x), p1 > p2 ve g1 > g2 ise, 0 zaman
[0,1]x(0,T) deu(x,t) > v(x,t) dir. b) Egerz € [0,1] i¢invo(z) > uo(x), pa > p1 ve

G2 > q1 ise, o zaman [0,1] x (0,T) de v(x,t) > u(x,t) dir.

Ispat. a) [0,1] x [0,T) de, M(z,t) = u(z,t) — v(z,t) yardimer fonksiyonunu
tanmmlayalim. O zaman, §,(x,t), u(zx,t) ve v(x,t) fonksiyonlar: arasinda oldugunda

ve p1 > pe igin, (0,1) x [0,7) de, M(x,t)

My— M,y = (1—v)™? —(1—u)?
() I R e R e SR

> —p(1—8) "M
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saglar. Boylece, maksimum prensibinden, (0,1) x [0,7") de M (z,t) bir negatif mi-
nimum degerini alamaz. Ayrica, x € (0, 1) i¢in ug > vy oldugunda M (x,0) > 0 dir.
Dahasi, 3,(1,t), u(1,t) ve v(1,t) fonksiyonlar1 arasinda oldugunda ve ¢; > ¢» igin,
M,(0,t) = 0, te(0,7T),

Mx(:l?t) = (1 - U(Lt))_ql - (1 - u(lvt))_q2

= (1—-o(1,t)™ ™ = (1 —u(1,t) ™+ (1—u(lt)®—(1—u(lt)®

v

_QI(l - ﬁQ(lat))iqlile te (07T>

dir. Maksimum prensibinden, [0,1] x [0,7) de M (z,t) > 0 dir yani [0,1] x [0,T) de
u(z,t) > v(x,t) dir.
b) Yukaridaki islemlerin benzerleri uygularsak, eger = € [0, 1] i¢in vg(x) > uo(z), pe >

p1 Ve ga > qq ise, o zaman [0,1] x (0,7) de v(z,t) > u(z,t) dir. =

Sonug 5.1 Problemin tanimandan, goririz ki

eger 111%1 v(l,t) = 1 ise, o zaman lirjr} u(1,t) = oo,
t—=T— t—1T—

eger liITn u(l,t) = 1 ise, o zaman liITn v (1,t) = oo.
t—T— t—T—

O zaman, Teorem 5.3 ve Lemma 5.2 den,
a) Eger z € [0,1] i¢in vo(x) > uo(x), pa > p1 ve ga > q1 ise, v = 1 sonim

noktasinda u; patlar. Dahas,
u(1,6) >0 (1 —o(1,8) ™ >0 (1 —u(l,t) "
egitsizligini elde ederiz. Béylece, t den T ye integral alirsak,
u(1,t) < 1—Cy(T — t)V/ @+

sondim oranana elde ederiz (Cy = (6(qy + 1))V (@+1),
b) Eger x € [0,1] i¢in ug(x) > vo(z), p1 > p2 ve 1 > qo ise, x = 1 sonim

noktasinda v; patlar. Dahast,
v(1,8) >0 (1 —u(l,t)) ™ >d6(1 —v(1,t) "
egitsizliging elde ederiz. Boylece, t den T' ye integral alirsak,
v(1,t) <1 — Cy(T — t)V/ e +D)
soniim oramm elde ederiz (Cy = (0(gy + 1))@+,
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6. SONUCLAR

Literatiirde, iki tekil 1s1 kaynagina sahip soniim problemleri hem parabolik denklem-
ler hem de parabolik sistemler icin ¢ok az calisilmistir. Bu ¢aligmada, literatiirdeki

bu eksiklik giderilmeye ¢alisilmigtir.

11k olarak, tekil sinir sarth lineer olmayan bir parabolik denklemin ¢oziimiiniin séniim
davranisi incelenmistir. Once, bu denklemin sonlu zamanda ¢oziimiiniin sondigi
ispatlanmigtir. Daha sonra, baslangic fonksiyonu tizerindeki belli kabuller altinda
tek soniim noktasi x = 1 olarak elde edilmigtir. Daha sonra, séniim zamaninda
soniim noktasida u; nin patladigi gosterilmistir. Ayrica, bir alt ¢oziim ve séniim
zamani ic¢in bir iist sinir elde edilmigtir. Son olarak, bir soniim orani ve séniim

zamani i¢in alt sinirlar elde edilmistir.

Daha sonra, tekil sinir yayilimli lineer olmayan bir parabolik denklemin ¢oziimiiniin
soniim davranisi incelenmistir. Ik olarak, bu denklemin sonlu zamanda ¢oziimiiniin
sondiigii ispatlanmistir. Baslangic fonksiyonu iizerindeki belli kabuller altinda tek
soniim noktas1 x = 0 olarak elde edilmistir. Daha sonra, soniim zamaninda séniim
noktasinda wu; nin patladigi gosterilmistir. Son olarak, bir soniim orani ve soniim

zamani i¢in bir alt sinir elde edilmistir.

Son olarak, tekil sinir garth lineer olmayan bir parabolik sistemin ¢oziimiiniin séniim
davranis incelenmistir. 1k olarak, bu denklemin sonlu zamanda ¢oziimiiniin séndiigii
ispatlanmigtir. Daha sonra, baslangic fonksiyonu tizerindeki belli kabuller altinda
tek soniim noktasi x = 1 olarak elde edilmistir. Ayrica, soniim zamaninda soniim
noktasinda (uy, v;) nin patladigr gosterilmigtir. Son olarak, bir kargilagtirma teoremi

kullanilarak bir sontim kriteri ve bir soniim orani elde edilmigtir.
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