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ET·IK
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lad¬¼g¬m bu tez içindeki bütün bilgilerin do¼gru ve tam oldu¼gunu, bilgilerin üretilmesi

aşamas¬nda bilimsel eti¼ge uygun davrand¬¼g¬m¬, yararland¬¼g¬m bütün kaynaklar¬at¬f

yaparak belirtti¼gimi beyan ederim.
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ÖZET

Doktora Tezi

B·IR PARABOL·IK DENKLEM·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN SÖNÜMÜ

Burhan SELÇUK

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Nuri ÖZALP

Bu tez 6 bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan temel teoremler ve lemmalar ve-

rilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, tekil s¬n¬r şartl¬bir lineer olmayan parabolik denklemin çözümünün

sönüm davran¬̧s¬ incelenmi̧stir. Bu denklemin sonlu zamanda çözümünün söndü¼gü

ve belli kabuller alt¬nda zamana göre türevin patlad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, tekil s¬n¬r yay¬l¬ml¬ bir lineer olmayan parabolik denklemin

çözümünün sönüm davran¬̧s¬incelenmi̧stir. Bu denklemin sonlu zamanda çözümünün

söndü¼gü ve belli kabuller alt¬nda zamana göre türevin patlad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde, tekil s¬n¬r şartl¬bir lineer olmayan parabolik sistemin çözümünün

sönüm davran¬̧s¬ incelenmi̧stir. Bu denklemin sonlu zamanda çözümünün söndü¼gü

ve belli kabuller alt¬nda sönüm zaman¬nda sönüm noktas¬nda (ut; vt) nin patlad¬¼g¬

gösterilmi̧stir.

Alt¬nc¬bölüm sonuç k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

Ocak 2014, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan parabolik denklem, sönüm, tekil olmayan

s¬n¬r şart¬, tekil olmayan s¬n¬rda ak¬̧s, maksimum prensibi.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

QUENCHING OF SOLUTIONS FOR A PARABOLIC EQUATION

Burhan SELÇUK

Ankara University

Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Doç. Dr. Nuri ÖZALP

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter devoted to the introduction.

In the second chapter, some necessary lemmas and theorems that will be needed for

later use are given.

In the third chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic

equation with a singular boundary condition is studied. The �nite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.

In the fourth chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic

equation with a singular boundary out�ux is considered. The �nite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.

In the �fth chapter, the quenching behavior of solution of a nonlinear parabolic

system with a singular boundary condition is studied. The �nite-time quenching

and blow up of time derivative for the solution is proved.

The sixth chapter devoted to the conclusion.

January 2014, 43 pages

Key Words: Nonlinear parabolic equation, quenching, singular boundary condi-

tion, singular boundary out�ux, maximum principles.
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5. TEK·IL SINIR ŞARTLI L·INEER OLMAYAN B·IR

PARABOL·IK S·ISTEM·IN SÖNÜMÜ..................................... 31

5.1 S¬n¬rda Sönüm ve ut nin Patlamas¬......................................... 32

5.2 Bir Sönüm Kriteri ve Bir Sönüm Oran¬................................. 37

6. SONUÇLAR............................................................................ 39

KAYNAKLAR............................................................................. 40
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1. G·IR·IŞ

Is¬ denklemi �zikte, kimyada, biyolojide ve de¼gi̧sik mühendislik dallar¬nda hala

popülerli¼gini sürdüren aktif bir çal¬̧sma alan¬d¬r. Is¬denklemi teorisi üzerinde yap¬lan

çal¬̧smalar ve bunlar¬n uygulamalar¬son y¬llarda oldukça art¬̧s göstermektedir. Is¬

denklemini esas alan birçok problem çeşiti mevcuttur. Bunlardan, en çok çal¬̧s¬lan-

lar¬ndan biri patlama problemidir. Patlama probleminde, çözümler sonlu bir T za-

man¬nda sonsuza gider, yani patlar. Bir di¼geri problem çeşiti ise, patlama problem-

inin de¼gi̧sik bir versiyonu olan, sönüm problemidir. Patlama ve sönüm problemleri

bir dönüşüm yard¬m¬yla kolayl¬kla birbirine dönüştürülebilmektedir.

1.1 Sönüm Probleminin Ortaya Ç¬k¬̧s¬ve Literatür Özeti

Sönüm probleminin 39 y¬ll¬k tarihi vard¬r. 1975 y¬l¬nda Kawarada, iyonik iletken-

lerdeki polarizasyon olay¬n¬incelerken aşa¼g¬daki parabolik denklem modelini oluş-

turmuştur:

ut = uxx +
1

1� u:

Daha sonra, bu denklemi esas alan aşa¼g¬daki ¬s¬ yay¬l¬m problemini ele alan bir

makale yay¬nlad¬(Kawarada 1975):

ut = uxx +
1
1�u ; x 2 (0; L); t > 0;

u (0; t) = 0; u (L; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = 0; x 2 (0; L):

9>>>=>>>; (1.1)

Bu makalede, sönüm kavram¬ilk kez verilmi̧s ve ilginç sonuçlar elde edilmi̧stir. T

sönüm zaman¬sonlu olmak üzere bu sonuçlar:

L > 2
p
2 ise, o zaman lim

t!T�
u(L=2; t)! 1 (1.2)

ve

lim
t!T�

u(L=2; t)! 1 ise, o zaman lim
t!T�

ut(L=2; t)!1 (1.3)

1



dur. Dikkat edilirse (1:2) koşulunun gerçeklenmesi durumunda ¬s¬denkleminin kay-

na¼g¬nda patlama oluşmaktad¬r. Bu durumu Kawarada sönüm durumu olarak tan¬m-

lam¬̧st¬r; yani e¼ger belli bir zamanda e¼ger kaynak fonksiyonu sonsuza giderse veya,

zaman de¼gi̧skenine göre türev sonsuza giderse çözüm sönümlüdür denir. (1:1) prob-

leminde

lim
t!T�

max
0�x�L

u(x; t)! 1 (1.4)

veya

lim
t!T�

sup
0�x�L

ut(x; t)!1 (1.5)

oluştu¼gundan dolay¬çözüm sönümlüdür. T ye de sönüm zaman¬denir.

Son zamanlarda daha revaçta olan bir başka tan¬m; tekilli¼gin s¬n¬r koşullar¬nda oluş-

mas¬durumudur. Aşa¼g¬daki çal¬̧smay¬(Fila ve Levine 1993) buna örnek verebiliriz:

ut = uxx; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = �u��(1; t); 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; u0 > 0; 0 � x � 1:

9>>>=>>>; (1.6)

T sönüm zaman¬olmak üzere, (1:6) probleminde Fila ve Levine sönüm tan¬m¬olarak

lim
t!T�

min
0�x�1

u(x; t)! 0

durumunu alm¬̧slard¬r.

Birçok matematikçi y¬llar boyunca Kawarada�n¬n ortaya koydu¼gu bu yeni problem

üzerinde çal¬̧sm¬̧s, bunlar¬geli̧stirmi̧s ve genelleştirmi̧slerdir. Bunun içinde, çeşitli

s¬n¬r şartlar¬na sahip sönüm problemlerinin çözümlerinin sönüm davran¬̧s¬n¬ hem

analitik yöntemler hem de nümerik yöntemler kullan¬larak incelemi̧slerdir. Ayr¬nt¬l¬

bilgi için Chan (1996a, 1996b) ve Kirk ve Roberts (2003)�¬n çal¬̧smalar¬incelenebilir.

Walter (1976)

ut � uxx = f(u); x 2 (�a; a); t > 0;

u (�a; t) = 0; u (a; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = 0; x 2 [�a; a];

9>>>=>>>; (1.7)
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ve Acker ve Walter (1976, 1978)

ut � uxx = g(u; ux); x 2 (�a; a); t > 0;

u (�a; t) = 0; u (a; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = 0; x 2 [�a; a];

9>>>=>>>; (1.8)

(1:1) problemindeki

ut � uxx = (1� u)�1

ana denkleminden daha genel olan

ut � uxx = f(u)

ve

ut � uxx = g(u; ux)

denklemlerini esas alan (1:7) ve (1:8) problemlerini ele al¬p, Kawarada�n¬n sonuçlar¬n¬

genelleştirmi̧slerdir. Ayr¬ca, (1:7) ve (1:8) problemleri için, bir kritik uzunluk 2a� ¬n

varl¬¼g¬n¬gösterdiler. Öyle ki, e¼ger a < a� ise, o zaman herbir t için u(x; t) vard¬r,

ve e¼ger a > a� ise, o zaman sönüm olay¬gerçekleşir. Levine ve Montgomery (1980),

a = a� durumunda (1:7) probleminin çözümlerinin sönüm davran¬̧s¬n¬ incelediler.

Chan ve Chen (1987), monoton iteratif teknik kullanarak, kritik uzunlu¼gu belirleyen

bir nümerik metod verdiler. 1988�de Chan ve Kwong, (1:7) ve (1:8) problemlerini

ve ayr¬ca bu problemlerdeki ana denklemleri

ux(�a; t) = c(t); ux(a; t) = �c(t); t > 0; (1.9)

s¬n¬r şartlar¬ile alarak, (1:1) problemi için Kawarada�n¬n (1:3) sonucunun ispat¬ndaki

boşluklar¬doldurmuşlard¬r.

Levine (1989), "; � > 0 için aşa¼g¬daki problemleri ele ald¬:

ut = uxx + " (1� u)�� ; 0 < x < 1; t > 0;

u (0; t) = 0; u (1; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; u0 < 1; 0 � x � 1;
3



ve
ut = uxx; 0 < x < 1; t > 0;

u (0; t) = 0; ux (1; t) = " (1� u(1; t))�� ; t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; u0 < 1; 0 � x � 1:

Çözümlerin sönümü, sönmemesi ve sönüm sonras¬için kriterler elde etti. Guo (1990),

ayn¬problemi s¬n¬rlar¬n¬geni̧sleterek simetrik bir aral¬kta yeniden ele ald¬:

ut = uxx + " (1� u)�� ; �1 < x < 1; t > 0;

u (�1; t) = 0; u (1; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; u0 < 1; �1 � x � 1:

Sonlu birçok sönüm noktas¬n¬n varl¬¼g¬n¬ispatlad¬. Ayr¬ca, de¼gi̧sken dönüşümü ile

sönüm problemini patlama problemine çevirerek, sönüm noktas¬nda çözümlerin asimp-

totik davran¬̧slar¬n¬veren teoremi ispatlad¬. Daha sonra, Chan ve Özalp (1995),

aşa¼g¬daki s¬n¬r-de¼ger problemini çal¬̧st¬lar:

ut = uxx + f(u); 0 < x < a; t > 0;

u (0; t) = 0; ux (a; t) = �ku(a; t); t > 0;

u (x; 0) = ' (x) ; 0 � x � a:

Burada, k > 0; baz¬pozitif c sabitleri için f(u) 2 C2[0; c) öyle ki limu!c� f(u) =1;

f(0) > 0; f 0(u) > 0 ve f 00(u) > 0; x 2 [0; a] da '00+f(') � 0 d¬r. Sönüm zaman¬ndan

önce bir klasik çözümün varl¬¼g¬n¬ve sönüm noktas¬n¬n yerini gösterdiler. Ayr¬ca,

s¬n¬r noktalar¬ hariç sonlu say¬da sönüm noktas¬n¬n varl¬¼g¬n¬ gösterdiler. Hatta,

sönüm zaman¬nda, sönüm noktas¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬gösterdiler.

Şimdi, sönümün ikinci tan¬m¬n¬kullanan problemleri hat¬rlayal¬m. 1993�de Fila ve

Levine, s¬n¬rda tekilli¼ge sahip ¬s¬ak¬̧s¬olan (1:6) problemini incelediler. u0 üzerindeki

belli kabuller alt¬nda sönüm noktas¬n¬x = 1 olarak buldular. Deng ve Xu (1999),

0 < �; m < 1 oldu¼gunda aşa¼g¬daki lineer olmayan s¬n¬r şartl¬ lineer olmayan

denklemi çal¬̧sm¬̧slard¬r.

(um)t = uxx; 0 < x < 1; t > 0;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = �u��(1; t); t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:
4



u nun sonlu bir zaman¬nda sadece x = 1 noktas¬nda söndü¼günü ve c; �c > 0 için T

sönüm zaman¬yak¬n¬ndaki sönüm oran¬n¬c < u(1; t)(T � t)1=(m+2�+1) < �c biçiminde

elde ettiler.

Yukar¬da bahsedilenler haricinde de çok de¼gi̧sik sönüm problemleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Şimdi, bunlardan önemli birkaç¬n¬hat¬rlayal¬m. Salin (2003), � 2 (0; 1); u0 2 (0; 1]

oldu¼gunda

ut = uxx + ln(�u); x 2 (�l; l); t 2 (0; T );

u (�l; t) = u (l; t) = 1; t 2 [0; T );

u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 [�l; l]
problemini çal¬̧st¬. Başlang¬ç fonksiyonundaki belli kabuller alt¬nda sonlu zamanda

sönümün gerçekleşti¼gini gösterdi. Sönüm noktalar¬n¬n kümesini elde etti. Ayr¬ca

yukar¬daki probleme �u = e�v dönüşümü uygulayarak aşa¼g¬daki

vt � vxx = �vev � v2x; x 2 (�l; l); t 2 (0; T );

v (�l; t) = v (l; t) = � ln(�); t 2 [0; T );

v (x; 0) = � ln(�u0 (x)); x 2 [�l; l]

patlama problemine dönüştürdü. Bu yeni problemin patlama olay¬n¬ve patlama

noktalar¬n¬n kümesini elde etti. Daha sonra birinci problemin sönüm olay¬ile ikinci

problemin patlama olaylar¬n¬n birbirine denk oldu¼gunu gösterdi. Liang vd. (2007)

aşa¼g¬daki parabolik problemin nümerik çözümleri için yeni bir uyarlanm¬̧s yöntem

uygulad¬lar:

ut = uyy + f(u); 0 < y < a; 0 < t < T;

u (0; t) = 0 = u (a; t) ; t 2 (0; T );

u (y; 0) = u0; y 2 (0; a):

Burada � > 0; f(u) = (1 � u)�; 0 � u0 < 1 dir. Ayr¬ca 0 � u < 1 aral¬¼g¬nda f(u)

monoton artan bir kaynak fonksiyonu ve f(0) = 1; lim
u!1�

f(u) = 1 dur. Dyakevich

(2008), p; q > 0; T � 1; D = (0; a);
�
D = [0; a]; 
 = D� (0; T ) oldu¼gunda aşa¼g¬daki

dejenere yar¬-lineer parabolik başlang¬ç s¬n¬r-de¼ger problemini çal¬̧st¬:

xqut � uxx = xpf(u); 
 da;

ux (0; t) = 0 = ux (a; t) ; t > 0;

u (x; 0) = u0(x); �D da.

5



Burada f(0) > 0; f 0 > 0; f 00 � 0 ve c baz¬pozitif sabitler olmak üzere lim
u!c�

f(u) =1

dur. ·Ilk önce tek klasik çözümün varl¬¼g¬n¬gösterdi. Daha sonra p > q oldu¼gunda

sadece x = a s¬n¬r noktas¬nda, p < q oldu¼gunda sadece x = 0 s¬n¬r noktas¬nda sönüm

olay¬n¬n gerçekleşti¼gini ve p = q oldu¼gunda
�
D nin sönüm kümesi oldu¼gunu gösterdi.

Yukar¬daki baz¬örneklerde de görüldü¼gü gibi, sönüm problemleri ile patlama prob-

lemleri aras¬nda yak¬n bir ili̧ski vard¬r. Literatürde, iki ¬s¬kayna¼g¬na sahip sönüm

problemleri patlama problemlerine göre daha az çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu tür patlama prob-

lemlerinden en önemli birini hat¬rlayal¬m. Lin ve Wang (1999), p; q > 0 oldu¼gunda

aşa¼g¬daki s¬n¬rda ¬s¬yay¬l¬ml¬yar¬-lineer ¬s¬denklemin patlama davran¬̧s¬n¬incelediler:

ut = uxx + u
p; 0 < x < 1; t > 0;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = u
q(1; t); t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1

max(p; q) > 1; u00(x) � 0 ve u000(x)+u
p
0(x) � 0 oldu¼gunda sonlu zamanda tek patlama

noktas¬n¬n x = 1 oldu¼gunu gösterdiler. Hatta, T patlama zaman¬n¬n yak¬n¬nda

patlama oran¬n¬elde ettiler.

Şimdi de, iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip sönüm problemlerine iki örnek verelim. Chan

ve Yuen (2001), a; p; q > 0; T � 1; D = (0; a); 
 = D � (0; T ) oldu¼gunda

aşa¼g¬daki problemi ele ald¬lar. Bu problem, ·Iki lineer olmayan kayna¼g¬ içeren ilk

sönüm problemdir.

ut = uxx; 
 da;

ux (0; t) = (1� u(0; t))�p; ux (a; t) = (1� u(a; t))�q; 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � u0 (x) < 1; D de.

u0 bir alt çözüm oldu¼gunda sonlu zamanda x = a n¬n tek sönüm noktas¬oldu¼gunu

ve sönüm zaman¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬gösterdiler. Dahas¬, pozitif kararl¬durumu

kullanarak sönüm ve sönmeme için kriterler elde ettiler. Zhi ve Mu (2007), p; q >

0 oldu¼gunda aşa¼g¬daki tekil s¬n¬r şartl¬yar¬-lineer ¬s¬denklemin sönüm davran¬̧s¬n¬

incelediler.
ut = uxx + (1� u)�p; 0 < x < 1; t > 0;

ux (0; t) = u
�q(0; t); ux (1; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:
6



u00(x) � 0 ve u000(x) + u
p
0(x) � 0 oldu¼gunda sonlu zamanda tek patlama noktas¬n¬n

x = 0 oldu¼gunu gösterdiler. Hatta, T sönüm zaman¬ve C1; C2 > 0 oldu¼gunda,

sönüm zaman¬n yak¬n¬nda sönüm oran¬n¬C1 � u(0; t)(T � t)1=2(q+1) � C2 olarak

elde ettiler.

Parabolik sistemler için de, sönüm problemi araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan son zaman-

larda çok çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bunlardan iki tanesini hat¬rlayal¬m. (Pablo vd. 2002) aşa¼g¬-

daki parabolik sistemin sönümünü araşt¬rd¬lar;

ut = uxx � v�p; vt = vxx � u�q; (x; t) 2 (0; 1)� (0; T );

ux(0; t) = vx(0; t) = ux(1; t) = vx(1; t) = 0; t 2 (0; T );

u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 [0; 1]:

Burada, p; q > 0 ve u0; v0 pozitif düzgün bir fonksiyon ve s¬n¬rlarda uyumluluk

şartlar¬n¬ sa¼glar. u00; v
0
0 � 0; u000 � v

�p
0 ; v

00
0 � u

�q
0 < 0 şartlar¬ sa¼glad¬¼g¬nda, sonlu

zamanda tek sönüm noktas¬olarak x = 0 elde ettiler. Ayr¬ca, sönüm zaman¬nda

(ut; vt) nin patlad¬¼g¬n¬ gösterdiler. Sening ve Xianfa (2008), aşa¼g¬daki parabolik

sistemin sönümünü araşt¬rd¬lar;

ut = uxx; vt = vxx; (x; t) 2 (0; 1)� (0; T );

ux(0; t) = 0; ux(1; t) = �v�p(1; t); t 2 (0; T );

vx(0; t) = 0; vx(1; t) = �u�q(1; t); t 2 (0; T );

u(x; 0) = u0(x); v(x; 0) = v0(x); x 2 [0; 1]:

Burada, p; q > 0 ve u0; v0 pozitif düzgün bir fonksiyon ve s¬n¬rlarda uyumluluk

şartlar¬n¬sa¼glar. u00; u
00
0; v

0
0; v

00
0 � 0 şartlar¬sa¼glad¬¼g¬nda, sonlu zamanda tek sönüm

noktas¬ olarak x = 1 elde ettiler. Son olarak, parabolik sistemler için patlama

problemlerinin en önemlilerinden birini hat¬rlayal¬m.

Fu ve Guo (2002), p1; p2; q1; q2 > 0 oldu¼gunda aşa¼g¬daki s¬n¬rda ¬s¬yay¬l¬ml¬yar¬-

7



lineer parabolik sistemin patlama davran¬̧s¬n¬incelediler:

ut = uxx + v
p1 ; 0 < x < 1; t > 0;

vt = vxx + u
p2 ; 0 < x < 1; t > 0;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = v
q1(1; t); t > 0;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) = u
q2(1; t); t > 0;

u (x; 0) = u0 (x) < 1; v (x; 0) = v0 (x) < 1; 0 � x � 1

max(p1p2; q1q2; p1q2; p2q1) > 1 ve u00(x); v
0
0(x) � 0 oldu¼gunda sonlu zamanda tek pat-

lama noktas¬n¬n x = 1 oldu¼gunu gösterdiler. Hatta, T patlama zaman¬n¬n yak¬n¬nda

patlama oranlar¬n¬elde ettiler.

1.2 Problem Tespiti

Literatürde, iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip lineer olmayan parabolik denklemler ve bu

tür iki denklemden oluşan parabolik sistemler için sönüm problemi çok az çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada, aşa¼g¬daki problemlerin sönüm davran¬̧s¬n¬inceleyece¼giz.

Problem 1.1 Ayn¬tip iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip (biri parabolik denklemin tan¬ml¬

oldu¼gu bölgenin içinde ve di¼geri parabolik bölgenin s¬n¬r¬nda) bir parabolik problemin

sönüm davran¬̧s¬n¬araşt¬raca¼g¬z. Bunun için de, aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m modelini ele

alaca¼g¬z:

ut = uxx + (1� u)�p; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = (1� u(1; t))�q ; 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:

9>>>=>>>; (1.10)

Burada, p ve q pozitif sabitler, T � 1 dur. ·Ilk olarak, sonlu zamanda sönüm olay¬n¬n

sadece s¬n¬rda gerçekleşti¼gini ve sönüm an¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬ gösterece¼giz. Bu

problem için bir alt çözüm elde edip, bu alt çözümün yard¬m¬yla sönüm zaman¬için

bir üst s¬n¬r elde edece¼giz. Son olarak da, sönüm oranlar¬elde edip bu sönüm oranlar¬

yard¬m¬yla sönüm zaman¬için alt s¬n¬rlar elde edece¼giz.

Problem 1.2 Farkl¬tip iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip (biri parabolik denklemin tan¬ml¬

oldu¼gu bölgenin içinde ve di¼geri parabolik bölgenin s¬n¬r¬nda) bir parabolik problemin
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sönüm davran¬̧s¬n¬araşt¬raca¼g¬z. Bunun için de, aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m modelini ele

alaca¼g¬z:

ut = uxx + (1� u)�p; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = �u�q(1; t); 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:

9>>>=>>>; (1.11)

Burada, p ve q pozitif sabitler, T � 1 dur. ·Ilk olarak, sonlu zamanda sönüm olay¬n¬n

sadece s¬n¬rda gerçekleşti¼gini ve sönüm an¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Son

olarak da, bir sönüm oran¬elde edip bu sönüm oran¬yard¬m¬yla sönüm zaman¬için

bir alt s¬n¬r elde edece¼giz.

Problem 1.3 ·Iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip iki parabolik denklemden oluşan bir parabo-

lik sistemin sönüm davran¬̧s¬n¬araşt¬raca¼g¬z. Bunun için de, aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m

modelini ele alaca¼g¬z:

ut = uxx + (1� v)�p1 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

vt = vxx + (1� u)�p2 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = (1� v(1; t))�q1 ; 0 < t < T;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) = (1� u(1; t))�q2 ; 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) < 1; v (x; 0) = v0 (x) < 1; 0 � x � 1:

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(1.12)

Burada, p1; p2; q1 ve q2 pozitif sabitler, T � 1 dur. ·Ilk olarak, sonlu zamanda

sönüm olay¬n¬n sadece s¬n¬rda gerçekleşti¼gini ve sönüm an¬nda (ut; vt) nin patlad¬¼g¬n¬

gösterece¼giz. Son olarak da, bir karş¬laşt¬rma teoremi kullan¬larak bir sönüm kriteri

ve bir sönüm oran¬elde edece¼giz.
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2. KULLANILAN YÖNTEM VE TEKN·IKLER

K¬smi türevli denklemler teorisinde maksimum-minimum problemleri önemli yer tu-

tarlar. Özellikle başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözümlerinde k¬smi türevli

denklem, denklemin tan¬ml¬ oldu¼gu bölge, bölgenin s¬n¬r¬ ile verilen başlang¬ç ve

s¬n¬r şartlar¬n¬n yap¬s¬önemlidir. Ço¼gu zaman denklemin veya verilen s¬n¬r şart-

lar¬n¬n durumlar¬na göre problemin çözümünde maksimum ve minimum de¼gerlerinin

önemi büyüktür. Problemin çözüm karakteri maksimum ve minimum prensibleri

yard¬m¬yla incelenebilir. Fiziksel olarak gerçekleşen ¬s¬yay¬l¬m problemi için çözüm

davran¬̧slar¬n¬ço¼gu zaman maksimum prensibi yard¬m¬yla inceleyebiliriz.

Eliptik ve parabolik tipten k¬smi türevli denklemlerin genel incelemelerinde de mak-

simum prensibi önemli bir yer tutar. Özellikle, patlama ve sönüm problemlerinde

s¬kl¬kla kullan¬lan maksimum prensibleri ve Hopf lemmas¬n¬hat¬rlayal¬m (Protter ve

Weinberger 1967).

2.1 Bir Boyutlu Parabolik Operatörler için Maksimum Prensibleri

Bu k¬s¬mdaki teoremler ve lemmalar ispats¬z olarak verilecektir.

Tan¬m 2.1 Bir (x; t) noktas¬nda e¼ger a(x; t) > 0 ise (reaksiyon-difüzyon denklemini

sa¼glayacak şekilde), o zaman

L[u] � a(x; t)@
2u

@x2
+ b(x; t)

@u

@x
� @u
@t

operatörüne paraboliktir denir. E¼ger, xt-düzleminin bir D bölgesindeki herbir (x; t)

eleman¬için

a(x; t) � �

olacak şekilde bir � > 0 sabiti var ise, L ye D bölgesinde düzgün paraboliktir denir.

Teorem 2.1 (a(x; t) � 1; b(x; t) � 0 durumu) E = (0; l) � (0; t); S1 = fx = 0; 0 �

t � Tg; S2 = f0 � x � l; t = 0g ve S3 = fx = l; 0 � t � Tg olsun. Bir dikdörtgensel
10



E bölgesinde u(x; t) fonksiyonu

L[u] =
@2u

@x2
� @u
@t
� 0

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. O halde u nun maksimum de¼geri E [ @E kapal¬ bölgesinin

S1; S2 ya da S3 kenarlar¬ndan birinde olmal¬d¬r.

Lemma 2.1 u(x; t) fonksiyonu, xt - düzleminin bir E bölgesinde

L[u] � a(x; t)@
2u

@x2
+ b(x; t)

@u

@x
� @u
@t
� 0

düzgün parabolik eşitsizli¼ginin bir çözümü ve a(x; t); b(x; t) s¬n¬rl¬olsun. K bir disk

olsun. Öyle ki K n¬n @K s¬n¬r¬E bölgesinin içinde olsun. Kabul edelim ki u nun

maksimumu olan M , E bölgesinde, K n¬n içinde u < M , K n¬n s¬mr¬ndaki baz¬p

noktalar¬nda u = M olsun. O taktirde p noktas¬K ya te¼get x-eksenine paraleldir.

(Yani, p noktas¬K diskinde ya en alt ya da en üst noktad¬r.)

Lemma 2.2 Kabul edelim ki xt - düzleminin bir E bölgesinde u(x; t) fonksiyonu,

Lemma 2.1. deki L operatörü için L[u] � 0 eşitsizli¼gini, E nin bir (x0; t0) iç nok-

tas¬nda u < M ve E nin tamam¬nda u � M sa¼glas¬n. E¼ger I, (x0; t0) noktas¬n¬

kapsayan yatay bir yol ise o taktirde I üzerinde u < M dir.

Uyar¬2.1 Lemma 2.2. ye göre bölge içerisindeki bir do¼gru üzerinde u �M olacak

şekilde bir tek nokta bulunabiliyorsa, o taktirde bu do¼gru üzerindeki her noktada

u �M dir.

Lemma 2.3 xt - düzleminin bir E bölgesinde u(x; t) fonksiyonu, Lemma 2.1. deki

L operatörü için L[u] � 0 eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. t0; t1 sabitleri için t0 < t < t1 şeridi

boyunca E nin bir k¬sm¬nda u < M olsun. Buna göre, E nin içinde kalan t = t1

şeridinin bir k¬sm¬nda u �M dir.

Teorem 2.2 xt - düzleminin bir E bölgesinde u(x; t) fonksiyonu

L[u] � a(x; t)@
2u

@x2
+ b(x; t)

@u

@x
� @u
@t
� 0

düzgün parabolik eşitsizli¼ginin bir çözümü ve a(x; t); b(x; t) s¬n¬rl¬olsun. E¼ger, E nin

bir (x1; t1) iç noktas¬nda u(x; t) fonksiyonu, M maksimum de¼gerine ulaş¬yor ve E

de (x1; t0) noktas¬n¬içeren x = x1; t0 � t � t1 bir dikey şeriti var ise, o taktirde E

deki herbir t = t0 do¼gru parças¬boyunca u �M dir.
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Lemma 2.4 (Hopf Lemmas¬) xt - düzleminin bir E bölgesinde u(x; t) fonksiyonu

L[u] � a(x; t)@
2u

@x2
+ b(x; t)

@u

@x
� @u
@t
� 0

düzgün parabolik eşitsizli¼ginin bir çözümü ve a(x; t); b(x; t) s¬n¬rl¬olsun. P; @E s¬n¬r¬n-

da u nun maksimuma ulaşt¬¼g¬nokta ve P noktas¬ndan @E ye çizilen normal, t ek-

senine paralel olmas¬n. E nin içinde p noktas¬nda @E ye te¼get bir çember çizilebilsin

ve bu bölgede u < M olsun. E¼ger @
@�
; E den d¬̧s yönlü türevi mevcut ise o taktirde P

noktas¬nda @u
@�
> 0 d¬r.

Teorem 2.3 Kabul edelim ki, bir E bölgesinde Teorem 2.2 nin hipotezleri sa¼glans¬n,

E de h � 0 ve [L + h][u] � 0 olsun. E¼ger, E nin bir (x1; t1) iç noktas¬nda

u(x; t) fonksiyonu, M maksimum de¼gerine ulaş¬yor ve e¼ger M � 0 ise, Teorem 2.2

nin sonuçlar¬sa¼glan¬r. Ayr¬ca, e¼ger bir P s¬n¬r noktas¬nda M � 0 ise, o zaman P

noktas¬nda Lemma 2.4 nin sonuçlar¬sa¼glan¬r.

2.2 Zay¬f Parabolik Sistemlerde Maksimum Prensibleri

Şimdi, zay¬f parabolik sistemlerin, patlama ve sönüm problemleri araşt¬r¬l¬rken s¬k-

l¬kla kulland¬¼g¬m¬z güçlü maksimum prensibini ve Hopf lemmas¬n¬hat¬rlayal¬m.

Bir ikinci mertebeden parabolik eşitsizlikleri sa¼glayan fonksiyonlar için maksimum

prensibi, parabolik eşitsizliklerin belli sistemlerine geni̧sletilebilir. u(x; t) fonksiyonu-

nun elemanlar¬

u1(x; t); u2(x; t); :::; uk(x; t)

olsun. n-boyutlu Öklid uzay¬n¬n bir eleman¬olan x vektörünün bileşenleri x1; x2;

:::; xn olsun. u vektörü ile x vektörünü birlikte düşündü¼gümüzde

Lv �
nX

i;j=1

a
(v)
ij (x; t)

@2

@xi@xj
+

nX
i=1

b
(v)
i (x; t)

@

@xi
� @

@t
; v = 1; 2; :::; k

şeklinde k adet düzgün parabolik operatörler elde edilir. ·Ilaveten, elemanlar¬fhuv(x; t)g,

�; v = 1; 2; :::; k olan k � k l¬k bir H = H(x; t) fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m.
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Bir maksimum prensibi kurmak için parabolik eşitsizliklerin sistemi aşa¼g¬daki formda

olmal¬d¬r:
L1[u1] +

Pk
v=1 h1vuv � 0;

L2[u2] +
Pk

v=1 h2vuv � 0;
...

Lk[uk] +
Pk

v=1 hkvuv � 0:

9>>>>>>=>>>>>>;
(2.1)

(2:1) in herbir eşitsizli¼gi sadece bir bileşenin türevini içermektedir. Sistem terim-

lerin sadece çiftleşmesidir, yani terimler farkl¬laşmam¬̧st¬r. Bu formdaki bir sistem

"zay¬f birleşmiş (weakly coupled)" olarak adland¬r¬l¬r. Böyle sistemler, kendili¼ginden

çürümüş birkaç maddenin eşzamanl¬yay¬lmas¬nda ortaya ç¬kar.

H matrisinin köşegen üzerinde bulunmayan elemanlar¬için ek bir kabul yapaca¼g¬z.

Bu da, � 6= v için

h�v � 0; �; v = 1; 2; :::; k (2.2)

dir. v = 1; 2; :::; k için, uv her bileşeni negatif ise (uv < 0), u < 0 notasyonunu

kullanaca¼g¬z. Benzer tan¬m, herbir bileşen pozitif olmad¬¼g¬nda da geçerlidir.

(n + 1)-boyutlu uzayda E = D � (0; T ) formundaki bir bölgede, aşa¼g¬daki kesin

eşitsizlikleri sa¼glayan u vektör de¼gerli fonksiyonlar¬için bir maksimum prensibi is-

patlamak kolayd¬r:

L�[u�] +

kX
v=1

h�vuv � 0; � = 1; 2; :::; k: (2.3)

Kabul edelim ki, bütün a(v)ij ; b
(v)
i ; h�v katsay¬lar¬E de s¬n¬rl¬olsun. Gösterece¼giz ki,

e¼ger t = 0 (başlang¬ç hatt¬) ve @D � (0; T ) üzerinde u < 0 ise, o zaman E de

u < 0 d¬r. Bunu yapmak için, E de bir (x; t) noktas¬nda u < 0 eşitsizli¼ginin geçerli

olmad¬¼g¬n¬kabul edelim.
_
t ; E de u(x; t) < 0 sa¼glayan t de¼gerlerinin üst s¬n¬rlar¬n¬n

minimumu olsun. O zaman, süreklilikten, görülür ki u(x;
_
t) � 0 ve, E deki baz¬

(
_
x;
_
t) noktas¬nda u nun bileşenlerinden biri s¬f¬r olur. Yani, en az bir u� bileşeni

için, u� (
_
x;
_
t) = 0 elde ederiz. t �

_
t için u � 0 oldu¼gundan

L� [u� ] � 0; (
_
x;
_
t) de, (2.4)
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ve, (2:2) den,
kX
v=1

h�vuv � 0; (
_
x;
_
t) de (2.5)

elde ederiz. (2:4) ve (2:5) eşitsizliklerini birlikte düşündü¼gümüzde bu durum, (2:3)

deki � inci eşitsizlik ile çeli̧sir. Bu çeli̧skiden, E de u < 0 sonucunu elde ederiz.

(2:1) eşitsizlikleri yerine (2:3) ü sa¼glayan pozitif olmayan u fonksiyonlar¬ için bir

maksimum prensibi elde etmek için, E boyunca aşa¼g¬daki eşitsizli¼gini sa¼glayan bir

� sabiti seçelim:

� �
kX
v=1

h�v(x; t) > 0; � = 1; 2; :::; k.

Bu seçim H ¬n elemanlar¬E de s¬n¬rl¬oldu¼gunda daima do¼grudur. O zaman, e¼ger

u, E de (2:1) eşitsizliklerini sa¼glarsa, herhangi bir � > 0 için görülür ki, E de

L�[u� � �e�t] +
kX
v=1

h�v[u� � �e�t] > 0; � = 1; 2; :::; k

d¬r.

Şimdi, bileşenleri v� = u� � �e�t; � = 1; 2; :::; k olan bir v(x; t) fonksiyonu tan¬mla-

yal¬m ve not edelim ki t = 0 (başlang¬ç hatt¬nda) ve @D� (0; T ) üzerinde u � 0 ise,

noktalar¬n ayn¬kümesi üzerinde v < 0 olmas¬n¬gerektirir. Kesin eşitsizlik sistemini

sa¼glayan fonksiyonlar için yukar¬da kurulan maksimum prensibi herbir � > 0 ve

v için geçerlidir. � ! 0 ald¬¼g¬m¬zda, E de u � 0 sonucu elde ederiz. � 6= v için

h�v � 0 eşitsizli¼ginden, u� nin herbir eleman¬E de

L�[u�] + h�vu� � 0

d¬r. Herhangi bir � > 0 sabiti için, E de bu eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz:

L�[e
�tu�] + (h�v + �)e

�tu� � 0:

E de h�v + � � 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan yeterince büyük � y¬çözelim. E de, u� �

0 oldu¼gundan,

L�[e
�tu�] � 0; E de,

(h�v + �)e
�tu� � 0; t = 0 ve @D � (0; T ) üzerinde

9=;
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oldu¼gu görülür. Düzgün parabolik operatörler için maksimum prensibinden, e¼ger

baz¬ (x0; t0) iç noktalar¬nda u� = 0 ise, o zaman t � t0 için u� � 0 d¬r. Bu,

aşa¼g¬daki güçlü maksimum prensibinden elde edilir.

Teorem 2.4 (Güçlü maksimum prensibi) u, bir E = D�(0; T ) bölgesinde (2:1) eşit-

sizli¼gini (düzgün parabolik sistemler için) sa¼glas¬n. E¼ger, t = 0 (başlang¬ç hatt¬) ve

@D � (0; T ) üzerinde u � 0 ve H, (2:2) eşitsizli¼gini sa¼glar ise, o zaman E de,

u � 0 d¬r. Dahas¬, e¼ger bir noktada u� = 0 ise, o zaman t � t0 için u� � 0 d¬r.

Lemma 2.5 (Hopf lemmas¬) Bir E = D�(0; T ) bölgesinde, u, (2:1) eşitsizliklerini

ve H, (2:2) eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. O zaman u � 0 d¬r (Teorem 2.4). Ayr¬ca, e¼ger

u� nun baz¬elemanlar¬@D � (0; T ) s¬n¬r¬n¬n bir P noktas¬nda 0 de¼gerini al¬r ise,

ve E de s¬n¬r¬nda P noktas¬na sahip bir K küresi var ve K da u� < 0 ise, o zaman

@=@� herhangi bir yöndeki d¬̧s normal türev oldu¼gunda P noktas¬nda

@u�
@�

> 0

d¬r.
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3. TEK·IL SINIR ŞARTLI L·INEER OLMAYAN B·IR PARABOL·IK

DENKLEM·IN SÖNÜMÜ

Bu bölümde, problem (1:10) un sönüm davran¬̧s¬n¬ inceleyece¼giz. p ve q pozitif

sabitler ve T � 1 oldu¼gunda, aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m modelini ele alal¬m:

ut = uxx + (1� u)�p ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = (1� u(1; t))�q ; 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:

Burada u(x; t) 2 C2;1, problem (1:10) un bir çözümü olsun. Yeterince düzgün ve

s¬n¬rda

u00(0) = 0; u
0
0(1) = (1� u0(1))�q

uyumluluk şartlar¬sa¼glanacak şekilde başlang¬ç fonksiyonunu u0 : [0; 1] �! [0; 1)

seçelim.

Ayr¬ca, bu bölüm boyunca, problem (1:10) için başlang¬ç hatt¬(0 < x < 1) üzerinde,

u0(x) başlang¬ç fonksiyonunun

uxx (x; 0) + (1� u (x; 0))�p � 0; (3.1)

ux (x; 0) � 0 (3.2)

şartlar¬n¬sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edece¼giz. Ek olarak, Kesim 3.3 de aşa¼g¬daki şartlar¬n

geçerli oldu¼gunu kabul edece¼giz:

ux(x; 0) � x(1� u(x; 0))�q; 0 < x < 1; (3.3)

ut(1; t) = uxx(1; t) + (1� u(1; t))�p; 0 < t < T: (3.4)

Bu problem için amac¬m¬z, biri parabolik denklemin tan¬ml¬oldu¼gu bölgenin içinde

ve di¼geri s¬n¬rda ¬s¬yay¬l¬m¬na sahip ayn¬tipten iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip prob-

lem (1:10) un sönüm davran¬̧s¬n¬incelemektir. ·Ilk olarak, bu problem için sönüm

tan¬m¬n¬verelim.
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Tan¬m 3.1 Sonlu bir T zaman¬ için problem (1:10) un bir u(x; t) çözümü vard¬r

öyle ki

lim
t!T�

maxfu(x; t) : 0 � x � 1g ! 1

oluyorsa, problem (1:10) a Sönüm Problemi denir. Bundan sonra problem (1:10)

için sönüm zaman¬n¬T ile gösterece¼giz.

·Ilk olarak, (3:1) şart¬alt¬nda sonlu zamanda sönümün gerçekleşti¼gini ispatlayaca¼g¬z.

Daha sonra, (3:1) ve (3:2) şartlar¬alt¬nda sönümün sadece x = 1 noktas¬nda gerçek-

leşti¼gini ispatlayaca¼g¬z. Nihayet, t ! T� iken x = 1 sönüm noktas¬nda ut nin pat-

lad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Daha sonra, problem (1:10) için, bir alt çözüm elde edece¼giz.

Bu alt çözüm yard¬m¬yla, problem (1:10) un u çözümünün x = 1 de söndü¼günü

gösterece¼giz ve sönüm zaman¬için bir üst s¬n¬r hesaplayaca¼g¬z. Son olarak, (3:3) ve

(3:4) şartlar¬alt¬nda sönüm oranlar¬elde edece¼giz. Bu sönüm oranlar¬ndan yararla-

narak sönüm zaman¬için alt s¬n¬rlar elde edece¼giz.

3.1 S¬n¬rda Sönüm ve ut nin Patlamas¬

·Ilk olarak, (3:1); (3:2) ve uyumluluk şartlar¬n¬sa¼glayan bir u0(x) başlang¬ç fonksi-

yonu verelim.

Uyar¬3.1 0 < A < 1, � = 1
A(1�A) > 1 olmak üzere u(x; 0) = Ax

� alal¬m. Gerçek-

ten de, q = 1 için

ux (x; 0) = A�x��1 > 0;

uxx (x; 0) + (1� u (x; 0))�p = A� (�� 1)x��2 + 1

(1� Ax�)p > 0;

ux (0; 0) = 0;

ux (1; 0) =
1

(1� u(1; 0)) =) A� =
1

(1� A)

sa¼glan¬r. Örne¼gin, q = 1 ve A = 0:5 için, u(x; 0) = 1
2
x4 başlang¬ç fonksiyonu

(3:1); (3:2) ve uyumluluk şartlar¬n¬sa¼glar.
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Uyar¬3.2 u0(x); (3:2) şart¬n¬sa¼glas¬n. v = ux(x; t) alal¬m. v(x; t) aşa¼g¬daki denk-

lemleri sa¼glar:

vt = vxx + p (1� u)�p�1 v; 0 < x < 1; 0 < t < T;

v (0; t) = 0; v (1; t) = (1� u(1; t))�q > 0; 0 < t < T;

v (x; 0) = ux (x; 0) � 0; 0 � x � 1:

Maksimum prensibinden (0; 1] � (0; T ) de v(x; t) > 0 ve böylece ux(x; t) > 0 dir.

Ayr¬ca u(1; t) = max
0�x�1

u(x; t) elde ederiz.

Lemma 3.1 u0(x); (3:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. O zaman, [0; 1]�[0; T ) de ut(x; t) � 0 d¬r.

·Ispat. (Fu vd. 2003) deki Lemma 3.1 den faydalanal¬m. v = ut(x; t) alal¬m. v(x; t)

vt = vxx + p (1� u)�p�1 v; 0 < x < 1; 0 < t < T;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) = q (1� u(1; t))�q�1 v(1; t); 0 < t < T;

v (x; 0) = uxx (x; 0) + (1� u (x; 0))�p � 0; 0 � x � 1

sa¼glar. Herhangi bir � 2 (0; T ) için

L = max
0�x�1; 0�t��

�
1

2
q (1� u(x; t))�q�1

�
;

M = 2L+ 4L2 + max
0�x�1; 0�t��

�
p (1� u(x; t))�p�1

�
alal¬m. w(x; t) = e�Mt�Lx2v(x; t) dönüşümünü uygulayal¬m. Buradan

c(x; t) = 4L2(x2 � 1) + p (1� u(x; t))�p�1 � max
0�x�1; 0�t��

�
p (1� u(x; t))�p�1

�
� 0

oldu¼gunda

Wt = Wxx + 4LxWx + cW

eşitli¼gini ve

d(t) = � max
0�x�1; 0�t��

�
q (1� u(x; t))�q�1

�
+ q (1� u(1; t))�q�1 � 0

oldu¼gunda

Wx(1; t) = d(t)W (1; t)

eşitli¼gini sa¼glar. Yukar¬dakilerden c = c(x; t) � 0 ve d = d(t) � 0 oldu¼gunda w(x; t)

wt = wxx + 4Lxwx + cw; 0 < x < 1; 0 < t � � ;

wx(0; t) = 0; wx(1; t) = d(t)w(1; t); 0 < t � � ;

w(x; 0) � 0; 0 � x � 1
18



sa¼glar. Maksimum prensibi ve Hopf lemmas¬ndan, [0; 1]� [0; � ] da w(x; t) � 0 elde

ederiz. Böylece [0; 1]� [0; T ) de ut(x; t) � 0 dir.

Teorem 3.1 u0; (3:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. O zaman sonlu bir T zaman¬vard¬r öyle ki

problem (1:10) un u çözümü T de söner.

·Ispat. Kabul edelim ki u0; (3:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. (3:1) şart¬n¬x e göre 0 dan 1 e

integral al¬rsak Z 1

0

uxx(x; 0)dx+

Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx �
Z 1

0

0dx

ux(1; 0)� ux(0; 0) +
Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx > 0

elde edilir. Bu eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki gibi ifade edelim;

! = (1� u (1; 0))�q +
Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx > 0

Kütle fonksiyonumuz m (t) =
Z 1

0

(1� u (x; t)) dx; 0 < t < T olsun. O zaman,

Lemma 3.1 den

m0 (t) = �
Z 1

0

ut (x; t) dx

= �
Z 1

0

(uxx(x; t) + (1� u(x; t))�p)dx

= �ux(1; t) + ux(0; t)�
Z 1

0

(1� u (x; t))�p dx

= � (1� u (1; t))�q �
Z 1

0

(1� u (x; t))�p dx � �!

elde ederiz. Yukar¬daki son eşitsizlikte 0 dan t ye integral al¬rsak m (t) � m(0) �

!t elde ederiz. Bu da, baz¬ T0; (0 < T � T0) için m (T0) = 0 olmas¬n¬gerektirir.

Böylece u sonlu bir T zaman¬nda söner.

Teorem 3.2 u0; (3:1) ve (3:2) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman x = 1 tek sönüm nok-

tas¬d¬r.

·Ispat. � 2 (0; 1); � 2 (0; T ) ve " sonradan belirlenecek pozitif bir sabit oldu¼gunda

[1� �; 1]� [� ; T ) de

J(x; t) = ux � " (x� (1� �))
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yard¬mc¬fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. O zaman, (0; 1]�(0; T ) de ux(x; t) > 0 oldu¼gun-

dan (1� �; 1)� (� ; T ) de

Jt � Jxx = p(1� u)�p�1ux > 0

elde ederiz. Ayr¬ca (0; 1] � (0; T ) de ux(x; t) > 0 ve " yeterince küçük oldu¼gunda

J(x; �) > 0 d¬r. Dahas¬" yeterince küçük oldu¼gunda t 2 (� ; T ) için

J(1� �; t) = ux(1� �; t) > 0;

J(1; t) = (1� u(1; t))�q � "� > 1� "� > 0

dir. Maksimum prensibinden, (x; t) 2 [1 � �; 1] � [� ; T ) için J(x; t) > 0 yani ux >

" (x� (1� �)) elde ederiz. Bu son eşitsizli¼gi x e göre 1� � den 1 e integrallersek

u(1� �; t) < u(1; t)� "�
2

2
< 1� "�

2

2

elde ederiz. Böylece [0; 1) de sönüm gerçekleşmez. Teorem 3.1 den x = 1 in tek

sönüm noktas¬oldu¼gu görülür. Teorem ispatland¬.

Teorem 3.3 x = 1 sönüm noktas¬nda ut patlar.

·Ispat. Chan ve Yuen (2001)�deki gibi sönüm an¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬ispatlayal¬m.

Kabul edelim ki [0; 1]� [0; T ) de ut s¬n¬rl¬olsun. O zaman birM pozitif sabiti vard¬r

öyle ki ut < M dir. Yani, uxx + (1� u)�p < M ) uxx < M dir. x e göre, önce x

den 1 e sonra 0 dan 1 e olacak şekilde iki kez integral al¬rsakZ 1

0

�Z 1

x

uxx(x; t)dx

�
dx <

Z 1

0

�Z 1

x

Mdx

�
dxZ 1

0

(ux(1; t)� ux(x; t)) dx < M

Z 1

0

(1� x)dx

ux(1; t)� u(1; t) + u(0; t) <
M

2
1

(1� u(1; t))q <
M

2
+ u(1; t)� u(0; t)

elde ederiz. t ! T� iken, eşitsizli¼gin sol yan¬sonsuz iken sa¼g yan¬sonludur. Bu

çeli̧skiden ut nin sönüm noktas¬nda patlad¬¼g¬görülür.
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3.2 Bir Alt Çözüm ve Sönüm Zaman¬için Bir Üst S¬n¬r

Tan¬m 3.2 � aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glar ise, problem (1:10) un bir alt çözümü olarak

adland¬r¬l¬r:

�t � �xx � (1� �)
�p ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

�x (0; t) = 0; �x (1; t) � (1� �(1; t))
�q ; 0 < t < T;

� (x; 0) � u0 (x) ; 0 � x � 1:

Eşitsizlikler yön de¼giştirirse bir üst çözüm elde ederiz.

Lemma 3.2 u ve �, s¬ras¬yla [0; 1]� [0; T ) de problem (1:10) un bir çözümü ve alt

çözümü olsun. O zaman, [0; 1]� [0; T ) de u � � dir.

·Ispat. Lemma 3.1 deki yöntemi kullanaca¼g¬z. ·Ilk önce, v(x; t) = u(x; t)��(x; t) alal¬m.

�(x; t) ve �(1; t) s¬ras¬yla, u(x; t) ve �(x; t), u(1; t) ve �(1; t) aras¬nda oldu¼gunda

v(x; t)

vt � vxx + p (1� �)�p�1 v; 0 < x < 1; 0 < t < T;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) � q (1� �(1; t))�q�1 v(1; t); 0 < t < T;

v (x; 0) � 0; 0 � x � 1

sa¼glar. Herhangi bir � 2 (0; T ) için,

L = max
0�x�1; 0�t��

�
1

2
q (1� �(x; t))�q�1

�
;

M = 2L+ 4L2 + max
0�x�1; 0�t��

�
p (1� �(x; t))�p�1

�
alal¬m. w(x; t) = e�Mt�Lx2v(x; t) dönüşümünü uygulayal¬m. c = c(x; t) � 0 ve

d = d(t) � 0 oldu¼gunda w(x; t)

wt � wxx + 4Lxwx + cw; 0 < x < 1; 0 < t � � ;

wx(0; t) = 0; wx(1; t) � d(t)w(1; t); 0 < t � � ;

w(x; 0) � 0; 0 � x � 1

sa¼glar. Maksimum prensibinden, [0; 1] � [0; � ] de w(x; t) � 0 elde ederiz. Böylece,

[0; 1]� [0; T ) de u � � dir.

Teorem 3.4 x = 1 bir sönüm noktas¬d¬r.
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·Ispat. min x2[0;1]u0(x) = c � 0 alal¬m. � = 2(1 � c)q+1=(q + 1) oldu¼gunda [0; 1] �

[0; � ] de

�(x; t) = 1�
�
(q + 1) (1� x2 + � � t)

2

�1=(q+1)
olsun. x 2 (0; 1); t 2 (0; �) için,

�t � �xx =
�1
2

�
(q + 1) (1� x2 + � � t)

2

��q=(q+1)
�x2q

�
(q + 1) (1� x2 + � � t)

2

�(�2q�1)=(q+1)
� 0

elde ederiz. Ayr¬ca t 2 (0; �) için,

�x(0; t) = 0;

�x(1; t) = (1� �(1; t))�q

dir. Dahas¬x 2 (0; 1) için,

�(x; 0) = 1�
�
(q + 1) (1� x2 + �)

2

�1=(q+1)
� 1�

�
(q + 1) �

2

�1=(q+1)
= c

dir. Yukar¬dakilerden �(x; t), problem (1:10) un bir alt çözümüdür. ·Ilaveden, t =

� ve x = 1 oldu¼gunda

�(1; �) = 1

elde edilir. Böylece, Lemma 3.2 den

u(1; �) � �(1; �) = 1

elde ederiz. � bir alt çözüm oldu¼gundan, � dan önce ki bir T zaman¬nda u(1; T ) =

1 dir. O zaman, x = 1 bir sönüm noktas¬d¬r.

Uyar¬3.3 Sönüm zaman¬ için bir üst s¬n¬r hesaplayal¬m. Teorem 3.4 den, c =

0 için maksimum üst s¬n¬r 2=(q+1) dir. Örne¼gin başlang¬ç fonksiyonu olarak, Uyar¬

3.1 deki, q = 1 için u(x; 0) = 1
2
x4 seçelim. O zaman, sönüm zaman¬ için bir üst

s¬n¬r T = 1 olarak hesaplan¬r.
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3.3 Bir Sönüm Oran¬ve Sönüm Zaman¬için Alt S¬n¬rlar

Bu k¬s¬mda, (3:3) ve (3:4) şartlar¬alt¬nda, problem (1:10) için sönüm oranlar¬ve bu

sönüm oranlar¬ndan yararlanarak sönüm zaman¬için alt s¬n¬rlar elde edece¼giz.

Teorem 3.5 u0; (3:1)� (3:4) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman pozitif C1 ve C2 sabitleri

vard¬r öyle ki, t; T ye çok yak¬n oldu¼gunda

e¼ger p > 2q + 1 ise, o zaman u(1; t) � 1� C1(T � t)1=(p+1);

e¼ger q � p � 2q + 1 ise, o zaman u(1; t) � 1� C2(T � t)1=(2q+2)

dir.

·Ispat. [0; 1]�[0; T ) de J(x; t) = ux�x(1�u)�q yard¬mc¬fonksiyonunu tan¬mlayal¬m.

(0; 1]� [0; T ) de ux > 0 ve p � q oldu¼gundan J(x; t)

Jt � Jxx � p(1� u)�p�1J = 2q(1� u)�q�1ux + (p� q)x(1� u)�p�q�1

+xq(q + 1)(1� u)�q�2u2x

� 0

sa¼glar. Di¼ger taraftan (3:3) den, J(x; 0) � 0 ve t 2 (0; T ) için

J(0; t) = 0; J(1; t) = 0:

Maksimum prensibinden, (x; t) 2 [0; 1]� [0; T ) için J(x; t) � 0 d¬r. Bu yüzden

Jx(1; t) = lim
h!0+

J(1; t)� J(1� h; t)
h

= lim
h!0+

�J(1� h; t)
h

� 0

d¬r. Ayr¬ca, (3:4) den

Jx(1; t) = uxx(1; t)� (1� u(1; t))�q � q(1� u(1; t))�2q�1

= ut(1; t)� (1� u(1; t))�p � (1� u(1; t))�q � q(1� u(1; t))�2q�1 � 0

ve

e¼ger p > 2q + 1 ise, o zaman ut(1; t) � (q + 2)(1� u(1; t))�p;

e¼ger q � p � 2q + 1 ise, o zaman ut(1; t) � (q + 2)(1� u(1; t))�2q�1
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elde edilir. Bu son eşitsizliklerde t den T ye integral al¬rsak, C1 = [(q + 2)(p+ 1)]
1=(p+1) ve

C2 = [(q + 2)(2q + 2)]
1=(2q+2) oldu¼gunda

e¼ger p > 2q + 1 ise, o zaman u(1; t) � 1� C1(T � t)1=(p+1);

e¼ger q � p � 2q + 1 ise, o zaman u(1; t) � 1� C2(T � t)1=(2q+2)

elde edilir.

Uyar¬3.4 Sönüm zaman¬için alt s¬n¬rlar hesaplayal¬m. Teorem 3.5 den T sönüm

zaman¬için alt s¬n¬rlar

e¼ger p > 2q + 1 ise, o zaman T = (1� u0(1))p+1=(q + 2)(p+ 1);

e¼ger q � p � 2q + 1 ise, o zaman T = (1� u0(1))2q+2=(q + 2)(2q + 2)

olarak elde edelir. Örne¼gin başlang¬ç fonksiyonu olarak, Uyar¬3.1 deki, q = 1 için

u(x; 0) = 1
2
x4 seçelim. O zaman, sönüm zaman¬için alt s¬n¬rlar

p = 4; q = 1 için T � 0:0021;

1 � p < 3; q = 1 için T � 0:0052

olarak hesaplan¬r.
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4. TEK·IL SINIR YAYILIMLI L·INEER OLMAYAN B·IR PARABOL·IK

DENKLEM·IN SÖNÜMÜ

Bu bölümde, problem (1:11) in sönüm davran¬̧s¬n¬ inceleyece¼giz. p ve q pozitif

sabitler ve T � 1 oldu¼gunda, aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m modelini ele alal¬m:

ut = uxx + (1� u)�p ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = �u�q(1; t); 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; 0 � x � 1:

Burada u(x; t) 2 C2;1, problem (1:11) in bir çözümü olsun. Yeterince düzgün ve

s¬n¬r¬n yanlar¬nda

u00(0) = 0; u
0
0(1) = �u

�q
0 (1)

uyumluluk şartlar¬sa¼glanacak şekilde başlang¬ç fonksiyonunu u0 : [0; 1] �! (0; 1)

seçelim.

Ayr¬ca, 4. k¬s¬m boyunca, problem (1:11) için başlang¬ç hatt¬(0 < x < 1) üzerinde,

u0(x) başlang¬ç fonksiyonunun

uxx (x; 0) + (1� u (x; 0))�p � 0; (4.1)

ux (x; 0) � 0 (4.2)

şartlar¬n¬sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edece¼giz. Ek olarak, Kesim 4.2 de aşa¼g¬daki şartlar¬n

geçerli oldu¼gunu kabul edece¼giz:

ux(x; 0) � �xu�q(x; 0); 0 < x < 1; (4.3)

ut(0; t) = uxx(0; t) + (1� u(0; t))�p; 0 < t < T: (4.4)

Bu problemde amac¬m¬z, iki farkl¬tipten tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip problem (1:11) in

sönüm davran¬̧s¬n¬incelemektir. ·Ilk olarak bu problem için sönüm tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 4.1 Sonlu bir T zaman¬ için problem (1:11) in bir u(x; t) çözümü vard¬r

öyle ki

lim
t!T�

maxfu(x; t) : 0 � x � 1g ! 1 ya da lim
t!T�

minfu(x; t) : 0 � x � 1g ! 0
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oluyorsa, problem (1:11) e Sönüm Problemi denir. Bundan sonra problem (1:11)

için sönüm zaman¬n¬T ile gösterece¼giz.

·Ilk olarak, (4:1) şart¬alt¬nda sonlu zamanda sönümün gerçekleşti¼gini ispatlayaca¼g¬z.

Daha sonra, (4:1) ve (4:2) şartlar¬alt¬nda sönümün sadece x = 0 noktas¬nda gerçek-

leşti¼gini ispatlayaca¼g¬z. Nihayet, t ! T� iken x = 0 sönüm noktas¬nda ut nin

patlad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Son olarak, (4:3) ve (4:4) şartlar¬alt¬nda bir sönüm oran¬

elde edece¼giz. Bu sönüm oran¬ndan yararlanarak sönüm zaman¬ için bir alt s¬n¬r

elde edece¼giz.

4.1 S¬n¬rda Sönüm ve ut nin Patlamas¬

Uyar¬4.1 u0(x) = 0:9 � 2
3
x4:5 alal¬m. Örne¼gin, p = 9 and q = log 30

7
3 için,

u0(x) başlang¬ç fonksiyonu (4:1); (4:2) ve uyumluluk şartlar¬n¬sa¼glar.

Uyar¬4.2 u0(x); (4:2) şart¬n¬sa¼glas¬n. v = ux(x; t) alal¬m. v(x; t) aşa¼g¬daki denk-

lemleri sa¼glar:

vt = vxx + p (1� u)�p�1 v; 0 < x < 1; 0 < t < T;

v (0; t) = 0; v (1; t) = �u�q(1; t) < 0; 0 < t < T;

v (x; 0) = ux (x; 0) � 0; 0 � x � 1:

Maksimum Prensibinden (0; 1] � (0; T ) de v(x; t) < 0 ve böylece ux(x; t) < 0 dir.

Ayr¬ca u(0; t) = max
0�x�1

u(x; t) elde ederiz.

Lemma 4.1 u0; (4:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. O zaman, [0; 1]� [0; T ) de ut(x; t) � 0 dir.

·Ispat. Lemma 3.1 deki ispatdan faydalanal¬m. v = ut(x; t) alal¬m. v(x; t)

vt = vxx + p (1� u)�p�1 v; 0 < x < 1; 0 < t < T;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) = qu
�q�1(1; t)v(1; t); 0 < t < T;

v (x; 0) = uxx (x; 0) + (1� u (x; 0))�p � 0; 0 � x � 1

sa¼glar. Herhangi bir � 2 (0; T ) için

L = max
0�x�1; 0�t��

�
1

2
qu�q�1(x; t)

�
;

M = 2L+ 4L2 + max
0�x�1; 0�t��

�
p (1� u(x; t))�p�1

�
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alal¬m. w(x; t) = e�Mt�Lx2v(x; t) dönüşümünü uygulayal¬m. Buradan

c(x; t) = 4L2(x2 � 1) + p (1� u(x; t))�p�1 � max
0�x�1; 0�t��

�
p (1� u(x; t))�p�1

�
� 0

oldu¼gunda

Wt = Wxx + 4LxWx + cW

eşitli¼gini ve

d(t) = � max
0�x�1; 0�t��

�
qu�q�1(x; t)

�
+ qu�q�1(1; t) � 0

oldu¼gunda

Wx(1; t) = d(t)W (1; t)

eşitli¼gini sa¼glar. Yukar¬dakilerden c = c(x; t) � 0 ve d = d(t) � 0 oldu¼gunda w(x; t)

wt = wxx + 4Lxwx + cw; 0 < x < 1; 0 < t � � ;

wx(0; t) = 0; wx(1; t) = d(t)w(1; t); 0 < t � � ;

w(x; 0) � 0; 0 � x � 1

sa¼glar. Maksimum Prensibi ve Hopf Lemmas¬ndan, [0; 1]� [0; � ] de w(x; t) � 0 elde

ederiz. Böylece [0; 1]� [0; T ) de ut(x; t) � 0 dir.

Teorem 4.1 u0; (4:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. O zaman sonlu bir T zaman¬vard¬r öyle ki

problem (1:11) in u çözümü T de söner.

·Ispat. Kabul edelim ki u0; (4:1) şart¬n¬sa¼glas¬n. (4:1) şart¬n¬x e göre 0 dan 1 e

integral al¬rsak Z 1

0

uxx(x; 0)dx+

Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx �
Z 1

0

0dx

ux(1; 0)� ux(0; 0) +
Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx > 0

elde edilir. Bu eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki gibi ifade edelim;

! = �u�q (1; 0) +
Z 1

0

(1� u (x; 0))�p dx > 0
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Kütle fonksiyonumuz m (t) =
Z 1

0

(1� u (x; t)) dx; 0 < t < T olsun. O zaman,

Lemma 4.1 den

m0 (t) = �
Z 1

0

ut (x; t) dx

= �
Z 1

0

(uxx(x; t) + (1� u(x; t))�p)dx

= �ux(1; t) + ux(0; t)�
Z 1

0

(1� u (x; t))�p dx

= u�q (1; t)�
Z 1

0

(1� u (x; t))�p dx � �!

elde ederiz. Yukar¬daki son eşitsizlikte t ye göre 0 dan t ye integral al¬rsak m (t) �

m(0)�!t elde ederiz. Bu da, baz¬T0; (0 < T � T0) içinm (T0) = 0 olmas¬n¬gerektirir.

Böylece u sonlu bir T zaman¬nda söner.

Teorem 4.2 u0; (4:1) ve (4:2) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman x = 0 tek sönüm nok-

tas¬d¬r.

·Ispat. b2 2 (0; 1]; b1 2 (0; b2); � 2 [0; T ) ve " sonradan belirlenecek pozitif bir sabit

oldu¼gunda [b1; b2]� [� ; T ) de

J(x; t) = ux + " (b2 � x)

yard¬mc¬fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. O zaman, (0; 1]�(0; T ) de ux(x; t) < 0 oldu¼gun-

dan (b1; b2)� (� ; T ) de

Jt � Jxx = p(1� u)�p�1ux < 0

elde ederiz. Ayr¬ca (0; 1] � (0; T ) de ux(x; t) < 0 ve " yeterince küçük oldu¼gunda

J(x; �) < 0 d¬r. Dahas¬" yeterince küçük oldu¼gunda t 2 (� ; T ) için

J(b1; t) = ux(b1; t) + " (b2 � b1) < 0;

J(b2; t) = ux(b2; t) < 0

dir. Maksimum prensibinden, (x; t) 2 [b1; b2] � [� ; T ) için J(x; t) < 0 yani ux <

�" (b2 � x) elde ederiz. Bu son eşitsizli¼gi x e göre b1 den b2 e integrallersek

u(b2; t) < u(b1; t)�
"(b2 � b1)2

2
< 1� "(b2 � b1)

2

2
< 1
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elde ederiz. Böylece (0; 1] de sönüm gerçekleşmez. Teorem 4.1 den x = 0 ¬n tek

sönüm noktas¬oldu¼gu görülür. Teorem ispatland¬.

Teorem 4.3 E¼ger p � 1 ise, o zaman x = 0 sönüm noktas¬nda ut patlar.

·Ispat. Kabul edelim ki [0; 1]�[0; T ) de ut s¬n¬rl¬olsun. O zaman bir pozitifM sabiti

vard¬r ki öyle ki ut < M olsun. Yani

uxx + (1� u)�p < M:

Bu eşitsizli¼gi ux ile çarp¬p x e göre 0 dan x e integral alal¬m:Z x

0

uxxuxdx+

Z x

0

(1� u)�puxdx >
Z x

0

Muxdx:

p = 1 için

ln [1� u(0; t)] > �1
2
u2x + ln [1� u(x; t)] +M [u(x; t)� u(0; t)]

ve p 6= 1 için

(1� u(0; t))�p+1
�p+ 1 >

�1
2
u2x +

(1� u(x; t))�p+1
�p+ 1 +M [u(x; t)� u(0; t)]

elde ederiz. t ! T� iken, p � 1 oldu¼gunda yukar¬daki eşitsizliklerin sol yönü

eksi sonsuza giderken sa¼g taraf¬ise eksi sonlu olur. Bu tezattan, p � 1 için, x =

0 sönüm noktas¬nda ut patlar.

4.2 Bir Sönüm Oran¬ve Sönüm Zaman¬için Bir Alt S¬n¬r

Bu k¬s¬mda, (4:3) ve (4:4) şartlar¬alt¬nda, problem (1:11) için bir sönüm oran¬ve

bu sönüm oran¬ndan yararlanarak sönüm zaman¬için bir alt s¬n¬r elde edece¼giz.

Teorem 4.4 u0; (4:1)�(4:4) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman bir pozitif C1 sabiti vard¬r

öyle ki, t; T ye çok yak¬n oldu¼gunda

u(0; t) � 1� C1(T � t)1=(p+1)

dir.
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·Ispat. [0; 1] � [0; T ) de J(x; t) = ux + xu
�q yard¬mc¬fonksiyonunu tan¬mlayal¬m.

(0; 1]� [0; T ) de ux < 0 oldu¼gundan J(x; t)

Jt � Jxx =
�
p(1� u)�p�1 + 2qu�q�1

�
ux � qxu�q�1(1� u)�p � q(q + 1)xu�q�2u2x

sa¼glar. Di¼ger taraftan (4:3) den, J(x; 0) � 0 ve t 2 (0; T ) için

J(0; t) = 0; J(1; t) = 0:

Maksimum prensibinden, (x; t) 2 [0; 1]� [0; T ) için J(x; t) � 0 d¬r. Bu yüzden

Jx(0; t) = lim
h!0+

J(h; t)� J(0; t)
h

= lim
h!0+

J(h; t)

h
� 0

d¬r. Ayr¬ca, (4:4) den,

Jx(0; t) = uxx(0; t) + u
�q(0; t) � 0

= ut(0; t)� (1� u(0; t))�p + u�q(0; t) � 0

ve

ut(0; t) � (1� u(0; t))�p

elde edilir. Bu son eşitsizlikte t den T ye integral al¬rsak, C1 = (p+1)1=(p+1) oldu¼gunda

u(0; t) � 1� C1(T � t)1=(p+1)

elde edilir.

Uyar¬4.3 Sönüm zaman¬için bir alt s¬n¬r hesaplayal¬m. Teorem 4.4 den T sönüm

zaman¬için bir alt s¬n¬r (1�u0(0))p+1=(p+1) dir. Başlag¬ç fonksiyonu olarak Uyar¬

4.1 deki u0(x) = 0:9� 2
3
x4:5 seçelim. Böylece, p = 9 için sönüm zaman¬n¬T = 10�11

olarak elde edilir.
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5. TEK·IL SINIR ŞARTLI L·INEER OLMAYAN B·IR PARABOL·IK

S·ISTEM·IN SÖNÜMÜ

Bu bölümde, problem (1:12) nin sönüm davran¬̧s¬n¬ inceleyece¼giz. Bu bölümde,

p1; p2; q1 ve q2 pozitif sabitler ve T � 1 olmak üzere aşa¼g¬daki ¬s¬yay¬l¬m modelini

ele alal¬m:
ut = uxx + (1� v)�p1 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

vt = vxx + (1� u)�p2 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

ux (0; t) = 0; ux (1; t) = (1� v(1; t))�q1 ; 0 < t < T;

vx (0; t) = 0; vx (1; t) = (1� u(1; t))�q2 ; 0 < t < T;

u (x; 0) = u0 (x) ; v (x; 0) = v0 (x) ; 0 � x � 1:

Burada u(x; t); v(x; t) 2 C2;1, problem (1:12) nin çözümü olsun. Yeterince düzgün

ve s¬n¬rlar¬n yanlar¬nda

u00 (0) = v
0
0 (0) = 0; u

0
0 (1) = (1� v0(1))�q1 ; v00 (1) = (1� u0(1))�q2

uyumluluk şartlar¬ sa¼glanacak şekilde başlang¬ç fonksiyonlar¬n¬ (u0; v0) : [0; 1] !

[0; 1) seçelim.

Ayr¬ca, bu bölüm boyunca problem (1:12) için başlang¬ç hatt¬üzerinde (0 < x < 1)

üzerinde

uxx(x; 0) + (1� v(x; 0))�p1 � 0; (5.1)

vxx(x; 0) + (1� u(x; 0))�p2 � 0; (5.2)

ux(x; 0) � 0; (5.3)

vx(x; 0) � 0 (5.4)

şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edece¼giz. Bu problemde amac¬m¬z, iki tekil ¬s¬kay-

na¼g¬na sahip iki parabolik problemden oluşan, bir parabolik sistemin çözümlerinin

sönüm davran¬̧s¬n¬incelemektir. ·Ilk olarak, bu problem için sönüm tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 5.1 Sonlu bir T zaman¬için problem (1:12) nin bir fu(x; t); v(x; t)g çözümü

vard¬r öyle ki

lim
t!T�

maxfu(x; t); v(x; t) : 0 � x � 1g ! 1
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oluyorsa, problem (1:12) e Sönüm Problemi denir. Bundan sonra problem (1:12)

için sönüm zaman¬n¬T ile gösterece¼giz.

·Ilk olarak, (5:1) ve (5:2) şartlar¬ alt¬nda sonlu zamanda sönümün gerçekleşti¼gini

ispatlayaca¼g¬z. Ayr¬ca, (5:1) � (5:4) şartlar¬alt¬nda sönümün sadece x = 1 nok-

tas¬nda gerçekleşti¼gini ispatlayaca¼g¬z. Daha sonra, t ! T� iken x = 1 sönüm nok-

tas¬nda (ut; vt) nin patlad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Son olarak, bir kaŗs¬laşt¬rma teoremi

kullan¬larak bir sönüm kriteri ve bir sönüm oran¬elde edece¼giz.

5.1 S¬n¬rda Sönüm ve (ut; vt) nin Patlamas¬

Uyar¬5.1 (5:1)� (5:4) şartlar¬düzgündür. Kolayl¬kla, (5:1)� (5:4) ve uyumluluk

şartlar¬n¬sa¼glayan (u0(x); v0(x)) başlang¬ç fonksiyonlar¬bulabiliriz. Örne¼gin, p1 6=

p2; q1 = q2 = 1 için u0(x) = 1
2
x4; v0(x) =

1
2
x3 başlang¬ç fonksiyonlar¬(5:1)� (5:4) ve

uyumluluk şartlar¬n¬sa¼glar.

Uyar¬5.2 u0; (5:3) ve v0; (5:4) şart¬n¬sa¼glas¬n. O zaman, zay¬f parabolik sistemler

için güçlü maksimum prensibinden, (0; 1]�(0; T ) de ux(x; t); vx(x; t) > 0 d¬r. Ayr¬ca,

u(1; t) = max
0�x�1

u(x; t) ve v(1; t) = max
0�x�1

v(x; t) elde ederiz.

Tan¬m 5.2 E¼ger (�; �) aşa¼g¬daki eşitsizlikleri sa¼glarsa, o zaman problem (1:12) nin

bir alt çözümü olarak adland¬r¬l¬r:

�t � �xx � (1� �)
�p1 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

�t � �xx � (1� �)�p2 ; 0 < x < 1; 0 < t < T;

�x (0; t) = 0; �x (1; t) � (1� �(1; t))
�q1 ; 0 < t < T;

�x (0; t) = 0; �x (1; t) � (1� �(1; t))�q2 ; 0 < t < T;

� (x; 0) � u0 (x) ; � (x; 0) � v0 (x) ; 0 � x � 1.

Yukar¬daki eşitsizliklerde yön de¼giştirilirse, bir üst çözüm elde edilir.

Lemma 5.1 (u0; v0), (5:1)�(5:2) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman, a) [0; 1]� [0; T ) de

ut(x; t); vt(x; t) � 0 d¬r. b) (0; 1)� [0; T ) de ut(x; t); vt(x; t) > 0 d¬r.
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·Ispat. a) (0; 1) de, uxx(x; 0) + (1� v(x; 0))�p1 � 0 ve vxx(x; 0) + (1� u(x; 0))�p2 �

0, u00 (0) = 0, u00 (1) = (1 � v0(1))�q1, v00 (0) = 0, v00 (1) = (1 � u0(1))�q2 , görülür

ki (u0(x); v0(x)); problem (1:12) nin bir alt çözümüdür. Güçlü maksimum prensi-

binden, (0; 1)� (0; T ) de

u(x; t) � u0(x); v(x; t) � v0(x)

dir.

Fu ve Guo (2002)�deki Lemma 2.1 in ispat¬ndan faydalanal¬m. (x; t) 2 [0; 1]� [0; T�

h) için � = u(x; t+ h)� u(x; t) ve 	 = v(x; t+ h)� v(x; t) yard¬mc¬fonksiyonlar¬n¬

tan¬mlayal¬m. O zaman, �1(x; t) fonksiyonu, v(x; t + h) ve v(x; t) fonksiyonlar¬

aras¬nda ve �2(1; t) fonksiyonu, v(1; t+h) ve v(1; t) fonksiyonlar¬aras¬nda oldu¼gunda,

�(x; t)

�t = �xx + p1 (1� �1)
�p1�1	; 0 < x < 1; 0 < t < T � h;

�x (0; t) = 0; �x (1; t) = q1(1� �2(1; t))�q1�1	(1; t); 0 < t < T � h;

�(x; 0) = u (x; h)� u(x; 0) � 0; 0 � x � 1;

ve �1(x; t) fonksiyonu, u(x; t+h) ve u(x; t) fonksiyonlar¬aras¬nda ve �2(1; t) fonksiyonu-

u(1; t+ h) ve u(1; t) fonksiyonlar¬aras¬nda oldu¼gunda, 	(x; t)

	t = 	xx + p2 (1� �1)
�p2�1�; 0 < x < 1; 0 < t < T � h;

	x (0; t) = 0; 	x (1; t) = q2(1� �2(1; t))�q2�1�(1; t); 0 < t < T � h;

	(x; 0) = v (x; h)� v(x; 0) � 0; 0 � x � 1

sa¼glarlar.

Herhangi bir � 2 (0; T � h) sabiti için, 0 � x � 1 and 0 � t � � için görece¼giz ki

	 � 0 and � � 0 d¬r. Tezatl¬k elde etmek için, kabul edelim ki [0; 1]� [0; � ] de � bir

negatif minimum de¼gerine sahip olsun ve min[0;1]�[0;� ]� � min[0;1]�[0;� ]	.
_

�(x; t) =

e�Mt�Lx2�(x; t) ve
_

	(x; t) = e�Mt�Lx2	(x; t) dönüşümlerini tan¬mlayal¬m. Burada,

L ve M aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r;

L = max
0�t��

�
1

2
q1(1� �2(1; t))�q1�1

�
;

M = 2L+ 4L2 + max
[0;1]�[0;� ]

�
p1 (1� �1(x; t))

�p1�1�+ max
[0;1]�[0;� ]

�
p2 (1� �1(x; t))

�p2�1� .
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O zaman,
_

� ve 	

_

�t =
_

�xx + 4Lx
_

�x + (2L+ 4L
2x2 �M)

_

�+ p1 (1� �1(x; t))
�p1�1

_

	;

0 < x < 1; 0 < t < �;
_

	t =
_

	xx + 4Lx
_

	x + (2L+ 4L
2x2 �M)

_

	+ p2 (1� �1(x; t))
�p2�1

_

�;

0 < x < 1; 0 < t < �

sa¼glar. �� := min[0;1]�[0;� ]
_

� < 0 oldu¼gunda ([0; 1] � f0g) [ (f0; 1g � (0; � ]) s¬n¬r¬

üzerinde
_

� � �� and
_

	 � �� oldu¼gundan, zay¬f birleşmi̧s parabolik sistemler

için güçlü maksimum prensibinden görülür ki,
_

� bölgenin içinde negatif minimum

de¼gerini alamaz. Böylece, (0; 1)� (0; � ] de
_

� > �� d¬r. f0; 1g� (0; � ] s¬n¬r¬üzerinde

bir minimum nokta olarak (x0; t0) ¬alal¬m.
_

�x(0; t) � 0; 0 < t � � oldu¼gunda, ayn¬

güçlü maksimum prensibi gerektirir ki x0 = 1 ve
_

�x(x0; t0) < 0 dir. Fakat,

_

�x(1; t0) = (q1(1� �2(1; t0))�q1�1 � 2L)� = �(q1(1� �2(1; t0))�q1�1 � 2L)� � 0

bu bir tezatt¬r. O zaman, [0; 1] � [0; � ] de
_

� � 0 ve 	 � 0 dir. h ! 0 iken,

[0; 1]� [0; � ] de ut(x; t) � 0 ve vt(x; t) � 0 dir.

b) Herhangi bir (�; �) 2 (0; 1)� (0; T ) için, (0; 1)� (0; T ) ¬n [x1; x2]� [t1; t2] bir alt

kümesi vard¬r öyle ki (�; �) 2 [x1; x2]� [t1; t2]. [x1; x2]� [t1; t2] de, H = ut(x; t); K =

vt(x; t) tan¬mlayal¬m. O zaman, (x1; x2)� (t1; t2) de

Ht �Hxx = p1(1� v)�p1�1K;

Kt �Kxx = p2(1� u)�p2�1H

dir. Ayr¬ca, [x1; x2] � [t1; t2] üzerinde H;K � 0 d¬r. Güçlü maksimum prensibi

gerektirir ki, (x1; x2)�(t1; t2) deH;K > 0 ya daH;K � 0 d¬r. H;K � 0 oldu¼gunda,

u(x; t) ve v(x; t) nin t ye göre artanl¬¼g¬ile çeli̧sir. Bu yüzden, ut; vt > 0 d¬r. (0; 1)�

(0; T ) de (�; �) rastgele birer de¼gi̧sken olduklar¬ndan, (0; 1)� (0; T ) de ut; vt > 0 d¬r.

Teorem 5.1 (u0; v0); (5:1)�(5:2) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman sonlu bir T zaman¬

vard¬r öyle ki problem (1:12) nin (u; v) çözümü T de söner.
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·Ispat. Kabul edelim ki (u0; v0); (5:1) ve (5:2) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman

w1 = (1� v (1; 0))�q1 +
Z 1

0

(1� v (x; 0))�p1 dx > 0;

w2 = (1� u (1; 0))�q2 +
Z 1

0

(1� u (x; 0))�p2 dx > 0

vard¬r. Kütle fonksiyonlar¬m¬z;

m1 (t) =

Z 1

0

(1� u (x; t)) dx; 0 < t < T;

m2 (t) =

Z 1

0

(1� v (x; t)) dx; 0 < t < T

olsun. O zaman, Lemma 5.1 (a) dan

m0
1 (t) = � (1� v (1; t))�q1 �

Z 1

0

(1� v (x; t))�p1 dx � �w1;

m0
2 (t) = � (1� u (1; t))�q2 �

Z 1

0

(1� u (x; t))�p2 dx � �w2

elde ederiz. Yukar¬daki eşitsizliklerde 0 dan t ye integral al¬rsak m1 (t) � m1(0) �

w1t ve m2 (t) � m2(0) � w2t elde ederiz. Bu da, baz¬T0 = min(m1(0)
w1
; m2(0)

w2
); (0 <

T � T0) için m1 (T0) = 0 veya m2 (T0) = 0 olmas¬n¬gerektirir. Böylece, (u; v) sonlu

bir T zaman¬nda söner.

Teorem 5.2 (u0; v0); (5:1)� (5:4) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. O zaman, x = 1 tek sönüm

noktas¬d¬r.

·Ispat. � 2 (0; 1); � 2 (0; T ) ve " sonradan belirlenecek pozitif sabit oldu¼gunda

J(x; t) = ux � " (x� (1� �)) in [1� �; 1]� [� ; T )

yard¬mc¬fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. O zaman, (0; 1]�(0; T ) de vx(x; t) > 0 oldu¼gun-

dan

Jt � Jxx = p1(1� v)�p1�1vx > 0 in (1� �; 1)� (� ; T )

elde ederiz. Ayr¬ca (0; 1] � (0; T ) de ux(x; t) > 0 ve " yeterince küçük oldu¼gunda

J(x; �) > 0 dir. Dahas¬, " yeterince küçük oldu¼gunda, t 2 (� ; T ) için

J(1� �; t) = ux(1� �; t) > 0;

J(1; t) = (1� v(1; t))�q1 � "� > 1� "� > 0
35



dir. Maksimum prensibinden, (x; t) 2 [1 � �; 1] � [� ; T ) için J(x; t) > 0 yani ux >

"1 (x� (1� �1)) dir. Bu eşitsizlikte x e göre s¬ras¬yla, (1� �) den 1 e integral al¬rsak

u(1� �; t) < u(1; t)� "�
2

2
< 1� "�

2

2

elde ederiz. Böylece, u; [0; 1) de 1 de¼gerini alamaz. Benzer i̧slemlerle v de; [0; 1) de

1 de¼gerini alamaz. Teorem 5.1 den x = 1 in tek sönüm noktas¬ oldu¼gu görülür.

Teorem ispatland¬.

Teorem 5.3 x = 1 sönüm noktas¬nda (ut; vt) patlar.

·Ispat. � 2 (0; T ) ve � sonra belirlenecek pozitif sabit oldu¼gunda, [0; 1]� [� ; T ) de

J1(x; t) = ut � �ux;

J2(x; t) = vt � �vx

yard¬mc¬fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m. O zaman, (x; t) 2 (0; 1)�[� ; T ) için J1(x; t) ve

J2(x; t)

(J1)t � (J1)xx � p1(1� v(1; t))�p1�1J2 = 0;

(J2)t � (J2)xx � p2(1� u(1; t))�p2�1J1 = 0

eşitliklerini sa¼glarlar Ayr¬ca, � yeterince küçük oldu¼gunda, Lemma 5.1 (b) den,

J1(x; �) > 0 ve J2(x; �) > 0 dir. Dahas¬t 2 (� ; T ) için

(J1)x (0; t) = 0; (J1)x (1; t) = q1(1� v(1; t))�q1�1J2;

(J2)x (0; t) = 0; (J2)x (1; t) = q2(1� u(1; t))�q2�1J1

dir. Lemma 5.1 (a) daki benzer i̧slemler uygulanarsa, güçlü maksimum prensibinden,

[0; 1]� [� ; T ) de J1(x; t) � 0 ve J2(x; t) � 0 dir. O zaman, (x; t) 2 f1g � [� ; T ) için

ut � � (1� v)�q1 ;

vt � � (1� u)�q2

dir Teorem ispatland¬.
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·Ispat. Chan ve Yuen (2001)�deki gibi sönüm an¬nda ut nin patlad¬¼g¬n¬ispatlayal¬m.

Kabul edelim ki [0; 1] � [0; T ) de ut s¬n¬rl¬olsun. O zaman M1;M2 pozitif sabitleri

vard¬r öyle ki ut < M1 ve vt < M2 dir. Yani,

uxx + (1� v)�p1 < M1 ) uxx < M1;

vxx + (1� u)�p2 < M2 ) vxx < M2

dir. Yukar¬daki eşitsizliklerde, x e göre, önce x den 1 e sonra 0 dan 1 e olacak şekilde

iki kez integral al¬rsak

1

(1� v(1; t))q1 <
M1

2
+ u(1; t)� u(0; t);

1

(1� u(1; t))q2 <
M2

2
+ v(1; t)� v(0; t)

elde ederiz. t ! T� iken, eşitsizli¼gin sol yan¬sonsuz iken sa¼g yan¬sonludur. Bu

çeli̧skiden (ut; vt) nin sönüm noktas¬nda patlad¬¼g¬görülür.

5.2 Bir Sönüm Kriteri ve Bir Sönüm Oran¬

Bu kesimde bir sönüm kriteri ve bir sönüm oran¬ elde edece¼giz. ·Ilk olarak, bir

kaŗs¬laşt¬rma lemmas¬verelim.

Lemma 5.2 a) E¼ger x 2 [0; 1] için u0(x) � v0(x); p1 � p2 ve q1 � q2 ise, o zaman

[0; 1]�(0; T ) de u(x; t) � v(x; t) dir. b) E¼ger x 2 [0; 1] için v0(x) � u0(x); p2 � p1 ve

q2 � q1 ise, o zaman [0; 1]� (0; T ) de v(x; t) � u(x; t) dir.

·Ispat. a) [0; 1] � [0; T ) de, M(x; t) = u(x; t) � v(x; t) yard¬mc¬ fonksiyonunu

tan¬mlayal¬m. O zaman, �1(x; t); u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬aras¬nda oldu¼gunda

ve p1 � p2 için, (0; 1)� [0; T ) de, M(x; t)

Mt �Mxx = (1� v)�p1 � (1� u)�p2

= (1� v)�p1 � (1� u)�p1 + (1� u)�p1 � (1� u)�p2

� �p1(1� �1)�p1�1M
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sa¼glar. Böylece, maksimum prensibinden, (0; 1) � [0; T ) de M(x; t) bir negatif mi-

nimum de¼gerini alamaz. Ayr¬ca, x 2 (0; 1) için u0 � v0 oldu¼gunda M(x; 0) � 0 d¬r.

Dahas¬, �2(1; t); u(1; t) ve v(1; t) fonksiyonlar¬aras¬nda oldu¼gunda ve q1 � q2 için,

Mx(0; t) = 0; t 2 (0; T );

Mx(1; t) = (1� v(1; t))�q1 � (1� u(1; t))�q2

= (1� v(1; t))�q1 � (1� u(1; t))�q1 + (1� u(1; t))�q1 � (1� u(1; t))�q2

� �q1(1� �2(1; t))�q1�1M; t 2 (0; T )

dir. Maksimum prensibinden, [0; 1]� [0; T ) de M(x; t) � 0 d¬r yani [0; 1]� [0; T ) de

u(x; t) � v(x; t) dir.

b)Yukar¬daki i̧slemlerin benzerleri uygularsak, e¼ger x 2 [0; 1] için v0(x) � u0(x); p2 �

p1 ve q2 � q1 ise, o zaman [0; 1]� (0; T ) de v(x; t) � u(x; t) dir.

Sonuç 5.1 Problemin tan¬m¬ndan, görürüz ki

e¼ger lim
t!T�

v(1; t) = 1 ise; o zaman lim
t!T�

ut(1; t) =1;

e¼ger lim
t!T�

u(1; t) = 1 ise; o zaman lim
t!T�

vt(1; t) =1:

O zaman, Teorem 5.3 ve Lemma 5.2 den,

a) E¼ger x 2 [0; 1] için v0(x) � u0(x); p2 � p1 ve q2 � q1 ise, x = 1 sönüm

noktas¬nda ut patlar. Dahas¬,

ut(1; t) � � (1� v(1; t))�q1 � � (1� u(1; t))�q1

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece, t den T ye integral al¬rsak,

u(1; t) � 1� C1(T � t)1=(q1+1)

sönüm oran¬n¬elde ederiz (C1 = (�(q1 + 1))1=(q1+1)).

b) E¼ger x 2 [0; 1] için u0(x) � v0(x); p1 � p2 ve q1 � q2 ise, x = 1 sönüm

noktas¬nda vt patlar. Dahas¬,

vt(1; t) � � (1� u(1; t))�q2 � � (1� v(1; t))�q2

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece, t den T ye integral al¬rsak,

v(1; t) � 1� C2(T � t)1=(q2+1)

sönüm oran¬n¬elde ederiz (C2 = (�(q2 + 1))1=(q2+1)).
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6. SONUÇLAR

Literatürde, iki tekil ¬s¬kayna¼g¬na sahip sönüm problemleri hem parabolik denklem-

ler hem de parabolik sistemler için çok az çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, literatürdeki

bu eksiklik giderilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak, tekil s¬n¬r şartl¬lineer olmayan bir parabolik denklemin çözümünün sönüm

davran¬̧s¬ incelenmi̧stir. Önce, bu denklemin sonlu zamanda çözümünün söndü¼gü

ispatlanm¬̧st¬r. Daha sonra, başlang¬ç fonksiyonu üzerindeki belli kabuller alt¬nda

tek sönüm noktas¬x = 1 olarak elde edilmi̧stir. Daha sonra, sönüm zaman¬nda

sönüm noktas¬nda ut nin patlad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, bir alt çözüm ve sönüm

zaman¬ için bir üst s¬n¬r elde edilmi̧stir. Son olarak, bir sönüm oran¬ ve sönüm

zaman¬için alt s¬n¬rlar elde edilmi̧stir.

Daha sonra, tekil s¬n¬r yay¬l¬ml¬lineer olmayan bir parabolik denklemin çözümünün

sönüm davran¬̧s¬incelenmi̧stir. ·Ilk olarak, bu denklemin sonlu zamanda çözümünün

söndü¼gü ispatlanm¬̧st¬r. Başlang¬ç fonksiyonu üzerindeki belli kabuller alt¬nda tek

sönüm noktas¬x = 0 olarak elde edilmi̧stir. Daha sonra, sönüm zaman¬nda sönüm

noktas¬nda ut nin patlad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Son olarak, bir sönüm oran¬ve sönüm

zaman¬için bir alt s¬n¬r elde edilmi̧stir.

Son olarak, tekil s¬n¬r şartl¬lineer olmayan bir parabolik sistemin çözümünün sönüm

davran¬̧s¬incelenmi̧stir. ·Ilk olarak, bu denklemin sonlu zamanda çözümünün söndü¼gü

ispatlanm¬̧st¬r. Daha sonra, başlang¬ç fonksiyonu üzerindeki belli kabuller alt¬nda

tek sönüm noktas¬x = 1 olarak elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, sönüm zaman¬nda sönüm

noktas¬nda (ut; vt) nin patlad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Son olarak, bir kaŗs¬laşt¬rma teoremi

kullan¬larak bir sönüm kriteri ve bir sönüm oran¬elde edilmi̧stir.
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