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OZET

DALGA DONUSUMU ALTINDA iINDIRGENEBILEN
LINEER OLMAYAN BAZI FiZIKSEL DENKLEMLERIN
YARI ANALITIK COZUMLERI UZERINE

ODABASI, Meryem

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Emine MISIRLI
Subat 2015, 116 sayfa

Kismi diferansiyel denklemler teorisi uygulamali matematik, fizik,
miithendislik ve diger bilim alanlarindaki uygulamalar1 nedeniyle doga olaylarini
aciklamakta kullanilabilecek en 6nemli kavramlardan biridir. Lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini klasik yontemler ile elde etmek her zaman
mimkiin degildir. Bu nedenle bu tiir denklemler i¢in ¢ok sayida analitik ve

niimerik yontem gelistirilmekte ve uygulanmaktadir.

Bu tez calismasinda, dalga doniisiimii altinda adi diferansiyel denkleme
indirgenebilen lineer olmayan bazi fiziksel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimleri
trial (deneme) denklem yontemi, modifiye edilmis trial denklem ydntemi ve
genisletilmis trial denklem yoOntemi kullanilarak incelenmistir. Bu yontemler
matematiksel fizigin bilinen denklemlerine uygulanarak bu denklemlerin hareketli
dalga ¢6ziimleri elde edilmis ve dalga tipleri belirlenmistir.

Trial denklem yontemi ile tamsayr mertebeden lineer olmayan fiziksel
denklemler i¢in basarili sonuglar elde edilmistir. Bu nedenle yontem, uygulamali
matematikte 6nemli bir yere sahip olan kesirli (fractional) mertebeden kismi
diferansiyel denklemlere ve denklem sistemine de uygulanmis ve bazi yeni
hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Bununla birlikte, lineer olmayan fiziksel
olusum denklemlerinin tam ¢oziimlerine ulagsmak i¢in etkin yaklagimlardan biri
olan trial denklem yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin fiziksel davranislari

degerlendirilmistir.

Anahtar sozciikler: Lineer olmayan fiziksel olusum denklemleri, trial
denklem yontemi, hareketli dalga ¢6ziimleri, kesirli kismi diferansiyel denklemler.






ABSTRACT

ON THE SEMI ANALYTICAL SOLUTIONS OF SOME
NONLINEAR PHYSICAL EQUATIONS REDUCED UNDER
THE WAVE TRANSFORMATION

ODABASI, Meryem

Ph.D. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emine MISIRLI
February 2015, 116 pages

The theory of partial differential equations is one of the most important
concepts of explaining natural phenomena because of its applications in applied
mathematics, physics, engineering and other field of science. It is not always
possible to obtain the solutions of nonlinear partial differential equations by
classical methods. Therefore, numerous analytical and numerical methods have
been developed and applied for these equations.

In this thesis, we investigate the traveling wave solutions of some nonlinear
physical equations reduced to the ordinary differential equations under the wave
transformation by using the trial equation method, modified trial equation method
and extended trial equation method. We have applied these methods to some
particular equations of mathematical physics and obtained traveling wave solutions
of these equations and determined the types of the waves.

By means of the trial equation method, solutions of the nonlinear integer
order physical equations have been successfully obtained. Therefore, modified trial
equation method has been applied to the fractional partial differential equations and
system of differential equation that have an important role in applied mathematics
and the traveling wave solutions of these equations have been obtained.
Additionally, the solutions obtained by the trial equation method which is an
efficient approach to get exact solutions of the physical evolution equations have
been evaluated.

Keywords: Nonlinear physical evolution equations, trial equation method,
traveling wave solutions, fractional partial differential equations.
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1. GIRiS

Kismi diferansiyel denklemler uygulamali matematik, fizik ve miihendislik
alaninda karsilasilan pek ¢ok problemin matematiksel modelini olusturmaktadir.
Tarihsel agidan bakildiginda, bu denklemlerin kaynagi olarak geometrideki ylizey
caligmalar1 ve mekanikteki gesitli problemler gosterilebilir. Kismi diferansiyel
denklemler hem temel doga yasalarimi ifade ettigi i¢in, hem de bilim ve
miihendislikte karsilasilan problemlerin matematiksel analizi sirasinda ortaya
ciktig1 i¢in birgok arastirmaci tarafindan bu denklemler ile ifade edilen
matematiksel problemler ve ¢oziim teknikleri incelenmektedir.

Fiziksel olgularin diferansiyel denklemler ile ifade edilen matematiksel
yasalara uydugu ilk olarak Isaac Newton tarafindan kesfedilmistir. Newton,
mekanik yasalarini formiile etmis ve bunlar1 gezegenlerin hareketine uygulamaistir.
Newton'un bu temel kesfinden sonra fizik, kimya ve biyoloji gibi alanlarda pek
cok kismi diferansiyel denklem matematiksel olarak modellenmis ve cesitli
yontemlerle ¢oziilmiistiir. Bu denklemler arasinda; kati cisimlerin dinamigi ve
akiskanlarin hareketi i¢in Euler'in denklemleri, Lagrange'in hareket denklemleri,
Hamilton'un analitik mekanikteki hareket denklemleri, Fouirer'nin 1s1 iletim
denklemi, Cauchy'nin hareket denklemi ve Navier'in elastik hareket denklemi,
viskoz sivilarin hareketi igin Navier-Stokes denklemleri, kompleks fonksiyonlar
teorisindeki Cauchy-Riemann denklemleri, elastik katilarin statik ve dinamik
davraniglar1 i¢in Cauchy-Green denklemleri, Kirchhoff'un elektrik devreleri igin
denklemleri, Maxwell'in elektromanyetik alan denklemleri ile kuantum
mekanigindeki Schrodinger ve Dirac denklemleri sayilabilir (Debnath and Myint-
U, 2007).

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin aragtirilmaya baglanmasi
olduk¢a eskiye dayanmakla birlikte, bu denklemler i¢in giiniimiizde farkl
teknikler ve yontemler uygulanmakta ve kayda deger gelismeler olmaktadir.
Lineer olmayan dalga denklemleri ile kuantum alan teorisi, plazma fizigi, lineer
olmayan optik, yogun madde fizigi ve akiskanlar dinamigi gibi alanlarda
karsilagildigr i¢in bu denklemler yogun olarak c¢alisilmaktadir. Lineer olmayan
dalga denklemleri, lineer dalga denklemlerinden farkli olarak sok dalgalari, su
dalgalari, solitonlar ve soliter (tekli) dalga ¢oziimlerine sahiptir. Lineer olmayan
dalgalar teorisi ve solitonlar, yirminci ylizyilin onemli gelismeleri arasinda
gosterilmektedir.  Soliton  etkilesimlerinin, kanonik kismi  diferansiyel

denklemlerin agik tam ¢Ozlimlerini elde etmek icin ters sag¢ilim yonteminin ve



lineer olmayan evrim denklemlerinin incelenmesi i¢in asimtotik pertiirbasyon
analizinin kesfi de bu yiizyildaki biiyiik basarilar arasinda kabul edilmektedir
(Debnath, 2012).

Dogadaki dalga hareketlerinde lineer olmama ve yayilim (dispersion) temel
bir role sahiptir. John Scott Russell, 1834 yilinda Edinburgh—Glasgow kanali
tizerinde, sekil degisikligi olmadan uzun siire yayilan su dalgalarini, yani soliter
(tekli) dalgalar1 gbzlemlemis ve bu gozlemini "Dalgalar iizerine raporlar"
calismasinda 1844 yilinda yaymlamistir. Bir soliter dalga, degismemis formda
izole bir yayilimi temsil eder. Bu gézlem, Russell'in su dalgalarin1 kapsamli bir
sekilde deneysel olarak incelemeye baslamasina sebep olmustur. Russell, su
dalgalarin1 soliter dalgalar ve tiim diger dalgalar olarak iki gruba ayirmis ve

onceligi soliter dalgalari incelemeye ayirmistir.

Korteweg ve deVries, 1895 yilinda sig su dalgalarinin yayilimmi KdV
denklemi olarak bilinen denklem ile modellemislerdir. KAV denklemi, dispersif
dalgalar i¢in en temel lineer olmayan modeldir. Bu denklem, soliter dalgalar1 da
iceren kalict dalga ¢oziimlerine sahiptir ve bir¢ok bilim adami tarafindan
incelenmistir. 1965 yilinda Zabusky ve Kruskal, KdV denkleminin titresim
benzeri (pulselike) soliter ¢oziimlerinin daha 6nce bilinmeyen bir 6zelligini ortaya
cikarmislardir: KdV denkleminin soliter ¢6ziimii, bu sekildeki baska bir ¢oziimle
elastik olarak etkilesimde bulunur. Zabusky ve Kruskal, bu ¢oziimleri soliton
olarak adlandirmiglardir (Ablowitz and Segur, 1981).

Solitonlar elastik olarak yayilabilme o6zelligine sahiptir ve bu sayede
enerjilerini kaybetmeden yayilir ve baska bir dalga ile etkilesime girdiklerinde
kendilerine ait Ozellikleri koruyarak dagilirlar. Bagka bir dalga ile ¢arpistiktan
sonra daima carpismadan Onceki baslangic sekline ve hizina geri dénen lineer
olmayan dalgalar soliton olarak nitelendirilir.

Rosenau ve Hyman, 1993 yilinda soliter dalgalarin kompakton olarak
adlandirilan yeni bir sinifin1 kesfetmislerdir. Bu yeni ¢6ztiim sinifi, K(m,n) olarak
gosterilen dispersif lineer olmayan denklemlerin ¢oziimleri arastirilirken ortaya
cikmigtir. Kompaktonlar, sonlu dalga boyuna sahip solitonlar olarak
tanimlanabilir. Kompaktonun genisligi genliginden bagimsizdir fakat hizi
yiiksekligine baghdir. Kompaktonlar da solitonlar gibi diger dalgalarla
carpistiktan sonra ayni sekle geri donen soliter dalgalardir. Kompaktonlar, soliton
etkilesimleriyle benzer seklide elastik carpismalar sergiler. Bununla birlikte,



soliton carpigsmalarinin aksine iki kompaktonun c¢arpistigi nokta kiigiik genlikli
kompakton-antikompakton ¢iftleri yaratir.

Lineer olmayan modeller i¢in soliton tipi ¢oziimlerin varhigi akiskanlar
mekanigi, katt madde fizigi, plazma fizigi, lineer olmayan optik gibi bir¢ok
alandaki uygulamalari nedeniyle biiyilkk 6nem tasimaktadir. Lineer olmayan
olusum denklemlerinin soliton tipi ¢éziimleri, olaylarin fiziksel isleyisinin daha

1yl anlagilmasini saglamaktadir.

Lineer olmayan pek ¢ok olaym matematiksel modellemesi, adi veya kismi
diferansiyel denklemler, integral veya integro-diferansiyel denklemler ile ifade
edilebilmektedir. Baz1 durumlarda ise lineer olmayan problemlerin modellemesi
sirasinda tamsayl mertebeden tiirevler yetersiz kalabilmektedir. Bu durumda
kesirli (fractional) mertebeden diferansiyel denklemler kullanilabilir. Lineer
olmayan pek ¢ok fiziksel olayin matematiksel modellemesinde, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemler ile tamsayir mertebeli diferansiyel denklemlere gore
gercege daha yakin sonuglar elde edilebilmektedir.

Kesirli analizin tarihi 17. yilizyila kadar dayanmakla birlikte, tamsay1
olmayan mertebeden tiirevlerin fizik ve miihendislikteki yararlarinin goriilmesi,
son yilarda kesirli analizin daha ¢ok ilgi gormesini saglamis ve gelisimini
hizlandirmistir.  Kesirli diferansiyel denklemler fizik, mekanik, biyoloji,
miihendislik, elektrokimya, ekonomi, 1s1 iletimi, kontrol teorisi, akustik, sinyal
isleme, sistem tanimlama, kozmoloji gibi bir¢ok alanda O6nemli uygulamalara
sahiptir.

Literatiirde kesirli tiirev operatorlerinin Grunwald-Letnikov, Riemann-
Liouville, Riesz, Hadamard, Chen, Caputo ve Jumarie gibi bir¢cok farkli tanimi
(Podlubny, 1999; Kilbas et al., 2006) yer almaktadir. En sik kullanilan tiirev
tanimlarindan biri olan Riemann-Liouville tiirevi, baslangi¢ kosullarinin da kesirli
mertebeden tanimini gerektirmektedir ve bu tanima gore sabitin tiirevi sifira esit
degildir. Caputo taniminda ise baglangi¢ kosullarinin tamsayr mertebeden tanimi
miimkiindiir ve sabitin tiirevi sifira esittir. Bununla birlikte, fonksiyon
diferansiyellenebilir olmadiginda Caputo tanimi uygulanamaz. Jumarie (2006)
tarafindan Onerilen modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirev tanimi ise, siirekli
olan fakat diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar i¢in de uygulanabilmektedir.

Bu calismada lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tam



¢Oziimleri arastirilirken Jumarie'nin modifiye edilmis Riemann-Liouville tanimi

kullanilmastir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini standart
yontemleri kullanarak elde etmek her zaman miimkiin olmayabilir. Bu sebeple son
yillarda bu problemlerin tam ve yaklasik ¢oziimlerine ulagsmak i¢in pek ¢ok etkin
yontem Onerilmekte ve uygulanmaktadir. Bu yontemler arasinda; Hirota'nin
bilineer doniisiimii (Hirota, 1971, 1973), ters sacilim yontemi (Ablowitz, 1991),
tanh yontemi (Malfliet, 1992, 1996), homojen denge yontemi (Wang, 1995,
1996), genisletilmis tanh yontemi (Fan, 2000), Jacobi eliptik fonksiyon yontemi
(Liu et al., 2001), first integral yontemi (Feng, 2002), F-a¢ilim yontemi (Zhou et
al., 2003), siniis-kosiniis yontemi (Wazwaz, 2004, 2005a), iistel fonksiyon
yontemi (He and Wu, 2006), (G'/G)acgilim yontemi (Wang et al., 2008),

modifiye edilmis Kudryashov yontemi (Kudryashov, 2012) sayilabilir.

Ma ve Fuchssteiner (1996), lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam
coziimlerini elde etmek i¢in etkin bir yontem Onermislerdir. Bu yaklagimin
temelinde, verilen diferansiyel denklemin ¢oziimlerini, ¢6ziilebilir diferansiyel
denklemlerin ¢o6ziim fonksiyonlar1 -6zel olarak polinomial ve rasyonel
fonksiyonlar- olarak genisletme fikri vardir. Bu yaklasgimi kullanarak
Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov ~ denkleminin baz1 agik hareketli dalga
¢oziimlerini (explicit traveling wave solutions) elde etmislerdir.

Son donemde, Liu (2005a, 2005b) lineer olmayan olusum denklemleri i¢in
trial denklem yontemini 6nermis ve bu yontemi ¢esitli denklemlere uygulamistir.
Bu yontem, kismi diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimlerini bulmak igin
gelistirilen sistematik bir aragtir. Yontemin temelinde, u'nun bir diferansiyel
denklemi ele alindiginda, bu denklemin tam ¢éziimiiniin ¢oziilebilir bir denklemi,
ornegin u'=F(u) denklemini sagladig1 kabul edilir. Burada, F integre edilebilir
fonksiyonlar smifinda yer almalidir. Bu durumda amag, F fonksiyonunu
belirlemek olacaktir. F fonksiyonu polinomial, rasyonel ya da irrrasyonel olarak
secilebilmektedir. F polinomial fonksiyon oldugunda Liu (2006a), KdV-Burgers
ve Boussinesq denklemlerinin tam ¢Oziimlerini elde etmistir. Liu (2006b)
calismasinda ise F rasyonel fonksiyon olarak segilmis ve (u’)? = F(u) yaklasimi
kullanilarak yiiksek mertebeden KdV denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri
bulunmustur. Bununla birlikte, baz1 diferansiyel denklem formlar1 i¢in polinomial
ya da rasyonel F fonksiyonlari bulunamayabilir. Bu sebeple Du (2010), F

fonksiyonunu irrasyonel fonksiyon olarak secerek bu tip denklemleri ¢6zmek i¢in



yeni bir trial denklem yontemi 6nermistir. Du, bu irrasyonel yaklasimi kullanarak
Burgers—KdV, disipatif sine-Gordon ve Fujimoto—\Watanabe denklemlerinin bazi
tam ¢Oziimlerini  vermistir. Liu (2010), tam diskriminasyon (complete
discrimination) sistemini kullanarak polinomial yaklasim altinda bazi lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimlerini smiflandirmistir.
Liu (2011) calismasinda ise simetri Ozellikleri ile polinomial trial denklemi
birlestiren bir yaklasim Onermis ve bu yaklasimi uygulayarak Burgers-KdV ve
yiilksek mertebeden lineer olmayan terimler igeren reaksiyon-difiizyon
denklemlerinin tam c¢oziimlerini elde etmistir. Daha sonra Du (2011), trial
denklem i¢in polinomial ve irrasyonel ifadelerin yer aldigi yeni bir yaklasim
Oonermis ve bunu kullanarak RLW-Burgers ve (2+1)-boyutlu KdV-Burgers
denklemlerinin bazi tam c¢oziimlerini elde etmistir. Liu (2011), degisken katsayil
diferansiyel denklemler i¢in trial denklem yoOnteminin yeni bir versiyonunu
Oonermis ve bu yaklasimla lineer olmayan Schrodinger denkleminin tam

¢Ozlimlerine ulasmstir.

Bunlara ek olarak, (Giirefe et al., 2011) ¢alismasinda KdV ve K(m,n)

denklemlerine polinomial yaklasim uygulanmistir. (Giirefe et al.,, 2012)
calismasinda ise irrasyonel trial denklem yontemi yiiksek mertebeden evrim
denklemlerine uygulanmis ve (3+1) boyutlu potansiyel Yu-Toda-Sasa-Fukuyama
(YTSF) ile (2+1) boyutlu Broer-Kaup-Kupershmidt (BKK) denklemlerinin bazi
hareketli dalga ¢oziimleri bulunmustur. (Pandir et al., 2012) ¢alismasinda trial
denklem yoOnteminin genisletilmis (extended) formu Onerilmis ve bu ydntem
Camassa Holm KP ve genellestirilmis KdV denklemlerine uygulanmustir. (Bulut
et al., 2013) calismasinda gelistirilmis (modified) trial denklem yontemi kesirli
tirevli dalga denklemine ve kesirli tiirevli genellestirilmis Burgers denklemine
uygulanmistir. (Pandir et al., 2013a, 2013b) calismalarinda ise genisletilmis trial
denklem yontemi genellestirilmis kesirli tiirevli KdV, kesirli tiirevli K(n,n) ve
kesirli tiirevli dispersive KdV denklemlerine uygulanmistir. (Pandir and Giirefe,
2013) galismasinda genellestirilmis kesirli tiirevli Zakharov-Kuznetsov denklemi
icin genisletilmis trial denklem yontemi kullanilmistir. (Bulut and Pandir, 2013)
calismasinda kesirli tiirevli Sharma-Tasso-Olver denklemi igin gelistirilmis trial
denklem yontemi uygulanmistir. (Ekici et al., 2013) ¢alismasinda Klein-Gordon-
Zakharov denklemi igin genisletilmis trial denklem yontemi kullanilmistir.
(Odabas1 and Misirli, 2014) calismasinda genisletilmis trial denklem ydntemi
uygulanmis ve iki boyutlu Bratu denkleminin tam c¢o6ziimleri elde edilmistir.
(Belgacem et al., 2014) calismasinda genisletilmis trial denklem yOntemi
uygulanarak genellestirilmis Benjamin ve Burger-KdV denklemlerinin hareketli



dalga c¢oziimleri bulunmustur. (Glirefe et al., 2014) calismasinda Davey—
Stewartson denkleminin tam ¢6ziimleri genisletilmis trial denklem yontemi ile
bulunmustur. (Li, 2014a, 2014b) calismalarinda ise gelistirilmis Boussinesq ve
Benjamin Ono denklemlerinin hareketli dalga ¢oziimleri trial denklem yontemi

kullanilarak elde edilmistir.

Bu ¢alismada, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in
gelistirilen sistematik ve etkin bir yaklasim olan trial denklem yontemi ve tam
diskriminasyon sistemi (complete discrimination system) ele alinmis, bu yaklasim

pek ¢ok denkleme uygulanmis ve basarili sonuglar elde edilmistir.

Giris boliimiinde kismi diferansiyel denklemlere genel bir bakis agis1 ortaya

konmus ve literatiir taramasina yer verilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde trial denklem yontemi agiklanmis ve analiz
edilmistir. Bu yontem uygulanirken, oncelikle verilen kismi diferansiyel denklem
dalga doniisiimii yardimiyla adi diferansiyel denkleme indirgenmistir. Bu
yaklasim  Liouville,  Tzitzeica-Dodd-Bullough, lineer olmayan telgraf,
genellestirilmis 1s1 iletim, Sharma-Tasso-Olver ve lineer olmayan coupled Klein-
Gordon denklemlerine uygulanmig ve bu denklemlerin hareketli dalga ¢oziimleri
(traveling wave solutions) elde edilmistir.

Uciincii béliimde, modifiye edilmis trial denklem yontemi (modified trial
equation method) ele alinmis ve yontem, Sharma-Tasso-Olver, modifiye edilmis
Benjamin-Bona-Mahony, iki boyutlu Bratu ve genellestirilmis Benjamin-Bona-
Mahony denklemlerine uygulanmis ve bu denklemlerin tam ¢oziimleri elde
edilmistir. Sharma-Tasso-Olver denklemi hem klasik trial denklem yontemi hem
de modifiye edilmis trial denklem yontemi ile ¢6ziilmiis ve bu sayede yontemler
arasindaki baglant1 gosterilmis ve modifiye edilmis trial denklem yontemi ile daha
fazla ¢oziime ulasilabildigi gozlenmistir. Elde edilen hareketli dalga ¢oziimleri
soliton, kink soliton, kompakton, rasyonel ve periyodik yapidadir. Coziim

yapilarinin fiziksel davraniglarini gérebilmek icin grafiklere yer verilmistir.

Doérdiincli boliimde, genisletilmis trial denklem yontemi (extended trial
equation method) kullanilarak iki boyutlu Bratu ve genellestirilmis Benjamin-
Bona-Mahony denklemlerinin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Bu
denklemlerin genisletilmis trial denklem yontemi kullanilarak elde edilen

¢cozlimlerinin, tclincii bolimde modifiye edilmis trial denklem yontemi ile



bulunan ¢oziimler ile ayni denklik sinifinda yer aldiklar1 gosterilmistir. Bununla
birlikte, genisletilmis trial denklem yontemi ile ¢6ziim uzay1 genislemis ve daha

fazla hareketli dalga ¢6ziimii elde edilmistir.

Besinci boliimde, modifiye edilmis trial denklem yontemi ve trial denklem
yontemi kesirli (fractional) mertebeden diferansiyel denklemlere uygulanmstir.
Bunun i¢in oncelikle Jumarie (2006) tarafindan tanimlanan modifiye edilmis
Riemann-Liouville tiirevi kullanilarak kesirli kismi denklem, adi diferansiyel
denkleme indirgenmistir. Bu yaklasim lineer olmayan Kkesirli Klein-Gordon,
kesirli CRWP (Clannish Random Walker Parabolic), kesirli Cahn-Allen, uzay-
zaman kesirli KdV, uzay-zaman kesirli foam drainage (kopiik drenaj) denklemleri
ve zaman kesirli Hirota—Satsuma coupled KdV sistemi i¢in uygulanmis ve bu
denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimleri elde edilmistir. Trial denklem yontemi ilk
kez uzay-zaman kesirli denklemlere ve zaman kesirli sisteme uygulanmigtir. Elde
edilen c¢oziimler simniflandirilmis ve bazi denklemler icin yeni ¢ozlimlere

ulasilmstir.

Sonug boliimiinde ise, lineer olmayan fiziksel denklemlerin hareketli dalga
¢oziimlerine ulagmak i¢in etkin yontemlerden biri olan trial denklem yontemi ile

elde edilen ¢oziimler degerlendirilmistir.



2. TRIAL DENKLEM YONTEMI

Calismanmn bu bolimiinde oncelikle hareketli dalga ¢oziimleri hakkinda
bilgi verilmistir. Daha sonra, trial denklem yontemi aciklanmis ve yontem
matematiksel olarak analiz edilmistir. Ardindan yontem Liouville, Tzitzeica-
Dodd-Bullough, lineer olmayan telgraf, genellestirilmis 1s1 iletim ve Sharma-
Tasso-Olver denklemlerine ve lineer olmayan coupled Klein-Gordon sistemine de
uygulanmis ve bu denklemlerin ve sistemin hareketli dalga ¢6ziimleri elde edilmis
ve dalga tipleri belirlenmistir. Ayrica bu ¢ozlimlerin fiziksel davraniglarim

gorebilmek i¢in grafiklere yer verilmistir.
2.1 Hareketli Dalga Coziimleri

Bu kisimda, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler igin hareketli
dalga ¢oztimleri (traveling wave solutions) ile ilgili temel bilgilere yer verilecektir
(Ames, 1972).

Hareketli dalga ¢6ziimlerini incelemek igin difiizyon denklemi ele

almacaktir. Pek ¢ok fiziksel problem
Uy = (u " )xx

bi¢imindeki difiizyon denklemi ile ifade edilebilir. 4 sabit olmak iizere, " f hangi
formda olmalidir ki f(x—At) diflizyon denkleminin bir ¢dziimi olabilsin?"
sorusunun yaniti arastirilmigtir. Bunun i¢in f fonksiyonu difiizyon denklemini

saglamalidir. Yani f fonksiyonu difiizyon denkleminde yerine konuldugunda
(f"Y'"+Af'=0

bigimindeki diferansiyel denklemi saglamalidir. Burada f’, &=x—At olmak

lizere ¢ 'ye gore tiirevi gostermektedir. Bu ifade integre edildiginde
(f"Y+Af=A

denklemi elde edilir. n pozitif tamsayi iken bir kez daha integral alindiginda A
ve B sabitler ve A0 olmak iizere
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kapali (implicit) ¢oziimii elde edilir. Eger A=0 ise, n=1 iken

A(n-1)
n

1/(n-1)
u(x,t)=[ (At —x+ B)}

bigiminde bir agik (explicit) ¢éziimii elde edilir. Eger n=1 ise, bu durumda

u(x,t) = Bexp[-A(x—At)]

acik ¢Oziimiine ulasilir. Yani, bir difiizyon denkleminin ortamda bozulmadan
yayilan bir hareketli dalga ¢oziimiine sahip olmasi miimkiindiir. Benzer bir soru
dalga mekanigi i¢in de sorulabilir. Bu 6zel hareketli dalga ¢6ziim siniflari, sabit
hizli ve degismeyen sekilde yayilan dalgalari temsil eder. Degismeden yayilan

(steady propagating) dalgalar i¢in A yayilimin hizin1 gostermek tizere, dinamik
degiskenler sadece & = x— At 'nin fonksiyonlari olacaktir. Burada kismi tiirevlerin

bi¢iminde olacag aciktir.

X konum ve t zaman degiskenleri olmak iizere, x ve t'ye bagl kismi
diferansiyel denklem &'ye bagl adi diferansiyel denkleme indirgenebilmektedir.

Bu durumda, elde edilen adi diferansiyel denklemin ¢dzlimleri ayn1 zamanda

kismi diferansiyel denklemin de ¢oziimleri olur. Bu c¢oziimler, A hizina
parametrik olarak baglidir. £&=x—At doniisimii, uzay koordinat sistemini dalga

ortamina gore hareket eden sisteme doniistiirmektedir (Ames, 1972).
Scott (1970), bir mekanik iletim hattin1 ele alarak bu hatt1
¢xx - ¢tt = G(¢)

bi¢iminde bir denklem ile modellemistir. Bu modelde sarka¢ dongiisii 6zel olarak
G(¢) =sing seklindedir. Bu model i¢in ¢=¢(&E), £=x—At bigiminde ¢dziimler

arastirildiginda,
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d2p/d&? =G(g) [ (1- A7)
ifadesi elde edilir. G(¢) =sin¢ 6zel durumunda iki farkli ¢6ziim
¢=4mn4@mﬁ[u—zo/a—zﬁmﬁ, A<l
¢ =atan{exp| (x-A) [ (A* 1" [+ 7, 2>1

bi¢iminde elde edilir. Burada integrasyon sabiti birinci durumda +1 ve ikinci
durumda —1 degerlerine esittir.

Integrasyon sabiti E 'nin +1 degerlerinden farkli olmasi durumunda ¢,

a2\ ¢ dg
(1 ;L) IO [2(E —cos¢)

7w =5
]

bi¢ciminde & 'nin bir kapali fonksiyonu olarak yazilabilir.

E>1 ve A<1 olmast durumunda; cdx=cnx/dnx, y=2(E+1)

modiiliiniin eliptik fonksiyonunu gostermek iizere ¢,

¢ =cos™ {ZCd 2 {%} —1}
y(d=27%)

bi¢iminde &'nin bir monoton artan fonksiyonu olarak ifade edilir.

—1<E<1 ve A>1 olmasit durumunda ise sn, 27/2 =1-E modilunin

eliptik fonksiyonunu gdstermek tizere ¢,

_ogin 3
¢ = 2sin {75{(/12 G }}

bi¢iminde &'nin bir periyodik fonksiyonu olarak ifade edilebilir (Ames, 1972).

Burada sozii edilen yapilar, 1844 yilinda Scott-Russell tarafindan incelenmis
ve Korteweg ve deVries tarafindan detaylandirilmistir. Su dalgalar1 teorisinin

yeniden incelenmesi Stoker (1957) ¢alismasinda yer almaktadir.
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Korteweg ve deVries, u, +u”u +5%u, =0 denkleminin bir 6zel hali olan

ve su dalgalarinin yayimini modelleyen

u, +uu, +u,, =0

bigimindeki denklemi incelemislerdir. Bu denklem soliton olarak adlandirilan,

P(£) = A, + Asech? (£ 1 A)

yapisindaki u=¢(&), &=x—At soliter titresim dalgas1 (solitary wave pulse)
¢6ziimiine sahiptir. Burada | x|—> o iken Ay, u degerleri, A=31 ve A=21""

dir. 4 hizinin artmasi, genligin biiyiidiigii ve titresim genisliginin kiciildigi
anlamina gelir (Ames, 1965, 1972).

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimlerini
elde etmek icin gelistirilen sistematik yontemlerden biri de trial (deneme)

denklem yontemidir.
2.2 Fiziksel Olusum Denklemleri icin Trial Denklem Yontemi

Liu (2005a, 2005b) tarafindan Onerilen trial denklem yoOntemi, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimlerini sistematik
olarak elde etmek icin gelistirilen etkin yontemlerden biridir. Liu’nun yontemini
tanimlamak i¢in U ’nun bir diferansiyel denklemi ele alinsin. Bu diferansiyel

denklemin tam ¢6ziimii
u'(&)=FW 6,..,6,) (2.1)

denklemini saglasin. Bu durumda ama¢ F fonksiyonunu belirlemek olacaktir.
Burada F polinomial, rasyonel ya da irrasyonel olarak segilebilir. 6,...,6

m

parametreler olmak iizere, (2.1) denkleminin ¢oziimii

du
e (2.2)
s~ IF(u,el,...,em)

integral formunda yeniden yazilabilir. Burada dikkat edilmesi gereken, F
fonksiyonunun integre edilebilir denklemler simifinda olmasi gerektigidir.

Yo6ntemin uygulama kolayligi g6z oniine alindiginda F polinom olarak segilebilir.
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Eger bu polinom, farkli koklere sahip bir polinom ise seriye agilabilir ve denge
prensibi ile birlikte yakinsakligi incelenebilir. Denge prensibi, diferansiyel
denklemdeki en yiliksek mertebeden tiirev ile en yliksek mertebeden lineer
olmayan terimlerin dengelenmesi esasina dayanir (Malfliet, 1992; Baldwin et al.,
2004). F integre edilebilir ve farkli koklere sahip bir polinom oldugunda
¢ozlimlerin uzay1 gerdigi sOylenebilir. Farkli parametrelere gore integral farkli
¢oztimleri verecektir. Bu noktada 6nemli olan, elde edilen parametre degerleri ve
bu degerlere karsi gelen integral ¢6ziimlerini elde edebilmektir. F se¢iminin
detaylar1 i¢in (Ames, 1972) incelenebilir. (Yang et al., 1996) calismasinda yer
alan polinomlar i¢in tam diskriminasyon sistemi (complete discrimination system)
olarak adlandirilan matematiksel kavram parametrelerin belirlenmesi problemini
¢ozmek i¢in uygulanabilir. (Liu, 2006c) calismasinda polinomlar igin tam
diskriminasyon sistemi lineer olmayan diferansiyel denklemlerin hareketli dalga
coziimlerini siniflandirmak i¢in uygulanmistir. Dalga doniisiimii altinda integral
forma dogrudan indirgenebilen pek ¢ok lineer olmayan diferansiyel denklem igin
hareketli dalga ¢oziimleri polinomlar igin tam diskriminasyon sistemi kullanilarak
siniflandirilabilir. Bununla birlikte, indirgenmis denklemi dogrudan integral
formda yazilamayan lineer olmayan diferansiyel denklemler de mevcuttur. (Fan,
2003) ve benzeri ¢alismalarda bu denklemleri ¢6zmek i¢in yaklasim yontemleri
tanitilmistir. Trial denklem yonteminin uygulanmasi ile hareketli dalga ¢oziimleri
(2.2) integrali ile dogrudan baglantili olmayan denklemlerin ¢ézlimleri, bu integral
ile dolayl olarak iliskilendirilir. Yontemin temel noktasi, lineer olmayan bir
diferansiyel denklemin her tam ¢oziimiiniin bir integrali ¢ozerek belirlenebilecegi
fikridir. Calismamizda, diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimlerini elde

etmek i¢in trial denklem yontemi ve tam diskriminasyon sistemi temel alinacaktir.

Polinomlar i¢in tam diskriminasyon sistemi, ikinci dereceden ax®+bx+c
polinomunun diskriminati olan A=Db*—4ac ifadesinin yiiksek dereceden
polinomlar igin genellestirilmesini amaglamaktadir. (Yang et al., 1996)
caligmasinda bilgisayar cebiri yardimiyla polinomlar i¢in tam diskriminasyon

sistemini hesaplayan bir algoritma verilmistir. Ornegin, iigiincii dereceden
F(w) =w® +d,w* +d,w+d, polinomu igin tam diskriminasyon sistemi

243 dd, a2y 42
A=-27] L2 q S | _4lg_ZL| p-gqg_-%
[27"'0 3] [1 3} 1 =57 (2.3)

ile verilmektedir.
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(Liu, 2010) c¢alismasinda hareketli dalga ¢6ziimleri integrallenebilir
(u)* =au’® +au’ +au+a, adi diferansiyel denklemini ¢o6zmeye dayanan bazi

denklemler i¢in siniflandirilmastir.

L 2 2
w=(3,)°u, d,=a,(a;) 3, d,=a,(a,) °, do=a (24)
dontigiimleri ile

):J~ dw
\/\/\/3 +d,w* +d,w+d,

£(8,)* (£~ (2.5)

integrali elde edilebilir. Buna gore,

A=0, D, <0 olmasi durumunda F(w)=(W—a)*(W—/), a# S olacaktr.

Bir katli kok ve farkli bir kok olmasi durumu incelenir.

A=0, D, =0 olmasi durumunda, F(w)=(w—¢)® yazilabilir. Bu durumda

polinomun birbirine esit ii¢ kokii vardir.

A>0,D <0 ise F(Ww)=(W-a)(w-pg)(w-y) olur. Bu durumda

polinomun farkli ti¢ kokii vardir.

A<0 ise F(W)=(wW—a)(W +pw+0q), p°—4q<0 olacaktir. Polinomun

iki kompleks ve bir reel kokii olmasi durumu incelenir.

(Liu, 2005c¢) calismasinda 4. mertebeden polinom yaklagimi i¢in kok katsay1
durumlari incelenmistir. F polinomu 4. mertebeden

F(wW) =wW" + pw* +qw+r (2.6)

bi¢iminde bir polinom oldugunda tam diskriminasyon sistemi
D, =4, D,=-p, D, =8rp-2p*-9q",
D, =4p*r— p3q2+36prq2—32r2p2—27f7q4+64r3, (2.7)

F,=9p*-32pr
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ile verilmektedir. Benzer sekilde (Yang et al., 1996; Liu, 2006c) ¢alismalarinda
besinci mertebeden  F(W) =W’ + pw’ +qw’ +rw+s  polinomu icin tam

diskriminasyon sistemi incelenmistir.

Liu, F(u) polinomial ya da rasyonel fonksiyon oldugunda bir¢ok lineer
olmayan diferansiyel denklemin tam ¢oOziimlerini elde etmistir. (Du, 2010)
calismasinda, F fonksiyonu irrasyonel bir fonksiyon olarak alinmis ve bu tiir
diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin yeni bir trial denklem yontemi Onerilmistir.
(Liu, 2011) ¢alismasinda ise lincer olmayan degisken katsayili kismi diferansiyel

denklemler i¢in trial denklem yonteminin yeni bir versiyonu 6nerilmistir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in trial denklem yonteminin temel
adimlar1 asagidaki sekilde agiklanabilir (Liu, 2006a):

Adim 1. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklem
P(u,u,,u,,u,,u,,...)=0. (2.8)
bigiminde ele alinsin. k ve ¢ sifirdan farkli sabitler olmak tizere,
u(x,t)y=u(é), &=kx-ct (2.9)
dalga dontisiimii kullanildiginda (2.8) kismi diferansiyel denklemi
N(u,u’,u”,...)=0 (2.10)
adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Adim 2. Trial denklem

u'=F(u) :Zaiui (2.11)

bi¢iminde ele alinsin. Burada m, (2.10) denklemindeki en yiiksek mertebeden

tirev ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesi ile
belirlenecek pozitif tamsayr ve ay,a,...,a, belirlenecek parametrelerdir. (2.11)

ifadesinin tiirevleri alindiginda
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u”"=F'(u)F(u), (2.12)
u" = F"(u)F?u)+[F'(W)] F(u) (2.13)

ifadeleri elde edilir. (2.11) denklemi ve diger tiirev terimleri (2.10) denkleminde
yerine konuldugunda u ’nun G(u) polinomu

G(u)=ru*+..+ru+r, =0. (2.14)

bigiminde elde edilir. Denge prensibi kullanilarak (2.11) denklemindeki polinom

yaklagiminin derecesini gosteren m degeri belirlenebilir.
Adim 3. G(u) polinomunun tiim katsayilar1 sifira esitlendiginde
rr=0, 1=0,..,k (2.15)

cebirsel denklem sistemi elde edilir ve bu sistem ¢oziildiigiinde ¢ ve a,, a,,...,a,,

katsayilar1 belirlenebilir.

Adim 4. (2.11) denklemi

5= s (2.16)

integral formunda yeniden yazilir. F(u)’nun koklerini smiflandirmak ig¢in m.

mertebeden polinom igin tam diskriminasyon sistemi (complete discrimination
system) kullanilir ve (2.16) integrali hesaplanir. Boylece, (2.8) denkleminin tam
¢Oziimii elde edilir.

2.3 Yontemin Analizi

Bu boliimde yontem matematiksel olarak analiz edilecektir (Liu, 2006a).

Trial denklem yontemi her zaman uygulanabilir degildir. Bunu gdstermek igin
u"+au’ =u? (2.17)

gibi bir denklem ele alinsin.
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(2.11) trial denklemi (2.17) denkleminde yerine konuldugunda
Fu)(a+F'(u))=u’ (2.18)
ifadesi elde edilir. (2.18) denkleminin sag tarafinin mertebesi 2m—1, sol tarafin

mertebesi ise 2n'dir. 2m—1=2n olamayacag icin bu tipteki bir denkleme trial

denklem yontemi uygulanamaz.

Eger,
u=g° (2.19)
doniistimii (2.10) adi diferansiyel denkleminde yerine konulur ise,
H(p. ¢, ¢"...)=0 (2.20)

denklemi elde edilir. Boylece (2.20) denklemine s'nin bazi degerleri igin trial

denklem yontemi uygulanabilir.

Bu kisimda, (Liu, 2006a) ¢alismasinda ispatlanan ilgili lemma ve teoreme yer
verilecektir.

Lemma 2.1 (2.19) doniisiimii altinda

9'=F(p)= Zn:aiwi (2.21)

i—0
trial denklemi ele alinirsa, bu durumda u® ifadesinin mertebesi s+k(n—1) olur.
Ispat. Basit hesaplamalarla,

U a ¢ F(p), U a @ F(p), U aeF(p),.. (2.22)

denklikleri yazilabilir. Boylece, u® o ¢**F*(¢p) genellemesi yapilabilir ve u®

ifadesinin mertebesi, s—k +nk =s+(n—21)k olur.

Teorem 2.1 Asagidaki denklem ele alinsin:
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Zk:biu“’ :icjuj. (2.23)
-1 =0

(2.19) dontisimii ve (2.21) trial denklemi kullanildiginda n>0 olacak sekilde

pozitif tamsay1 ¢oziimleri alindiginda
k(n—-1) =(m-1)s (2.24)
esitligi elde edilir.

Ispat. Lemma 2.1 kullanilarak bu sonucu ispatlamak oldukca kolaydir. Ornegin,
k=2, m=2 alinirsa, s=2(n-1); k=3, m=2 alinirsa, s=3(n-1) olur.

Cebirsel denklem sisteminin serbestlik derecesini arttirmak igin (2.19)

doniigiimii asagidaki daha genel forma doniistiiriilebilir:

U =idi¢i- (2.25)

Bu durumda siire¢ soyle ilerleyecektir: (2.25) doniisiimii ve (2.21) trial denklemi
ele almmacak ve bu ifadeler (2.10) adi diferansiyel denkleminde yerine
konulacaktir. Denge prensibi kullanildiginda S ve n arasinda bir bagmnti
bulunabilir. Buna karsi gelen (2.15) benzeri cebirsel denklem sistemi
cozildiginde a,...,a, ve d,,...,d, degerleri belirlenir. (2.16) integrali alinarak

kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii belirlenebilir (Liu, 2006a).

(Liu, 2011) ¢alismasinda, simetri 6zellikleri kullanilarak dolayli (indirect)
trial denklem yontemi Onerilmistir. Buna gore u[r], X’e gore r. mertebeden kismi
tiirevi gostermek iizere

P(U, Uy, Ugyeeny Uy, Uy Uy, UTT) =0 (2.26)

P Exx e Yo e
kismi diferansiyel denklemi u=u(¢), &=x-ot dalga doniisiimii ile

4

N(u,eu’, @’u”,...u"u",...en",...,.u"”)=0 (2.27)

adi diferansiyel denklemine indirgenir. Bazen integrasyonla bu denklemin
mertebesi indirgenebilir.
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u=a,+ap+..+a ¢" (2.28)

doniisiimii altinda (2.27) denklemi a,,...,a, belirlenecek sabitler, m>1 ve Q

kars1 gelen polinom olmak tizere

Q4. ¢,...4")=0 (2.29)
bigimini alir.
¢ sabit iken, (2.29) ifadesi
&=E+c (2.30)
¢ =9 (2.31)

bir parametreli grubu altinda invaryant oldugundan (2.29) ifadesinin mertebesi bir
indirgenebilir (Oliver, 1993).

w=g' (2.32)

2 2
bi¢iminde alinirsa, ¢”=wd—W, ¢’”=W(d—wj +W23 W' ifadeleri elde edilir. Bu

d¢ d¢ 2

sonuglar (2.29)’da yerine konuldugunda
Qs w,W,...,w™)=0 (2.33)

elde edilir. (2.33) ifadesinin by,...,b, belirlenecek sabitler olmak iizere
wW=by+bg+..+bg" (2.34)

polinomial bi¢iminde bir ¢ézliime sahip oldugu kabul edilsin. Denge prensibine

gore mile n arasinda bir bagint1 bulunabilir. ¢ nin bir polinomunu elde etmek
icin m ve n’nin belirli degerleri alinarak, (2.34) denklemi (2.33) denkleminde
yerine konulur. Bu polinomun tiim katsayilar1 sifira esitlendiginde bir cebirsel
denklem sistemi elde edilir ve bu sistemin ¢oziimiinden a,,...,a,, b,...,b

n

degerleri belirlenebilir.
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W=¢ =b, +bg+..+bg" (2.35)

birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi integre edildiginde ¢ belirlenir. ¢
degeri (2.28) ifadesinde yerine konularak u ¢oziimii elde edilir (Liu, 2011).

Onerilen bu dolayl: trial denklem ydntemi U Ve ¢ arasinda lineer iliski varsa

direkt yonteme indirgenir.

2.4 Trial Denklem Yonteminin Uygulamalar:

Bu kisimda trial denklem yontemi matematiksel fizigin Onemli
denklemlerine uygulanmig ve basarili sonuglar elde edilmistir. Yontem Liouville,
Tzitzeica-Dodd-Bullough, lincer olmayan telgraf, genellestirilmis 1s1 iletim,
Sharma-Tasso-Olver denklemlerine ve lineer olmayan coupled Klein-Gordon
sistemine uygulanmis ve bu denklemlerin ve sistemin hareketli dalga ¢oziimleri
elde edilmis ve dalga tipleri belirlenmistir.

2.4.1 Liouville denklemine uygulamasi

Joseph Liouville (1809-1882) tarafindan formiile edilen ve kuantum fizigi
ile kuantum alan teorisinde 6nemli uygulamalar1 olan Liouville denklemi ele
alinsin:

u,+e =0. (2.36)
u=u(), <&=x-ct (2.37)

dalga dontistimii kullanildiginda (2.36) denklemi
—cu"+e" =0 (2.38)

biciminde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir.

u=Inv (2.39)

doniistimii altinda (2.38) denklemi
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—c(W'-v?)+v¥=0 (2.40)

seklindeki adi diferansiyel denkleme indirgenir. Trial denklem

(V) =FW=Yav (2.41)

bi¢ciminde segilebilir. Bu denklem (2.40) adi diferansiyel denkleminde yerine
konulur ve (2.40) denkleminde en yiliksek mertebeden lineer olmayan terim olan
v? ile en yiiksek mertebeden tiirev W” (veya v'?) dengelenir ise, n=3 olarak
belirlenir.

(2.41) ifadesi (2.40) adi diferansiyel denkleminde yerine konuldugunda Vv ’nin bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar sifira esitlendiginde

a,c=0
ac=0
a,c—a,c=0
a,c—2=0

(2.42)

bi¢iminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin

coziimiinden katsayilar,

a,=0, a,=0 a,=a, c:é (2.43)

olarak belirlenir. (2.43) katsayilari (2.16) integral formunda yerine konuldugunda

(2.44)

t(E-&) = Iﬁw

1 2
ifadesi elde edilir. w=(a;)3v doniisiimii ile d, =a,(a;)  olmak iizere (2.44)

integrali

(2.45)

J—r(as)% (£—%) :J‘ﬁdw

bi¢iminde yazilabilir.
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G(w) =W’ +d,w?* +dw+d, olmak iizere G(w) i¢in tam diskriminasyon

sistemini olusturan A ve D, degerleri

3 ? 2} 2.46
A=—27] 2% do—dldz —4 dl—d—2 : (240)
27 3 3

_d,- d; (2.47)

ile verilmektedir. Bu 6rnekte d, =d; =0 oldugu dikkate alinirsa

32 2\3 6 6 248
Ae—27]2% | _gf %2 | 4% 4% g (2.48)
27 3 27 27

D= - d_3§ (2.49)

olarak belirlenir.

A =0 bulundugu i¢in tam diskriminasyon sistemi dikkate alindiginda asagidaki
durumlar ortaya ¢ikar:

Durum1. D, <0 olmasi durumunda,

(2.45) denklemi integre edildiginde

v(f)———cazsech ( J2, (&~ goj (2.50)
v(é)———ca sec ( J-a(E-&) ] (2.51)

ifadelerine ulasilir. £=x-ct ve u=Inv donisiimleri dikkate alindiginda,
Liouville denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri a, >0 olmasi durumunda

u (x,t)=1In {—%cazsech2 (%\/g(x—ct —fo)ﬂ, c<0, (2.52)
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bi¢iminde ve a, <0 olmas1 durumunda ise

U, (x,t) =In [—%caz sec? (% J-2, (x—ct— @ﬂ, c>0 (2.53)

bi¢iminde elde edilir.

Sekil 2.1 ve Sekil 2.2, Liouville denkleminin u;, ve u, ¢oziimlerinin dalga
yapisini gostermektedir. a, keyfi sabitinin ve ¢ dalga hizinin degisen degerlerine

gore (2.52) ¢ozlimii, hiperbolik soliter (tekli) dalga ¢6ziim yapisindadir. (2.53) ise
periyodik dalga yapisinda bir ¢ozimdiir.

(2.52) ¢oziimi (Kutluay et al., 2010) referansinda (G'/G) yontemi ve

(Bhutani and Moussa, 1994) referansinda direkt yaklasim yontemi kullanilarak
bulunan ¢6ziimle ayni yapidadir. Ayrica, &, =0 alinirsa (Wazwaz, 2008)

caligmasinda tanh yontemi kullanilarak bulunan ¢éziime ulasmak da miimkiindiir.

Sekil 2.2 (2.53) ¢oziimiiniin a, =—1, ¢ =1 degerleri i¢in grafikleri
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Durum 2. D, =0 olmasi durumunda,

(2.45) denklemi integre edildiginde

v =— (2.54)
3 (¢ o)

ifadesi elde edilir. Dalga doniisiimii dikkate alindiginda, Liouville denkleminin
hareketli dalga ¢6ziimii

U, (x,t)=In LZ , ¢>0 (259
(x—ct—&)

bi¢ciminde elde edilir. Bu ¢oziim, (Kutluay, 2010) ¢alismasindaki ¢6ziimle ayni
denklik smifinda yer almaktadir. Sekil 2.3 Liouville denkleminin (2.55)

¢Oziimiiniin yapisini gostermektedir.

Sekil 2.3 (2.55) ¢oziimiiniin c=1, & =0, —10<x <10, 0 <t <5 degerleri i¢cin grafigi
2.4.2 Tzitzeica-Dodd-Bullough denklemine uygulamasi

Tzitzeica-Dodd-Bullough (TDB) denklemi (Wazwaz, 2005a; He, 2007) ele

alinsin:
u,=e"+e?. (2.56)

Bu denklem kat1 hal fizigi, dogrusal olmayan optik ve kuantum alan teorisi

gibi alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir.
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v(x,t)=e™ (2.57)
doniistimii altinda (2.56) denklemi
W, —VV, +V +vi=0 (2.58)

bi¢iminde bir denkleme doniisiir. V(X t)=Vv($), =kx—ct doniisimii
kullanildiginda, (2.58) denklemi

—kew” + kc(v’)2 +V2+vi=0 (2.59)
biciminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Trial denklem

(V)2 = F(v) = Z av (2.60)

seklinde secilebilir. Bu denklem (2.59) adi diferansiyel denkleminde yerine
konulur ve denge prensibi kullanilarak denklemdeki en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terim ile en yiiksek mertebeden tiirev terimi dengelenir ise, n=4 olarak
belirlenir. Bu durumda trial denklem

(V)2 =a,v*' +a,v* +a,v’ +av+a, (2.61)

bi¢iminde olacaktir. (2.61) ifadesi (2.59) adi diferansiyel denkleminde yerine
konuldugunda Vv ’nin bir polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar1 sifira

esitlendiginde

2a,ck =0
ack=0
2—-a,ck =0
2-2a,ck=0

(2.62)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢dziimiinden
katsayilar

a,=0, a,=0, a,=a,, agzcik, a,a, Co——. (2.63)
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seklinde belirlenir. (2.63) katsayilar1 (2.60) denkleminde yerine yazilip denklem

integral formda diizenlenirse

)= dv (2.64)
\/ a,v’ +2a,v’ +a,v’

£(&-&

ifadesi elde edilir. Bu ifade tam diskriminasyon sistemine goére integre

edildiginde,
_ 1 1 ooy 1 (2.65)
V(&) = 2talﬂh[2 = (¢ %)j >
_ 1 1 e eyt (2.66)
V(&) = 2coth(2 ™ (& fo)j >

ifadelerine ulasilir. (2.57) doniistimii dikkate alinirsa Tzitzeica-Dodd-Bullough
denkleminin hareketli dalga ¢6ztimleri

1 1 (2.67)

1
zﬂ(kX—Ct—fo)j—E_

u(x,t)=—In J_rEtanh(

I I PP G SRR I | (2.68)
u(x,t) = In_izcoth( = (kx—ct 50)) 2|

2ck

bi¢iminde elde edilir. Elde edilen bu ¢oziimler hiperbolik yapida soliter dalga

¢Oziimleridir.

Bu ¢oziimler, (Khan and Akbar, 2013) calismasinda bulunan ¢oziimlerle
ayni denklik siifindadir.

2.4.3 Lineer olmayan telgraf denklemine uygulamasi

Lineer olmayan telgraf denklemi (Wang, 2008; Mirzazadeh, 2012) ele

alinsin;

U, —Uu, +Uu +au+pu’=0. (2.69)
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Telgraf denklemi, x uzaklik ve t zaman degiskenleri olmak {iizere, bir ¢ift
iletken igindeki voltaj ve akimi tanimlamaktadir. Telgraf denklemleri, 1880'li
yillarda iletim hatlarin1 modelleyen Oliver Heaviside tarafindan tanitilmistir. Bu
model, elektromanyetik dalgalarin telgraf teli {izerinde yansiyabilecegini ve bu
dalga sekillerinin hat boyunca ortaya ¢ikabilecegini ifade etmektedir. Bu teori,
telgraf hatlari, radyo frekans iletkenleri gibi yiliksek frekansh iletim hatlarina,
telefon hatlar1 gibi ses frekanslarina sahip hatlara, bunun yani sira gii¢ hatt1 ve
dogru akim gibi diisiik frekansli hatlar dahil olmak iizere tiim frekanslardaki iletim
hatlarina uygulanmistir. Sinyal analizinde, telgraf denklemi genellikle elektrik
sinyallerinin yayilimi1 ve iletimi i¢in kullanilir. Bununla birlikte, telgraf
denkleminin mikrodalgalar ve radyo frekanslari gibi alanlarda da uygulamalar
vardir (Atangana, 2015; Pandit et al., 2015).

u(x,t)=u(é), &=x-—ct dalga dontsiimii kullanildiginda (2.69) denklemi

(cz—l)u”—cu’+azu+,3u3 =0. (2.70)

bi¢iminde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Trial denklem

u'=Fu)=au"+..+au+a, (2.71)

seklinde secilebilir. (2.71) ve diger tiirev terimleri (2.70) adi diferansiyel
denkleminde yerine konulur ve denge prensibi uygulanirsa n=2 olarak bulunur.

Bu durumda trial denklem
u'=F(u)=a,+au-+au’ 2.72)

bi¢imini alir. (2.72) ifadesi (2.70) denkleminde yerine konuldugunda U ’nun bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar1 sifira esitlendiginde

—a,a, +Cc°a,a, —ca, =0
—a’ +c’a’ —2aya, +2c’a,a, —ca, +a =0
—3a,a, +3c’aa, —ca, =0 (2.73)

—2a’ +2c’a’+ =0

bigiminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

Mathematica yardimiyla ¢oziilmiis ve katsayilar belirlenmistir.
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Durum 1. Katsayilar

a, =0, al=_?1\/a(9a—2), azz_?l\/ﬂ(2—9a), C=- 3o (2.74)

9a -2

seklinde belirlenir. (2.72) denklemi integre edildiginde

3, exp(&)
u(é)=
) o (ad)-s,00(ad) &7)
ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde
u(g)= o (2.76)

- eXp[ai(ég_égo)]_az

bulunur. Dalga doniisiimii ile (2.74) katsayilar1 dikkate alinirsa (2.69) denkleminin
hareketli dalga ¢6ztiimii

u(x,t)= Ja
exp{“a(92a—2) (x+ gfzt—foﬂi -B 2.77)

bi¢iminde elde edilir.

Sekil 2.4, lineer olmayan telgraf denklemimin (2.77) ¢dzlimiiniin yapisin

gostermektedir.

Sekil 2.4 (2.77) ¢oziimiiniin =1, f=-1, & =0, —10<x <10, 0<t <5 degerleri i¢in grafigi
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Durum 2. Katsayilar

a, =0, alzéﬂla(ga—Z), azzgalﬂ(2—9a), C= Sf (2.78)

seklinde belirlenir.

(2.72) denklemi integre edilir ve Durum 1 ile benzer seckilde dalga
doniisimii ile (2.78) katsayilar1 dikkate alinirsa lineer olmayan telgraf
denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri

Jz

u(x,t)=
exp{_«/a(92a—2) [X— gfzt_é‘)ﬂiﬁ (2.79)

bi¢iminde elde edilir. Sekil 2.5, lineer olmayan telgraf denklemimin (2.79)

¢Oziimiiniin yapisin1 gostermektedir.

Sekil 2.5 (2.79) ¢oziimiinin a =1, f=-1, & =0, —10<x <10, 0 <t <5 degerleri i¢in grafigi

2.4.4 Genellestirilmis 1s1 iletim denklemine uygulamasi

Is1 iletim siireci ilk kez 19. yiizy1l baslarinda Jean Baptiste Joseph Fourier
tarafindan kismi diferansiyel denklemler ile formiile edilmistir. Is1 iletimi, sicaklik
farkindan dolay1 kati, sivi ve gazlardaki termal enerjinin molekiiler transferidir.
Pek cok alanda uygulamasi olan 1s1 iletim denkleminin tam ¢dzlimlerini elde

etmek biliyiik 6nem tasimaktadir.
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a>0 ve n>1 olmak iizere lineer olmayan genellestirilmis 1s1 iletim (heat
conduction) denklemi (Kabir, 2011) ele alinsin:

ut—a(u“) —u+u"=0. (2.80)

XX

u(x,t)=u(&), &=k(x—ct) dalga doniisiimii kullanildiginda (2.80) denklemi
—kcu’—akz(u“)"—u+u” =0, (2.81)

veya denk olarak

—keu' —ak*n(n—=1u"? (u’)2 —ak’nu"u"—u+u" =0 (2.82)

biciminde yazilabilir. Analitik ¢6ziim elde etmek igin

1

u(E) =vi(e) (283)

dontisiimii kullanilirsa (2.82) denklemi
ke(n—Dv'v? +ak’n(l—2nv'? +ak’n(n—Hw” — (n-1)*v° +(n—1)*v* =0 (2.84)
seklinde yazilabilir. Trial denklem

V=F\)=a,+aVv+..+aV" (2.85)

bigiminde segilir ve (2.82) adi diferansiyel denkleminde yerine konulur. Burada
en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimler dengelenirse, n=2 olarak bulunur.
(2.85) ifadesi (2.82) adi diferansiyel denkleminde yerine konuldugunda Vv ’nin bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar sifira esitlendiginde

aa’k’n—2aalk’n’ =0

aa,a,k’n-3aa,ak’n’ =0

a,ckn —a,ck —aa’k’n® —2aa,ak’n’ +n’-2n+1=0 (2.86)
a,ckn—a,ck —aa,a,k’n—2aa,a,k’n*—n*+2n-1=0

a,ckn—a,ck —aa’k’n=0
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bi¢iminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin

¢Oziimiinden katsayilar,

B n—l,a —+ 1-n , C=$\/g (2.87)

olarak bulunur. (2.85) denklemi tam diskriminasyon sistemine gore integre
edildiginde, A =a’—4a,a, >0 oldugu dikkate alinirsa

2 _ a2 | 2.88
=2 R B P (288)
a, 2a, 2

Jai—da, | \Jal—4aga, ] (289)
V(g) =~ e+ YA cotn VR (4 )

2

ifadeleri elde edilir. (2.87) katsayilar1 ve (2.83) doniisiimii g6z Oniine alindiginda,

genellestirilmis lineer olmayan 1s1 iletim denkleminin hareketli dalga ¢oztimleri

11 n-1 -1
ulyz(x,t)={§+§tanh{i o \/g(xi\/at—fo)}} (2.90)

11 n-1 "1
u3’4(x,t):{E+Ecoth{iZn\/a(xi\/at—fo)} (2.91)

bigiminde elde edilir.

Bu ¢oziimler (Kabir, 2011) ¢alismasinda G'/G yontemi ve (Wazwaz,
2005b) ¢alismasinda tanh yontemi kullanilarak bulunan ¢6ziimlerle ayni denklik

sinifindadir.

Sekil 2.6 ve Sekil 2.7, genellestirilmis 1s1 iletim denkleminin (2.90) ve

(2.91) ¢oziimlerinin yapisini gostermektedir.
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—~g
10

Sekil 2. 7 u, ve u, ¢oziimlerinin n=2, a=1, & =0 degerleri i¢in grafikleri

2.4.5 Sharma-Tasso-Olver denklemine uygulamasi

o reel parametre ve U, zaman ve uzay degiskenlerine bagli bilinmeyen
fonksiyon olmak iizere Sharma-Tasso-Olver denklemi (Jawad et al., 2010) ele

alinsin:

U +a(u®) +ga(u2)xx + Uy, =0. (2.92)
u(xt)=u@), &=x-ct (2.93)

dalga dontisiimii yapildiginda (2.92) denklemi

—cu+au®+3auu’+au”+¢, =0 (2.94)

adi diferansiyel denklemine indirgenir. Trial denklem
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u'=F(u)=a,+au+..+a,u" (2.95)

bi¢iminde se¢ilir ve (2.94) adi diferansiyel denkleminde yerine konulur. Burada
en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimler dengelenirse, n=2 olarak
belirlenir.

(2.95) ifadesi (2.94) adi diferansiyel denkleminde yerine konuldugunda
U 'nun bir polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilari sifira esitlendiginde

a,aa=0
3a,a +a’a +2a,a,a—C=0

3a, +3a,a,a =0 (2.96)

3a,a+2aa+a =0

bi¢iminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin

¢oziimiinden katsayilar asagidaki sekilde elde edilmistir:

Durum 1. Katsayilar
a, =0, aiz\ﬁ, a,=-1 c=a’a (2.97)
a

bigiminde bulunmustur. Bu katsayilar (2.62) denkleminde yerine konulur ve
denklem integre edilirse

_ aexp(fa) (2.98)
O a) ren(Ga)

_aexp(&a) (2.99)
O p(2a) ren(&)

ifadeleri elde edilir. (2.98) ve (2.99) ifadeleri diizenlenir ve (2.93) doniisiimleri ve

aizi\ﬁ oldugu dikkate almirsa Sharma-Tasso-Olver denkleminin tam
a

¢oziimleri
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(2.100)

bi¢iminde elde edilir.

Sekil 2. 8 (2.100) ¢éziimiiniin c=a =12, & =0 degerleri i¢in grafikleri

Sekil 2.8, Sharma-Tasso-Olver denkleminin ¢ hizi ve « parametresine

bagli olarak degisen ¢6zlim yapisin1 gostermektedir.
Durum 2.
8 =8, a=0a=-1 c=aa (2.101)

Bu katsayilar (2.95) denkleminde yerine konulur ve denklem integre edilir ise

u() =/a, tanh[@ (6-¢ )] (2.102)
u() =3 coth[\/g (5—50)] (2.103)

ifadeleri elde edilir. (2.60) doniisiimleri ve a, L oldugu dikkate alindiginda
a

&, =0 secilirse Sharma-Tasso-Olver denkleminin hareketli dalga ¢coziimleri

u(x,t)z\/gtanhwg(x—ct)}, (2.104)
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u(x,t) =\Ecoth [\E(x—ct)} (2.105)

bigiminde elde edilir.

Sekil 2. 9 (2.104) ¢6ziimiiniin ¢ = =+2 degerleri i¢in grafikleri

2.4.6 Lineer olmayan coupled Klein-Gordon denklemlerine
uygulamasi

Linecer olmayan coupled (birlestirilmis) Klein-Gordon denklemleri
(Alagesan, 2004) ele alinsin:

u, —U, —Uu+2u’+2uv=0 (2.106)
v, —V, —4uu, =0.

Bu sistem teorik fizik ve matematiksel fizik alaninda 6nemli uygulamalara

sahiptir. Ozellikle kuantum mekaniginde uygulamalar1 yer almaktadir.
u(x,t)=u(g), v(x,t)=u(g), &=x-ct (2.107)
dalga doniisiimii kullanildiginda (2.106) denklemleri
(1-c®)u”"—u+2u®+2uv =0, (2.108)
(I+c)V'+4cuu’=0 (2.109)

bi¢iminde U ve V’nin adi diferansiyel denklemlerine indirgenir. (2.109) denklemi
& ’ye gore integre edildiginde
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vo_2C 2 (2.110)

bagintis1 elde edilir. (2.110) denklemi (2.108) denkleminde yerine konulup ifade
integre edildiginde

(l_cz)u,,_u_Z(C—l) W =0 (2.111)
c+1

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terim ile en yiiksek mertebeden tiirevin dengelenmesi sonucu n=2
olarak belirlenir. Bu durumda trial denklem

u'=au’+au+a, (2.112)

biciminde segilebilir. (2.112) ve diger tiirev terimleri (2.111) adi diferansiyel
denkleminde yerine konuldugunda u ’nun bir polinomu elde edilir. Bu polinomun

katsayilari sifira esitlendiginde

2,8, + 8,3, —C’a,a, —C’aya, = 0
a’ +ca’ —c’a’ —c’a? + 2caja, — 2c’aya, — 2¢°a,a, ~1-c =0
3a,a, +3ca,a, —3c’aa, —3c’aa, =0 (2.113)

282 +2ca; —2c’al —2c¢%al +2-2c=0

bi¢ciminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

¢oziildiiglinde katsayilar

-1 2
o Y azzﬁ (2.114)

2-2c?
seklinde belirlenir. Bu katsayilar (2.112) denkleminde yerine konulur ve ifade tam

diskriminasyon sistemi dikkate alinarak integre edilir ise,

u(é) :i\/;gtanh [\/aoaz (Sg_éco)] (2.115)



36

u(g) = i\/;g coth |:\/ a3, (& - égo)] (2.116)

olarak elde edilir. (2.114) katsayilar1 gbz ontine alindiginda coupled Klein-Gordon

denklemlerinin hareketli dalga ¢oziimleri
1+c -1
u (x,t) =+t ——=—tanh| ,|[———(x—ct—
L (x,1) N Mz-zcz( 50)} (2.117)

c(l+c) 5 -1
- tanh {,fm(X—Ct_fo)} (2.118)

v (x,t) ==+

ve

U, (X, ) :i%wth[,/z__—;cz()(—d—fo)} (2.119)

vz(x,t):i%coth{ /2__21C2 (x—ct—éo)} (2.120)

bigiminde elde edilir. Bu ¢6ziimler kink soliton ve soliter dalga yapisindadir.
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3. MODIFIYE EDILMiS TRIAL DENKLEM YONTEMIi

Liu (2006b), linecer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin tam
¢oziimlerini daha etkin bir sekilde elde etmek igin modifiye edilmis trial denklem
yontemini (modified trial equation method) Onermistir. Burada, klasik trial
denklem yonteminden farkli olarak F fonksiyonu rasyonel olarak secilmektedir.
Bu boliimde once modifiye edilmis trial denklem yontemi aciklanacak ve
ardindan yontem Sharma-Tasso-Olver, modifiye edilmis Benjamin-Bona-
Mahony, iki boyutlu Bratu ve genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony
denklemlerine uygulanacaktir. Modifiye edilmis trial denklem yonteminin
adimlar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir (Liu, 2006b):

Adim 1. Lineer olmayan
P(u,u,,u,,u,,u,,...) =0. (3.1)

kismi diferansiyel denklemi ele alinsin. k ve ¢ sifirdan farkli sabitler olmak

lizere,
u(x,t)=u(g), &=kx—ct (3.2)

dalga donisiimii kullanildiginda (3.1) kismi diferansiyel denklemi asagidaki adi
diferansiyel denkleme indirgenir:

N(t, x,u,u’,u”,...) =0. (3.3)
Adim 2. Trial denklem

G(u) au"+..+au+a, (3.4)

W)y =Fw= H(u) bu™+..+bu+b,

bi¢iminde ele alinsin. (3.4) denklemi ve diger tiirev terimleri (3.3) denkleminde
yerine konulur ve denge prensibi kullanilirsa, n ve m arasinda bir bagint1 elde

edilir. n ve m'nin baz1 degerleri segilerek hesaplamalar yapilabilir.

Adim 3. (3.4) denkleminin (3.3) yerine konulmasi
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M(U)=ru’+..+ru+r, (3.5)

polinomunu verir. a;, ve b; katsayilarimi hesaplamak igin tiim r_ degerleri
(k=0,...,s) sifira esitlenir:

r,=0,..1,=0. (3.6)

(3.6) cebirsel denklem sistemi ¢oziildiigiinde, a; ve b; degerleri belirlenir.

Adim 4. (3.4) denklemi asagidaki integral formda yeniden yazilabilir:

HW (3.7)

d
i(e‘—cfo)#\/% ew?

(3.7) integrali H(u) ve G(u) polinomlar i¢in siniflandirilarak hesaplandiginda

(3.1) denkleminin tam ¢6ziimii belirlenmis olur.
3.1 Modifiye Edilmis Trial Denklem Yonteminin Uygulamalari

Modifiye edilmis trial denklem yontemi Sharma-Tasso-Olver, modifiye
edilmis Benjamin-Bona-Mahony, iki boyutlu Bratu ve genellestirilmis Benjamin-
Bona-Mahony denklemlerine uygulanmis ve bu denklemlerin hareketli dalga
¢oziimleri elde edilmistir. Sharma- Tasso-Olver denklemi hem trial denklem
yontemi ile hem de modifiye edilmis trial denklem yontemiyle ¢oziilmiis ve
yontemler karsilagtirllmistir. Modifiye edilmis trial denklem yontemi kullanilarak

basarili sonuclar elde edilmis ve denklemlerin ¢6ziim yapilar1 siniflandirilmstir.
3.1.1 Sharma-Tasso-Olver denklemine uygulamasi
Bu kisimda, Bolim 2.4.5'te trial denklem yontemi ile ¢oziilen Sharma-
Tasso-Olver denklemine modifiye edilmis trial denklem yontemi uygulanmistir.

Bu sayede yontemler arasindaki iliski ve genisletme gosterilmistir.

Modifiye edilmis trial denklem yontemini uygulayabilmek i¢in rasyonel

yaklagim kullanilacaktir. Buna gore, trial denklem
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~ G(u) _ au"+..+au+a, (3.8)
Hu) bu™+..+bu+b,

bi¢iminde segilebilir. (3.8) ve diger tirev terimleri (2.94) adi diferansiyel
denkleminde yerine konulur ve denge prensibi uygulanirsa n—m=2 olarak
bulunur.

Durum 1: n=2 ve m=0 olarak segcilsin.

Bu durumda trial denklem

_G(u) _a+au+a,u’ (3.9)
H(u) b,

bi¢imini alir. (3.9) ifadesi (2.94) denkleminde yerine konuldugunda u’nun bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilari sifira esitlenerek

~0r8y3, =0
—aal —2aa,a, —3aayh, +cb? =0
—3aaa, —3aab, =0 (3.10)

—2aa; —3aa,b, —ab? =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden
katsayilar asagidaki sekilde belirlenir:

Durum 1.1:

a0=0, a:]_:aj_l a-2=a2, b0=—a2, C=@_ (311)

(3.11) katsayilar1 (3.9) denkleminde yerine konulur ve ifade integral formda

dizenlenirse

)= [yt (.12
0

yazilabilir. Bu denklem integre edildiginde Sharma -Tasso-Olver denkleminin tam

¢Ozlimleri
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u(&)= & (3.13)
iexp{ial(f—so)}az

0

olarak elde edilir. (2.93) dalga doniisimii dikkate alindiginda &, =0 olmak iizere

Sharma -Tasso-Olver denkleminin tam ¢éziimleri

c (3.14)

olarak elde edilir.

Modifiye edilmis trial denklem yontemi kullanilarak elde edilen (3.14)
¢oziimi, trial denklem yontemi ile elde edilen (2.100) ¢oziimii ile ayn1 denklik
sinifinda yer almaktadir. (3.14) ¢oziimiinde o6zel olarak a, =1 secilirse trial

denklem yontemi ile elde edilen (2.100) ¢6ziimiine ulasilir.

Buna gore modifiye edilmis trial denklem yontemi kullanilarak elde edilen
¢Oziim yapisi, trial denklem yontemi ile elde edilen ¢o6ziim yapisini da
kapsamaktadir.

Sekil 3.1 (3.14) ¢ozumlerinin c=a ==£1, a, =—2 degerleri igin grafikleri

Sekil 3.1, Sharma-Tasso-Olver denkleminin hareketli dalga ¢6ziimiiniin ¢
hizi, « parametresi ve a, keyfi sabitine gore degisen dalga tipini gostermektedir.

Parametrelerin degisen degerlerine gore ¢coziim, kink soliton dalga yapisindadir.
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Durum 1.2:

8, =8y, & =0, a,=-by, b =D, c=";i‘0, (3.15)

0

(3.15) katsayilar1 (3.9) denkleminde yerine konulur ve ifade integral formda

yeniden yazilir. Bu ifade integre edildiginde

u(¢)= \/%tanh[\/%(g_go)J (3.16)

u(é)= Z‘—;coth {\/%((;_50)] (3.17)

elde edilir. (3.16) ve (3.17) denklemlerinde dalga doniisiimii ve &H_C oldugu

b, «
dikkate alinir ve &, =0 segilirse Sharma-Tasso-Olver denkleminin kink soliton

u(x,t):\/gtanhug(x_ct)], (3.18)
u(x,t):\/gcoth(\/g(x_ct)J (3.19)

¢Oziimleri

olarak elde edilir.

Modifiye edilmis trial denklem yontemiyle elde edilen (3.18) ve (3.19)
¢oztimleri trial denklem yontemiyle elde edilen (2.104) ve (2.105) ¢oziimleriyle
ayn1 yapidadir.

Durum 2: n=3 ve m=1 olarak segilsin.
Bu durumda trial denklem

_G(u) _a,+au+au’+au’ (3.20)
H(u) b, +byu
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bi¢imini alir. (3.20) ifadesi (2.94) denkleminde yerine konuldugunda u ’nun bir
polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilari sifira esitlendiginde

—aa,ab, +aall, =0

—aalh, —2aa,a,b, —3aa bl +cb +aasah =0

—3aa,ab, —3aa,a;0, —3aab? —6aayhyb +3chib, =0

—2aalh, —daaanh, —3aabl —abl —aa,ab, —aajab, —6aabyb, —3aa.bl +3chh’ =0
—Saa,ah, —3aahd —aalb, — 2aa,al, —6aabyb, —3abZb, —3aab? +cb? =0

—3aalb, - 3aa,ah —6aabb, —3aa,b —3abb’ =0

—2aaZb, —3aab’ —ab’ =0

(3.21)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Mathematica

programi yardimiyla ¢oziildiigiinde asagidaki katsayilar belirlenir:
Durum 2.1:

b
aoz%’ a=2a, a=-h, ag=-b, b=0,b =b, C:%' (3.22)

(3.22) katsayilari

£(e-g) =2 gy (323)

a, +au+au’+au’

denkleminde yerine konulur ve denklem integre edilirse

ey —2bu+bA (3.24)
i(é 50) 2(u_/,11)2 y
eyt u-2| (By+b) (4= 2)
t(&-&)= TR [(b0+bl/12)ln vy ) . (3.25)

e(eg)= B OAINb=A] (B+bd)inju—A| (5 +b)inu—A
T AR AR (A (WA (A )
(3.26)
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ifadeleri elde edilir. Burada, 4,4, ve 4;,

TR RTC I NP (3.27)
8 a4 &

polinomial denkleminin koklerini gostermektedir.

Durum 2.2: Katsayilar

by (a, +D a(a, +b,)?
:—O(Zbl 0), az=a2733=_b17b0=b0’b1=b1! C:—( 2b12 0) .
(3.28)
olarak bulunur. (3.28) katsayilar1 (3.23) denkleminde yerine konulur ve denklem

integre edilirse

8, =0, &

1 | 2(ab, —2a0) 2au+a, u(au +a,) +ay|
+(E-&))=—| 22 L arctan| ———=% |+ D, In
( 0) 2a1|: [4a1a3_a§ [[43133a22:l 0 u?

(3.29)
bicimindeki kapali ¢6ziim elde edilir.

Durum 2.3:

a,=0, a, =a, a,=0, a,=-b, by=0, b =D, cz%, (3.30)

(3.30) katsayilar1 (3.23) denkleminde yerine konulur ve denklem integre edilirse

c c (3.31)

u(g)=- i—tan{ i_(fifo):|
(24

a

u(§)=\/i7£cot{\/iz(§i§0)} (3.32)
a a

ifadelerine ulasilir. (2.93) doniisiimii dikkate alinir ve &, =0 olarak segilirse

denklemin periyodik ¢oziimleri
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U1,2(X,t)=—JEtan|: i&(xict)j|’ (3.33)

a a

U3,4(X,t) = \/Ecot |:\/E(X + Ct)} (3.34)
a a

olarak belirlenir.

Bu ¢oziimler (Erbas and Yusufoglu, 2009) ¢alismasinda bulunan ¢éziimlerle
ayn1 denklik siifindadir.

Sekil 3.3 ve Sekil 3.4, Sharma-Tasso-Olver denkleminin periyodik
c¢ozlimlerinin € hizt ve « parametresine gore degisen dalga yapisi

gostermektedir.

Sekil 3.3 u,(x,t) ve u,(x,t) ¢ozimlerinin c =1, o =—1 degerleri i¢in grafikleri
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Sharma-Tasso-Olver denklemi 6zelinde gortldigi gibi, modifiye edilmis
trial denklem yontemi kullanildiginda, trial denklem yontemine gore daha fazla

sayida ¢6ziime ulagilmistir.

3.1.2 Modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemine
uygulamasi

Benjamin-Bona-Mahony denklemi, lineer olmayan dispersif sistemdeki
uzun dalgalart modeller. Bu denklem, soguk plazmadaki hidromanyetik
dalgalarin, sivilardaki uzun dalga boyunun yiizey dalgalarinin, sikistirilabilir
stvilardaki kiitlecekim dalgalarinin ve anharmonik kristallerin akustik dalgalarinin

analizinde kullanilmaktadir.

Modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemi (Benjamin, 1972;
Yusufoglu, 2008) ele alinsin:

u, +u, +u’u, +u =0. (3.35)

u(x,t)=u(g), &=x-ct (3.36)
dalga dontistimii kullanildiginda (3.35) denklemi

—cu’+Uu'+u’u’'—cu" =0 (3.37)

bi¢iminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bu denklem integre

edildiginde
3
(1—c)u—cu”+u—+cO =0 (3.38)
3
denklemi elde edilir. Trial denklem
W= F(u) = G(u) au"+..+au+a, (3.39)

H(u) bu™+..+bu+b,

bi¢iminde segilebilir. (3.39) ve diger tiirev terimleri (3.38) adi diferansiyel
denkleminde yerine konulur ve denge prensibi uygulanirsa n—m=2 olarak
bulunur.
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Durum 1: n=2 ve m=0 olarak segilsin.
Bu durumda trial denklem

_G(u) _a+au+au’ (3.40)
H(u) b,

bi¢imini alir. (3.40) ifadesi (3.38) denkleminde yerine konuldugunda u ’nun bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar sifira esitlendiginde

3¢, —3ca,a, =0

3b? —3c,b; —6ca,a, —3ca’ =0
9caa, =0

bZ —6caZ =0

(3.41)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimiinden
katsayilar

3 b b2
8 =T\ (C-Dby 8 =0. &=t c=x 5, =0
2c 2~ Jee 6a2’ °

bi¢iminde elde edilir. (3.42) katsayilar1 (3.40) denkleminde yerine konulur ve
ifade integre edilirse

(3.42)

u(@) = tann[ a3, (£ -4) (3.43)

2

() = L% cot[ faga, (6-&,)] (344

2

elde edilir. (3.42) katsayilar1 dikkate alindiginda modifiye edilmis Benjamin-
Bona-Mahony denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri ¢ >1 olmak iizere

u(xt)==43(c— 1)tanh{ / ch(x ct) go] (3.45)

u(xt)==3(c-1) coth{,/cz—_cl(x—ct)_go} (3.46)
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olarak elde edilir.  Sekil 3.5 modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony
denkleminin kink soliton yapisindaki ¢6ziimlerini gostermektedir.

Sekil 3.4 (3.45) ve (3.46) ¢oziimlerinin ¢ =2, &, =0 degerleri igin grafikleri
Durum 2: n=3 ve m=1 olarak segilsin.
Bu durumda trial denklem

_ G(u) _ay+au+au’+au’ (3.47)
H(u) b, +bu

bi¢imini alir. (3.47) ifadesi (2.94) denkleminde yerine konuldugunda U ’nun bir

polinomu elde edilir. Bu polinomun tiim katsayilar1 sifira esitlendiginde

3caya,b, —3calb, =0

3ca’b, + 6ca,a,b, — 303 +3ch? —3ca,ab =0

9ca,a,b, +9ca,azb, —9blb, +9chib, =0

6ca;h, +12caazh, —b; +3caa,b; +3ca,azh, —9bb? +9cbb’ =0 (3.48)
15ca,a b, +3ca’b, +6ca,a.h, —3bZb, —3b° +3cb? =0

9ca’b, +9ca,agb, —3b,b? =0

6cagh, —b;’ =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Mathematica

programi yardimiyla ¢oziildiigiinde katsayilar

a, =0, a1=\/§(c—1)bl, a, =0, agz_%, b,=0,b =h, (3.49)



48

bi¢iminde belirlenir. (3.49) katsayilari

He-g)-[—— 2t _g, (3.50)

a, +au-+au’+au’
denkleminde yerine konulur ve denklem tam diskriminasyon sistemine gore

integre edilirse modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony denkleminin hareketli

dalga ¢oziimleri ¢ <1 olmak iizere

U, , (X, t) =+y3(1-c) tan{ /]-;_CC(X_Ct)_é:o} (3.51)

USA(X’t):imCOtﬂ/lz__cc(x_Ct)_go} (3.52)

biciminde periyodik ¢dziim yapisinda elde edilir.

Sekil 3.7 modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony denkleminin periyodik

dalga yapisindaki ¢éziimlerini gostermektedir.

Sekil 3.5 u, ve u,¢oziimlerinin c=1/2, & =0 degerleri igin grafikleri

3.1.3 iki boyutlu Bratu denklemine uygulamasi

Iki boyutlu Bratu denklemi, kat1 materyallerdeki termal reaksiyon siirecini
modeller. Bratu problemi termal reaksiyon siirecinin yani sira kimyasal reaktor
teorisi, 1sinimsal 1s1 transferi, nanoteknoloji, termal yanmanin yakit atesleme

modeli ve evrenin genislemesi modeli gibi ¢ok sayida uygulama alanina sahiptir.

Iki boyutlu Bratu denklemi (Boyd, 1986; Misirli and Giirefe, 2011)
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u,, +U, +Aexp(su)=0 (3.53)
ele alinsin.
u(x,t)=u(m), n=kx+wt (3.54)
dalga dontisiimii ve
u=(/s)Inv (3.55)

doniistimii altinda (3.53) denklemi
(K2 +W)HW" — (K> +W*)(V)> + Asv® =0 (3.56)

adi diferansiyel denklemine indirgenir. iki boyutlu Bratu denklemini ¢dzebilmek

i¢in trial denklem

G(u) au"+..+au+a,
Hu) bu™+..+bu+b,

() =Fu)= (3.57)

bi¢iminde segilir ve bu ifade (3.56) adi diferansiyel denklemde yerine konulursa
denge prosediiriinden n—m=23 olarak belirlenir.

Durum 1: n=3, m=0 olarak segilirse, bu durumda

2 3
@y t+au+au’+au

)" = b, : (3.58)

= Bt 2a, +3a,u’
20,

(3.59)

ifadeleri elde edilir. (3.58) ve (3.59) ifadeleri (3.56) adi diferansiyel denklemde

yerine konuldugunda elde edilen polinomun katsayilar1 sifira esitlenirse

k?a, +w’a, =0
k®a, +w’a, =0 (3.60)
k?a, +wa, + Ash, =0
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cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden katsayilar,

ao:0’ aizo’ Q, =3a,, 83 =4,

b, —b,, W=+ 22sby, K2

8

(3.61)

olarak belirlenir.

(3.61) katsayilar1 (3.58) denkleminde yerine konulur ve denklem integre edilirse,
iki boyutlu Bratu denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri

U, (X,t) :%In

1 2/sh, (3.62)
agcosh{z(k /as —k*t- goﬂ

bi¢iminde elde edilir.

Bu ¢6ziim, kve A parametreleri ile a, ve b, keyfi sabitlerinin degisen

degerlerine gore soliton yapidadir ve Sekil 3.6 ¢6ziim yapisint géstermektedir.

Sekil 3.6 (3.62) ¢oziimiiniin by =a, =1, s=2,k=A41=1 & =0 degerleri i¢in grafigi
Durum 2: n=4, m=1 olarak segilirse, bu durumda trial denklem

Y2 _a0+a1u+au +a,u’ +a,u’ (3.63)
b, +byu

bi¢imini alacaktir. (3.63) ve diger tiirev ifadeleri (3.56) denkleminde yerine
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yazildiginda

k*agb, + W’a b, =0

k?a,b, + W’ab, +3k*a,b, + 3w’a b, =0

k*ab, +wab, =0

k?a,b, + wPab, +24sh? —k?ab, —w’a,b, =0
k?a,b, + W’a,b, +24sb)b, =0

k?a,b, +w’a,b, +24sb? =0

(3.64)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

katsayilar

aOZO’aizo’ a‘2:0’ a; =ag,
a,=a, by=0, b=b, w=¢ —kz——Z’;Sbl (3.65)
4

olarak belirlenebilir. (3.64) cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle hesaplanan
diger katsayilar i¢in iki boyutlu Bratu denkleminin kapali ¢oziimleri elde
edilmistir. (3.63) trial denkleminde pay ve payda dereceleri arasinda ii¢ fark
oldugundan katsayilar i¢in optimizasyon gerekebilir. A¢ik ¢6ziim elde edebilmek
icin katsayilar (3.65) bi¢ciminde alindiginda trial denklem iicilincii dereceden
polinoma indirgenmektedir. (3.65) katsayilar1 (3.63) denkleminde yerine yazilir ve
denklem integre edilirse, iki boyutlu Bratu denkleminin hareketli dalga ¢oztimleri

u(x,t)=%ln{%sec2(%\/%(kxi /kzziSbltéojﬂ (3.66)

bigiminde kompakton ¢6ziim yapisinda elde edilir.

3.14 Genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemine
uygulamasi

a, b, k sabitler ve I, m, n tamsayilar olmak iizere genellestirilmis yapidaki

Benjamin-Bona-Mahony denklemi

(u'), +a(u'), +k(um), —bu"),, =0 (3.67)
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bi¢iminde verilmektedir (Triki and Ismail, 2010; Li and Zhao, 2012).
Benjamin-Bona-Mahony denklemi, viskoz olmayan sivilarda uzun dispersif
dalgalarin yayilimini tanimlamak i¢in KdV denklemine alternatif olarak formiile
edilmistir (Benjamin et al., 1972).
B ve w sabitler olmak iizere
u(x,t)y=u($), <&=B(x—at) (3.68)
dalga dontisiimii kullanildiginda BBM (m,n) denklemi
(a—w)u' +ku™ +bwB?(U")" =0 (3.69)
bi¢imini alir.
Duruml1. I =n, m=n iken,
Denklemde lineer olmayan u™ terimiyle (u")” teriminin dengelenmesi ile
mP =nP+2 (3.70)

elde edilir. Boylece,

p__ 2 (3.71)

olarak belirlenir. Analitik ¢6ztim elde edebilmek i¢in

u=ymmn (3.72)
dontigiimii kullanildiginda, (3.69) denklemi
(a—w)(m—n)>v* +k(m—-n)*v* + wbB*[n(2n—m)(V')* +n(m-n)w" =0 (3.73)

biciminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. BBM (m,n) denklemini
cozmek icin modifiye edilmis trial denklem yontemi uygulanacaktir. Trial
denklem,
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G(v) aV +..+aVv+a,
H(v) by +..+bv+b,

(V) =F(v) = (3.74)

biciminde secilir ve adi diferansiyel denklemde yerine konulursa, denge
prensibinden r —s =3 olarak belirlenir.

r =3, s =0 olarak alindiginda trial denklem

, +av+avi+av’
(v)P =25 - % (3.75)
0

bi¢imini alir ve

., & +23,V+3a,V°
V= %, (3.76)

olarak belirlenir. (3.75) ve (3.76) ifadeleri (3.73) adi diferansiyel denkleminde

yerine konuldugunda elde edilen polinomun katsayilari sifira esitlenir ise

—bB’mnwa, +2bB*n’wa, =0
~bB’mnwa, +3bB*n*wa, =0
bB*n*wa, + m*ab, — 2mnab, +n’ab, — m’ah, + 2mnwh, —n’wb, =0 (3.77)

bB’mnwa, +bB*n’wa, + 2km*b, — 4kmnb, + 2kn’b, =0

seklinde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin

¢ozlimiinden katsayilar

_(m-n)*(a- o),

=0, =0, a, =
% % ? bB’n’w
2k(m _ n)ZbO (378)
s == ———— by =D
bB°n(m+n)w
olarak belirlenir. Bu katsayilar
b,dv
HE-5)= °
’ J.\/aO +ayv+ay’ +aV’ (3.79)
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denkleminde yerine konulur ve ifade tam diskriminasyon sistemi dikkate alinarak

integre edilir ise, Az\/g olmak tizere
8

a‘2 2 1 a-2 a.z
= ——= h - _£< _ , 2 0,
v($) . sec (ZA\/;@ §0J . > (3.80)
a'2 2 1 a-2 a.2
= = h < _ , -2 O,
v($) . cosec [ZA\/;@ goJ - S (3:81)
a 1 a a
V(&) =22 sec? (— L (g-¢ )], ) |
a, 2A\ a, 0 a, (3.82)
_ % et L LB s 3 _,
V(&) y cosec (ZA " (& 50)} . < (3.83)
2
ifadeleri elde edilir. (3.72) donilisiimii dikkate alindiginda, o = —M
bB“n(m+n)a,

olmak {izere genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denkleminin hareketli dalga

cOziimleri

u, (x,t) = [—(w — ?k(:] 1) soch? [% \/ (m _b;);n(% ) B(x—at)-¢&, Hmn . (3.84)

J@-o)men) L1 [m-n(e-a),, |
uZ(X,t)—[ o cosech {2\/ LR B(x—at) .foﬂ , (3.85)
= w 2 1 _(m—n)z(a)_a) _ B m-n
u3(X,t)—{ o Se¢ {2\/ g B(x—al) cfoﬂ ., (3.86)

u,(x,t) = [% cosec’ [%\/ (m _b;);n(?w_ @) B(X—wt) — éoﬂ . (3.87)

bi¢iminde elde edilir.
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(3.84) ve (3.85) ¢oziimleri soliter dalga yapisinda ¢oziimlerdir. (3.86) ve
(3.87) ¢oztimleri ise kompakton yapida hareketli dalga ¢oziimleridir. Elde edilen
¢Ozlimlerin  genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemini sagladigi
Mathematica yardimiyla dogrulanmustir.

Durum 2. m=n, | #n iken,

Denklemde lineer olmayan u' terimiyle (u™)” teriminin dengelenmesi ile

IP=nP+2 (3.88)
elde edilir. Boylece,
p__2 (3.89)
I—n
olarak belirlenir.
1
U=yl (3.90)

dontisimii kullanildiginda, genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemi,

(a—o)(1 —n)*V* + k(1 —n)*v? + wbB’[n(2n—1)(V')* +n(l —Mw"T=0  (3.91)

biciminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. (3.74) denklemi (3.91) adi
diferansiyel denkleminde yerine konulursa, denge prensibinden r—s=3 olarak
belirlenir.

Durum 1 ile benzer sekilde trial denklem ve diger tiirev terimleri (3.91) adi
diferansiyel denkleminde yerinde konulur ve elde edilen polinomun katsayilari

sifira esitlenir ise,

bB’Inwa, — 2bB*n*wa, =0

bB’Inwa, —30B*n’wa, =0

2bB?n’wa, + 2k1°b, — 4knlb, + 2knh, =0 (3.92)
bB’Inwa, +bB*n*wa, + 2al’h, — 4anlb, + 2an’b, — 21*wh,

+4nlwb, —2n°wb, =0
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bigiminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
coziildiigiinde katsayilar

k(l —n)?b
o)y | (399
%= bB2n(l+n) = °

olarak belirlenir.

Bu katsayilar (3.79) denkleminde yerine konulur ve ifade tam
diskriminasyon sistemi dikkate alinarak integre edilir.

2(1-n)*(@a— )b,
bB*n(l +n)a,
genellestirilmis yapidaki Benjamin-Bona-Mahony denkleminin hareketli dalga

olmak tizere

(3.72) doniistimii goz Oniine alinir ise, @ =—

¢Oztimleri bi <0 olmasi durumunda
@

ke s kA=, [
u5(x,t)—[2n(a)_a)sech Lz B0 B(x — wt) SCOJ] , (3.94)

B DL et oy B () e
ua(x,t)_lzn(a_w)cosech [2 B0 B(x — wt) goﬂ (3.95)

seklinde hiperbolik yapida ve bL >0 olmas1 durumunda ise
@

1

L kaeny o1 ka=n L T
u7(x,t)_{—2n(w_a)sec LZ Y B(X—wt) goﬂ : (3.96)

| k(1+n) (1 ka=ny, |
us(x,t)[—zn(w_a)cosec [2 Py B(x—t) 50}] (3.97)

bi¢iminde periyodik yapida elde edilir.
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Sekil 3.7 (3.94) ¢oziimiinin n=1, | =2, b=-1, & =0veswrasiile k=%4, a=7F1, =41

degerleri icin grafikleri

Sekil 3.8 (3.94) ¢oziimiinin n=1, | =2,b=-1, § =0veswrasiile k=14, a=12, o=%1

degerleri i¢in grafikleri

Sekil 3.9 (3.96) ¢ozimiinin n=1, |=2,a=-2, k=4, &, =0vesirasiile b=11, o=+1

degerleri igin grafikleri
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Sekil 3.10 (3.96) ¢oziimiinin n=1, | =2,a=2, k=4, & =0vesirasiile b=11, o=+1

degerleri igin grafikleri

(3.94) ve (3.95) ¢oziimleri soliter dalga ¢oztimleridir. (3.96) ve (3.97)
¢oztimleri ise kompakton yapida hareketli dalga ¢oziimleridir. Bu ¢6ziimlerin
genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemini sagladiklar1 Mathematica

yardimiyla dogrulanmis ve ¢6ziim yapilari grafikler ile gosterilmistir.



59

4. GENISLETILMIS TRIAL DENKLEM YONTEMI
Genigsletilmis trial denklem yontemi (extended trial equation method), kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini daha etkin bir sekilde elde etmek igin
Onerilmistir (Pandir et al., 2012). Bu kisimda genisletilmis trial denklem yontemi
aciklanmis ve yontem iki boyutlu Bratu ve Benjamin-Bona-Mahony
denklemlerine uygulanmistir. 3. boliimde modifiye edilmis trial denklem yontemi
ile hareketli dalga coziimleri elde edilen bu denklemlere genisletilmis trial
denklem yontemi uygulanmis ve bu sayede yontemler karsilastirilmistir.
Adim 1. Lineer olmayan kismi
P(u,u,,u,,u,,u,,..)=0 4.1)
diferansiyel denklemi ele alinsin. k ve w keyfi sabitler olmak iizere,
u(x,t)=u(n), n=kx+wt (4.2)
dalga dontisiimii kullanildiginda (4.1) kismi diferansiyel denklemi
N(u,u’,u”,..)=0 (4.3)

adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Adim 2. Asagidaki seri ve trial denklem ele alinsin:

u=¥er, (4.4)

D) _ &7+ +&T+ & (4.5)

™ =A(r):‘ll(l“) LT+ ..+ T+,

(4.4) ve (4.5) denklemleri ile ®(I") ve W(I') polinomlar olmak tizere

r 2 CD( ) i-1 (46)
~Ww(r )(Z' : j
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y OMYO)-OMY'MD) (>, i |, PO [ i 4.7
u" = 267(0) (;nir j+‘P(F)[§I(I \TAN j

ifadeleri yazilabilir. (4.6) ve (4.7) denklemlerinin (4.3) denkleminde yerine
konulmasi I" 'nin bir polinomunu verir:
QM) =9I+ ..+38Ir+94,=0. (4.8)

Denge prensibine gore 6, ve ¢ arasinda bir bagintt bulunabilir ve bazi

degerleri hesaplanabilir.

Adim 3. Q(I') polinomunun tiim katsayilarinin sifira esitlenmesi ile asagidaki

gibi bir cebirsel denklem sistemi elde edilir:
4 =0 1=0,..,5s. (4.9)

(4.9) cebirsel denklem sistemi ¢oziildiginde, &,,....,&,, G0l VE
Ty, Tsdegerleri belirlenebilir.

Adim 4. (4.5) denklemi asagidaki integral formda yeniden yazilir:

dr :I Y0 4 (4.10)
A() o)

i(n—no)=jJ

(4.10) integrali ®(I") polinomunun kokleri igin siniflandirilarak hesaplandiginda

(4.1) denkleminin tam ¢oziimleri belirlenmis olur.
4.1 Genisletilmis Trial Denklem Yonteminin Uygulamalar:

Genisletilmis trial denklem yontemi iki boyutlu Bratu ve genellestirilmis
Benjamin-Bona-Mahony denklemlerinin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek
icin uygulanmis ve elde edilen ¢6ziim yapilart siniflandirilmistir. Genisletilmis
trial denklem yontemi uygulandiginda, modifiye edilmis trial denklem yontemi ile
ayn1 denklik smifinda ¢ozlimler elde edilebildigi gibi, daha fazla ¢oziime de

ulasilabildigi goriilmiistiir.
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4.1.1 Iki boyutlu Bratu denklemine uygulamasi

Bu kisimda, Bolim 3.1.3'te modifiye edilmis trial denklem yontemi ile
¢oziilen iki boyutlu Bratu denklemine, genisletilmis trial denklem yontemi
uygulanmis ve bu denklemin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmistir.

Iki boyutlu Bratu denklemi ele alisin (Odabas1 and Misirli, 2014):
u,, +U, +Aexp(su) =0. (4.11)
(3.54) dalga dontisiimii ve (3.55) dontisiimleri altinda iki boyutlu Bratu denklemi
(k2 +W)HW" — (K> +W*)(V)> + Asv® =0 (4.12)

bigiminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenmisti. (4.6) ve (4.7) denklemleri
(4.14) adi diferansiyel denklemde yerine konulursa denge prensibinden

O=c+5+2 (4.13)

olarak belirlenir.

Durum 1: €=0,6 =1ve 0=3 olarak secilirse, bu durumda &, =0, {, #0

olmak tizere,

(V')Z _ (7)) (&IT+ &I +E0+ &)

3 (4.14)

ifadesi elde edilir. (4.14) ve diger tirev terimleri (4.12) adi diferansiyel
denkleminde yerine konuldugunda elde edilen polinomun katsayilar1 sifira

esitlenirse,

—2as¢,rs —K2Er,r, —WE T, T, + 2K*Er) + 2w E T =0
—2K*Eyr,T, — 2WPET,T, —6ass rir, + KA E T +WEL =0
—3k?&,7,1, — 3WE,T,r, —6aSL, 7,7 =0

—k?&Er2 —wWE ! —2ass,r =0

(4.15)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. (4.57) sistemi ¢oziildiigiinde katsayilar
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—Er it Er 3&.T, T
é:o — 583 02 fl 01 (:Zl 51’ 52 53 0 4247 ‘/:El 1 53 531
7, 2r, 2z,

28,7,
&

(4.16)

Co=Co To=Tq T, =Ty, W:i\/i ~k?

olarak belirlenir.

Bu katsayilar (4.14) denkleminde yerine konulur ve ifade integral formda

yazilirsa, A=,/({,/&,;) olmak iizere,

dr

1"3_,_(3704_ Gn ]1—‘2 S I+ ~&ito +ETn (4.17)
2t 2857, &5 2‘5371

n-m,) = Al

ifadesi elde edilir. (4.17) denklemi integre edildiginde, A=./({,/<&;) olmak
uzere
2A

(17 —110) =~ T (4.18)

Fa2

+(n—1m,) = ‘J———Mdm 0>, (4.19)

\/F o, — \/051 a,

\/F 052+\/ocl a,

iw—%ﬁiwﬁﬁiﬂam o >a, >a, (4.21)
a, -0y

ifadelerine ulasilir. Burada,

o> a, (4.20)

(7 -110) = JQA

¢ dy
Fo)=[—
(@)= ey (4.22)

ifadesi, modiil olarak bilinen | parametresiyle birlikte birinci tiir Legendre eliptik

integralini gostermektedir. Ayrica,
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. o, — o, —
@ = arcsin /—lf_az, Izz—al_aS. (4.23)
1 1 2

Bununla birlikte, o, c, ve a;,

F3+él“2+él“+i=0 (4.24)

s % 5
polinomial denkleminin kokleridir.

(4.18)-(4.21) ¢oziimleri (4.4) ve (3.55) denklemlerinde yerine konuldugunda, iKi
boyutlu Bratu denkleminin ¢6ziimleri asagidaki sekilde elde edilir:

1

S

42—1(4,0 /53) . (425)

2
(kxi /legofl—kzt—%J
3 |
(4.25) ¢oziimiinde 6zel olarak 7,0 =—7,, alinir ise W= /%—kz olmak
3

uzere

u(x,t)=In| 7, + e +

_ l 47, (5,1 &)
u(x,t) = 5 In [—(kX+Wt—T70)2]’ (4.26)

rasyonel ¢6ziimii elde edilir. Tam diskriminasyon sistemine gore iki boyutlu Bratu

denkleminin diger hareketli dalga ¢oziimleri

1

u(x,t)=In ro+Tlal+rl(a2—al)sech2[i—"“2_“l(kxi /M—k%—non |
2\(&o /&) S

(4.27)

1

u(x,t)=In To+rlal+rl(al—a2)cosech2£—w(kxi /—M—kzt—%n |
2\(Go1&5) S

(4.28)
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1

u(x,t)=1In TO+2'10(1+T1(C(1—0{2)COSGCZ[——V(ZZ_al (kxir /——2/154071—k2t—770B S,
2\(Sy 1 &3) S

(4.29)
u(x,t)=In| 7, + ey + 7, (e —az)secz (——“ R {kxi _—2184’01'1 — k2t —UOD S ,
2\(Sy 1 &) V&
(4.30)

u(x,t)=In| 7, + 0o +7,(ct, — ;)| sn* il V&% — % (kx — —k 653_2]“54071t_%)’a1—a3
2 15) N3 wa

(4.31)
bigiminde elde edilmistir.

Genisletilmis trial denklem yoOntemi ile bulunan (4.27) ¢6ziimii, Bolim
3.1.3'te modifiye edilmis trial denklem yontemi ile elde edilen (3.62) ¢oziimil ile
ayni denklik smifinda yer almaktadir. (4.27) ¢6ziimiinde 6zel olarak

%o by

Ty =-1,, =—=a,—a;, =— oOlarak almir ise modifiye edilmis trial denklem

S

yontemi ile elde edilen (3.62) ¢oziimiine ulasilir.

Bu ¢oziimlerin iki boyutlu Bratu denklemini sagladiklar1 Mathematica
yardimiyla dogrulanmigtir. Literatiirde ayni ¢oziimlere rastlanmamis olup, bu

cozlimler iki boyutlu Bratu denkleminin yeni hareketli dalga ¢oziimleridir.

Durum 2: e€=0,0=2ve §=4 olarak secilirse, bu durumda, &, #0, ¢, #0

olmak uzere trial denklem

_ (7, + 272)2 (§4F4 + é:srs + §2F2 +&l'+ 4
o

(v')* (4.32)

bi¢imini alir. (4.31) ve diger tiirev ifadeleri (4.14) denkleminde yerine konularak

bir polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilari sifira esitlendiginde

» =
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2as¢,rs + K2 E Tyt + W E T, T, — 2K Er) — 2WPEr) + AKPE T T, + AW E T, T, = 0
—2K*E, 7,1, — 2WPE, T, T, — 6ass rir, + KA E L + WP ET] — 6K E T T, + 4K E T T,
+aWE T, =0
—3k?&,r,7, — 3WE Ty, — 6aSE, 7,7, +8K2E 7,7, —8W E,T,T, —6as, Tl T,
+K2E T T, +WETT, + 4K E T + AW E S =0
—AK*E, 7 T, — AW E,ryr, —KPE T, —WE] - 2as 7l 10K Er, T, —10WE T T,
—2k*&,11, — 2WPE 11, —12asE ryr T, + 2K2E TS + 2WET =0
2K2E, 17+ 2WPE, 1] +12K*E, T T, +12WPE, 7,7, + 5K Er T, + WA E T T, +6asl, 7T,
+6as¢,7,r. =0
8K2E, 1,7, +8W E,T,T, + 2K*Erl + 2WPE ] +6ascyr,rs =0

AKPE, 72 +AWPE, T +2assrs =0 433)

seklinde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

Mathematica yardimiyla ¢oziildiigiinde katsayilar

2
£ = &7y _ 285,137
0 le + 21,7, ! le + 21,7,
2
g = 25,17, &,
37 2 ' 4= "2 9
7,°+ 27,7, 7" + 27,7, (4.34)

Co=G80 To=Tq T,=Ty,

_ i\/— A58y (5,” +27y7,) _K?
28,7,

olarak belirlenir. Bu sonuglar (4.10) denkleminde yerine konuldugunda,
B= \/g o (7] +21,7,) 1 &7 olmak iizere

dr
+(n—15) = B| 2 2
r +@F3 4{2—14_22072} E T2 +(2‘§270271 ]F + é:zrg (4.35)
0?2 SoT2 ol2 SoTs
elde edilir. o, ,,; Ve 2,
resrs e ar, g (4.36)

3 54 § 4 54
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polinomial denkleminin kokleri olmak tizere, (4.35) denklemi integre edilir ve bu
sonuglar (4.4) ve (3.55) denklemlerinde yerine konulur ise,

W= 488, (5 + 22,7,) 1 28,7, - K,

B= \/é,o (7f +22,7,) 1 &7 (4.37)

C = kx—/(2K?E,T, + AL, (7,2 +2107,) | 25,1,

olmak iizere iki boyutlu Bratu denkleminin ¢oziimleri asagidaki sekilde elde
edilir:

2
u(x,t)=In| 7, + ¢ +L+r2 o iL , (4.38)
kX +wt — 77, kX +wt — 77,

4B? (a, —ay)r

4B* —[(051 —a,) (kx+wt -7, )]2

u(x,t)=1In !To + 70, +

1 (4.39)
4B% (o, - )
+7, o+ > ’
( 482_[(a1—a2)(kx+wt—770)} J
u(x,t)=In| 7, + oy, + (o, —a,)7,
exp[(aléaz)(kx+wt—no)}_1
1 (4.40)

(o —a)

+7,| o, +
exp{(aléaz)(kwrwt—no)}—l

2(oy —a, ) —ag)T,

u(x,t)=In{ 7, + r,er, — A
20, — ety — oy + (ay — ;) cosh | (Jle, — ;) ;) 1 B)(C)

» |-

2(cq — ) — a,)

+7,| oy —
20, — at, — oty + (0 — a,) COSh [(\/(0{1 —a, ) —ay) ! B)(C)}

(4.41)
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4.1.2 Genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemine
uygulamasi

Bolim 3.1.4'te modifiye edilmis trial denklem yontemi uygulanan
genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemine simdi de genisletilmis trial

denklem yontemi uygulanacaktir.

a, b, k sabitler ve I, m, n tamsayilar olmak tizere genellestirilmis

Benjamin-Bona-Mahony denklemi (Benjamin et al., 1972; Triki and Ismail, 2010;
Li and Zhao, 2012)

(u), +a(u'), +k(u™), ~b(u"),, =0 (4.42)

bigiminde verilmisti. u(x,t) =u(¢), &£=B(x—at) dalga doniisiimi kullanilarak
BBM (m,n) denklemi

(a—w)u' +ku™ +bwB?(U")" =0 (4.43)

bi¢imini alir. Boliim 3.4 ile benzer sekilde denklemde | =n, m=n iken, lineer
1
olmayan u™ terimiyle (u")" teriminin dengelenmesi ve u=v™" doniisiimiiniin

kullanilmasi sonucunda (4.43) denklemi
(a—w)(m—n)>v +k(m-n)>v’ + wbB*[n(2n—m)(V')* +n(m—n)w" =0 (4.44)

bigiminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir.

(4.6) ve (4.7) tiirev ifadeleri (4.44) adi diferansiyel denkleminde yerine yazilir ve

denge prosediirii uygulanirsa
O=e+0+2 (4.45)

bagintisi elde edilir.

Durum 1: €=0,0=1ve =3 segilirse, bu durumda &, =0 ve £, #0 olmak

uzere trial denklem
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(V!)Z _ () (&IT+ &I +E0+ &)

2 (4.46)

bi¢imini alir. (4.65) ve diger tiirev ifadeleri (4.44) adi diferansiyel denkleminde

yerine yazilirsa

—2m*ac,z +4mnad,z; —2n*ad,rf + 2m*was,r;

—AMnW¢, 78 +2n°WErs — 2kmP S,z + 4kmng 7 — 2kn? Sz
—bB*mnwé 7,7, +bB*n*Wé 7,7, + 20B°mnwé,r} — 4bB*n*wé r} =0
—4m*ac,r,r, +8mnad,r,r, — 4n’al,r,r, + 4m*was,r,r, —8mnwe,z,z,
+4n*W¢ 7,7, — 2bB’MNnWé, 7,7, + 2bB*n*WE, 7,7, — kML riT, +

12kmn¢,zz, —6kn?S rir, +bB*mnwé 7 — 3bB*n*wé r” =0

—3bB*mnwé,z, 7, + 3bB’n°Wé 7,7, —2m?ad,z’ +4mnad,z;

(4.47)

—2n%a,r’ +2m*we, 7 — Amnwe,z + 2n°wWe,r” — 2bBn*wé, 7]
—6km*L, 7,77 +12kmnd 7,77 — 6kn’d,r,rl =0
—bB*mnwé,z” —bB’n*wé,r” — 2km?S 7t + 4kmng 7 — 2kn®¢ 7 = 0.

seklinde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden
katsayilar,

_ 7,2 (bBZn&a(m +n) + 2knz, ) + 2k (M —n)> &, z,)

=

2bB%kn’z,?
£ (bB%n&,a(m +n) +3knz,) + 2k(m—n)*&,7,)
! bBkn?z,?
£ = 2kz,&, (M —n)? +bB’n&,(a(m+n) + 6knz,) (4.48)
? 2bB%kn’z,

$3=8&5 Co=Co To=Ty T,=T1y,
__2k(m-n)’Syr,
~ bB’n&,(m+n)

olarak belirlenir. (4.48) katsayilar1 (4.46) denkleminde yerine yazilir ve denklem

o

integral formda yeniden diizenlenirse A= _[=> olmak iizere
3
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1“3+él“2+£1“+é (4.49)

+(7-1,) = Af ar
J 5 e g

ifadesi elde edilir. (4.49) denklemi integre edildiginde,

+(17—10) = - ) (4.50)

———qarctan |[——=, a, >, (4.51)

+(-15) = J___‘ p—

A I'-«a o —a
+(7—1,) = inf Y= e - 2|, a, > a,, (4.52)
\/al \/1" a2+\/a1 az‘
2A
Hr=m)=—=—=FloD,  a>a>a (4.53)
2= %

ifadelerine ulasilir. Burada,

dy .o, —a o -«
F(pl)= [ ———=— ¢=arcsin =2, p=2=
(1 IO J1-1%sin?y Y - G- (4.54)

gostermektedir. Ayrica oy, a, Ve ag;

3+érz+ér+i:0 (4.55)
5 S S
polinomial denkleminin kokleridir. Dalga doniisiimii ve (3.72) dontisiimii dikkate

alindiginda genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denkleminin ¢oziimleri

4z, A?

2k(m—n)? 4/071
(B~ bB? n&(m+n) 0- )

u(x,t) =7, + 74 +
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2A bB’n&,(m+n)

u(x,t) = I:To + 7,04 + 7, (0, — ) )sech? LQ(B(X"'Mm_—mt) i, Jj:lm‘” |

(4.57)

1

u(x,t) = {To + 1,0, + 1, (e —a,)cosech? (@(B(X+ 2k(m-n)*&yr, t)]ﬂm" |

2A bB’n&,(m+n)
(4.58)
_ _ 1
u(x,t) =| 7, + 0 + n(% —0512
sn? o, B(x+ 2k(2m—n) gorlt—ﬂo) ,al_a3
2A bB°n&;(m+n) o —a,
(4.59)

olarak elde edilir.

(4.57) ve (4.58) ¢oziimleri genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denkleminin
Boliim 3.1.4°te elde edilen ¢oziimleri ile ayn1 denklik sinifinda yer almaktadir.

Bu c¢oziimlerde 7oy =-7, ve 1,=0 olarak alinsin. Bu durumda

2A —n)®
A= 2N ve W=-— 2k(2m N)" 6oty olmak tizere (4.56) ¢oziimi
B bB°n&;(m+n)

2

u(xt) =[ A Jm‘” (4.60)

X—wt

bi¢iminde rasyonel fonksiyon ¢oziimii olarak yazilabilir.

B, — 1
(4.57) ¢oziimii ise B, = % ve B, =(r,(a, —))™™" olmak iizere

B,

u(x,t) =

2

cosh™” (B,(x—wt)) (4.61)

yapisinda soliton ¢6ziim olarak ifade edilebilir.
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1
(4.58) ¢oziimii ise C, = (7,(er; —x,))™" olmak iizere

C,

u(x,t) = -

sinh™" (B,(x—wt)) (4.62)

bigiminde tekil (singular) soliton ¢6ziim olarak yazilabilir.

(4.59) ¢Oziimii ise ¢ = —“%A_al B(x—wt) ve I? = A”% olmak iizere

a — o,

B,
U(X,t) =—
sn"" (o.1) (463)

seklinde eliptik fonksiyon ¢oziimii olarak yazilabilir. Bu ¢oziimlerde B, ve C,

solitonlarin genligini ve W solitonlarin hizin1 gostermektedir.

Durum 2: €=0,0=2ve §=4 olarak secilirse, bu durumda, &, #0, {,#0

olmak tlizere trial denklem

_ (7, + 272)2 (§4F4 + égars + §2F2 +&IM+&)

V) 2

(4.64)

bi¢imini alir. (4.64) ve diger tiirev ifadeleri (4.44) denkleminde yerine konularak

bir polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilar1 sifira esitlendiginde elde edilen

cebirsel denklem sistemi Mathematica yardimiyla ¢6ziildiigiinde katsayilar

&= 28,7, L &= &l +22707)

%o Do
G = 250—2-212-21 4= 50—1222’
%o %o

_ bB®né, (knz? —2(a(m+n) + 2knz,)z,)

B k(m—-n)?z,?

We —knz?Z +2(a(m+n) + 2knz,)z,

2(m+n)z,

(4.65)

So

olarak belirlenir. Bu katsayilar (4.10) denkleminde yerine yazilirsa
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dr
2
I~ +ﬁr3 N ol + 21,7, 2y 27,1, ral %o (4.66)
(2 7 7 o

integrali elde edilir. Burada,

(i -1mo) = A

bB*nz? (knz —2(a(m+n)+2knro)72)
A= \/ (1)’ (4.67)
(4.66) denklemi integre edildiginde
A
(17 —116) = = T (4.68)
2A T-«a
i(n—no)=al_a2 r—a:’ @ > ay, (4.69)
I'-« |
(17— 1) = In =, .
0 —a, 1—‘—052‘ (4.70)
) 2A =)o —as) ~ (T -a)(on — )|
" o —a) e -a) N(r a) (- a) +T-a) (e —a) | (471)
(o>, >ay),
)= e F(p). (@ @ a>a) g1
\/(a1 —a,)(a, —as) '

ifadeleri elde edilir. Burada,

A bB’nz’ (knz? —2(a(m+n) + 2knz,)z,)
k(m—n)?
(4.73)

d
Flol)= j—m
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(pzarcsin\/(r_%)(“l_%) |2:(0‘1—0‘3)(sz—0€4)

’ : 4.74
(-, —a,) (g —a,)(a—ay) (4.74)

Bununla birlikte, o, c,,a; Ve a,;
réeSrs e oip, g (4.75)

3 54 54 54
polinomial denkleminin kokleridir.
Buna gore, genellestirilmis  Benjamin-Bona-Mahony  denkleminin

—knz} +2(a(m+n) +2knz,)z,
2(m+n)z,

¢Oziimleri, W= olmak iizere

1

m-n

U(X’t):{70+71a1+L+rz (ali;J ] ’ (4.76)
B(X_Wt)_no B(X_Wt)_no

4A° (o, —a))7,

> +
AN~ (o —a,) (B(x—wt)—7,) |

u(x,t) = [TO + 704 +

1

4N (o, — o)1, 1B
+7, o+ 2
L 4R [ (o~ ) (B(x—wt) 13, ) | J

| (4.77)

(4 —a,)

u(x,t) =|r, + 7oy +
exp[(“l;\%)(wx—wt)—no)}—l

(o, —a,)y

eXp[(O‘l;\az)(B(x—wt)—%)}—l (4.78)

T, o+
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200 — ) —a3)Ty

\/(al ) —ay)
A

u(x,t) =| 7, + 7,04 —

20, —a, —ay + (a4 —az)cosh{

(B(x—wt)—no)}

2

?
=]

2(o —a, ) — )7y

\/(Oll - 052)(051 B 053) (
A

+7,| o —

200 —a, — o, + (g —az)cosh{

B(x—wt) -1, )}

(4.79)

olarak elde edilir.

Genisletilmis trial denklem yontemi kullanildiginda, modifiye edilmis trial
denklem yontemi ile ayni denklik sinifinda ¢oziimler elde edildigi gibi, buna ek

olarak daha fazla ¢6zlime ulasildig1 gézlenmistir.
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5. KESIiRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN HAREKETLI
DALGA COZUMLERI

Kesirli (fractional) diferansiyel denklemler, klasik tamsayir mertebe
diferansiyel denklemlerin genellestirilmis halidir. Lineer olmayan pek c¢ok fiziksel
olayin modellemesinde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tamsay1
mertebeli diferansiyel denklemlere gore gergege daha yakin sonuglar vermesi son
yillarda bu denklemlere olan ilgiyi arttirmistir. Tamsay1r olmayan mertebeden
tirevlerin fizik ve miihendislikteki yararlarimin kesfi, kesirli analizin gelisimini

hizlandirmstir.

Kesirli tlirevler, adi diferansiyel ve integral operatorlerle 1iyi
tanimlanamayan kompleks kuantum alani dinamik sistemleri gibi bazi olgular
ifade etmek i¢in etkin bir aractir (Baleanu et al., 2012). Kesirli mertebeden
diferansiyel denklemler, hem teorisindeki gelisim hem de ¢esitli bilimlerdeki
uygulamalar1 nedeniyle daha cok ilgi gérmeye baglamistir. Fizik, miihendislik,
elektrokimya, ekonomi, 1s1 iletimi, kontrol teorisi, akustik, sinyal isleme, sistem
tanimlama, kozmoloji, eletromanyetik teori, matematiksel biyoloji, klasik
mekanik, kuantum mekanigi, akiskanlar mekanigi, varyasyonel analiz, optimal
kontrol ve plazma fizigi gibi pek ¢ok alanda uygulamasi olan Kesirli diferansiyel

denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek biiylik 6nem tasimaktadir.

Kesirli analizin tarihi Leibniz tarafindan « =1/2. mertebeden tiirevin
tanimlanmasiyla birlikte 17. ylizyila kadar dayanmaktadir. Daha sonra, kesirli
operatorlerin pek ¢ok farkli formu tanitilmigtir. Bunlar arasinda Grunwald—
Letnikov, Riemann—Liouville, Hadamard, Chen, Riesz ve Caputo kesirli tiirevleri
(Podlubny, 1999; Kilbas et al., 2006) sayilabilir.

Literatiirde yaygin olarak kullanilan tiirev tanimlarindan biri olan Riemann-
Liouville tiirevi, baslangic kosullarinin da kesirli mertebeden tanimini
gerektirmektedir ve bu tanima gore sabitin tiirevi sifira esit degildir. Caputo
taniminda ise baslangi¢c kosullarinin tamsayr mertebeden tanimi miimkiindiir ve
sabitin tiirevi sifira esittir. Bununla birlikte, fonksiyon diferansiyellenebilir

olmadiginda Caputo tanimi uygulanamaz.

Jumarie (2006), diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar de i¢in kesirli
tirevleri kullanmanin ve gelistirmenin O6nemli oldugu diisiincesiyle bu

fonksiyonlar i¢in kesirli mertebeden Taylor serisinin yeni bir ifadesini tiiretmistir.
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Kesirli fark kullanilarak kesirli tiirev tanimi verildiginde Rieman-Liouville
tiirevinin aksine sabitin tiirevi sifir olmaktadir. Bu diisiinceyle baslangic degerinin
etkisinin olmadigi modifiye edilmis Rieman-Liouville kesirli tiirevi (Jumarie,
2006) onerilmistir. Modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirev tanimui, siirekli olan
fakat diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar i¢in de uygulanabilmektedir. Bu
calismada lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tam
¢ozlimleri arastirilirken Jumarie'nin modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirev

tanimi kullanilmistir.

Bu boliimde, kesirli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimlerini
elde etmek i¢in modifiye edilmis trial denklem yontemi uygulanmistir. Bu
nedenle, 6ncelikle Jumarie’nin modifiye edilmis Rieman-Liouville tiirev tanimi ve
bu tiirevin bazi 6zellikleri verilmistir. Kesirli diferansiyel denklemler, modifiye
edilmis Riemann-Liouville tanimi kullanilarak adi diferansiyel denkleme
indirgenmistir. Modifiye edilmis trial denklem yontemi, kesirli tiirevli Klein-
Gordon, kesirli CRWP, kesirli Cahn-Allen, uzay-zaman kesirli KdV, uzay-zaman
kesirli foam drainage (kopiik drenaj) denklemlerine ve zaman kesirli Hirota—
Satsuma coupled KdV sistemine de uygulanmis ve hareketli dalga ¢oziimleri elde
edilmigtir. Cozlimler smiflandirilmis ve ¢o6ziim yapilart grafikler yardimiyla

gosterilmistir.
5.1 Kesirli Tiirevler

Literatiirde kesirli tlirevlerle ilgili verilen ilk tanimlardan biri Riemann-
Liouville tanimidir. n—1<a<n ve I', Euler’in gama fonksiyonunu temsil

etmek tizere Riemann-Liouville sol tiirev tanimi

a 1 d "
D f(x)_l“(n—a)(dxj

[[(x=¢) f(¢)de (5.1)
bi¢ciminde verilebilir. Riemann-Liouville kesirli tlirev taniminda f(x)=C

alindiginda, fonksiyonun . tiirevi Cx“ /T'(1—«), yani sifirdan farkli olacaktur.

Bu dezavantaj1 ortadan kaldirmak i¢in, (Caputo, 1967) ¢alismasinda

—-a

a 1 X ’
f()(x)zr(l—a)'[o(x_gg) f'(£)dé, O<a<l, (5.2)
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1 n—a

(@) (y) = “(x—
: (X)_F(n+1—a)J.°(X ?)

M (£)de, n<a<n+l

(5.3)

tanimlart Onerilmistir. Ancak bu tanim, f(X) diferansiyellenebilir olmadiginda

uygulanamaz. Ayrica fonksiyonun ilk tlirevini almak i¢in ikinci tiireve ihtiyag

vardir. Sonlu farklar yardimiyla yapilacak bir tanim bu durumu ¢6zmeye yardimci

olabilir (Jumarie, 2006). Modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevi bu gerekgeler

ile gelistirilmistir.

5.2 Modifiye Edilmis Riemann-Liouville Tiirevi

Modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevi Jumarie (2006, 2007, 2009)

tarafindan gelistirilmistir.

f:[O,l]—)iR ve a€(0,1) olmak iizere modifiye edilmis Riemann-

Liouville tiirevi asagidaki sekilde tanimlanmistir (Jumarie, 2006):

I'(z) = I:tz‘le‘tdt

olmak iizere, a <0 igin

£ (x) j(x &) M (&)-f(0)]dé

1ﬂ(— )0
bigimindedir. Pozitif o degerleri i¢in tanim,

£ (x) = f “*1(x))'

r(1— a) dx
ve

f(“)(x):(f(”)(x))(a_n), n<a<n+l, n>1

seklindedir.

j( —&)“[1(&)-1(0)]d¢, 0<a<l,

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)
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Modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevi icin, sabitin « . mertebeden

tiirevi sifira esittir, yani

Dk =0. (5.8)
Ayrica,
0, u<a-1
DX =4 TuAD) s g (59)
INu—a+l)
DL (uO))] = £/(u)Du(x) = Dy f (u)(uy)”. (5.10)

Ozellikleri de verilebilir.

0<a <1 olmast durumunda f (x) ifadesinin Laplace doniisiimii
L{f(“)(x)}:s“L{f(x)}—s“’lf(O) (5.11)
bi¢iminde olacaktir (Jumarie, 2009).

5.3 Kesirli Diferansiyel Denklemler i¢in Modifiye Edilmis Trial
Denklem Yontemi

Lineer olmayan kesirli tiirevli diferansiyel denklemler i¢in modifiye edilmis
trial denklem yonteminin temel adimlar asagidaki sekilde ozetlenebilir (Liu,
2006b; Bulut et al., 2013):

Adim 1. Zaman kesirli kismi diferansiyel denklem

P(u,Dfu,u,,u,,u,.,..)=0 (5.12)

XX !

bi¢iminde ele alinsin. 4 # 0 olmak tizere

at®
u(x,t) =u(s), §=kx—r(l+a) (5.13)

dalga doniistimii altinda (5.12) denklemi
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N(t, x,u,u’,u”,..)=0 (5.14)
adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Adim 2. F(u) ve G(u)polinomlar olmak iizere trial denklem

n

au'
O ; © g tautau’+..+au’

= = : 5.15)
GU) <, ; b +bu+bu?+..+bu' (
ijuJ 0 b1 2 I
=0
bi¢iminde se¢ilsin. Bu durumda,
, FU)[F'(u)G(u)-F(u)G'(u)]
u"= (5.16)

G*(u)

seklinde olacaktir. (5.15) ve (5.16) denklemlerinin (5.14) denkleminde yerine
konulmastyla u ’nun Q(u) polinomu

Qu) = pu’ +...pu+p, =0 (5.17)

elde edilir. Denge prensibine gére n ve | arasinda bir baginti elde edilebilir ve
baz1 degerleri hesaplanabilir.

Adim 3. Q(u) polinomunun tiim katsayilar sifira esitlenerek
p,=0, 1=0,..,s (5.18)

bi¢ciminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
cozilldiginde a,...,a, ve by,...,b degerleri belirlenebilir.

Adim 4. (5.15) denklemi

HS-&) = j%du (5.19)

integral formunda yeniden yazilabilir. Bdylece, polinomlar i¢in tam
diskriminasyon sistemi kullanilarak (5.19) ifadesi integre edildiginde (5.12)

denkleminin tam ¢ozlimiine ulasilir.
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5.4 Modifiye Edilmis Trial Denklem Yonteminin Kesirli
Diferansiyel Denklemlere Uygulamalari

Bu kisimda, kesirli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimleri
modifiye edilmis trial denklem yontemi ve trial denklem yontemi kullanilarak
incelenmistir. Yontem kesirli Klein-Gordon, kesirli CRWP, kesirli Cahn-Allen,
uzay-zaman kesirli KdV ve uzay-zaman Kkesirli foam drainage (kopiik drenaj)
denklemlerine uygulanmis ve bazi denklemler i¢in yeni hareketli dalga ¢oziimleri
elde edilmistir. Ayrica trial denklem yontemi zaman Kkesirli Hirota—Satsuma
coupled KdV sistemine de uygulanmis ve sistemin tam ¢6ziimii bulunmustur. Elde
edilen c¢oziimler smiflandirilmis ve ¢6ziim yapilar1 grafikler yardimiyla

gosterilmistir.

54.1 Lineer olmayan Kkesirli Klein-Gordon denklemine
uygulamasi

Klein-Gordon denklemi kati1 hal fizigi, lineer olmayan optik, kuantum alan
kuram1 ve yogun madde fizigindeki uygulamalar1 nedeniyle matematiksel fizikte
onemli bir yere sahiptir. Bu denklem, solitonlar ve yogun madde fizigi
caligmalarinda, c¢arpismasiz plazmada solitonlarin etkilesimleri arastirilirken ve
cesitli dalga denklemleri incelenirken dikkat c¢ekmistir (Yusufoglu, 2008).
Bununla birlikte, Klein-Gordon denklemi Kklasik mekanikteki ve kuantum
mekanigindeki pek ¢ok problem icin model olusturur. Ornegin, lineer olmayan
siniis Klein-Gordon denklemi gerilmis bir tele takili sert sarkacin hareketini,
Josephson eklemini modeller (Golmankhaneh et al., 2011).

Lineer olmayan kesirli Klein-Gordon denklemi (Lu, 2012a; Taghizadeh et
al., 2013)

o*“u(x,t) _ o%u(x.t)
ot ox*

+0u(x,t)+6,u°(x,t), t>0, O<a <1 (5.20)

ele alinsin.

AtY

u(xy,f)=u(g), &=kx- rl+a)

(5.21)

dalga doniisiimii altinda (5.20) denklemi
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(A=K HU"-6u-6,u°=0 (5.22)

bigiminde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Burada u'=du/d¢&. (5.15) ve

(5.16) denklemleri denge prensibi i¢in yeniden diizenlendiginde
&
u _b_,u Fos (5.23)

2
u" = (annanbls_lblan) u2n—2|—1 o
bl

(5.24)

ifadeleri elde edilir. (5.22) denkleminde en yiiksek mertebeden tiirev u” ile lineer
olmayan u® terimleri dengelendiginde n=1+2 olarak belirlenir.

Modifiye edilmis trial denklem yonteminin ¢6ziim adimlari uygulanarak

asagidaki sonuglar elde edilmistir:

Durum 1. | =0ve n=2 olarak secilirse, a, #0ve b, #0 olmak {izere
au’
_F@_ 2 s rauian

TToW ypu B (529
i—0 J

trial denklemi ele alinir. Bu durumda

U = F(U)[F'(u)G(u)-Fu)G'(u)]
G®(u)
(a, +2a,u)(a, +a,u+a,u’)
by

(5.26)

olacaktir. (5.26) ve (5.25) denklemleri (5.22) denkleminde yerine konuldugunda

elde edilen polinomun katsayilari sifira esitlendiginde

k*a,a, — A"a,8, =0

k?a’ —A%a] + 2k*a,a, —24%a,a, +b76, =0
3k*a,a, —31%a,a, =0

2k*a’ —24%a2 +b20, =0,

(5.27)

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
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Bu cebirsel denklem sistemi ¢6ziildiigiinde katsayilar

a,6, bZo.
aozf’ a=0 a,=a, b=b, 1= k2+2°a§2 (5.28)
olarak elde edilir. Bu sonuglar
&= &) =Jb—°du (5.29)
au’+au+a, '

denkleminde yerine konulur ve ifade integre edildilir ise asagidaki durumlar
ortaya ¢ikar:

Durum 1.1 % >0 ise, bu durumda (5.20) denkleminin tam ¢6ziimleri
A=k

(7 6, At”

u,(x,t)==% f—ltan —L | kx— - ,

1,2( ) 92 |: 2(/12 _k2) [ F(1+a) éoj:| (5.30)
7 (7 At”

u,,(x,t)y== —Lcot| |[—2— | kkm———

34(X,t) ,/92 { 2(ﬂz_k2)( Fira) éoﬂ (5.31)

olarak elde edilir. Burada &, = 0 olarak alinirsa bu ¢dziimler
u(xt) = Atan| B (k- 4,t°) | (5.32)
u(xt) = Acot| +B (kx—A4t*) . (5.33)

periyodik ¢oziimlerine indirgenebilir. Burada,

6, B / 6, A
A:\/%’ B= 2(12_k2)’ 12_1—‘(1_'_&) (534)

degerlerini gostermektedir.
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Sekil 5.1 (5.30) u,(x,t) ¢oziimiiniin & =6, =k =1, 1=2, £ =0, -10<x<10, O<t<5 ve
sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri i¢in grafikleri

Sekil 5.2 (5.30) u,(x,t) ¢oziiminiin =6, =k =1, A1=2, £ =0, -10<x<10, O<t<5 ve

sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri icin grafikleri

Sekil 5.3 (5.31) u,(x,t) ¢oziimiiniin 6, =6, =k=1, 1=2, =0, -10<x<10, O<t<5 ve
sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri igin grafikleri

Sekil 5.4 (5.31) u,(X,t) ¢éziimiiniin 6, =6, =k =1, 1=2, £ =0, -10<x<10, O<t<5 ve

sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri igin grafikleri



84

Durum 1.2 % <0 ise, bu durumda (5.20) denkleminin tam ¢oztimleri
e

S
r'l+a) °)| (5.35)
At
“Tara) —& (5.36)

bi¢iminde elde edilir.

Bu ¢oztimlerin (Lu, 2012a; Taghizadeh et al., 2013) calismalarindaki

coztimler ile ayn1 denklik sinifinda olduklar1 goriilmektedir.

S

Sekil 5.5 (5.35) u,(X,t) ¢ozimiinin 6 =-1, k=6,=1 A=2, & =0, -10<x<10, O0<t<5
ve sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri igin grafikleri

Sekil 5.6 (5.35) u,(x,t)¢oziminin § =-1, k=6, =1, 1=2, & =0,

-10<x <10, O<t<5 ve sirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri i¢in grafikleri
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Sekil 5.7 (5.36) u,(x,t) ¢oziimiiniin 6, =-1, k=6, =1, 1=2, & =0,
-10<x <10, 0<t <5 vesirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri igin grafikleri

Sekil 5.8 (5.36) u,(x,t) ¢oziminin g, =-1, k=6,=1 A=2, & =0,

—-10<x <10, 0<t<5 vesirastyla o =0.01, 0.50 ve 0.95degerleri igin grafikleri

Durum 2. | =1 ve n =3 olarak segilirse trial denklem

n

u,_F(u)_go:aiu _ay+au+au’+au’ 537
G < - b, +bu 5.37
() Z;,bjuj 0 bl
j=

bi¢imini alir. Bu durumda a, # 0ve b, # 0 olmak iizere

, (@ +au+au’+au®)( (b, +bu)(@ +2a, +3a,0%) —by (8 +au +a,u’ +au°))

(by +byu)’
(5.38)

ifadesi elde edilir. (5.37) ve (5.38) denklemleri (5.22) adi diferansiyel
denkleminde yerine konuldugunda elde edilen polinomun katsayilar1 sifira

esitlendiginde



86

—k*agab, + A"a,ab, +k*agh, — 2%a5h, =0
—k?a’h, + A%a’b, — 2k*a,a,b, +24%a,a,b, + k*a,a,b, — A*a,ab, —b36, =0
—3k%a,a,b, +34%a,a,b, —3k*a,a,b, +34°a,a;0, — 306, =0
—2k?alh, +24%a’h, — 4k’a,a b, + 41,3, —k*a,ab, + A%a,a,b, —
—k*a,ab, + A"a,ab, 3y ~b0, =0 (5.39)

—5k?a,a,b, +54%a,ab, —k*a’b, + A%ab, —2k*a,a.b, +

+22%a,a5h, — b6, —307h6, =0
—3k*alh, +34°alb, —3k*a,ab, +31%a,a,b, —3bb’0, =0
—2k?alb, +24%aZb, —b’g, =0

bi¢iminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Bu cebirsel denklem sisteminin ¢éziimiinden katsayilar asagidaki sekilde
belirlenir:

Durum 2.1 Katsayilar

- _ab o, 3%
=8, =3a, & o 3 o
292 2,2 (5.40)
by =0, . b =b, ﬂ“:\/blel +§k il
28,06,

olarak bulunur. Bu katsayilar i¢in kesirli Klein-Gordon denkleminin kapali

¢Ozliimii elde edilmistir.

Durum 2.2 Katsayilar

8,=0, aa=——, a,=0, a;=a,,

(5.41)
zb149
b, =0, A= k" +
=, 2=

seklinde bulunur. Bu Katsayilar

u-+b, /b
u’+(a, /a;)u’® +(a1/a3)U+(ao/a3)

i@—%)=ij (5.42)
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denkleminde yerine konulur ve ifade tam diskriminasyon sistemine gore integre
edilirse,

Y SV g CC
u(é) \/: an K (£-&) (5.43)

_ A th_/% _
u() J: co K (¢ éo)_

_ & A3

u(é) ‘/astani/ 7 (¢ 2:0)}, (5.45)
- & A (o

u(é) ,/ascot{,/ 07 (¢ 50)} (5.46)

elde edilir. Bu ifadeler (5.41) katsayilarina gore diizenlendiginde

a_ &% _ |6
{2~ o0

&3y = asz91 — blzgz ﬁ — 491
b? - b26, - Zblz(ﬂz—kz)'ﬁz - 2(},2—k2) (5.48)

ifadeleri dikkate alinirsa kesirli tiirevli Klein-Gordon denkleminin hareketli dalga

(5.44)

¢oziimleri (1201 D <0 olmasi durumunda
o, -0 At
u(x,t) =+ |——=tanh 1 kx — — ,
(x,t) 0, { z(iz_kz)( ri+a) éoﬂ (5.49)
o, -0, At¢
u(x,t) =+ |——= coth L kx — —
(x,t) ,/ 0, { 2(/12_k2)( rira) foﬂ (5.50)

o

(12 kz) >0 olmasi durumunda ise

bi¢iminde ve
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6, 6, ot

u(x,t):ifgztan[ 2(22—k2)(kx ri+a) foﬂ, (5.51)
6, 0, At

U(X,t):i 0—2C0t|: m(kx_r(l+a)_§oj:| (552)

seklinde elde edilir.

Bu ¢oztimler, hiperbolik sok dalga yapisinda ve periyodik dalga yapisinda
¢oziimlerdir ve Durum 1°de bulunan ¢éztimlerle ayni denklik sinifinda yer alirlar.

5.4.2 Lineer olmayan kesirli CRWP denklemine uygulamasi

Lineer olmayan kesirli CRWP (Clannish Random Walker Parabolic)
denklemi (Bulut and Kilig, 2013) ele alinsin:

zg—g—i+2ug—i+%:0 , t>0, a>0. (5.53)
Uk =u(®), E=x-— (5.5
I'l+ea)
dalga dontisiimii altinda (5.53) denklemi u’=du/d¢& olmak tizere
—cu'—u'+2uu’+u" =0 (5.55)

adi diferansiyel denklemine indirgenir. (5.15) trial denklemi (5.55) denkleminde
yerine konulur ve denge prensibi uygulanirsa n=1+2 olarak belirlenir.

Durum 1. | =0ve n=2 olarak secilirse, a, #0ve b, #0 olmak iizere

2 au’ )
u,_F(u)_ — _a;+tau+au
CGU) . b
Zobjuj 0
j=

(5.56)

ve
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uﬂ _ (ai + 2a2u)(a0 + aiu + a2u2)
= b02

(5.57)

olacaktir. (5.55) ve (5.56) denklemleri (5.54) denkleminde yerine konularak elde

edilen polinomun katsayilari sifira esitlendiginde

—a,3, +ayh, +ca b, =0

—a’ —2a,a, —2a,b, +ab, +cab, =0
-3a,a, —2ab, +a,b, +ca,b, =0
—2a% —2a,b, =0

(5.58)

seklindeki cebirsel denklem sistemi elde edilir. (5.58) sisteminin ¢oziimiinden

katsayilar

ao:O’ a=a, a =2a, bo:_az’ C:_l_% (5.59)

olarak belirlenir. Bu katsayilar

b, d
H(¢-&)=2] - (5.60)

.7 U+ (3 /a,)u

denkleminde yerine konulur ve denklem tam diskriminasyon sistemine gore
integre edilirse

A

i(§—§O)=—u_a =0, (5.61)

6-5) -2 [

o, —a, u—az‘

G F O (5.62)

ifadeleri elde edilir. Burada A==x(b,/a,) ve o,

(5.63)

polinomial denkleminin kokleridir. Bu durumda,
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A

U(§)=a1—§_§o =y, (5.64)
u@é)=a, + %% , o,
eXp|:(061 ;az)(é _680 ):| (565)

ifadeleri elde edilir. Boylece, a, = @, olmasi durumunda (5.53) denkleminin tam

¢Ozumu
u(x,t):1+c+ 1a
LR P S (5.66)
'd+ea)
olarak bulunur. 051:—ﬁ ve a, =0 durumunda ise B B oldugu dikkate
a'2 a2
alinirsa, (5.53) denkleminin tam ¢ozimii
u(x,t)=1+c+ 1+c
ct” 5.67)
exp| (1+c)| x— =& -1 ®.
p{( )( F(1+a)j 50}

olarak elde edilir. Bu ifadelerde &, =0 olarak segilir ise, 4, =c/I'(1+«a) olmak

tizere (5.66) ve (5.67) ¢oziimleri sirasiyla rasyonel ve single kink yapisindaki
¢oziimlere indirgenebilir:

1+c 1
u(x,t) = 5 +(x—ﬂit“)’ (5.68)
u(x,t)=1+c+ L1+c
’ exp[(1+c)(x—;tlt“)}—l' (5.69)

Durum 2. | =1 ve n =3 olarak segilirse trial denklem

y F(u) a,+au+au’+amu’
T Gu) b, +byu

(5.70)

bi¢imini alir. (5.70) ve diger tiirev terimleri (5.55) diferansiyel denkleminde

yerine konuldugunda elde edilen polinomun katsayilar1 sifirlandiginda
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2,3y, +aghy — Caghy —agh, =0
a’b, +2a,a,b, +2ab’ —a,b? —cab? —a,ab —2a,b,b, —2ca b =0
3a,a,b, +3a,a,b, +2ab —a,b’ —cab? +4a,ab, —2a,b,b, —
—2cabyby —aghy’ —caghy’ =0
2a2b, +4a,a;, + 2a,b? —a,b? —cab? +a,a,b, +a,ab +4abb, —
—2a,byb, 2ca,byb, + Zaoblz - a1b12 - Ca1b12 =0
5a,a.b, +2a,b? +aZb, +2a,a;b, + 4a,b,b, —2a,b,b, —
- anGbObl + 2a1b12 - a2b12 - Ca2b12 =0
3ab, +3a,a;b, +4ab)b, +2a,b’ —ab’ —cab’ =0
2aZb, +2a,b? =0

(5.71)

bi¢iminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden

katsayilar asagidaki sekilde belirlenir:

Durum 2.1 Katsayilar

a, = bo (_azbo _2b§ +a1b1) ,

b’ & =a, =28,
(5.72)
2=, b=h, b=h, c=-1+%2
by
olarak hesaplanir. Bu katsayilar
b, +bu
s(e-g)=[ g 679

au’+a,u’ +au+a,

denkleminde yerine konularak denklem integre edildiginde denklemin kapali

¢Ozlimii elde edilmistir.
Durum 2.2
a, =0, a=a, a,=2a, a3:b1
a (5.74)

by =0, by=b, c=-1-"2,
b=h, c b,

Bu katsayilar (5.73) denkleminde yerine konuldugunda
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HE-g) = [ gy

bu®+a,u®+au
1 (5.75)

integrali elde edilir. Tam diskriminasyon sistemi dikkate alinarak ifade integre

edildiginde
2_4 [42_4

u(E) = _;_él+ % 5 ab tanh{ % 5 ah, (dfcfo)]. (5.76)
2_4 [22_4

u(§)=—§-&+ % 5 ab coth[ % 5 ah (5—50)] (5.77)

olarak belirlenir. C:—l—& oldugu dikkate alinarak gerekli diizenlemeler

yapildiginda, ¢, = % olmak tizere (5.53) denkleminin

U(X’t):1;c+\/(l+t;)2—cl tanh[\/(“c)z -C [X_ ct” éoﬂ’ (5.78)

2 T(l+a)

2 T(l+a)

W(x.t) = 142-c N \/(1+<;)2 ~% oth [\/(1+ c)’—c, [X ct” goﬂ (5.79)

seklindeki yeni hareketli dalga ¢ozlimleri elde edilmistir.

Bu ¢oziimlerin kesirli CRWP denklemini sagladiklart Mathematica ile
kontrol edilmistir. Literatiirde kesirli CRWP denkleminin ayni ¢6ziimleri yer
almamaktadir.

5.4.3 Lineer olmayan kesirli Cahn-Allen denklemine uygulamasi

o zaman kesirli tiirevin mertebesini gostermek tizere lineer olmayan kesirli
tiirevli Cahn-Allen denklemi (Esen at al., 2013; Bekir et al., 2014)
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Dfu-u,+u*-u=0, 0<t,0<a<l (5.80)

ele elinsin.

Cahn-Allen denklemi, kuantum mekanigi, plazma fizigi ve matematiksel
biyoloji gibi alanlarda uygulamalara sahiptir. Bu denklem ergimis alasimlar gibi
ikili karigimlarin, izotermal ve izotropik faz ayrimlarinin incelenmesinde model

teskil eder.

k ve A keyfi sabitler olmak iizere

At
u(x, y,t) =u(é), =kx -
xy.)=u(g), ¢ Fita) (5.81)
dontisimii kullanildiginda, u’=du/d¢& olmak iizere (5.80) denklemi
—' —kUu"+u*—u=0 (5.82)

adi diferansiyel denklemine doniisiir. (5.82) denkleminde en yiiksek mertebeden
lineer olmayan u” ve u® terimleri dengelendiginde n=1+2 olarak belirlenir.

Lineer olmayan kesirli tiirevli Cahn-Allen denklemini ¢6zmek i¢in modifiye
edilmis trial denklem yonteminin ¢oziim adimlart uygulanarak asagidaki sonuglar

elde edilmistir:

Durum 1. I=0ve n=2 olarak segilirse, a, #0ve by #0 olmak iizere trial
denklem
Zn: .
a,u’
yoFW_57 _a+autal’ (5.83)
G(u) I b.u! bo

]

—
I
o

bi¢imini alir. Bu durumda

u" = F(U)[F’(U)G(U) - F(U)G'(U)]
G*(u)
_ (& +2a,u)(a, +au+a,u’)
bs

(5.84)
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olacaktir. (5.83) ve (5.84) denklemleri (5.82) denkleminde yerine konuldugunda
elde edilen polinomun katsayilari sifira esitlenirse

k?aya, +Aagh, =0

k?a +2k’a,a, + Aab, +b; =0
3k*a,a, + Aah, =0

2k*al -bZ =0

(5.85)

bigiminde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
coziildiigiinde katsayilar asagidaki sekilde belirlenir:

Durum 1.1 Katsayilar
=0, a=-a, a=a, b,=+2ka /1:—3k
g =y, 2 =y, U 2 > (5.86)

olarak hesaplanir. Bu sonuglar,

1
+HE-E&) = du
€-2)=] %2, 4, % (5.87)
bO bO bO

denkleminde yerine konulur ve bu ifade integre edilirse,

2_y [ 2_y i

u(E) =— ai 312a %% tanh| Y& - 2% (e-g) (5.88)
a’—4a, " 2_y i

u(é) = ai 7. % coth| Y& - Y% (£-8) (5.89)

elde edilir. Dalga doniisimii ve (5.86) katsayilar1 dikkate alinirsa, (5.80)
denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri

11 3t”
u(x, t)_§+ tanh{ 2\/—[ \/51"(1+a)_§0ﬂ (5.90)

Ve
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u(x,t) :%i%coth% 2\1/§[X_\/§1"3(t:+a) —980]} (5.91)

bi¢iminde elde edilir.

Durum 1.2
3k
a,=0 a=a, a=a, \/_kazi A=— \/E (5.92)

(5.92) katsayilarina gore (5.83) denklemi integre edildiginde (5.80) denkleminin

tam ¢oziimleri

1 1 1 3t”

u(x,t) = E+ tanh{ 2\/5[ \/EF(1+05)_§0H’ (5.93)
1 1 1 3t”

u(x, t)_§+ coth{ Zﬁ( \/51“(1+a)_§°ﬂ (5.94)

bi¢iminde elde edilir.

Durum 2. | =1 ve n =3 olarak segilirse trial denklem

n

Za,u'

- Fu) _ O' _ag+tau+au’+au’
G(u) . b, +bu
Zobjuj 0 b1

(5.95)

bi¢imini alir. Bu durumda a, #0ve b, #0 olmak {izere

o (ap +ayu +a,u° +au®) ( (b, +bu)(a, +2a,u +3a,u%) —b, (8, +au +a,u’ +au’))
(b, +bu)’

(5.96)

ifadesi elde edilir. (5.95) ve (5.96) denklemleri (5.82) adi diferansiyel
denkleminde yerine konuldugunda elde edilen polinomun Kkatsayilar1 sifira
esitlendiginde
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k?a,a,b, + Aa,b; —k*alb, =0

k?a’b, + 2k?a,a,b, + Aa,b? + b3 —k*a,ab, +24a,bb, =0

3k*a,a,b, +3k*a,ab, + Aab? +24ab,b, +307b, + Aa b’ =0

2k*a,b, +4k*aab, + 1abl —b? +k*aab +k*a,ab, +
+2a,byb, + dab’ +3bb’ =0

5k*a,ah, +k?alb, + 2k*a,ab, +24a,b,b, —3bZb, + dab’ +b? =0

3k*a’b, +3k’a,ab, + Aab’ —3bb? =0

2Kialt, b5 =0

(5.97)

seklinde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin
¢oziimiinden katsayilar asagidaki sekilde belirlenir:

Durum 2.1
3, =0, =0, & :_%’ 8 :%'
3K (5.98)
b, =0, b =h, /’L:E
(5.98) katsayilari
H&-&)=]— béu du (5.99)

U’ +au’ +au+a,

denkleminde yerine konulur ve bu ifade tam diskriminasyon sistemi dikkate
alinarak integre edilirse,

b
u(E) = 2k

eXp{bl( ot 5")} 2k

ifadesi elde edilir. Dalga doniisiimii ve (5.98) katsayilar1 dikkate alinirsa, k ve b,

(5.100)

keyfi sabitler olmak iizere kesirli Cahn-Allen denkleminin tam ¢6ziimii
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1

2k exp{ 1 ( 3t foj}l (5.101)

X———t
2\ Jer@+a)
bi¢iminde elde edilir.

Bu ¢6ziim, Durum 1.1°de elde edilen ¢oztimlerle aynmi1 denklik siifinda yer
almaktadir. (5.101) ¢oziimiinde 6zel olarak J2k = b, olarak alinir ise, Durum

1.1’de elde edilen (5.91) ¢oziimiine, \/§k=—b1 olarak almir ise de (5.90)

¢Oziimiine ulasilir.

Durum 2.2
a,=0, a =0, af%, aa=—%. (5.102)
3k
b,=0, b =h, ’1:_3'

Bu durumda (5.99) denklemi integre edilir ve (5.102) katsayilarina gére benzer
sekilde diizenlenir ise, kK ve b, keyfi sabitler olmak iizere kesirli Cahn-Allen

denkleminin tam ¢6zimii

1

Vak o1 3t _ (5.103)
b, EXp{ﬁ(XJFﬁF(Ha)JFCEOH 1

u(x,t) =

olarak elde edilir.

(5.101) ve (5.103) c¢ozimlerinin de Kkesirli Cahn-Allen denklemini

sagladiklar1 Mathematica yardimiyla dogrulanmustir.

5.4.4 Uzay-zaman kesirli KdV denklemine uygulamasi

t>0 ve O< e, f <1 olmak iizere uzay-zaman kesirli KdV denklemi

UL, o’u . o¥u
ot” o’ ox¥

(5.104)

ele alinsin (Younis et al., 2014).
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KdV tipi denklemler s1g su dalgalar1 (shallow-water waves), lineer olmayan
dispersif modellerdeki kisa dalgalar, uzun dalgalar iireten sistemlerdeki akustik
dalgalar, kuantum alan teorisi, kat1 hal fizigi ve plazma fizigi gibi bir¢ok alanda
uygulamalara sahiptir.

L ve A sabitler olmak lizere

g a
HX At
u(x,t)=u(&), &= -
(xt)=u(¢), ¢ T p T (5.105)
dalga doniisiimii altinda uzay-zaman kesirli KdV denklemi
3
%u2+%u3+%(u')2+clu+c0=0 (5.106)

adi diferansiyel denklemine indirgenir.

(5.106) denkleminde (u’)* ile u® terimlerinin dengelenmesi ile n—-m=3

olarak bulunur. n=3 ve m=0 se¢ilmesi durumunda trial denklem

N2 8y +au+au’+au’
(u) = ~ (5.107)
o

olarak alinabilir. (5.107) ifadesi (5.106) adi diferansiyel denkleminde yerine
konuldugunda U ’nun bir polinomu elde edilir. Bu polinomun katsayilar1 sifira

esitlendiginde elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziiliir ise katsayilar

(5.108)

seklinde hesaplanir. Trial denklem yoOnteminin ¢6ziim adimlart uygulanir ve

(5.107) ifadesi tam diskriminasyon sistemi dikkate alinarak integre edilir ise

u(g):%tanh{%\/%(é—éo)} (5.109)
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2|1 |3,
U(§)=2%00th |:E\/%(§_§o):| (5.110)

denklemleri elde edilir. (5.108) katsayilar1 dikkate alindiginda uzay-zaman kesirli

KdV denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri 4 < 0 olmast durumunda
U

sl [ e ae
ul(x’t)_zaytanh Hzﬂ 2yJ(F(1+ﬂ) T(l+a) éﬂ’ (5.111)

vl [T e e
ul(x,t)_zaﬂcoth Hzﬂ 2yj(F(1+ﬁ) Mt a) s%ﬂ (5.112)

bi¢iminde elde edilir. 4 > 0 olmas1 durumunda ise ¢oziimler
U

B S P 7 D
Uy (X,t)= 2aﬂtan sz\/;}(r(uﬂ) Fira) foﬂ, (5.113)

_ S| L [A)
u, (x,t)= Zaﬂcot KZ;IJZJ[MW) Fita) éoﬂ (5.114)

seklinde periyodik ¢6ziim olarak ifade edilir.

5.4.5 Uzay-zaman kesirli foam drainage denklemine uygulamasi

Uzay-zaman kesirli foam drainage (kopiik drenaj) denklemi O< e, S <1 ve

U, X ve t’nin bir fonksiyonu olmak {izere

ot _Eu x® T o | ox? (5.115)

a 2p s %
ou 1 0%u .0 u_[@ uj o
bi¢iminde verilmektedir (Cox et al., 2002; Lu, 2012b).

Bu denklem, kanallardaki yercekimine bagli hareket eden siv1 akisint modeller.

1 ve A sabitler olmak iizere
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g a
u(xt)=u(e), £=—t% At

T+ B) Td+a) (5.116)

dalga doniistimii kullanildiginda uzay-zaman kesirli foam drainage denklemi
—/1u'+%yzuu"+2;1u2u'+;12(u’)2 =0 (5.117)

bi¢iminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bu adi diferansiyel denklemde
u?u’ ile (u")® terimlerinin dengelenmesi ile, n—m=2 olarak belirlenir. Bu

durumda trial denklem

u,:aOJra1U+aIZU2

b, (5.118)

olarak segilebilir. (5.118) ve diger tiirev terimleri (5.117) denkleminde yerine
konulur ise, u’nun bir polinomu elde edilir. Bu polinomun katsayilari sifira

esitlendiginde ise

2u’a —22ab, =0

5u’a,a, ~2ab, =0

3ulay +6pasa, +4uagh, —24a,b, =0 (5.119)
Tp*aa, +4uah, =0

4p’al +4uah, =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢éziimiinden

katsayilar

2
%=, =0, 8, =-£2 b =£2 (5.120)

olarak belirlenir. Bu katsayilar (5.118) denkleminde yerine konulur ve ifade tam
diskriminasyon sistemi dikate alinarak integre edilir ise,

u(¢)= % tanh [é\/aoaz (-4 )}, (5.121)

2
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u(ég) = [ coth [bi\/aoaz (f_go)}’ (5.122)

&,

u(g)=--== tan{b_];\/_aoaz (5_650)] (5.123)

u(g)=,[-= COt[bix/_aoaz (é:_fo)} (5.124)

a'2 0

olarak bulunur. (5.120) katsayilar1 ve (5.116) doniisiimii goz Oniine alinarak ifade
yeniden diizenlenirse, uzay-zaman kesirli foam drainage denkleminin hareketli

dalga ¢oziimleri, &, keyfi sabit olmak iizere, i < 0 olmas1 durumunda,

7
| L R
ul(x’t)_\/:tanh{ﬂ\/:[r(hﬁ) Fira) foﬂ, (5.125)
O ) (7 R
u,(x,t)= ﬂcoth{ﬂ\/;(r(“ﬂ) Fira) ﬁfoﬂ (5.126)

bi¢iminde sok dalga yapisinda elde edilir.

A ) - ) .
— >0 olmasi durumunda ise, uzay-zaman kesirli foam drainage denkleminin

U
I o I Y . . S
e (x1)= ﬂtan{ﬂ ﬂ(l”(1+ﬂ) [(1+a) éoﬂ’ (5227)

R S O R
u, (x,t)= ,L[COt|:/,[\/;(F(1+ﬂ) Fira) foﬂ (5.128)

seklinde periyodik ¢6ziim yapisindaki hareketli dalga ¢oziimleri elde edilir.

Bu ¢oziimlerin uzay-zaman Kkesirli foam drainage denklemini sagladiklar
Mathematica kullanilarak gosterilmistir. Uzay-zaman kesirli  diferansiyel
denklemler igin trial denklem yontemi ilk kez uygulanmis ve basarili sonuglar

elde edilmistir.



102

54.6 Zaman kesirli Hirota—Satsuma coupled KdV sistemine
uygulamasi

Zaman kesirli Hirota—Satsuma coupled KdV sistemi u,v ve w

fonksiyonlar1 X ve t'ye bagli fonksiyonlar ve 0 <« <1 olmak iizere

Dfu= 1uXXX +3uu, +3(—v2 +W) :
4 X
o 1
Dt V= _vaxx - 3UVX, (5.129)
a 1
Diw=-—w, —3uw,
2
bi¢imindedir (Lu, 2012a).
Hirota-Satsuma sistemi ilk olarak (Hirota and Satsuma, 1981)
calismasinda farkli dagilimlara sahip olan iki uzun dalganin etkilesimlerini

tanimlamak i¢in onerilmistir.

A #0 sabit olmak lizere

At
u(x,t)=u(¢), 52X_r(1+a) (5.130)
dalga doniisiimii ile
a0 = U@, V) =U(@-2 wx)=22"-2U() (531

dontistimleri kullanildiginda (5.129) zaman kesirli Hirota—Satsuma coupled KdV
sistemi

AU"+2U°-24°U =0 (5.132)
bi¢iminde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Bu denklemde en yliksek
mertebeden tirev ile en yiikksek mertebeden lineer olmayan terimler

dengelendiginde n=2 olarak belirlenir.

Bu durumda trial denklem
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U'=a,+aU +aU?’ (5.133)

seklinde secilebilir. (5.133) ifadesinin tiirevi alinarak (5.132) adi diferansiyel
denkleminde yerine konuldugunda elde edilen polinomun Kkatsayilar1 sifira
esitlenir ise

Aaya, =0

21% - Jal —24a,a, =0
31a,a, =0

24 +2=0

(5.134)

cebirsel denklem sistemine ulasilir. Bu cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiinden

katsayilar
_ _'13/2 _ O — 4 I
G=F14"", a4 =0, a,==I A (5.135)

olarak belirlenir. Bu katsayilar (5.133) denkleminde yerine konulur ve ifade
integre edilirse 1 =-a,a, olmak iizere

U()=Atanh[V=2(£-¢&,) (5.136)
U (&) =Acoth[ V=2(6-&))] (5.137)

elde edilir. Buna gore, gore dalga donilisimii ve (5.131) doniistimleri dikkate

alindiginda zaman kesirli Hirota—Satsuma coupled KdV sisteminin hareketli dalga
coziimleri &, keyfi sabit olmak tizere

u, (x,t) = Atanh® {H(X—L—Q%H,
+ )

v, (X, t) :ﬂ£—1+tanh {M[x— A —fojD, (5.138)

w,(x,t) = 242 [1— tanh {H(x —Laa - (SOJD

ve
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, at
U, (x,t) = Acoth [\/J(x———éoﬂ,
v, (X, 1) =}{—1+coth [H(X_L_GZOJD, (5.139)

W, (X,t) = 242 (1—coth {\/J(x A &JD

bi¢iminde elde edilir.

Sekil 5.9 (5.138) u,, v, ve W, gdziimlerinin A =—1, & =0, & =0.01 degerleri igin grafikleri

Sekil 5.11 (5.138) u,, v, ve w, ¢oziimlerinin A =-1, & =0, & =0.95 degerleri icin grafikleri
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Sekil 5.9, Sekil 5.10 ve Sekil 5.11 zaman kesirli Hirota-Satsuma coupled
KdV sisteminin (5.138) ¢6ziimiiniin sirastyla @ =0.01, 0.5 ve 0.95 degerleri i¢in

degisen dalga yapisin1 gostermektedir.

Zaman Kesirli Hirota-Satsuma coupled KdV sisteminin u, ve u, ¢oziimleri

parametrelerin degisen degerlerine gore soliton dalga yapisindadir. v; ve w,

¢oziimleri ise kink dalga yapisindadir. Zaman kesirli sistemler igin trial denklem

yontemi ilk kez uygulanmis ve basarili sonuglar elde edilmisitir.
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6. SONUC

Bu c¢alismada, dalga doniisiimii altinda adi diferansiyel denkleme
indirgenebilen lineer olmayan bazi fiziksel denklemlerin ve sistemlerin hareketli
dalga coziimleri (traveling wave solutions) trial denklem yontemi kullanilarak

incelenmis ve bazi denklemler i¢in yeni ¢oziimler elde edilmistir.

Trial denklem yontemi, modifiye edilmis trial denklem yontemi ve
genigletilmis trial denklem yontemi matematiksel fizikte onemli uygulamalari
olan Liouville, Tzitzeica-Dodd-Bullough, lineer olmayan telgraf, genellestirilmis
1s1 iletim, Sharma-Tasso-Olver, modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony, iki
boyutlu Bratu, genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemleri ve lineer
olmayan coupled Klein-Gordon sistemi igin incelenmis ve bu denklemlerin
hareketli dalga ¢oziimleri tam diskriminasyon sistemi de dikkate alinarak elde

edilmistir.

Sharma-Tasso-Olver denkleminin tam ¢oziimleri hem trial denklem yontemi
ve hem de modifiye edilmis trial denklem yontemi ile elde edilerek yontemler
arasindaki baglant1 gosterilmistir. Modifiye edilmis trial denklem yontemi
kullanildiginda daha fazla ¢ozlime ulasilabildigi Bolim 3’te belirlenmistir.
Modifiye edilmis trial denklem yontemi ve genisletilmis trial denklem yontemi iki
boyutlu Bratu ve genellestirilmis Benjamin-Bona-Mahony denklemlerine
uygulanmis ve bdylece yontemler karsilastirilmistir. Genisletilmis trial denklem
yontemi kullanildiginda modifiye edilmis trial denklem yontemi ile ayni1 denklik
siifinda ¢ozlimler elde edildigi gibi, daha fazla ¢oziime ulasilabildigi de Boliim

4’te gosterilmistir.

Tamsay1 mertebeden diferansiyel denklemler i¢in trial denklem yontemi ile
basarili sonuglar elde edilmistir. Bu nedenle yontem kesirli (fractional) kismi
diferansiyel denklemler i¢in de incelenmis ve bazi denklemlere uygulanmistir.
Kesirli Klein-Gordon, kesirli CRWP, kesirli Cahn-Allen, uzay-zaman Kkesirli
KdV, uzay-zaman kesirli foam-drainage denklemlerinin ve Hirota-Satsuma
coupled KdV sisteminin hareketli dalga ¢oziimleri de elde edilmistir. Yontem,

uzay-zaman kesirli denklemler ve zaman kesirli sistem i¢in ilk kez uygulanmistir.

Trial denklem yontemi ile hem tamsayr mertebeden hem de kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemler i¢in beklentilere uygun olarak soliton,

kink soliton, kompakton, periyodik ve rasyonel yapida hareketli dalga ¢oziimleri
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elde edilmis ve bu ¢ozlimlerin fiziksel davraniglarini gorebilmek i¢in grafikleri de
cizilmistir. Matematiksel biyoloji, kuantum fizigi, kat1 hal fizigi, iletisim, lineer
olmayan optik, plazma fizigi, akigkanlar mekanigi gibi uygulama alanlaria sahip
olan bu fiziksel olusum denklemlerinin soliter dalga yapisindaki hareketli dalga
¢Ozlimlerinin elde edilmesi olaylarin fiziksel davramiglarinin  daha iyi

anlasilmasina ve yorumlanmasina katki saglayacaktir.
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