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ÖZET 

FREUD TİPİ AĞIRLIK FONKSİYONLARINA GÖRE GAUSS 

İNTEGRASYON METOTLARININ OLUŞTURULMASI VE BU 

METOTLARIN YÜKSEK SALINIMLI İNTEGRALLERE UYGULANMASI 

 

KILIÇ, Dilan 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Doç. Dr. Ali İhsan HASÇELİK 

Ocak 2015, 39 sayfa 

 

Yüksek salınımlı integraller doğa bilimleri,  mühendislik, tıp gibi alanlarında açığa 

çıkan problemlerin çözümlerinde gerekmektedir. Bu yüzden bu integralleri yaklaşık 

olarak hesaplayabilmek için çeşitli nümerik metotlar önerilmiş veya varolan metotlar  

modifiye edilmiştir. Bu nümerik metotlardan biri de asimtotik mertebesi en yüksek 

olan Hızlı Düşüş Metodudur. Ancak durağan  noktaya sahip integrallerde bu 

metodun uygulanması, r tamsayı olmak üzere wr(x)=exp(-x^r) Freud tipi ağırlık 

fonksiyonlarına göre Gauss integrasyon metotlarının oluşturulmasını 

gerektirmektedir. Maalesef, Freud tipi bir ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal 

polinomları  analitik olarak elde etmenin bir yolu henüz bulunamamıştır.   

Bu çalışmada, Freud tipi ağırlık fonksiyonlarına göre ortogonal polinomların üç 

terimli yineleme bağıntılarındaki  katsayılar  nümerik olarak elde edilmiş,  daha 

sonra da bu katsayılarla oluşturulan Jacobi matrisleri yardımı ile Gauss integrasyon 

metotları oluşturulmuştur. Oluşturulan bu metotlar seçilen bazı yüksek salınımlı 

integrallere uygulanmış ve çok iyi sonuç verdikleri gösterilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Yüksek Salınımlı İntegraller, Gauss İntegrasyon Metotları, 

Hızlı Düşüş Metodu, Ortogonal Polinomlar, Üç Terimli Yineleme Bağıntısı, Jacobi 

matrisi, Chebyshev Algoritması. 



 

ABSTRACT 

CONSTRUCTION OF GAUSS INTEGRATION METHODS WITH RESPECT TO 

FREUD –TYPE WEIGHT FUNCTIONS AND APPLICATION OF THESE 

METHODS TO HIGHLY OSCILLATORY INTEGRALS 

 

KILIÇ, Dilan 

M.Sc.Thesis, Mathematics Department 

Supervisor: Assoc. Prof. Ali İhsan HASÇELİK 

January 2015, 39 pages 

 

Highly oscillatory integrals arise in many applications in science, engineering, and  

medicine. Therefore, various methods have been proposed for numerically 

computing these integrals. One of these methods is the so called numerical steepest 

descent method, which has the highest asymptotic order. However when there is a 

stationary point in the interval of integration this method requires the construction of 

Gauss rules relative to a Freud weight function wr(x)=exp(-x^r), where r is a positive 

integer.  Construction of these rules requires the calculation of coefficients in the 

three-term recurrance relations of orthogonal polynomials with respect to wr, because   

these coefficients can not be obtained analytically.  

In this thesis, the recurrance coefficients are obtained numerically by using the 

Chebyshev algorithm. These coefficients are used to form the Jacobi matrix, from 

which the nodes and weights of  the desired Gauss rules are easily obtained. The 

Gauss rules obtained in this way were used to compute some selected highly 

oscillatory integrals. Numerical results show that the new Gauss rules are stable,  

very efficient, and give high accurate results.  

Key Words: Highly Oscillatory Integrals, Gauss Integration Methods, The 

Numerical Steepest Descent Method, Orthogonal Polynomials, Three-Term 

Recurrence Relation , Jacobi Matrix, Chebyshev Algorithm.  
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

                                        

                                                                              
 

 
                                                                                                                     

biçimindeki integraller doğa bilimleri, mühendislik, ve tıp gibi alanlardaki bazı 

problemlerin çözümünde önemli rol oynar. Genel olarak,    faz fonksiyonu,     

genlik fonksiyonu,  >>1 sayısı da frekans olarak isimlendirilir. Bu tür integrallere 

salınımlı integraller denir.   çok büyük olduğu zaman bu integrallerin klasik 

integrasyon metotları ile hesaplanması milyonlarca fonksiyon hesabı gerektirir.  

Örnek olarak,        alalım. Bu durumda 

                                                                    

özdeşliğinden bu fonksiyonun reel ve sanal kısmının kökleri 

                
  

 
 

 ve 

               
       

  
  

elde edilir. Kökler arasındaki mesafe her iki durumda da        dir. Dolayısıyla, 

fonksiyonun yukarıdaki reel ve sanal kısımları   çok büyük olduğu zaman aşağıdaki 

grafiklerde de görüldüğü gibi x eksenini bir çok noktada keser. Şekil 1.1 ve  Şekil 1.2  

  büyüdükçe salınım sayısının da arttığını gösterir. 
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Şekil 1.1: [-1,1] aralığında Sin(100x) ' in grafiği 

 

   Şekil 1.2: [-1/5,1/5] aralığında Sin(1000x) ' in grafiği 

 

Genel bir faz fonksiyonu verildiğinde, integrandın çok salınımlı olmasından dolayı  

Gauss-Legendre, Newton-Cotes, Clenshaw-Curtis gibi klasik metotlar bu tür 

integrallerin hesabı için ekonomik değildir. Bu yüzden (1.1) integralini ekonomik 

olarak hesaplayabilmek için günümüze kadar bir çok çalışma yapılmış ve önemli 

metotlar geliştirilmiştir; bu metotlar için [1-12] ve bunların içindeki referanslara 

bakılabilir.  

1.0 0.5 0.5 1.0

1.0

0.5

0.5

1.0

0.2 0.1 0.1 0.2

1.0
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Bölüm 2 de yüksek salınımlı integrallerin hesaplanmasında çok kullanılan bazı 

metotlar özetlenecektir. 

Bölüm 3 de Gauss integrasyon kurallarının (ya da metotlarının) oluşturulmasından, 

ağırlıkların hesaplanmasından, Gauss Legendre, Gauss Laguerre, Gauss Hermite ve 

Gauss Chebyshev integrasyon kurallarından bahsedilecektir. 

Bölüm 4 de ise salınımlı integrallerin hesabı için daha etkili ve ekonomik bir metot 

olan, integrand fonksiyonunu  çevreleyen uygun bir kontur seçme yöntemini 

kullanan Hızlı Düşüş (Dik İniş) Metodu ayrıntılı olarak ele alınacaktır. Ayrıca, aynı 

bölümde, durağan noktaya sahip salınımlı integrallerde bu metodu uygulamak için r 

tamsayı olmak üzere              Freud tipi ağırlık fonksiyonlarına göre Gauss 

integrasyon metotları oluşturulacaktır. Bunun için öncelikle ortogonal polinomların 

üç terimli yineleme bağıntısındaki yineleme katsayıları Mathematica [13] ile nümerik 

olarak elde edilecek,  bu katsayılarla elde edilen Jacobi matrisleri yardımı ile de 

Gauss integrasyon metotları oluşturulacaktır. Daha sonra bu metotlar bazı yüksek 

salınımlı integrallere uygulanacaktır.  
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BÖLÜM 2 

NÜMERİK İNTEGRASYON METOTLARI 

                                                                         
 

 

                                                  

integralini göz önüne alalım. Bir önceki bölümde salınımlı integrallerin hesabında 

etkili bazı metotların kullanıldığından bahsedilmişti. Aşağıda bunlardan bazıları 

verilmiştir. 

 2.1 Filon Metodu: ([1-4,14,15]) 

Bu metot      fonksiyonuna       interpolasyon polinomu gibi bir polinomla 

yaklaşmayı esas almıştır.      fonksiyonunu bu       polinomuyla yer 

değiştirelim.Yani  

           

olsun.  

                    
 

 

               
 

 

 

         

 

   

                     

olmak üzere bu polinom (2.1) integralinde yerine yazılırsa 

                             
 

 

 

             
 

 

                     
 

 

                 
 

 

 

elde edilir. Burada 
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k. momenttir. Eğer bu momentleri biliyorsak verilen integral alınır. 

     ,      fonksiyonu için uç noktaların ve uç noktalardaki türevlerin de dahil 

edilerek elde edildiği n. dereceden Hermit interpolasyon polinomu olsun.   

   { 0,  }  ise bu durumda Filon metodunun (asimtotik) hatası   

       
       

 

    
      

olarak verilir, [2,5,14]. 

Bu ifadeden,   ve s büyüdükçe Filon metodunun daha iyi sonuç verdiği görülür. 

Filon metodundaki sıkıntı şudur: 

Örneğin,          için integrali hesaplamak kolaydır. Kısmi integrasyondan 

bulunur. Fakat genel bir      için integrali hesaplamak çok zordur. Bu da 

momentlerin  bulunmasını zorlaştırır. Bu yüzden başka metotların varlığına ihtiyaç 

duyulur. Bunlardan biri de aşağıda verilen Levin metodudur. 

2.2 Levin Metodu: ([2,5,6,16,17]) 

Yine (2.1) integralini göz önüne alalım. Eğer,  

             
 
             

eşitliğini sağlayan bir      fonksiyonu bulabilseydik 

              
 

 

               
 
  

 

 

                           

elde edilirdi, dolayısıyla verilen integrali hesaplamış olacaktık. Ancak böyle bir      

in bulunması analitik olarak mümkün değildir. Bu yüzden  

                                            

veya  
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için kollokasyon metodu kullanılarak      için bir yaklaşık      fonksiyonu 

bulunur: 

              
 

 

   

 

 (2.2) denkleminde            yerine yazarsak,                , 

    noktaları kullanılarak 

      
            

 

   

     
 

 

   

                 

elde edilir. Bu lineer cebirsel denklem sisteminden    lar belirlenir.  Buradan 

                                          
 

 

 

elde edilir. Dolayısıyla verilen integrale yaklaşık değer bulmuş oluruz. Bunun 

genelleştirilmiş hali, (2.2) denkleminde      yerine      alınıp elde edilen 

denklemde her iki tarafın s. dereceden türevleri alınıp x yerine    yazılırsa 

 
  

   
                         

  
  

   
          

                

elde edilir. Burada                olmak üzere    ler pozitif 

tamsayılardır.     ise bu metot Levin (kollokasyon) metodu,   'lerden en az biri 

birden büyük alınırsa, Levin tipi bir metot olarak adlandırılır. 

İntegrasyon aralığında durağan nokta yoksa Levin metodunun (asimtotik) hatası  

       
       

 

    
                     

olarak verilir, (detaylı bilgi için, bakınız [1,5,6,15]). 

Bu metottaki sıkıntı sistemin çözümüne türevi dahil etmesek bile   ya bağlı olarak 

sistemin kondisyon sayısı çok büyük olabilir.   büyüdükçe kondisyon sayısı küçülür. 
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Bu metotta daha iyi bir yaklaşım elde etmek için daha büyük sistemleri çözmek 

gerekir. Bu da zahmetli ve pahalı bir iştir. Bu yüzden yine  başka metotların varlığına 

ihtiyaç duyulur. Bunlardan biri de aşağıda verilen Asimtotik metottur. 

2.3 Asimtotik Metot: ([1]) 

(2.1) integraline        aralığında         olmak üzere kısmi integrasyon 

uygulanırsa 

 
    

            
  

 

 

 

  
           

         
 

    

       
        

 
 
 

             
  

    

   
    

       
 

  

 

           
                 

           
                                  

 

elde edilir. Tekrar tekrar kısmi integrasyon uygulanırsa,   

       
       

 

      

 

   

 
        

     
           

        

     
                     

elde edilir.Burada  

                                                               
 

  

        

     
           

Asimtotik metodun hatası 

       
       

 

    
      

olarak verilir. 

Bu metot türevlerin alınmasını gerektirdiğinden çok zaman alır ve zahmetlidir. Bu da 

metodun dezavantajıdır. Bir diğer metot da  4. Bölümde ayrıntılı olarak ele 

alacağımız Hızlı Düşüş (Dik İniş) Metodudur. 
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BÖLÜM 3 

GAUSS İNTEGRASYON KURALLARI 

3.1 Gauss İntegrasyon Kurallarının Oluşturulması 

     ağırlık fonksiyonu olmak üzere  

                                                                           
 

 

                                             

şeklindeki bir integrali göz önüne alalım. Buradaki        aralığı      ,        , 

veya         şeklinde de  olabilir. 

Ağırlık fonksiyonu       aralığında aşağıdaki şartları sağlasın: 

1                  , 

2           
 

 
, 

3 Tüm momentler                       
 

 
 vardır ve sınırlıdır. 

Bazı ağırlık fonksiyonları ve ilgili ortogonal polinomlar Tablo 3.1 de verilmiştir. 

              Tablo 3.1: Bazı ağırlık fonksiyonları ve ilgili ortogonal polinomlar 

[a,b] 

aralığı 

Ağırlık Fonksiyonu İlgili Ortogonal Polinom 

[-1,1]                                 ı 

[-1,1]                                           ı 

[0, ]                                    ı 

[- , ]          
                         ı 
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Genel olarak bir integrasyon metodu 

          

olmak üzere  

           
 

 

    

 

   

                                                        

şeklinde yazılabilir. Bu ifadedeki    değerleri ağırlıklar olarak adlandırılır. 

Şimdi, daha sonra kullanılacak olan bazı ön bilgileri verelim. 

                                                            
                                      

Burada     derecesi n olan monik polinomlarının kümesidir ve 0       dır. 

Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzayı  

                          
 

 

    

üzerinde bir iç çarpım 

                      
 

 

 

şeklinde olmak üzere bu uzay üzerindeki doğal norm 

                           
 

 

 

   

 

biçiminde tanımlanır.               fonksiyonu için         şartı sağlanırsa bu 

kümeye ortogonal küme ya da dik küme denir. Bu kümenin elemanlarının normu bire 

eşitse ortonormal küme denir. Gramm-Schmidt yöntemi ile ortogonal bir küme elde 

edilebilir. 

Teorem 3.1.1. (GRAMM-SCHMİDT)          uzayında 
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şartlarını sağlayan        ,            , (ortogonal) polinomları vardır ve tektir.Bu 

polinomlar: 

                                            

                                                                                                       

                                          

   
         

       
       

            

       
          

bağıntılarından elde edilebilir. Burada    herhangi bir reel sayıdır.[18,19] 

Aşağıdaki teoremde verilen 

                           

derecesi n ve n den düşük polinomların kümesidir.    ve     kümelerini 

karıştırmamak gerekir. 

Teorem 3.1.2.                rastgele alınan noktalar olsun. O zaman 

her         için  

                         

 

 

 

   

 

 

      

eşitliği sağlanır. Burada                  verilen apsis noktalarına  karşılık gelen 

Lagrange polinomlarıdır. 

İspat:         olduğundan 

                                        

sağlanır. Her iki taraf        ağırlık fonksiyonuna göre çarpılıp [a,b] aralığında 

integrali alınırsa istenen elde edilir. [18,19,20] 

Teorem 3.1.3.                noktaları          uzayı için  Gramm-

Schmidt veya başka bir yolla elde edilen n-inci ortogonal polinom         in kökleri 

ise her         için  
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eşitliği sağlanır. Derecesi 2n olan (interpolasyona dayalı) n nokta integrasyon kuralı 

yoktur. 

İspat:          olduğundan  

                                

olacak şekilde q ve r polinomları vardır.         olduğundan            değerleri  

için               , Lagrange polinomları kullanılarak,  

                

 

   

 

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla Teorem 3.1.3 kullanılarak, 

            
 

 

                         
 

 

 

                              

 

   

   
 

 

 

 

 

                                                  

 

   

   
 

 

 

                                       

 

   

             
 

 

          

 

   

 

elde edilir. 

Teoremin ikinci kısmının ispatı için 

             
 

 

   

     

polinomunu göz önüne alalım ve bu polinomun hatasız integrallenebildiğini 

varsayalım. Burada     değerleri      ortogonal polinomunun kökleri ya da [a,b] 



 
 

12 

 

aralığında başka noktalar olabilir.Bu durumda  

                 
 

 

             

 

   

 

çelişkisi elde edilir.[19,20] 

Tanım 3.1.1. {             noktaları n-inci ortogonal polinomun kökleri olmak 

üzere 

                                     

 

   

 

 

                   
 

 

                     

olarak tanımlanan integrasyon kuralına n-inci dereceden Gauss integrasyon kuralı 

denir.  

Lemma 3.1.1. {                       ortogonal polinomları ve farklı    

değerleri için  

                                 

                     
                     

   
                           

                  

matrisi tekil değildir. 

İspat: İspat için bkz. [19,20] 

Teorem 3.1.4. Eğer her         için  

                                                                        

 

   

 

 

                                      

eşitliği sağlanırsa, o zaman             değerleri       ortogonal polinomunun 

kökleridir ve ağırlıkları                  
 

 
             eşitliklerini sağlar. 

İspat: İspat için bkz. [19,20] 

Teorem 3.1.5.            ise n-nokta Gauss integrasyon kuralı ve bir         

değeri için 
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hata terimi olmak üzere 

                                                    

 

   

 

 

 

  
 

        

     
                        

eşitliği sağlanır. Burada 

                                   

        uzayında ortogonal bir kümedir. 

İspat: İspat için bkz. [19,20] 

3.2 Ağırlıkların Hesaplanması 

Bundan önceki kısımda ağırlıklar için  

                                  
    

     

 

       

                                      
 

 

 

 

 

eşitliği verilmişti. Bu eşitlik 

                                                        
     

        
        

 

       

                                       

bağıntısı kullanılarak,           için  

                   
     

  
           

 
 

 

   
 

  
     

     
     

    

 

 

                   

şeklinde de yazılabilir.           ,             alıp (3.1.8) deki ifadede 

yerine yazarsak   

                       

 

   

 

 

              



 
 

14 

 

eşitliği sağlanır.Bu eşitlikler sistemi, matrisler kullanılarak aşağıdaki şekilde 

yazılabilir. 

                     

                   
                   

   
                         

  

  

  

 
  

   

       
 
 
 

                   

Ağırlıklar yukarıdaki bağıntılarından herhangi birisi kullanılarak hesaplanabilir. 

Fakat bu bağıntılar büyük  n değerleri için pratik olarak kullanılmaya elverişli 

değildir. Bu yüzden ağırlıkların hesaplanmasını kolaylaştıran  

                                                   
    

  
 

              

          
     

                                            

formülünü kullanabiliriz [20]. Burada {    değerleri              ortogonal 

polinomların kökleridir. 

3.3 Gauss-Legendre İntegrasyon Kuralı ([19,20]) 

Bu integrasyon kuralı        aralığında        ağırlık fonksiyonuna göre 

oluşturulur. n. dereceden        Legendre polinomunun kökleri integrasyon 

noktalarıdır. Lengendre polinomları 

                                                       
 

    

  

   
                                                    

Rodrigues formülünden elde edilebilir. 

Teorem 3.1.1 deki  (3.1.4) ifadesi kullanılarak        ortogonal polinomları ile 

Legendre Polinomları arasında 

                                                
       

     
                                                       

bağıntısı sağlanır. Ayrıca         Legendre Polinomu , 

                    
 

  
       

   

  
                                             

diferansiyel denklemine ve   
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yineleme bağıntısına sahiptir.        Legendre Polinomunun normu 

                                                              
 

  

 
 

    
                              

ifadesinden elde edilir ve üreteç fonksiyonu, 

      

 

   

   
 

             
 

şeklindedir. Bazı türev bağıntıları ise aşağıdaki şekildedir: 

                                                 
                                                          

                                                          
        

                                              

                                                         
         

                                            

(3.3.4) ve (3.3.6) bağıntıları kullanılırsa  

                                                                
   

       
     

   
                                         

elde edilir. Bu ifadedeki    değerleri       polinomunun kökleridir. 

(3.3.5) ve (3.3.9), (3.2.5) ifadesindeki formülde yerine yazılıp düzenlenirse Gauss 

Legendre integrasyon metodunun ağırlıkları için 

                        
 

   
       

       
 

      
  

            
                                    

formülü elde edilir [20]. 

3.4 Gauss-Laguerre İntegrasyon kuralı ([19,20]) 

Bu integrasyon kuralı       aralığında (              olmak üzere       

       ağırlık fonksiyonuna göre oluşturulur. n. dereceden    
     Laguerre 

polinomunun kökleri integrasyon noktalarıdır. Laguerre polinomları 
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biçimindeki integrallerin hesaplanmasında önemli rol oynarlar. Bu polinomlar 

                                    
     

     

  

  

   
                                                   

Rodrigues formülünden elde edilebilir.  

Teorem 3.1.1 deki  (3.1.4) ifadesi kullanılarak        ortogonal polinomları ile 

Laguerre Polinomları arasında 

                                                   
  

     
  
                                                     

bağıntısı sağlanır. Ayrıca Laguerre polinomları 

                                        
 

  
        

   
    

  
          

                                    

diferansiyel denklemine ve  

         
                  

              
                                      

yineleme bağıntısına sahiptir. Laguerre polinomlarının normu 

                             
       

    
          

        
 

 

 
        

  
                   

eşitliğinden elde edilir ve üreteç fonksiyonu 

                                                 
  

         

 

   

   
                                            

şeklindedir. (3.4.5) ifadesindeki       Gamma fonksiyonunu gösterir. Bu fonksiyon  

                       

özelliklerine sahiptir.   
     de     için bu polinom Klasik Laguerre Polinomları 

adını alır. Laguerre Polinomlarının yukarıda yazdığımız özellikleri     alınırsa 

Klasik Laguerre Polinomları için de geçerli olur. Laguerre Polinomları ile ilgili bazı 

bağıntılar   
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şeklindedir. Laguerre Polinomunun yukarıda verilen özellikleri Gauss Laguerre 

integrasyon kuralının ağırlıklarını hesaplamaya yarayan 

                                                     
        

            
       

                                            

  
          

             
      

 
                        

formülünün elde edilmesi için yeterlidir. Bu ifadedeki    değerleri   
     

polinomunun kökleridir. [20] 

3.5 Gauss-Hermite İntegrasyon Kuralı ([19,20]) 

Bu integrasyon kuralı        aralığında          
 ağırlık fonksiyonuna göre 

oluşturulur. n. dereceden        Hermite polinomunun kökleri integrasyon 

noktalarıdır. Hermite  polinomları 

     
      

 

  

 

biçimindeki integrallerin hesaplanmasında önemli rol oynarlar. Bu polinomlar 

                                                     

   
    

                                        5.1) 

Rodrigues formülünden elde edilebilir. 

 Teorem 3.1.1 deki  (3.1.4) ifadesi kullanılarak        ortogonal polinomları 

ile Hermite Polinomları arasında 

                                                                                                                  

bağıntısı sağlanır. Ayrıca Hermite polinomları 

                                                       
          

                                                   

diferansiyel denklemine ve  
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yineleme bağıntısına sahiptir. Hermite polinomlarının normu 

                                                 
          

 

  

                            

eşitliğinden elde edilir ve üreteç fonksiyonu 

                                                              
  

     

  

 

   

                                                     

şeklindedir. 

Hermite polinomlarının diğer bazı özellikleri aşağıda verilmiştir. 

                                                      
                                                                 

                                                                                                                          

Gauss Hermit integrasyon kuralı için ağırlıklar aşağıdaki formülden elde edilebilir. 

[20] 

                                   
    

  
 

       

          
     

 
        

             
                            

 Burada bu ifadedeki    değerleri         polinomunun kökleridir. 

3.6 Gauss-Chebyshev İntegrasyon Kuralı ([19,20]) 

Bu integrasyon kuralı        aralığında      
 

     
 ağırlık fonksiyonuna göre 

oluşturulur. n.  dereceden         Chebyshev  polinomunun   kökleri    integrasyon  

noktalarıdır. Chebyshev  polinomları    

 
    

     
  

 

  

 

biçimindeki integrallerin hesaplanmasında önemli rol oynarlar. Bu polinomlar 
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Rodrigues formülünden elde edilebilir. 

Teorem 3.1.1 deki  (3.1.4) ifadesi kullanılarak        ortogonal polinomları ile 

Chebyshev Polinomları arasında 

                                                                                                                 

bağıntısı sağlanır. Ayrıca Chebyshev polinomları 

                                                 
         

                                              

diferansiyel denklemine ve  

                                                                                                                    

yineleme bağıntısına sahiptir. Chebyshev polinomlarının normu 

                                                 
 

     
          

 

  

 
 

 
                       

eşitliğinden elde edilir ve üreteç fonksiyonu 

                                                        
    

       
           

 

   

                                         

şeklindedir. 

Chebyshev polinomlarının diğer bazı özellikleri aşağıda verilmiştir: 

                                                                                       

                                
 

 
      

     

   

        

         
                                   

Yukarıda verilen bağıntılardan Gauss Chebyshev integrasyon kuralı için ağırlıklar 
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olarak bulunur. (3.6.7) kullanılarak       polinomunun kökleri bulunur. 

                             
       

  
               

ve bu değerler (3.6.9) eşitliğinde yerine konursa, 

  
      

        

    
       

   
                    

       

  
  

olduğundan, Gauss Chebyshev integrasyon kuralının ağırlıkları 

                                                         
 

 
                                                     

şeklinde yazılabilir. Dolayısıyla, Gauss Chebyshev kuralı aşağıdaki şekilde 

yazılabilir:  

                               
    

     
  

 

  

 
 

 
  

 

   

    
       

  
                             

. Burada      hatayı gösterir. 

 

3.7 Matrisler Kullanılarak İntegrasyon Noktaları ve Ağırlıkların Hesaplanması 

Bundan önceki kısımlarda bahsettiğimiz Gauss integrasyon kuralları ortogonal 

polinomlar kullanılarak oluşturuldu. İntegrasyon apsisleri olarak kullanılan değerler, 

   ortogonal polinomların kökleri olarak bahsedilmişti. Bu kökler ya hazır olarak 

mevcuttur  ya da bu köklerin hesaplanmasına yarayan ve bu polinomlar için özel 

olarak geliştirilmiş çok iyi programlar kullanılarak bulunmaktadır. 

 Teorem 3.7.1          olmak üzere{   |            } 

                                            

                                                                                                 

                                                                                         

yineleme bağıntısı ile elde edilen ortogonal polinomlar ve  
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simetrik üç köşegenli Jacobi Matrisi olmak üzere {   |            } 

polinomlarına dayalı Gauss integrasyon kuralının integrasyon noktaları     matrisinin 

özdeğerlerine eşittir. [19] 

Matriste kullanılan       katsayıları daha önce Teorem 3.1.1 de (3.1.4) eşitliğinde 

verilmişti. Ayrıca  

                  

    Jacobi matrisinin    özdeğerine karşılık gelen bir özvektörü ise,    ağırlığı     ‘nin 

normalize edilmiş i’ninci özvektörünün birinci bileşeninin karesi ile    momentinin 

çarpımına eşittir. Yani, 

                                                          

     
 

  
   

                                                       

[21,22] . Burada, bundan sonraki bölümde bahsedeceğimiz momentler  

                                                  
 

 

                                                

        ifadesindeki     ‘ı      olarak alabiliriz. 
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BÖLÜM 4 

HIZLI DÜŞÜŞ METODU İLE FREUD TİPİ AĞIRLIK FONKSİYONLARINA 

GÖRE GAUSS İNTEGRASYON METOTLARININ OLUŞTURULMASI VE 

BU METOTLARIN YÜKSEK SALINIMLI İNTEGRALLERE 

UYGULANMASI 

4.1 Hızlı Düşüş (Dik İniş) Metodu: ([23]) 

                             
 

 

 

integralini göz önüne alalım.  

Burada                m=1,2,..., alacağız. Bu integrale         değişken 

değişimi yaparsak 

               
   

 

 

integrali elde edilir. Bu integrali de a =0 alarak aşağıdaki şekilde düşünebiliriz: 

                                                                 
 

 

                                                           

Şimdi (4.1.1) de      değişken değişimi yapılırsa 

                                                      
 
       

 

 
 

 
 

    
  

 

                                                                 

elde edilir. 

Yukarıda tanımlanan integraller salınımlı integrallerdir. İntegrallerdeki salınım 

        fonksiyonundan kaynaklanmaktadır. Amacımız bu salınımı ortadan 

kaldırmaktır. Hızlı Düşüş (Dik İniş) Metoduyla bu mümkündür. 
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Hızlı Düşüş Metodu genel olarak yüksek salınımlı integraller için geliştirilmiş bir 

metottur. İntegrallerdeki salınımı ya ortadan kaldırır ya da azaltır. Bu metot 

integrallerin hesaplanmasında etkili ve ekonomik, aynı zamanda nümerik olarak 

stabil (kararlı) bir metottur. 

4.2. Hızlı Düşüş (Dik İniş) Metodu İle Freud Tipi Ağırlık Fonksiyonlarına Göre 

Gauss İntegrasyon  Metotlarının Oluşturulması ve Bu Metotların Yüksek 

Salınımlı İntegrallere Uygulanması: 

                                                                            
                                                        

ağırlık fonksiyonunu göz önüne alalım. Asıl problemimiz bu ağırlık fonksiyonuna 

göre Gauss integrasyon metodu nasıl oluşturulur? [0,∞] aralığında bu ağırlık 

fonksiyonuna göre ortogonal polinomları analitik olarak elde etmenin bir yolu henüz 

bulunamamıştır. Bu yüzden öncelikle 3.bölümde Teorem 3.1.1 de verilen     ve 

   yineleme katsayılarının nümerik olarak hesaplanması gerekmektedir. Bu 

katsayılar bazı yöntemlerle elde edilebilir. Bunlardan biri de  bu katsayıların 

momentler yoluyla elde edilmesidir. Bu yöntem ve bu yöntemi kullanma gerekçeleri 

aşağıda verilmiştir. 

4.2.1 Katsayıların Momentler  Yoluyla Elde Edilmesi 

Hankel determinantı  

                                   

         

       

   
            

                             

şeklinde tanımlanır.  

 Burada    bir önceki bölümde de  belirttiğimiz gibi 

              
 

 

                            

olarak tanımlanır.       
 ,       Hankel determinantının sondan bir önceki sütunun ve 

son satırın çıkarılmasıyla elde edilen determinant olarak tanımlansın [19] : 
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Şimdi (4.2.2) ve (4.2.3) ifadelerindeki determinantları göz önüne alarak aşağıdaki 

teoremi verelim: 

Teorem 4.1        n. dereceden monik ortogonal polinomu aşağıdaki gibi 

determinant yoluyla elde edilebilir.[19] 

          
 

  
 
 

       

         

   
            

     

 
     

  
 

   
                            

İspat: İspat için bkz. [19]  

Aşağıdaki teorem yukarıda tanımlanan determinantlar ile    ve    katsayılarının 

hesaplanabildiği gösterir. 

Teorem 4.2     monik ortogonal polinomu için yineleme katsayıları aşağıdaki 

şeklindedir. 

                                                     
    

 

     
 

  
 

   
                                                   

   
        

   
                                                         

İspat: İspat için bkz. [19] 

Yukarıda verilen (4.2.5) ve (4.2.6) formülleri yineleme katsayılarını hesaplamada 

tavsiye edilmez. Çünkü bu katsayıları hesaplamak için ya Laplace açılımı yapmak 

gerekir ya da L alt üçgensel U üst üçgensel matris olmak üzere  LU ayrışımını  

kullanmak gerekir. Bu da çok fazla işlem gerektirir ve stabil değildir. Bu yüzden 

Gautschi, modifiye edilmiş Chebyshev algoritmasının kullanılmasını tavsiye eder. 

Bu Chebyshev algoritması aşağıda verilmiştir. 
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Chebyshev algoritması  ([19, 20]) 

                   

                      

                      

 For             do 

                                                       

                               

                 

Bu algoritma daha ekonomiktir ve daha az işlem gerektirir. Fakat bu algoritma da 

tam olarak stabil değildir. Bu yüzden Chebyshev algoritmasındaki momentlerin ya 

sembolik olarak ya da çok yüksek duyarlılıkla hesaplanması gerekmektedir. Bizim 

şansımızdan, Freud tipi ağılık fonksiyonları için momentler sembolik olarak, Gamma 

fonksiyonu cinsinden, elde edilebilmektedir: 

           
  

 

 
  

 

 
   

   

 
                               

Aşağıdaki Tablo 4.1, Tablo 4.2  ve Tablo 4.3’de                ,          

ağırlık fonksiyonlarına göre Chebyshev Algoritmasında 150 basamak duyarlılık 

kullanarak elde edilen    ve     yineleme katsayıları verilmiştir. Benzer şekilde 

m’nin başka değerleri için de bu katsayılar hesaplanabilir. 
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Tablo 4.1:          
ağırlık fonksiyonuna göre Chebyshev Algoritması 

kullanılarak oluşturulan    ve     katsayıları. 

N       

1                                                               

2                                                                

3                                                                

4                                                                  

5                                                               

6                                                               

7                                                               

8                                                               

9                                                               

10                                                               

11                                                               

12                                                               

13                                                               

14                                                               

15                                                               

16                                                               

17                                                               

18                                                               

19                                                               

20                                                               

21                                                               

22                                                               

23                                                               

24                                                               

25                                                               

26                                                               

27                                                               

28                                                               

29                                                               

30                                                               

31                                                               

32                                                               

33                                                               

34                                                               

35                                                               

36                                                               

37                                                               

38                                                               

39                                                               

40                                                               
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Tablo 4.2:          
ağırlık fonksiyonuna göre Chebyshev Algoritması 

kullanılarak oluşturulan    ve     katsayıları. 

N       

1                                                               

2                                                                

3                                                                

4                                                                  

5                                                               

6                                                               

7                                                               

8                                                               

9                                                               

10                                                               

11                                                               

12                                                               

13                                                               

14                                                                
15                                                               

16                                                               

17                                                               

18                                                               

19                                                               

20                                                               

21                                                               

22                                                               

23                                                               5 
24                                                               

25                                                               

26                                                               

27                                                               

28                                                               

29                                                               

30                                                               

31                                                               

32                                                               

33                                                               

34                                                               

35                                                               

36                                                                

37                                                               

38                                                               

39                                                               

40                                                               
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Tablo 4.3:          
ağırlık fonksiyonuna göre Chebyshev Algoritması 

kullanılarak oluşturulan    ve     katsayıları. 

N       

1                                                               

2                                                                

3                                                                

4                                                                  

5                                                               

6                                                               

7                                                               

8                                                               

9                                                                 

10                                                               

11                                                               

12                                                               

13                                                               

14                                                               4 
15                                                               

16                                                               

17                                                               

18                                                               

19                                                               

20                                                               

21                                                               

22                                                               

23                                                                

24                                                               

25                                                               

26                                                               

27                                                               

28                                                               

29                                                                 

30                                                                

31                                                               

32                                                               

33                                                               

34                                                               

35                                                               

36                                                                

37                                                               

38                                                               

39                                                               

40                                                               
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Şimdi (4.1.1) ifadesindeki integrale Hızlı Düşüş Metodunu uygulayalım. Öncelikle 

bir kontur (kapalı eğri) belirlememiz gerekir. 

Aşağıdaki Şekil 4.1 hızlı düşüş metodu için bir kontur belirtmektedir. 

 

 

Şekil 4.1.Hızlı düşüş metodu için bir kontur 

Şimdi yukarıdaki şekli düşünelim .     D bölgesini sınırlayan 

                      

kapalı eğrisi (kontur) olsun. Burada  

                                     

                            

                              

                                  

                             
 

 
 

dir.   ,               kapalı bir bölge oluşturduğundan bu eğriler boyunca aynı 

yönde alınan integrallerin toplamı Cauchy-Goursat teoreminden sıfır olur. Bu teorem 

aşağıda verilmiştir. 



 
 

30 

 

Teorem 4.3 (Cauchy-Goursat, [24, s. 151] ) : Eğer      basit bağlantılı kapalı bir C 

eğrisi üzerindeki ve bu eğrinin sınırladığı bölgedeki her noktada analitik ise  

         
 

 

dır. 

İspat: İspat için bkz. [24]  

Tanım 4.1: Bir     bölgesindeki tüm  ’ler için                   sağlayan bir   

ve     sayıları varsa      fonksiyonuna     bölgesinde üstel mertebedendir denir. 

Teorem 4.4:                                    yarı şeridi üzerinde 

       sabitleri ile üstel mertebeden ve analitik ise   bölgesindeki her basit 

bağlantılı  kapalı eğri     üzerindeki çevre integrali sıfırdır, 

 

               
 

  

ve her      için 

   
     

 
       

  

 
 

 
 

        
  

 
 

 
 

  

  
 

 

 

                            
 

 
 

 
 

    
 

 
 

 
    

 

 

    
              

sağlanır. 

İspat: İntegrandın D bölgesinin kapanışında analitik olduğu gösterilebilir. 

Dolayısıyla 

               
 

 

olduğu Cauchy-Goursat Teoreminin bir sonucudur. 

Şimdi (4.1.1) integralinin yerine (4.1.2) integrali kullanılırsa  
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elde edilir. 

   integrali için  

             
 
            

 

 
       

 
 

     
 

 

 

 
     

 
          

 
             

 
 

    
 

 

 

elde edilir.      değişken değişimi yapılıp     alınırsa integral 

                             
     

 
       

  

 
 

 
 

        
  

 
 

 
 

  

  
 

 

                    

biçimine dönüşür. 

   integrali için 

          
 
         

 

 
    

 
 

     
 

 

 
   

 
 

 
       

 
         

 
 

    
 

 

 

elde edilir.      değişken değişimi yapılırsa integral 
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şeklinde olur. Bu integralde de  
 

    değişken değişimi yapılıp     ve     

alınırsa integral 

                                                  
 

 
 

 
 

    
 

 
 

 
    

 

 

    
                                      

biçimine dönüşür. 

   integrali ise     iken 0 a gider. Bu aşağıda gösterilmiştir.  

                 
 
            

 
      

 
 

              

 

  

    

    

                         
 
          

 

 
      

 
 

     

  

 
    

     

         
 

 
              

 
   

  

 

        
 
 

     

          
 

 
              

         
 
 

    
  

 

 

          
 

 
              

         
 
 

    
  

 

 

eşitsizliği     için sağlanır. Son integralde, her        ve her          

için         
 

 
      sağlandığından,    integrali      ise     için sıfır olur. 

   integrali için 
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elde edilir.     fonksiyonu   bölgesinde analitik olduğundan               

için   ve  ‘ye göre süreklidir. Dolayısıyla, yukarıdaki eşitsizliğin limiti       için 

alınırsa integral sıfıra gider. 

Yukarıda elde edilen sonuçlar kullanılırsa  

    
 
       

 

 
 

 
 

    
  

 

 

  
     

 
       

  

 
 

 
 

        
  

 
 

 
 

  

  
 

 

 

  
 

 
 

 
 

    
 

 
 

 
 

   
 

 

    
                                                                                                

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi salınımlı integralin Hızlı Düşüş Metodu uygulandıktan sonraki grafiğini 

gösterelim. 

Aşağıdaki Şekil 4.2 ve Şekil 4.3                            ,   

           için (4.2.9) integralindeki              fonksiyonunun sırasıyla 

reel ve sanal kısmının grafiğini göstermektedir.  

 

Şekil 4.2:                     fonksiyonunun reel kısmının grafiği 
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Şekil 4.3:                     fonksiyonunun sanal kısmının grafiği 

 

Hızlı Düşüş Metodu uygulandıktan sonra oluşan bu grafiklerde salınımın 1. bölümde 

verilen grafiklere göre ne kadar azaldığı görülmektedir.Grafikte sağdaki kısım 

yukarıya doğru gitmektedir.Yani o kısımdan sonra herhangi bir salınım yoktur.Bu da 

metodun ne kadar etkili olduğunu gösterir.  

Oluşturulan metot için MAHEMATİCA PROGRAMI:  

(***Yineleme katsayılarının elde edilmesi***) 

Timing[n=12;d=100;r=2;c=10; 

mu[k_]:=Integrate[t^k*Exp[-t^r],{t,0,Infinity}]; 

a[0]=N[mu[1]/mu[0],d]; 

b[0]=N[mu[0],d]; 

Do[[-1,j]=0,{j,1,2*n-2}]; 
Do[[0,j]=mu[j],{j,0,2*n-1}]; 
For[k=1,k<n,k+=1, 

Do[[k,j]=[k-1,j+1]-a[k-1]*[k-1,j]-b[k-1]*[k-2,j], 
{j,k,2*n-k-1}]; 

a[k]=N[[k,k+1]/[k,k]-[k-1,k]/[k-1,k-1],d]; 
b[k]=N[[k,k]/[k-1,k-1],d];] 
Do[Print[N[a[j],32]," ",N[b[j],32]],{j,0,n-1}];] 

 

(*Bulunan katsayılarla oluşturulan Gauss metodu *)  

m=5;d=32;w=1000; 

B=ConstantArray[0,{m,m}]; 

Do[B[[j,j]]=N[a[j-1],d],{j,1,m}]; 

Do[B[[j+1,j]]=B[[j,j+1]]=N[Sqrt[b[j]],d],{j,1,m-1}]; 

{X,U}=N[Eigensystem[B],d]; 

v[i_]:=U[[i,1]]; 

P[i_]:=v[i]/Norm[U[[i]],2]; 

W=ConstantArray[0,{m}]; 

Do[W[[i]]=P[i]^2,{i,1,m}]; 

W=mu[0]*W; 
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0.005

0.005
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f[t_]=(t^5-4t^2+3t+5)/(t+100); 

Result1=(I/w)^(1/r)*(W.f[(I/w)^(1/r)*X]) 

 

(* İkinci integralin NIntegrate ile hesaplanması *)   

Result2=(-I/r)*w^(-1/r)*Exp[I*w*c^r]* NIntegrate[ 

f[(c^r+I*t/w)^(1/r)](w*c^r+I*t)^(1/r-1)* Exp[-t], 

{t,0,Infinity},PrecisionGoald, WorkingPrecision2d] 
  

Sonuc=Result1+Result2 

  

Bu Mathematica programında (4.1.1) deki   yerine    alınmıştır. Bu programın giriş 

kısmında daha önce bahsettiğimiz ve hesapladığımız yineleme katsayılarının 

programı da yer almaktadır. 

Yukarıdaki Mathematica programında          için oluşturulan integrasyon 

metodunun nokta sayısı, çalışma duyarlılığı ve bunun sonucundaki hata miktarları 

sırasıyla aşağıdaki Tablo 4.4 , Tablo 4.5 ve Tablo 4.6 da verilmiştir. Bu tablolardaki 

hata sayıları programda çalışma duyarlılığı ve nokta sayısı iki kat arttırılarak elde 

edilen sonuçlarla karşılaştırılarak elde edilmiştir. 

Ayrıca Mathematicanın NIntegrate komutu ile elde edilen sonuçlar da programdan 

elde edilen sonuçlarla 30 basamağa kadar aynıdır.  Ancak, örnekler göstermiştir ki, 

NIntegrate komutu direkt olarak verilen integrale uygulandığında ya istenen 

duyarlılıkta sonuç elde edilememekte ya da hesaplama çok uzun sürmektedir. 

Tablo 4.4       için hata miktarı 

 

Tablo 4.5       için hata miktarı 

 

 

n Çalışma duyarlılığı Hata Miktarı 

3 16                      

5 32                           

n Çalışma duyarlılığı Hata Miktarı 

3 16                            

6 32                          
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Tablo 4.6       için hata miktarı 

 

Yukarıdaki tablolar yorumlanacak olursa örneğin; Tablo 4.4 de Gauss integrasyon 

metodunun nokta sayısı 5 ve çalışma duyarlılığı 32 basamak alınınca, hata 

miktarı                           olarak gelmiştir. Yani integral yaklaşık 

31 basamak doğru hesaplanmıştır. Bu da çok iyi bir sonuçtur. 

Hızlı Düşüş Metodu uygulanarak oluşan (4.2.8) ve (4.2.9) integrallerinin yukarıdaki 

Mathematica programında hesabı oldukça kısa sürmüştür. Bu metot uygulanmadan 

hesaplanan yani NIntegrate ile hesaplanan orijinal (4.1.1) integrali ise bu sürenin çok 

üstündedir. Örneğin      için bizim programla elde edilen sürenin yaklaşık 16 

katı,     için yaklaşık 35 katı ve     için yaklaşık 24 katıdır. 

Son olarak, bu çalışmadan esinlenerek tez danışmanım ile beraber, Jacobi tipi 

tekilliğe sahip ve integrandında mutlak değer fonksiyonu bulunduran yüksek 

salınımlı integrallerin hızlı düşüş metodu kullanılarak ekonomik olarak hesaplanması 

ile ilgili bir makale yayınlanmıştır [25]. 

 

 

n Çalışma duyarlılığı Hata Miktarı 

3 16                    

6 32                       
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BÖLÜM 5 

SONUÇLAR 

Yapılan bu çalışmada durağan noktaya sahip yüksek salınımlı integrallere Hızlı 

Düşüş Metodu  uygulanmıştır. Bu metodun sonucunu görmek için bir Mathematica 

programı oluşturulmuş, bu program ile öncelikle Freud tipi ağırlık fonksiyonlarına 

göre ortogonal polinomların üç terimli yineleme bağıntısındaki yineleme katsayıları 

hesaplanmış, daha sonra bu katsayılarla oluşturulan Jacobi matrisi yardımı ile Gauss 

integrasyon metotları elde edilmiştir. Ayrıca elde edilen yineleme katsayıları, daha 

sonra benzer formdaki integralleri hesaplamak için, tablolar halinde verilmiştir. 

Oluşturulan Gauss integrasyon metotları (4.1.1) formundaki yüksek salınımlı 

integrallere uygulanmış, Mathematica’da 32 basamak çalışma duyarlılığı ile 30-31 

basamak doğrulukta sonuçlar elde edilmiştir. Bu da bu metotların nümerik olarak 

stabil olduğunu gösterir. Ayrıca, bu metotların zaman ve integrand hesabı açısından 

da mevcut metotlara göre çok daha ekonomik oldukları görülmüştür.  

İlerideki çalışmalarda, tekil noktalara sahip yüksek salınımlı integraller için de bu 

çalışmadakine benzer Gauss-tipi integrasyon metotlarının elde edilip edilemeyeceği 

araştırılacaktır. 
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