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OZET

FREUD TiPi AGIRLIK FONKSIiYONLARINA GORE GAUSS
INTEGRASYON METOTLARININ OLUSTURULMASI VE BU
METOTLARIN YUKSEK SALINIMLI iNTEGRALLERE UYGULANMASI

KILIC, Dilan
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Ali Thsan HASCELIK

Ocak 2015, 39 sayfa

Yiiksek salinimli integraller doga bilimleri, miihendislik, tip gibi alanlarinda agiga
cikan problemlerin ¢oziimlerinde gerekmektedir. Bu yiizden bu integralleri yaklasik
olarak hesaplayabilmek i¢in ¢esitli niimerik metotlar 6nerilmis veya varolan metotlar
modifiye edilmistir. Bu niimerik metotlardan biri de asimtotik mertebesi en yiiksek
olan Hizli Diisiis Metodudur. Ancak duragan noktaya sahip integrallerde bu
metodun uygulanmasi, r tamsayr olmak tizere wr(x)=exp(-x*r) Freud tipi agirlik
fonksiyonlarina  gore  Gauss  integrasyon  metotlarinin  olusturulmasini
gerektirmektedir. Maalesef, Freud tipi bir agirlik fonksiyonuna goére ortogonal

polinomlar: analitik olarak elde etmenin bir yolu heniiz bulunamamustir.

Bu calismada, Freud tipi agirlik fonksiyonlarina gore ortogonal polinomlarin iig
terimli yineleme bagintilarindaki katsayilar niimerik olarak elde edilmis, daha
sonra da bu katsayilarla olusturulan Jacobi matrisleri yardimi ile Gauss integrasyon
metotlar1 olusturulmustur. Olusturulan bu metotlar segilen bazi yiiksek salinimli

integrallere uygulanmis ve ¢ok iyi sonug verdikleri gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yiiksek Salimmli integraller, Gauss Integrasyon Metotlari,
Hizlh Diisiis Metodu, Ortogonal Polinomlar, U¢ Terimli Yineleme Bagntis1, Jacobi

matrisi, Chebyshev Algoritmasi.



ABSTRACT

CONSTRUCTION OF GAUSS INTEGRATION METHODS WITH RESPECT TO
FREUD -TYPE WEIGHT FUNCTIONS AND APPLICATION OF THESE
METHODS TO HIGHLY OSCILLATORY INTEGRALS

KILIC, Dilan
M.Sc.Thesis, Mathematics Department
Supervisor: Assoc. Prof. Ali thsan HASCELIK

January 2015, 39 pages

Highly oscillatory integrals arise in many applications in science, engineering, and
medicine. Therefore, various methods have been proposed for numerically
computing these integrals. One of these methods is the so called numerical steepest
descent method, which has the highest asymptotic order. However when there is a
stationary point in the interval of integration this method requires the construction of
Gauss rules relative to a Freud weight function wr(x)=exp(-x"r), where r is a positive
integer. Construction of these rules requires the calculation of coefficients in the
three-term recurrance relations of orthogonal polynomials with respect to wy, because
these coefficients can not be obtained analytically.

In this thesis, the recurrance coefficients are obtained numerically by using the
Chebyshev algorithm. These coefficients are used to form the Jacobi matrix, from
which the nodes and weights of the desired Gauss rules are easily obtained. The
Gauss rules obtained in this way were used to compute some selected highly
oscillatory integrals. Numerical results show that the new Gauss rules are stable,

very efficient, and give high accurate results.

Key Words: Highly Oscillatory Integrals, Gauss Integration Methods, The
Numerical Steepest Descent Method, Orthogonal Polynomials, Three-Term

Recurrence Relation , Jacobi Matrix, Chebyshev Algorithm.
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BOLUM 1

GIRIS

[7 f(x)ei®sdx (1.1)

bigimindeki integraller doga bilimleri, miithendislik, ve tip gibi alanlardaki bazi
problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli rol oynar. Genel olarak, g: faz fonksiyonu, f:
genlik fonksiyonu, w>>1 sayist da frekans olarak isimlendirilir. Bu tiir integrallere
salmimli integraller denir. w c¢ok biiylik oldugu zaman bu integrallerin klasik

integrasyon metotlar1 ile hesaplanmasi1 milyonlarca fonksiyon hesabi gerektirir.

Omnek olarak, g(x) = x alalm. Bu durumda

el = cos wx + i sin wx

0zdesliginden bu fonksiyonun reel ve sanal kisminin kokleri
) 4

sinwx=0=>wx =kn=>x=—

)

ve

2k —D)m

coswx =0=> x =
20

elde edilir. Kokler arasindaki mesafe her iki durumda da d = m/w dir. Dolayisiyla,
fonksiyonun yukaridaki reel ve sanal kisimlar1 w ¢ok biiyilik oldugu zaman asagidaki
grafiklerde de goriildiigii gibi x eksenini bir ¢ok noktada keser. Sekil 1.1 ve Sekil 1.2

w biiyiidiik¢e salinim sayisinin da arttigini gosterir.
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Sekil 1.1: [-1,1] araliginda Sin(100x) ' in grafigi

1.Q

Sekil 1.2: [-1/5,1/5] araliginda Sin(1000x) ' in grafigi

Genel bir faz fonksiyonu verildiginde, integrandin ¢ok salinimli olmasindan dolay1
Gauss-Legendre, Newton-Cotes, Clenshaw-Curtis gibi klasik metotlar bu tiir
integrallerin hesabi i¢in ekonomik degildir. Bu ylizden (1.1) integralini ekonomik
olarak hesaplayabilmek i¢in giliniimiize kadar bir ¢ok ¢alisma yapilmis ve Snemli
metotlar gelistirilmistir; bu metotlar i¢in [1-12] ve bunlarin igindeki referanslara
bakilabilir.



Bolim 2 de yiliksek salinimli integrallerin hesaplanmasinda ¢ok kullanilan bazi

metotlar ozetlenecektir.

Bolim 3 de Gauss integrasyon kurallarinin (ya da metotlarinin) olusturulmasindan,
agirliklarin hesaplanmasindan, Gauss Legendre, Gauss Laguerre, Gauss Hermite ve

Gauss Chebyshev integrasyon kurallarindan bahsedilecektir.

Bolim 4 de ise salimimli integrallerin hesabi i¢in daha etkili ve ekonomik bir metot
olan, integrand fonksiyonunu ¢evreleyen uygun bir kontur se¢me yontemini
kullanan Hizli Diisiis (Dik Inis) Metodu ayrintili olarak ele alinacaktir. Ayrica, ayni
boliimde, duragan noktaya sahip salinimli integrallerde bu metodu uygulamak igin r
tamsay1 olmak tizere w,(x) = e=*") Freud tipi agirlik fonksiyonlarma gore Gauss
integrasyon metotlar1 olusturulacaktir. Bunun i¢in dncelikle ortogonal polinomlarin
ti¢ terimli yineleme bagintisindaki yineleme katsayilart Mathematica [13] ile niimerik
olarak elde edilecek, bu katsayilarla elde edilen Jacobi matrisleri yardimi ile de
Gauss integrasyon metotlart olusturulacaktir. Daha sonra bu metotlar bazi yiliksek

salinimli integrallere uygulanacaktir.



BOLUM 2

NUMERIK INTEGRASYON METOTLARI

b
1] = f £ ()e@9® dy @.1)

integralini goz oniine alalim. Bir 6nceki bolimde salinimli integrallerin hesabinda
etkili bazi metotlarin kullanildigindan bahsedilmisti. Asagida bunlardan bazilari

verilmigtir.
2.1 Filon Metodu: ([1-4,14,15])

Bu metot f(x) fonksiyonuna PB,(x) interpolasyon polinomu gibi bir polinomla
yaklasmayr esas almustir. f(x) fonksiyonunu bu B,(x) polinomuyla yer

degistirelim.Yani

f(x) = B (x)
olsun.
b

b
I1[f] =f f(x)e @I dyx Ef P,(x)e 9™ dx

a a

n
B,(x) = z apx® =ay+a;x +...+ a,x™
k=1

olmak tizere bu polinom (2.1) integralinde yerine yazilirsa

b
f (ap + a;x +...+ a,x™)e @I dx
a

b b b
= aof etwd(X) g +a1f xet IO gy + ...+ anf xNelwgd(®) gy
a a a

elde edilir. Burada



b
u(k) = akf xkelwd®dy k=01,...,n
a

k. momenttir. Eger bu momentleri biliyorsak verilen integral alinir.

P,(x), f(x) fonksiyonu i¢in u¢ noktalarin ve ug¢ noktalardaki tiirevlerin de dahil
edilerek elde edildigi n. dereceden Hermit interpolasyon polinomu olsun.s =

min{y0,ym} ise bu durumda Filon metodunun (asimtotik) hatasi

1
- 0Mf=0(=5), w@-ow
olarak verilir, [2,5,14].
Bu ifadeden, w ve s biiylidiikge Filon metodunun daha iyi sonug verdigi goriiliir.

Filon metodundaki sikint1 sudur:

Ormnegin, g(x) =x i¢in integrali hesaplamak kolaydir. Kismi integrasyondan
bulunur. Fakat genel bir g(x) igin integrali hesaplamak ¢ok zordur. Bu da
momentlerin bulunmasini zorlastirir. Bu ylizden bagka metotlarin varligina ihtiyag

duyulur. Bunlardan biri de asagida verilen Levin metodudur.

2.2 Levin Metodu: ([2,5,6,16,17])

Yine (2.1) integralini goz oniine alahm. Eger,
(F(x)eiwg(x))' = f(x)el®9®

esitligini saglayan bir F'(x) fonksiyonu bulabilseydik
b ' b . , . .
j f(x)elwg(x)dx = J (F(x)elwg(x)) dx = F(b)_etwg(b) _ F(a).e“"g(“)
a a

elde edilirdi, dolayisiyla verilen integrali hesaplamis olacaktik. Ancak boyle bir F(x)
in bulunmasi analitik olarak miimkiin degildir. Bu yiizden

Fr(x)eiwg(x) + ia)g’(x)ei“’g(x)F(x) - f(x)eiwg(x)

veya



F'(x)+iwg' (x)F(x) = f(x) (2.2)

icin kollokasyon metodu kullanilarak F(x) i¢in bir yaklasik wv(x) fonksiyonu

bulunur:

n

F(x) = v(x) = 2 cxk

k=0

(2.2) denkleminde F(x) = v(x) yerine yazarsak, a<xy<x;..<x,<b |,

m < n noktalar1 kullanilarak

n n
z kcx Xt +iwg' (x;) z ax®=f(x),i=01,..,n
k=0 k=0
elde edilir. Bu lineer cebirsel denklem sisteminden c; lar belirlenir. Buradan
. . b .
v(b).e®I®) — y(q).elwI(@ =f (f(x)e 9™ )dx
a

elde edilir. Dolayisiyla verilen integrale yaklasik deger bulmus oluruz. Bunun
genellestirilmis hali, (2.2) denkleminde F(x) yerine v(x) almip elde edilen

denklemde her iki tarafin s. dereceden tiirevleri alnip x yerine x; yazilirsa

N

dxs

dS
' (x) + iwg'(x)v(x))] x=x; = [%f(x)] x=x;,S = 0,1,..,m =1,

elde edilir. Burada 79 +7;+:-+n, =n+1 olmak iizere 7;'ler pozitif
tamsayilardir. n = m ise bu metot Levin (kollokasyon) metodu, n;'lerden en az biri

birden biiyiik alinirsa, Levin tipi bir metot olarak adlandirilir.

Integrasyon araliginda duragan nokta yoksa Levin metodunun (asimtotik) hatasi

1
A= QHf1~0 (=), @ = o0, 5 = minfiom}

olarak verilir, (detayli bilgi i¢in, bakiniz [1,5,6,15]).

Bu metottaki sikint1 sistemin ¢ozlimiine tiirevi dahil etmesek bile w ya bagli olarak

sistemin kondisyon sayis1 ¢ok biiyiik olabilir. w biiylidiik¢e kondisyon say1s1 kiigiiliir.

6



Bu metotta daha iyi bir yaklasim elde etmek i¢in daha biiyiik sistemleri ¢ozmek
gerekir. Bu da zahmetli ve pahali bir istir. Bu yiizden yine baska metotlarin varligina

ihtiya¢ duyulur. Bunlardan biri de asagida verilen Asimtotik metottur.
2.3 Asimtotik Metot: ([1])

(2.1) integraline [a,b] araliginda g'(x) # 0 olmak {izere kismi integrasyon

uygulanirsa

b b !
: f(x() ) di [eiwg(x)]dx — %eiwg(x) |b _ f ( f(x() )) elwg(®) gy
iwg'(x) dx lwg'(x a a \iwg'(x
Q4\f] hata terimi

tekrar kismi integrasyon uygulanir

a

elde edilir. Tekrar tekrar kismi integrasyon uygulanirsa,

el 1 {e—iwg(b) emies@ }
Q41f] mZzl Sy iy Ol 10 sl @) @23)

elde edilir.Burada

oolf16) = flxl,  oinlf1G) = 4 ke =0.1,..

Asimtotik metodun hatasi

1
- 04f1=0(—5),  w-w
olarak verilir.

Bu metot tiirevlerin alinmasini gerektirdiginden ¢ok zaman alir ve zahmetlidir. Bu da
metodun dezavantajidir. Bir diger metot da 4. Boliimde ayrintili olarak ele

alacagimiz Hizli Diistis (Dik Inis) Metodudur.



BOLUM 3
GAUSS INTEGRASYON KURALLARI
3.1 Gauss Integrasyon Kurallarinin Olusturulmasi

W (x) agirlik fonksiyonu olmak tizere

b
1(f) =f W(x)f(x)dx (3.1.1)

a

seklindeki bir integrali géz oniine alalim. Buradaki [a, b] araligi [a, ], [—x,b],

veya [—oo, o] seklinde de olabilir.

Agirlik fonksiyonu [a, b] araliginda asagidaki sartlar1 saglasin:

1 W(x) =0, Vx € [a,b],

2 [P W(x)dx >0,

3 Tim momentler p = f: W(x)dx, k=0,1,.. vardir ve smrhdir.
Bazi agirlik fonksiyonlar1 ve ilgili ortogonal polinomlar Tablo 3.1 de verilmistir.

Tablo 3.1: Baz1 agirlik fonksiyonlari ve ilgili ortogonal polinomlar

[a,b] Agirlik Fonksiyonu  lgili Ortogonal Polinom
araligi

[-1,1] W) =1 P,(x): Legendre Polinomlari
[-1,1] W) = (1 —x?)"%2 T,(x): Chebyshev Polinomlari
[0,0] W) = e™* L, (x): Laguerre Polinomlari
[-00,00] W) = e H, (x): Hermite Polinomlar1




Genel olarak bir integrasyon metodu
fila,b] » R

olmak lzere

b n
f W) f(x)dx = z w; f(x;) = L,(f), x; € [a,b], w; ER (3.1.2)

seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki w; degerleri agirliklar olarak adlandirilir.
Simdi, daha sonra kullanilacak olan bazi 6n bilgileri verelim.

i, ={p|p(x) =x™+ apn_1x™" 1+ -+ ay} (3.1.3)
Burada 7,, derecesi n olan monik polinomlarinin kiimesidir ve 0 € 7, dir.

Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzayi

b
Ly[a,b] = {f J W(X)If(x)lzdx}<oo

tizerinde bir i¢ ¢arpim

b
(f.g) = f WO f (1) g (x)dx

seklinde olmak tizere bu uzay iizerindeki dogal norm

b 1/2
IFll = VG ) = [ f W(x)[f(x)]zdxl

bigiminde tamimlanir. V f, g € L,[a, b] fonksiyonu i¢in (f, g) = 0 sart1 saglanirsa bu
kiimeye ortogonal kiime ya da dik kiime denir. Bu kiimenin elemanlarinin normu bire

esitse ortonormal kiime denir. Gramm-Schmidt yontemi ile ortogonal bir kiime elde
edilebilir.

Teorem 3.1.1. (GRAMM-SCHMIDT) L,[a, b] uzaymnda

(Wi, 0dw = (@i, o) = lloill*6i, (Lk=0,1,...)



sartlarim saglayan @; € 7;, j = 0,1,2, ..., (ortogonal) polinomlar1 vardir ve tektir.Bu

polinomlar:
(p—l(x) = O,
Po(x) =1, (3.1.4)
Pir1(x) = (x —a)e;(x) — bjp;_1(x), i=01,..,
0 = (xpi, ;) o (Pit1, Pis1) =01
(PRI Bk (91, ®;) o

bagintilarindan elde edilebilir. Burada b, herhangi bir reel sayidir.[18,19]
Asagidaki teoremde verilen
T, ={plpx) =ax™+ -+ ay}

derecesi n ve n den disik polinomlarin kiimesidir. w,, ve 7, kiimelerini

karigtirmamak gerekir.

Teorem 3.1.2. a < x; < x, < -+ < x, < b rastgele alinan noktalar olsun. O zaman

her p € m,_; i¢in

b n b
| weopeadr =Y pe [ WL eods
a i=1 a
esitligi saglanir. Burada L;(x),i = 1,2, ...n, verilen apsis noktalarina karsilik gelen
Lagrange polinomlaridir.
Ispat: p € m,_; oldugundan
p(x) = p(x)Ly (x) + p(x2)Ly(x) + -+ + p(xn) Ly (x)

saglanir. Her iki taraf W (x) agirlik fonksiyonuna gore carpilip [a,b] araliginda

integrali alinirsa istenen elde edilir. [18,19,20]

Teorem 3.1.3. a < x; < x, < - < X, < b noktalar1 L,[a, b] uzay1 i¢in Gramm-
Schmidt veya baska bir yolla elde edilen n-inci ortogonal polinom ¢,,(x) in kokleri

ise her p € m,,,_ igin

10



n
fab W()p(x)dx = Z wip(x;), w; = fabW(x)Ll-(x)dx, (3.1.5)
esitligi saglanir. Derecesi 2n olan (interpolasyona dayali) n nokta integrasyon kurali
yoktur.
Ispat: p € m,,_; oldugundan
p(x) = @u(x)q(x) +7(x), qr€ MRy
olacak sekilde g ve r polinomlar: vardir. r € m,_; oldugundan x; x, ..., x, degerleri

icin L;(x), i = 1,2, ...n, Lagrange polinomlari kullanilarak,
n
r) = ) reL )
i=1
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla Teorem 3.1.3 kullanilarak,

b b
f WP dx = f WOl 0a()q(x) +r()]dx

n

_ J W) dx = j "W <Z r(xi)Li(x)) dx

i=1

=j W(x)(Zp(x L, (x))dx
Zp(xl) ( f WL, (x)dx) Zp(xl)wl

elde edilir.

Teoremin ikinci kisminin ispati i¢in
n
p() = | [e-20? € man
i=1

polinomunu g6z Oniine alalim ve bu polinomun hatasiz integrallenebildigini

varsayalim. Burada X; degerleri ¢,, ortogonal polinomunun kokleri ya da [a,b]

11



araliginda baska noktalar olabilir.Bu durumda
b n
0< [ WeIpGIdx =) pG W = 0
a i=1

celiskisi elde edilir.[19,20]

Tamm 3.1.1. {x;,i = 1,2, ...n} noktalar1 n-inci ortogonal polinomun koékleri olmak

uzere

b n b
j W(x)f (x)dx ~ ZWif(xi) Wy = j W)Ly (x)dx, (3.1.6)
a i=1 a
olarak tanimlanan integrasyon kuralina n-inci dereceden Gauss integrasyon kural
denir.

Lemma 3.1.1. {p,(x),91(x), ..., 0,_1(x)} ortogonal polinomlar1 ve farkli t;

degerleri i¢in

®o(to) ©o(t) o @o(tn-1)
A = [0;(t) ] = <P1Et0) ‘P1Et1) <P1(tsn—1) (3.1.7)
Pn-1(to) Pna(t) - Op-1(tn-1)

matrisi tekil degildir.
Ispat: Ispat igin bkz. [19,20]

Teorem 3.1.4. Eger her p € m,,_ icin

b n
f WPp(dx = Y wip(e) (3.18)
a i=1

esitligi saglanirsa, 0 zaman x;, x,,...,x, degerleri ¢, (x) ortogonal polinomunun
kokleridir ve agirliklart w; = f; W(x)L;(x)dx, i =1,2,...,n esitliklerini saglar.
Ispat: Ispat icin bkz. [19,20]

Teorem 3.1.5. f € C*"[a, b] ise n-nokta Gauss integrasyon kurali ve bir & € (a, b)
degeri i¢in
12



1 f@m (&)
Az (2n)!

n(f)'_
hata terimi olmak tizere

(2n)
[ W(X)f(x)dx—zwlf( )=t ) (19

esitligi saglanir. Burada
{onlon(x) = Apxy + -+, Ay #0,n=0,1,..., k}
L,[a, b] uzayinda ortogonal bir kiimedir.
Ispat: Ispat igin bkz. [19,20]
3.2 Agirhiklarin Hesaplanmasi

Bundan 6nceki kisimda agirliklar i¢in

b b n —
WiZf W(x)Li(x)dxzf W(x) 1_[ j: 2 dx (3.2.1)

j=1,j#i

esitligi verilmisti. Bu esitlik

‘p”(x) 1_[ (x — (3.2.2)

X —
n( j=1,j=#i

bagintis1 kullanilarak, i = 1,2, ..., n i¢in

(" Pn (%) 1 P P (%)
w= ] we Lo;l(xa(x = xl-)l =), WP 629

seklinde de yazilabilir. p(x) = ¢ (x), k = 0,1, ...,n — 1 alip (3.1.8) deki ifadede

yerine yazarsak

b n
f W (x)p,(x)dx = Z wipr(x;), k=01,..,n— 1.
a ry—

13



esitligi saglanir.Bu esitlikler sistemi, matrisler kullanilarak asagidaki sekilde

yazilabilir.
Po(x1) Po(x2) o @o(xn) Tywy (00, Po)
@1(%x1) P1(x2) o @1(xn) [|wy _ 0 (3.2.4)
Pro1 (X)) Ppo1(X2) e Ppog ()1 0

Agirliklar yukaridaki bagintilarindan herhangi birisi kullanilarak hesaplanabilir.
Fakat bu bagintilar bliyiikk n degerleri i¢in pratik olarak kullanilmaya elverigli

degildir. Bu yiizden agirliklarin hesaplanmasini kolaylagtiran

W, = — (An+1> Pn(x:) {Pn, Pn)

Ay ) Qi1 (X)) on(x;) (3.2.5)

formiiliinii kullanabiliriz [20]. Burada {x;} degerleri ¢, (x) = A,x, + --- ortogonal

polinomlarin kokleridir.
3.3 Gauss-Legendre integrasyon Kurah ([19,20])

Bu integrasyon kurali [-1,1] aralhiginda W (x) =1 agirlik fonksiyonuna gore
olugturulur. n. dereceden P,(x) Legendre polinomunun kokleri integrasyon

noktalaridir. Lengendre polinomlari

n

&) = T

Rodrigues formiiliinden elde edilebilir.

(x2 =1 (3.3.1)

Teorem 3.1.1 deki (3.1.4) ifadesi kullanilarak ¢, (x) ortogonal polinomlar: ile

Legendre Polinomlar arasinda

2"(n!)?

an(x), n=01,.. (3.3.2)

(Pn(X) =

bagintis1 saglanir. Ayrica B,(x) Legendre Polinomu ,
d[(1 2)dP”]+ (n+ 1P, =0 (-1<x<1) 3.3.3
I ) n(n n =0, X (3.3.3)

diferansiyel denklemine ve

14



n+ 1P 1(x) =(2n+ 1)xB,(x) —nP,_,(x) (3.3.4)

yineleme bagintisina sahiptir. B,(x) Legendre Polinomunun normu

1
N O e (335)
ifadesinden elde edilir ve tirete¢ fonksiyonu,
i P, (x)t" = !
" © (1 —2xt +t2)1/2
n=0
seklindedir. Baz tlirev bagintilari ise asagidaki sekildedir:
(x? — 1)P,(x) = nxP,(x) — nP,_;(x) (3.3.6)
(n+ 1Py (x) = Py (x) — 2Py (x) (3.3.7)
Prp1 (%) = Pp_q (%) + (2n + 1B, (x) (3.3.8)
(3.3.4) ve (3.3.6) bagintilar1 kullanilirsa
xi2 — 1) By(x;
Py (x) = Co” 1) Ful(x) (3.3.9)

n+1

elde edilir. Bu ifadedeki x; degerleri B, (x) polinomunun kokleridir.

(3.3.5) ve (3.3.9), (3.2.5) ifadesindeki formiilde yerine yazilip diizenlenirse Gauss

Legendre integrasyon metodunun agirliklari i¢in

2 _2(1-x?)
(2 = DA [nProq ()]

w; = ~ i=12,..,n (3.3.10)

formiilii elde edilir [20].
3.4 Gauss-Laguerre Integrasyon kurah ([19,20])

Bu integrasyon kurali [0, o] araliginda (¢ > —1,m = 0,1, ...) olmak tizere W(x) =

a,—x

x%e™, agirlk fonksiyonuna goére olusturulur. n. dereceden L%(x) Laguerre

polinomunun kdkleri integrasyon noktalaridir. Laguerre polinomlari

foox“e‘xf(x)dx
0

15



bigimindeki integrallerin hesaplanmasinda 6nemli rol oynarlar. Bu polinomlar

x%e™* q"

La(x) = n! dxn"

[x"*%e™*],(n=10,1,...) (3.4.1)

Rodrigues formiiliinden elde edilebilir.

Teorem 3.1.1 deki (3.1.4) ifadesi kullanilarak ¢, (x) ortogonal polinomlar1 ile

Laguerre Polinomlar1 arasinda

n!

(=Dr

Pn(x) = [%(x) n=0,1,.. (3.4.2)

bagintis1 saglanir. Ayrica Laguerre polinomlari

d dLS (x
T Ix““e‘x %l +ne *x“L¥(x) =0 (3.4.3)

diferansiyel denklemine ve

M+ DL () =Cn+a+1-x)LE(x)—(n+ a)LS_1(x) (3.4.4)

yineleme bagintisina sahiptir. Laguerre polinomlarinin normu

® FrNa+n+1
I = (5, 1) = | eligColdx = Hernt) @4
0 .
esitliginden elde edilir ve iirete¢ fonksiyonu
xt >
(1— ) @De 1t = 1 + Z £ 12 (x) (3.4.6)

n=1
seklindedir. (3.4.5) ifadesindeki I (x), Gamma fonksiyonunu gosterir. Bu fonksiyon
I'x+1) =xI'(x), rn+1) =n!

ozelliklerine sahiptir. LS (x) de a = 0 i¢in bu polinom Klasik Laguerre Polinomlari
adin alir. Laguerre Polinomlarinin yukarida yazdigimiz 6zellikleri @ = 0 alinirsa
Klasik Laguerre Polinomlar: icin de gegerli olur. Laguerre Polinomlari ile ilgili baz1

bagintilar

x%L‘fl(x) =nlf(x) —(n+ a)L§_(x) (3.4.7)
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d a — d a a

EL”(X) = aLn—l(x)_Ln—l(x) (3'4'8)
d 1
LA = L 00 =~ [LE00) — (n+ )L, ()] (3.4.9)

seklindedir. Laguerre Polinomunun yukarida verilen Ozellikleri Gauss Laguerre

integrasyon kuralinin agirliklarin1 hesaplamaya yarayan

B r(n+ a)x;
T nl(n+ a)[LE_, (x)]?

(3.4.10a)

_ TI'n+a+Dx 1 s
= A+ D2, G U T V) (34100)

formiiliiniin elde edilmesi igin yeterlidir. Bu ifadedeki x; degerleri L%(x)

polinomunun kokleridir. [20]

3.5 Gauss-Hermite Integrasyon Kural ([19,20])

Bu integrasyon kurali [—oo,00] araliinda W (x) = e *" agirhk fonksiyonuna gore
olugturulur. n. dereceden H,(x) Hermite polinomunun kokleri integrasyon

noktalaridir. Hermite polinomlari

fooe‘xzf(x)dx

—0o0

bi¢imindeki integrallerin hesaplanmasinda 6nemli rol oynarlar. Bu polinomlar

Ho() = (-D"e¥ e n=0,12,.. (35.1)
Rodrigues formiiliinden elde edilebilir.
Teorem 3.1.1 deki (3.1.4) ifadesi kullanilarak ¢, (x) ortogonal polinomlari
ile Hermite Polinomlar1 arasinda
@, (x) = 27"H,(x) n=0,1, ... (3.5.2)
bagintis1 saglanir. Ayrica Hermite polinomlari
H,(x) = 2xH,(x) — 2nH, (x) (3.5.3)

diferansiyel denklemine ve
17



H,.,(x) = 2xH,(x) — 2nH,_;(x) (3.5.4)

yineleme bagintisina sahiptir. Hermite polinomlariin normu
|HolI? = (Hp, Hy) = J e’ |H,(x)|2dx = 2"n! V& (3.5.5)

esitliginden elde edilir ve iirete¢ fonksiyonu

< H,(x
e2Xt=t7 — 2 ’;L(' ) i (3.5.6)
n=0

seklindedir.
Hermite polinomlarinin diger bazi 6zellikleri asagida verilmistir.
H,.1(x) =2+ 1)H,(x) (3.5.7)
Hy(=x) = (=1)"Hyp(x) (3.5.8)

Gauss Hermit integrasyon kurali i¢in agirliklar asagidaki formiilden elde edilebilir.
[20]

An+1 <Hn'Hn) zn—ln!ﬁ
Wy = — , =— > (3.5.9)
An Hn+1(xi)Hn(xi) n [Hn—l(xi)]
Burada bu ifadedeki x; degerleri H,(x;) polinomunun kokleridir.
3.6 Gauss-Chebyshev integrasyon Kurah ([19,20])
Bu integrasyon kurali [-1,1] araliginda W(x) = — agirlik fonksiyonuna gore

Via?
olusturulur. n. dereceden T, (x) Chebyshev polinomunun kokleri integrasyon

noktalaridir. Chebyshev polinomlari

fl &,
-1 V1 — x2

bigimindeki integrallerin hesaplanmasinda 6nemli rol oynarlar. Bu polinomlar

18



—2)"n! ar
T (x) = %\/1 — x2 d?a — x?)n-1/2 (3.6.1)

Rodrigues formiiliinden elde edilebilir.
Teorem 3.1.1 deki (3.1.4) ifadesi kullanilarak ¢,,(x) ortogonal polinomlari ile
Chebyshev Polinomlar1 arasinda
Pn(x) = 21T, (x) n=0,1, ... (3.6.2)
bagintisi saglanir. Ayrica Chebyshev polinomlari
(1 —x®)T, (x) — xT,,(x) + n®T,(x) = 0 (3.6.3)
diferansiyel denklemine ve
Tnv1(x) = 2xT (x) — Typ—1 (%) (3.6.4)

yineleme bagintisina sahiptir. Chebyshev polinomlarinin normu

1

1
T =TT = [ == m@Pdx=gn  @65)
-1Vl —x
esitliginden elde edilir ve iirete¢ fonksiyonu
L —iT()t” 3.6.6
T—xt+2 L ™ (3.66)

seklindedir.

Chebyshev polinomlarinin diger bazi 6zellikleri asagida verilmistir:

To(x) = 1, T,(x) = cos(ncos™1x),n=0,1,... (3.6.7)
n & n—k-1)!
T() = Z D e B =12, (368)
k=0

Yukarida verilen bagitilardan Gauss Chebyshev integrasyon kurali i¢in agirliklar

T
Tn+1 () Ty (k) ’

19
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olarak bulunur. (3.6.7) kullanilarak T, (x) polinomunun kékleri bulunur.

2k— 1)
T,(x) = cos(ncos ™1 x) =0 = x;, = cos [%l Jk=12,..,n
ve bu degerler (3.6.9) esitliginde yerine konursa,
, (—Dk*1in C|Qk-Dr
Ta(xi) = — @D Taa(v) = (—=D)F sin |[-=———
sin [——=——
2n
oldugundan, Gauss Chebyshev integrasyon kuralinin agirliklar
I
Wi =—_, (k=12,..,n) (3.6.10)

seklinde yazlabilir. Dolayisiyla, Gauss Chebyshev kurali asagidaki sekilde

yazilabilir:

[ Z ( _ )n)+E(f) (3.6.11)

-1 _xZ

. Burada E (f) hatay1 gosterir.

3.7 Matrisler Kullamilarak Integrasyon Noktalari ve Agirhklarin Hesaplanmasi

Bundan onceki kisimlarda bahsettigimiz Gauss integrasyon kurallar1 ortogonal
polinomlar kullanilarak olusturuldu. Integrasyon apsisleri olarak kullanilan degerler,
@, ortogonal polinomlarin kokleri olarak bahsedilmisti. Bu kokler ya hazir olarak
mevcuttur ya da bu koklerin hesaplanmasina yarayan ve bu polinomlar igin 6zel

olarak gelistirilmis ¢ok iyi programlar kullanilarak bulunmaktadir.

Teorem 3.7.1 ay, by, > 0 olmak tizere{ ;| k =0,1,... ,n}

0-1(x) =0,
Po(x) =1,
Ore1(0) = (x — @) @ (x) = brpy_1(x) ,k =0,1, ... (3.7.1)

yineleme bagintisi ile elde edilen ortogonal polinomlar ve
20



Jn (3.7.2)

simetrik {i¢ kosegenli Jacobi Matrisi olmak iizere { ¢x|k=0,1,..,n}
polinomlaria dayali Gauss integrasyon kuralinin integrasyon noktalart J, matrisinin

Ozdegerlerine esittir. [19]

Matriste kullanilan ay, by, katsayilar1 daha 6nce Teorem 3.1.1 de (3.1.4) esitliginde

verilmisti. Ayrica
— T
Vi = [Vi1 Vig .. Vin]

J. Jacobi matrisinin x; 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii ise, w; agirligi J,, ‘nin
normalize edilmis i’ninci 6zvektdriiniin birinci bileseninin karesi ile p, momentinin

garpimina esittir. Yani,

(vi1)?

, 1=12,..,n. 3.7.3
0 ViTVi l n ( )

[21,22] . Burada, bundan sonraki boliimde bahsedecegimiz momentler
b
U = f W (x)x*dx, k=012,..n (3.7.4)
a

(3.7.1) ifadesindeki by ‘1 u, olarak alabiliriz.
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BOLUM 4

HIZLI DUSUS METODU iLE FREUD TiPi AGIRLIK FONKSiYONLARINA
GORE GAUSS INTEGRASYON METOTLARININ OLUSTURULMASI VE
BU METOTLARIN YUKSEK SALINIMLI INTEGRALLERE
UYGULANMASI

4.1 Hizh Diisiis (Dik Inis) Metodu: ([23])

b
f f(x)ei®IX¥dx, (0<a<b< )
a

integralini goz oniine alalim.

Burada g(x) = (x —a)™, m=1,2,..., alacagiz. Bu integrale (x —a) = u degisken

degisimi yaparsak
b—-a )
f flu+ a)el @™ dy
0
integrali elde edilir. Bu integrali de a =0 alarak asagidaki sekilde diisiinebiliriz:
b .
I= j f(x)el*™ dx (4.1.1)
0
Simdi (4.1.1) de x™ = t degisken degisimi yapilirsa
PRy 1 1
f f (tm> elot — pmldy (4.1.2)
0 m

elde edilir.

Yukarida tanimlanan integraller salmimli integrallerdir. Integrallerdeki salinim
e!@9™ fonksiyonundan kaynaklanmaktadir. Amacimiz bu salimmi  ortadan

kaldirmaktir.  Hizli  Diisiis  (Dik  Inis) Metoduyla bu  miimkiindiir.
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Hizli Diistis Metodu genel olarak yiiksek salinimli integraller i¢in gelistirilmis bir
metottur. Integrallerdeki salimimi ya ortadan kaldirir ya da azaltir. Bu metot
integrallerin hesaplanmasinda etkili ve ekonomik, ayn1 zamanda niimerik olarak

stabil (kararlt) bir metottur.

4.2. Hizh Diisiis (Dik Inis) Metodu ile Freud Tipi Agirhk Fonksiyonlarina Gore
Gauss integrasyon Metotlarinin Olusturulmas1 ve Bu Metotlarin Yiiksek

Salinimh Integrallere Uygulanmasi:

m

Wkx)=e>* (4.2.1)

agirlik fonksiyonunu goz Oniine alalim. Asil problemimiz bu agirlik fonksiyonuna
gore Gauss integrasyon metodu nasil olusturulur? [0,0] araliginda bu agirlik
fonksiyonuna gore ortogonal polinomlar analitik olarak elde etmenin bir yolu heniiz
bulunamamistir. Bu yilizden oncelikle 3.boliimde Teorem 3.1.1 de verilen a, ve
b, yineleme katsayilarinin niimerik olarak hesaplanmas1 gerekmektedir. Bu
katsayilar bazi yontemlerle elde edilebilir. Bunlardan biri de bu katsayilarin
momentler yoluyla elde edilmesidir. Bu yontem ve bu yontemi kullanma gerekceleri

asagida verilmistir.
4.2.1 Katsayillarin Momentler Yoluyla Elde Edilmesi

Hankel determinanti

Ho H1 - Hn—
sy=1, a,=|"r 2o B 103 422)
Hn-1  HUn w Hon—2

seklinde tanimlanir.

Burada y;, bir dnceki boliimde de belirttigimiz gibi
b
W = f W (x)x*dx, k=12,.., py>0
a

olarak tanimlanir. A4}, 4,,,; Hankel determinantinin sondan bir dnceki stitunun ve

son satirin ¢ikarilmasiyla elde edilen determinant olarak tanimlansin [19] :
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Ho H1 o Hno Hn
l1:1 sz R | .Un:+1 n=23 .

Hn-1 HUn - Hon-3 Hop-1

(4.2.3)

Simdi (4.2.2) ve (4.2.3) ifadelerindeki determinantlar1 géz oniline alarak asagidaki

teoremi verelim:

Teorem 4.1 #,(x) n. dereceden monik ortogonal polinomu asagidaki gibi
determinant yoluyla elde edilebilir.[19]

| Ho H1 - Hn
1| # K2 e Hnna Al
0, (x) = = : N A—”t"—l +en=12,.. (424)
"|Un-1 Hn o Hop-1 n
1 t .. th

Ispat: Ispat icin bkz. [19]

Asagidaki teorem yukarida tanimlanan determinantlar ile a, ve b, katsayilarmin

hesaplanabildigi gosterir.

Teorem 4.2 7, monik ortogonal polinomu i¢in yineleme katsayilar1 asagidaki

seklindedir.
T
a, = A ) — A_ ,n= 0,1,2, (425)
n+ n
A1
b, = % n=12,.. (4.2.6)
n

Ispat: Ispat igin bkz. [19]

Yukarida verilen (4.2.5) ve (4.2.6) formiilleri yineleme katsayilarini hesaplamada
tavsiye edilmez. Ciinkii bu katsayilar1 hesaplamak i¢in ya Laplace acilimi1 yapmak
gerekir ya da L alt {liggensel U {ist iiggensel matris olmak iizere LU ayrisimini
kullanmak gerekir. Bu da ¢ok fazla islem gerektirir ve stabil degildir. Bu yiizden

Gautschi, modifiye edilmis Chebyshev algoritmasinin kullanilmasini tavsiye eder.

Bu Chebyshev algoritmasi asagida verilmistir.
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Chebyshev algoritmas1 ([19, 20])

ag = py1/Mo » bo = o
0_1; =0, j=12,..2n-2

Oo,j = WUj, j=01..,2n-1
Fork=1,2,..,n—1do

Ok,j = Ok—1,j+1 — Ag—-10k-1,j — bk_lak_z‘j ,j =kk+1.2n—-k—-1
Ak = Ok je+1/ Ok = Ok—1,k/ Ok—1k-1

by = 0k /Ok-1k-1

Bu algoritma daha ekonomiktir ve daha az islem gerektirir. Fakat bu algoritma da
tam olarak stabil degildir. Bu ylizden Chebyshev algoritmasindaki momentlerin ya
sembolik olarak ya da ¢ok yiiksek duyarlilikla hesaplanmasi1 gerekmektedir. Bizim
sansimizdan, Freud tipi agilik fonksiyonlar1 icin momentler sembolik olarak, Gamma

fonksiyonu cinsinden, elde edilebilmektedir:

U = f; xke " dx = i r (%) k=01, ...

Asagidaki Tablo 4.1, Tablo 4.2 ve Tablo 4.3’de W,,(x) = exp(—x™), m = 2,3,4,
agirlik fonksiyonlarina goére Chebyshev Algoritmasinda 150 basamak duyarlilik
kullanarak elde edilen a,, ve b, yineleme katsayilar1 verilmistir. Benzer sekilde

m’nin baska degerleri i¢in de bu katsayilar hesaplanabilir.
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Tablo 4.1: W(x) = e *“agirlik fonksiyonuna gore Chebyshev Algoritmast

kullanilarak olusturulan a,, ve b ,, katsayilart.

a,

b,

CONOUEWNR|2

B W WWWWWWWWWNNNNNNNNNNRRRPRRPRRERRRR
OCLVLONOUDNWNRPROOVLOORNOOTUDWNROOLONOODU D WNR O

0.5641895835477562869480794515
0.9884253928468002854870633587
1.2859676193639399602827887260
1.5247208440801153035130022763
1.7301922743094392567715613980
1.9134998431431025707186744531
2.0806203364008332248176222241
2.2352283805046391496583172950
2.3797824435046374209405350458
2.5160256434438664097634179698
2.6452479250569531803261722004
2.7684359535042559069132735915
2.8863645940326945692708674993
2.9996556533536035386906268743
3.1088171759249201516926963722
3.2142706360711282274489138373
3.3163702970830873659208156975
3.4154173324133389445368691110
3.5116703446156295154051050586
3.6053533459055664302954823302
3.6966619115045907999685939739
3.7857679927002249484946054222
3.8728237301852214895392359107
3.9579645104229992917022032498
4.0413114410343916384468670119
4.1229733747796281836030272921
4.2030485788720019526602771862
4.2816261227682035852100860580
4.3587870403898888525030682138
4.4346053100412971727359268038
4.5091486858077933332742999188
4.5824794070596267694605327867
4.6546548072209951034250254583
4.7257278387550172210545015603
4.7957475280435453272958093455
4.8647593712768612584458606016
4.9328056804434948602898732480
4.9999258868996881314362460126
5.0661568087079578163326913880
5.1315328868942965193196920906

0.8862269254527580136490837416
0.1816901138162093284622324732
0.3413251289594391985641717805
0.5049621529880016319357511554
0.6702641946396190856785083910
0.8361704992803110155488235278
1.0023478510110108422245382000
1.1686711647442727438147851444
1.3350829222423353579798779421
1.5015525993447618438952914329
1.6680623621881161688454808264
1.8346010527937676419913598361
2.0011613185512137843317104169
2.1677381117632644853481959563
2.3343278495405013980184823375
2.5009279171337026699543207674
2.6675363609572020882810741328
2.8341516916678327579204958902
3.0007727537827190275850360767
3.1673986369644268117575670619
3.3340286142031102452513292626
3.5006620978281146517242161825
3.6672986076183948893640172548
3.8339377472958318506146765426
4.0005791869361956805814791529
4.1672226496283331945572198098
4.3338679012299504436044302625
4.5005147424120943373511796426
4.6671630024168257031595689610
4.8338125341123277420267271402
5.0004632100412028349661109390
5.1671149192366474464102065450
5.3337675646378040182685821144
5.5004210609766768917210652224
5.6670753330391570642955682952
5.8337303142250673602328783217
6.0003859453488901957077630057
6.1670421736354994723181628945
6.3336989518748675754822847768
6.5003562377071329380351548164
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Tablo 4.2: W(x) = e ’agirlik fonksiyonuna gdre Chebyshev Algoritmasi

kullanilarak olusturulan a,, ve b ,, katsayilari.

a,

b,

N D WN R[>

B W WWWWWWWWWNNNNNNNNNNRRRRERRRRRRR
OCLONNNUDWNROWOVOONOOTUDNNWNRPROOLONOUDNWNERO

0.5054680881560892780320687454
0.7226348664833369136115949228
0.8692882757695939617175301639
0.9749922051523184735146230639
1.0611698144195765789639875732
1.1351119261170298708945447590
1.2004347677717856082662605025
1.2592936519456071245968346064
1.3130898807554168480269835636
1.3627924506244114151019190572
1.4091030992819566485213497291
1.4525484726755266305505258000
1.4935352085725111723524419292
1.5323846590914736712001734528
1.5693557379424343643277851540
1.6046604955043460034394741410
1.6384750570513262020646309672
1.6709475019934206493075226966
1.7022036653732748948851537550
1.7323514920163192587959729113
1.7614843599411278944323189480
1.7896836552598686011526193035
1.8170207940047283169206117366
1.8435588288855982291404916355
1.8693537401547435849412321019
1.8944554829872121478593413473
1.9189088450079165692997669935
1.9427541542117511537121344868
1.9660278678431228735744557626
1.9887630657066679067660484260
2.0109898661170686275588551558
2.0327357787459252440068063495
2.0540260056283937457286732634
2.0748836992988052749599186167
2.0953301852523293787989636807
2.1153851545487862718411963674
2.1350668312900374970798054025
2.1543921188440694053802016534
2.1733767280049305088171257938
2.1920352897290754271949820804

0.8929795115692492112185643136
0.1177841857632231864536460668
0.1697400428612904305233044907
0.2181674313917282684498784132
0.2628303463419099355990119707
0.3042143899457009645271017938
0.3430590355702954101407095887
0.3798748839163785458933575769
0.4150201477139501999281028813
0.4487573835433915654532292920
0.4812855572606512482672935996
0.5127596611666888810592784725
0.5433032520097659153985868508
0.5730167576776715109021153834
0.6019831630206301079400346122
0.6302720150349986348356848980
0.6579423158085268102505150556
0.6850446584837777832019631525
0.7116228350819671235574493365
0.7377150676438892099574683201
0.7633549653885194071672751065
0.7885722790606476256467779573
0.813393502763977077893144986 5
0.8378423594575769778955116056
0.8619401965582968038212592863
0.8857063112598238521655051111
0.9091582203070667486452114565
0.9323118854387871595746921815
0.9551819031252129452409241969
0.9777816653066255024361221927
1.0001234963959086036599282729
1.0222187707123455093611930673
1.0440780136736938652308540743
1.0657109894232372943541355820
1.0871267770608308312347968405
1.1083338372474325967251584279
1.1293400706358236186168156321
1.1501528693272423743378423652
1.1707791623502936677842498745
1.1912254559939736324179292269
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Tablo 4.3: W(x) = e ¥ agirlik fonksiyonuna gdre Chebyshev Algoritmasi

kullanilarak olusturulan a,, ve b ,, katsayilart.

a,

b,

CONOOUE WNR|=

B WWWWWWWWWWNNNNNNNNNNRRRPRRPRRERRRR
OCLVLONOOUTDNWNRPROOVOOORNOODTUDWNROWLOOLONOGOUDWRNLERO

0.4888705337234618988157677341
0.6281864152227862924132726436
0.7274984625289988637169403174
0.7931666776785689060242193269
0.8455006807036930418281097581
0.8894738573267510645084357972
0.9276872000259162318560618216
0.9616566441600093848686402921
0.9923472468677555466578381608
1.0204171215207083426109177749
1.0463372701512168195744403145
1.0704575902650673656445958368
1.0930458350503219779451998474
1.1143119096302551334691215337
1.1344237100022280517221623979
1.1535178319357899849026415328
1.1717070362388493988536105866
1.1890855902011758356039020745
1.2057331762846359415299617644
1.2217178089736984982893863013
1.2370980493338568790374311591
1.2519247122938861248267761067
1.2662422009683794310866758780
1.2800895623911959874184536082
1.2935013321592688828156370164
1.3065082170504410547556928482
1.3191376518033485778204347068
1.3314142571083574229523768849
1.3433602192753623498315522060
1.3549956072375764123584335675
1.3663386389969644140292540095
1.3774059069596455612524378098
1.3882125696011830242338143975
1.3987725153686710336067690314
1.4090985035455914420943597859
1.4192022858878477708677650809
1.4290947121207110513437709255
1.4387858218192631640039610532
1.4482849247441745112363436509
1.4576006713440198665086629425

0.9064024770554770779826712889
0.0989947212905798668158138413
0.1236039149049104327632550544
0.1484325533683921157398724010
0.1703757731250912724536811376
0.1899364316665824053764347701
0.2077433494291553857453961582
0.2241800698275304382736451115
0.2395143884145004569658076166
0.2539387299518882122030356437
0.2675961332509920947426699442
0.2805961111403854034359953670
0.2930245928556083880919017849
0.304950413365221009102741223 4
0.3164296927495724287526563601
0.3275088806325776980161770377
0.3382269282753490514094565830
0.3486168739558260813447846862
0.3587070235290072637319542732
0.3685218452626110390446247932
0.3780826588887837773169857883
0.3874081737416843383703354526
0.396514914406449195745727221

0.4054175612813254714430691702
0.4141292259173105550354914401
0.4226616757524033541201759048
0.4310255191442368715101338943
0.4392303589372393244981178828
0.4472849208574414584100579688
0.4551971615946791407831879677
0.4629743603620474463576235393
0.4706231969151305354917554380
0.4781498183981312578307253688
0.4855598969104856668566348336
0.4928586793199494722057993566
0.5000510305604267931076716841
0.5071414714258735794296437187
0.5141342116913076742339103771
0.5210331792477300445646003220
0.5278420458216459156910837519
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Simdi (4.1.1) ifadesindeki integrale Hizli Diisiis Metodunu uygulayalim. Oncelikle

bir kontur (kapal1 egri) belirlememiz gerekir.

Asagidaki Sekil 4.1 hizli diisiis metodu i¢in bir kontur belirtmektedir.

Im(z)
; o
C4) D T2
r Cr
I \

0 C1 b Re(z)

Sekil 4.1.Hizl diisiis metodu i¢in bir kontur

Simdi yukaridaki sekli diisiinelim . C, D bdlgesini sinirlayan
C=C1U Czu C3UC4,UC7-

kapali egrisi (kontur) olsun. Burada

Ci:vi(0) =t, rst<pm
Cy: y,(t)=b"+it, 0<t<R
Cs:y5(t) =t+iR, ost<pm
Cy :va() = it, r<t<R
Cim®=relt, o0<t<

dir. Cy, C,, C5,C4,C, kapall bir bolge olusturdugundan bu egriler boyunca ayni

yonde alinan integrallerin toplam1 Cauchy-Goursat teoreminden sifir olur. Bu teorem

asagida verilmistir.
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Teorem 4.3 (Cauchy-Goursat, [24, s. 151] ) : Eger f(z) basit baglantili kapali bir €

egrisi lizerindeki ve bu egrinin siirladigr bolgedeki her noktada analitik ise

jgcf(z)dz =0

dir.
Ispat: Ispat igin bkz. [24]

Tamm 4.1: Bir B bolgesindeki tim z’ler igin |f(2)| < Me®l?l saglayan bir M

Ve w, sayilar varsa f(z) fonksiyonuna B bolgesinde iistel mertebedendir denir.

Teorem 4.4: f(z), B ={z€ C:0 <Re(z) <b,Im(z) > 0} yan seridi lizerinde
{wo, M} sabitleri ile iistel mertebeden ve analitik ise B bolgesindeki her basit

baglantili kapali egri C iizerindeki ¢evre integrali sifirdir,

jgf(z)ei‘“zm dz =0,
c

ve her w > wg igin

1 1
iwb™ [, , = L =1

m ﬂm -u(pm ﬁm
Fl{em+—)" Jem (o™ + du
0

w

saglanir.

Ispat: Integrandin D bélgesinin kapanisinda analitik oldugu gosterilebilir.
Dolayisiyla

%f(z)ei“’zm dz=0
c

oldugu Cauchy-Goursat Teoreminin bir sonucudur.

Simdi (4.1.1) integralinin yerine (4.1.2) integrali kullanilirsa
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p™ R

1y 1 1 5 AN w1 1,
0= f f(tm>e“"tatm dt + f f((bm+it)m>e“"(b +‘t)%(bm+it)m idt

T 0
(c1) (c2)
Iy
0 T
Ay o1 1 RPN B U
4 f f((t+LR)m)e“"(t“R)E(t+lR)m dt + f f((lt)m)e”“(‘t)a(w)m idt

pm R
(c3) (ca)

I, I3
0 1
N T | S 1 .
+ J.f((relt)m)elwrelt_(relt)m Lireitdt
m
T

2
(c,)

Iy
elde edilir.

I, integrali igin

R 1N 1 1,
L =f f((bm+it)m>e“*’(b +‘f)a(bm+it)m idt
0

iwb™

— jo T ((bm + it)%) e~t(b™ 4+ it)mldt

elde edilir. wt = u degisken degisimi yapilip R — oo alinirsa integral

1 1 1

iu\m iu\m-
f (bm 4 Z) v (bm + Z) du

7 m
ele 0

11:

m Jo

bi¢imine doniisiir.

I3 integrali i¢in

(4.2.7)

(4.2.8)

I, = fR "f ((it)%) ei“’(it)%(it)%_lidt = ? fR . ((it)%) -9t (¢)m1dt

elde edilir. wt = u degisken degisimi yapilirsa integral

1 1

] (B
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1
seklinde olur. Bu integralde de um =t degisken degisimi yapiipR -» oo ve r - 0

alinirsa integral

i\m (* i 1 m
I = — (—) J f((—)m.t> et dt (4.2.9)
0 w
bi¢imine doniisiir.
I, integrali ise R — oo iken 0 a gider. Bu asagida gosterilmistir.

1
0

Ly | 1
I IZl = j f ((t + lR)m) elw(t‘l'lR)a(t + lR)ﬁ_ldt

y 1y 1 1,
= |- j f ((t + iR)m) elwte~wR E(t + iR)m™ "dt
0

(ca)

1 b 1 O
Sae‘“’Rf |f((t+iR)m>| I(t + iR) [~ tdt
0

1 " 1
< aMe_wRewOR-"wOb J |(t 4+ iR)|m 'dt
0

bm

1 m 1_
< —Me @RewoRgwob J |(t + iR)|m dt

m 0

esitsizligi R > 1i¢in saglanir. Son integralde, her R > 1+ b™ ve her t € [0,b™]

1
icin |(t +iR)|m t < 1 saglandigindan, I, integrali w > w, ise R — oo i¢in sifir olur.

1, integrali igin

NN | L1 ,
Il = |- | f((ret)m)e' " a(relt)m Yireltdt

o — iy

)

o
K1

n
1 1 7 .
< Ee“’rrﬁ Jlf((re_”)l/m)ldt
0
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elde edilir. f fonksiyonu B bolgesinde analitik oldugundan r >0, m/2 >t >0
icin t ve r‘ye gore siireklidir. Dolayisiyla, yukaridaki esitsizligin limiti r — 0% i¢in

alinirsa integral sifira gider.

Yukarida elde edilen sonuglar kullanilirsa

Py 1 1
f f (um) e!@v —um du
0

o 1 1
eiwb™ = u\m \ iu\m !
- - f (bm+—) e u(bm —) du
m J, W
1 1
i\m [ i\m m
+(Z) j f (Z) u e % du (4.2.10)
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi salinimli integralin Hizli Diisiis Metodu uygulandiktan sonraki grafigini

gosterelim.

Asagidaki Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 f[t] = (t5 — 4t? + 3t + 5)/(t + 100),,
r =5, = 1000 igin (4.2.9) integralindeki f[(i/w)'/t] fonksiyonunun sirasiyla

reel ve sanal kisminin grafigini géstermektedir.

Sekil 4.2: f[(i/1000)"(1/5) = t] fonksiyonunun reel kisminin grafigi

02}
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Sekil 4.3: f[(i/1000)"(1/5) = t] fonksiyonunun sanal kisminin grafigi

0.010 -

0.005 -

- 0.005 -

Hizli Diistis Metodu uygulandiktan sonra olusan bu grafiklerde salinimin 1. béliimde
verilen grafiklere gore ne kadar azaldigi goriilmektedir.Grafikte sagdaki kisim
yukariya dogru gitmektedir.Yani o kisimdan sonra herhangi bir salinim yoktur.Bu da

metodun ne kadar etkili oldugunu gosterir.
Olusturulan metot icin MAHEMATICA PROGRAMI:

(***Yineleme katsayilarinin elde edilmesi***)
Timing[n=12;d=100;r=2;c=10;

mulk ]:=Integratel[t”k*Exp[-t~r],{t,0,Infinity}];
al0]=N[mu[l]/mul0],d];

b[0]=N[mu[0],d];

DO[O[—l,j]:O,{j,l,Z*H—Z}];
Dol[o[0,]j]=mul[j],{J,0,2*n-1}];

For [k=1, k<n, k+=1,
Dololk,jl=o[k-1,j+1l]-alk-1]1*0c[k-1,3]-bl[k-1]1*0c[k-2,7]1,
{3,k,2*n-k-1}1];
alkl]=N[o[k,k+1]/0o[k,k]l-o[k-1,k]/olk-1,k-11,d];
b[k]=N[o[k,k]/o[k-1,k-1],d];]
Do[Print[N[a[]],32]," ",N[b[J],32]1,{J,0,n-1}];]

(*Bulunan katsayilarla olusturulan Gauss metodu *)
m=5;d=32;w=1000;

B=ConstantArray [0, {m,m}];
DO[B[[jIj]]:N[a[j_l]ld]l{jlllm}];
Do[B[[3+1,3]1=B[[],3+1]]1=N[sqrt(b(3]],d], {3,1,m-1}];
{X,U}=N[Eigensystem[B],d];

v[ii_ 1:=U[[1i,1]1];

P[i J:=v[i]/Norm[U[[i]],2];
W=ConstantArray [0, {m}];

Do[W[[i]]=P[1]"2,{i,1,m}];

W=mu [0] *W;
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flt 1=(t"5-4t"2+43t+5)/(£+100) ;
Resultl=(I/w)"(1/x)* (W.£[(I/w) " (1/r)*X])

(* Ikinci integralin NIntegrate ile hesaplanmasi *)
Result2=(-I/r)*w”(-1/r)*Exp[I*w*c”r]* NIntegrate]|
fl(chr+I*t/w)~(1/r) ] (w*c r+I*t)"~(1/r-1)* Exp[-t],
{t,0,Infinity}, PrecisionGoal—»d, WorkingPrecision—2d]

Sonuc=Resultl+Result?2

Bu Mathematica programinda (4.1.1) deki m yerine r alinmistir. Bu programin giris
kisminda daha oOnce bahsettigimiz ve hesapladigimiz yineleme katsayilarinin

programi da yer almaktadir.

Yukaridaki Mathematica programinda r = 2,3,4 icin olusturulan integrasyon
metodunun nokta sayisi, ¢alisma duyarliligt ve bunun sonucundaki hata miktarlar
sirasiyla asagidaki Tablo 4.4 , Tablo 4.5 ve Tablo 4.6 da verilmistir. Bu tablolardaki
hata sayilar1 programda calisma duyarliligi ve nokta sayisi iki kat arttirilarak elde

edilen sonuclarla karsilastirilarak elde edilmistir.

Ayrica Mathematicanin NIntegrate komutu ile elde edilen sonuglar da programdan
elde edilen sonuglarla 30 basamaga kadar aynidir. Ancak, 6rnekler gostermistir ki,
Nintegrate komutu direkt olarak verilen integrale uygulandiginda ya istenen

duyarlilikta sonug elde edilememekte ya da hesaplama ¢ok uzun siirmektedir.

Tablo 4.4 r = 2 icin hata miktar:

Calisma duyarhilig Hata Miktari
16 6.2 x 10717 — 6.2 x 10717
5 32 —3.456 x 10731 + 3.478 x 10731

Tablo 4.5 r = 3 icin hata miktar:

n Calisma duyarlilig Hata Miktari
3 16 —3.363 x 1071 — 1,9301 x 10~ 1%;
6 32 1.103 x 10739 + 2,951 x 1073%
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Tablo 4.6 r = 4 icin hata miktar:

n Calisma duyarhhg Hata Miktari
16 0.x 10718 + 0.x 10718;
6 32 7.3%x 10732 - 1.79 x 1073%§

Yukaridaki tablolar yorumlanacak olursa 6rnegin; Tablo 4.4 de Gauss integrasyon
metodunun nokta sayist 5 ve calisma duyarlilign 32 basamak alininca, hata
miktar1 —3.456 X 10731 + 3.478 x 10731} olarak gelmistir. Yani integral yaklasik

31 basamak dogru hesaplanmistir. Bu da ¢ok iyi bir sonugtur.

Hizli Diisiis Metodu uygulanarak olusan (4.2.8) ve (4.2.9) integrallerinin yukaridaki
Mathematica programinda hesab1 oldukga kisa siirmiistiir. Bu metot uygulanmadan
hesaplanan yani Nlintegrate ile hesaplanan orijinal (4.1.1) integrali ise bu siirenin ¢ok
tistiindedir. Ornegin r = 2 i¢in bizim programla elde edilen siirenin yaklasik 16

kati, r = 3 i¢in yaklasik 35 kat1 ve r = 4 i¢in yaklasik 24 katidir.

Son olarak, bu c¢alismadan esinlenerek tez damismanim ile beraber, Jacobi tipi
tekillige sahip ve integrandinda mutlak deger fonksiyonu bulunduran yiiksek
salinimli integrallerin hizli diislis metodu kullanilarak ekonomik olarak hesaplanmasi

ile ilgili bir makale yaymlanmustir [25].
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BOLUM 5
SONUCLAR

Yapilan bu calismada duragan noktaya sahip yiiksek salinimli integrallere Hizli
Diisiis Metodu uygulanmistir. Bu metodun sonucunu gérmek igin bir Mathematica
programi olusturulmus, bu program ile oncelikle Freud tipi agirlik fonksiyonlarina
gore ortogonal polinomlarin ii¢ terimli yineleme bagintisindaki yineleme katsayilar
hesaplanmis, daha sonra bu katsayilarla olusturulan Jacobi matrisi yardimi ile Gauss
integrasyon metotlar1 elde edilmistir. Ayrica elde edilen yineleme katsayilari, daha

sonra benzer formdaki integralleri hesaplamak igin, tablolar halinde verilmistir.

Olusturulan Gauss integrasyon metotlar1 (4.1.1) formundaki yiiksek salinimli
integrallere uygulanmig, Mathematica’da 32 basamak c¢alisma duyarlilig ile 30-31
basamak dogrulukta sonuclar elde edilmistir. Bu da bu metotlarin niimerik olarak
stabil oldugunu gosterir. Ayrica, bu metotlarin zaman ve integrand hesabi agisindan

da mevcut metotlara gore ¢ok daha ekonomik olduklar1 goriilmistiir.

Ilerideki ¢alismalarda, tekil noktalara sahip yiiksek salinimli integraller igin de bu
caligmadakine benzer Gauss-tipi integrasyon metotlarinin elde edilip edilemeyecegi

arastirilacaktir.
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