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1. GIRIS

Bilgisayar yardimiyla geometri (Computational Geometry) bilgisayar bilimlerinin,
geometriler cinsinden ifade edilen algoritmalarin ¢alisildigi dahdir. Bazi salt geometrik
problemler bilgisayarli geometrinin esas alani olan bu algoritmalarin ¢aligilmasindan

ortaya ¢ikmigtir (Preparata ve Shomos 1993).

Bilgisayarli geometrinin gelismesindeki itici gii¢ bilgisayar grafikleri ve bilgisayar
destekli tasar1 ve {iretim olmasina karsin bilgisayarli geometrinin bir c¢ok
problemi reel hayattan, dolayisiyla da matematiksel gorsellestirmeden ortaya
cikmaktadir.  Bilgisayarli geometrinin diger 6nemli uygulamalar1 ise robotik,
jeomorfik bilgi sistemleri, mikrocip tasarimi ve bilgisayar destekli miihendislik gibi

alanlarda ortaya cikar (Preparata ve Shomos 1993).

Geometrik modelleme, sekillerin matematiksel tanimi i¢in yontem ve algoritmalari
inceleyen bilgisayarli geometrinin bir dalidir. Geometrik modellemede caligilan
sekillerin cogu 2 ve 3 boyutlu olmasina karsin, bir ¢cok ara¢ ve prensibi de sonlu
boyutlu uzaylara da uygulanabilmektedir. 2 boyutlu modeller bilgisayar etimogrofisi
ve teknik resimde cok onemli bir yere sahiptir. 3 boyutlu modeller ise bilgisayar
destekli tasarim ve {iretim icin temel niteliginde olup sivil ve mekanik
miihendisliginde, ziraat, jeoloji ve tibbi goriintiilleme gibi bir c¢ok teknik alanda

yaygin olarak kullamlmaktadir (Farin ve Hoschec 2002).

Iki yiizeyin arakesit problemi, bilgisayar destekli tasarida énemli bir problem olarak
kargimiza cikar. Iki yiizeyin arakesitinin belirlenmesi, karmasik sekillerin
modellenmesinde oldukca kullanigh bir aractir. Geometrik modellemede en cok
kullanilan yiizeyler ise ifadesi parametrik olarak ve kapali fonksiyon ile verilen
yiizeylerdir. Hartmann (1996) Oklidyen 3-uzayinda tiim tipteki arakesit
problemleri igin egrilik hesaplama formiillerini vermigtir. ~ Wilmore (1959) ve
Allesio (2006)kapali fonksiyon ile verilen iki yiizeyin transversal arakesit egrisinin

birim teget, birim asli normal, birim binormal vektorleri ile egrilik ve torsiyon



fonksiyonlarimin nasil hesaplanacagini gostermiglerdir. Ye ve Maekawa (1999) iki
yiizeyin hem transversal (boylu boyunca kesigen) hem de tegetsel arakesit egrilerinin

diferensiyel geometrik ¢zellikleri igin bazi yontemler vermiglerdir.

Allesio ve Guadalupe (2007) Kiehn (2004) in Falaco solitonlar: iizerine olan galis-
masindan yola cikarak Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de iki spacelike yiizeyin space-
like transversal arakesit egrisinin egriliklerini hesaplayarak, arakesit problemini Ok-

lid uzaylarindan Lorentz uzaylarina tasimiglardir.

Bu calismada ilk olarak Allesio ve Guadalupe’nin yapmis oldugu calismadan yola
cikilarak, Lorentz-Minkowski 3-uzay1 IL? de iki timelike yiizeyin arakesit egrisinin bir
karakterizasyonu elde edilmis ve bu egrilerin x egriligi ve 7 torsiyonu hesaplanmigtir.
Ayrica bu fonksiyonlar yardimiyla bu arakesit egrisinin yiizeylerden birisi tizerinde
asimptotik iken digeri tizerinde geodezik egri olmas1 halinde ytiizeyler arasindaki iligki
incelenmigtir. Daha sonra Ye ve Maekawa’ nin teknigi kullanilarak s egriligi ve 7

torsiyonunun hesabinda bulunan &

, kB normal egrilikleri (Carmo 1976) ve p2, pZ
degerleri M* ve MP timelike yiizeylerinin birinci ve ikinci temel form katsayilar:
yardimiyla belirlenmistir. Ayrica 6rnek olarak Lorentz-Minkowski 3-uzay1r L3 de
iki timelike parametrik yiizey verilmis ve bu iki yiizeyin timelike arakesit egrisinin

egriligi ve torsiyonu hesaplanmigtir.

Son olarak ise Lorentz-Minkowski 3-uzay1 IL? de parametrik olarak verilmis spacelike
ve null iki yiizeyin bir spacelike arakesit egrisi boyunca kesismesi ele alinmig ve
spacelike arakesit egrisinin x egriligi ve 7 torsiyonu hesaplanmig ve bu egrilikler

iizerine baz1 sonuglar verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, calismaya temel tegkil eden temel kavramlar tanitilmistir.

Tanim 2.1: 3-boyutlu reel vektor uzayr R? dizerinde u = (uy,ug,uz) ve

v = (v1, v, v3) olmak iizere
(u, vy = u1v1 + Uy — U3V3

seklinde taniml skalar carpim ile birlikte R® metrik uzaymma Lorentz-Minkowski
3-uzay1 denir ve I3 ile gosterilir. Buradaki (, ) metrigine de Lorentz metrigi

denir (Lopez 2008).

Tamm 2.2: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de sifir olmayan bir v vektorii icin eger
(v,v) > 0,(v,v) < 0 vewv # 0 iken (v,v) = 0 ise v vektoriine sirasiyla spacelike,
timelike ve null(lightlike) vekt6r adi verilir. Ozel olarak, v = 0 vektorii spacelike

olarak kabul edilir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tamm 2.3: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de v = (v1, v2, v3) ise v nin normu

[l = V/[{v, )| = y/ v} +v5 — 3]

olarak tanimlanir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tamm 2.4: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 > deki u ve v vektorleri igin (u,v) = 0
oluyorsa u ve v vektorleri ortogonaldir denir. (u,u) = %1 kosulunu saglayan
u vektoriine birim vektdr denir. L3 deki {v;,vs,v3} bazimm elemanlar1 birim

vektorler yani

1, i=j=3
(vi,vj) =4 1 , i=j=1,2
0 , i#7J

oluyorsa ise ortonormal baz adin alir (Alessio ve Guadalupe 2007).



Tamm 2.5: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de tiim null vektorlerin ciimlesi
C={(z,y,2) eL®: 2> +¢y* — 2> =0} — {(0,0,0)}
ve tiim timelike vektorlerin ciimlesi de
T ={(z,y,2) eL?®:2” +¢* — 2> < 0}

olarak tanimlanir. Bu iki ciimleye sirasiyla 11k konisi ve zaman konisi ad1 verilir

(Lopez 2008).

Sekil 2.1 L? de vektorlerin karakterleri

Onerme 2.1:

1. v € L? olsun. Bu takdirde v nin bir timelike vektor olmasi i¢in gerek ve yeter sart
v+ uzaymin spacelike olmasidir. Dolayisiyla L3 = v @ v+ olur. Spacelike vektorler
icin de v nin bir spacelike vektor olmasi icin gerek ve yeter sart v+ uzaymin timelike

olmasidir.



2. U C L3 bir altuzay olsun. Bu takdirde U nun spacelike altuzay olmasi icin gerek
ve yeter sart U+ uzaymin timelike olmasidir.
3. U C L3 bir altuzay olsun. Bu takdirde U nun null altuzay olmasi icin gerek ve

yeter sart U+ uzaymin da null olmasidir (Lopez 2008).

Onerme 2.2:
1. u,v € L3 iki null vektor olsun. Bu takdirde u ile v nin lineer bagimli olmasi i¢in
gerek ve yeter gart (u,v) = 0 olmasidir.

2. U C L3 bir null altuzay ise boy (U N U*) = 1 dir (Lopez 2008).

Onerme 2.3: L? Lorentz-Minkowski 3-uzaymn 2-boyutlu bir alt uzay1 U olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir:

1. U bir timelike altuzaydir.

2. U lineer bagimsiz iki null vektor igerir.

3. U bir tane timelike vektor igerir (Lopez 2008).

Onerme 2.4: L? Lorentz-Minkowski 3-uzaym bir alt uzay1 U olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir:

1. U bir null altuzaydir.

2. U bir null vektor icerir ancak bir timelike vektor icermez.

3. UNC =L — {0} ve boyL =1 dir (Lopez 2008).

Tamm 2.6: LL? Lorentz-Minkowski 3-uzayin bir diizlemi D olsun. Bu takdirde D
nin bir spacelike (timelike, null) diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart D ye normal

olan vektoriin timelike (spacelike, null) olmasidir (Lopez 2008).

I¢ carpimm uzaylarmin bazi ozellikleri Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L.? de gecerlidir.
Ornegin, bir i¢ carpim uzayinda Shwarz esitsizligi, v ile w vektorleri arasindaki 6
agisinin v - w = ||v]| [Jw|| cos olacak gekilde tek olarak tanmimlanmasimi miimkiin
kilar. Lorentz Minkowski 3-uzay1 L3 uzaymdaki durum ise su sekilde tanimmlanir

(Lopez 2008).



Onerme 2.5: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 LL? de u ve v vektorleri iki timelike vektor
olsun. Bu takdirde

1. [(v,w)| > ||v]|||w] dir. Buradaki esitlik v ve w nmn eglineer olmas1 halinde
gerceklegir.

2. u ve v vektorleri L3 iin aym1 zaman konisindeki vektorler ise
(v, w) = —|[v]| [w]| cosh

olacak sekilde tek bir # > 0 acis1 vardir. Bu degere u ve v vektorleri arasindaki
hiperbolik a¢1 ad: verilir.

3. u ve v vektorleri L3 iin farkli zamankonisindeki vektorler ise
(v,w) = ||v]| [|w]| cosh &

olacak gekilde tek bir 8 > 0 agis1 vardir. Bu degere u ve v vektorleri arasindaki

hiperbolik ag1 ad1 verilir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tamim 2.7: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de u ve v vektorleri tarafindan tek olarak

belirlenen u x v vektorel ¢arpimi

€1 €2 —e€3
UXV=] u Uz Us (2-1)

U1 V2 U3

olarak tamimlamr. Burada {e;, es, e3} sistemi IL? iin kanonik baz1 ve u = (uy, us, u3),

v = (v1, v, v3) diir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Tamm 2.8: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 3 de u, v, w vektorlerinin karma carpimu,

w = (wy, ws, ws) olmak iizere

w; W2 Wj
<'LU, ('LL X 1))> = det (w> u, 1)) = | U1 Uz Uus (22)

V1 V2 U3



seklinde tamimlanir. Dahast w,v, 2,y € L3 keyfi vektorler olmak {izere, vektorel

garpimin

u
(ux v,z xy)=det (2.3)

ve

(uxv) xw=(v,w)u— (u,w)v (2.4)

ozellikleri de vardir (Alessio ve Guadalupe 2007).

Onerme 2.6: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzayinda vektorel carpimm su ozellikleri
vardir:

1. u Xv=—vXu.

2. u x v vektorii hem v hem de v ile ortogonaldir.

3. u x v = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart u ve v nin birbirinin kati olmasidir.

4. u x v # 0 vektorii u ile v vektorlerinin i¢inde kaldigi D diizleminde kalmasi i¢in

gerek ve yeter sart D nin null diizlem olmasidir (Lopez 2008).

vektorleri spacelike, timelike veya null ise ¢ = c¢(t) egrisi sirasiyla spacelike,
timelike ve null egri olarak adlandirihr. Non-null bir ¢ = ¢(s) egrisi igin
(' (s),c (s)) = £1 oluyorsa s yari-yay parametresi ile parametrelendirilmistir
denir. Bu halde ¢ = ¢(s) egrisi birim hizli egri olarak adlandirilir (Alessio ve

Guadelupe 2007).

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 I3 de ¢ = c¢(s) egrisi yari-yay parametresi ile
parametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. Bu takdirde ¢ birim spacelike

vektor yani, ||¢|| = 1 olur. Bu ise
(d,dy=1 (2.4.)

olmasini gerektirir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa (¢, ¢’y = 0 olur. Bu takdirde

" ye bagl olarak agagidaki ii¢ durum olugur (Walrave 1985):



Durum 1 (¢”,¢") > 0 yani ¢ spacelike olmasi hali

k(s) = |||| = +/(",") sayisina ¢ nin s deki egriligi denir. & (s) # 0 oldugu

noktalarda ¢’ dogrultusundaki n (s) birim vektorii
A" (s) =k (s)n(s) (2.5)

esitligi ile tammmlanir. (2.4) den ¢”’ (s) in ¢’ (s) ye normal oldugu goriiliir. O halde
n(s) vektorii de ¢ (s) ye normal olup bir spacelike vektordiir ve bu vektor s deki
normal vektor olarak adlandirilir. ¢ nin s deki birim teget spacelike vektoriinii

t(s) = (s) ile gosterelim. O halde (2.5) den

t'(s) =k (s)n(s) (2.6)

elde edilir.

Binormal vektor

b(s)=1t(s) xn(s)

{t (s),n(s)} spacelike oskulator diizlemine ¢ nin her ¢ (s) noktasinda dik tek birim

timelike vektor ve {¢ (s),n (s),b(s)} sistemi L? deki aym yonlendirmeye sahiptir.

b(s) birim vektér oldugundan |[|b’(s)|| uzunlugu oskiilator diizlemlerle s deki
oskulatér diizlemin yakmhgmin degisim oramm olger.  (b(s),b(s)) = -1

oldugundan

(' (s),b(s)) =0

olup ¥ (s) vektorii b(s) ye normaldir. Diger taraftan

W(s) = (t(s) xn(s))

= t'(s) xn(s)+t(s) xn'(s)



olup ' (s) ile n (s) eslineer oldugundan

V(s)=t(s) xn' (s)

elde edilir. Bu da ' (s) nin ¢ (s) ye normal oldugunu gosterir. O halde b’ (s) vektorii
n (s) ye paralel olup

b (s)=71(s)n(s) (2.7)
yazilabilir.
Boylece s paranetresinin herbir degeri i¢in birim ve ortogonal t(s),n(s),b(s)
vektorleri elde edilmig olur. Bu iiglii s deki Frenet iigliisiine tekabiil eder. t(s) ve
b(s) nin t'(s) = k(s)n(s) ve b’ (s) = 7(s)n(s) tirevleri {¢(s),n(s),b(s)} bazina

gore ifade edildiginde s nin bir komsulugunda egrinin davranigi hakkinda bilgi veren

geometrik nicelikleri (x egriligi ve 7 torsiyonu) iiretir.

Diger geometrik nicelikler igin n’ (s) vektoriiniin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun

icin n’ € span {t,n,b} oldugundan

n' = ft+gn+ hb

olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi sirasiyla ¢, n ve b ile i¢ carpilirsa

[ = <nlvt>7g: <nl7n>>h: _<n/7b>

olup
n' = nt)t+ (n',n)n—(n,b)b

olarak bulunur. Bu takdirde

n' = —kt +7b (2.8)

egrilik ve torsiyon elde edilir.



Daha sonra kullanacagimiz

t = kn
n = —kt+7bh (2.9)
¥V = 1

denklemlerine Frenet formiilleri ad: verilir.

Durum 2 (¢”,¢”) <0 yani ¢’ timelike

n (s) normal vektorii birim timelike vektordiir. b (s) binormal vektoriiise {t (s),n (s)}
spacelike oskulator diizlemine ¢ nin her ¢ (s) noktasinda dik tek birim spacelike vek-
tor ve {t(s),n(s),b(s)} sistemi L? deki aym yonlendirmeye sahiptir. Bu halde

Frenet formiilleri

t = kn
n' = kt+7b (2.10)
bV = ™™

seklindedir.

Durum 3 (¢”, ") = 0 yani ¢’ null olmas: hali

Dogrulart ve c iizerindeki biikiilme noktalarim gozardi ettigimizde ¢’ # 0 olarak
kabul edebiliriz. Bu takdirde n (s) normal vektorii ¢’ olur. b(s) binormal vektorii
ise ¢ nin her ¢ (s) noktasinda ¢ (s) ye normal ve (n,b) = 1 olacak sekildeki tek null

vektordiir. O halde Frenet formiilleri

t = kn
0 = (2.11)
¥ = —kt+7b

seklindedir. Buradaki x "egriligi" sadece iki deger alabilir: Eger c egrisi bir dogru ise
k = 0, diger hallerde ise £ = 1 dir. ¢ nin dogru olmasi halinde ¢ = 0 =t olur ki bu
k = 0 olmas1 anlamina gelir. Eger ¢ bir dogru degilse ¢’ # 0 olacak sekilde 6yle bir

I arahig vardir ki n (s) = t' (s) olup x = 1 dir. I.? de {¢,n, b} bir pseudo-ortonormal
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baz oldugundan

n = ait+ asn + asb

— blt + bzn + bgb

olacaktir. O halde

olup
(n,n) = (n,t) = (b,b)y =0
oldugundan
(n,n) = 0
',b) =0
(n',t) = 0
dolayisiyla

olur. Diger taraftan

(n,b) =1ve (t,b) =0

oldugundan bu esitliklerin tiirevi alinirsa

(n',b) + (n,b'y =0

ve

{t'0) + (V) =0

olup

ay = —by ve by = —x = —1

bulunur. Sonug olarak bu halde sadece ay = 7 egriliginin mevcut oldugu goriiliir.
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Bu takdirde ¢ nin dogru olmamasi halinde Frenet Formiilleri

t = n
oo (2.12)
b = —t+71b

seklinde yazilabilir.

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 I3 de ¢ = «c¢(s) egrisi yari-yay parametresi ile

parametrelendirilmis bir timelike egri olsun. Bu takdirde ¢’ birim timelike vektor
yani, ||¢'|| = —1 olur. Bu ise

<Cla CI> =-1

olmasini gerektirir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

(",dy=0 (2.13)

olup ¢’ bir ¢ timelike hiz vektériinden bagimsiz bir spacelike vektor olur. Bu

takdirde ¢ (s) timelike egrisinin s deki « (s) egriligi

olarak tammlanir. k(s) # 0 oldugu noktalarda ¢’ dogrultusundaki n (s)
birim vektorii

A" (s) =k (s)n(s) (2.14)

esitligi ile tamimlamir. (2.13) den ¢’ (s) in ¢ (s) ye normal oldugu goriiliir. O
halde n (s) vektorii de ¢ (s) ye normal olup, bir spacelike vektordiir ve bu vektor s
deki normal vektor olarak adlandirilir. ¢ nin s deki birim teget timelike vektoriinii

t(s) = (s) ile gosterelim. O halde (2.14) den

t'(s) =k (s)n(s) (2.15)

elde edilir.
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Binormal vektor

b(s)=1t(s) xn(s) (2.16)

{t (s),n(s)} diizlemine ¢ nin her ¢ (s) noktasinda dik tek birim spacelike vektor olup

{t(s),n(s),b(s)} sistemi L3 deki aym yonlendirmeye sahiptir.

b(s) birim vektor oldugundan ||b'(s)|| uzunlugu oskulator diizlemlerle s deki
oskulator diizlemin yakinhgmin degisim oranim 6lger. (b(s),b(s)) = 1

oldugundan

(' (s),b(s)) =0

ve t' (s) ile n (s) eglineer oldugundan

b (s)=t(s) xn'(s) (2.17)

elde edilir. Bu da b’ (s) nin ¢ (s) ye normal oldugunu gosterir. O halde ¥’ (s) vektorii
n (s) ye paralel olup
b (s)=1(s)n(s) (2.18)

yazilabilir. (2.17) de tanimlanan 7 (s) sayisina ¢ nin s noktasindaki torsiyonu denir

Boylece s parametresinin herbir degeri igin birim ve ortogonal (s),n(s),b(s)
vektorlerini elde etmig olduk. Bu tiglii s deki Frenet iigliisiine tekabiil eder. ¢ (s) ve
b(s) nin t'(s) = k(s)n(s) ve b’ (s) = 7(s)n(s) tirevleri {¢(s),n(s),b(s)} bazina
gore ifade edildiginde s nin bir komsulugunda egrinin davranisi hakkinda bilgi veren

geometrik nicelikleri iiretir.

Durum 1 de n’ (s) € {t,n, b} oldugundan

n=—m t)t+n n)yn+ N bb

olup
n' =kt+71h (2.19)
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egrilik ve torsiyon elde edilir.

Daha sonra kullanacagimiz

' = kn
n' = kt+7b (2.20)
bV = —mn

denklemlerine Frenet formiilleri ad: verilir (Lopez 2008).

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de bir spacelike egrinin normalinin karakterine gore

" tiirevini hesaplayalim:

denkleminin tiirevi alimirsa

" = I{/TL—i— &'

bulunur. Burada (2.9),(2.10) ve (2.11) Frenet denklemlerindeki 2.esitlik yerine

yazildiginda ise yukaridaki ti¢ durum icgin

Durum 1: " = —rk%t+K'n+rK7b (2.21)
Durum 2: " = k2t + k'n+ kTb (2.22)
Durum 3: "= 7n (2.23)

seklinde bulunur. O halde buradan torsiyon (2.21),(2.22) ve (2.23) den

Durum 1: 7= — <C/:;’b> (2.24)
Durum 2: 7= <C,:;’b> (2.25)
Durum 3: 7= (¢",b) (2.26)

olarak elde edilir.
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Benzer sekilde Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L* de bir timelike ¢ = ¢ (s) egrisinin ¢’

tiirevini hesaplayalim:

denkleminin tiirevi alinirsa

" =k'n+kn

bulunur. Burada (2.20) Frenet denklemlerindeki 2. esitlik yerine yazildiginda ise

" =K+ Kk'n+ KTb (2.27)

seklinde bulunur. O halde torsiyon da denklem (2.27) den

< c///7 b>
K

(2.28)

T =
olarak elde edilir.

Tamim 2.9:  Lorentz-Minkowski 3-uzayr L2 de bir yilizey M olsun. M nin
p noktasmdaki 7}, (M) tanjant uzay1 izerine indirgenen Lorentz metrigi pozitif tanimh
(1 indeksli Lorentz metrigi, dejenere) ise M yiizeyine timelike (spacelike, null) yiizey

denir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzayinda

X (u,v) = (u, — sinh (u) sin (v) , — sinh (u) cos (v))

parametrik denklemi ile verilen katenoid yiizeyi

x (r,w) = (—w, — cosh (r) cos (w) , — cosh (r) sin (w))

parametrik  denklemi ile verilen helikoid yiizeyi spacelike yiizeylerdir
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(Alessio ve Guadalupe 2007).
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Sekil 2.3 Helikoid yiizeyi

Ornek 2.2: L? Lorentz-Minkowski 3-uzaynda
X (u,v) = (cosh (u) cos v, cos (u) sin (v) , sinh (u))
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parametrik denklemi ile verilen tek kanath hiperboloid yiizeyi ve

z(r,w) = gr, g ((r +1)cosh (w) — 1), \/75 (r + 1) sinh (w)

parmetrik denklemi ile verilen yiizey timelike yiizeylerdir (Lopez 2000).

Sekil 2.5 Timelike Yiizey Ornegi
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Tamm 2.10: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzaymda M bir spacelike yiizey ve ¢ = c(s)
de bu yiizey iizerinde yatan bir spacelike egri olsun. Bu takdirde P (s) = T (s)x N (s)
olmak iizere ¢ egrisi boyunca Lorenzian Darboux gatis1 adi verilen bir {7, N, P}

catist mevcuttur. Bu cat1 agagidaki denklemleri saglar:

T'(s) = kn(s)N(s)+kg(s)P(s)
N'(s) = kn(s)T(s) +74(s) P(s) (2.29)
Pi(s) = —ky(s)T(s) +74(s) N (s)

Burada ky, (s) = = (T"(s) , N (s)) , kg (5) = (T"(s) , P (s)) ve 74 (s) = = (P (5) , N (5))

dir. Buna gore ¢ egrisinin karakterizasyonu

c egrisi geodezik egridir ancak ve ancak kg = 0
c egrisi asimptotik egridir ancak ve ancak k,, =0 (2.30)

c egrisi asli egridir ancak ve ancak 7, = 0

olarak verilir (Sato 2012).

Tanim 2.11: L2 Lorentz-Minkowski 3-uzaymda M bir null yiizey, bu yiizey tizerinde
yatan bir spacelike egri ¢ = ¢ (s) ve yiizeyin normal vektor alan1 Z olsun. ¢ spacelike

egrisinin birim teget vektor alami T' olmak tizere

(Z,7) = (Y,Y)=(Z,T)={(Y,T) =0 (2.31)
(Z)Y) = (T,T)=1

sartlarim saglayacak sekilde Y null vektorii vardir ve tektir. Dolayisiyla {T', Z, Y}
iigliisii ¢ egrisi boyunca bir cati alami tegkil eder ve bu cati alanmi asagidaki

denklemleri saglar:

T'(s) = k() Z(s)+ k()Y (s)
Z'(s) = —h,(s) (s) (2.32)
Y'(s) = —h.(s) (
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Burada . (s) = (I"(s),Y (s)), #y (s) = (I"(s), Z (s)) ve 7 (s) = (Z"(s),Y (s))
olup bu degerlere sirasiyla, ¢ egrisinin ¢ (s) noktasindaki z—egriligi, y—egriligi ve

burulmasi denir (Yakic1 2012).

Tanim 2.12: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzayinda M bir timelike yiizey ve ¢ = ¢ (s)
bu yiizey iizerinde yatan bir timelike egri olsun. Bu takdirde —P(s) = T'(s) x N(s)
olmak iizere ¢ egrisi boyunca bir {T, N, P} ¢atist mevcuttur. Bu cati1 agagidaki

denklemleri saglar:
P'(s) = ky(s)T(s)—74(s)N(s) (2.33)

Burada k (s) = (T"(s) , N (5)) , kg (s) = (T" () , P (s)) ve 74 (s) = — (P (s) , N (s))

dir. Ayrica bir M timelike yiizey iizerinde yatan c timelike egrisinin egriligi i¢in

K=k + K

esitligi vardir.

Tamm 2.13: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzaymin bir ortonormal baz ilk iki vektor

spacelike sonuncusu timelike olmak iizere {ey, €9, e3} olsun. Bu takdirde

Uy = (61 + 63)

1
V2
ve

1
Uz = E (61 —63)

seklinde ingaa edilen u; ve us vektorleri
<U/17u1> = <u27u2> = 07 <U1,U2> =1

egitliklerini saglar. Bu sekilde elde edilen {u;,us, €5} sistemi L3 Lorentz-Minkowski
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3-uzaymin diger bir bazidir. Bu baza kuasi-ortonormal baz adi verilir (Duggal

ve Jin 2007)
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3. iKi SPACELIKE YUZEYIN ARAKESIT EGRIiSi

Bu kisimda, galigmaya esas olan Alesio ve Guadolupe’nin "Lorentz-Minkowski
3-uzay L2 de iki spacelike yiizeyin spacelike arakesit egrisinin diferensiyel geometrisi”

isimli caligmasi incelenmigtir.

3.1 Spacelike Arakesit Egrisi

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L de M4 ve MP iki spacelike yiizey ve sirasiyla N4
ve N? de bu iki yiizeyin timelike birim normalleri olsun. ¢ = ¢(s) egrisinin bu iki
spacelike yiizeyin arakesit egrisi oldugunu kabul edelim. Bu takdirde ¢
arakesit egrisinin spacelike teget vektorii her iki yiizeyin tanjant diizleminde
yattigindan p = c¢(s) noktasindaki birim hiz vektorii bu noktada birim normal
vektorlerin vektorel carpimi ile

N4 x NB

T = —||NA N (3.1)

olarak bulunabilir (Alessio ve Guadolupe 2007).

Sekil 3.1 Iki spacelike yiizeyin arakesit egrisi
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3.2 Spacelike Arakesit Egrisinin Egriligi

M#A ve M?P spacelike yiizeylerinin spacelike arakesit egrisinin p = ¢ (s)
noktasindaki ¢’ egrilik vektorii ¢ = t hiz vektoriine dik oldugundan N4 ve NP

timelike vektorlerinin icinde kaldig spacelike D diizleminde kalir.

I
l C
(SPACELIKE)

Sekil 3.2 Spacelike arakesit egrisinin normal diizlemi

O halde ¢’ egrilik vektorii
" = aN* + NP (3.2)

olarak ifade edilebilir.  Buradaki o ve [ katsayilar1 hesaplamamiz gereken
katsayilardir. ¢ spacelike arakesit egrisinin p noktasinda ¢ dogrultusundaki
normal egriliginin, ¢’ = kn egrilik vektoriiniin bu noktasindaki spacelike birim yiizey
normali N {izerine izdiisiimiidiir. Bu yiizden (3.2) esitliginin her iki tarafi sirasiyla

N4 ve NP timelike vektorleri ile i¢ carpilirsa

kA = (N4 = (N4 N4)+3(NE N4)
kP = (' \NB) = a(N4 NP)+3(NB NF)
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olup eger N4 ve NP timelike vektorleri L? iin ayn1 zaman konisinde ise

k4 = —a — Bcoshd
(3.3)
kB = —acoshf —f3
eger aynl zaman konisinde degiller ise
k4 = —a+ [Bcoshf
" g (3.4)
kB = —acoshf+

olur.

Onerme 3.2.1: M* ve M* Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de iki spacelike yiizey
olsun. Bu iki spacelike yiizeyin bir ¢ = ¢ (s) spacelike egrisi boyunca kesigtigini kabul
edelim. Bu takdirde ¢’ egrilik vektorii spacelike veya timelike vektor olmak iizere ¢
egrisinin ~ egriligi

W= sinh? (0) (3:5)

| (k) + (k) £ 2cosh () ki1

dir (Alesio ve Guadolupe).

Ispat: (3.1) ve (3.2) denklem sistemleri ¢oziiliirse

kit £ cosh () kP
B sinh? (0)

kB & cosh (0) ki

P sinh? (6)

olup (3.6) esitlikleri (3.2) ifadesinde yerine yazilirsa

o kA i‘coszh (0) kB A kB :l:‘coséh (0) kA NB
sinh” (0) sinh” (0)

olarak elde edilir. Diger taraftan

k="l
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oldugundan

K= \/|a2+ﬁ2i2005h(9)a6|

olup
( (k2)? + (kP)” & 2 cosh (8) kKD
IN4 x NB|®

Ii2:

bulunur.
3.3 Spacelike Arakesit Egrisinin Torsiyonu
M* ve MP spacelike yiizeylerinin timelike birim normal vektoérleri N4 ve N normal

diizlemde kaldigindan (2.21) ve (2.22) ifadelerindeki x'n + k7b terimi ve (2.23) deki
mn terimi YN4 + NP ile yer degistirilebilir. O halde

Durum 1: ¢ = ft+yNA+IN? (3.7)
Durum 2: " = gt+yN4 +6NB (3.8)
Durum 3: " = yN4+6NB (3.9)

olur.

Eger ¢ vektoriiniin p noktasinda N birim timelike yiizey normali iizerine izdiigiimii

Py, ile gosterilirse ve N4 ile NP timelike vektorleri L? iin ayn1 zaman konisinde ise

M= —y —§cosh (6
Z 7 ©) (3.10)
A, = —vycosh(f)—§
eger ayni zaman konisinde degiller ise
N = —y+dcoshf
5 (3.11)
A, = coshf—9§

olur. Boylece su sonug verilebilir:
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Onerme 3.3.1: M# ve MP? Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de iki spacelike yiizey
olsun. Bu iki spacelike yiizeyin bir ¢ = ¢(s) spacelike egrisi boyunca kesistigini
kabul edelim. Bu takdirde ¢’ egrilik vektorii spacelike, timelike veya null vektor

olmak {izere c egrisinin 7 torsiyonu

Durum 1:
= _I{Sin:}ll2 ) [(A2 £ cosh (0) AZ) (b, N*) + (AT £ cosh (0) A7) (b, NP)] (3.12)

Durum 2:
T siniﬁ G [(A2 £ cosh (8) AB) (b, N*) + (A & cosh () A2) (b, NB)]  (3.13)

Durum 3:
= sinh12 0) [()‘f + cosh (6) Ay) (b, NA> + (AJ £ cosh (6) )\f) (b, N®)]  (3.14)

dir. Burada b ile ¢ spacelike arakesit egrisinin {¢,n, b} Frenet ¢atisindaki b binormali

ve k ile de (3.5) teki egrilik gosterilmigtir.

Ispat : (3.10) ve (3.11) lineer denklem sistemlerinin v ve § katsayilari icin

¢oziilmesiyle
_ ApEcosh(B) A7 o A7 Ecosh(f) Ay (3.15)
sinh? (0) ’ sinh? (0) '

olur. (3.7),(3.8) ve (3.9) esitliklerinde bu katsayilar yerine yazilirsa
Durum 1: " = —r%*+ ’\’?f;(:—;(g))’\fNA + %N’B (3.16)
Durum 2: " = k%+ )ﬁtﬁ—f((;))’v’?NA + %NB (3.17)

A COS. B B COS A

Durum 3: " = = ::inhél((;)))\n NA + - ::inhgl((:))An NB (318)
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elde edilir. ¢ spacelike egrisinin 7 torsiyonu (2.24) ,(2.25) ve (2.26) denklemlerinde

" niin her bir durum igin yerine yazilmasiyla elde edilir.

R

QR
N

SN ///// ;
Sl

Z—— s
%

—

7
o8

Sekil 3.3 Iki spacelike yiizeyin arakesit e

grisi ornegi

.
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4. IKi TIMELIKE YUZEYIN ARAKESIT EGRIiSi

Bu kisimda, Lorentz-Minkowski 3-uzay1 I3 de iki timelike yiizeyin arakesit egrisinin
bir karakterizasyonu elde edilerek bu arakesit egrilerinin x egriligi ile 7 torsiyonunu

hesaplanacaktir. Ayrica bu egrilikler iizerine bazi sonuclar verilecektir.

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de M4 ve MP iki timelike yiizey ve sirasiyla N4 ve
N® de bu iki yiizeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki yiizeyin ¢ = c¢(s)

egrisi boyunca kesistigini kabul edelim.

‘?\.,-‘A (SPACELIKE)

‘-\A[A (TIMELIKE)

(SPACELIKE)

(TIMELIKE)

Sekil 4.1 Iki timelike yiizeyin arakesit egrisi

Bu takdirde 3. kisimdakine benzer sekilde ¢ (s) arakesit egrisinin hiz vektorii her
iki yiizeyin tanjant diizlemi iizerinde yattigindan p = ¢ (s) noktasindaki hiz vektorii

birim normal vektorlerin vektorel carpimi ile

d = N4 x NP (4.1)
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olarak bulunabilir. Ancak
(N*x NP, N*) = (N4 x NP NP} =0

oldugundan N4 x NP vektorii ii¢ tip vektor karakterinden herhangi birisine sahip
olabilir. Bu ise M4 ve M? timelike yiizeylerinin ¢ arakesit egrisinin ve ¢ egrilik
vektoriiniin i¢inde kaldigi normal diizlemin karakterini belirler. Bu yiizden p = ¢ (s)

noktasinda <N AN B> = A oldugunu kabul edelim. Buna gore (2.3) geregince

<NA,NB> <NB,NB>
(NAN4) (N4, NE)

(N x NP, N* x NP) = det =X -1

olur. Boylece A nin i¢ginde bulundugu araliga gére su sonug verilebilir:

Onerme 4.1: Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de M4 ve M? iki timelike yiizey
ve sirastyla N4 ve NP bu iki yiizeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki
timelike yiizeyin bir ¢ = ¢ (s) egrisi boyunca kesistigini kabul edelim. Bu takdirde
<NA, NB> = )\ olmak iizere

1. XA € (—1,1) ise arakesit egrisi timelike egri

2. A € R — [—1,1] ise arakesit egrisi spacelike egri

3. A = =£1 ise arakesit egrisi null egri

dir.
Simdi yukaridaki 6nermede verilen ii¢ durumu sirasiyla inceleyelim:
4.1 Timelike Arakesit Egrisi

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 > de M4 ve M?® iki timelike yiizey ve sirasiyla N4
ve NP bu iki yiizeyin spacelike birim normalleri olsun. Bu iki timelike yiizeyin
bir ¢ = ¢(s) egrisi boyunca kesistigini kabul edelim. (N, N®) = X olmak iizere
Onerme 4.1 geregince —1 < A < 1 iken bu arakesit egrisi bir timelike egri olacaktur.

O halde N4 ve N birim spacelike normallerinin icinde kaldig1 diizlemin normali
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¢ = t timelike vektorii oldugundan bu diizlem bir spacelike diizlem olup N4 ve
NP birim spacelike vektorleri arasinda Oklidyen anlaminda aci tanmimhdir. Yani

A = cos f olacak gekilde bir 6 reel sayis1 mevcuttur.

c' (TIMELIKE)

(SPACELIKE)

(SPACELIKE)

/
NA

iz}
(SPACELIKE) C” N

Sekil 4.2 Timelike arakesit egrisinin normal diizlemi

4.1.1 Timelike arakesit egrisinin egriligi
Timelike arakesit egrisinin p noktasindaki ¢’ egrilik vektorii N4 ve N tarafindan
gerilen normal diizlemde kaldigindan bu vektor

" = aN* 4 NP (4.3)
olarak ifade edilebilir. 0 < 6 < 7 olmak iizere

<NA,NB> = cosf

oldugunu kabul edelim. ¢(s) = p noktasinda T dogrultusundaki normal egrilik,

" = kn egrilik vektoriiniin p noktasindaki spacelike birim yiizey normali iizerine
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izdiigtimii oldugundan (4.3) esitligi sirastyla N4 ve NP ile iccarpilirsa

ki = (" N*) = a+p
kB = (¢,NB) = cos(d)a+p

elde edilir. Boylece

kA 1 cos (0) a
= (4.4)
kB cos (0) 1 g
lineer denklem sistemi elde edilir.
1 cos (0
det (6) = sin’ (0)
cos (0) 1
olup (4.4) sistemi ¢oziiliirse
1 k2 cos ()
T i @) | B 1
ve ) )
1 1 Kk}
B = 2
sin” (0) | cos 0) kP
olup
k2 — cos (0) k2
= “ 4.5
“ sin? () (4:5)
ve
kB — cos (0) k2
= 4.6
b sin? () (4.6)
olarak elde edilir. (4.5) ve (4.6) esitliktleri (4.3) de yerine yazilirsa
kA — cos (0) k2 kB — cos () kA
" "n n NA n NB 4.7
sin? (6) T (0) (4.7)
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olur. Diger taraftan k = ||¢’|| oldugundan

2 kA —cos(0)kZ nrA kB —cos(9)kA B EA—cos(0)kB arA kB —cos(0)kA nrB
ko = < sin?(0) N©+ sin?(6) N sm2(9)2 N©+ sin?(6) N >

(kA—Cozs(O kB> <NA NA>_|_ (kf—_co—sw)kf) <NB7NB>

sin sin?(6)

92 <k;?—.cos( )k32 <kB—cos(c9)k:A> <NA NB>

sin?(6) sin
A_cos(0)kB B _cos(0)kA \ 2 A_cos(0)kB\ [ kB —cos(0)kA
- (k— )+ (et ) 2 (M) (M) cos 0)
o [(k:A cos (0) kf)z + (kB — cos (0) k,ﬁj‘)Q
+ 2 (kA — cos (0) kZ) (kB — cos (0) ki) cos (6)
— g | (k) (k2)" — 2c0s (6) Kk

+

olup
, (k3 + (KB)? = 2cos (0) kAKS

" sin? ()

olarak elde edilir.
Buna gore su sonug verilebilir:

Onerme 4.2: M* ve M” Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 iki timelike yiizey olsun.
Bu takdirde <N 4 NB > = )\ olmak {izere bu iki timelike yiizeyin timelike arakesit
egrisinin egriligi
, (k) + (KB)? = 2cos (0) KAKE
K= — (4.8)
sin” (0)

dir.
Bu takdirde asagidaki sonuclar verilebilir:

Sonug 4.1: M4 ve M? Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de iki timelike yiizey olsun.
Eger N4 ve NP spacelike normallerinin icinde kaldig1 spacelike diizlemde bu iki

vektor arasindaki ag1 7 ise

2= (k1) + (kB)” (4.8)

dir.
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4.1.2 Timelike arakesit egrisinin torsiyonu

Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L% de M4 ve M? timelike yiizeylerinin N4 ve NZ space-
like normal vektorleri ¢ = ¢(s) arakesit egrisinin normal diizleminde yattigindan

(2.10) denklemindeki x'n + k7b ifadesi yerine yN4 + §NZ almabilir. Bu takdirde
" = ft+yN* + NP (4.9)

olarak yazilir. (4.9) esitliginin her iki tarafi sirasiyla N4 ve NP ile i¢ carpilirsa

<CI”,NA> = ~v+ 5<NB,NA>
<C/",NB> _ ’}/<NA,NB> +(5

elde edilir. ¢” niin yiizeyin spacelike normali iizerine izdiisiimiinii p,, ile gosterirsek

ve 0 < 6 < 7 igin (N4, N®) = cos (6) dersek

A = 4 )
j 28 7y + cos (0) (4.10)

pZ = cos(0)y+§

lineer denklem sistemi elde edilir. v ve § bilinmeyenli (4.10) denklemini ¢ozersek

1= g = eon 0)2) (11)
ve

0= Smal G (py) — cos (0) pyy) (4.12)
olarak bulunur. Bu takdirde 7 = @ oldugu goz oniine alinirsa

(pﬁ — CoS (H)pf) <NA, b> + (pf — cos (0) p;?) <NB, b>
rsin® ()

T =
olarak elde edilmis olur.

Onerme 4.3: M* ve M? Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 iki timelike yiizey olsun.

Bu takdirde 0 < 6 < 7 icin <N AN B> = cos (#) olmak iizere bu iki timelike yiizeyin
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timelike arakesit egrisinin torsiyonu

(pit — cos (0) pB) (N4,b) + (pE — cos (0) pi) (N5,b)
rsin® ()

T =

(4.13)

olur.

Sonug 4.2: N4 ve NP birim spacelike vektorlerin icinde kaldig spacelike diizlemde

N4 ile NB arasindaki ac1 5 ise M 4 ve MP timelike yiizeylerinin timelike arakesit

egrisinin torsiyonu

(N £ (VP )
K

(4.14)

dir.

N4 ve NP birim spacelike vektorlerin icinde kaldig spacelike diizlemde, {N 4 PA}
ile {N5, PB} sistemleri arasinda bir dénme mevcuttur:

N4 ile N arasmdaki ag1 0 < 6 < T ise

(N4 NB) = (P4 PB) =cosf , (N4 PB)Y=—sing , (P NP)=sind
eger 7 < 0 < ise

(N4 NB) =cosf , (P PP)= (N4 PB)=sind , (P4 NP)=—sind

olur. Bu takdirde

-1, 0<0<3
E =
I, $<0<m

olarak tamimlanirsa
<NA,NB>zssin9 ve <PA,NB>:SiH(9 (4.15)

olarak ifade edilebilir.
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Onerme 4.4: L? Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L3 de M4 ve MP? bir ¢(s) timelike
arakesit egrisi boyunca kesigen iki timelike yiizey olsun. Span {N A NB } spacelike

N#4ile NB arasindaki ac1 6 (s) ise

dir.

Ispat: Span {N A NB } spacelike diizleminde N4 ile N arasindaki ac1 6 (s) olsun.
Bu takdirde
<NA, NB> = cosf

dir. Bu esitligin s ye gore tiirevi almp denklem (2.33) den (N A)/ ve (N5 )/ yerine

yazilirsa
<<NA)’,NB>+<NA7(NB)/> = —sinf
(kiir + 70 PANP) (N kD7 + 77PP) = —sind
74 (PA NB) + 1B (N4, PB) = —sind
—esin 07 + esin 07 = —sinf

olup istenilen elde edilir.

Sonug 4.3: M4 ve MP? Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L3 de iki parametrik timelike

yiizey ve Span {N A NB } spacelike diizlemde N4 ile N? arasindaki aci 3 ise

B
g

ii) PA = NP ve PP = —N4
dir.

i) =7

Onerme 4.5: Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L3 de parametrik timelike M4 ve
MP yiizeyleri bir c¢(s) timelike egrisi boyunca kesigsinler. c¢(s) arakesit egrisinin
MA (M B ) timelike yiizeyi iizerinde bir asimptotik egri oldugunu kabul edelim. Bu
takdirde Sp {N 4 NB } spacelike diizleminde N4 ile NP arasindaki ac1 6 olmak iizere
c(s) arakesit egrisinin MP (M A) timelike ytiizeyi {izerinde bir geodezik egri olmasi

i¢in gerek ve yeter sart § = 7 olmasidir.
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Ispat: ¢ (s) arakesit egrisinin M (M A) timelike yiizeyi iizerinde bir geodezik egri

oldugunu kabul edelim. Kabul geregince k2 = 0 olup Tanim 2.12 den

o ()

K g
sin? 0

olur. Diger taraftan kf = 0 oldugu goz oniine alinirsa,

2
( kB) 2 (kf )
" sin?
olacagindan 6 = 7 elde edilir.
Tersine ki = 0 ve § = Z oldugundan ¢ (s) timelike arakesit egrisinin M* timelike

yiizeyi tizerinde bir geodezik egri oldugu goriiliir.

Sonug 4.4: M4 ve MP? Lorentz Minkowski 3-uzay1 L? de iki parametrik timelike
ylizey ve sp {N A NB } spacelike diizlemde N4 ile NB arasindaki ac1 § olmak iizere

bu iki yiizeyin egrisinin ¢(s) igin

k’;‘ = ‘cot Ok — sec 9/@‘5‘

B _ B A
ky = ‘cot Ok, — sec Hnn‘

dir.
Ispat : Bir timelike yiizey ve iizerinde yatan bir timelike egri icin
2 _ (1.A)2 A2
R = (k)" + (k)

oldugundan Tanim 2.10 dan

(k;?)Z + (kf)Q — 2cos OkAkB

sin? 6

= (k)" + (K1) = (k)" + (k)
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oldugundan

(k22 + (kP)? = 2 cos Ok2KE = sin? 0 (k2)? + sin® 0 (k)®
(k)" [1 —sin?6] + (k2)" — 2 cos OkkZ = sin?6 (k)"
(cos (9/@?)2 + (kf)2 — 2cos Ok kP = sin? 0 (k;‘)2
(cos Ok — k;f)2 = sin® § (k;‘)Z
(kg‘)Q:%ﬁ, 0<f<m

(KA)Q = (Cot Hk;? — sec 6’]{:5)2

g
/€9A = !cot Ok — sec Gkﬂ

bulunur. Benzer sekilde

k:f = ‘cot 0kP — sec Qlf,ﬂ

olur.

Sonug 4.5: M* ve MP Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de iki parametrik timelike
yiizey ve N4 ve N? nin icinde kaldig1 Oklid diizleminde N4 ile N? arasindaki ac1 6
olmak iizere bu iki timelike yiizeyin arakesit egrisi c(s) egrisi M4 (M?P) {izerinde bir

geodezik egri olmasi icin gerek ve yeter kosul

kB kA
/TZ‘ = cos ¥, (k—g = cos )

n

Ispat : Sonuc 4.4. geregince
ki)' = |cot Ok, — sec Ok
oldugundan c(s) egrisi M# {izerinde bir geodezik egri ise k:;4 = 0 olup

cot Ok = sec OkP

olacagindan

B
n

- = cosf
A

kn
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ve benzer sekilde M? iizerinde geodezik ise

A
Z—’; = cos 0

olur.

B
Tersine, =& = cosf olmasi

n

<c”,NB — COSQNA> =0
olmasini gerektirir. Diger taraftan P4 € Sp {N 4 NB } oldugundan
P4 =aN4 4+ gNEB

olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi sirasiyla N4 ve N7 ile i¢ carpilirsa

<PA,NA> = a+cosff
<PA,NB> =cosfa+ (3
veya
0=a+cosp
sinf = cosfa + f3

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi c¢ozersek

0 1 cosf Q
sin N cosf 1 I5;
o= 7Sisrilne2c0ose - 755131899 ’ 6 = sslianeG = sir119
bulunur. Buna gore
Py = ,1 (— cos ON4 + NB)
sin 6
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olarak bulunur. O halde

W= (P
= <c”,ﬁ(—cos€NA+NB)>
= (", NP — cosN*)

olur. Kabul geregince de k’g‘l = 0 elde edilir.

Sonug 4.6: M4 ve M Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de iki parametrik timelike
yiizey ve N4 ve NP nin icinde kaldig1 spacelike diizleminde N4 ile N® arasmdaki
ac1 0 olsun. Bu takdirde M“ ile MP nin c(s) timelike arakesit egrisi M4 iizerinde
bir geodezik egri ise ¢(s) nin torsiyonu

_ det(c, ¢, N1
[—— OkA

dir.

Ispat : M* iizerinde c(s) arakesit egrisi geodezik egri oldugunda k; = <c”, PA> =0
olup ¢’ egrilik vektorii N4 spacelike vektorii ile cakisiktir. Bu ise P4 nin ¢(s)
egrisinin b binormali ile c¢akigmasi anlamima  gelir. O  halde

(N4,b) =0 ve (NP b) = sinf olup (4.13) ifadesi

7 = —L(p2 — cosOp?)sind

K sin? 0

olur. Buna gore

"

TKsinf = <c NP —COSHNA>

bulunur. Diger taraftan Sonug 4.5 in ispatinda
PA = NP —cosg§NA

olarak bulunmustu. Bu esitlik yerine yaziip P4 = —T x N4 esitligi goz oniine

38



aliirsa
. "
Tksinf = <c , PA>

= ("~ x N4)
= —det (cm, e, NA)
= det (c/, ¢’ NA)

bulunur. Ayrica k? = (k;“)Q + (k,’f})Q ve k; = 0 oldugundan k = k' olur. Boylece

_ det (c/, ¢’ NA)

T =

A .
K4 sin 6

olur.

Sonug 4.7: M* ve MP Lorentz-Minkowski 3-uzay1 .3 de iki parametrik timelike
yiizey ve N4 ve NP normallerinin icinde kaldig1 spacelike diizlemde aralarmdaki
agl 0 olsun. Bu takdirde bu iki timelike yiizeyin c(s) timelike arakesit egrisinin

asimptotik egri olmasi icin gerek ve yeter kosul

k}B
- —gsinf
kgt

olmasidir.

Ispat : Tamm (2.10) da k% = 0 yazilirsa

o ()

K g
sin? 6

olur ve £? = (k:gA)2 + (k:fll)2 oldugundan

(kf )2 A2
sin?0 <k9 )
elde edilir. Buna gore
]CB
L —=sinf
kgt

olur.
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Tersine N4 € Sp {N B PA} oldugundan
N4 =aNB + 3P4
olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi sirasiyla N2 ve P4 ile i¢ carpilirsa

(N4, NP) =a+ (P4 NPB)
(N4, PY) =a(NB P4+
veya
cosf = a+sinff
0=sinf+f

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini ¢ozersek |,

o= (30159 ) 5 = _322
olup
1
N4 (NB — sin §P4)

bulunur. Kabul geregince % = sin # oldugundan
<c”, NB _gin QPA> —0
oldugu goz oniine alinirsa

k) = (',N*)
00159 <c", NB —sin 6’PA>

= 0

bulunur ki istenen sonug elde edilmis olur.
Sonug 4.8: M4 ve MP Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 de iki parametrik timelike
yiizey ve N4 ile NP nin icinde kaldig1 spacelike diizlemde aralarmdaki ac1 6 olsun.

Bu takdirde M“ ile M® nin c(s) timelike arakesit egrisi M# tizerinde bir asimptotik
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egri ise

olur.

Ispat: M# iizerinde timelike c(s) arakesit egrisi asimptotik egri oldugundan ¢’
egrilik vektorii P4 spacelike vektorii ile cakisiktir. Bu ise N4 min ¢(s) egrisinin b

binormalinin bir kati1 olmasi anlamina gelir. Bu yiizden
<NA,b> =-1 | <NB,b> = —cosf

olur. O halde

—p2 4-cos OpE —cos OpB +cos? Opzt

T = K sin? 0
_ —sin?0pA
- K sin® @
_
K
olur. Ayrica k = k:gA oldugundan
A
r=_Pn
=~
g

elde edilir. Diger taraftan p/ = (mﬁ), — /fg‘Tg‘ oldugundan

A_A
T:kng _ A

LA g
g

olur.

Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L3 de parametrik denklemi X = X (u,v) olan bir M

timelike yiizeyi ve bu yiizey iizerinde timelike ¢ = ¢ (s) egrisi verilmis olsun. O halde

olarak ifade edilebilir. Bu takdirde timelike ¢ = ¢ (s) egrisinin ¢ (s),c” (s),” (s)

tiirevleri zincir kurali kullanilarak

d(s) = Xu' + X0 (4.16)
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" (5) = X () 4 2X 0tV + Xuo (V) 4 Xt + X0 (4.17)

"(5) = Xy (W) 4 3Xupw (W) 0 + 3Xyott (V) + Xpoo (v/)° (4.18)
+ 3 [X v + Xy (0 + u'V) + X0 + Xy + X 0" .
olarak bulunur. (4.17) denkleminin her iki tarafi N ile carpilirsa,
L=(Xuw,N),M=(Xy,, N),N = (X, N) (4.19)
olmak {izere
kn =L (W) + 2Muv + N (V') (4.20)

olur. Buradan (4.20) ifadesini belirleyebilmek i¢in hala ', v" yii hesaplamak gerek-

lidir. Bunun i¢in de (4.16) denklemin her iki tarafim sirasiyla X, ve X, ile garparsak
E=(X,X,, F=(X,X,),G=(X,,X,) (4.21)
olmak tizere

t,X,) = Eu+Fv (4.22)

t, X,) = Fu' +Gv

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden ', v’ belirlendiginden k,,

degeri bulunmus olur.

Benzer gekilde (4.18) denkleminin her iki tarfi N ile carpildiginda

T = (X quws NY (@) + 3 (X wuo, N) (@) 0" + 3 (Koo, N) 0 (V') + (Xyoo, N) o/ (v)?
(4.23)

olmak {izere

Pn = 3[(Xuu, N) 't + (X, N) (00" + u'0") + (Xyp, N) 0'0"] + 111 (4.24)
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olup (4.19) egiitlikleri kullamlarak
pn =3 [Lu'v" + M (u"v" +u'v") + No'v"] 4+ 111 (4.25)

olarak yazilabilir. Buradan (4.17) denkleminin her iki tarafi sirasiyla X, ve X, ile

carpilirsa
Eu’ +Fv" = (" X,) —
Fu" +Gv" = (" X,) — (Fu, &> () — (Guu'v' — %) (v')?
seklindeki lineer denklem sistemi elde edilir ki boylece p,, degeri bulunabilir.
Ornek 4.1: Lorentz- Minkowski uzay1 L3 de M* ve MP* timelike yiizeyleri sirasiyla
x4 (ua,va) = (coshuy cosvy, coshuysinva,sinhuy) (4.27)
ve

X% (up,vp) = (Q’LLB, Q ((up + 1) coshvg — 1),

5

5 5 (up + 1) sinh ’UB> (4.28)

olarak verilmis olsun. Bu yiizeylerin c¢ timelike arakesit egrisinin

XA (0, %) — XP(1,0) = (\/75 go) (4.29)

noktasindaki s egriligi ve 7 burulmasimi hesaplayalim: X4 nm u,s ve vy ya gore

kismi tiirevleri

X;Z‘A (ua,va) = (sinhuacosvga,sinhuysinvy,coshuy) (4.30)
X405 = 00,1
ve
X;f; (ua,va) = (—coshuasinvy,coshuycosva,0) (4.31)
XA 0.7 = (S240)
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olup

e1 €y —e3
XhoxXA =] 0 o0 1 —Tﬂ(l,LO)
5% 0
oldugundan
N4 = X, XXA V2(1,1,0) (4.32)

X< xAT

olur. Benzer sekilde X? nin ug ve vp ya gore kismi tiirevleri

XEB (ug,vg) = <\/7§, ‘gcoshvB, ‘gsmhvB) (4.33)
XB (1,00 = *2(1,1,0)
ve
XE (up,vp) ( 2 (up + 1) sinhvg, \{(UB—Fl)COShUB) (4.34)
XP (1,00 = v2(0,0,1)
olup
e1 ey —e3
Xp X X0 = |2 2 | =(1,-1,0)
0 0 V2
oldugundan 5 5
NB % = g (1,-1,0) (4.35)

olur. Bu takdirde span {N A NB } spacelike diizleminde N4 ile N? arasindaki ac1 6
olmak tizere

cos (0) = (N4, N?) =0

olup 6 = 3 ve

N4 x NB
olur.(4.30) ve (4.31)den
E4=—-1,F =0,G"=1 (4.37)
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(4.33) ve (4.34) den
EP =1,FFP =0,G8 =1

olur. Ayrica X* min ikinci mertebeden kismi tiirevleri

X;:‘AHA (ua,va) = (cosuycosva,coshuasinvg,sinhuy)
A s _ V2 V2
XuAuA (O’ Z) - <T7 2 0)
A o . . .
Xi o, (wa,va) = (—sinhuysinvy,sinhug cosvy,0)
X3, 0,7) = (0,0,0)
X;‘}MA (ua,va) = (—coshuycosvy,—coshuasinuvy,0)
A s _ V2 =2
XvAuA (O’ Z) - <T7 T2 O)

ve X P nin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

XB  (ug,vp) =(0,0,0), X2 (1,0)=(0,0,0)

UBURB upup

5 5 5
XE | (up,vp) = (0, g sinh v, g cos UB> XE L (1,0) = (o, 0, g

X2, (up,vg) = (0, ‘/75 (ug + 1) coshvg, g (up +1) sinhvB)
XE (1,00 = (0,v2,0)

olup (4.32), (4.39), (4.40) ve (4.41) den

~1 1
LA=— M*=0N"=_
2 2

ve (4.35), (4.42), (4.43) ve (4.44) den
LB =0,MP =0,NP = -1

bulunur. Boylece (4.22) den
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(4.43)

(4.44)

(4.45)
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ve

wy = 0,0 =2 (4.48)
olup (4.20) dan
kit = _71 kB =2 (4.49)

17
= 4.50
. (4.50)
bulunur. Benzer sekilde (4.26) dan
uy =00 =4 (4.51)
ve
uh=1-2,0%=0 (4.52)

olup X* ve XPnin ii¢lincii mertebeden kismi tiirevleri hesaplamip (4.23) de yerine
yazilirsa

4 = 1112 = 0 (4.53)

bulunur. Bu takdirde (4.45), (4.46), (4.47), (4.52) ve (4.53) ten
ppn=p, =0 (4.54)

elde edilir. ¢’ = kn = k!N, + kB Np oldugundan

= (s i)

2V/17 2V1T
olup
2 —3v2
b txn— [DY2 V2 (4.55)
2V17" 217
olacagindan
o —<NA—|—NB,b>
K
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olup (4.32), (4.35), (4.50) yerine yazilirsa

olarak bulunmus olur.
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Sekil 4.3.a.b. Iki timelike yiizeyin arakesit egrisi
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4.2 Spacelike Arakesit Egrisi
M4 ve M® timelike yiizeylerinin bir ¢ = ¢ (s) spacelike arakesit egrisi boyunca ke-

sigtigini kabul edelim. Bu takdirde ¢ (s) egrisinin p = ¢ (s) noktasindaki hiz vektorii

4.1. de oldugu gibi elde edilebilir.

A C " (SPACELIKE)

D (TIMELIKE)

/

NA

(SPACELIKE) c i N‘B

(SPACELIKE)

Sekil 4.4 Spacelike arakesit egrisi

Ancak bu durumda N4 ve NP birim normal spacelike vektorleri bir timelike
diizlemde kaldigindan bu kisimda A € R—[—1, 1] olmak tizere (N4, N¥) = X olarak

alinacaktir.
4.2.1 Spacelike arakesit egrisinin egriligi

Spacelike arakesit egrisinin p noktasindaki ¢” egrilik vektorii 7' ye dik oldugundan
N4 ve NP spacelike vektorlerinin icinde kaldig1 timelike diizlemde yatar.O halde bu

vektor

" = aN* 4+ NP (4.56)

olarak ifade edilebilir. Burada a ve [3 hesaplanmasi gereken katsayilardir. (4.56)
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esitligi sirasiyla N4 ve NP ile iccarpilirsa

ki = ("N =a+ A8 (4.57)
kB = <c",NB>:/\oz+6

n

elde edilir. Buna gore
kA 1 A o
kB Al 6]

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse

kA — B
ve
kB — \k4
=_n_ ' n 4.59
& 11—\ (4.59)

olarak elde edilir. Diger taraftan ¢’ = aN4 + BN® oldugundan

r= 1l = /a2 + B2 + 2Xaf]

olup
‘(k,f})2 + (kB)” — 20KAKD
11—\

HQZ

olarak elde edilir. Buna gore su sonuc verilebilir:

Onerme 4.6 : Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L3 iki timelike yiizey M4 ve M? olsun.
Bu takdirde A € R—[—1,1] ve (N N®) = X olmak tizere bu iki timelike yiizeyin
spacelike arakesit egrisinin egriligi

() + (k)* = 20107

K = e (4.60)

dir.
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4.2.2 Spacelike arakesit egrisinin torsiyonu

N4 ve N spacelike normal vektorleri timelike normal diizlemde yattigindan (2.21)
ve (2.22) ifadelerindeki x'n + b terimi ve (2.23) daki 7n terimi YN + dNZ ile yer
degistirilebilir. O halde

Durum 1: ¢ = ft+~yNA+6NP (4.61)
Durum 2: ¢ = gt +yNA+6NB (4.62)
Durum 3: ¢’ = yNA+4+§NB (4.63)

olur.

Eger " vektoriiniin p noktasinda N birim spacelike yiizey normali iizerine izdiigiimii
pn ile gosterilirse
Py = 7 +0A

(4.64)
pE = AN+§

lineer denklem sistemi elde edilir. v ve § bilinmeyenli (4.64) denklemini ¢ozersek

1 A B
= (p? - 4.
7= e (P =) (4.65)

ve

_ 1 B_ y\, A
§= e (pl — Apy) (4.66)

olarak bulunur. Bu takdirde (2.24), (2.25) ve (2.26) denklemlerinden agagidaki

sonug elde edilir:

Onerme 4.7: M* ve M? Lorentz-Minkowski 3-uzay1 L? de iki timelike yiizey olsun.
Bu takdirde <N A NB > = X olmak tizere bu iki timelike yiizeyin spacelike arakesit

egrisinin torsiyonu

— (pn = Apn) (N, 0) = (i = Ap) (N7, D)
K (1 — >\2)

T =

20



(P — Apn) (N,0) + (2 — Mwp) (NP, b)

T =

K (1 — /\2)
(e = Aw) (NL0) + (o7 = dvg) (NP, )
- (1-2%)

olur.

4.3. Null Arakesit Egrisi

M* ve MP Lorentz-Minkowski 3-uzay1 .3 de iki timelike yiizey olsun. Bu yiizeylerin
bir ¢ = ¢ (s) spacelike arakesit egrisi boyunca kesigtigini kabul edelim. Bu takdirde

¢ (s) egrisinin p = ¢ (s) noktasindaki hiz vektorii 4.1. de oldugu gibi elde edilebilir.

D (NULL)
N

C
/ (NULL)

(SPACELIKE)
NA

(SPACELIKE)

Sekil 4.5 Null arakesit egrisi

Ancak bu durumda N4 ve NP birim normal spacelike vektorleri N4 x NP null
hiz vektorii ile bir null diizlemde kalir. <N A NB > = +1 olmas:i halinde arakesit
egrisi null olup N4 x NZ bir null diizlemde kalir. Diger taraftan <N A NB > =+1
oldugundan N4 ve NZ birim normal spacelike vektorleri lineer bagiml olur. Bu
ise yiizeylerin bir egri boyunca teget olmasi anlamina gelir ki bu durumda yukarida

kullanilan teknik burada kullanilamaz.
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5. SPACELIKE- NULL iKi YUZEYIN ARAKESIT EGRIiSi

Bu boliimde L3 Lorentz-Minkowski 3-uzaymda biri spacelike digeri null olan iki

yiizeyin arakesit egrisinin  egriligi 7 torsiyonunu hesaplayacagiz.
5.1. Spacelike Arakesit Egrisi

L3 Lorentz-Minkowski 3-Uzayinda bir M® spacelike yiizeyi X° = X% (uy,v,)
parametrik denklemi ile ve bir ML null yiizeyi X* = X% (up,v;) parametrik
denklemi verilmis olsun. ¢ = c(s) egrisi hem M?® spacelike yiizeyi hem de MT
null yiizeyi iizerinde yatan arakesit egrisi olsun. Boylece ¢ arakesit egrisinin t teget
vektorii her iki yiizeyin tanjant diizlemi {izerinde olur. O halde bu teget vektor
p = c(s) noktasindaki M* spacelike yiizeyinin birim timelike normali N ile M* null

yiizeyinin Z normal vektoriiniin vektorel carpimi

N x Z

T=—""°_
IN x Z||

olup (2.33) ifadesi geregince bir spacelike vektér olur. Buna gore L3 Lorentz-
Minkowski 3-uzayimnda bir M spacelike yiizeyi ile bir M* null yiizeyi bir spacelike

egri boyunca kesisirler.

Spacelike arakesit egrisinin p noktasindaki ¢’ egrilik vektorii 7' ye dik oldugundan
" € Span{N, P} ve " € Span{Z,Y'}

olup N timelike, P spacelike, Z ve Y null vektorleri ¢ ye dik olan bir timelike

diizlemde yatarlar.

Bu timelike diizlemde yatan N timelike, P spacelike vektorleri yardimiyla

(P+ N) ve —— (P N)

1
V2 V2

02



olacak sekilde null vektorler insa edebiliriz. Ancak Onerme 2.8. geregince bir
timelike diizlemde iki tane lineer bagimsiz null vektér mevcut olup bu yeni

vektorler Z ve Y null vektorleri ile lineer bagimli olabilirler. O halde

2= PrN)vey=—(P-N) (5.1)

1
V2 V2

veya

1 1
Z:E(PJrN) veY:E(P—N)

olarak alabiliriz. Simdi bu yiizeylerin normallerinin
(N,Z) =\
oldugunu kabul edelim. Buna gore (5.1) ifadesi kullanilarak

A = <N,L2(P+N)>
= L(N,P)x L (N,N)
-+

Sl-

olup c¢(s) egrisi boyunca (N, Z) = j:%dir. Benzer sekilde (P, Z) = \/Li olur. Boylece

su sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1: L3 Lorentz-Minkowski 3-uzayinda bir M* spacelike yiizeyi ile bir M*

null yiizeyi bir ¢(s) spacelike arakesit egrisi boyunca kesigiyorsa
Tg = Ty
dir.

ispat:
(N,Z) =+

Sl
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oldugundan s ye gore tiirev alinirsa

(N'.Z)+ (N, Z') =0

olup (2.29) ve (2.32) egitlikleri kullanilirsa

0 = (rn(8)T(s) +74(5) P(s), Z(s)) + (N(s), =ry(s)T(s) + T, (s)Z(s))

olacagindan

elde edilir.

Buna gore (2.26) ve (2.29) denklemleri yeniden diizenlenirse

T" = kN +KgP

N = kT +714P

P = —k/T+71,N
ve

T = kK.Z+Kr)Y

7" = -k +T1,2Z

Y = —k,T—-1,Y
olur.

5.2. Spacelike Arakesit Egrisinin Egriligi

Spacelike arakesit egrisinin p noktasindaki ¢’egrilik vektorii T ye dik oldugundan

d'=aN+ 82 (5.2)
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olarak ifade edilebilir. Buradaki a ve  katsayilar1 hesaplanmasi gereken katsayilardir.
Yukaridan
1

oldugunu biliyoruz. = P noktasinda c¢ egrisinin 7' dogrultusundaki k,, normal
egriliginin ¢’ = k,, egrilik vektoriiniin P noktasindaki timelike birim yiizeyi normali
tizerine izdiistimii, k, y-egriliginin de ¢’ = k,, egrilik vektoriiniin P noktasindaki Z
normal vektoriine paralel izdiigiimiinii 6lgtiigiinii biliyoruz. Buradan (5.2) egitligi N

ve Z ile i¢garpilirsa

elde edilir. Buna gore

o= —\/§Ky

ve

B = —V2 (kn = V2k,) = 2k, — V2k,

olup ¢” egrilik vektorii
¢ = V2N = V2 (ky = V2, ) Z (5.3)

olarak elde edilir. Diger taraftan

k=]

oldugundan

o) ()

olup
K? = 2k7 — 2V/2k, ki,

95



olarak elde edilir. Eger (5.3) denklemi sirasiyla P ve Y ile garpilirsa

k, = (d",P)=p(P,Z)
k., = (")Y)=a(N,Y)+p

olup
(P.Z) =~ (P.P) =
9 - \/§ 9 - \/5
ve
(N,Y) =
V2
oldugundan

o = V2 (k.= V2k, = —2k, + V2k.)

bulunur. Buna gore

¢ = (~2ky + V2h.) N + V2h,Z

olarak ifade edilebilir. Bu takdirde ¢ (s) spacelike arakesit egrisinin egriligi
K2 = 2V 2k,k, — 2Kk?
olarak elde edilir. Boylece su 6nerme elde edilir:

Onerme 5.1: Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L? de M*® ve M’ sirasiyla bir spacelike

ve bir null yiizey olsun. Bu takdirde bu iki yiizeyin spacelike arakesit egrisinin

egriligi

K* = 2k} — 2V/2k,k,
veya

K2 = 2V/2k,k, — 2Kk?
dir.
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Bu takdirde asagidaki sonugclar elde edilir:

Sonug 5.2: Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L3 de M*® spacelike ve M null yiizeyleri
bir ¢ (s) spacelike egrisi boyunca kesigsin. Bu takdirde

i) Eger M? iizerinde c (s) egrisi asimptotik ise

dir.
5.3 Spacelike Arakesit Egrisinin Torsiyonu

M# spacelike ve M null yiizeylerinin sirasiyla N timelike birim normali ve Z light-
like normal vektorleri ¢ spacelike arakesit egrisinin normal diizleminde
yattigindan Frenet denklemindeki k'n = k7b ifadesi yerine 7n terimleri yerine

aN + 7 almabilir. Bu takdirde ¢ vektorii
" =K+ aN+pBZ
seklinde yazilabilir. Bu egitligin her iki tarafi sirasiyla N ve Z ile i¢carpilirsa

(" Ny = —OH—B(N,Z>:—04—\/7§B (5.4)

<[

(" 7Z) = a(N,Z)=—a—

elde edilir. ¢ niin sirasiyla M® spacelike yiizeyi tizerinde N timelike normali

tizerine izdiisiimiinii Ay, M* lightlike yiizeyi tizerinde Z ye paralel izdiisiimiinii )z
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ile gosterilirse (5.4) denklemlerinde « ve 5 bilinmeyenleri

o = —\/§/\Z
B = 2\;—V2\y

olarak bulunur. O halde ¢ vektorii de
¢ — —]2T — V24N + (2/\2 _ \/§AN) Z

olarak elde edilir. Bu takdirde ¢’ vektoriiniin spacelike olmasi halinde (2.24) yardimiyla

_ <C///7 b>
k
—(—K*T = V2XAzN + (2Az — V2Xy) Z,b)
k
V2Xz (N, b) — (277 — V2)y) (Z,b)
k

olu
p - V2Xz (N, b) — (2Ax — V2Ay) (Z,b)
- k

T

olarak bulunur. Benzer gekilde ¢’ vektoriiniin timelike ve null olmasina gore (2.25)

ve (2.26) esitlikleri yardimiyla ¢ egrisinin 7 burulmasi, sirasiyla

 —V2A2 (N,b) + (X2 — V2)w) (Z,1)
B k

T

ve

T =—V2\z (N,b) + (2)z — V2)\y) (Z,])

olarak elde edilmis olur.

Onerme 5.2: Lorentz- Minkowski 3- uzay1 L? de M ve M* sirasiyla bir spacelike

ve bir null yiizey olsun. Bu takdirde bu iki yiizeyin spacelike arakesit egrisinin
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burulmasi, ¢’ ivime vektoriiniin sirasiyla spacelike, timelike ve null olmasina gore

V2Az(N,b)— (227 —V2AN)(Z,b)

1. Durum 7 = .
2. Durum 7 = _ﬁAZ<N’b>+(2k>\z—\/§)\N)(Z,b>
3. Dwum 7 = —vV2 (N.B) + (202 = V2Aw) (Z.0)

dir.

Ornek 5.1: Bir null yiizey olan null koni ve bir spacelike yiizey olan helikoidin

arakesit egrisi asagidaki sekildedir.

|l | []

R LT
SNLLALLL AL ]
Z7

Sekil 5.1 Null koni ve helikoid yiizeyinin arakesit egrisi
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