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OZET
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MAJORIZASYON VE MATRIS ESITSIiZLIKLERI UZERINE

irem KUCUKOGLU

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Ramazan TURKMEN
2014, 79 Sayfa

Jiiri
Doc. Dr. Ramazan TURKMEN
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Dog. Dr. Siileyman SOLAK

Bu calisma genel matrisler ve 2x 2 tipinde Hermityen pozitif yar1 tanimli blok matrisler ile ilgili
majorizasyon esitsizlikleri elde etmek ve bu esitsizlikler i¢in alt ve iist sinirlar vermek igin hazirlanmistir.
Matris esitsizlikleri matris denklemlerinin ¢6ziimlerinde olduk¢a kolaylik saglamaktadir. Majorizasyon
ise n tane negatif olmayan reel bilesene sahip vektorlerin kismi siralamasi olarak tanimlanan ve matris
teoride esitsizlikler tiiretmek igin kullanilan temel araglardan biridir. Majorizasyon tipi matris
esitsizlikleri bilgisayar bilimlerinde, miihendisliklerde, istatistik ve diger birgok alanda yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Bununla birlikte giiniimiize kadar 6zdegerler, singiiler degerler ve matris normlart igin
birgok ilging ve giiclii sonuglar majorizasyon kullanilarak elde edilmistir. Bu ¢alisma ile literatiirde
bilinen esitsizlikler incelenerek karsilastirmalar yapilmis ve bunlar kullanilarak majorizasyon teorisi
yardimiyla matrislerin singiiler ve 6zdegerleri i¢in yeni teoriler ve esitsizlikler elde edilmistir. Bu

¢alismanin son boliimiinde, elde edilen sonuglar tlizerine gerekli degerlendirmeler ve 6neriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Blok Matris, Hermityen matris, Majorizasyon, Matris Esitsizlikleri, Ozdeger,
Pozitif taniml1 matris, Pozitif yar1 tanimli matris, Singiiler deger, Schur konveks, Uniter Invaryant Matris
Normu
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ABSTRACT
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Advisor: Assoc.Prof.Dr. Ramazan TURKMEN
2014, 79 Pages
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This study is prepared to obtain majorization inequalities related to 2 x 2 type hermitian positive
semi definite block matrices and give upper and lower bounds for this inequalities. While matrix
inequalities provide considerable convenience the solutions of matrix equations, Majorization which is
defined as the partial ordering of vectors with n non-negative real components is one of the main tools
used to derive inequalities in matrix theory. Majorization type matrix inequalities are used widely in
various areas including computer science, engineering, statistics and in many other areas. At the same
time up to the present, many interesting and powerful results related to eigenvalues, singular values and
matrix norms have been obtained by means of majorization. With this study, the inequalities in the
literature have been examined and have been compared and new theories and inequalities for eigenvalues
and singular values of matrices have been obtained by means of majorization theory using them.
Necessary evaluations and suggestions over the obtained results in this thesis have been given in the final

section.

Keywords: Block Matrix, Eigenvalue, Hermitian matrix, Majorization, Matrix Inequalities,
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ONSOZ

Bu calisma Selcuk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim Uyesi
Dog. Dr. Ramazan TURKMEN yonetiminde yapilarak, Selguk Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii’ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur.

Bu calisma dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde, ilk olarak
majorizasyon teorisi ve matris esitsizlikleri konusunun 6neminden bahsedilmis ve
ardindan c¢alismamizin amag¢ ve kapsami ag¢iklanmistir. Calismamizin kaynak
arastrmasina ek olarak yararlanacagimiz matris teorinin temel kavramlarma yer
verilmistir. Ikinci bdliimde, Majorizasyon kavramina temel olusturan reel sayilarin
siralanmasini ve karsilastirilmasmi saglayan kismi siralama bagmtisi anlatilmig ve
ardindan vektorlerin karsilagtirilmasini saglayan yontemlerden biri olan majorizasyon
kavrammdan bahsedilmistir. Daha sonra genel matrisler ve blok matrisler icin bazi
majorizasyon tipi esitsizlikleri yer verilmistir. Ugiincii bdliimde, majorizasyon teorisi
yardimiyla matrislerin singiiler ve oOzdegerleri icin yeni teoriler ve esitsizlikler
tarafimizca ispatlanmistir. Son olarak, dordiincii boliimde ise sonug¢ ve Onerilere yer

verilmistir.

Caligmalarim boyunca yardim ve katkilariyla beni yoOnlendiren, degerli
bilgilerini paylasip, yardimlarini esirgemeyen danisman hocam Saym Dog. Dr.
Ramazan TURKMEN e, degerli bilgileri ve yardimlari ile bana destek olan Ars. Gor.
Ziibeyde ULUKOK ’e ve manevi destekleriyle beni hi¢bir zaman yalniz birakmayan ¢ok

degerli aileme tesekkiirii bir borg bilirim.
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vektorii
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: A pozitif yar1 taniml1 matrisi

. A pozitif taniml1 matrisi
: A— B pozitif yar1 taniml1 matrisi

. . A 0
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1. GIRIS

Matris teori matematik bilim dalinin en temel araglarindan biridir. Matris
esitsizlikleri ise oOzellikle matris denklemlerinin ¢6ziimlerinde oldukca kolaylik
saglamaktadir. Calismamiza temel olusturan majorizasyon kavrami ise matris teoride
esitsizlikler tiretmek i¢in kullanilan temel araglardan biridir. Majorizasyon
esitsizlikleri, uygulamali matematigi iceren cesitli alanlarda, bilgisayar bilimlerinde,
miihendisliklerde, istatistik ve diger bir¢ok alanda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir
(Zhang, 2011). Bu nedenle son on yil icerisinde bazi aragtirmacilar majorizasyon teorisi
ve matris esitsizliklerine odaklanmistir. Giliniimiize kadar matrislerin 6zdegerleri,
singiiler degerleri ve matris normlar1 hakkinda bir¢ok ilging ve giiglii sonuglar
majorizasyon kulanilarak elde edilmistir. Dolayisiyla majorizasyon, matris esitsizlikleri
tiiretmek i¢in kullanilan en giiglii tekniklerden biridir (Zhan, 2002).

Majorizasyon kavrami optimizasyon, sinyal isleme, kablosuz iletigim,
kombinatorik, olasilik, matris teori, graf teori, niimerik analiz ve quantum bilgi teorisi
gibi farkli alanlarda basaril1 bir sekilde kullanilmaktadir. Bu nedenle majorizasyon son
yillarda ¢alisilmakta olan bir konu olup bir¢cok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir.
Boylece majorizasyon teorisinin oncesi ve olusum evresi onemlidir. Bu c¢aligmanin
ikinci boliimiinde bu olusum evresinden ayrmtili bir sekilde bahsedilecektir.

IIk olarak kisaca majorizasyon kavraminm ¢ikis noktasindan ve 6neminden
bahsedelim. Majorizasyon kavrami negatif olmayan »n tane bilesene sahip vekorlerin
nasil siralanabilecegi sorusu ile ortaya cikmistir (Jorswleck ve Boche, 2006).
Majorizasyon kavrammin matrisler itizerinde kullanilmasina onciiliik eden calisma ise
Schur (1923) “Uber eine Klasse von Mittelbildungen mit Adwendungen die
Determinaten-Theorie Sitzungber” isimli calismadir ve bu ¢alismada pozitif yar1 tanimli
matrislerin 6zdegerleri ve hermityen matrislerin kosegen elamanlar1 incelenmistir.
Schur’un (1923) c¢alismasi, Teorem 1.3.7.6’de verdigimiz Hadamard esitsizliginin
anlasilmasini kolaylastirmis ve matris teoride baska majorizasyon esitsizlikleri
bulunmasinit saglamistir. Bu majorizasyon esitsizlikleri daha c¢ok matrislerin
toplamlarinin ve carpimlarinin 6zdeger ve singiiler degerleri i¢in elde edilmistir.
(Marshall ve ark., 1979).

Schur (1923) calismasinda matrisin esas kdsegen elemanlar1 ile 6zdegerleri
arasindaki bagintiyr majorizasyon yardimiyla tanimlamistir. Majorizasyon, iki vektorii

karsilastirirken ya da iliskilendirirken ¢ok faydali olan bir kavramdir. Majorizasyon reel



vektorler tlizerinde tanimli oldugundan ve hermityen matrislerin de hem kosegen
elemanlar1 hem de ozdegerleri reel oldugundan majorizasyon kavrami genellikle
hermityen matrisler {izerinden ¢alisilmistir. (Horn ve Johnson, 1985).

Ayirca Schur (1923) caligmasinda herhangi bir 4 n-kare hermityen matrisi i¢in

tanimlanan diag(A) < A(A) majorizasyon esitsizligi bircok bilim adamina 151k tutmus

ve bu esitsizlik yaklasik yiiz y1l sonra Lin ve Wolkowicz (2012) tarafindan blok matris
formuna genisletilmistir. Ayrica bir¢ok matematikg¢i tarafindan matrislerin toplamlari,
carpimlar1 ve Hadamard ¢arpimlarinin 6zdeger ve singiiler degerleri i¢in de degisik
sekillerde majorizasyon tipi matris esitsizlikleri elde edilmistir.

Majorizasyon tipi matris esitsizlikleri hem teorik hem de wuygulamali
matematikte cok karsilagilan bir kavramdir (Lin, 2013). Ayn1 zamanda bazi geometrik
sorulara da cevap buldugu goriilmiistiir. Graf teori de dahil olmak iizere matematigin
bir¢cok dalinda majorizasyon kavrami kullanilmaktadir. Okuyucu majorizasyon teorisini
kullanan bazi uygulamalar1 (Marshall ve ark., 1979) kitabinda bulabilir. Sekil 1.1 ve
Sekil 1.2 de majorizasyon kavrammnin geometrik olarak nasil ifade edildigi

gosterilmektedir.

L3
U
Y= (¥1.¥2.¥3)
(V] i : L
{x:x-«y}
Sekil 1.1. 2 boyutlu diizlemde majorizasyon Sekil 1.2. 3 boyutlu diizlemde majorizasyon
kavrammin geometrik gdsterimi kavrammin geometrik gdsterimi

http://en.wikipedia.org/wiki/Majorization [Ziyaret Tarihi: 19 Haziran 2014]

Bu calismada ise matrislerin singiiler deger ve 6zdeger vektorleri majorizasyon
teorisi yardimiyla karsilastirilmis ve buna bagh olarak yeni matris esitsizlikleri elde

edilmistir.




1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu calisma, matrislerin 6zdeger ve singiiler degerlerinin majorizasyon
esitsizlikleri basta olmak {izere tiim genel ve blok matrisler {iizerindeki matris
esitsizliklerini incelemek ve yeni esitsizlikler elde etmek amaciyla hazirlanmistir.

Tez siiresi boyunca majorizasyon esitsizlikleri ile ilgili literatiirde yer alan kitap,
makale, tez, seminer, sempozyum gibi bilimsel calismalar iizerinde incelemeler
yapilmisg, genel matrisler ve 2x2 tipinde pozitif yar1 tanimli Hermityen blok matrisler
icin majorizasyon esitsizlikleri arastirilmis ve daha sonra literatiirde yer alan teoremler
kullanilarak yeni majorizasyon ve matris esitsizlikleri elde edilmistir. Ayrica matris
teorinin temel kavramlar1 kullanilarak literatiirde reel sayilar i¢in bilinen esitsizliklerin
genel matrislere ve 2x2 tipinde pozitif yar1 tanimli Hermityen blok matrislere
uygulamasi arastirilmis ve incelenmistir.

Biz bu calisgmanim temeli olarak, ilk dnce matris teorideki temel kavramlardan
bahsedecegiz ardindan pozitif yar1 tanimli blok matrislerin singiiler degerleri i¢in bazi
esitsizlikler verecegiz. Daha sonra blok matrislerin 6zelliklerinden faydalanarak pozitif
yar1 taniml1 matrislerin ve pozitif yar1 tanimli blok matrislerin toplamlari, ¢arpimlar: ve
Hadamard carpimlar1 i¢cin bilinen esitsizlikleri verecegiz. Bunlara ek olarak tiglincii

boliimde de tarafimizca elde edilen majorizasyon ve matris esitsizliklerini verecegiz.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismamizin bu kisminda, calismamizda esinlendigimiz ve kullandigimiz
literatiirde var olan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Schur (1923), “Uber eine Klasse von Mittelbildungen mit Adwendungen die
Determinaten- Theorie Sitzungber” isimli ¢alismasinda determinant temsilcileri tizerine
calismis ve majorizasyon tipi esitsizliklere temel olan herhangi bir 4 hermityen
matrisinin  kosegen elemanlarinin  6zdegerleri tarafindan majorize edildigini
gostermistir, yani diag(A) < A(A4) oldugunu gostermistir. Bu majorizasyon kavrami ile
Hadamard esitsizliginin arastimacilar tarafindan kolayca anlasilmasini saglamstir.

Hardy ve ark. (1929), “Some simple inequalities satisfied by convex functions”

isimli ¢aligmasinda konveks fonksiyonlarin bazi esitsizliklerini ele almistir.



Weyl (1949), “Inequalities between two kinds of eigenvalues of a linear
transformation” isimli ¢aligmasinda lineer dontisiimlerin iki ¢esit 6zdegerleri arasindaki
esitsizlikleri ele almustir.

Horn (1950), “On the singular values of a product of completely continuous
operators” 1isimli calismasinda siirekli operatorlerin carpiminin singiiler degerleri
iizerine ¢aligmistir.

Fan (1951), “Maximum properties and inequalities for the eigenvalues of
completely continuous operators” isimli calismasinda, siirekli operatorlerin
ozdegerlerinin esitsizlikleri ve 6zellikleri yer almaktadir.

Visser ve Zaanen (1952), “On the -eigenvalues of compact linear
transformations” 1isimli c¢aligmalarinda kompakt lineer doniisiimlerin 6zdegerleri
iizerine ¢alismislardir.

Fan (1954), “Inequalities for eigenvalues of Hermitian matrices” 1isimli
calismasinda Hermityen matrislerin 6zdegerleri i¢in esitsizlikler yer almaktadir.

Rotfel’d (1969), “The singular values of the sum of completely continuous
operators” 1simli ¢alismasinda siirekli operatdrlerin toplaminin singiiler degerleri yer
almaktadir.

Marcus ve Nikolai (1969), “Inequalities for some monotone matrix functions”
isimli ¢aligmalarinda bazi monoton matris fonksiyonlari i¢in esitsizlikler ele almiglardir.

Thompson (1977), “Singular values, diagonal elements, and convexity” isimli
calismasinda singuler degerler, kosegen elemanlar1 ve konvekslik ele almistir.

Marshall ve ark., (1979) “Inequalities: Theory of Majorization and Its
Application” isimli kitaplarinda majorizasyon teorisi ve uygulamalar1 hakkindaki
esitsizlikler vermisglerdir.

Bhatia ve Kittaneh (1990), “On the singular values of a product of operators”
isimli ¢caligmalarinda herhangi 4 ve B mn-kare matrisleri i¢cin singiiler degerler i¢in

aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi olarak bilinen

25 (A'B)<s,(AA"+BB"), 1<j<n (1.1)

esitsizligini elde etmislerdir.
Horn ve Johnson (1991), “Topics in Matrix Analysis” isimli kitaplarinda

matrisler ve temel 6zelliklerini ele almiglardir.



Ando ve Hiai (1994), “Holder type inequalities for matrices” isimli
calismasinda matrislerin holder tipi esitsizliklerini ele almislardir.

Bhatia (1997), “Matrix Analysis” isimli kitabinda konveks fonksiyon, monoton
fonksiyon, matris konveks, matris monoton fonksiyon gibi kavramlar1 vermistir.

Zhan (2000), “Some research problems on the Hadamard product and singular

values of matrices” isimli caligmasinda

A'B™ + 4B A+B
s, al <s | 221 0<v< (1.2)
J 2 "2

esitsizligini konjektiir olarak birakmustir.
Bhatia ve Kittaneh (2000), “Notes on matrix arithmetic—-geometric mean

inequalities ” 1simli ¢caligmalarinda 4 ve B pozitif yar1 tanimli matrisleri i¢in

2s(AB)<ws£(A;BT]

majorizasyon esitsizligini ve

25, (4B + A7B"?) <5, (4+B), j=l..n (1.3)

singiiler deger esitsizligini elde etmislerdir.

Zhang (2001), “Matrix Inequalities by Means of Block Matrices” isimli

*

M K
calismasinda ( N] tipinde pozitif yar1 tanimli blok matris i¢in

M+N2i(K*+K)

oldugunu gostermis ve bu esitsizlik araciligiyla 2x2 pozitif blok matrislerin toplamlari,
carpimlar1 ve Hadamard c¢arpimlari i¢in esitsizlik 6rnekleri vermistir.
Zhan, X., (2002), “Matrix Inequalities” 1simli kitabinda matris esitsizlikleri yer

almaktadir.



Murad (2003), “The Lowner Ordering of Hermitian Matrices” isimli tez
calismasinda hermityen matrisleri ele alarak temel kavram, teorem ve Ornekler
vermistir.

Jorswieck ve Boche (2006), “Majorization and Matrix-Monotone Functions in
Wireless Communications” isimli ¢alismasinda majorizasyon teori ve matris monoton
fonksiyonlar ele almis, baslica tanimlar, teoremler ve Ornekler vermistir. Kablosuz
iletisimde majorizasyonu ve matris-monoton fonksiyonlar1 incelemislerdir.

Aujla ve Silva (2003), “Weak majorization inequalities and convex functions”
isimli ¢aligmalarinda konveks ve log-konveks fonksiyonlar yardimiyla majorizasyon
tipi 6zdeger esitsizlikleri elde etmislerdir.

Tao (2006), “More results on singular value inequalities of matrices” isimli

calismasinda 4 ve B pozitif yar1 tanimli matrisleri i¢in
25, (4" (4+B)"™ B”) <5, ((4+B)"),  j=lon (1.4)

esitsizligini elde etmistir ve (1.4) esitsizligi m=2 durumunda (1.3) esitsizligine
dontistiigiinden (1.3) esitsizliginin bir genellemesini vermistir. Ayrica (1.1) esitsizliginin

yeni bir formu ve genellemesi olan
s, (A1/4B3/4 +A3/4Bl/4) < s (A+B), j=1..,n

elde etmislerdir ki bu esitsizlik ile (1.2) konjektiirliniin v:i icin dogru oldugunu

gostermistir.
Audenaert (2007), “A singular value inequality for Heinz means” isimli

calismasinda matris monoton fonksiyonlar yardimiyla yeni matris esitsizlikleri
ispatlamis ve heinz ortalamalar1 i¢in singiiler deger esitsizligi olan (1.2) konjektiiriinii
matris monoton fonksiyon yardimiyla ispatlamistir.

Arnold (2007), “Majorization:. Here, There and Everywhere” isimli
calismasinda Marshall ve Olkin, (1979) kitabinin ¢ikisindan sonra majorizasyon teorisi
ile elde edilen esitsizlikler iizerine olusan ilginin arttigini ve bu ilginin yaklagik 25 yildir
devam ettigini soylerek majorizasyon ve onunla ilgili ¢esitli alanlardaki uygulamalardan

bahsetmistir.



Matharu ve Aujla (2010), “Some majorization inequalities for convex functions
of several variables” isimli ¢alismalarinda ¢ok degiskenli konveks fonksiyonlar1 iceren
baz1 zayif majorizasyon esitsizlikleri ispatmislardir.

Furuichi ve Lin (2010), “4 matrix trace inequality and its application” isimli
calismalarinda pozitif yar1 tanimli matrislerin toplamimnin iz esitsizlikleri iizerine var
olan bir varsayima cevap vermisler ve Golden-Thompson esitsizligini pozitif yar1
taniml1 matrisler i¢in genellestirmislerdir.

Zhang (2011), “Matrix Theory: Basic Results and Techniques” isimli kitabinda
matris teorisi ile ilgili temel sonuglara ve tekniklere yer vermistir.

Lin ve Wolkowicz (2012), “An Eigenvalue Majorization Inequality for Positive
Semidefinite Block Matrices: In Memory of Ky Fan” isimli ¢aligmalarinda Schur’un
(1923) calismasinda hermityen matrisler i¢in tanimladig1 diag(A4) < A(A4) esitsizligini

M K
2x 2 tipindeki H = (K* N] hermityen blok matrislere tasimislardir ve bununla

diag(H) < A(M ® N)< A(H)

majorizasyon estisizligini elde etmislerdir ve pozitif yari tanimli blok matrisleri igin
baz1 6zdeger esitsizlikleri ispatlamiglardir.

Tiirkmen ve ark. (2012), “Some inequalities of majorization type” isimli

M
calismalarinda H :(K* N] pozitif yar1 tanimli blok matrisinde K Hermityen veya

Ters-Hermityen olmasi durumunda,

diag(H) < A(M ®N)< A(H)< A((M +N)®0)
oldugunu gostermisler ve bazi majorizasyon tipi esitsizlikleri ispatlamiglardir.

1.3. Temel Kavramlar

Calismamizm bu alt boliimiinde ¢alismamizda kullandigimiz ve matris teoride
ad1 gecen ve ¢ok kullanilan bazi temel tanim, notasyon ve kavramlar1 verecegiz. Aksi
belirtilmedik¢e verecegimiz bu kavramlar icin kaynaklarimiz Horn ve Johnson (1985),

Zhang (1999), Murad (2003) ve Bozkurt ve ark. (2007) tarafindan yapilan ¢aligmalardir.



1.3.1. Matris Teoride Baz1 Temel Kavramlar

Hermityen matrislerin, reel sayilarin matrislere bir genellemesi oldugu gibi
negatif olmayan sayilarin matrislere genellemesi pozitif yart tanimli matrislerdir
(Murad, 2003). Pozitif yar1 tanimli matrisler ilging ve onemli Ozellikleri ile matris
teoride merkezi bir rol oynamaktadir (Zhang, 2011). Simdi pozitif yar1 taniml1 matrisin

tanimini verelim.

Tamm 1.3.1.1 (Pozitif Yar1 Tanimh Matris-Zhang, 1999). 4 Hermityen matris ve
(.,.), C" iizerinde Oklidyen i¢ c¢arpim olmak {iizere eger VxeC” igin
(Ax,x)=x"Ax2>0 ise A€M, pozitif yar: tanimli matris olarak adlandirilir ve 4>0 ile
gosterilir. Ayni sekilde eger VO#xeC" i¢in (Ax,x)=x"Ax>0 ise A€M, pozitif

taniml1 matris olarak adlandirilir ve 4 >0 ile gosterilir. Bu tanima gore,

e Herhangi iki pozitif yar1 tanimli matrisin toplami1 da pozitif yar1 tanimhidir.

e Pozitif yar1 tanimli matrisin izi ve determinanti pozitiftir.

Teorem 1.3.1.1 (Zhang, 1999). 4 M, Hermityen matris olmak iizere 4 nin pozitif

yar1 tanimli (tanimli) olmasi i¢in gerek ve yeter sart biitiin 6z degerlerinin negatif

olmayan reel sayilar olmasidir.

Teorem 1.3.1.2 (Murad, 2003). 4 €M, matrisinin pozitif yar1 tanimli olmas: igin
gerek ve yeter sart herhangi B e M, matrisi igin A = B'B seklinde yazilabilmesidir.
Yani herhangi B € M, matrisi i¢in B’B formundaki n-kare matrisler pozitif yar1 tanimli

matrislerdir.

Tamm 1.3.1.2 (Matrislerin Hadamard Carpimi). Aym1 boyutlardaki 4 ve B
matrislerinin Hadamard carpimi Ao B = (al.jbl.j) ile tanimlanir. Hadamard carpimi
eleman eleman ¢arpim veya Schur ¢arpimi olarak da bilinir. Carpimin tanimi geregi iki

matrisin Hadamard c¢arpiminin yapilabilmesi i¢in mertebelerinin ayni olmas1 gerekir.

Hadamard ¢arpimi, matris ¢arpiminin aksine degismelidir.



N -1 5 -6 6 -6 6 .
Ornek 1.3.1.1 4= ve B= ; matrislerinin Hadamard

2 4 7 0 2
-1 5 -6)(6 -6 6 -6 30 -36
carpimlar1 Ao B = o = dir
2 4 7)0 2 -7 0 8 —49

Teorem 1.3.1.3 (Horn ve Johnson, 1985). Pozitif yar1 taniml iki matrisin Hadamard

carpimi da pozitif yar1 tanimlhidir. Yani 4, B € M, olmak tizere

A,B>0 = A-B=>0

dir.

1.3.2. Ozdeger ve Singiiler Degerler

Tamm 1.3.2.1. 4eM,(F) ,0#xeC" ve AeF skaler bir deger olmak iizere

Ax=Ax

lineer homojen denklem sisteminin sifir ¢6ziimden bagka ¢6zlimiiniin olabilmesi i¢in

det(AI-4)=0 (1.6)

olmasi1 gerekir. (1.6) ile verilen determinant agildig1 zaman, »n. dereceden A’ya bagh bir

polinom elde ederiz. Bu p,(2)=det(Al—A4) polinomuna A matrisinin karakteristik

polinomu denir ve ayrica p, (l) =0 denklemine A4 matrisinin karakteristik denklemi

denir.

Tamim 1.3.2.2 (Ozdegerler). p 4 (/1):0 denkleminin koklerine A matrisinin oz

degerleri denir ki, bunlar A skaler degerleridir.



10

Uyan 1.3.2.1. Herhangi bir A:(al.j)eMn matrisinin esas kosegen elemanlarmin

toplamma yani Zaﬁ toplamima A4 matrisinin izi denildigini ve tr(A) ile gosterildigini

i=l1

biliyoruz. 5(A)={l,,lz,...,ln}, A’nin tim 6z degerlerinin kiimesi olmak iizere, iz

fonksiyonu ayni1 zamanda 4 = (%) € M, matrisinin 6zdegerlerinin toplamidir. Yani

tr(A):Zn:Ai =+, 4+ A,

i=l1

dir. Ayrica determinant fonksiyonu da 6zdegerler yardimiyla,

seklinde tekrar tanimlanabilir. Yani det A, 4 ’nin 6z degerlerinin ¢arpimina esittir.

Teorem 1.3.2.1. A hermityen bir matris ise 4 matrisinin biitiin 6z degerleri reeldir.

Ters hermityen bir matrisin ise 6z degerleri sirf (piir) imajinerdir.

Teorem 1.3.2.2. 4 nxm ve B mxn kompleks matrisler olmak iizere 4B carpiminin

ozdegerleri ile BA carpiminin sifirdan farkli 6zdegerleri aynidir.

Tamm 1.3.2.3 (Singiiler Degerler). Herhangi bir 4e M, , (F ) matrisi i¢in 4°, 4
matrisinin eslenik transpozu olmak iizere 4”4 matrisinin 6zdegerlerinin karekokiine A

matrisinin singiiler degerleri denir ve s(A4)=, M(A*A) =" (A*A) ile gosterilir.

Uyan 1.3.2.2. 4"A matrisi hermityen matris oldugundan 6z degerlerinin reel olacag:

agiktir.

Uyan 1.3.2.3. 4 matrisinin modiilii |A| = (AA* )]/2 seklinde tanimlidir.



11

Teorem 1.3.2.3. A =(a,)e M, olmak iizere,

i

o s(A)=A(j4)=2"(4"4)=A(4'4),

e A Hermityen yani 4" = 4 ise s(A) = Z(A)

e A Pozitif yar tammli yani 4> 0 ise s(A4)=1(A4)

2

dir.
1.3.3. Ozdeger ve Singiiler Degerler icin Baz1 Esitsizlikler

Calismamizin bu alt bdliimiinde literatiirde var olan ve sonucglarimizda

kullandigimiz baz1 6zdeger ve singiiler deger esitsizliklerini verecegiz.

Teorem 1.3.3.1 (Bhatia ve Kittaneh, 1990). 4 ve B nxn matrisler olmak tlizere
2s (A B)<s,(44 +BB'), 1<j<n

dir.

Teorem 1.3.3.2 (Bhatia ve Kittaneh, 2000). 4 ve B pozitif yar1 tamimli matrisler

olmak tizere

dir.
Teorem 1.3.3.3 (Weyl’nin monotonluk prensibi-Horn ve Johnson, 1985). 4, Be M,

hermityen matrisler olmak {izere B pozitif yar1 tanimli matris ise 4 nin 6zdegerleri ve

A+ B nin 6zdegerleri artan sirada diizenlenebilir. Yani £ =1,2,...,n i¢in

A (A)< A, (4+B)

dir. Bu prensip, hermityen bir matrise pozitif yar1 tamimli bir matris eklendiginde bu

matrisin 6zdegeri hermityen matrisin 6zdegerinden fazladir seklinde yorumlanabilir.
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1.3.4. Matrislerde Doniisiimler ve Ayrisimlar

Calismamizm bu alt boliimiinde matrisler tizerinde uygulanan ve sonug¢larimizda

kullandigimiz bazi doniisiimler ve ayrisimlardan bahsedelim.

Tamm 1.3.4.1 B=S"4S olacak sekilde singiiler olmayan bir S e M, matrisi varsa

B eM, matrisiile 4 e M, matrisi benzerdir denir.

Teorem 1.3.4.1 4,B e M, olmak lizere eger A ile B matrisleri benzer matrisler ise 6z

degerleri aynidir.

Tamim 1.3.4.2 B =P AP olacak sekilde bir P iiniter matrisi varsa B matrisi ile A4

matrisi Uniter olarak denktir denir.

Teorem 1.3.4.2. 4,Be M, olmak lizere 4 ile B matrisleri liniter olarak denk ise 6z

degerleri aynidir.

Teorem 1.3.4.3 (Schur’un Uniter Ucgenlestirme Teoremi-Murad, 2003). AeM,
olsun. Bu taktirde U AU =T olacak sekilde U e M, iiniter matrisi vardir. Oyle ki
T'eM, ust t¢gen matristir ve 7 ’nin esas kosegen elemanlari A4 matrisinin

Ozdegerleridir. Yani, 4 matrisi {initer olarak bir iist ticgen matrise benzerdir.

Teorem 1.3.4.4 (Normal matrisler icin Spektral Teorem-Murad, 2003). A M,

normal matris olmas1 i¢in gerek ve yeter sart A nin lniter olarak kdsegen matrise
benzer olmasidir.

D ’nin esas kosegen elemanlar1 4 matrisinin 6zdegerleri ve U {initer matris
olmak iizere 4=U DU dir (Zhang, 1999). Bu ayrisima Spektral ayrisim denir ve bu

ayrigim ile normal olan bir matrisin kuvveti kolaylikla hesaplanabilmektedir.
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Teorem 1.3.4.5 (Singiiler Deger Ayrisimi-Murad, 2003). W e M, ve V € M, luniter
matrisler olmak tizere 4eM, , ise bu matris A=WDV" formunda yazilabilir ki

D= diag(s, (4),5,(A),....s, (A)) dir.

Teorem 1.3.4.6 (Polar Aynisim-Murad, 2003). Eger Ae M, ise A=U|A| olacak

sekilde U € M, uniter matrisi vardir. Yani U Uniter matrisi ve bir P>0 i¢in 4 =UP

seklinde yazilabilir.
1.3.5. Matris Normlan ve Egsitsizlikleri

Matris normu kavrami matrislerin analizinde 6nemli bir yere sahiptir. Matris
normlar1 matrislerin  6zdegerleri, singiiler degerleri, determinantlar1 ve diger
fonksiyonlar: ile yakin bir baga sahiptir (Murad, 2003). Bu alt béliimde bazi norm
esitsizliklerini vermeden &nce ilk olarak Matris normu ve Uniter invaryant matris normu

kavramlarmi agiklayalim.

Tammm 1.3.5.1 (Matris normu). VA4,BeM,6 matrisleri i¢in ||.||:Mn—>R

fonksiyonunu matris normu olarak adlandirabilmek i¢in

1. ||4[=0 ve |4]|=0= 4=0
2. |ed|=lc||4], VeeC

3. 4+ B]<|4|+|5]

4 [laB] <[] |5

aksiyomlarinin saglanmasi gerekir.

Tamim 1.3.5.2 (Uniter invaryant Matris Normu- Zhang, 2011). YU,V € M, iiniter
matrisleri ve VA€M, matrisi igin eger |[UAV|=|4| ise M, iizerindeki |.| normu

iiniter invaryant olarak adlandirilir. Singiiler degerler iiniter invaryant matris normu ile

yakindan iligkilidir. Ornegin, 4 € M, matrisi i¢in

1. Spektral norm: ||| =s,(4)
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V2 n 1/2 n 1/2
2. Frobenius norm: ||A||2:(tr(AA*)) :(Zki(AA*)j :(Zsf(A)j
i=1
k
3. Ky Fan k-norm: ||A||(k) :ZSj (A), k=12,..,n.
j=1

matris normlari iiniter invaryant matris normlaridir.

Teorem 1.3.5.1 (Ando ve Zhan, 1999). 4 ve B pozitif yari tamimli matrisler ve |.||

normu M, lizerinde tanimli Uiniter invaryant matris normu olmak tizere

Jam+ 57| <|(a+BY"|, 1<m<en
\
Ja"+ B2 |(a+BY"|, 0<m<
dir.

1.3.6. Artan, Konveks ve Matris Konveks Fonksiyonlar

Tanim 1.3.6.1 (Monoton Artan-Azalan Fonksiyon). 4, sonlu veya sonsuz bir aralik

olmak iizere f:4—>R fonksiyonu verilsin. Eger Vx,x,ed x <ux, i¢in
f(x)<f(x,) ise f(x) fonksiyonuna A iizerinde monoton artan fonksiyon,
f(x)<f(x,) ise kesin artan fonksiyon denir. Benzer sekilde, eger
Vx,x, €A x,<x, igin f(x)=f(x,) ise f(x) fonksiyonuna A iizerinde monoton
azalan fonksiyon, f(x;)> f(x,)ise kesin azalan fonksiyon denir (Caferov, 2014).

Tanmm 1.3.6.2 (Konveks Kiime - Horn ve Johnson, 1985). K — R" kiimesi verilsin.

Her x,,x, e K ve 0<v <1 i¢in,

vx, +(1-v)x,eK

sartin1 saglayan K kiimesine konveks kiime denir.
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Tamm 1.3.6.3 (Konveks-Konkav Fonksiyon). Reel degerli K < R" konveks kiime

tizerinde taniml1 f': K — R fonksiyonu herhangi x,,x, € K ve her 0<v <1 i¢in

f(vx, +(1—v)x2)Svf(xl)+(1—v)f(x2)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger bu esitsizligin tersi

saglaniyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denilmektedir.
p>1 veya p<0 igin f(x)=x" fonksiyonu R, iizerinde konveks

fonksiyondur.

Tamim 1.3.6.4 (Matris Monoton-Operator Monoton). Eger 4 < B iken f(A4)< f(B)

ise f’e matris monoton fonksiyon denir.

Tanim 1.3.6.5 (Matris Konveks-Operator Konveks). 4, B € M, Hermityen matris ve

0 < A <1 araligindaki reel sayilar i¢in f* fonksiyonu
f(A-VA+AB)SX(A-A)f(A)+Af(B)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna matris konveks veya operator konveks
fonksiyon denir. (0,00) araliginda tanimli birka¢ matris konveks fonksiyon Ornekleri
verecek olursak,

a) f()=t"

b) f(t)=—t"" 1<p<owo

matris konveks fonksiyonlardir.
1.3.7. Bazi Esitsizlikler
Calismamizin bu alt boliimiinde literatiirde yer alan ve ¢ok kullanilan 6nemli

baz1 esitsizlikleri verecegiz. Aksi belirtilmedikge verecegimiz bu kavramlar i¢in

kaynagimiz Zhang (2011) tarafindan yapilan ¢alismadir.



16

Teorem 1.3.7.1. (Jensen Esitsizligi) f:/ cR—> R bir konveks fonksiyon olsun.

Vx, el ve t,t,,...,t, negatif olmayan sayilar olmak tizere th‘ =1 olsun. Bu takdirde

f(gtixijsgzif(xi)

esitsizligi saglanir.

i=1

Teorem 1.3.7.2. (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi) n >0 olmak tizere

X, X,,...,X, pozitif reel sayilar1 i¢in

n 1/n 1 n
Hxi <—=) X
( i=1 j n IZI
esitsizligi saglanir.

Teorem 1.3.7.3. (Genel Aritmetik-Geometrik

a,>0,p, 20 ve Zpi =1 olmak tizere

i=1

n n

Di
I Iai < z Pid;
i=1 i-1

esitsizligi saglanir.

Ortalama Esitsizligi) Tim

I 1
Teorem 1.3.7.4. (Holder Esitsizligi) p,q >1 olmak iizere —+—=1 olsun. a,,a,,...a,

ve b, b,,...b, reel (kompleks) sayilar1 i¢in

n n I/p n 1/q
Sa|<[Slal | [Shr )
i=1 i=1 i=l1

esitsizligi saglanir.

2
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Teorem 1.3.7.5 (Minkowski Esitsizligi) 1< p <o olsun. a,,a,,...a, ve b,b,,..b, reel

(kompleks) sayilar1 i¢in

n 1/p " 1/p n 1/p
(Staar ] <3t ] +(Shr)
i=1 i=1 i=1

esitsizligi saglanir.
Teorem 1.3.7.6. (Hadamard Esitsizligi) Pozitif yari tanimli 4 matrisinin kosegen

elemanlar a,,,a,,,...a,, olmak lizere

det4< ﬁaﬁ

i=1

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in ya A matrisi kosegen matris olmali ya da

baz1 a; ler i¢in a,; =0 sartinin saglanmasi gereklidir.

Teorem 1.3.7.7. (Young Esitsizligi - Kittaneh ve Manasrah, 2010). a,b>0 ve

0<v <1 olmak tlizere

a’b™ <va+(1-v)b

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak ve ancak a =5 olmasi durumunda olacaktir. Eger

V= > ise aritmetik geometrik ortalama esitsizligi elde edilir. Yani

<2 +b
2
. 1 . o
olur. Ayrica p,q >1 olmak iizere —+—=1 ise Young esitsizligi
2
p q
ab < a_+b_
P 9

seklinde yazilabilir.
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1.3.8. 2x2 Tipinde Blok Matrisler

Bu boliimde ilk olarak ¢alismamizda sikc¢a adi gecen ve esitsizlikler {irettigimiz
blok matrislerden bahsedip, matrislerin nasil bloklara ayrildigin1 daha iyi anlamaya
calisalim. Oncelikle matrisler iizerindeki islemlerde sik sik kullanilan, biiyiik mertebeli
matrisler tizerinde yapilan islemlerde bazi kolayliklar saglayan matrislerin bloklara

ayrilmasi metodunu (Bozkurt ve ark., 2007) tanimlayalim.

Tanim 1.3.8.1. Herhangi bir 4 matrisinin bir kisim satir ve siitunlarinin silinmesiyle

elde edilen matrise 4 matrisinin bir alt matrisi denir.

AeMm,

Bunu

olsun. Bu matrisi, yatay ve dikey cizgilerle ¢esitli alt matrislere ayirabiliriz.

n

N, T, . B 1.7
A=|ay ay oy Gy Oys (1.7)
|
Gy Gy | G33 O3y s

seklinde basit bir 6rnekle gosterebiliriz. (1.7) ile verilen 4 matrisini,

a a a a a
2 Ap 3 Gy Uy
An:(an alz)’ Alzz(am ay alS)’ AZIZ( ]’ Azzz( ]
a3 4y Gy A3y s

olmak tizere

All AIZ
(b 8 o

seklinde yazabiliriz.

Tamm 1.3.8.2 (Bozkurt ve ark., 2007). (1.7) [veya (1.8)] formiilleriyle verilen isleme,
A matrisini bloklara ayirma iglemi denir. Bir matris birden fazla degisik sekilde bloklara

ayrilabilir.

Bu calismada 2x2 tipinde blok matrisler kullanilmaktadir. 2x2 tipinde blok

matrisler ve pozitif yar1 tanimhi matrisler, matris esitsizlikleri iiretmede 6nemli rol
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oynamaktadir. Bunun icin 2x2 tipinde kdsegen blok matris ve pozitif yar1 tanimh

matris olma arasinda giizel bir bagint1 asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 1.3.8.1 (Horn ve Johnson, 1985). 4,8 M, pozitif yar1 tanimli matrisler ise,

40
>0

dir.
Teorem 1.3.8.2 (Zhang, 1999) X ve Y matrisleri herhangi n-kare matrisler ve

A:(X* Y*) olmak iizere,

(-Gl o M

matrisi 44 seklinde oldugundan

. (M K
Ad=| ", " |>0

matrisi M,N >0 ve K € M, olmak lizere daima pozitif yar1 taniml1 blok matristir.

1.3.9. Hermityen matrisler icin Lowner Siralama

Tamm 1.3.9.1 (Murad, 2003). 4,B< M, matrisleri hermityen matris olmak tizere

A—B matrisi pozitif yar1 tanimli ise buna Lowner siralama denir ve 42> B ile

gosterilir. Aynmi sekilde 4 — B matrisi pozitif tanimli ise 4 > B yazilabilir.

Teorem 1.3.9.1 (Horn ve Johnson, 1985). 4, B € M, hermityen matrisler olmak tizere,
e A>B ise herhangi bir C € M, matrisi icin C'AC > C BC dir.

e A> B ise herhangi singiiler olmayan C € M, matrisi igin C" AC > C"BC dir.
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Teorem 1.3.9.2 (Horn ve Johnson, 1985). 4,B e M, hermityen matrisler ve A>B

olmak iizere,

A ve B matrislerinin 6zdegerleri azalan ya da artan sekilde ayni sirada

siralanmis olsun. Bu takdirde j=1,2,...,n igin 2, (4)= A (B) dir.
. tr(A) > tr(B)
e Ekolarak B>0 ise det(A)>det(B) dir.

e Ekolarak B>0 ise H|A|H2H|B|H dir.

Teorem 1.3.9.3 (Lowner Heinz, Zhan, 2002). A4,Be M, matrisleri hermityen

matrisler olmak {lizere eger 4> B>0 ve 0<v <1 ise
A > B
dir.

Teorem 1.3.9.4 (Zhang, 1999). 4,Be M, pozitif yar1 tanimli matrisler olmak tizere

B>A4 ise,

B 4
>
dir.

Teorem 1.3.9.5 (Zhang, 1999). A€M, pozitif yar1 tanimh matrisler ve Be M, ,
A B

olmak tizere, herhangi pozitif yar1 tanimli X € M, matrisi igin (B* X] matrisinin
pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X>B'A'B

olmasidir.
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2. MAZORIZASYON TEORISi

Pozitif yar1 tanimli matrislerin 6zdegerleri ve hermityen matrislerin kosegen
elamanlar1 arasindaki baginti, Schur (1923) tarafindan majorizasyon kavrammin
matrisler {lizerinde kullanilmasiyla ispatlanmistir. Majorizasyon, iki vektori
karsilagtirirken ya da iliskilendirirken ¢ok faydali olan bir kavramdir. Nasil ki
Hermityen matrisler reel sayilarin matrislere genellemesi ve pozitif tanimli matrisler
pozitif sayilarin matrislere genellemesi ise kismi siralama bagintisinin vektorlere
genellemesi de majorizasyondur. Majorizasyon kavramina kisaca vektorlerin kismi
siralama bagintis1 da denilebilir.

Schur’un (1923) calismasi ile Hadamard esitsizliginin arastirmacilar tarafindan
kolayca anlasilmasindan sonra majorizasyon kavrami, matrislerin 6zdeger ve singiiler
degerleri lizerinde matris esitsizlikleri elde etmek i¢in kullanilmistir.

Bu bolimde ilk olarak majorizasyon kavrammin ¢ikis noktasindan ve
oneminden bahsedildi. Ardindan majorizasyon kavrami tanimlandi ve daha sonra da
genel matrisler ve 2x2 tipinde pozitif yar1 tanimli Hermityen blok matrislerin

ozdegerleri i¢in baz1 majorizasyon esitsizlikleri verildi.

2.1. Kismi Siralama Bagintisi ve Reel Sayilarin Karsilastirilmasi

Bu boliimde majorizasyon teorisinin temelini olusturan siralama bagntilarindan
bahsedilecektir. Aksi belirtilmedik¢e verecegimiz bu kavramlar i¢in kaynagimiz

Karakas (2008) tarafindan yapilan ¢aligmadir.

Tanim 2.1.1. K bir kiilme ve S ,K iizerinde bir bagint1 olsun. Eger f nim yansima,
ters-simetri ve gecisme Ozellikleri varsa, fya bir kismi siralama bagmntis1 denir.

Uzerinde bir kismi siralama bagmtisi bulunan bir kiimeye kismi sirali kiime denir.

Ornek 2.1.1. R iizerindeki < bagmtisi, kismi siralama bagmtisidir. Gergekten <, R
iizerinde kismi siralama bagintisi olup asagidaki kosullar1 saglar.

I. VxelR i¢in x <x’ dir. (yansima)
2. Vx,yeR icin x<y ve y<x ise x=y’ dir. (ters simetri)

3. Vx,y,zeR i¢gin x<y ve y<z ise x <z dir. (gecisme)
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Tanmm 2.1.2. < , A4 iizerinde kismi siralama bagmtist olsun. (A,S) kismi sirali
kiimesinin herhangi iki eleman1 x,ye 4 icin x<y veya y<x 1is€¢ x ve y

elemanlarina karsilastirilabilir elemanlardir denir.

2.3. Kompleks Sayilarin Modiilleri ile Karsilastirilmasi

Herhangi iki tamsay1 veya iki reel say1 aralarinda karsilastirilirken biri biiyiik
iken digeri kiigliktiir. Ama reel sayilar iizerindeki < kismi siralama bagintis1 kompleks
sayllarda mevcut olmadigindan ve her kompleks say1r diizlemde bir nokta ile temsil
edildiginden herhangi iki kompleks say1 karsilastirilamaz. Kompleks sayilarda siralama
sadece modiilleri yardimiyla yapilabilmektedir. Simdi bu alt boliimde kompleks

sayilarin nasil siralandiklarii gorelim.

Tamm 2.3.1. a ve b birer reel say1 ve i=+-1 ,(i* =—1) olmak iizere z=a+ib
kompleks sayismin baglangic noktasina olan uzakligina, kompleks saymin mutlak

degeri (biiyiikligii ya da modiilii) denir ve z kompleks sayismm modiilii |z| ile

gosterilir ve
|z| =va’+b’
seklinde hesaplanir.

Ornek 2.3.1. z =6+8i olmak iizere 7 =|z|=/6” +8 =+/36+64 =10 dur.

Simdi ise z, =8-6i ve z, =3+4i kompleks sayilarin1 modiilleri yardimiyla

karsilastirirsak,

|z,|= /8 +(=6)* =/64+36 =10
|z,|=V3" +4’ =9+16 =5

olup |z|>|z,| dir.
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2.4. Vektorlerin Karsilastirilmasi

R" den alinan iki vektor gesitli yontemlerle karsilastirilabilir. Bilinen en basit
yontem olan bilesen bilesen siralamanin haricinde » tane negatif olmayan bilesene sahip
vektorlerin kismi siralamasi olan majorizasyon ilk olarak Schur (1923) tarafindan
matrislerin 6zdegeri ve kdsegen elemanlar: iizerinde kullanilmistir. Biz calismamizda
matrislerin singiiler ve 6zdeger vektorlerini, vektorlerin kismi siralama bagmtisi olarak
da bilinen majorizasyon yardimiyla karsilastirdigimizdan dolayr bu alt bdliimde

majorizayon kavramini (6rnekleri ile birlikte) verecegiz.

2.4.1. Majorizasyon
n VY J v e
Tanim 2.4.1 (Bapat, 1991). xeR olsun. x —(x] ,xz,...,xn) vektor,

foxj > .>x

n

olacak sekilde azalan sirada siralanmis bilesenlere sahip vektore

karsilik gelsin. x, y € R" vektorleri i¢in eger

sart1 saglaniyorsa x, y tarafindan majorize edilir denir ve x <y seklinde gosterilir.

Sadece

ixfsiyf , k=12,....n
i=1 i=lI

ise x, y tarafindan zayif majorize edilir denir ve x < y seklinde gosterilir. Agiktir ki,

majorizasyon zay1f majorizasyonu gerektirir.
Bu tanim, vektorlerin kismi toplam yardimiyla lineer esitsizlik cinsinden ifade
edilebilmesini saglar (Dahl, 2009).

Burada x vektoriindeki bilesenler, y vektoriindeki bilesenlerden daha az yayilir

veya x vektorii y vektorii tarafindan kontrol edilir denir (Zhang, 2011).



24
2.4.2. Temel Baz1 Ornekler

Majorizasyon kavraminin en temel Orneklerinden birini verelim. Eger

Va, >0, Y a =1 ise,

i=l1

11 1
(—,—,...,—] <(a,,a,,...,a,) < (1,0,0,...,0)
nn n

olur. Yukaridaki sekilde tanimlanan vektorler majorizasyon aracigiyla karsilastirilabilir

(Jorswieck ve Boche, 2007). Yani,

(1 1 1) ( 1 1 1 ] 1
— e — | < , ,0 (<. < (=,
nn n n-1n-1 n—1 2

olacaktir (Marshall ve Olkin, 1979).

,0,...,0) < (1,0,0,...,0)

N | —

Teorem 2.4.2.1 (Schur, 1923). H , kdsegen elemanlar1 /#,,...,h, ve 6zdegerleri 4,,..., A,

olan nxn mertebeli Hermityen matris olmak {izere,

diag(H)< A(H)

dir. Yani, hermityen bir matrisin kosegen elemanlari, 6zdegerleri tarafindan majorize

edilir.
2.5. Doubly Stochastic Matris

Majorizasyonun yararli bir karakterizasyonu daha vardir. Elemanlar1 reel ve
pozitif olan, satir ve siitun elemanlarmin toplami 1 olan matris doubly stochastic matris
olarak adlandirilir (Zhan, 2002). Bu matris ile birgcok majorizasyon esitsizligi

tiiretilebilmekte ve bazi teoriler ispatlanabilmektedir.

Tanim 2.5.1 (Schur, 1923). P=(p,)eM, olsun. Eger 1<i,j<n igin Vp, >0 ve

f

Y op,=l,1<j<n , Y p,=1,1<i<n
i=1 Jj=l
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ise nxn mertebeli P matrisine doubly stochastic matris denir.

Teorem 2.5.1 (Hardy, Littlewood ve Polya, 1929). x, y € R" olsun.

x <y < P doubly stochastic matris > x =Py

dir.
.. . 0.6 0.8 .
Ornek 2.5.1 (Jorswieck ve Boche, 2007). x= 04 <y= 02 olmak tizere buna
2 1 2 1
. 13 3] . 0.6) |3 3|08
karsilik gelen doubly stochastic matris tir. Gergekten =
12 0.4 1 2](02
3 3 3 3

olacaktir.

Simdi Teorem 2.4.2.1’in Doubly Stochastic Matris ile yapilan ispatin1 verelim.

Ispat (Schur,1923) H ’nin dzdegerleri A,...,A, olmak iizere H =UD,U" olacak

sekilde bir U tniter matrisi vardir. p, =u,u, olmak tizere H ’nin kdsegen elemanlari

(hy,...,h,) olmak iizere

h = Zuij@ﬂ,j = Zpl.jij L i=12,...n
J J
seklindedir. U iiniter oldugundan P = ( Pg) doubly stochastic matristir. Sonug olarak,

(e )=(Ayseis A, P
olup Teorem 2.5.1°den A < A olur. Yani, diag(H)~< A(H) dir.

2.6. Majorizasyonda Schur Konveks Fonksiyonlar
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Tanim 2.6.1 (Schur konveks- Marshall ve ark., 1979). ¢, R c R" kiimesi {lizerinde
taniml1 reel degerli bir fonksiyon olmak iizere ¢, R iizerinde Schur Konveks olmasi

icin gerek sart,
X<y = ¢(x)<p(y)

olmasidir. Benzer sekilde ¢, R tizerinde Schur Konkav olmasi igin gerek sart

X<y = ¢(x)24(y)
olmasidir.

Onerme 2.6.1 (Hardy, Littlewood ve Polya, 1929). Tiim siirekli konveks g:R — R

fonksiyonlar ile verilen

D g(x)<> g(y)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart x < y olmasidir.

Teorem 2.6.1 (Zhan, 2002). f fonksiyonu herhangi bir konveks fonksiyon olmak

lzere,

x=<y = (1) (%) f(x)) =<0 (F (1) f (32) s £ (30))

dir.
Teorem 2.6.2 (Zhan, 2002). g fonksiyonu herhangi bir konveks ve artan fonksiyon

olmak iizere,

ey = ()£ () (5) <, (£ (0).00).ng ()

dir.
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Ornek 2.6.1. X<y = (|x]

)=

Ornek 2.6.2. X<y = (xf,...,xz) <, (ylz,...,yj)

n

)

yeees | X, Vilseeos| Vs

Ornek 2.6.3. x<, 6y = (x]’,...,x;) <., (y]’,...,y;) , r>1

Ornek 2.6.4 (Weyl, 1949). x, y e R" ve g(e®) konveks ve artan ise,

(logx,,....,logx,) <, (logy,,....logy,) =(&(x),-...8(x,)) <, (8)s- 8(,))

dir.

2.7. Logaritmik Majorizasyon

Tamim 2.7.1 (Ando ve Hiai, 1994) x,yeR" vektorleri i¢in eger
T4 T

H X = H Vi

i=1 i=1

ve

ﬁxfﬁﬁyf , k=12,....,n-1
i=1 i=l1

sart1 saglaniyorsa x, y tarafindan log-majorize edilir denir ve x <, y seklinde gosterilir.

Sadece

ﬁxfsﬁyf , k=12,....,n
i=1 i=1

ise x, y tarafindan zayif log-majorize edilir denir ve x < y seklinde gosterilir.

wlog
Pozitif bilesenli vektorler i¢cin logaritmik majorizasyon, majorizasyondan daha

glicliidiir (Zhan, 2002). Ciinkii,

X< 0 Yy =>Inx=< Iny

wlog

\
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Inx<, Iny=(Inx,Inx,,..Inx,) < (Iny,lny,,..Iny,)

olup konvekslikten yararlanilacak olursa, yani, Teorem 2.6.2 de g(¢) = ¢’ alinirsa,

g(n)=¢
In x, Inx Inx, Iny, Iny, Iny,
Inx< Iny = (e e e )<w (e et ...,e )

= (x,,xz,...,xn) <, (yl,yz,...,yn )
olur. Dolayistyla bu sonugla asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.7.1 (Zhang, 1999). x, y € R" vektorler olmak tizere,

x < y = X-<Wy

wlog
dir.
2.8. Baz1 Majorizasyon Esitsizlikleri

Bu boliimde genel matrisler icin majorizasyon esitsizlikleri verilip ardindan
2x2 tipinde pozitif yar1 tanimli Hermityen blok matrislerin 6zdegerleri i¢cin bazi
majorizasyon esitsizlikleri verilmistir. Calismamizin bu kismindan itibaren ele
alacagimiz matrisler genel, reel 6zdegerlere sahip hermityen veya pozitif yar1 tanimli
matrisler olacagindan majorizasyon tanimini kullanabilmek i¢in singiiler degerleri ve

ozdegerleri vektor formatinda gosterecegiz.

Yani, 4 matrisinin 6zdegerleri, 6zdegerler reel ise A, (A4)=1,(4)>...>2,(4)
seklinde azalan sirada siralandiktan sonra; 6zdegerler reel degil ise O6zdegerlerin
modiilleri ‘21 (A)‘ > ‘12 (A)‘ >..> ‘ln (A)‘ seklinde azalan sirada siralandiktan sonra
AeM, nn dzdeger vektdrii A°(A)=A(A4)=(%(4).....4,(4)) ile ifade edilecektir.

Aynmi sekilde 4 matrisinin singiiler degerleri, s, (A4)>s,(4)>...>s,(A4)
seklinde azalan sirada siralandiktan sonra 4e M, nm singiler deger vektori

s*(A)=s(4)=(s,(4).5,(A4),.rs,(4)) ile ifade edilecektir.
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2.8.1. Genel Matrisler icin Baz1 Majorizasyon Esitsizlikleri

Teorem 2.8.1.1 (Weyl, 1949). Herhangi nxn kompleks matrisin sirali 6zdegerleri
|4,(4)|2|4,(4)| 2.2 |4, (4)| olmak iizere,

IA

2, (4) k=1,.,n—1,
A,(4)

ﬁSJ(A)’
] ljsj(A).

dir. Yani |1(4)[<,, s(4) dir.

Eger |4,(4) >0 ise bu sartlar,

(log| 4, (4)[,log|%, (4)).....Jog|4, (4)|) < (logs, (4).logs, (4).....logs, (4))
durumuna denktir (Marshall ve ark., 1979).
Teorem 2.7.1’den dolay1 herhangi singiiler olmayan (regiiler) nxn kompleks

matris i¢in,

(| (4)

A, (A)

A (A)) <, (5:(4).5,(A4),om05,(4))

Py geeey

dir.
Teorem 2.6.2°den ve sf(A):li(AA*)’den dolayr herhangi nxn singiiler

olmayan (regiiler) kompleks matris i¢in,

2 2
>

geeey

(14 (4)

% (4)

B (A )=, (57(4), 82 (4)svns8? (4)) = (2 (A7), 25 (AA)..2, (447))
dir.

Teorem 2.8.1.2 (Schur, 1909). Herhangi singiiler olmayan (regiiler) nxn kompleks

matris i¢in,
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n

Y 4,(A4")=1r(44")= ;‘ay_‘z > ZT‘M (44')

1

2

dir.
Teorem 2.8.1.2°de,
0 Jyr 0 - 0
0 0 \/g e 0
A=| : : S , x>0,i=12,..,n
0 0 X,
\/Z 0 o --- 0
secilirse,

n

n
1
x4
1 1

elde edilir ki, bu esitsizlik aritmetik-geometrik ortalama esitsizligidir (Marshall ve ark.,

1979).

Teorem 2.8.1.3 (Fan, 1949). Herhangi 4 kompleks matrisi ve » pozitif tamsayisi i¢in,
S (A7), 57 (4)
dir.

Herhangi 4 nxn kompleks matrisinin 6zdegerlerinin reel kismi ile birgok teori

ortaya ¢tkmustir. Reel kisim, R4 (4) olarak tanimlanmaktadir.

Teorem 2.8.1.4 (Fan, 1950) Herhangi 4 nxn kompleks matrisi i¢in,

(R4, (4),R2,(4),...R2, (A))_<[/L(AzA*]’b(AzA*]’%% (AQA*N

dir.
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Teorem 2.8.1.5 (Fan, 1951). Eger A4 ve B nxn kompleks matrisler ise,
s(A+B) <, s(A)+s(B)
dir.

Teorem 2.8.1.6 (Horn, 1950; Visser ve Zaanen, 1959; De Brujin, 1956). A4 ve B

nxn kompleks matrisler ise,

dir.  Yani, s(4B)<,, s(4)s(B) dir. Aym zamanda bu s(A4B)<, s(4)s(B)

esitsizligini gerektirir.

Eger s,(A4B)> 0 ise bu sartlar,

(logs,(4B),logs,(AB),....logs, (A4B))< (logs, (4)s,(B),logs,(4)s,(B)....logs,(4)s,(B))
durumuna denktir (Marshall ve ark., 1979). Ciinkii,

s;(A)=24"(44"),  5,(4B)=A""(4BB'A’)=2["(4'4BB"), i=1l...n

dir.

Teorem 2.8.1.7 (De Brujin, 1956; Marshall ve ark., 1979). 4 ve B nxn pozitif yar1

tanimli1 Hermityen matrisler ise,
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Eger 4,(A4B)>0 ise bu sartlar,

(log 4, (4B),log 4, (A4B).....log A, (A4B))< (log 2 (4) 4 (B),log A, (A4)A,(B),...,log 2, (4)4,(B))
durumuna denktir (Marshall ve ark., 1979).

Teorem 2.8.1.8 (Marshall ve ark., 1979). 4...., A ler nxn kompleks matrisler ise,

197205 ‘A

ﬁsi(Al"'Am)Sﬁsi(Al)---s,-(Am), k=1,.,n-1
(4.4 )=ﬁsi(Al)"'Si(Am)

n

Hsi

1

dir.
Eger s, (4,...4, )>0 ise bu sartlar,

(logs, (4.4, ),logs, (4,...4,),...logs, (4,..4,))
< (logs,(4,)...5,(4,),10g5,(4)...5,(4,),....log s, (4)...5,(4,))

durumuna denktir.

Teorem 2.8.1.9 (Marshall ve ark., 1979). 4 ve B nxn kompleks matrisler ise,

k k

>, (4B)< Z%[&. (447)+2, (BB*)], k=1,..n

1 1

dir. Ciinkii Teorem 2.8.1.6’da aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi kullanilirsa,

k

>5,(4B)< Y5, () (8)

1 1

dir.
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Teorem 2.8.1.8 kullanilarak bu sonu¢ m tane 4,,..., 4, matrislerine

5:(4)-s,(4,)

IA

[. )+t s, (Am)}, k=1,...n

)= 35 (4
1 1
ii
—m
seklinde genellestirilebilir.

Teorem 2.8.1.10 (Marcus, 1969). A4 ,...,A, ler nxn kompleks matrisler ve ¢ azalan

konveks fonksiyon ise,

iqﬁ(si (4.4, )) < i%[qﬁ(si’" (4 ))+...+¢(sl_m (4, ))], k=1,...n
dir.

Teorem 2.8.1.11 (Fan Dominance Prensibi - Zhang, 1999). 4,Be M, , olsun. Bu

takdirde, M, , lizerinde tanimli tiim || . || uniter invaryant matris normlari i¢in,
s(4)=, s(B) = 4| <[]
dir.

Bu teori zayif majorizasyon esitsizliginden norm esitsizligi elde etmek icin

kullanilan ¢ok 1yi bir aragtir.

2.8.2. Blok Matrisler icin Baz1 Majorizasyon Esitsizlikleri

Teorem 2.8.2.1 (Fan, 1954). H ve H matrisleri H:( ! '2] ve

~ (H 0
H :( ! ] seklinde Hermityen blok matrisler olsunlar. H,,:/x/, H,, :mxm ve
0 H,

[+m=n ise R" lizerinde,
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(A(Hy ) A(H..)) = 2(H) < 2(1)

majorizasyon esitsizligi vardir.

Teorem 2.8.2.2 (Ozdeger Interlacing Teorem - Zhang, 2011). nxn Hermityen H
matrisi ve H nin temel alt matrisi M, mxm matris ve 1<m<n olmak lizere H

matrisi,

M K
H=| .

seklinde bloklara ayrilsin. Bu durumda £ =1,2,...,m i¢in

A

k+n—m

(1)< 4, (M) < 2, (1)

dir. Ozellikle de m =n—1 oldugunda,

dir.
Teorem 2.8.2.3 (Zhang, 2001). M, K ve N swasiyla mxn, mxn ve nxn kompleks

matrisler olmak tzere,

M K
. |20

dir. rank(K)=r almnirsa,

max{ﬂ,i(M),ﬁ,i(N)} Ji<r
H; =
0 ,diger durumlarda

olmak iizere u = (4, iy,..., i, ) igin
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logs(K) =<, logu

dir. Bu ayn1 zamanda

s(K)=<,

olmasini gerektirir ve ayn1 zamanda M, K ve N ayni mertebeden kare matrisler ise
log‘ﬂ,(K)Bw log i (2.1)
olacaktir.

Ispat (Zhang, 2001). Varsayalm ki, K#0 olsun. D =diag(s,(K),....s,(K)),
U, mxr ve V, nxr kismi iiniter matrisler swrastyla U'U =V'V =1, K matrisinin

singiiler deger ayrisimi1 K = UDV" olsun.
U 0)(M K\(U 0\ (UMU D 50
o V)K" N)LO V D VNV
olsun. Her blogun 1<k <r i¢in kxk mertebelerinde temel alt matrisini alirsak,

[U*MU]k [D],

o, [rwl] )

yazariz. Her blogun determinantini alacak olursak,
det[D]; <det([U"MUT] ) det([¥"NV ] )

olur veya ayni sekilde her 1<k <r i¢in,
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elde edilir. (2.1) deki esitsizlik kosegen elemanlar1 4 (K),4,(K),...,4,(K) olan T fiist

{icgen matris ve W {initer almip K = WTW" seklinde yazilarak elde edilebilir.

Teorem 2.8.2.4 (Rotfel’d, 1969; Thompson, 1977). Eger G ve H nxn mertebeli

pozitif yar1 tanimli Hermityen matrisler ise,
(A(G+H).0)<(2(G).A(H))
dir.

Ispat (Rotfel’d, 1969; Thompson, 1977). G ve H pozitif yar1 tammli Hermityen
matrisler oldugundan, X ve Y nxn matrisler olmak iizere G=XX" ve H =YY

formunda yazilabilir. Eger A=[X Y] ise G+H =A4A4 dir. Dahast 44" nm sifirdan

XX X* Y} sifirdan farkl 6zdegerleri ile ¢akigmaktadir. Yani

farkli 6zdegerleri 4"4=| ",
YX YY

A(4°4) :(;L(AA*),O) dir. Sonug olarak,
A4 4)<(A(x"X),2(YY))=(A(G). A(H))

olur.
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H K
Matris esitsizlikleri ispatlamada (K H] formundaki blok matrisler, cok

onemli rol oynarlar. Simdi bu formdaki blok matrisler i¢in literatiirde var olan teorileri

inceleyelim.

Teorem 2.8.2.5 (Zhang-2005). H ve K n-kare kompleks Hermityen matrisler ve || . ||

normu M, lizerinde tanimli initer invaryant matris normu olmak iizere,

H K
(K H]zo o H2+K = [A(K)|<, A(H) = ||K] <] (2.2)

dir. Gergekten,

E Ul A A | ML

olur. (2.2) deki blok matrisin 6zdegerleri H + K 'ninkilerle aynidir. (2.2) deki H ve K

matrislerinin 6zdegerlerinin majorizasyon esitsizlikleri,

|A(K)| =<, A(H)

dir ve bu esitsizlik Teorem 2.8.2.3 ile

log|A(K)| <, log A(H) (2.3)
seklinde genisletilebilir.

Teorem 2.8.2.6 (Zhang, 2001- Zhang-2005). M, K ve N n-kare kompleks matrisler

olsun.

M K
. |20
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ise *; + veya o olmak iizere,

M#*N2+(K *K) (2.4)
dir ve ayn1 zamanda M, lizerinde tanimh H| . m tniter invaryant matris normu i¢in

[l &) <z ] 2.5)
dir.

Ispat (Zhang-2001). Pozitif yar1 taniml1 blok matrislerin permiitasyon kongiirans1 da
pozitif yar1 tanimhi ve iki pozitif yar1 tanimli matrisin toplam1 veya Hadamard carpimi

da pozitif yar1 tamli oldugundan

M K\ (N K*_M*N K**K>0
K N)\K M K'*K M*N )|
dir ve Teorem 2.8.2.5 kullanilarak (2.4) ve (2.5) esitsizlikleri elde edilir.

Uyan 2.8.2.1 (Zhang, 2001). (2.4), (2.3)’e uygulanirsa,

log‘ﬂ,(K+K*)‘<w logﬂ,(M+N)
\(
log| (K oK")| <, log A(M = N)

olur.

Ayrica Zhang (2001) calismasinda yer alan blok matris uygulamalarinda Teorem
2.8.2.3 kullanilarak yeni majorizasyon esitsizlikleri elde edilebilir.

Schur (1923), majorizasyon tipi esitsizliklerine temel olan Hermityen A4
matrisinin  kosegen elemanlarinin  6zdegerleri tarafindan majorize edildigini

gostermistir, yani diag(A) < A(A) oldugunu bulmustur. Lin ve Wolkowicz (2012) ise

yaptiklar1 calismada Schur (1923)’un hermityen matrisler i¢in tanimladigi

diag(A) < A(A) esitsizligini 2x2 tipindeki Hermityen blok matrislere tagimislardir.
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M K
Bunun i¢in H :( . N] Hermityen matrisini ele almiglardir ve H :(

M K
K

K N
Hermityen matrisi i¢cin

diag(H) < A(M @ N)< A(H)

oldugunu gostermislerdir.

Simdi pozitif yar1 tamimli 2x2 Hermityen blok matrisler i¢in ters majorizasyon

esitsizlikleri veren Lin ve Wolkowicz (2012) ¢aligmasimni inceleyelim.

M K
Teorem 2.8.2.7 (Lin ve Wolkowicz, 2012). H :(K* N] Hermityen pozitif yar1

tanimli matris olsun. Eger K blogu da hermityen ise,
A(H)=<A((M+N)®0) (2.6)
majorizasyon esitsizligi saglanir.

Lemma 2.8.2.1 (Lin ve Wolkowicz, 2012). Eger 4,Be M, (C) Hermityen matrisler

ise,

24(A) < A(A+B)+A(A-B)

dir. Bu lemma Ky Fan’nin (1949) bilinen 6zdeger esitsizligi’ne denktir, yani
A(A+B)<A(A)+A(B)

dir.
Lemma 2.8.2.2 (Lin ve Wolkowicz, 2012). m > n olmak tizere Ae M, ,(C) ise

A(44") < A(44 ®0)

dir.
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Teorem 2.8.2.7°de verilen K blogunun Hermityen olma gerekliligini Lin ve

Wolkowicz (2012) caligmasinda asagidaki o6rnekle aciklanmistir.

. 1 0 2 1 1 0
Ornek 2.8.2.1 (Lin ve Wolkowicz, 2012). M = {0 },N :{ } ve K = {2 }

olsun. O halde,

A((M+N)®0)=(4+2,4-+12,0,0)
AQM ﬂ]:(4+\6,4—ﬁ,o,o)

K

K

M
Boylece A4 .
K N

D =A(H)*A((M+N)®0) olacaktr. Yani K matrisinin
hermityen olmasi gerekir.

o . . M K .
Teorem 2.8.2.7°nin ispat1 (Lin ve Wolkowicz, 2012) H = KN pozitif yar1
taniml oldugundan X.,YeM,, ,(C) i¢nP=[X Y|, H=P P yazlabilir. Boylece
M=X'X, N=YY ve K da Hermityen oldugundanK = XY =Y X olur. Lemma

M K £\ g . . . P
2.8.2.21le A(L(* ND = A(PP ) dir. (2.6) ile gosterilen majorizasyon esitsizligi

(X7 =YX} A((X'X+YY)®0)- (X' X +Y'Y)
seklinde gosterilecektir. i1k olarak,

(X+iY) (X +iY)=X" X +YY+i(XV-Y'X)
=X X+YY

(X=iY) (X=i¥)=X"X+YY—i(X'Y-Y'X)
=X X+YY

(X+iV)(X +iY) = XX +YY —i( XY -¥X")

(X —iY)(X —i¥) = XX"+YY +i(XY -¥X")
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dir.

Burada A:)O(*+YY*,B:i(XY*—YX*) almip Lemma 2.8.2.1 ve Lemma
2.8.2.2 de yerlestirilirse,
A((X*X+Y*Y)GL)O):%{A((XH‘Y)*(X+iY)€r)O)+A((X—iY)*(X—iY)@O)}

1

= 2{,1(()(+iy)*(X+iY))+A((X—iY)*(X—iY))}

>/1()QY*+YY*)

olur.

Teorem 2.8.2.7’nin 6zel bir durumu asagidaki sekildedir,

Sonu¢ 2.8.2.1 (Lin ve Wolkowicz, 2012). X.Y eMn(C), XY Hermityen matris

olmak tizere,
Z,()O(* +YY*) < A(X*X+ Y*Y)
dir.

Sonug 2.8.2.2 (Lin ve Wolkowicz, 2012). k& >1 olacak sekilde bir tamsay1 olsun. Eger
A,Be M, (C) Hermityen ise,

242 +(4B)" (BA)' ) - 2( 4> +(BAY (4B)')
dir.

Sonug 2.8.2.3 (Lin ve Wolkowicz, 2012). k£ >1 olacak sekilde bir tamsay1, p € [0,00)

ve 4,BeM,(C) Hermityen matris olsun. Bu takdirde halde,

1. iz((Az+(AB)"(BA)k)pj2iz((A2+(BA)k(AB)")pj, pzl
2, iz((Az+(AB)"(BA)k)pjsl'z((A2+(BA)k(AB)")pj, 0<p<I
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dir.
Gergekten p>1 1i¢in f(x)=x" konveks 0<p<1 1i¢in konkav olan
fonksiyondan dolay1 genelligi bozmaksizin Sonug 2.8.2.2°y1 Sonug 2.8.2.3 takip ederse

sonug goriiliir (Lin ve Wolkowicz, 2012).

Sonu¢ olarak oOzetlersek, M ve N ’nin ikisi de n-kare matrisler iken,

*

M K . . .
H= K matrisi Hermityen matris olmak tizere,

A(M®N)<A(H) 2.7)

oldugu Ky Fan (bknz, sayfa 330, Marshall ve ark., 2011) tarafindan verilen bir teorem
ile gosterilmistir.
Daha sonra Rotfel’d ve Thompson (bknz, sayfa 330, Marshall ve ark., 2011)

tarafindan n-kare pozitif yar1 tanimli M ve N matrisleri i¢in,
A(M®N)=<(A(M+N),0) (2.8)

oldugu gosterilmistir.
Genel olarak (2.7) ve (2.8) in sag taraflar1 karsilastirilamaz. Ancak Lin ve
Wolkowicz (2012) ¢aligmasinda H nin pozitif yar1 tanimli ve K nin Hermityen olmasi

durumunda,
A(H)=<(A(M+N),0)

oldugunu gostermislerdir.

Daha sonralar1 Tiirkmen ve ark. (2012) c¢aligmasinda herhangi bloklara ayrilmis

M K
pozitif yar1 tanimh H :(K* N] matrisi i¢cin ve K Hermityen veya Ters-Hermityen

matris olmas1 durumunda,

diag(H) < A(M ®N)< A(H)=< A((M +N)®0)
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oldugunu gostermislerdir.

Teorem 2.8.2.8 (Tiirkmen ve ark., 2012). X ve Y n-kare kompleks matrisler iken

XY Hermityen veya Ters-Hermityen olsun. Bu takdirde
(XX +YY" )< A(X' X +Y'Y)

dir.
Teorem 2.8.2.9 (Furuichi ve Lin, 2010). S ve 7 ’nin ikisi de n-kare pozitif yari

taniml1 matrisler olsun. O halde,
A(T*+ST°S) < A(T* +TS°T)

dir.

Teorem 2.8.2.10 (Tiirkmen ve ark., 2012). M ve N ’nin ikisi de n-kare matrisler iken,
M K L . :

= KN matrisi pozitif yar1 tanimli matris olsun. Eger K Hermityen veya Ters-

Hermityen ise,
A(H)=<(A(M+N),0) (2.9)

dir.

. e XX XY

Ispat (Tiirkmen ve ark., 2012) H=|" [[X Y]|=| ", .| olsun. Teorem
Y Yx YY

2.828de M=XX, K=XY ve N=Y'Y alimirsa (2.9) majorizasyon esitsizliginin

saglandig1 goriiliir.
2.8.3. Leibian Fonksiyonlan icin Baz1 Majorizasyon Esitsizlikleri

Simdi pozitif yar1 tanimli blok matrisleri kullanarak esitsizlikler tiiretmemizi

saglayan Leibian fonksiyonlarni taniyalim.
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Tanim 2.8.3.1 (Zhang, 2005). Matrisler iizerinde tanimh siirekli kompleks-degerli bir
fonksiyon olan L fonksiyonu 4>0 iken pozitifse yani L(A) >0 1se bu fonksiyon

Leibian fonksiyonu olarak adlandirilir ve ayrica L fonksiyonu Leibian fonksiyon ve

M ,K ve N n-kare kompleks matrisler ise

([Aj 5]20 = [L(K) <L(M)L(N) (2.10)

dir. Bu takdirde herhangi bir 4 >0 matrisi i¢in

o (4);
o det(A4);
o 5. (A4) spektral norm;

o ||A|| iiniter invaryant matris normu;

b

k
e ilk £ tane en biiyiik 6zdegerin mutlak degerlerinin ¢arpimi H ‘2,1. (A)
i=1

k
e ilk & tane en biiyiik singiilerin ¢arpim Hsl. (A) .

i=1

fonksiyonlarmin her biri Leibian fonksiyonuna birer 6rnektir (Zhang, 2005).

. A A4 AB

Ornek 2.8.3.1 (Zhang, 2005). (4 B)=| ", . |>0 matrisi pozitif yari
B BA BB

taniml1 matris oldugundan

‘L(A*B)z <1(4°4)L(B'B)

esitsizligi saglanir. Ozel olarak L fonksiyonu herhangi bir iiniter invaryant matris

normu || . || almirsa

|2 * *
AB‘ S‘AA BB

esitsizligi elde edilir.
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Ornek 2.8.3.2 (Zhang, 2005). A4,B>0 olmak iizere herhangi zeC igin
A+|z|B A+:zB
_ > (0 oldugunu biliyoruz. (2,10) ifadesinden
A+zB  A+|Z|B
|L(A+zB)[ <L(A+|z|B)L(A+2B)

olur. Burada yine L fonksiyonu dzel olarak ||.| seklinde herhangi bir iiniter invaryant

matris normu alinirsa

|4+ 28] <||4+|z|B] |4+ 5]

esitsizligi elde edilir.

Ornek 2.8.3.3 (Zhang, 2005). 4 herhangi matris olmak iizere

(e (e

dir. Buradan her £ degeri i¢in

k k

[ ()< T T (4

i=1

elde edilir ki, bu esitsizlik logaritmik majorizasyon tanimi olup

[2(4)

< wlog S(A)

seklinde ifade edilebilir.
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Ornek 2.8.3.4 (Zhang, 2005). A ve B aym mertebeden herhangi iki matris olmak
uzere

(AA* A] (1 B ]_ (44)o1  AoB .
A4 1)\B" BB) | (408) I+(B'B)]
dir. Herhangi H hermityen matris ve |||| liniter invaryant matris normu igin

||H of || < ||H || oldugundan Hadamard ¢arpimlar i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

|40 B[ < H(AA*)ol

H(B*B)ol

<[las] 25|

\(

k

Hsf(AoB)Sljsl.(AA* ol)ﬁsl.(loBB*)

i1 i=l
olur ki bu da
s*(4oB)< A(AA4 oI)oA(I°B'B)

majorizasyon esitsizligini gerektirir.
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3. MAJORIZASYON iCiN TEMEL SONUCLAR

Calismamizin bu boliimiinde majorizasyon teorisi yardimiyla matrislerin

singiiler ve 6zdegerleri i¢in elde ettigimiz yeni teoriler ve esitsizlikler verilmistir.

3.1. Pozitif Tamimh Matrislerin Direkt Toplamlar icin Majorizasyon tipi Singiiler

Deger Esitsizlikleri

Bu alt boliimde, majorizasyon yardimiyla matrislerin direkt toplamlar1 igin
Heinz ortalamasi, singiiler deger, lniter invaryant matris normu ve Ozdegerler
esitsizlikleri verilmistir. Ayrica 2x2 tipindeki blok matrislerin majorizasyon tipi
singiiler deger esitsizlikleri de verilmistir. Sonug¢larimizi vermeden Once ilk olarak
Heinz ortalamasi ve iki matrisin direkt toplami kavramlarini agiklayalim ve bunlar i¢in
iiretilen esitsizliklerden bahsedelim.

Heinz Ortalamasi, 0 <v <1 ve a,b >0 olmak iizere

avbl—v + al—vbv

H, (a,b): :

seklinde tanimlanir ve Heinz ortalamasi aritmetik ortalama ve geometrik ortalamanin

arasinda kalir. Yani

vil-v I-vv
Jab <4 ;“ b s“;b 3.1)

dir. (Bhatia ve Davis, 1993) caligmasinda (3.1) esitsizliginin pozitif yaritanimli
matrisler icin de dogru oldugunu gdstermis ve (3.1) esitsizligini |||| iiniter invaryant

matris normu yardimiyla

s

2 11 2

seklinde matris formuna genisletmislerdir.
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Ayrica (Ando,1995) calismasinda Young esitsizligini 4,B>0 ve 0<v <1 i¢in
matris formuna
s,(4"B™)<s,(vA4+(1-v)B), 0<j<I (3.2)
esitsizligi ile genisletmistir.

Audenaert (2007) calismasinda Zhan’in (2002) ¢alismasinda konjektiir olarak

birakilan

v pl-v 1-v pv
g|ABHATE ) [ATB) ooy < (3.3)
/ 2 / 2

esitsizligini ispatladiktan sonra Xu ve He (2013), 0<v <1 ve k=1,2,...,n olmak {izere

pozitif tanimli 4 ve B matrisleri i¢cin

v pl-v 1-v pv
A{{/{AB +4 B]B}
/ 2

esitsizligini géstermislerdir.

k
Jj=1

ke (A+BY
SHSJ.( : j (3.4)

Jj=1

Heinz ortalamalar1 ve Young esitsizligi icin var olan matris esitsizliklerini

inceledikten sonra iki matrisin direkt toplamini tanimlayalim. A4, B € M, matrislerinin
. . ) . 4 0 .
direkt toplam1 A, lizerinde kosegen blok matristir ve A(—DB:[O B] seklinde

tanimlanir.
Zhan (2000) ¢alismasinda iki matrisin direkt toplami ile pozitif tanimh 4 ve

B matrisleri i¢in

sj(A—B)Ssj(AEBB) (3.5
seklinde yeni bir singiiler deger esitsizligi vermistir ve (3.5) esitsizligi ile Zhan (2000)
iki matrisin farkmin singiiler degerlerini bu matrislerin direkt toplamlarinin singiiler

degerleri ile listten smirlamistir. Ayrica Zhan (2004) herhangi /' hermityen matrisi i¢in

s,(H)=2,(H®-H), 1<j<n (3.6)
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esitliginden hareketle matrislerin direkt toplaminin 6zdegerleri ile matrisin singiiler
degeri arasinda bir baglant1 elde etmistir. Bu gelismeden sonra Bhatia ve Kittaneh

(2008) galismasinda X ve ¥ hermityen matrisler olmak iizere her ||.| iiniter invaryant

matris normu i¢in
sr<x = [¥]<|x]

esitsizliginin saglandigimi gostermislerdir.

Heinz ortalamasi ve direkt toplam i¢in literatiirde var olan teoriler 1s1ginda
majorizasyon yardimiyla elde ettigimiz singiiler deger esitsizliklerini vermeden Once

sonuclarimizda etkin olarak kullandigimiz tanim ve lemmalar1 verelim.
3.1.1. Lemmalar

Bu alt boliimde, sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz bazi yardimci

lemmalar1 verecegiz.

Lemma 3.1.1.1 (Bhatia ve Kittaneh, 2008). X ve ¥ Hermityen matrisler olmak {izere

V<X = 5,Y)<s,(XDX), 1<j<n

dir.

Lemma 3.1.1.2 (Tiirkmen ve ark., 2012). 4, B e M, hermityen matrisler olmak tlizere
s(A®4)=, s((4+B)@(4-B))

dir.

Lemma 3.1.1.3 (Tao, 2006). A,B €M, matrisleri pozitif yar1 tanimli matrisler olmak
lzere,

)), I<j<n.

)@(B+‘A'EB%

s,(A+B)<s, ((A +|pial

dir.
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Tanmm 3.1.1.1 (Kontraksiyon (Daralma) matris - Zhang, 2011). Herhangi bir

CeM, matrisi i¢in s, (C)=s,(C)<1 sart1 saglaniyorsa C matrisine kontraksiyon
. . " I C 5
matris denir. Bu tanima denk olarak C' C <[ veya cg >0 sartlar1 saglaniyorsa

yine C matrisi kontraksiyon matristir.

M K
Lemma 3.1.1.4 (Horn ve Johnson, 1991, s. 208). A/, N >0 olmak iizere (K* N]

1 1
blok matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart K = M 2> W N2 olacak

sekilde bir W kontraksiyon matrisinin bulunmasidir. Buna ek olarak bu pozitif yari

taniml1 blok matrisi i¢in,

S(K) <10 S(M%)S(N%)
majorizasyon esitsizligi de vardir.

Lemma 3.1.1.5 (Bhatia ve Kittaneh, 2008). 4 ve B matrisleri pozitif yar1 taniml

matrisler ve |||| normu M iizerinde tanimli lniter invaryant matris normu olmak

lzere,
4@ B|<|(4+B)®0|
dir.
Lemma 3.1.1.6 (Bapat, 1987). X, ve X,, n-kare matrisler olmak iizere
X:[X]*] X”]ZO ise

X]Z X22
s(X,)=,

dir.
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Lemma 3.1.1.7 (Tiirkmen ve ark., 2012). x,y € R" vektorleri i¢in
x<y=e <, ¢e
dir.

Bu teorilere ek olarak asagidaki Golden-Thompson Esitsizligi, (Golden, 1965),
(Symanzik, 1965) ve (Thompson, 1965) calismalarinda bagimsiz bir sekilde

ispatlanmistur.

Lemma 3.1.1.8 (Golden-Thompson Ejsitsizligi). 4 ve B Hermityen matrisler olmak

lzere,

tr(eA+B ) < tr(eAeB )

ve bunu majorizasyon esitsizligi formunda yazacak olursak
/l(eA+B ) < l(eAeB)

dir.
M K . o "
Lemma 3.1.1.9 (Tao, 2006) (K* N] blok matrisi herhangi bir pozitif yar1 tanimh

matris olmak iizere M e M,, N e M,, r=min{m,n} i¢in

m?

1 ((M K |
SK)S T4 o ] 15757

esitsizligi vardir.

Lemma 3.1.1.10 (Zhang, 2011, s. 327 - Tiirkmen ve ark., 2012, s. 1306). x,y € R"

vektorleri i¢in
x < y (bilesen bilesen) = x <, »

dir.
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3.1.2. Matrislerin Direkt Toplamlar: icin Majorizasyon Esitsizlikleri

Bu alt bolimde, (3.1.1) alt bolimiinde yer alan lemmalar ve tanimlar
kullanilarak matrislerin direkt toplamlar1 ve Heinz ortalamasi i¢in majorizasyon tipi
matris esitsizlikleri elde edilmistir. Bu alt boliimde yer alan sonuglar tarafimizca

ispatlanmistir.

Teorem 3.1.2.1 A4,B>0 matrisler ve C matrisi kontraksiyon matris olmak {izere

j@[3+

Ispat. 4,B>0 olsun. Herhangi C kontraksiyon matris icin

j=12,..,n i¢in

1
A2B?

|

1 1 1 1 1 1
s(Bzc*A2 +A2CBZJ<W 2{{A+ B2 4>

dir.

1 1
A A2CB?
1 1
B2C" A2 B

oldugu (Zhang, 2001, s. 8) calismasindan bilindiginden bu matrise Teorem 2.8.2.6 deki
(2.4) esitsizligi uygulanirsa,

1 1 1 1
A* B> i[Bzc*Az * AZCBZ]
elde edilir. Burada Lemma 3.1.1.1 kullanilarak,
L S
s, [Bzc"A2 *A2032]£ s,((4*B)®(4*B))

singliler deger esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1.1.10 de verildigi gibi x <y (bilesen

bilesen)= x <y oldugu bilindiginden son esitsizlik
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1 1 1 1
s, [Bzc"A2 *AZCB2]<W s;((4*B)®(4*B))

olacaktir. Burada * 1n yerine + alinirsa ve bu esitsizlige sirasiyla Lemma 3.1.1.2 ve

Fan dominance prensibi yardimiyla Lemma 3.1.1.5 uygulanirsa, De M, hermityen
matrisi i¢in
1 1 L
S(B2C*A2+A2C32]<ws((,4+B)€r)(A+B))
<, s((4+B+D)®(4+B-D))

<, 2s((4+B)®0)
<,2s(4+B)

olur. Buna ek olarak Lemma 3.1.1.10 de verildigi gibi x < y (bilesen bilesen)= x <, »

)

ifadesi yardimiyla Lemma 3.1.1.3 uygulanirsa

11 11
B?A4? j@(B-i— A*B?

1 1 1 1
s (Bzc"A2 + AZCBZJ <, 2s {{A +
olur ki, istenen elde edilir.
Teorem 3.1.2.2 4> 0 matris ve B hermityen matris olmak iizere j=1,2,...,n i¢in
s;(BA+A4B)<s, ((A+BAB)®(A+BAB))
dir.

A B
]2 0 oldugu (Zhang,

Ispat. A4>0 olsun. Herhangi bir B matrisi icin R R
B A B AB

2001, s. 10) calismasindan bilindiginden Teorem 2.8.2.6 deki (2.4) esitsizligi bu matrise

uygulanirsa,

A+B'AB>+(B"A* AB)
elde edilir. Burada Lemma 3.1.1.1 kullanilarak,

s,(B' A% 4B)<s,((4+B'4B )®(4+B 4B )
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singiiler deger esitsizligi elde edilir ve * nin yerine + alinirsa ve B matrisi hermityen

matris oldugundan,

s;(BA+A4B)<s,((A+BAB )®(A+BAB))

olur.

Sonu¢ 3.1.2.1 Lemma 3.1.1.10 de verildigi gibi x <y (bilesen bilesen)=>x~< y

oldugu bilinmektedir ve bu 6zellik Teorem 3.1.2.2 de uygulanirsa

s(BA+ AB)<,, s((A+BAB)®(A+BAB))
majorizasyon esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.2.3 A, B >0 matrisler olmak tizere j=1,2,...,n i¢in eger 0<v <1 ise

25,(A®B)<s, (4" + 4@ (B +B))

dir.

14

. A 0
Ispat. M :{ 0

0
ve N =
BV} B"

1-v
} olmak iizere,
0

. 4 ol o 4] o 4
M'N = =
0 B'||B™ 0 B 0

0 4 A 0
olur. ve matrisleri  iiniter olarak denk oldugundan
B 0 0 B

0 4 A 0 .
s =5 =s5(A® B) dir. Buna ek olarak,
B 0 0 B
v v 2v
MM = A 014 0 _ A 0
0o B0 B] |0 B
. B A B A
NN = 0 0 _ 0
Bl—v 0 Al—v O O BZ—ZV

. . AZV 0 A2—2v 0 AZV +A2—2v 0
MM + NN = |t o | = ) s
0 B 0 B 0 B +B7
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matrisleri elde edilir ve 2s, (M ‘N ) <s, (MM "+ NN *) esitsizligi kullanilarak,

A 0 A2V+A2—2v 0
2s. <s,
J 0 B J 0 BZV +B2—2v

olur ve

25,(A®B)<s, (4" + 4 )@ (B + )

elde edilir ki, istenendir. Ayrica Lemma 3.1.1.10 de verildigi gibi x <y (bilesen
bilesen) = x < y oldugu bilinmektedir ve bu 6zellik Teorem 3.1.2.3 de uygulanirsa
25(A®B )<, s((4” + 47 )@ (B +B))

majorizasyon esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1.2.4 A ve B pozitif yar1 tanimli matrisler olmak tizere j=1,2,...,n i¢in
0<v<l1ise

S] (AVB]—V +B]_VAV)S S] ((AZV +BZ—2V)®(A2\/ +B2—2v ))

dir.

. . Av . B A2v AVB]—V ) )
Ispat. XX :{B‘ J[A B' ]:{B‘"VAV e }20 dir. Teorem 2.8.2.6 daki (2.4)

esitsizligi kullanilarak (4> + B> ) 2+(4"B"" + B 4" ) esitsizligi elde edilir. X ve
Y hermityen matrisleri £¥<X iken Y ®(-Y ) < X @ X oldugundan ve bu oOzellikte
Y=A4"B" +B"™ 4" ve X =4" +B** ahnirsa

(AVB]—V +B]—VAV)®(_(AVBl—V +Bl—VAV ))S (AZV +B2_2v)®(142v +BZ—2V)

olur. (3.6) esitligi ve Weyl’nin monotonluk prensibi birlestirilirse 1< j <n icin

s, (AvBl—v +Bl—vAv)£lj ((sz +B2—2v)®(A2v 4 Y ))

=5, (4 + B )@ (4™ +B))

elde edilir ki, istenendir.
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Sonug 3.1.2.2 Teorem 3.1.2.4 de eger v :% alinirsa,
L L
s, [AZB2 +B2A2]£ s,((4+B)®(4+B))
olacaktir ve buna ek olarak eger A4 nin yerine 4° alinirsa

5;(AB+BA) <5, (4 +B*)®(4 +B))

elde edilir ki, bu esitsizlik (Bhatia ve Kittaneh, 2008) caligmasinda Bhatia ve Kittaneh

tarafindan ispatlanmstur.

Sonu¢ 3.1.2.3 Lemma 3.1.1.10 de verildigi gibi x <y (bilesen bilesen)=>x~< y

oldugu bilinmektedir ve bu 6zellik Teorem 3.1.2.4 de uygulanirsa
S(AVB]—V +B]_VAV)'<W S((AZV +BZ—2V)®(A2\/ +B2—2v ))

majorizasyon esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.1.24 f (x ): x",r >1 fonksiyonu R, iizerinde artan ve konveks oldugundan

Teorem 2.6.2 kullanilarak
s r(AvBl—v +Bl—vAv)_<w s r((sz +BZ—2V)®(A2\/ LB ))

esitsizligi elde edilir. Ayrica Fan dominance prensibi sayesinde, son esitsizlik

iiniter invaryant matris normu esitsizligine denktir.

r

AVB]—V +B]—VAV

r SH(AZV +Bz—2v)®(A2v +Bz-2v)

Sonug 3.1.2.5 Bilindigi gibi

. Av Al—v Av Bl—v A2v + A2—2v AvBl—v + Al—va
XX = 1 1 - 1 1 2 2-2 20 ?
B B ||A4" B B7A"+B" A B +B7
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matrisi pozitif yar1 tanimhidir. Teorem 2.8.2.6 daki (2.4) esitsizligi kullanilarak
(4 + 477 )£(4B™ + 4B + B~ 4"+ B"A™ )+ B + B 20
elde edilir. Yani

(sz +A2—2v)+(B2v +Bz_2v)2i(AvBl_v + AB + B 4" +BVA1—V).

dir. P=A"B" +A4"B" ve P =B"A"+B'A"™ olmak iizere Lemma 3.1.1.1

kullanilarak
s,(P+P)<s, ((AZV + A 4B + B )@(AY + A4 + B + B ))

esitsizligi elde edilir. Ayrica Lemma 3.1.1.10 de wverildigi gibi x <y (bilesen
bilesen)= x <y oldugu bilinmektedir ve bu 6zellik Teorem 3.1.2.3 de uygulanirsa

1<j<n igcin
s(P+P*) <, s((AZV + AT + BY +B“V)69(A2V + A7 + B +B““))

elde edilir.

Teorem 3.1.2.5 A,B>0 matrisler olmak iizere 0<v<1 ve r pozitif tamsay: ise

j=12,...,n igin
2Sj (Av (sz 4+ B2 )r B]_V)S s, (sz L g2 )r+]

dir.

Ispat. Herhangi bir X matrisi icin X =UP Polar ayristmin1 kullanarak
AV

B]—v

(XX*)H] = X(X*X)r X oldugu asikardir. Burada X :{ 0} olmak iizere
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(o) =x(x'x) x
_" 4" 0 (sz +Bz—2v )’ ol 4 Bl—v
B 0 0 olLo o

[ S (sz L B )’ S S (sz L B )’ B

B (sz L g )’ 4 B“™ (sz L g )’ B

r+l

dir. (XX*)

birbirine esittir ve ayrica Lemma 3.1.1.9 kullanilarak ve 1< j <n icin

ile ( X X)’ matrisleri liniter olarak denk olduklarindan singiiler degerleri
2Sj (A" (A2v + B2 )’ B ) < Sj (XX* )r+] _ Sj (X*X)V _ Sj (sz L B2 )r+]

elde edilir ki istenendir.
1. -
Sonug 3.1.2.6 Teorem 3.1.2.5 de eger v =3 ise 1< j<n igcin

r+l

25, (4" (4+B) B"”)<s,(4+B)

esitsizligi elde edilir ki, bu esitsizlik Bhatia ve Kittaneh tarafindan (Bhatia ve Kittaneh
2008) calismasinda ispatlanmaistir.

Teorem 3.1.2.6 A, B>0 matrisler olmak ilizere 0 <v <1 ise
v pl-v 1-v pv 2v 2-2v 2 2v 2-2v 172
s(4'B™ + 4B )<wlogs((A + A7) )S((B +B7) )

dir.
AV

1-v

1-v
Ispat. X :{ 2 } olmak iizere

. A2v+A2—2v AVB]—V+A]—VBV >0
Bl—vAv +BVA]—V BZV +B2—2v -7

matrisi pozitif yart tanimhdir. Bu matrise Lemma 3.1.1.4 uygulanirsa W matrisi

kontraksiyon matris olmak {izere

1/2

A'B" 4+ AR :(sz 4 A4 )”2 W(BZV +Bz—2v)
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elde edilir ve buradan yine Lemma 1.3.4 den,

1/

S(AVB]_V+A]_VBV)-<w10g S((A2V+A2—2v) 2)S((Bzv+Bz—2v)”2)

majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.

Sonugc 3.1.2.7 Zayif logaritmik majorizasyon zayif majorizasyonu gerektirdiginden
v pl-v 1-v pv 2v 2-2v 12 2v 2-2v 172
s(4'B™ +47B )<ws((A +477) )s((B +B7) )

esitsizligi elde edilir. Ayrica Fan dominance prensibi sayesinde, son esitsizlik

AvBl—v +Al—va

iiniter invaryant matris normu esitsizligine denktir.

< H(Az\/ 44> )1/2H H(Bzv L g )1/2

Teorem 3.1.2.7 A ve B matrisleri n-kare matrisler olmak tizere eger 0 <v <1 ise
s(4'B™+47B")<, %{A(sz + A7)+ A(BY+ B ),

ve ayrica

s(4+B)=<, %{A(AZV +B )4 A (47 + B )

esitsizlikleri vardir.

. Av 1-v
Ispat. X :{ b g } olmak tizere

. Av Al—v Av Bl—v A2v +A2—2v AvBl—v +Al—va
)O( = 1 1 = 1 1 2 2-2 20

B B ||A4" B B7A"+B" A B +B7

dir ve Lemma 3.1.1.6 ile,

v pl-v I-v pv 1 2v 2-2v 2v 2-2v
s(4'B~ +4™B )<w5{A(A + A7)+ (B +B )} (3.7)

olur ve ayni sekilde,
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. Av Bl—v Av Al—v A2v +BZ—2v A +B
X X = 1 1 = 2-2 2
A" B ||B" B A+B A" +B”

dir ve Lemma 3.1.1.6 ile,
s(4+B)=, %{A(AZV +B )4 A(47 B )| (3.8)
elde edilir.

Sonuc 3.1.2.8 Teorem 3.1.2.7 deki (3.7) esitsizliginde v =1 alinirsa

s(A+B)<W%{A(A2)+;L(Bz)}
- ()2 (8)}

elde edilir ve buna ek olarak (3.7) esitsizliginde v :% ise,

2{/1;3;] <, {2(4)+1(B)}

dir. Teorem 3.1.2.7 deki (3.8) esitsizliginde v :% ise,

s(A+B)=<,A(A+B)

dir. Teorem 3.1.2.7 deki (3.8) esitsizliginde v =1 ise,
s(A+B)=<, A(A4)+A(B)

esitsizlikleri elde edilir ki bunlar var olan esitsizliklerdir.

Teorem 3.1.2.8 A ve B pozitif tanimli matrisler olmak {izere her v [0,1] icin

w

‘l (eA"+B‘-" )‘ < es(vA+(l—v)B)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Golden-Thompson esitsizliginde A= A" ve B=B"" almrsa bu esitsizlik
l(eAv+Blf")<l(eA"BH) seklini alir. A(e”'):ew) ve f(x)=|x| fonksiyonu konveks

oldugundan, bu esitsizlige sirasiyla Teorem 2.8.1.1, (3.2) esitsizligi, Lemma 3.1.1.7 ve

Lemma 3.1.1.8 uygulanirsa,
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‘A(A"+B"")‘ ‘A(A"B"")‘

e <, €

es(A"B“")

w

< es(vA+(1—v)B)

w

elde edilir. Buradan,

w

‘l (eA\’+B'-\’ )‘ = es(vA+(l—v)B)

olur ki, istenendir.

Teorem 3.1.2.9 A ve B pozitif tanimli matrisler olmak iizere her v € [0,1] icin

2B B L M UH1B)s((1-0)408)

w

e
esitsizligi saglanir.

Ispat. Golden-Thompson esitsizliginde 4= 4'B'™ and B = A" B* alinirsa bu esitsizlik
A (e(AVB o B)j <A (e(AFB_FA _VBV)) seklini alir. l(e/') =" ve f(x) = |x| fonksiyonu

konveks oldugundan, bu esitsizlige sirasiyla Teorem 2.8.1.1, Teorem 2.8.1.6 ve Lemma

3.1.1.7 uygulanirsa,

‘A(A"B"" +A""B")‘ ‘A(A"B""A""B" )‘
e

w

e

es(A"B“"A“"B")

) es(vA+(l—v)B).s((l—v)A+vB)

w

elde edilir. Buradan,

2B B L M UH1)B)s(1-0)408)

w

e

olur ki, istenendir.



62

3.2. Bazn Majorizasyon Esitsizlikleri ve S-konveks, Log s-konveks, H-konveks, Log

h-konveks ve Geometrik konveks Fonksiyonlar yardimyla Genellemeler

Bu alt bolimde, s-konveks, log s-konveks, A-konveks, log A-konveks ve
geometrik konveks fonksiyonlar yardimiyla bazi majorizasyon esitsizlikleri verilmistir.

Ayrica bu konveks fonksiyonlar i¢in bazi genellemeler kurulmustur.

Bu alt boliimde yer alan sonuglarimizi vermeden 6nce ilk olarak, s-konveks, log
s-konveks, h-konveks, log h-konveks ve geometrik konveks fonksiyon kavramlarini

aciklayalim.

Tamm 3.2.1 (Hua ve ark., 2014, s-konveks). Bazi s€(0,1], Vx,yel ve ve[0,1]

igin
f(vx+(1—v)y)Svsf(x)+(1—v)s 7(»)

esitsizligi saglanyorsa f:/ <R, =[0,0) >R, fonksiyonuna s-konveks fonksiyon

denir.

Tamim 3.2.2 (Zhan, 2002, Log s-konveks). Baz1 s € (0,1] , Vx,yel veve [0,1] icin

f((l—V)x+vy) < [f(x)](l—vf [f(y):'v

esitsizligi saglaniyorsa f:1 < R, =[0,00) - R, fonksiyonuna log s-konveks fonksiyon

denir.

Tanim 3.2.3 (Zhan, 2002, h-konveks). /#:J < R — R fonksiyonu negatif olmayan bir

fonksiyon olmak tlizere Vx,yel ve v e (0,1) icin

f(vx+(1—v)y)£h(v)f(x)+h(1—v)f(y)

esitsizligi gegerli ise negatif olmayan f:/ gR—)(O,oo) fonksiyonuna #A-konveks

fonksiyon denir.
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Tanmim 3.2.4 (Zhan, 2002, Log h-konveks). 4:J R —>R fonksiyonu negatif

olmayan bir fonksiyon olmak iizere Vx,y el ve v e (0,1) icin

f (=) ) <L @] L]

esitsizligi gecerli ise negatif olmayan f:/ c R —)(0,00) fonksiyonuna log /4-konveks

fonksiyon denir.

Tamim 3.2.5 ( Zhang ve ark., 2013, Siiper-carpilabilirlik). / fonksiyonu J <R

araliginda tanimli bir fonksiyon olmak tizere Vx,y e J igin

h(xy)zh(x)h(y) (3.9)

esitsizligi gecerli ise bu fonksiyona J araliginda siiper-¢arpilabilir denir Eger (3.9)
esitsizliginin tersi saglaniyorsa /# fonksiyonuna J araliginda alt-carpilabilir fonksiyon

denir.

Tamim 3.2.6 (Zhang ve ark., 2013, geometrik konveks). /:/ c R, — R, fonksiyonu
Vx,yel ve ve[0,1] igin

) <r@T r»]”

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir.

Tamm 3.2.7 (Zhang ve ark., 2013, h-geometrik konveks). /:[0,1]] >R, ve 7 =0
olsun. f:IcR, >R, fonksiyonu x,y el ve ve[0,1] igin

ey )<L 1 LrmI™

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna h-geometrik konveks fonksiyon denir.
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Bu 06zel konveks fonksiyonlar yardimiyla elde ettigimiz majorizasyon
esizliklerini vermeden Once sonuglarimizda etkili olarak kullandigimiz lemmalar:

verelim.

3.2.1. Lemmalar
Bu alt boliimde, sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz bazi yardimci

lemmalar1 verecegiz.

Lemma 3.2.1.1 (Aujla ve Bourin, 2007). 4 ve B pozitif matrisler olmak {izere

A (log A+log B) <! (log(A”zBA”2 ))

dir.
Lemma 3.2.1.2 (Zhang ve ark., 2013). /:[0,1] > R, fonksiyonu, f log A-konveks

fonksiyon ve Vx, €/,i=1,2,...,n igin A >0 iken le. =1 olmak lizere

i=1

e ya h, [0,1] arahg: iizerinde alt-garpilabilir ve f:7—(0,1] seklinde tamml
fonksiyon,

e yada h, [0,1] aralig: iizerinde siiper-arpilabilir ve f:/—>[l,00) seklinde
tanimli fonksiyon,

1se

esitsizligi vardir.
Lemma 3.2.1.3 (Fan, 1949). 4 ve B nxn hermityen matrisler olmak iizere
A(A+B)=< 2(A)+A(B)

dir ki bu esitsizlik Ky Fan’in bilinen 6zdeger esitsizligidir.
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3.2.2. Ozel konveks fonksiyonlar yardimiyla Majorizasyon Esitsizlikleri

Bu alt bolimde, (3.2.1) alt bolimiinde yer alan lemmalar ve (3.2) alt
boliimiindeki tanimlar kullanilarak s-konveks, log s-konveks, s#-konveks, log #-konveks
ve geometrik konveks fonksiyonlar yardimiyla bazi majorizasyon esitsizlikleri elde
edilmistir. Ayrica bu konveks fonksiyonlar i¢cin bazi genellemeler verilmistir. Konveks
ve log konveks fonksiyonlarin pozitif tanimli ve hermityen matrisler i¢cin gecerli
olduklarmi okuyucu (Aujla ve Silva, 2003) caligmasinda gorebilir. Bu alt boliimde yer

alan sonuclar orijinal olup tarafimizdan ispatlanmistir.

Teorem 3.2.2.1 4 ve B pozitif taniml matrisler ve f:/cR —>(0,oo) fonksiyonu

negatif olmayan log s-konveks fonksiyon olmak iizere Vv €[0,1] i¢in
P (A1) 8)) = 2 () 5 (8)
majorizasyon esitsizligi vardir.

Ispat. log f (t) fonksiyonu, / araligi lizerinde s-konveks oldugundan, Tanim 3.2.1 ve

Lemma 3.2.1.1 kullanilirsa,

2" (log f (vA+(1-v) B)) < 2* (v log £ (4) +(1-v) log £ (B))
ﬁ(log £(A4) +log f(B)“-“")

<2 (toe (4 1 (8)" ()" |

olur. M( 74" r(B)™ f(A)VS/z):ﬂf( 7(4)” f(B)(l_v)S) ve log fonksiyonu

artan fonksiyon oldugundan

k k s s
Yloghy (f(va+(1-v)B))< Y log A} (f(A)“ ()" ) 1<k<n
J=

elde edilir ki, bu esitsizlik
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olmasini gerektirir ve bu da logaritmik majorizasyonun tanimi oldugundan bdylece
A f(vA+(1=v)B)) =y, A (f( A) r(B)™),  o<v<i
majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 3.2.2.2 A4 ve B pozitif tanimli matrisler ve 4:J < R — R negatif olmayan

fonksiyon olsun. f:/cR—>(0,00) fonksiyonu negatif olmayan log h-konveks

fonksiyon olmak tizere tiim v [0,1] icin
2 (f(vAa+(1-v)B)) =<y, A ( 14y f(B)h(l_V))
majorizasyon esitsizligi vardir.

Ispat. log f (t) fonksiyonu, / aralig tizerinde /#-konveks oldugundan, Tanim 3.2.3 ve

Lemma 3.2.1.1 kullanilirsa

2t (log £ (vA+(1-v)B))< A" (h(v)log f (4)+h(1-v)log £ (B))
_M(logf( ) +1og £ (B)" ))
<1t (10g|:f(A)h(v)/2f(B)h(l—v)f(A)h(v)/ziD

otur. 2°(f(4)"” £ (B)"™ £ (4)""*)=2* (£ ()" £ (B)"™) ve log fonksiyonu

artan fonksiyon oldugundan

ilogﬂj( (vA+1 v )) Zlog/li( f(B)h(l_v)), 1<k<n

elde edilir ki, bu esitsizlik

=

:l»

[14 (f(va+(1-v)B))<

Jj=1 Jj=1

( (B)h(l‘”)), 1<k<n

olmasini gerektirir ki, bu da logaritmik majorizasyonun tanimi oldugundan bdylece

2 (F(vA+(1=v) B)) <, A7 (£ ()™ £ (B)), 0<v<i



majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.

Sonug 3.2.2.1 Teorem 3.2.2.2 de eger f(t)=¢' ve h(v)=v ise

/‘H (evA+(1—v) )_< li( Av B(l—v)), 0<v<l]

log

ve logaritmik majorizasyon zayif logaritmik majorizasyonu gerektirdiginden

2 (evA+(1—v)B ) < e 2 (eAveB(l—V)), 0<v<l

olur. x,yeR" i¢in x< . y=x<,, y oldugundan

wlog

A (eVA+(1_V)B) <, A" (eA“eB“_V)), 0<v<I.
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(3.10)

elde edilir. Agiktir ki, Golden-Thompson esitsizliginde A=vA4 ve B= (1 —v)B olmasi

durumu (3.10) majorizasyon esitsizligini gerektirir.

Teorem 3.2.2.3 4, i=1,2,...,m ler pozitif tanimli matrisler ve /:[0,1] - R, seklinde

tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. f log A-konveks fonksiyon ve A >0 iken

le. =1 olmak iizere

i=1

e ya h [0,1] aralig:i iizerinde alt-garpilabilir ve f:7—(0,1] seklinde tamml

fonksiyon,

e yada h [0,1] arahg iizerinde siiper-carpilabilir ve f:7—[l,0) seklinde

tanimli fonksiyon,

1se

m m—1
A [f[]_[ D<log Ai[ f(4 1+1)h(v"”)j, 0<v<l
i=1 i=I

majorizasyon esitsizligi vardir.



Ispat. log f (t) fonksiyonu, / araligi iizerinde geometrik konveks oldugundan, Tanim

3.2.6, Tanim 3.2.7, Lemma 3.2.1.2 ve Lemma 3.2.1.1 kullanilarak

ﬂ(logf <ﬁ(10g]‘[[f ])]

<A (2h(’1i)log [f(Ai)]j

i=1

ve Lemma 3.2.1.3 uygulanirsa

e ()] toa ()] - vt0e (4, )]
<ﬂ,i(log[f(fl])]h;Ll +log[f(Az)]h/12 )+...+ﬂ,¢(log[f(,4

olacaktir ve buna ek olarak Lemma 3.2.1.1 kullanilirsa

2t (log[f(Al)]W') +log[ £ (4, )]”“2))+...+ 2t (1og[f(,4

4,) ) +...+log [f(A
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I st 1

1)

1)

<2t (log[f(Al )h(m/z 14, )h(zz)f(A1 )h(/ll)/zj|)+m+/l¢ (log[f(Am,l )h(/l,,,,l)/zf(An )h(/lm)f(Am—l )h(/lm,l)/zj|)

elde edilir. i =1,2,...,n—1 i¢in

ﬂﬂ (f(Ai)h(vi)/Z f(Ai+] )h(vﬁl)f(Ai)h(vi)):/li (f(Al)h(v,)f( '

artan fonksiyon oldugundan 1<k <n i¢in

ilogi_j [f[ﬁAf"BS Zk: og/”t¢ [mZif
Jj=1 i=1 j=1 i=l
elde edilir ki, bu esitsizlik

k i m k l« m-1
(1% /(T <114 (S )

=1 i=1 Jj=1 i=1

olmasini gerektirir ki boylece

1+l )h(VM)ja ISkSI’l

)h(v'*')) ve log fonksiyonu
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ﬂ,¢ [f[ﬁAl&jj-<log A’i [Z_if(Ai)h(Vi)f(Am)h(VM)j, 0<v<l

majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.
3.3. Majorizasyon Esitsizlikleri yardimiyla Baz1 Genellemeler

Bu alt boliimde Xu ve He (2013) calismasiin bir sonucu olan (3.4) esitsizliginin
bir genellemesi ispatlanmig ve bunun i¢in bazi sonuglar elde edilmistir. Sonug olarak bu
alt bolimde majorizasyon esitsizlikleri yardimiyla bazi genislemeler ve genellemeler

verilmistir. Bu alt boliimde yer alan sonuclar orijinal olup tarafimizdan ispatlanmistir.
Teorem 3.3.1.1 4 ve B pozitif yar1 tanimli matrisler ve & pozitif tamsay1 olmak iizere
m=12,---,n—1 i¢in
2
m . m (A+(k-1)B
2k p2(k-1Yk
[l e (2602

J=1 J=1

dir.
Ispat. ve[O,l] icin A"XB"™ matrisini ele alalim. Herhangi 4 ve B matrisleri i¢in

2(AB)=A(BA) oldugundan sirastyla A'XB"" matrisine Teorem 2.8.1.1 ve Teorem

2.8.1.6 uygulanirsa

m

[T

Jj=1

(A XB" V

H‘ﬂ‘ vBlv

<[[s,(x4'B") (3.11)

olur. X = A"B"™ olmak iizere (3.11) esitsizligine (3.2) esitsizligi uygulanirsa

m

I1

Jj=1

//Lj (szBz(l—v))

< ﬁsj [VA +( —v)B]2
- (3.12)
=T14 [v4+@-vB]

elde edilir. Herhangi bir & pozitif tamsayisi i¢in (3.12) esitsizligi
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2
(Az/sz(k—l)/k) Slﬂ[ﬂ,j(A-i_(];_l)B]

J=1 Jj=1
esitsizligini gerektirir.
Sonu¢ 3.3.1.1 Teorem 3.3.1.1 de bulunan esitsizlik zayif logaritmik majorizasyonun

tanim1 oldugundan ayn1 zamanda

2
A -1)B
-<wlog A(L)]

‘l (AZ/kBZ(k—l)/k )

k

majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 3.3.1.2 4 ve B pozitif yar1 tanimhi matrisler ve m pozitif tamsay1 olmak

iizere ve[0,1] ve 1<k <o iken m=1,2,---,n—1 i¢in

A'B" ”+A‘ 'B"
k

esitsizligi vardir.

m

2

Jj=1

m A B 2k+1
2 ( 2]/k j

Ispat. Ik olarak, herhangi 4 ve B matrisleri i¢in A(4B)=A(BA) oldugundan

Teorem 1.3.3.2 uygulanirsa

; [A"XB"]‘ - ljﬂ]ﬂ% [XB"A"]‘

Jj=1

<[Ts,(x)s, (8 4°) (3.13)

m Ak+Bk 2
SHSJ(X)SJ[ 5 ]
=

olur. Zayif logaritmik majorizasyon zayif majorizasyonu gerektirdiginden

m

|2, (4x84) < zm:sj(X)sj(Ak;Bk] (3.14)

J=1 J=1

elde edilir ve Teorem 1.3.5.1 kullanilarak



A +BY 1
S (242 ] <355 ()

j=1 j=1
olacaktir. (3.14) ve (3.15) esitsizlikleri birlestirilirse

m

2.5 (X)SJ(A+B)2k

J=1

A, (4" xB) <

i
J=1

A|—

olur. (3.16) esitsizliginde X = 4"B™ + A™B", 0<v <1 almirsa

m

2

=

lm

/Ij|:Ak(AvB]—v+Al—va)Bk:|

A

=

olur. (3.13), (3.16) ve (3.17) esitsizliginden

<

i
J=1

/Ij|:Ak(AvBl—v+Al—va)Bk:|

is}. (A +B)2k+]
=

N

ve (3.18) esitsizliginin her iki tarafi 2" ile boliinecek olursa

AvBl—v + A]—VBV m A n B 2k+1
k k
/l] |:A ( 2]/k ]B :| < ZS]( 2]/k ]

elde edilir ki, istenendir.

>

Jj=1

<—>'s,(4'B"+47B")s (4+B)"
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Sonu¢ 3.3.1.2 Teorem 3.3.1.2 de bulunan esitsizlik zayif majorizasyonun tanimi

oldugundan ayni zamanda
AVB]—V+A]—VBV A+B 2k+1
k k
//L|:A ( 2]/k ]B :|-<WS( 2]/k ]

majorizasyon esitsizligi elde edilmis olur.

Uyan 3.3.1.1 Farkli £ ve v degerleri i¢in kolaylikla agaidaki gibi baz1 sonuglar elde

edilebilir:
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Sonug 3.3.1.2 Teorem 3.3.1.2 de v :% alirsa

2k+1  2k+1
AJ(A 2 B? ]

esitsizligi elde edilir ve k=1 ise j=1,2,---,m igin

>

Jj=l1

< lisj (4+B)""
85

L A+BY
/ /
3, (48| < ( ' ]

Jj=1 Jj=l1

o 1 .. .
elde edilir. v= 5 icin elde edilen bu durum (Xu ve He, 2013) calismasinda daha 6nce

bulunmustur.

Sonug 3.3.1.3 Teorem 3.3.1.2 de eger m =1 alinirsa 0<v <1 ve k=1,2,...,n i¢in

k v pl-v 1-v pv
ZA{A(AB +4 B]B}
— 2

Jj=1

szk:sj(A;B] (3.19)

elde edilir. x,yeR" i¢in x<,,, ¥y= x=<, y oldugunu biliyoruz. A¢iktir ki bu 6zellik

wlog

(3.4) esitsizligine uygulaninca elde edilen esitsizlik (3.19) ile aynidir.

Sonug¢ 3.3.1.4 Teorem 3.3.1.2 de eger k=2 ve v :% alinirsa

1 & (A+BY
A (A*B*) < — S(—j 3.20
= J( ) \/Ej:] j 21/2 ( )

olur. 57 (X)=4 (X'X) oldugundan (3.20) esitsizligi

ZS,(ASMBSM)SLiS'(ﬂ]S/Z (3.21)
J \/5 = J 21/2

m
Jj=1

ile denktir ve ayn1 zamanda (3.21) esitsizligi



" 2/5 1 & A+B
zsj (‘A5/4B5/4‘ )Sﬁzsj (2]7]

J=1 J=1

ile denktir. Fan dominance prensibi kullanilirsa

H ‘A5/4BS/4

‘2/5

<Lja+ g
2

iiniter invaryant matris normu i¢in yeni bir esitsizlik elde edilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1. Sonuclar

Calismamizim tigiincii boliimiinde tez siiresince elde edilen yeni esitsizlikler ve
sonuglar verilmistir. “Majorizasyon i¢in Temel Sonuglar” bolimiinin 3.1 alt
boliimiinde, ilk olarak matrislerin direkt toplamlar1 ile Heinz ortalamasi, singiiler deger,
liniter invaryant matris normu ve Ozdegerler esitsizlikleri verilmis ve daha sonra 2x2
tipindeki pozitif yar1 tanimli blok matrisler kullanilarak yeni majorizasyon tipi singiiler
deger esitsizlikleri tarafimizca ispatlanmistir. Boylece literatiirdeki bazi esitsizlikler icin
yeni sinirlar elde edilmistir. 3.2 alt boliimiinde ise s-konveks, log s-konveks, h-konveks,
log h-konveks ve geometrik konveks fonksiyonlar gibi 6zel konveks fonksiyonlar
yardimiyla yeni majorizasyon esitsizlikleri ispatlanmistir. Ayrica bu konveks
fonksiyonlar i¢cin bazi genellemeler kurulmustur. 3.3 alt boliimiinde i1se Xu ve He (2013)
calismasinin bir sonucu olan (3.4) esitsizliginin bir genellemesi ispatlanmis ve bunun
icin bazi sonuclar elde edilmistir. Boylece majorizasyon esitsizlikleri yardimiyla bazi

genislemeler ve genellemeler verilmistir.

4.2. Oneriler

Bu calismada genel matrislerin ve 2x 2 tipinde blok matrislerin toplamlarinin ve
carpimlarinin singiiler deger ve 6zdeger vektorleri majorizasyon teorisi yardimiyla
karsilastirilmis ve bunlar araciligiyla yeni matris esitsizlikleri elde edilmistir. Elde
edilen matris esitsizliklerinden de Fan dominance prensibi yardimiyla {initer invaryant

matris normlar1 i¢in yeni esitsizlikler elde edilebilir.

Majorizasyon esitsizlikleri, optimizasyon, sinyal isleme, kablosuz iletigim,
kombinatorik, olasilik, matris teori, graf teori, niimerik analiz ve quantum bilgi teorisi
gibi farkl alanlarda basarili bir sekilde kullanildigindan 6nemli bir yer teskil eder. Bu
nedenle majorizasyon bir¢ok matematik¢inin dikkatini ¢gekmistir ve bundan sonra 2x 2
tipinde bagka tiirde tanimlanmis blok matrisler incelenebilir ve bunlar yardimiyla yeni
Ozdeger, singiiler deger ve matris normalar1 i¢in matris ve majorizasyon esitsizlikleri
elde edilebilir. n-kare matrisler icin bilinen esitsizlikler blok matrisler i¢in de
uygulanarak esitsizliklerin genel hali elde edilebilir. Ayrica 6zel matrisler igin

majorizasyon teorisi yardimiyla disiplinler aras1 yeni ¢alismalar yapilabilir.
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