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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tezde gerekli olan bazi kavramlar, tanimlar, teoremler ve kaynak
ozetleri verilmigtir.

Uciincii boliimde, Oklid uzayinda Frenet catisma gore egrilerin uzaklik fonksi-yonlar,
singiilerlik dereceleri ve fonksiyonlarin katlanmalari tanimlanmigtir. Ayrica egri ve
kiiresel Darboux gostergesi kullanilarak elde edilen rektifiyan acilabilir ile rektifiyan
Gauss yiizeyleri verilmigtir. Bu yiizey ve egrilerin singiilerlik derecesi bakimindan
yerel olarak denk oldugu egri ve yiizeyler elde edilmigtir.

Dordiincii boliimde, 1. tip ve 2. tip Bishop catilarina gore egrilerin yiikseklik fonksiy-
onlar1 singiilerlik dereceleri ve fonksiyonlarin katlanmalar1 tanimlanmigtir. Dahasi
egrilerin bu catilara gore kiiresel Darboux gostergeleri ve egri yardimiyla elde edilen
dual, rektifiyan acilabilir ve Gauss yiizeyleri bulunmustur. Bu yiizey ve egrilerin
singiilerlik dereceleri bakimindan yerel olarak denk oldugu egri ve yiizeyler goster-
ilmigtir. Ayrica elde ettigimiz teorik bilgiler ¢rnekler ile desteklenmistir. Bishop
catilarina gore egrilerin kiiresel Darboux gostergeleri ve egri yardimiyla elde edilen
yiizeyler sekilleri ile birlikte verilmigtir.

Tezin besinci ve son boliimii tartisma ve sonug kismina ayrilmigtir.
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions, theorems and abstracts of
source which are needed in the thesis.

In the third chapter, height function of curves, degree of singularities and unfolding
of functions are defined according to Frenet frame in Euclidean space. Also, by using
curve and its spherical Darboux image, Rectifying developable and rectif-ying Gauss
surfaces are given curves and surfaces are obtained which these curves and surfaces
with regard to singularities degrees are equal.

In the fourth chapter, height function of curves, degree of singularities and unfolding
of functions are defined according to Bishop and type-2 Bishop frames. Moreover,
by using curve and its spherical Darboux image dual, rectifying deve-lopable and
rectifying Gauss surfaces are founded. Curves and surfaces are showed which these
curves and surfaces with regard to singularities degrees are equal these. Also the-
oretical informations supposed by examples of curves. According to Bishop frames
spherical Darboux image of curves and surfaces obtained by curves are given with
their figures.

In the fifth and last chapter is devoted to section of discussion and conclusion.
July 2014, 108 pages
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1. GIRIS

Uzay egrilerinin diferensiyel geometrisi {izerine pek ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Egrilerin
singiileriteleri ile ilgili ¢aligmalar da ¢ok eskiye dayanmaktadir. Bu teori ile ilgili
temel kavramlar, J. W. Bruce ve P. J. Giblin’in “Curves and Singularities” isimli

kitabinda ve Uribe Vargas'in doktora tezinde genisg olarak yer almaktadir.

J. W. Bruce ve P. J. Giblin egrilerin singiileritelerini elde etmekte yararl olabilecek
yiikseklik ve uzaklik fonksiyonlarini tanimlamistir. Bu fonksiyon aileleri yardimiyla
egriler tarafindan olusturulan ciimlelerin noktasal olarak daha kolay karakterize
edilebilen ciimlelere denk geldigini belirlemekte kullanilan 6nemli sonug ve teoremler

vermislerdir.

Lorentz uzayinda egrilerin dayanak fonksiyonlari, karesel uzaklik fonksiyonlar1 ve
singiileriteleri Tevfik Sahin’ in yiiksek lisans calismasinda ele alinmistir. Bu calig-
mada kompleks Frenet catisi tanmimlanmig ve bu cati yardimiyla egrilerin singii-

leriteleri ile ilgili karakterizasyonlar verilmistir.

Izumiya ve arkadaglar1 “The Rectifying Developable and the Spherical Darboux I-
mage of a Space Curve” adli makalesinde egrilerin kiiresel Darboux gostergesini ve
egriler yardimiyla tanimlanan rektifiyan agilabilir yiizey ile rektifiyan Gauss ytiizey-
lerini elde etmistir. Ayrica bu egri ve yiizeylerin singiilerite dereceleri yardimiyla

lokal olarak denk oldugu egri ve yiizey ailelerini elde etmislerdir.

H. Liu ve D. Pei makalelerinde de Oklid uzaymnda 1. tip ve 2. tip Bishop catilarina
gore egrilerin kiiresel darboux gostergesi, Bishop rektifiyan acilabilir yiizeyi, Bishop
Gauss yiizeyi ve Bishop dual yiizeyi tanimlanmigtir. Dahasi bu egri ve yiizey
ailelerinin singiilerite dereceleri ile katlanmalari esas alinarak lokal olarak denk oldugu

egri ve ylizeyler ¢rneklerle ifade edilmigtir.

Bu calismada yukarida bahsedilen calismalardan yararlanarak Oklid uzayida Frenet



catisina, 1. tip ve 2. tip Bishop catilarina gore egrilerin singiilerlik derecelerine
baglh olarak elde edilen Darboux vektorii ve egri tarafindan olusturulan Darboux
gostergesi, Bishop rektifiyan acilabilir yiizeyi, Bishop Gauss yiizeyi ve Bishop dual
yiizeyinin noktasal olarak kargilik geldigi egri ve yiizeylerin neler olacagi gosterildi.
Ayrica verilen egriler yardimiyla kiiresel Darboux gostergesi ve yukarida bahsedilen
yiizeylerin sekilleri ¢izilmig, singiilerlik derecelerine gore karsilik geldigi ciimleleri

acikca ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE KAYNAK OZETLERI

Tanim 2.1 (Topoloji) X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koneksiyonu
7 olsun. 7 koneksiyonu

i) X ,0er,

i) VA, Aher=ANA e,

iii) A;er,iel, A €T

onermelerini dogrlilesirsa 7 ctimlesine, X {izerinde bir topolojidir denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2 (Topolojik uzay) Bir X ciimlesi ve iizerindeki 7 topolojisinden olugan

(X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3 (Homeomorfizm) X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Siirekli

fiX oY

fonksiyonunun f~! inversi mevcut ve siirekli ise f doniistimiine X den Y ye bir

homeomorfizm veya topolojik doniigiim denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.4 (Reel i¢ carpim uzayi) R reel sayilar cismi iizerinde V' bir vektor

uzay1 olmak {iizere, Vv, w € V igin V' vektor uzayida
(,):VxV =R

(v,w) = (,) (v,w) = (v,w) € R
i¢ carpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V' vektor uzayina i¢ carpim uzayi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.5 ((")klid uzay1) n boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V' olmak iizere, V ile

birlestirilmis bir A afin uzaymma Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu



2000).
Tanim 2.6 (Standart i¢ carpim) E" n boyutlu Oklid uzayinda

Vo = (21,%2, ooy T0) sy = (Y1, Y25 -, Yn) € E™ igin

=1

seklinde tanimlanan simetrik, bi-lineer ve pozitif tanimhi <, > fonksiyonuna stan-

dart i¢ carpim veya Oklid i¢ ¢arpimi denir (Hacisalihoglu 2000).
Tanim 2.7 (Norm) E" n boyutlu Oklid uzaymda

Vo = (x1, 22, ...,x,) € E™ igin

2]l = v/ (2, 2)

seklinde tammlanan fonksiyona x vektoriiniin normu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.8 (Vektorel garpim) E? 3 boyutlu Oklid uzaymda
Vo = (21, 72,73), ¥y = (Y1, ¥, 93) € E3 icin Oklid vektorel carpimi

T Xy = (Tays — Yoz, T3Y1 — Y3T1, T1Y2 — Y1T2)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.9 (C* simifi) E" Oklid uzanda agik alt ciimle U olmak iizere f : U — R
fonksiyonunun k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri mevcut ve siirekli iseler f fonksi-
yonuna C* smifindan (k. siiftan) diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak

f sadece siirekli ise C° sinifindandir denir (Hacisalihoglu 2000).

C*U,R)={f| f:U — R, f fonksiyonu C* simfindan ve k sonlu}



C®(U,R)={f| feC*UR), keN}

Tanim 2.10 (Egri) I, R nin bir agk araligi olmak iizere o : I C R — E"*!
biciminde C* smifindan bir o doniisiimiine, E"™! uzay1 icinde bir egri denir

(Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.11 (Diferensiyellenebilir egri) M bir C'*° manifold ve I C R bir agik
aralik olmak {izere

a:ICR—MCE"!

doniigtimii diferensiyellenebilir ise o doniistimiine M {iizerinde diferensiyellenebilir

egri denir (Do Carmo 1976).

Tanim 2.12 (Regiiler egri) I, R reel vektor uzayinin bir agik araligl olmak iizere

R"™ reel vektor uzay: tizerinde bir egri v : [ C R — R"™ doniigiimii ile verilsin. Burada

Y(s) = (71(8),72(8), .-, ¥n(s)) olmak tizere eger ¥i(s) = Y5(s) = ... = 7,(s) =0
olacak sekilde s € I degeri mevcut degilse (s) egrisine regiiler egri denir (Bruce

ve Giblin 1992).

Tanim 2.13 7, R reel vektor uzaymin bir acik araligi olmak tizere R™ reel vektor

uzay1 iizerinde bir egri v : I C R — R" doniiglimii ile verilsin.

V(s = (11(),75(8), - Y (s))

seklinde verilen ifade v egrisinin s noktasindaki hiz vektorii olarak adlandirilir

(Bruce ve Giblin 1992).

Tanim 2.14 I, R reel vektor uzayimmin bir agik araligi olmak iizere

v: ICR—R"



seklinde taniml v egrisi verilsin. Hv’(s) H uzunluguna v egrisinin s noktasidaki
hiz1 denir. Eger Vs € [ icin H'y'(s)H = 1 saglaniyorsa < egrisine birim hizli egri
denir. Bu durumda egrinin s € I parametresine yay parametresi adi verilir (Bruce

ve Giblin 1992).

Tanim 2.15 (Difeomorfizm) U ve V', R" reel vektor uzaymin acik alt ciimleleri
olmak tizere ¢ : U — V fonksiyonu homeomorfizm ve ¢ ile ¢! fonksiyonlarinin ikisi
de diferensiyellenebilir ise ¢ fonksiyonuna bir difeomorfizm denir. U ciimlesinden
V' ciimlesine bir difeomorfizm varsa U ciimlesi, V' ciimlesine difeomorftur denir

(Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.16 (Lokal difeomorfizm) S; ve S, regiiler yiizeyler olmak iizere

p: U C 51 — 9 geklinde tanimh ¢ doniigiimii verilsin. Eger p nin bir V' C U agik
komgulugu iizerinde ¢ (V) C Sy agik ciimlesi i¢in ¢ doniigiimiiniin V' ye kisitlanigi
olan ¢, doniigtimii bir difeomorfizm ise ¢ doniistimiine p € U noktasinda bir lokal

diffeomorfizm denir (Do Carmo 1976).

Tanim 2.17 (Izomorfizm) V ve W iki vektor uzay1 olmak iizere

L :V — W

lineer doniigiimii birebir ve {izerine ise bu L doniisiimiine izomorfizma denir. Bu

takdirde V' ve W uzaylarmada izomorf uzaylar denir (Callialp 2008).

Onerme 2.18 S, ve S, regiiler yiizeyler ve U C S; in bir agik ciimlesinde
p U C S; — 9 diferensiyellenebilir doniistimii verilsin. ¢ doéniigtimiiniin p € U
noktasindaki diferensiyeli dyp,, bir izomorfizm ise o zaman ¢ doniigiimii p noktasinda

lokal diffeomorfizmdir (Do Carmo 1976).

Tamim 2.19 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu 2000).



Tamm 2.20 M C E™! egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

U = {o/, o am} sistemi lineer bagimsiz ve Voa(k), k > r, icin;
(k)
a € Sp{¥}

olmak iizere, ¥ den elde edilen {7, Ny, ..., N,_1} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayakh alani ve m € M i¢in {T'(m), Ny(m), ..., N,_1(m)} yeisem € M
noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisi denir. Herbir 7" ve N;, 1 < ¢ < r — 1,

vektorlerine de Serret-Frenet vektor alani adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Ozel Hal: n = 3 olmak iizere, E* 3—boyutlu Oklid uzayinda Frenet 2—ayaklisi ve
Frenet 3—ayaklis1 elde edilebilir. M egrisi (/, ) koordinat komsgulugu ile verilmisg

ve s € [ yay-parametresi olmak iizere,

dir. Béylece,{f(s), N(s),B (S)} sistemi, a(s) noktasinda, M egrisinin Frenet 3—ayakli-
sidir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.21 M C E3 egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I igin a(s)
noktasindaki Frenet 3—ayaklisi, {f(s), N(s),B (s)} ise

_da
 ds

N(s) = B(s) xT(s)
= _a(s) x afs)
Bl = Tamxam]

dir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.22 [, R reel vektor uzayimin bir agik araligi olmak iizere

v: ICR—R?

seklinde s yay parametresi ile tamml (s) egrisi verilsin. ~'(s) = Z—Z olmak tizere
7' (s) yi T(s) ile gosterelim. T(s) seklinde gosterilen fonksiyona (s) noktasinda
7 egrisinin birim teget vektor alami denir. v egrisinin egriligi x(s) = [|7"(s)|| ile
tamimlanir. Eger r(s) # 0 ise (s) noktasinda ~y egrisinin N(s) birim asli normal
vektoriide v”(s) = k(s)N(s) ile verilir. B(s) = T(s) x N(s) birim vektoriine, y(s)
noktasinda v egrisinin birim binormal vektorii denir. Boylece Frenet-Serret formiilii

asagidaki sekilde verilir:

Burada 7(s), 7(s) noktasinda ~y egrisinin torsiyonudur (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Tamim 2.23 (Kiiresel egri): Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri adi

verilir (Bruce ve Giblin 1992).

Tanim 2.24 (Egrilik ekseni ve merkezi) I, R reel vektor uzayimin bir agik aralig
olmak iizere v : I C R — R3 geklinde s yay parametresi ile tamimh +(s) egrisi verilsin.
v(s) egrisinin sy noktasindaki v(sg) ile sonsuz yakin ii¢ ortak noktasi olan kiirelerin

merkezlerinin geometrik yeri olan

N(SO) —I— AB(S())

dogrusuna (s) egrisinin sy noktasindaki egrilik ekseni denir. Egrilik ekseni ii-

1
zerindeki C'(sg) = a(so) + ﬁN (s0) noktasina (s) egrisinin m = «a(sq) noktasin-
R\ So
daki egrilik merkezi denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.25 (Tegetler géstergesi) E* 3—boyutlu Oklid uzayinda bir o egrisi
s € I yay parametresi ile verilsin. « egrisinin birim teget vektorii 7' olmak {izere,
P—Q> = T alindiginda P noktasi « egrisi ¢izerken, (Q noktasinin birim kiire iizerinde

cizdigi egriye « egrisinin tegetler géstergesi adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.26 (Harmonik egrilik) 7, R reel vektoér uzaymin bir agik arahigi olmak
tizere v : I C R — R3 geklinde s yay parametresi ile tamml y(s) egrisi verilsin. v(s)

egrisinin egrilik ve torsiyonu x(s) ve 7(s) olmak iizere

H : ICR — R

seklinde tanimli H fonksiyonuna, ~y(s) egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu

denir (Hacisalihoglu 2000).

Ayrica ~y(s) egrisinin torsiyonu 7(s) # 0 olmak tizere H yardimiyla tanimlanan bir

fonksiyon
H:ICR — R

s B = = ()

seklinde gosterilecektir.

Onerme 2.27 v : I ¢ R — R3? birim hizh bir egri ve H (s) bu egrinin harmonik

egriik fonksiyonu olmak {izere

, kT =K
H'(s) = 2
H'(s) — T"k? — K"K — 23/1/1’7" + 27'(5’)2’
K
o  —rRPTR" = 3RPTR + B3 4 67RK K" — 3KPK'T" + 6K(K)?T — 67(K)?)
(S) - /14
dir.

Tanim 2.28 (Helis) 7, R reel vektor uzaymin bir agik araligi olmak iizere



v : ICR — R3 regiiler bir egri olsun. < egrisinin her noktasmdaki teget vektor
alanlar1, sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa v egrisine bir genel helis denir.
() egrisinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart H(s) seklinde verilen ifadenin
sabit olmasidir. Eger x ve 7 sifirdan farkl sabitler ise helise dairesel helis denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.29 (Oskiilatér diizlem) « : ICR — R3 regiiler bir egri olsun. + egrisinin
Frenet elemanlar1 {7, N, B} olmak iizere Sp{T, N} vektor uzay: ile birlesen 7(s)
noktasindaki afin altuzay oskiilatér diizlemdir ve bu diizlemin denklemi P diiz-
lemdeki herhangi bir nokta olmak iizere det(T, N, 7(?)15) = 0 seklinde elde edilir
(Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.30 (Normal diizlem) v : ICR — R3 regiiler bir egri olsun. ~y egrisinin
Frenet elemanlar1 {7, N, B} olmak iizere Sp{N, B} vektor uzay1 ile birlesen 7(s)
noktasindaki afin altuzay normal diizlemdir ve bu diizlemin denklemi P diiz-
lemdeki herhangi bir nokta olmak tizere det(N, B ,W’) = 0 seklinde elde edilir
(Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.31 (Rektifiyan diizlem) v : ICR — R3 regiiler bir egri olsun. ~
egrisinin Frenet elemanlar1 {T', N, B} olmak tizere Sp {T, B} vektor uzay ile birlegen
v(s) noktasindaki afin altuzay rektifiyan diizlemdir ve bu diizlemin denklemi P
diizlemdeki herhangi bir nokta olmak iizere det(T, B, 7(?)15) = 0 seklinde elde edilir
(Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.32 R” reel vektor uzayinda sabit p ve u noktalar1 yardimiyla verilen
F:R"— R

fonksiyonlar: i¢in F'(z) = 0 olan noktalarin ciimlesi olarak R™ reel vektor uzayinin

baz1 alt ctimlelerini tanimlayalim.

F:R"—R, F(z) = o —ul” ~[lu—p|’ (2.1)
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fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun g¢ekirdek ciimlesinin
CekF = F1(0)={z € R": F(z) =0}
seklinde olacag aciktir.

(i) n = 2 olmas1 halinde; (2.1) esitligi ile verilen fonksiyon R? diizleminde sabit u ve

p noktalar igin ||u — p||” = r? almarak
F(a) =z —ul” -
seklinde yazilabilir. Boylece F fonksiyonunun cekirdek ciimlesi

CekF = F'0)={zeR*: F(z) =0}

= {zeR:|z—- ul|* = r’}
olup R? diizleminde u merkezli ve r yaricaph bir cember belirtir.

(ii) n = 3 olmasi halinde; R?® reel vektoér uzayinda sabit u ve p noktalar igin

|z — p||* = r? almarak F(z) = ||z — u* — r? fonksiyonunun cekirdek ciimlesi

CekF = F'0)={zeR’: F(z) =0}

= {zeR:|z- ul|* = r’}
olup R? reel vektor uzayinda u merkezli r yaricapl bir kiire belirtir.

(iii) n» > 3 olmasi halinde; F' fonksiyonunun g¢ekirdek ciimlesi R" reel vektor uzayinda

u merkezli r yaricaph bir hiperkiire ((n — 1) kiire) belirtir (Bruce ve Giblin 1992).

Tanim 2.33 R” reel vektor uzayinda sabit bir p noktasi ve sabit bir w vektorii

11



yardimiyla reel degerli bir
G:R" —R, Gx)={((z—p), ) (2.2)

fonksiyonunu gozoniine alalm. Bu G fonksiyonunun ¢ekirdek ciimlesi

CekG =G (0)={z € R": G(z) =0}

seklindedir.

(i) n = 2 ise; G fonksiyonunun ¢ekirdek ciimlesi

CekG = GH0)={zeR*:G(z) = ((x —p), W) =0}

= {xER2:pr_ﬂ)}

olup R? diizleminde sabit p noktasindan gecen ve u vektoriine dik olan dogruyu

belirtir.

(ii) n = 3 ise; G fonksiyonunun gekirdek ciimlesi

CekG = GH0)={zeR’:G(z) = ((x —p), ) =0}

= {zeR & LW}

olup R? reel vektor uzayimda sabit p noktasindan gecen ve normal vektorii @ olan

diizlem belirtir.

(iii) n > 3 ise; G fonksiyonunun ¢ekirdek ciimlesi R” uzayinda sabit p noktasindan

gegen ve normal vektorii w olan bir hiperdiizlem belirtir (Bruce ve Giblin 1992).

Sonug 2.34 Cember (kiire, hiperkiire) ve dogru (diizlem, hiperdiizlem), sirasiyla,

yukarida tanimlanan F ve G fonksiyonlarinin g¢ekirdek ciimleleridir (Sahin 2005).
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Agagida R" reel vektor uzayinda herhangi bir 7y egrisiyle bir F' fonksiyonunun ¢ekirdek
climlesinin arakesit noktalarindaki durumunu inceleyecegiz. Bu incelememizi degme
kavrami yardimiyla aciklayacagiz. Bu nedenle {0} orijin noktasini F' fonksiyonu igin

regiiler deger olarak kabul edecegiz.

Tanmim 2.35 I C R ciimlesi bir acik aralik olmak tizere R™ reel vektor uzayinda

Y: I CR = R" = (71(5),72(8), ., 7 (5))

bir egri ve ' : R” — R bir fonksiyon olsun.

g = Foy:I—-R g(s)=(Foy)(s)

= F(y(s)) = F(71(5):72(5), -, 7 (5))
seklinde tanimlanan bilegke fonksiyonu eger s = sy noktasinda
9(s0) = g'(50) = ¢"(50) = .. = ¢" " V(s0) = 0, g™ (s0) # 0 (2.3)

kosullarim saglhyorsa s = sq igin (ya da p = 7(sg) noktasinda) v egrisi ve CekF

ciimlesi k. dereceden degmeye sahiptirler denir (Bruce ve Giblin 1992).

Sekil 2.1 s=0 noktasinda 1. dereceden degme
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Sekil 2.4 s=0 noktasinda 4. dereceden degme

. 1 1
Ornek 2.36 22 + 2 = 1 egrisi ve f(z,y) = y* —x — 3 fonksiyonunu goz oniine

1
alalim. (—5, 0) noktasinda egri ile Cekf ciimlesinin 4. dereceden degmeye sahip
1 1 1
1 cemberi s parametresi ile y(s) = (5 cos 8, sin s)
1
,0) noktasi i¢in y(7) = (—5,0) oldugundan sy = 7

oldugunu gosterelim. 22 + y? =

1
seklinde ifade edilebilir. (—5
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parametresi goz oniine alinmalidir.

1. 1 1
9 = (fOV)(S):f(71(3)772(8))=181n28—500523—§
'(s) 1sin5coss+1s'ns lsin2s—|—1s'n5
= - —si — Zdi
g 2 2 4 2
g'(s) = 5 o8 2s + 5 co8 s
gm(S) = —sin2s — 3 sin s
1
g(w)(s) = —2c082s — 5 Co8 s
! " (2 3
g(r) = g(m) =g (1) =g (1) =0,g"(m) = =5 #0

1
oldugundan dolay1 v egrisi (—57 0) noktasinda Cekf ciimlesi ile 4. dereceden deg-

meye sahiptir.

Tanim 2.37 v: I C R — R"” regiiler bir egri olsun.

(a) u € R™ sabit bir nokta olmak iizere

fa: I =R, fa(s) = |ly(s) —ul® = (v(s) = u,7(s) — ) (2.4)

seklinde tanimli fonksiyona, 7 egrisinin u noktasindan olan karesel uzakhk fonksi-
yonu denir (Bruce ve Giblin 1992).

(b) ', R™ reel vektor uzaymda sabit bir birim vektor olmak iizere;

fo: I =R, fu(t) = (y(t), W) (2.5)

seklinde tanimh f;, fonksiyonuna; v egrisinin u vektorii yoniindeki dayanak (yiik-
seklik veya destek) fonksiyonu denir (Bruce ve Giblin 1992).

Bu fonksiyonlar boliimiin baginda (2.1) ve (2.2) denklemleriyle verilen fonksiyon-
larda, sirasiyla,  yerine 7y(s) yazildiktan sonra, sabit kisim atilarak elde edilmiglerdir.
Yani;

F(z) = |o —ull®  |lu — p||”

esitliginde = yerine ~(s) yazihp, |[u — p||> sabit sayis1 atildiginda elde edecegimiz
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fonksiyon (2.4) formiilii ile verilen karesel uzaklik fonksiyonu olacaktur.

r = (1,2, ...,x,) € R" olmak iizere

F R x R" — R
(2.6)

(s, (1,22, .0y ) — F(s,21,29,....,2,) = F(s,2)

diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. F' fonksiyonu yardimu ile iki fonksiyon ailesi

tanimlayalim. Birincisi;

F, : R - R
s — Fp(s) =F(s,x)

(2.7)

seklinde 1-degigkenli, n-parametreli fonksiyon ailesi, ikincisi ise;

F, R" — R

(x1, 22y o0y y) — Fs(xy,29,...,2,) = F(s,2)

seklindeki bir n-degiskenli, 1-parametreli fonksiyon ailesidir.

Tanim 2.38

F R x R™ — R

(s, (z1, %2, ..y xy)) — F(s,x1,29,...,2,) = F(s,7)

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

@F:{xGR”:F:%—on,SGR} (2.9)

S

seklinde tamimh ciimleye, F' fonksiyonlar ailesinin zarf (diskriminant) ciimlesi

denir (Bruce ve Giblin 1992).
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Ornek 2.39 = = (21, 7,) € R? olmak tizere
F RxR?® =R, F(s,x) =8>+ 15+ 19

diferensiyellenebilir fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyonlar ailesinin zarfi

OF
Dp = {xERQ:F:—:O,seR}
0s
Dr = {m:s3+x18+x2:332+x1:0,SER}
Dp = {x:x1:—332,x2:233, SGR}
Dr = {x:42}+2723 =0}
ciimlesidir (Bruce ve Giblin 1992).
Tanim 2.40
F R x R” — R
(s, (1,22, .0y ) — F(s,x1,29,....2,) = F(s,2)

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

i OF &°F

seklinde tanimlh ciimleye F' fonksiyonlar ailesinin sirt (regresyon) ciimlesi denir

(Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.41 = = (21, 15) € R? olmak tizere
F RxR?* =R, F(s,x) =8+ x5+ 19

diferensiyellenebilir fonksiyonunu géz oniine alalim. Bu fonksiyonlar ailesinin sirt
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climlesi

oF  O*F
R = R*: F=—=— =0 R
F {I’ € as 882 s , S € }
Rr = {x:s3+x18+x2:3s2+x1:6s:0,SER}
Rr = {x cxq = —35%, 19 =25, 5= O}
Rp = {riz=(0,0)}
seklindedir (Bruce ve Giblin 1992).
Tamim 2.42
F R x R” — R
(s, (1,22, .cyy)) — F(s,x1,29,....2,) = F(s,2)
diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere
or
6p:{(s,x)€]R><]R”:6—:O} (2.11)
s

seklinde tanmimh ciimleye F' fonksiyonlar ailesinin (s, x) noktasindaki singiilerite

ciimlesi denir (Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.43 = = (21, 1,) € R? olmak tizere

F RxR?® =R, F(s,x) =8+ 15+ 19

diferensiyellenebilir fonksiyonunu goz ¢niine alalim. Bu fonksiyonlar ailesinin singii-

lerite ciimlesi

Gr = {(s,x)eRxR2:%—Z;:O, SGR}
Sr = {(s,2):35"+z, =0, s R}

Sr = {(s,a:) cwy = —35%, 29, 5 € ]R}
Sr = {(s,—352,x2) D To, S E ]R}
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seklindedir.

Tanmm 2.44

F R x R"™ — R

(s, (1,22, cyy)) — F(s,x1,29,...,2,) = F(s,2)

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

9F  O°F

seklinde tamimh ciimleye F' fonksiyonlar ailesinin (s, x) noktasindaki ayrigim (bi-

furcation) ciimlesi denir (Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.45 = = (11, 2, 23) € R? olmak iizere

1 1 1
F:RxR® =R, F(s,7) = 555 + §x133 + 51:252 + x5

diferensiyellenebilir fonksiyonunu goz éniine alalim. Bu fonksiyonlar ailesinin ayrisim

ciimlesi
oF 0*°F
Bp = R : —=——=0 R
F {x < 0s 0s? » 5 € }
Br = {:z: st s b rest s =45 + 255+ =0, s E]R}
seklindedir.

Ornek 2.46 = = (21, 15) € R? olmak iizere
2 Ly, 1 o
F:RxR* =R, F(s,z) = 15 —|—§x15 + 295

diferensiyellenebilir fonksiyonunu goz éniine alalim. Bu fonksiyonlar ailesinin ayrisim
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climlesi

Br = {x:s3+xls+x2:332—|—x1:0,SGR}
Br = {x:x1:—332,x2:253, SGR}

Br = {x:4af+ 2725 =0}

seklindedir.

Tanim 2.47 z = (1, 29, ..., x,) € R olmak iizere

o R x R" — R
(s, (1,72, .0y ) — F(s,21,29,....,0,) = F(s,7)
fonksiyonlar ailesi icin bir s = sy noktasinda

oF  O?F oFF ORI
g - W — ... = 85k - O, 83k+1 7£ O (213)

ozeligi saglaniyorsa; F' fonksiyonu s = sy noktasinda A, singiilerligine sahiptir
denir.

Eger bu fonksiyon ailesi i¢in yalnizca

oOF O*F  O'F

P T o T o O (2.14)

oldugu biliniyorsa F' fonksiyonu s = sg noktasinda en az A singiilerligine sahiptir

denir (Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.48

F:R xR =R, F(s,r) = s* + 215> + 25 + 23 fonksiyonu i¢in
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OF , O%F ) O*F OF
g = 4s +235U1+f132, w:128 +2$’1, %:245, WZQZL
ﬁ
0 = (0,0,0,0) € R x R? olmak iizere
oF — PF —  OF — NE —
- = —(0)=—==%(0)=0 —(0)=24#0
- (0) = S (0) = S5(0) =0 ve S(0) =24 #

oldugundan dolay1 F'(s,z) fonksiyonu (0,0, 0,0) noktasinda Aj singiilerdir (Bruce
ve Giblin 1992).

Tanmim 2.49
v:ICR— R?

birim hizli bir egri olsun. Diizlemde birim vektorlerin ciimlesi S! olmak {izere v

egrisinin (2.5) ile verilen dayanak fonksiyonu;
H:IxS" =R, H(s,7) = (y(s), )
seklinde ifade edilsin. Bu durumda bir H fonksiyonu da;
H:IxS'xR—R, H(s, Z,v) =H(s,Z) —v = {v(s), Z) — v (2.15)

seklindedir. Bu H fonksiyonunun zarfina ~ diizlemsel egrisinin duali denir (Bruce

ve Giblin 1992).
Tanim 2.50
v:ICR—R?

birim izl bir egri ve S? ciimlesi de R3 uzayinda birim vektorlerin ciimlesi olsun.
H:IxSP2xR—R, H(s,w,v) = H(s, W) —v = (v(s), W) — v (2.16)

seklinde tammlanan fonksiyonun zarfi igin

~ dH
H=0ve I 0 olmas1 gerektiginden
s

(y(to), W) =vve<T,d >=0
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olur. Bu durumda H = 0 esitligi, R® uzayinda normal vektorii @ olan bir diizlem
belirtir. (sg) noktasi da bu diizlem iizerindedir. Yani bu diizlem 7 egrisinin 7(so)
noktasindaki teget diizlemidir. 7'(sq) teget vektoriine dik olan u vektoriiniin be-
lirledigi diizlem ise, vy egrisinin 7(sq) noktasindaki normal diizlemidir. (', v) ikilisi

teget diizlemi belirler.
~ egrisinin yonlendirilmis teget diizlemlerinin ciimlesine, v egrisinin duali denir ve
{(W,v) €S> xR: (y(s), W) = v, (T, W) =0} (2.17)

seklinde gosterilir (Bruce ve Giblin 1992).

Fonksiyonlarin singiilerliklerini incelemek bazen gii¢ hatta olanaksiz olabilir. Bu
durumda fonksiyonlar yerine bunlarla ayni tip singiilerlige sahip olan daha basit
fonksiyonlarla ¢aligilabilir. Bunun iginde fonksiyonlar arasinda bir egsdegerlik tanim-

lanir.

Tanim 2.51 U;, ¢ = 1,2 reel sayilar ciimlesinde iki acik altciimle olmak {izere;

£ U - R
si —  fi(si)

diferensiyelenebilir fonksiyonlar olsun. Burada bu fonksiyonlar s; noktalarimin bir

komsulugunda tanimlanmaktadir.
h:Vi—V;
fonksiyonu bir difeomorfizm ve Vt € V] igin
h(s1) = s2, fi(s) = fa(h(s)) —c

olacak sekilde s; € V; olan V; C U; acik komsuluklar1 ve bir ¢ € R sayisi varsa;

s1 noktast komgulugunda f; fonksiyonu, s noktasi komgulugunda f; fonksiyonuna
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esdegerdirler (veya sag esdegerdirler) denir.(Bruce ve Giblin 1992).
Fonksiyonlar arasindaki egdegerligi belirleme kriteri i¢in agagidaki teoremi verebili-

riz:

Teorem 2.52
f: R — R

so — [(s0)
bir diferensiyellenebilir (diizgiin) fonksiyon ve k£ > 0 bir tamsay1 olsun. Eger

1 < p <k olan tiim p sayilar igin;
fP(s0) =0, f& D (s0) #0

ise so noktas1 komgulugundaki f fonksiyonu {0} noktas1 komsulugundaki
g:R—R, g(s) = +s!

fonksiyonuna egdegerdir (Bruce ve Giblin 1992).

Tanim 2.53
f: R — R

So — f(So)

bir diferensiyellenebilir fonksiyonunun bir sy noktasi komsgulugundaki Taylor serisi;

(s — 80)?

5 1" (s0) (2.18)

f(s) = f(so) + (s —s0)f (s0) +

+..+ w(]‘(")(so) + ...

seklindedir. Burada s yerine s + sy yazilirsa;

(s)*
2l

(s)"

f(S —+ Sg) = f(S()) + Sf/(S()) —+ f”(So) + ...+ Tf(n)(S()) + ...
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almak bazi bakimlardan daha uygundur. £ > 1 bir tamsay1 olmak iizere;

(5)*

ol

(s)

K
k>1, Jf(s0) = sf'(s0) + = f"(s0) + . + Wf(k)(so) (2.19)

polinomuna f fonksiyonunun sy noktasindaki k — jeti denir (Bruce ve Giblin 1992).
Ornek 2.54 f(s) =3+ 2s — s* fonksiyonunun sq = 1 igin k — jeti :

= 2-—35°

(s)?

Fr) = srw+ O+ B8 )
Fry = s+ e+ g
JEF(1) = —s—3s =5

Tanim 2.55
F : RxR*" — R

(s0,0) —  F(s0,0)
seklinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu F' fonksiyonunun (2.7) ve (2.8)

esitliklerindeki gibi iki fonksiyon ailesi belirttigini biliyoruz. Buna gore ilk fonksiyon

ailesi

(i)
F, : R — R
s — f(s)=Fy(s) = F(s,(r1,29,....,2,))

seklindeki ve bu fonksiyona bir n-parametreli, 1-degiskenli bir fonksiyon ailesi olarak,

24



(ii) ikinci fonksiyon ailesi de

F, R" — R
(x1, 22, ..y xy) — f(s)=Fy(x) = F(s,(x1,79,....,2,))

seklinde olup 1-parametreli, n-degigskenli bir fonksiyon ailesi olarak diisiiniilebilir.
Eger
F, : R — R

(2.20)
s — f(s)=Fu(s) =F(s,(x1,22,....,2,))

seklinde yazarsak I’ fonksiyonuna F, = f fonksiyonunun n-parametreli katlan-
mas1 denir (Bruce ve Giblin 1992).

Buna gore agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.56 Bir sy noktasinda Ay singiilerligine sahip olan her

f: R —- R

So — f(So)

fonksiyonu bu sy noktasinin komsulugunda
g< S) — + Sk+1
fonksiyonlarindan birine egdegerdir (indirgenebilir).

Ispat : (2.13) esitligi ve Teorem (2.50) yardimiyla ispat kolayca yapilir.

F fonksiyonunun (p)-versal katlanmasii belirlemeye yarayan matris kriterini

ifade etmek icin asagidaki sonucu verelim:

Sonug 2.57 F' fonksiyonu (2.6) egitligi ile yukarida tanimlandig gibi bir fonksiyon

ve F, = f fonksiyonu da sy noktasi komsulugunda A, singiilerligine sahip olan bir
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fonksiyon ailesi olsun (k > 1). fonksiyonlarimin (k — 1). dereceden jetleri;

OF
k—1

k—1)

(5,20))(w0) = Q18 + agis® + ap1s® Vi=1,....n

olmak iizere; F' fonksiyonunun F, = f fonksiyon ailesinin bir (p)-versal katlanmasi

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul fonksiyonlarimin (k — 1). dereceden jetlerinin

olusturdugu lineer denklem sisteminin, ((k — 1) x n) tipindeki a = («;;) katsayilar

matrisinin rankimin (k — 1) sayisina esit olmasidir (Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.58
F:RxR2—=R

1 1 1
F(s,z) = 154 + 5:10132 + x9s fonksiyonu, F, = f(s) = Z84

1
fonksiyonunun (p) versal katlanmasidir. f(s) = 154 fonksiyonu igin

F5) = 35 F5) =% () =35, () = Bs, [ () = 6

) = f0)=f (0)=Ovef(“’)(()):67é()

oldugundan dolay1 f(s), As singiilerdir. Burada k = 3 ve n = 3 tiir.

OF s* OF
8:61 N 2, 8.1'2 =0
or 1
2,91 _ 12
J (3951 (5,0)) 0.s + 55
F
J2(g—562(s,0)) = 1l.s+0.5°
0 1
o= ve ranka = 2 dir.
10
2

2%x2

(Bruce ve Giblin 1992).
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Ayrica F versal katlanmasi i¢in de matris kriterini agagidaki sonugta ifade edebiliriz:
Sonug 2.59 F' fonksiyonu (2.6) egitligi ile yukarida tanimlandig: gibi bir fonksiyon
ve F, = f fonksiyonu da sg noktasi komsulugunda A; singiilerligine sahip olan bir

fonksiyon ailesi olsun (k > 1). fonksiyonlarimin (k — 1). dereceden jetleri;

(2

OF
al’z’

Jk:fl(

s, xg))(xg :ozgz-—i—ozh-s—i—oz%s?—i—ozk_lis(k*l),i:L...,n
(k=1)

olmak iizere; F' fonksiyonunun versal katlanmasi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul '
fonksiyonlarinin (k — 1). dereceden jetlerinin olugturdugu lineer denklem sisteminirf,
(k xn) tipindeki o = (a;;) katsayilar matrisinin maksimum ranka sahip olmasi, yani
Ranka = k olmasidir (j =1,..k — 1,4 =1,...,n) (Bruce ve Giblin 1992).

Ornek 2.60

F:RxR*—R
F(t,x) = s* + 115* + 295 + w3 fonksiyonu, F, = f(s) = s*

fonksiyonunun versal katlanmasidir. f(s) = s* fonksiyonu i¢in

f(s) = 8% ['(s) =45, ['(s) =125% ["(s) = 24s, ["(s) =24

n

F10) = f(0) = f"(0) =0 ve f0(0) =24 £ 0

oldugundan dolay1 f(s), As singiilerdir. Burada k = 3 ve n = 3 tiir.

OF , OF  OF

p— p— pr— 1
6.751 o 61’2 % (9{133
F
J3(g—m(s,0)) = 0.1+0.s+1.s°
OF
3(— = 0.1+1. 82
J(ﬁxQ(S’O)) 0.1+1.5+0.s
F
J3(§—$3(s,0)) = 1.1+0.5+ 0.5
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0 0 1
a=1010 ve Ranka = 3 tiir.

1 00
3x3

(Bruce ve Giblin 1992).
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3. FRENET CATISINA GORE EGRILERIN SINGULERITELERI

tast egriyi cizerken {7, N, B} vektorleri degisirler. Dolayisiyla kiiresel gostergeler
olugurlar. Egrinin, {7, N, B} ii¢ ayaklismin her s aninda, bir eksen etrafinda bir
ani helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin bu s parametresine kargilik
gelen 7(s) noktasindaki Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve

dogrultusunu veren vektor,
D(s) =7(s)T(s) + k(s)B(s)

olup, egrinin 7(s) noktasindaki Darboux vektorii adim alir. Ayrica

T N B
D(s)=N(s)xN'(s)=| 0 1 0
-k 0 7

oldugu ve

T'(s) = D(s)xT(s)
N'(s) = D(s) x N(s)
B'(s) = D(s) x B(s)

esitliklerinin saglandig1 kolayca hesaplanabilir.

B(s) ile D(s) Darboux vektorii arasindaki ag1 6 ile gosterilmek iizere

k = ||D(s)|.cosé
T = |[|D(s)| .sin@

olacagr aciktir (Sekil 3.1).
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Y

Sekil 3.1 Darboux vektorii

Yukarida ki gekilde k1=k ve ko = 7 olmak iizere D(s) Darboux vektorii yoniindeki

birim vektor d(s) ise || D(s)|| = vk? + 72 > 0 olmak iizere

) e )
A DTS TR VoS T Rd

esitligine v egrisinin Darboux gostergesi veya 7 egrisinin kiiresel Darboux

gostergesi adi verilir.

7(5) =sinf ve ()

1D ()]l 1D ()]l

Sekil 3.1 yardimiyla = cos 6 oldugu gozoniine alinirsa

d = sin 0T (s) + cos0B(s)

olur (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 3.2 v : [ C R — R3 birim hizli regiiler bir egri olsun. r(s) # 0 olmak
iizere 7y egrisi boyunca, D(s) = H(s)T(s) + B(s) olarak tammlanan vektér alanna,
~ egrisinin genellestirilmis (modifiye) Darboux vekt6r alani denir (Izumiya

ve Takeuchi 2002).
Tanim 3.3 v : [ C R — R3 birim hizh regiiler bir egri olsun. x(s) # 0 olmak

iizere ~ egrisi boyunca, D(s) = T(s) + H(s)B(s) olarak tanimlanan vektér alanima,

7 egrisinin 2. tip genellestirilmis (modifiye) Darboux vektor alam diyecegiz.
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Tanim 3.4 I, R reel vektor uzaymin bir acik araligi olmak {izere v : I C R — R3,

§ : I — R3® — {0} diferensiyellenebilir doniisiimleri verilsin. Bu durumda

F(v,0) : IxR — R3
(s,u) — F(y,0)(s,u) = ~(s)+ud(s)

seklinde tanimlanan doniisiim R? reel vektor uzaymda bir regle yiizey olarak ad-
landilirthir. Burada ~ egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi ve  egrisine de regle

yiizeyin dogrultmani ad: verilir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Tanim 3.5 R3 reel vektor uzayinda

F(v,0) : IxR — R3
(s,u) — F(y,0)(s,u) = ~(s)+ud(s)

regle yiizeyinin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise verilen regle yiizeye

acilabilir regle yiizey denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 3.6 R3 reel vektor uzayimnda

F(v,0) : IxR — R3
(s;u) — F(v,0)(s,u) = ~(s) +ud(s)

seklinde tammlanan regle yiizeyin dogrultman vektorii D(s) = H(s)T(s) + B(s)

olarak alinirsa elde edilen

RD(7) = F(v, D)(s,u) = 7(s) + uD(s)

regle yiizeyine v egrisinin RD (rektifiyan acilabilir) yiizeyi denir (Izumiya ve

Takeuchi 2002).
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Tanim 3.7 R3 reel vektor uzayinda

F(v,0) : IxR — R3
(s,u) — F(y,0)(s,u) = ~(s)+ud(s)

seklinde verilen regle yiizeyin dogrultman vektorii N(s) olarak alinirsa elde edilen
F(y,N)(s,u) = 7(s) + uN(s)

regle yiizeyine v egrisinin asli normal yiizeyi denir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Tanim 3.8 R3 reel vektor uzayinda

F(v,0) : IXR — R3
(s;u) — F(v,0)(s,u) = ~(s) +ud(s)

seklinde verilen regle yiizeyin dogrultman vektorii 7'(s) olarak alinirsa
RG(y) = F(7,T)(s,u) = v(s) + uT'(s)

regle yiizeyine, 7 egrisinin RG (rektifiyan Gauss) yiizeyi denir (Izumiya ve

Takeuchi 2002).

Tamm 3.9 I, R reel vektor uzaymin bir acik araligi olmak iizere v : I € R — R3
birim hizli bir egri olsun. Eger x(s) # 0 olacak sekilde H'(s) sabit bir fonksiyon ise
~ egrisine konikal geodezik egri denir. Burada H(s), v egrisinin harmonik egrilik

fonksiyonudur (Hacisalihoglu 2000).

Bundan sonraki boliimlerde Rektifiyan Gauss yiizeyinden RG yiizeyi, v(s) egrisinin

Rektifiyan agilabilir yiizeyinden de RD yiizeyi olarak sozedilecektir.

32



Tamm 3.10 (Cusp) R? reel vektor uzayinda
C = {(21,22) €R* | 2] = 23}

eklinde tanmiml ciimle adi anlamda cusplarin ciimlesi olarak ifade edilir

§
(Izumiya vd. 1998).

1.0 0.5 0.0-051.0

1.

=50 -0 0.0

Sekil 3.2 Adi cusp

Tanim 3.11 (Cuspidal edge) Adi anlamda cusplarin ciimlesi C' ile R reel sayilar

ciimlesinin kartezyen ¢arpimi tarafindan olusturulan
C xR={(z1,22) | 2] =23} xR

seklinde tamimh ciimleye de cuspidal edge yiizeyi denir (Izumiya vd. 1998).

Sekil 3.3 Cuspidal edge
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Tamm 3.12 (Swallow tail) R? reel vektor uzayinda
SW = {(21,22,73) € R* | 21 = 3u’ + u’v, 25 = 4u® + 2uv, 23 = v}

seklinde tamiml ciimleye SW (swallow tail) yiizeyi denir (Izumiya vd. 1998).

Sekil 3.4 Swallow tail

3.1 Uzay Egrisi Uzerindeki Siirekli Fonksiyon Aileleri

Bu boliimde d Darboux kiiresel gosterge egrisi ile RG(y) ve RD(y) ylizeylerinin
singiileritelerini caligmak i¢in faydali olacak bir uzay egrisi iizerinde tanimlanan iki

farkli fonksiyon ailesi tanimlayacagiz.

Tamm 3.1.1 v : I C R — R3 egrilikleri sifir olmayan birim hizli bir egri olsun. Bu

egrinin Frenet vektorleri {T', N, B} olmak iizere
F:IxR*—R

F(s,u) =<v(s) —u, B(s) >=det( T'(s) N(s) ~(s)—u) (3.1)

seklinde tamimlanan doéniigiim v(s) iizerinde binormal yonlendirmeli uzakhk
fonksiyonu olarak adlandirilir (Izumiya vd. 1998).

Burada herhangi bir u € R? igin F(s,u) = f,(s) notasyonunu kullanacagz.
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Onerme 3.1.2 v : I € R — R3 egrilikleri sifir olmayan birim hizli bir egri ve bu
egrinin Frenet vektorleri {7T', N, B} olsun.

(1) f!(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul y(s) —u € Sp{T(s), B(s)} olmasidir.
(2) fi(s) = fl(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul v(s) —u = u(H(s)T'(s)+ B(s))

olmasidir.
(3) fi(s) = f'(s) = f(s) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kogul
v(s) —u=——~(H(s)T(s) + B(s)) ve H'(s) # 0 saglanmasidur.

H(s)
(4) fu(s) = [ ’1 (s) = fi'(s)
V(s) —u= H,—<8)( (s)T(
(5) fuls) = L’ES) fl(s) =
V(s) —u = (s )( (s)T(s)

masidir (Izumiya vd. 1998).

@ (s) = 0 olmas igin gerek ve yeter kosul
)

fs

s)+ B(s)), H'(s) # 0 ve H"(s) = 0 saglanmasidir.
£
+

@ (s) £ ( ) = 0 olmas igin gerek ve yeter kogul

B(s)), H'(s) # 0, H"(s) = 0 ve H"(s) = 0 saglan-

Ispat: (1) (3.1) denkleminde esitligin her iki yaninm s parametresine gore diferen-

siyeli alinir ve Serret Frenet formiilleri kullanilirsa

fi(s) =—1 <~(s) —u,N(s) > (3.2)

olur. Bu durumda f/(s) = 0 ise 7 # 0 oldugundan < ~(s) — u, N(s) >= 0 yani

v(s) —u € Sp{T(s), B(s)} olur.
O halde
v(s) —u=vT(s) + uB(s) (3.3)

olacak sekilde v, : I C R — R vardir.

(2) Kabul edelim ki f/(s) = f//(s) = 0 olsun. (3.2) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Serret Frenet formiilleri kullanilirsa

f'(s) = kT < y(s) —u,T(s) > —72 < v(s) — u, B(s) > (3.4)
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esitligi elde edilir. f!/(s) = 0 ve (3.3) esitlikleri birlikte kullanilirsa
kT < VT (s) + uB(s), T(s) > =72 < vT(s) + uB(s), B(s) >=0

olur ve buradan xk7v — 721 = 0 olur. Son denklemden elde edilen v = H(s)u esitligi

(3.3) denkleminde gozoniine alinirsa
V(s) —u = p(H(s)T(s) + B(s)) (3.5)
esitligi elde edilir.

(3) Kabul edelim ki; f/(s) = f/(s) = f(s) = 0 olsun. (3.4) denkleminin s paramet-

resine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

f(s) = (K'1+ k7)) <v(s) —u,T(s) > =277" < ~(s) —u, B(s) > +x1  (3.6)
olur. f!”(s) =0 ve (3.5) esitlikleri birlikte goz 6niine alinirsa
(K'74+k7") < u(H(8)T(s)+B(s)), T(s) > =277 < u(H(s)T(s)+B(s)), B(s) > +kT =0
ve buradan
(K't+r7") < u(H(s)T(s)+B(s)),T(s) > =277 < p(H(s)T(s)+B(s)), B(s) > +x1 =0

elde edilir. O halde

uz(/w’ — 7k') = kT ve buradan da Onerme 2.27 yardimiyla H'(s) # 0 olmak iizere

1 1
h= 1 ) olarak bulunur. p = ) esitligi (3.5) denkleminde gtz niine aliirsa
1
1) =1 = g (HET() + Bl5), 1) £ 0 (3.7
olur.
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(4) Kabul edelim ki; f'(s) = f"(s) = f"(s) = f{*(s) = 0 olsun. (3.6) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinirsa

F9(s) = (K7 + 7)) <(s) —u,T(s) >

—(2(7)? +277") < A(s) —u, B(s) > +2(K'T + k7') (3.8)

olur. f£4)(5) = 0 ve (3.7) esitlikleri birlikte kullanilirsa

(Wr+ k) < H,L(S)(H(S)T@ + B(s)),T(s) >
_( 4207 < H,L(S)(H(S)T(s) + B(s)), B(s) > +2(k'r + ') = 0

dir. Buradan gerekli iglemler yapilirsa

—7(7"K* — K"k — 26K'T 4+ 27(K )2 =0

7"'Kk% — 7"k — 26K'T' + 27(K')?

) =0

3
—7K( 3

ve Onerme 2.27 yardimiyla —7x3H"(s) = 0 olur. s # 0 ve 7 # 0 oldugundan
H"(s) =0 elde edilir.

(5) Kabul edelim ki f!(s) = f/(s) = fI'(s) = 1(64)(5) = ff)(s) = 0 olsun.

(3.8) denkleminin s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse
fOl(s) = (k' + w7)" < ~4(s) —u, T(s) > +3(k'T + w7') — (2)" < 4(s) —u, B(s) >
(3.9)
olur. ff)(s) =0 ve (3.7) esitlikleri birlikte kullanilirsa
kT2 K" +3677T K — k277" = 3K* 7 7" 372K K+ 37 (kK" + 2Kk 7' —27(K')?) = 0 (3.10)

dir. (4) geregince H"(s) = 0 oldugundan

7"k — 7K — 2kK'T + 27(K')* = 0 (3.11)
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esitliginin saglandigini biliyoruz. (3.11) esitligi (3.10) denkleminde g6zoniine alinirsa

k2K + 3krT' K" — K2 — 372K =0

olur. Bu esitlik (—E) ile carpilirsa
T
— k7R = 3T K + K" + 31kRK' K = 0 (3.12)

elde edilir. (3.12) esitligine (3xk'k"T — 3k*K'7" + 6 (K')?*1" — 67(r')?) ifadesi eklenip

gikartilirsa

— k2R — 3R%2T K" 4+ K31 + 3TRK'K"
+(3kK'K"T — 3K2K'T" + 6k (KT — 67(K')?)
—(3kk' K"t — 32 K'T" + 6Kk(K' )T — 67(K')3) = 0

elde edilir. Ayrica buradan gerekli diizenlemeler yapilir ve (3.11) denklemi ile O-

nerme 2.27 birlikte goz oniine alinirsa
K*H"(8) — (3kk'K"T — 3K*K'T" + 6k(K)?T — 67(K)3) = 0,

K'H" (s) — [3k'(kr"T — K*7" + 2kK'T") — 67(K')?] =0,
K*H"(s) =0

olur. k # 0 oldugundan H"'(s) = 0 olmak zorundadur.

Onerme 3.1.3 v : I € R — R3 egrilikleri sifir olmayan birim hizli bir egri ve bu
egrinin Frenet vektorleri {7', N, B} olsun.

(1) f!(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul vy(s) —u € Sp{T(s), B(s)} olmasidur.
(2) f1(s) = f"(s) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter kogul y(s)—u = o(T(s)+H (s)B(s))
olmasidir.

(3) fi(s) = fl'(s) = f"(s) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kogul

v(s) —u= f[_,(;) (T(s) + H(s)B(s)) ve H'(s) # 0 saglanmasidir.

(4) fl(s)=fl'(s) = fl'(s) = fl(fl)(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

38



Y(s) —u=—=
H'(s)
(5) fi(s) = fl(s) = fl'(s) = f£4)(3) = fé5)(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

v(s) —u = PA[’(Z) (T(s) + H(s)B(s)), H'(s) # 0, H"(s) = 0 ve H"(s) = 0 saglan-

(T(s) + H(s)B(s)), H'(s) # 0 ve H"(s) = 0 saglanmasidir.

masidir.
Ispat: Ispati Onerme 3.1.2 nin ispat: ile benzer gekilde gosterilebilir.

Ayrica [ iizerinde normal dogrultulu uzaklik fonksiyonu tanimlayalim.

ﬁ:[XRS—ﬂR

H(s,u) =< v(s) —u, N(s) >

Tanmimdan 7:2’1(0), ~ egrisi boyunca rektifiyan diizlemlerin 1—parametreli ailesini
verir. Bu yiizden v egrisinin rektifiyan agilabiliri H déniigtimiiniin zarf (diskri-
minant) ciimlesidir. Onerme 3.1.2 nin ispat1 icin eger F yerine H doniigimiinii
gozoniine alirsak hesaplamalar kolaylasir fakat singiileritelerin siniflandirilmasi igin
H doniigiimiiniin (p) versalitesini ispatlamaliyiz. Bu da F' nin versalitesini ispatla-
maktan ¢ok daha zordur. Bu yiizden F' binormal yonlendirmeli uzaklik fonksiyonu

tercih edilmistir.

Tanim 3.1.4
G:IxS5*->R

G(s,v) =<T(s),v > (3.13)

G yi v(s) iizerindeki tegetsel yiikseklik fonksiyonu olarak isimlendirecegiz. Bu-

rada ¢,(s) = G(s,v) notasyonunu kullanacagiz (Izumiya vd. 1998).

Onerme 3.1.5 v : I € R — R? egrilikleri sifir olmayan birim hizli bir egri ve bu
egrinin Frenet vektorleri {T', N, B} olsun.
(1) g/ (s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul A\, € R sayilar i¢gin v = \T'(s) +
puB(s) olacak sekilde birim vektorii vardir.
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(2) g.(s) = ¢2/(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
1

vV =t——=—=(H(5)T'(s) + B(s)) olmasidir.
o T+ BG9)
(3) g.(s) = gi(s) = ¢g/'(s) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul

v = i%}p(s)(H(s)T(s) + B(s)), H'(s) = 0 saglanmasidur.

(4) g.(s) = gl(s) =gV (s) = 91(14)(5) = 0 olmas igin gerek ve yeter kogul

v = i%}{?(s)(H(S)T(S) + B(s)), H'(s) = H'(s) = 0 saglanmasidr.

(5) gi(s) = gl(s) =gV (s) = gq(,4)(s) = gq(,‘r’)(s) = 0 olmas igin gerek ve yeter kogul
v = iﬁ(H(S)T(S) + B(s)), H'(s) = H"(s) = H"(s) = 0 saglanmasidir

(Izumiya vd. 1998).

Ispat: (1) (3.13) denkleminde esitligin her iki yaninmn s parametresine gore dife-

rensiyeli alinir ve Serret Frenet formiilleri kullanilirsa
gi(s) =k < N(s),v> (3.14)
olur. Bu durumda g¢/,(s) = 0 ise k # 0 oldugundan < N(s),v >= 0, yani;
v=AT(s)+ uB(s) (3.15)

olacak sekilde \ ve  reel sayilar: vardir. Ayricav € S? oldugundan dolay1 A +p2 = 1
saglanir.
(2) Kabul edelim ki; ¢/ (s) = ¢%/(s) = 0 olsun. (3.14) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Serret Frenet formiilleri kullanilirsa
gl(s) =K < N(s),v>—r><T(s),v > +kT < B(s),v > (3.16)
esitligi elde edilir. ¢/(s) = 0 ve (3.15) egitlikleri birlikte kullanilhirsa

K < N(8),\NT(s) + uB(s) > —k* < T(s), \T'(s) + uB(s) >

+rT < B(s),\T(s) + puB(s) >=0
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ve gerekli diizenlemeler yardimiyla

— &2+ kT =0

1
V1+ H?

esitligi (3.15) denkleminde gozoniine

olur. Buradan A = H elde edilir. Ayrica \*+5? = 1 saglanacagidan p =

1
olarak bulunur. Sonug olarak y = ——=
V14 H?

alinarak
v=t+t——or—(H(s)T(s) + B(s)) (3.17)
oldugu elde edilir.

(3) Kabul edelim ki; ¢/ (s) = ¢//(s) = ¢2/'(s) = 0 olsun. (3.16) denkleminin s paramet-

resine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

gil(s) = (=2kK") < T(s),v > +(k7) < B(s),v > (3.18)
olur. g7 (s) =0 ve (3.17) esitlikleri birlikte gozoniine alinarak
! S s)T(s s
(_2’%’%) < T(S)? \m([—[( )T( )+B( )) >
/ 1 —
+(k7) < B(s), TI—P(S)(H(S)T(S) + B(s)) >=0

elde edilir. O halde pu(7'k — k'7) = 0 ve buradan da Onerme 2.27 yardimiyla
purx*H' = 0 olarak bulunur. p # 0 ve k # 0 oldugundan H'(s) = 0 elde edilir.

(4) Kabul edelim ki; ¢, (s) = ¢”(s) = ¢""(s) = g5 (s) = 0 olsun. (3.18) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

gff)(s) = 2((K)?* + kK" < T(s),v > +(k7)" < B(s),v > (3.19)
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olur. gi¥(s) = 0 ve (3.17) esitlikleri birlikte kullanilrsa

K> —27(K')? — 7KK + 2kK'T + K2T"

,//432_’_7—2( K/?’

)=0 (3.20)
olur.

(3.20) esitliginin pay kismina (4rk'7" + 47(K')?) ifadesi eklenip gikartilirsa

K> 27(k")? — ThE" — 26K'T + K2T"

1/I{2—{—7'2( K3

kK3 AkK'T — AT (K')?
VK2 + 712 K3

elde edilir. (3.21) denklemi ve Onerme 2.27 yardimiyla

)

+ =0 (3.21)

3 " kK3 AR (kT — T(K)?)

K
N g+
VK2 + 712 (s) VK2 4 72 K3

=0

ve buradan da
3 2

K " K
VK24 12 (S>+\//f2+7'2H
elde edilir. Ayrica (3) den dolay1 H'(s) = 0 esitligi dikkate alinirsa £ # 0 oldugu

"(s)=0

icin H”(s) = 0 olmak zorundadir.

(5) Kabul edelim ki ¢.(s) = ¢"(s) = g/"(s) = ¢5"(s) = ¢’ (s) = 0 olsun. (3.19)

denkleminin s parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
g9 (s) = —6(K'K" — 26K") < T(s),v > +("7 + 36"7 4+ 3K'7") < B(s),v > (3.22)

olur. gq(f)(s) =0 ve (3.17) esitlikleri birlikte kullanilirsa
—3K'K"T — kKT + K27 + 3kK"T — 3K/ (TK" — KT")

=0
VK2 + T2

elde edilir.

42



(4) den H"(s) = 0 oldugu bilindiginden

27(K')% — 2Kk

K

7" — k7" =

(3.23)

esitligi saglanir. O halde

—3kk'K"T + 32T — 67(K')? + 6k(K')*T — k2" T + K37

VK2 4 12

=0 (3.24)

elde edilir.

(3.24) esitliginin pay kismina (9xk'k"7+6k2£"7") ifadesi eklenip ¢ikartihir ve Onerme

2.27 gozoniine alinirsa

H"(s) K + 6k"(7'r — K'T) — 3K (TK" — KT") 0
S p—
\/W KA / ,{'/2 + 7—2
ve buradan da
H/”(S) K3 N 6k K , 8) _ MHI(S) 0
VLT et Vi T

elde edilir. x # 0 ve ayrica (3) den H'(s) = 0 oldugundan H"'(s) = 0 olarak bulunur.

Onerme 3.1.6 v : I € R — R3 egrilikleri sifir olmayan birim hizli bir egri ve bu
egrinin Frenet vektorleri {7, N, B} olsun.

(1) g/ (s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul A\, u € R sayilar i¢gin v = \T'(s) +
pB(s) olacak sekilde birim vektorii vardir.

(2) g, (s) = ¢2/(s) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul

1 .
v =+————=(T(s) + H(s)B(s)) olmasidur.
1+ H?(s)
(3) g.(s) = g2(s) = ¢g/'(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
1 ~ ~
v =+————=(T(s) + H(s)B(s)), H'(s) = 0 saglanmasidur.
1+ H?(s)
(4) g.(s) = gl(s) =gV (s) = gy‘)(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
1 ~ ~ P
v=+————=(T(s) + H(s)B(s)), H'(s) = H"(s) = 0 saglanmasidur.
1+ H?(s)
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(5) gi(s) = gl(s) =g (s) = g1(,4)(5) = g1(,5)(s) = 0 olmas igin gerek ve yeter kogul
1

v=t——eoe=(T(s) + H(s)B(s)), H'(s) = H"(s) = H"(s) = 0 saglanmasidur.
1+ H2(s)

~

Ispat: Ispati Onerme 3.1.5 in ispat1 ile benzer sekilde gosterilebilir.
3.2 Helisler ve Bir Egrinin Tegetler Gostergesi

Bu boliimde uzay egrilerinin RD yiizeyi, d Darboux gostergesi ve RG yiizeyinin
geometrik ozelikleri ele alinacaktir. Son boliimdeki onermeler tarafindan acikca
goriiliiyor ki H'(s) fonksiyonu ve D(s) = H(s)T(s) + B(s) Darboux vektorii bu
galigmada 6nemli bir yer tutmaktadir. Eger H'(s) = 0 ise o zaman 7(s) egrisi helis
v egrisinin tegetler gostergesi olarak adlandirilir. Kolayca hesaplanabilir ki tegetler
gostergesi (T') nin geodezik egriligi H fonksiyonuna esittir ve 7 egrisinin konikal

geodezik egriligi olarak adlandirilir. Dahas1 agagidaki énerme gerceklenir.

Onerme 3.2.1 7 : I € R — R3 birim hizhi bir egri olsun. ~ egrisinin helis olmas:
icin gerek ve yeter kosul 5(3) modifiye Darboux vektoriiniin sabit vektor olmasidir

(Izumiya vd. 1998).

ispat: D(s) = H(s)T(s) + B(s) ifadesinin diferensiyeli almr ve Serret Frenet for-
miilleri kullamhrsa D'(s) = H'(s)T(s) olur. Bu yiizden ~ egrisinin helis olmas: i¢in
gerek ve yeter sart D' (s) = 0 olmasidir. Bu sart 15(3) in sabit vektor olmasiyla

esdegerdir.

Onerme 3.2.2 v: I C R — R? birim hizh bir helis egrisi olsun. Bu durumda

(1) ~y egrisinin tegetler gostergesi T'(s), S? birim kiiresi {izerinde gemberdir ve ¢gem-
berin teget vektor alanmin sabit aci yaptigi sabit dogrultu birim vektor d(s) = €
tarafindan verilir.

(2) 7y egrisinin RD yiizeyi y(s) +u'e tarafindan verilen silindirik yiizeydir (Izumiya

vd. 1998)
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Ispat: (1) v: 1 C R — R birim hizh bir helis egrisi olsun. Bu durumda 6(s), T(s)

ile € vektorleri arasindaki ac1 olmak iizere < ¢ ,7(s) >= cosf dir. Diger yandan

1 H
€ = +—(H(s)T(s) + B(s)) oldugu icin < ¢,T(s) >= _Hl)
1+ H%(s) 1+ H(s)
dir. H(s) sabit oldugundan < ¢, T(s) > carpimi yani cos@ sabittir. Bu ise T'(s)
tegetler gostergesinin S? birim kiiresi tizerinde bir ¢cember belirttigini ve cemberin
teget vektor alanmin sabit ac1 yaptig sabit dogrultunun e oldugunu gosterir.

(2) Ispat1 Tanmim 3.6 da verilen RD (rektifiyan agilabilir) yiizeyin tamimindan agikca

goriilmektedir.

Tanim 3.2.3 v, : [; C R — R3(i = 1,2) regiiler egriler olsun. Eger 0 < p < k
icin ﬁ’)(so) = fygp)(to) saglaniyorsa v,(so) ve v5(to) en az (k + 1). dereceden
degmeye sahiptir denir. Ayrica eger en az (k + 1). dereceden degmeye sahip ve
A (50) 'yékﬂ)(to) saglaniyorsa v, (So) ve v4(to) egrileri (k + 1). dereceden
degmeye sahiptir denir (Izumiya vd. 1998).

Harmonik egrilik fonksiyonunun tanmimin kullanarak asagidaki énermeyi verebiliriz

Onerme 3.2.4 Eger v, (s¢) ve 7,(to) egrileri (k + 1). dereceden degmeye sahipse o
zaman H%))(so) = H(g) (to) (0<p<k—3)ve Hﬁ(ylf_Q)(so) + H%_Q)(to) dir (Izumiya
vd. 1998).

Onerme 3.2.5 v : I C R — R3 egrilikleri sifir olmayan regiiler bir egri olsun. Bu
durumda sq € J C I agik araligr ve bir tek 6 : J — R3 dairesel helisi vardir 6yleki
d(s0) = 7(so) dir ve 7y egrisi so noktasinda en az 4. dereceden degmeye sahiptir. ¢§
dairesel helisine sy noktasinda v egrisinin oskiilatér dairesel helisi denir (Izumiya

vd. 1998).

Ispat: 6(so) = v(s0), 0'(s0) = 7' (s0), 0"(s0) = v"(50) ve 8" (s0) = 7" (s0) baslangic

kosullar1 altinda k5(s) = k(sg) ve 75(s) = 7(so) dogal esitliklerinin ¢oziimii ile verilir.
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3.3 Bir Degiskenli Fonksiyonlarin Katlanmalari

Teorem 3.3.1 F : (R x R™ (sg,z0)) — R, so noktasinda A singiilerligine sahip
f(s) fonksiyonunun n parametreli katlanmasi olsun.

(1) Kabul edelim ki F, (p)—versal katlanma olsun. Bu durumda agagidaki ¢nerme-
lerden biri gergeklenir.

(a) Eger k = 2 ise o zaman B ciimlesi {0} x R"™! ciimlesine lokal difeomorfiktir.
(b) Eger k = 3 ise o zaman By ciimlesi C' x R"? ciimlesine lokal difeomorfiktir.
(2) Kabul edelim ki F, versal katlanma olsun. Bu durumda agagidakilerden biri
gerceklenir.

(a) Eger k =1 ise o zaman D ciimlesi, {0} x R"! ciimlesine lokal difeomorfiktir.
(b) Eger k = 2 ise 0 zaman D ciimlesi, C' x R"~2 ciimlesine lokal difeomorfiktir.
(c) Eger k = 2 ise 0 zaman Dp ciimlesi, SW x R"3 ciimlesine lokal difeomorfiktir
(

Bruce ve Giblin 1992).

Onerme 3.3.2 G : I x S? - R, v(s) birim hizh egrisi tizerindeki tegetsel yiikseklik
fonksiyonu olsun. Eger g,, fonksiyonu s, noktasinda Aj singiilerligine sahip ise
(k = 2,3) G fonksiyonu g,, fonksiyonunun (p)—versal katlanmasidir (Izumiya vd.

1998).

Ispat: v(s) = (21(s), 22(s), 23(s)) ve ¥ = (y1, 42, /1 — 42 — y3) olsun. Tanim 3.1.4

den

G(s, V') = (T(s), V) = 12 (s) + yowy(s) + /1 — yf — yaws(s) (3.25)

oldugu bilinmektedir. Ayrica

oG _ a(s) - Yixh
280 _ .I‘”(S) _ ylxg(s)
0s Oy, Z V1I—y7— 13
2 e
0" oG _ 2" (s) — — s (5) (3.26)

ooy V1=t -y
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esitlikleri kolayca hesaplanabilir. & = 2 ve k = 3 degerleri i¢in 2 farkli durum soz

konusudur.

1.Durum: g,, fonksiyonu A, singiilerligine sahipse;

171 (5) + Y25 (s) + /1 — yi — y3rs(s) = 0 (3.27)

oG
esitligi saglanir. Buradan — (s, y) fonksiyonunun 1. dereceden jetleri

Y;
oG § 0G
1 _— = _—— — = —
J( ayl(S,yo))(So) 95 9, (s — s0) = a11(s — s9)
oG 0 0G
1 —_— = —_— —_ = _
J( 8y2<sjyo>)(80) Ep 3y2(8 S0) = aa(s — 50) (3.28)

esitliklerindeki gibi olup (3.26) daki degerler yardimiyla katsayilar matrisi

() - AL

V1-yi—y3

1 S) nyg(S)

T5(s) — —F———
\/1_y%_y% 1x2

eklinde elde edilir. Burada A matrisinin elemanlarinin kareleri toplamina bakilir ve

A:

5
(3.27) esitligi goz oniine alinirsa

2(5) — y1Ig<S) 2 2'(s) — y2Ig<S) 2
= (21(s))” + (23()* + (1 + m)(%é’(«?))2 70

elde edilir. O halde rankA =1 dir.

2.Durum: g¢,, fonksiyonu Ajs singiilerligine sahipse;
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oG
Oy

(s,y) fonksiyonunun 2. dereceden jetleri;

oG 0 oG 1 0% oG 9

207 - - = _ - = _
J (ayl (S7y0))(80> 88 ayl (S SO) + 2 882 ayl (S SO)

1
= 0411(5 — 80) + 50&21(8 — 50)2

oG 0 oG 1 0% 0G

2 el - = - - T o
J (8y2 (5,90))(50) 9 ayQ(S s0) + 2952 Oy (s = s0)

1
= 0412(8 — 80) + 5@22(8 — 80)2

esitliklerindeki gibi olup (3.26) daki degerler yardimiyla katsayilar matrisi

y125(s) Y25 (s)
H(s) ~ o= W) - =
B— L—yi — 3 L —yi — w3

JJ/”(S) _ ylxg(s) LL‘”’(S) _ nyg(S)

1 2
V1—yi—y3

2

\/1_y%_y% 2%2

(3.29)

olarak elde edilir. B matrisinin determinantina bakilir ve hesaplamalar yapilirken

7(s0) = K(s)N(s)
7"(s0) = —K(s)T(s) + K'(s)N(s) + r(s)7(s) B(s)

esitlikleri ile g,, fonksiyonunun Aj singiilerligine sahip oldugu g6z 6niine alinirsa

1
V= :EH—H2<SO>(H(30)T(SO) + B<30>>
) zy(s) a5(s) x5(s)
det(B) = m m’l”(s) J,’g/(8> a:g”(s)
hn Y2 Ys
1

N = <7"(s0) x 7" (s0),v >
- ;(iﬁ(so)\//@(so) +72(s0) # 0

V1—93—y3

olarak hesaplanip rankB = 2 oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

48

(3.30)



Onerme 3.3.3
G:IxSxR—R, Gs,V,w)=G(s,7) —w=(T(s), V) —w (3.31)

ve G (, v, W) = gy olmak tizere, eger ¢y, ., fonksiyonu sy noktasinda Ay singiiler-
ligine sahipse (k = 1,2, 3) G fonksiyonu gy, ., fonksiyonunun versal katlanmasidir

(Izumiya vd. 1998).

ispat:
G5, T, w) = yu2y (s) + yarh(s) + /1 — v — y3al(s) — us

seklindedir. O halde a—(s, o) fonksiyonunun 2. dereceden jetleri;

7

a e
ayl (507 yO) + J (ayz

yir3(s)
V1-yi—y3

sy £ YTy
sy £ —Yitsls) 58) ) (s — 50)3.32)
L -y — 5

(5:40))(s0) = wis) &

seklinde bulunur. £ =1, k = 2 ve k = 3 degerleri i¢in 3 farkli durum s6z konusudur.
1.Durum: g¢,,,, fonksiyonu A; singiilerligine sahipse (3.26) daki degerlerin (3.32)
esitliginde yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi

nass) )

- 1— 42— 42 L2 12—
vV 17 Y Y1 — Y3 1x2

seklinde elde edilir. Acgikca goriilmektedir ki rankA = 1 dir.

A= | #1(s)

2.Durum: g,, ., fonksiyonu A, singiilerligine sahipse (3.26) daki degerlerin (3.32)
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esitliginde yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

h123(5) y223(s)
(s) - = ah(s) - ———— 1
B— 1=vr—v; vl—g{;%
Pl - LB gy B
L —wyi —v; L —yi —v3 22

seklinde elde edilir. Onerme 3.3.2 1. Durum’dan dolay1 2. satir 0 dan farklidir bu

yiizden rankB = 2 olarak bulunur.

3.durum: g,, ., fonksiyonu Ajs singiilerligine sahipse (3.26) daki degerlerin (3.32)

esitliginde yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

[ y15(5) y2;(s)
w(s) - 2By - BB
1_%1(33/2 1_3,{1_3/2
o= | o) - LB gy o el
Lo v Lo
() - B - B
i L —yi —v; L —yi —v; 13x3

seklinde olup Onerme 3.3.2 2.Durumdan yararlamlarak kolayca goziikmektedir ki

rankC = 3 olur. Bu da ispat1 tamamlar.
Onerme 3.3.4 Eger fu, fonksiyonu sy noktasinda A singiilerligine sahip
(k = 2,3,4) ise F fonksiyonu f,, fonksiyonunun versal katlanmasidir (Izumiya vd.

1998).

Ispat: Onerme 3.3.2 ve Onerme 3.3.3 de kullanilan ayni notasyonlar altinda

seklinde verilmek tizere

E(s) = (Eas, F31, E12), olsun. Bu durumda

E(s) = x 7" = x(s)B(s)
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E"(s) = 2k(s)(2K'(s)T(s) + k(s)T'(s))T'(s)
+(=3K"(s)7(s) — 3K/ (8)7'(5) — k()" () + K*(5)7(s) + K(s)T(s)) N (s)

+(K"(s) — 3K'(5)7%(s) — 3k(s)7(s)7'(5))B(s)
dir. Buradan
K (s)E(s) — w(s)E'(s) = w*(s)7(s)N(s),
(K'(s)E(s) — k(s)E'(s)) = " (s)(r(s)B(s)) — r(s)E"(s)
(K'(s)E(s) = K(s)E'(5))" = (=5K%(s)K'(5)7(s) — 2k°(s)7"(5))T (s)
+(26(s)K"(s)T(s) + 2 {HI(S)}z 7(s) + 4k(s)K'(s)7'(s)

—1%(s)7"(s) + k*(s)7(s) + K2(s)T3(5)) N (s)

+(4k(s)K'(s)T2(5) + 3K%(s)7(s)7'(5)) B(s)
seklinde hesaplanir. Tanim 3.1.1 den dolay1

F(s,u) = %3) {(z1(8) — u1)Eas + (wa(s) — ug) E31 + (x3(s) —uz)En}  (3.33)

dir. Ayni zamanda

J"F J"F J"F J"F
our (S’ U’) - (au{ (Sv u)? a_ug(sv U’) _(Sa U))

" Ouj

seklinde verilecek olursa
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FF Loy — k(s)E'(s L K'($)E(s) — k(s)E" (s
o (50) = (ot (R)B(S) = RIS + o (5)BLs) = () E"(5)
IF L g — k(s E'(s 1 "k (s s) — k(s E" (s
Crs) = () WE) — KB ) + 2yt (B — K(5)E(5)
o SV BS) + (6)E's) = (5 E"(6) — () E5)

olarak hesaplanir. Ayrica a—(s, u) fonksiyonunun 3.dereceden jetleri;

7

OF O*F 1,0°F 1 0'F
Js(ﬁ_m(s’ uo))(s0) = (8_uf<80’u0))8 + 5(%(30, Uo))32 + g(a_u;;(SOaUO))SS

1

dir. k=2, k=3 ve k = 4 degerleri i¢in 3 farkli durum soz konusudur.

1.Durum: f,, fonksiyonu sy noktasinda A, singiilerligine sahipse katsayilar matrisi;

0’F
P~ [Ggteow)

1x3

seklindedir ve P matrisi icin

O*F 1 / — k(s E'(s
a_uzg(so,uo) ~R2(s) (K'(s)E(s) (s)E'(s))

= 7(s0)N(so) #0

olup bu da P matrisinin rankinin 1 oldugu anlamina gelir.



2.Durum: f,, fonksiyonu sy noktasinda As singiilerligine sahipse katsayilar matrisi;

0’F

W (So, Uo)
Q = 83#

——5 (50, uo)

au? 2x3

seklindedir.

Hesaplanan degerlerin yerine yazilmasi ile

1 '(s s0) — k(so)E' (s
0 1 m(ﬁ( 0)E(s0) — £(s0) E'(s0))
(m)'(ﬁ'(So)E(So) — K(50)E'(s)) + (K"(s0) E(s0) — K(s0) E"(s)) -
yani
0= K%(50)7(50) N (50)
—r3(50)7(80)T(80) + K2(50)7"(50) N (50) + K2(50)7%(50) B(50) os
elde edilir.
Ayrica (Q matrisinin Gram-Schmidt matrisi M matrisi olmak iizere
M = k%(s0)7*(s0) : 7o) )
(s0) K*(s0)7%(s0) + {7 (s0)}" + 7*(s0) -

seklindedir.

M matrisinin determinanti hesaplanirsa
det M = k®(s0)72(50) (K*(50) + 7%(50)) # 0

oldugu gortiliir.

Bu yiizden

rank( = rank i =2
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dir.

3.Durum: f,, fonksiyonu sy noktasinda A4 singiilerligine sahipse katsayilar matrisi;

seklindedir.

K2(s0)

(

+2(

(K" (50) E(s0) 4 " (50) E' (s0) — #'(s0) E" (s0) — (50) E" (s0))

- 2R

ou? Juz (50 o)
P E
R = 8 3 (80, Uo)
O F
L ou 4 (SO’UO) 43x3
1 !/ !
2 (50) (K'(s0)E(s0) — £(s0)E"(s0))

)'(K'(50) E(50) — K(s0) E'(s)) +

—_

-

K%(s0)

)" (s0)(K'(50) E(s0) — £(50) E'(s))
)'(s0) (K" (s0) E(50) = #(s0) E" (s0))+

(K" (s0)E(s0) — K(s0)E"(s0))

4 3%x3

olup det(R) # 0 oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Gerekli iglemler yapildiktan

sonra

det(R)

det

—RG(SO)

/46(50)

(K" (s50)E(s0) + H"(SO)E'(SO) — K'(s0) E"(s0) — K(s0) E"(s0)

7(50) (4K (s0)7(s0) + 3k(50)7"(50))
73(50) (5K (50)7(50) + 2k(50)7(50))
’16(50)73(50)(%(50)7/(50) -

K'(50)7(s0)) # 0

olarak hesaplanir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3.4 Singiilerite derecelerine gore d kiiresel Darboux gostergesi, RG yiizeyi

ve RD yiizeyinin simiflandirilmasi

Teorem 3.4.1 Imm, (S, R?), C* topolojisi ile v : ST — R? regiiler egrilerin uzay1
olsun (k # 0 ve 7 # 0). O zaman ¢ Clmm, (S, R3) herhangi bir v(s) € ¢ igin
asagidaki ozelikler saglanir.

(1) Eger H'(s) = 0 ise s € S! noktalarinin says1 sonludur.

(2) Eger H'(s) = H"(s) = 0 ise s € S* noktas1 yoktur.

(3) Eger H"(s) = 0 ise s € S! noktalarinin sayis1 sonludur.

(4) Eger H"(s) = H"(s) = 0 ise s € S noktas1 yoktur (Izumiya vd. 1998).

Teorem 3.4.2 (Ana Teorem) 7 : [ C R — R3 birim hizh bir egri olmak iizere
asagidaki onermeler saglanir.

(1) Darboux gostergesi d(sp) noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfiktir
<= H'(s9) =0 ve H"(s9) # 0.

(2)(a) RG yiizeyi ugT(so) + B(so) noktasinda C' x R (cuspidal edge) yiizeyine lokal
difeomorfiktir <= ug = H(sg) ve H'(sg) # 0.

(b) RG yiizeyi ugT(so) + B(so) noktasinda ST (swallow tail) yiizeyine lokal difeo-
morfiktir <= ug = H(so), H'(s¢) =0 ve H"(s) # 0.

(3)(a) RD yiizeyi v(so) + uoD(so) noktasmda C' x R (cuspidal edge) yiizeyine lokal
difeomorfiktir <= H'(s¢) # 0, H" (s9) # 0 ve ug = %.

(b) RD yiizeyi v(so) + uoD(sp) noktasinda SW (swallow tail) yiizeyine lokal difeo-
morfiktir <= H'(sq) # 0, H"(sg) = 0, H"(s0) # 0 ve ug =

1998).

Izumiya vd.

1
i(s0)

Ispat: (1) G fonksiyonu (p)-versal katlanma ve B = d oldugundan dolay1 n = 2 ve
k = 3 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilirsa d Darboux gostergesinin sy, noktasinda
C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kogul H'(s¢) = 0
ve (H)"(so) # 0 olmasidir.

(2)(a) G fonksiyonu versal katlanma ve D & = RG ytizeyi oldugundan dolay1 n = 3

ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilirsa RG yiizeyinin sy noktasinda C' x R

95



(cuspidal edge) yiizeyine lokal difeomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

up = H(so) ve H'(s9) # 0 olmasidur.

(b) G fonksiyonu versal katlanma ve Ds = RG yiizeyi oldugundan dolay1 n = 3
ve k = 3 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilirsa RG yiizeyinin sy, noktasinda SW
(swallow tail) yiizeyine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kosul

up = H(so), H'(so) =0 ve H"(s) # 0 olmasidur.

(3)(a) F fonksiyonu versal katlanma ve ©r = RD yiizeyi oldugundan dolay1 n = 3
ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilirsa RD yiizeyinin sy noktasinda C' x R
(cuspidal edge) yiizeyine lokal difeomorfik olmasi icin gerek ve yeter kogul

H'(so) # 0, H"(s9) # 0 ve ug = ﬁ olmasidur.

(b) F fonksiyonu versal katlanma ve ©p = RD yiizeyi oldugundan dolayi n = 3
ve k = 3 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilirsa RD yiizeyinin s, noktasinda SW

(swallow tail) yiizeyine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kogul

H'(s9) # 0, H"(s9) =0, H" (s9) # 0 ve ug =

1
' (s0) olmasidir.

Bu da teoremi ispatlar.
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4. BISHOP VE 2.TiP BISHOP CATISINA GORE EGRILERIN SINGU-
LERITELERI

Frenet catis1 3 kez diferensiyellenebilir dejenere olmayan egriler i¢in inga edilmistir.
Egri tizerindeki baz1 noktalarda egrilik sifir olabilir. Yani egrinin ikinci tiirevi sifir
olabilir. Bu durumda alternatif bir cat1 kullanabiliriz. Eger egrinin tiirevi tegetsel
ise egri boyunca N normal vektor alani goreceli paralel olan bu alternatif catiy1 olus-
turmak igin 7" teget vektor alan ve iki goreceli paralel vektor alanini kullaniriz. Bu
cat1 Bishop catis1 ya da T boyunca paralel bir ¢ati olarak adlandirilir. Isminin
paralel olmasinin nedeni normal vektor alaninin tiirevlerinin normal bilegeninin sifir
olmasidir. Paralel catinin avantajlar: ve 3 boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisi ile
kargilagtirilabilir olmasi Bishop ve Hanson tarafindan verilip galigilmigtir (Bishop

1975).

Catinin ana konsepti bir tek teget vektorii alimip ve T ye dik diizlemde tiirevleri

yalnizca T ye bagh uygun iki baz { N7, Na} segilerek olugturulur.

3 boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisinin yay parametreli bir egri icin denklemleri

T 0 ki ko T
{ = —/{31 0 0 N1
: ks 0 0 Ny

seklindedir.

Frenet catisi ve paralel catilar arasindaki iligki agagidaki denklemlerle verilmektedir.

1 0 0 T
=10 cosf(s) sinf(s) M
0 —sinf(s) cosf(s) Ny

S = 9

k1(s) ile ko(s) fonksiyonlar: sirasiyla Ny ve Ny boyunca temel egrilikler olarak ad-
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landirilir. Ayrica {kq, k2} egrinin degismezlerinin bir tiirii olarak diigiiniilebilir. Bu-

rada

k1(s) = k(s) cosb(s)

ka(s) = k(s)sinf(s)
do(s)

k
k=K +k:, 0(s)= arctan(k—Z), ki(s) # 0 ve 7(s) = s yani 0 = [ 7(s)ds

1

dir.

Sekil 4.1 Bishop catisi

a: I ¢ R— R? birim hizl regiiler bir egri olsun. {¢4,(y, B} bazlar kullanilarak

elde edilen ve

C,1 0 0 —5 Cl
G|=]10 0 —g Co
B’ €1 €2 0 B

esitliklerini saglayan goreceli paralel cati da 2. tip Bishop catisi olarak adlandirilir.
Frenet catisi ve paralel catilar arasindaki iligski agsagidaki denklemlerle verilmektedir

(Liu ve Pei 2013).

T sinf(s) —cosf(s) 0 ¢y
N | =] cosf(s) sinf(s) 0 (s
B 0 0 1 B

e1(s) ve e59(s) fonksiyonlari sirasiyla (;(s) ve (5(s) boyunca temel egrilikler olarak

28



adlandirilir. Burada
e1(8) =< B',(; > veey(s) =< B, (, >

e1(s) = —7(s) cosb(s)

£9(s) = —7(s)sinf(s)

_df(s)

0(s) = arctan<§—2), e1#£0, 7=/ +e3,k(s) = 2 0(s) = [ k(s)ds dir.
1

Sekil 4.2 2. tip Bishop catisi

tas egriyi ¢izerken {7', Ny, Ny} vektorleri degisirler. Dolayisiyla kiiresel gostergeler
olugurlar. Egrinin {7, Ny, No} ii¢ ayakhisinin her s aninda, bir eksen etrafinda bir
ani helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin bu s parametresine kargilik
gelen a(s) noktasindaki Bishop Darboux ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrul-

tusunu veren vektor

BD(s) = —ka(s)N1(s) + k1(s)Na(s)

olup egrinin Darboux vektorii adini alir (Izumiya ve Takeuchi 2002).
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kz(S)
k,’l (S)

BD(s) = Ni(s) — Na(s)
seklinde tanimlanan vektor alanina Modifiye Bishop Darboux vektorii adi ve-

rilir. Ayrica
_ _BD(s)

~ BD(s)]|
k’1<8) k,’Q(S)

k2(s) + k2(s) (lﬁ(s)

seklinde tanimlh vektor alanina o egrisinin kiiresel Bishop Darboux gostergesi

d(s): I — S? d(s)

d(s) = — Ni(s) — No(s))

denir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Onerme 4.3 Geometrik invaryant fonksiyonu olarak adlandirilan
p(s) = ky(s)ka(s) — kr(s)ka(s)
ifadesinden s ye gore diferensiyel alinarak

p(s) = kiky — koky
p'(s) = (K'ka+ KKy — kyky — k5'ka)

degerleri hesaplanabilir.

Tanim 4.4 R3 reel vektor uzayinda

F(v,0) : IxR — R3
(s,u) — F(7,0)(s,u) = ~(s)+ud(s)

seklinde verilen regle yiizeyin dogrultman vektorii Ef?(s) olarak alinirsa, elde edilen
BRD,(s,u) = F(v,BD(s))(s,u) = ¥(s) + uBD(s)

regle yiizeyine, v egrisinin BRD (Bishop rektifiyan agilabilir) ytizeyi denir (Izumiya
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ve Takeuchi 2002).

Tanim 4.5
v:ICR—R?

birim hizh regiiler bir egri ve S? ciimlesi de R? uzayinda birim vektoérlerin ciimlesi

olsun. Tanim 2.50 ile benzer mantikla  egrisinin Bishop duali
BDU, (v,u) = {(u,v) €S> xR: (y(t),v) = u, (T,v) =0}
seklinde tanimlanir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

4.1 Uzay Egrisinin Geometrik Degismezi ve Bishop Yiikseklik Fonksi-

yonlari

Bu boliimde regiiler egrinin geometrik degismezlerinin ¢alisilmasinda yararh olacak
~ tizerindeki iki farkli fonksiyon ailesini tanitalim. I, R reel vektor uzayimin bir agik
araligl olmak fizere v : I C R — E? birim hizh regiiler bir egri olsun. Simdi /
tizerinde stirekli fonksiyonlarin bir ailesini tanimliyalim.
Tanim 4.1.1

H:IxS*—R, H(s,v) = (v(s),) (4.1)

H fonksiyonunu v egrisinin Bishop yiikseklik fonksiyonu olarak adlandiracagiz.
Herhangi bir v € S? igin H(s,v) = h,(s) gosterimini kullanabiliriz (Izumiya ve

Takeuchi 2002).

I iizerinde fonksiyonlarin bir ailesini daha tamimlayalim.

Tanim 4.1.2
H:IxS*xR—R, H(s,v,u) = H(s,v) — u = {v(s),v) — u (4.2)

H fonksiyonunu v egrisinin genisletilmis Bishop yiikseklik fonksiyonu olarak

adlandiracagiz. Burada asagida goz oniine alacagimiz sartlar altinda v degigkeni s ile
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v degiskenlerine bagh oldugundan dolay1 IFH(S, v,u) = %U(s) gosterimini kullanabiliriz

(Izumiya ve Takeuchi 2002).
O halde agagidaki 6nerme gerceklenir.

Onerme 4.1.3 I, R reel vektor uzayinm bir acik araligi olmak tizere v : I € R — R?
egrisi pozitif k;(s) egriligi ile birim hizh regiiler bir egri olsun. Bu durumda

(A)(1) Rl (s) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul A, 4 € R sayilar1 i¢in v = AN; +
(N5 olacak sekilde birim vektorii vardir.

(2) hl(s) = h!(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul v = +d(s) olmasidur.

(3) hl(s) = Rh!(s) = h(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul v = £d(s) ve p(s) =0
olmasidir.

(4) hi(s) = hl(s) =hl(s) = h$,4)(s) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kogul v = +d(s)
ve p(s) = p'(s) = 0 saglanmasidir.

(5) hl(s)=h!(s)=h(s) = h1(,4)(5) = h1(,5)(3) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

v ==%d(s) ve p(s) = p'(s) = p’(s) = 0 saglanmasidir.

(B)(1) hy(s) =0 olmas: igin gerek ve yeter kogul u =< ~(s),v > olmasidir.

(2) hy(s) = h',(s) = 0 olmast icin gerek ve yeter kogul A, 1 € R sayilar icin v = AN, +
pNo olacak sekilde birim vektorii vardir ve u =< 7(s),v > esitliginin saglanmasidir.
(3) hy(s) = ?L;(S) = %Z(s) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul v = +d(s) ve
u =< 7(s),v > esitliklerinin saglanmasidur.

(4) hy(s) = Il (s) = h’(s) = B (s) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter kogul v = =d(s),
u=<7(s),v > ve p(s) =0 olmasidr.

(5) To(s) = ﬁ;(s) = ﬁg(s) = ﬁ;”(s) = %4)(3) = 0 olmas igin gerek ve yeter kogul
v=2d(s), u=<y(s),v> ve p(s) = p'(s) =0 olmasidir.

(6) hy(s) = R, (s) = R!(s) = h"(s) = hiP(s) = h$ (s) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter
kosul v = +d(s), u =< v(s),v > ve p(s) = p'(s) = p”(s) = 0 saglanmasidir (Liu ve
Pei 2012).

Ispat: (A)(1) (4.1) denkleminde esitligin her iki yanimin s parametresine gore dife-
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rensiyeli alinir ve Bishop catisinin denklemleri kullanilirsa
Rl (s)=<T,v> (4.3)

olur. Bu durumda %/ (s) = 0 oldugundan

dir. v € S? oldugu bilindiginden dolay:1 A\* + ;> = 1 saglanacak sekilde X\ ve y reel

sayilart mevcuttur.

(2) Kabul edelim ki A!(s) = hl(s) = 0 olsun. (4.3) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Bishop c¢atisimin denklemleri kullanilirsa
Rl (s) =< k1 Ny + ko No, v > (4.5)
esitligi elde edilir. h//(s) =0 ve (4.4) esitlikleri birlikte kullanihirsa
< k1N1 4 koNy,v >=10

olur ve buradan da (4.4) esitligi kullamlarak ki A + kop = 0 elde edilir. Ayrica
k1

VE?+ k2

ve A% + p? = 1 esitlikleri (4.4) denkleminde gozoniine

M 4+ 12 =1 esitligi saglandigindan p = + olarak hesaplanir.

Sonug olarak p = +

ok
VEk?+ k2

PPN 1 C) kj(S)Nl(S) — Na(s)) (4.6)

k3 (s) + k3(s) <k (s)

alinirsa

oldugu elde edilir.

(3) Kabul edelim ki hl(s) = hl(s) = h(s) = 0 olsun. (4.5) denkleminin s para-

metresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

hy(s) = ky < Ni,v > +kiy < Np,v > —(k} + ki) < T,v > (4.7)
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olur. h)'(s) = 0 ve (4.4) esitlikleri goz oniine alimirsa Ak} + pkl = 0 elde edilir.

Ayrica burada A ve p degerlerinin yerine yazilmasiyla

ki Ki(s)ka(s) = ki(s)ks(s)

+
\/k%%—k%( Ky

elde edilir. Buradan

)=0

k1 p(s)

:t pu—
\/k%—l—k%( ky )

ve ki # 0 olacagindan dolay1 p(s) = 0 saglanmalidir.

0

(4) Kabul edelim ki b (s) = hl/(s) = hl'(s) = hY(s) = 0 olsun.

(4.7) denkleminin s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

AV (s) = (K —k3—kyk2) < Ny, v > +(k)—k3—kok?) < Ny, v > —(3k1 K} 4+3kokh) < T, v >
(4.8)
olur. h1(,4)(3) = 0 ve (4.8) esitlikleri birlikte kullanilirsa

(k?lll—kzl)’—klkg) < Nl,U > +(k’g—]€§—k‘2k%) < NQ,U > —(3k1kll+3k2k,2) < T,U >=0

dir. Buradan (4.6) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapihr ve Onerme 4.3

gozoniine alinirsa

ke kil — kok!

+ =0
VG A
veya
kl IOI(S)) — O

+
\/k%+k§( ki

elde edilir. k; # 0 olacagindan dolay1 p/(s) = 0 olmalidur.

(5) Kabul edelim ki /,(s) = h'(s) = k" (s) = S (s) = h{”(s) = 0 olsun

(4.7) denkleminin s parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler
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yapilirsa

hO(s) = (K — 6k2K, — K. k2 — Slhikokly) < Ni,v >
‘f‘(k?é” — 6]{%]{3; — k?ék?% — 5k31]€2k11) < Ny,v >

(k4 S — hk? — hoktl + 2k2k2 — 3(K))? — Bk k! — 3(k})? — 3kokl) < Tyv >
(4.9)

olur. " (s) =0, (4.6) ve (4.9) esitlikleri birlikte kullanilirsa

Ry (K'ks — kg'ky) — (K ()ka(s) — ki (s)k5(s)) (kF + K3)

+
\/kf-I—k%( k1

elde edilir. Ayrica Onerme 4.3 den dolay1 p”(s) = (k}"ky + ki'kl — K\ kY — k4'k1) olup
!/

) =0

ki k
p(s) = 0 saglandigindan kjky — k1k = 0 yani k_l = k—} olarak bulunur. Ayrica
2 2
/
K, — K = (L () = (LY (k)2 =0
2 2

oldugundan p”(s) = (k{'ks — k§'k1) seklinde ifade edilebilir

Bu yiizden
o B )=+ K
VE}+ k3 Ky

oldugu elde edilir. k; # 0 ve (3) den dolay1 da p(s) = 0 saglandigindan p"(s) = 0

) =0

elde edilir Bu ise ispat1 tamamlar.

(B)(1) Tamim 4.1.2 kullanilarak (A) nin ispat1 ile benzer gekildeyapilabilecegi ko-

layca goriilmektedir.

Onerme 4.1.4 v : I ¢ R — R3 birim hizli ve pozitif k; egriligi ile taniml regiiler

bir egri olsun. Bu durumda p(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul

v =+ k1(5> k’Q(S)N

VE2(8) + k3(s) <k (s) 1(s) = Nals))

vektoriiniin sabit vektor olmasidir (Liu ve Pei 2012).
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Ispat: Kabul edelim ki p(s) = 0 olsun. (4.6) esitliginin diferensiyeli alimir ve gerekli

islemler yapilarsa

o ikl(k’lk’z — klkg)Nl N ko (K Ky — klkg)Nz
3 3
(k? + k3)2 (k3 + k3)2

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla p(s) = 0 oldugu i¢in v" = 0 yani v sabit vektor
alanmidir. Tersine v = 0 oldugu goz 6niine alinirsa kolayca goriilebilir ki p(s) = 0

olur. Buda ispat1 tamamlar.

Sonug 4.1.5 I, R reel vektor uzaymin bir agik araligi olmak tizere v : I C R — R3,
birim hizli ve pozitif k; egriligi ile tamimh regiiler bir egri olsun. O zaman p(s) =0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Bishop Darboux gostergesinin sabit bir doéniisiim
olmasidir (Liu ve Pei 2012).

Yukaridaki énermeden dolay1 agikga goriilmektedir ki p(s) = kf ke — k1 kb fonksiyonu

ozel anlamlar tagimaktadir.

Teorem 4.1.6 I, R reel vektor uzaymin bir acik araligi olmak tizere v : I C R — R3

sifirdan farkli egrilikleri ile birim hizli bir egri olsun. Bu durumda ~ egrisinin B-
k

slant helis olmasi igin gerek ve yeter kogul (k_2> ifadesinin sabit olmasidir (Bukcu ve

1
Karacan 2009).

Onerme 4.1.7 I, R reel vektor uzayimnm bir acik araligi olmak tizere v : I € R — R?
k1 # 0 ile birim hizh regiiler bir egri ve p(s) = 0 olsun. Bu durumda asagidaki id-
dialar gergeklenir.

(1) ~v(s) egrisi B-slant helistir.

(2) 7(s) egrisinin Bishop Darboux gostergesi sabit bir déniigtimdiir.

(3) 7(s) egrisinin Bishop tegetler gostergesi oskiilator diizlemde yatan bir gemberdir.
(4) ~(s) egrisinin Bishop rektifiyan acilabilir yiizeyi v(s) + ue seklinde verilen
silindirik ytiizeydir.

(5) (s) egrisinin N; Bishop gostergesi S? birim kiiresi iizerinde bir ¢emberdir ve

cemberin teget vektor alaninm sabit aci yaptigi sabit dogrultu d(s) = € vektorii
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tarafindan verilir.
(6) v(s) egrisinin N, Bishop gostergesi S? birim kiiresi iizerinde bir gemberdir ve
cemberin teget vektor alaninim sabit aci yaptigi sabit dogrultu d(s) = e vektorii

tarafindan verilir (Liu ve Pei 2012).

Ispat: (1) Kabul edelim ki p(s) = k' ks — k1K, olsun. Bu durumda kolayca gostere-

biliriz ki gerekli islemler yapilarak

k’2(8))/ _ ka(8)ka(s) — ka(s)ki (s) s)

_ = _0
ki(s) (k1)%(s) (k1)%(s)

(

olur. Bunun anlam

kigz) degerinin sabit olmasidir. B-slant helisin tanimindan
dolay1 ~y(s) egrisi B-slant helistir.

(2) Sonug 4.1.5. den dolay: ikinci iddia kolay bir sekilde hesaplanir.

(3) v(s) egrisinin Bishop tegetler gostergesi ((s¢) olsun.

O halde s parametresine gore diferensiyel alinarak

r_ 4G dse

= = kyN; + ks N.
ds; ds 14V1 + Ko Vg

elde edilir. Buradan

klNl + k'QNQ dSC
VR ds VT

dir. Tekrar s parametresine gore diferensiyel alinirsa

Bk

J Bk
(kT + k3)2 ks

VN1 4+ 55— (=)' Ny

(1) = ~T+ CEYEE™

elde edilir. Buradan

K¢ = H(Tf)

ve

1 k k
No= -7y "2 (Myyn o " P2y
: ﬁc{ T s T e ) }
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olarak hesaplanir. Ayrica Ty x N = B, esitligi kullamlarak

Kk Kk
—— () — = ()| T
(K +k3)2 R (K +k3)2 o

ky N | N,
VE2+ k3

1
B = —

k¢

olarak elde edilir ve 7, =< N, é, B > esitliginden de

(—ky {3k (k1k] + kakh) — (K7 + k3) [k — ka(K7 + E3)]}
+hy {3KL (kaky + kokh) — (k7 + k3) (K — ku(Rf + E3)]})

T¢ = 2
k
G|+ gy

olarak hesaplanir.
ka(s)

k(s)
yardimiyla ks sabit ve 75 = 0 degerleri kolayca hesaplanir. O halde v(s) egrisinin

sabit oldugundan dolay: elde edilen kijky = kbky ve kike = kJk; esitlikleri

Bishop tegetler gostergesi ((s¢) oskiilator diizlemde yatan bir cemberdir.

(4) Dérdiincii iddia Tanim 4.4 ile verilen BRD (Bishop rektifiyan acilabiliri) yiizey
tanimindan dolay1 kolayca goriilmektedir.

(5) v(s) egrisinin N; Bishop gostergesi d(ss) olsun.

O halde s parametresine gore diferensiyel alinarak

do d85
=—""=_kT
dss ds !
elde edilir. Buradan
d
Ts=Tve 22 — _k,
ds

dir. Tekrar s parametresine gore diferensiyel alinirsa

d
Ts = (T(;)% = k1 N1 + ko N,
S
k
(T5) = —N; — k—2N2
1

elde edilir. Buradan
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: k
i = @) = 1+
1
ve
1
Ny= LN - P2,
R§ ]ﬁ/ﬁg

olarak hesaplanir. Ayrica Ty x N = B¢ esitligi kullamlarak

ko (22Y
o 1(k1)
RN
dir.
k
kQEi; sabit oldugundan dolay1 ks sabit ve 75 = 0 olarak hesaplanir. O halde 7(s)
1

egrisinin V7 Bishop gostergesi d(ss) bir cemberdir ve ayrica k; > 0 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda a(s), Ni(s) ile € vektorleri arasindaki a¢1 olmak iizere

< €, Ni(s) >=cosa dir. O halde

k k
<= _ﬁ(_le =)
VE2+ k2 k
ko
k k Ky
oldugundan < e, Ny >=< ——1(—2N1 — Ny), Ny >= B = sabit

elde edilir.
Bu yiizden cos(a(s)) =< €, Ny(s) > sabittir. Bunun anlam1 N; Bishop gostergesi
S? birim kiiresi tizerinde bir ¢emberdir ve cemberin teget vektor alanmin sabit ac

yaptig1 sabit dogrultu d(s) = € vektorii tarafindan verilir.

(6) v(s) egrisinin N, Bishop gostergesi ¢(sy) olsun.
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O halde s parametresine gore diferensiyel alinarak

— = = kT
dsy ds 2
elde edilir. Buradan
d8¢
T,=T — = —k
) ve dS 2

dir. Tekrar s parametresine gore diferensiyel alinirsa

- .ds
T, = (T¢)d—;” = k1N + koo
k
(T) =:"%lfvl'—-A@
2
elde edilir. Buradan
: k
oo = @) =1+ Gy
2
ve
k 1
Ny = ———N; — —N,
kg/ﬁw Rq

ky
k _/
. 2(k2)
YRR
dir.
ka(s)

5 (o) sabit oldugundan dolay1 ks sabit ve 75 = 0 olarak hesaplanir. O halde ~(s)
1S
egrisinin Ny Bishop gostergesi bir cemberdir ve ayrica k; > 0 oldugunu kabul edelim.

Bu durumda 3(s), Ny(s) ile € vektorleri arasindaki agi olmak iizere
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< €, Ny(s) >=cos 3 dir. (5) dekine benzer islemlerle

cos(B(s)) =< €, Ny(s) >=

sabit olarak elde edilir. Bunun anlami
N, Bishop gostergesi S? birim kiiresi iizerinde bir cemberdir ve cemberin teget vektor

alaninin sabit ac1 yaptig sabit dogrultu d(s) = € vektorii tarafindan verilir.
4.2 Versal Katlanmalar

v : I C R — E? birim hizh pozitif k; egriligi ile taniml regiiler bir egri ve (s) in H
yiikseklik fonksiyonunu g6z 6niine alalim.

Onerme 4.1.3 den ﬁ(s, v, u) nin zarf (diskriminant) ctimlesi agagidaki gibi verilir.

(v,u) € SZXR:u=<v(s),v >,

D~ —
" v =AN(s) + uNo(s) | s€ LN+ 2 =1, \peR

H(s,v) nin ayrigim (bifurcation) ciimlesi de agagidaki gibidir.

Y k’l(S) k?g(S) ) — s
asH_{ e s () Nl >>}

O zaman asagidaki énermeyi verebiliriz.

Onerme 4.2.1 (1) Eger h,,(s) fonksiyonu sy noktasinda A, singiilerligine sahipse
(k =2,3) H(s,v) fonksiyonu, h,,(s) fonksiyonunun (p)—versal katlanmasidir.

(2) Eger hy, (s) fonksiyonu sy noktasinda A, singiilerligine sahipse (k = 2, 3) H(s, v, u)
fonksiyonu, Ay, (s) fonksiyonunun versal katlanmasidir (Liu ve Pei 2012).

Ispat: (1) v(s) = (z1(s), z2(s), 23(s)) ve U = (v1,v2, /1 — v — v3) olsun.

Tamm 4.1.1 deki H(s, v) fonksiyonunun tanimimdan dolay:
H(s,v) = z1(s)vy + x2(s)va + 23(8)4/1 — v3 — v2
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oldugunu biliyoruz. Bu yiizden

dH v;x3(S)

= zi(s) £ ——=—,1=1,2

dv; (s) V1—v—v2
d dH i
_ = ;L‘;(s)j:—v .’Ig(S) ,1=1,2
ds dv, 1—v? —0v2
d* dH " v;75(5)
— = x +— =12 4.10
e O A (4.10

esitlikleri kolayca hesaplanabilir. £ = 2 ve k = 3 degerleri i¢in 2 farkli durum s6z
konusudur.

1.Durum: h,, fonksiyonu A, singiilerligine sahipse;

1] (8) + varh(s) + 4/ 1 — v —viag(s) =0 (4.11)

OH
esitliginin saglandigini biliyoruz. Ayrica 8_(8’ v) fonksiyonunun 1. dereceden jet-

(3
leri;

PO s s0) = s ) = (s 0
Jl(g_in;(S, vg))(S0) = %S—E(s — S0) = aya(s — So) (4.12)

olarak hesaplanir. O halde (4.10) esitligindeki degerlerin (4.12) de yerlerine yazil-

masiyla katsayilar matrisi

v175(5) ) vo13(5)

/ 2 5 T2 / 2 2

seklinde bulunur. Burada A matrisinin elemanlarinin kareleri toplamina bakilir ve

A=| 2i(s)£ (s) +

(4.11) esitligi kullanihirsa

vat3(s) o

(zi(s) £ m 24 (zh(s) £ m
= (21(s))* + (a3(5))* + (1 + m)(xé(s)f #0

saglandigindan dolayi rankA = 1 dir.
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2.Durum: h,, fonksiyonu Ajs singiilerligine sahipse (s,v) fonksiyonunun 2.

dereceden jetleri;

OH 0 OH 1 0% OH

20" — T (e [t S 2
‘] (87J1 <S7 UO))(‘SO) as 81)1 (S SO) + 2 882 6,01 (8 SO) (413)
1

= 0411(8 — 80) + 5@21(8 — 80)2

OH 0 OH 1 0% OH
2/ Y~ — T (e [ S 2
J (3?)2 (5, %0)) (s0) 0s Ovy (5= 50) + 2 052 Ovy (5= 50)

1
= 0412(8 — 80) + 5@22(8 — 80)2

olarak hesaplanir ve (4.10) egitligindeki degerlerin (4.13) de yerine yazilmasiyla kat-

sayilar matrisi

/ /
ry() I )
_ V1= -y 1—vp —vj
b= vizs) var(s)
r(s) + ———— 24(s) + ————
2 _ .2 2 _ .2
dir. h,, fonksiyonu Aj singiilerligine sahip oldugundan dolay:
ky ko
v =t———=(—Ni(s) — Na(s
\/m(kl 1( ) 2( ))
oldugu bilindiginden,
, wi(s) wy(s) w3(s)
det(B) = —m——ms | @i(s) w5(s) 5(s)
103
U1 (%) V3
= (e — ) — (ol — et — (e, — )
1
= —<u,T(s)ANT'(s) >
U3
1
= LS ki(s)Na(s) — ka(s)Ni(s) >
3
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1 k1 ko
- e kg(k_1 1(s) = Ny(s)), k1(s)Ny(s) — ka(s)Ny(s) >
= l ki 2(_k_% _ kl)

Vs K2+ k2 R
1

= +—\/k24+k3#0
U3

olup rankB = 2 dir. Bu da ispat1 tamamlar.

(2) Tanm 4.1.2 deki H(s, v, u) nin tammimdan dolay

]ﬁl(s, v,u) = z1(8)vy + T2(s)ve + 23(5)4 /1 — v —v3 —w

seklindedir. O halde k = 2 ve k = 3 degerleri icin 2 farkli durum soz konusudur.

1.Durum: h,,,, fonksiyonu A, singiilerligine sahipse katsayilar matrisi;

A — x’l(s) leé(‘S) / (S) U2x3(5> 1 :|

_1_2_2$2_1_2_2
vV Y1 — Y3 V V1 — V3

olup rankA = 1 oldugu kolayca goriilmektedir.

2.Durum: h,,,, fonksiyonu Ajs singiilerligine sahipse katsayilar matrisi;

/ /
O R
_ — Uy -0 —Up
Bl e bl ()
i (s) — > z5(s) — — 0

olup Onerme 4.2.1 (1) durum 2 den yararlanilarak kolayca goziikmektedir ki

rankB = 2 dir. Bu da ispati tamamlar.

4.3 Singiilerite Derecelerine Gore d Kiiresel Darboux Gostergesi ve BDU

Yiizeyinin Siiflandirilmasi
Teorem 4.3.1 (Ana Teorem) v : [ C R — R? egrisi k1(s) > 0 egriligi ile birim

hizh regiiler bir egri olsun. Bu durumda agsagidaki énermeler gerceklenir.

(1)(a) Bishop Darboux gostergesi d(s), so noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeo-
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morfiktir <= p(sg) # 0

(b) Bishop Darboux gostergesi d(s), so noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal
difeomorfiktir <= p(sg) = 0 ve p'(s9) # 0

(2)(a) Bishop Dual BDU,, so noktasinda R? diizlemine lokal difeomorfiktir <
k1(50)A + ka(so)p # 0, burada X ve p ifadeleri A + p? = 1 saglanacak sekildeki reel
sayilardir.

(b) Bishop Dual BDU, s, noktasinda C' x R (cuspidal edge) yiizeyine lokal difeo-

morfiktir <

k’l(So) k2 (s0) _ s)) ve (s
o \/k2 )+ k? So)<k‘1(80)N1(80) Nalso)) ve plso) 70

dir.
(¢) Bishop Dual BDU,, sy noktasinda SW (swallow tail) ytizeyine lokal difeomorfiktir

—

k‘ (30) kg(So) 0 ve (s
U e T ) 0) T Nalso)). (o) = 0ve pl(s0) 70

dir.
k1(s) < 0 oldugu durumda da yukaridaki teoremle egsdeger sonuglar verilebilir (Liu
ve Pei 2012).

Ispat: (1)(a) H fonksiyonu (p)-versal katlanma ve By = d oldugundan dolay:
n = 2 ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullamlarak d Darboux gostergesinin s
noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kogul
p(s0) # 0 olmasidir.

(b) H fonksiyonu (p)-versal katlanma ve By = d oldugundan dolay1 n = 2 ve

k = 3 durumunda Teorem 3.3.1 kullamlarak d Darboux gostergesinin sy noktasinda
C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul p(sg) = 0
ve p'(sg) # 0 olmasidir.

(2)(a) H fonksiyonu versal katlanma ve Dy = BDU.,, oldugundan dolay1 n = 3 ve
k = 1 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilarak BDU., Bishop Dualin sy noktasinda R?

diizlemine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kosul ki (so)\ + k2(so)p # 0
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ve A2 + 12 = 1 saglanacak sekilde \ ve u reel sayilarmin bulunmasidir.

(b) H fonksiyonu versal katlanma ve Dy = BDU, oldugundan dolayr n = 3 ve
k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullamilarak BDU,, Bishop Dualin s, noktasinda
C' x R (cuspidal edge) yiizeyine lokal difeomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

- — o) So) — So)) ve p(s olmasidir
_i:\/k%(so) +k%(80) kl(So)Nl( 0) NQ( 0)) p( 0) 7é 0 ol dur.

(c) H fonksiyonu versal katlanma ve ®y = BDU, oldugundan dolay1 n = 3 ve

[

k = 3 durumunda Teorem 3.3.1 kullamilarak BDU,, Bishop Dualin s, noktasinda

SW (swallow tail) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve yeter kosul

k’l(So) k’g(So)

v==%
Vki(s0) + K2 (s0) F1(s0)
Bu da teoremi ispatlar.

Ni(so0) — Na(so)), p(so) = 0 ve p'(s9) # 0 olmasidur.

Ana sonug Teorem 4.3.1 in uygulamalar1 ve 6rnegi olarak iki érnek verelim.

Ornek 4.3.2 I, R reel vektor uzayimn bir acik araligi olmak iizere

v:ICR—=R?
(s) = (2sin2 in 85, — 2 08 25 + - 08 85, — sin 35)
S)=(—SINZLS — —SINdS, —— COS ZS — COS &S, — S1n oS
i 5 40 ' 40 '15

seklinde s yay parametresi ile tanimh bir egri olsun (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 y(s) egrisi
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~(s) egrisinin egrinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla
k(s) = —4sin3s

7(s) = 4cos3s

seklindedir. (s) egrisinin Bishop egrilik denklemleri kullamlarak
: 4
ki(s) = —4sin(3s) cos(g sin 3s)

4
ka(s) = —4sin(3s) sin(g sin 3s)
olarak elde edilir.
v(s) egrisinin geometrik invaryant fonksiyonu

p(s) = —64sin*(3s) cos(3s)

olarak hesaplanir.
~(s) egrisinin Bishop ¢atist elemanlar1 {T'(s), N1(s), No(s)} sirasiyla agagidaki gibi
elde edilir.

4 1 4 1 4
T(s) = (_5 cos(2s) — R cos(8s), R sin(2s) — = sin(8s), R cos(3s)
1 2 4 3 4
Ni(s) = N ((sin8s — sin 28)(5 cos(g sin 3s) — % sin(g sin 3s) sin 3s)
N 24 (4 in 35) cos 35(cos 8 25))
—— sin(= sin —
197, Sin( sin 3s) cos 3s(cos 8s — cos 2s)),
2 4 8
R cos(g sin 3s)(cos2s — cos 8s) — sin(g sin 33)(% cos 3s(sin 8s — sin 2s)
12 3 .
—l—(% cos 2s — o5 €08 8s) sin 3s),
~z cos(g sin 3s) sin 3s — sin(g sin 33)((% cos 2s — o7 €08 8s)(cos 2s — cos 8s)
8 . 2 . : .
—i—(% sin2s — 37 Sin 8s)(sin 2s — sin 8s)))
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1 2 4
No(s) = —(sin 8s — sin 2s) sin(— sin 3s
2(s) \/sin2s(4coszs—1)2<5( ) (3 )

4 3 12 8
+ cos(= sin 3s)(=— sin8s — — sin 2s) sin 3s — 57 €08 3s(cos 2s — cos 8s),

3 25 25
2 4 4
g(cos 25 — cos 8s) sin(g sin 3s) + cos(g sin 35)(% cos 3s(sin 8s — sin 2s))
12 3
—l—(% cos 2s — o5 €08 8s) sin 3s),
3 4 4
~F sin(g sin 3s) sin 3s + cos(g sin 35)((% cos2s — 35 €08 8s)(cos2s — cos 8s)
8
—(% sin 2s — % sin 8s)(sin 8s — sin 2s)))

v(s) egrisinin Bishop Darboux gostergesi

! (sin3 (3 in 8 in2s) + i 3s(cos 8 2s)
= sin 3s(— sin8s — — sin 2s) + — cos 3s(cos 8s — cos 2s
\V/sin? s(4 cos? s — 1)2 25 25 25

8 3
) 5 €08 3s(sin 8s — sin 2s) + sin 33(% CoS 25 — 57 €08 8s)

d(s)

2
: g(l + cos 6s))

seklinde elde edilir (Sekil 4.4).

0.75 -
0.7

0.65

0.5 -
] 0.62
0.66
0.
03 02 0.74

0L 0 01 —02 _g,

~

Sekil 4.4 ~y(s) egrisinin bir cusp noktasina sahip Bishop Darboux gostergesi
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Ayrica 7(s) egrisinin Bishop Gauss yiizeyi de
BGS(s,w) = coswNi(s) + sinwNa(s)

seklinde tanimlanir.

Bu yiizey Bishop Darboux gostergesi ve Bishop Dual yiizeyi ile yakindan iligkilidir.
Hem Bishop Darboux gostergesi hem de Bishop Gauss yiizeyi Sekil 4.5 ¢izilmistir.
Bishop Darboux gostergesinin Bishop Gauss yiizeyinde yattigi ve bir cusp noktasinin
oldugunu gorebiliriz.

v(s) egrisinin Bishop Dual yiizeyi i¢in difeomorfik bir doéniigiim tanmimlayalim ve
onun difeomorfik goriintiisit de Sekil 4.6 daki gibidir. Kirmiz1 egri ile gosterilen
singiiler noktalarin ve bu yiizeydeki baz1 diger cuspidal edge noktalarin geometrik

yerini gorebiliriz. Difeomorfik doniigiimii

¢:S? xR — R éd(v,u) = u(vy, vy, £1/1 — v} — v3)

seklinde tamimlayalim. Burada v = (v, v9,v3) € S? ve u € R dir. Bu yiizden 7(s)

egrisinin Bishop Dual yiizeyinin difeomorfik goriintiisii
¢(BDU(s,w),) =< v(s), BGS(s,w) > BGS(s,w)

dir. 7(s) egrisinin Bishop Dual yiizeyinin difeomorfik goriintiisii Sekil 4.6 daki gibi
goriilebilir (Sekil 4.3- 4.6) (Liu ve Pei 2012).

Sekil 4.5 () egrisinin Bishop Gauss yiizeyi ve Bishop Darboux gostergesi (kirmizi
egri)
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Sekil 4.6 ~y(s) egrisinin Bishop Duali yiizeyi ve iizerindeki singiiler noktalarinin

geometrik yeri olan cuspidal edge noktalar

Ornek 4.3.3 I, R reel vektor uzayimn bir acik araligi olmak iizere

f:1ICR—-R?
1 1 4
B(s) = (3cos 53,38111 =5 SS)

seklinde s yay parametresi ile tanimh bir egri olsun (Sekil 4.7)

Sekil 4.7 5(s) helis egrisi

80



B(s) egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla

K(s) = %
T(s) = 24—5

seklindedir. [3(s) egrisinin Bishop egrilik denklemleri kullanilarak

3 4
ki(s) = % cos(%s)

3 . 4
ka(s) = 2—8111(%8)

olarak elde edilir.

B(s) egrisinin geometrik invaryant fonksiyonu

seklinde hesaplanir.

Bir 6nceki drnekle ayn metot kullanmilarak /3(s) egrisinin Bishop Darboux gostergesi,

Bishop Gauss yiizeyi ve Bishop Dual yiizeyi elde edilebilir. Bishop Darboux goster-

gesi, Bishop Gauss yiizeyi ve Bishop Dual yiizeyinin diffeomorfik goriintiisiiniin res-

imleri Sekil 4.8 ve Sekil 4.9 deki gibidir. Bishop Darboux gostergesinin Bishop Gauss

yiizeyinde yattig1 ve bir dogruya lokal difeomorfik oldugunu gorebiliriz. Bishop Du-

alinin difeomorfik goriintiisii baz1 cuspidal edge noktalara sahiptir (Sekil 4.7-4.9)

(Liu ve Pei 2012).
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Sekil 4.8 3(s) egrisinin Bishop Gauss yiizeyi ve tizerindeki Bishop Darboux gostergesi

Sekil 4.9 5(s) egrisinin Bishop Dual yiizeyi ve iizerindeki singiiler noktalarimin geometrik

yeri

4.4 2.Tip Bishop Catisina Gore Fonksiyon Ailelerinin Singiileriteleri

Bu boliimde regiiler egrinin geometrik degismezlerinin ¢alisilmasinda yararh olacak
~ iizerindeki dort farkli fonksiyon ailesini tanitalim. I, R reel vektor uzayinin bir
acik araligl olmak tizere v : I C R — E? birim hizli regiiler bir egri olsun. Simdi /

iizerinde siirekli fonksiyonlarin bir ailesini tanimliyalim:
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Tanim 4.4.1
Hy, : I x S* = R, Hy(s,v) = (Ny(s),v) (4.14)

seklinde tanimh fonksiyona N; y6niindeki yiikseklik fonksiyonu denir (Liu ve

Pei 2013).

Tanim 4.4.2
Hy, : I x S* = R, Hy(s,v) = (Ny(s),v) (4.15)

seklinde tanimh fonksiyona N, y6niindeki yiikseklik fonksiyonu denir (Liu ve
Pei 2013).
Herhangi bir v € S? i¢in Hy, (s,v) = hy,(s)gosterimini kullanabiliriz. Ayrica
Tanim 4.4.3

He : I x S* =R, He (s,v) = ((,(s),v) (4.16)
seklinde tanimh fonksiyona (; yOniindeki yiikseklik fonksiyonu denir (Liu ve

Pei 2013).

Tanim 4.4.4
He, : I x S* =R, He(s,v) = ((5(5),v) (4.17)

seklinde tanmimh fonksiyona (, yOniindeki yiikseklik fonksiyonu denir (Liu ve

Pei 2013).

Aym sekilde herhangi bir v € S? icin He (s,v) = giv(s)g0sterimini kullanabiliriz
(i=1,2).

Onerme 4.4.5 I, R reel vektor uzaymin bir acik araligi olmak tizere v : I € R — R3
regiiler birim hizh bir egri olsun. O zaman

(A) Kabul edelim ki £ (s) # 0 olsun. O halde agagidaki iddialardan biri gergeklenir.
(1) hiy(s) = 0 <= A\, p € R sayilar1 igin v = AN; + uN; olacak sekilde v birim
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vektorii vardir.

(2) hi(s) = hi, (s
(3) hav(s) = hi, (s
(4) hao(s) = Ny, (s) = Bi(s) = hiy(s) = 0 <= v = £Ny ve ky(s) = ky(s) = 0

0 < v = £N, dir.

~——  —

Ry, (s) =0 <= v = £N; ve ky(s) = 0 saglanmasidir.

saglanmasidir.

(B) Kabul edelim ki k2(s) # 0 olsun. O halde agagidaki iddialardan biri gergeklenir.
(1) hay(s) = 0 <= A\, p € R sayilar igin v = AN; + uN; olacak sekilde v birim
vektorii vardir.
(2) hav(s) = ha, (s
(3) hav(s) = ho, (s
(4) ha(s) = N, (s) = h3,(s) = hg,(s) = 0 <= v = £N; ve ki(s) = Ki(s) = 0

0 <= v = +£N; dir.

~——  —

hy,(s) =0 <= v ==%N; ve ki(s) = 0 saglanmasidir.

saglanmasidir.

(C) Kabul edelim ki £1(s) # 0 olsun. O halde agagidaki iddialardan biri gergeklenir.
(1) g14(s) = 0 <= A\, u € R sayilan i¢gin v = ANy + N, olacak sekilde v birim
vektorii vardir.

(2) g10(s) = g1,(s) =0

(3) g10(s) = ¢1,(s) = g/, (s) = 0 <= v = £(,(s) ve e3(s) = 0 saglanmasidir.

(4) g10(s) = g1,(s) = g1u(s) = g1i(s) = 0 <= v = £(y(s) ve e2(s) = €h(s) =0
saglanmasidir.

(D) Kabul edelim ki e5(s) # 0 olsun. O halde asagidaki iddialardan biri gergeklenir.

(s) =0 <= v = £(,y(s) dir.

(1) g20(s) = 0 <= A\, u € R sayilan i¢gin v = ANy + N, olacak sekilde v birim
vektorii vardir.
(2) g20(5) = g5y (5) = 0 = v = £(, (s) dir.

(3) g20(8) = g5, (5) = gh,(s) = 0 <= v = £(,(s) ve e1(s) = 0 saglanmasidir.

(4) 920(5) = 9,(5) = 95,(s) = g3,(s) = 0 == v = £(,(5) ve e1(s) = €i(s) = 0
saglanmasidir (Liu ve Pei 2013).

Ispat: (A)(1) (4.14) denkleminden dolay1

hlv(s) =< Nl,’U > (418)
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olur. Bu durumda hy,(s) = 0 ise < Ny,v >= 0 yani
v =N+ 1Ny (4.19)

elde edilir. Burada v € S? oldugundan dolay1 A ve u, A*> + u? = 1 olacak sekildeki

reel sayilardir.

(2) Kabul edelim ki A, (s) = h},(s) = 0 olsun. (4.18) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Bishop formiilleri kullanilirsa
Rl (s) =< =k T,v > (4.20)

esitligi elde edilir. h},(s) = 0 ve (4.19) esitlikleri birlikte kullanmlirsa —k; A = 0 elde
edilir. k; # 0 oldugundan dolayida A = 0, yani v = +N5(s) olarak bulunur.

(3) Kabul edelim ki hy,(s) = h,(s) = h{,(s) = 0 olsun. (4.20) denkleminin s

parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
]’LII/U(S) = —l{fll < T,U > —l{?% < NhU > —kiky < NQ,’U > (421)

esitligi elde edilir. A, (s) = 0 ve v = £N5(s) oldugu goz oniine alimirsa —kiky = 0
elde edilir. Ayrica k; # 0 oldugundan dolay1 ky = 0 olmak zorundadir.

(4) Kabul edelim ki hy,(s) = hi,(s) = hY,(s) = ! (s) = 0 olsun. (4.21) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

R (5) = (=K} + k2 + k1k3) < T,v > —3kik} < Ny, v > +(—2K,ky — k1ky) < Na,v >
(4.22)

olur. h{!(s) =0 ve (4.22) denklemi goz ¢niine alimirsa

(—l{flll -+ ]{?? + klk’g) < T,U > —316’1]{33 < Nl,?) > +(—2k}ik}2 — k)lk';) < NQ,U >=0
(4.23)
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esitligi elde edilir. Ayrica v = +Ns(s) oldugu bilindiginden (4.23) in diizenlenmesiyle

elde edilir ve ky = 0 oldugundan —k; &k, = 0 saglanir. Buise k; # 0 gergeklendiginden

dolay1 k), = 0 olmasini gerektirir. Bu da ispat1 tamamlar.

(B) (1) (4.15) denkleminden dolay1
hoy(s) =< Na,v > (4.24)
olur. Bu durumda hg,(s) = 0 ise < Ny, v >= 0 yani
v =N+ ulN; (4.25)

elde edilir. Burada v € S? oldugundan dolay1 A ve u, \*> + u? = 1 olacak sekildeki

reel sayilardir.

(2) Kabul edelim ki hg,(s) = hf,(s) = 0 olsun. (4.24) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Bishop formiilleri kullanilirsa
hy,(s) =< —koT,v > (4.26)

esitligi elde edilir. hb,(s) = 0 ve (4.25) esitlikleri birlikte kullanilirsa —kaA = 0 elde
edilir. ks # 0 oldugundan dolay1 da A = 0, yani v = £N;(s) olarak bulunur.

(3) Kabul edelim ki hg,(s) = hb,(s) = hj,(s) = 0 olsun. (4.26) denkleminin s

parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ry (s) = —ky < T,v > —(kiks) < Ni,v > —k3 < Nog,v > (4.27)

esitligi elde edilir. hJ, (s) = 0 ve v = £N;(s) oldugu goz oniine alimirsa —k1ky = 0
elde edilir. Ayrica ks # 0 oldugundan dolay1 k; = 0 olmak zorundadir.
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(4) Kabul edelim ki hy,(s) = h,(s) = h3,(s) = ha (s) = 0 olsun. (4.27) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

Ry (s) = (—KY + k3 + kok?) < T, v > +(—2kbky — kok’)) < Ny,v > —3kokh < No,v >
(4.28)

olur. h'(s) =0 ve (4.28) denklemi g6z 6niine alinirsa

(=K + k3 + kok?) < T,v > +(—2khky — kok]) < Ny,v > —3kokh < Ny,v >=0
(4.29)
esitligi elde edilir. Ayrica v = £N;(s) oldugu bilindiginden (4.29) un diizenlen-
mesiyle

elde edilir ve k; = 0 oldugundan —k{ ks = 0 saglanir. Buise ks # 0 gergeklendiginden

dolay1 k7 = 0 olmasini gerektirir. Bu da ispat1 tamamlar.

(C)(1) (4.16) denkleminden dolay:
g1u(s) =< (q,v > (4.30)
olur. Bu durumda < ¢;,v >= 0 yani
v =AB+ u¢, (4.31)

elde edilir. Burada v € S? oldugundan dolay1 A ve u, \*> + u? = 1 olacak sekildeki

reel sayilardir.

(2) Kabul edelim ki g1,(s) = ¢7,(s) = 0 olsun. (4.30) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Bishop formiilleri kullanilirsa
1, (8) =< —e1B,v > (4.32)
esitligi elde edilir. ¢f,(s) = 0 ve (4.31) esitlikleri birlikte kullanilirsa —e; A = 0 elde
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edilir. £; # 0 oldugundan dolay1 da A = 0, yani v = £(,(s) olarak bulunur.

(3) Kabul edelim ki ¢1,(s) = ¢;,(s) = g7,(s) = 0 olsun. (4.32) denkleminin s

parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
gl (s) = —e3 < (1, v > —(e162) < (g > —€) < B,v > (4.33)

esitligi elde edilir. gf,(s) = 0 ve v = £(,(s) oldugu goz oniine alinirsa —e169 = 0

elde edilir. Ayrica 1 # 0 oldugundan dolayi e5 = 0 olmak zorundadir.

(4) Kabul edelim ki g1,(s) = ¢1,(s) = g1,(s) = ¢7/(s) = 0 olsun. (4.33) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

"

g (s) = =3e16} < (1,0 > —(28)e9 + €18h) < (o, v > +(e} — 165 — €}) < B,v >
(4.34)

"

"(s) = 0 ve (4.34) denklemi g6z 6niine alinirsa

olur. g
—3e16h < (y,v > —(28)gg +e16h) < (o, v > (8 — 165 —€)) < B,uv >=0 (4.35)
esitligi elde edilir. Ayrica v = £(,(s) oldugu bilindiginden (4.35) in diizenlenmesiyle

—(2€lea +€165) =0

elde edilir. (3) den dolay1 2 = 0 oldugu bilindiginden £,&4 = 0 elde edilir. Bu ise

e1 # 0 gergeklendiginden dolay: €}, = 0 olmasini gerektirir. Bu da ispat1 tamamlar.

(D) (1) (4.17) denkleminden dolay:
G2u(8) =< (g, v > (4.36)
olur. Bu durumda gs,(s) = 0 ise < (5, v >= 0 yani

v =B+ u(, (4.37)
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elde edilir. Burada v € S? oldugundan dolay1 A ve u, A*> + u? = 1 olacak sekildeki

reel sayilardir.

(2) Kabul edelim ki go,(s) = g5,(s) = 0 olsun. (4.36) denkleminin s parametresine

gore diferensiyeli alinir ve Bishop formiilleri kullanilirsa
G, (8) =< —e3B,v > (4.38)

esitligi elde edilir. ¢,(s) = 0 ve (4.38) esitlikleri birlikte kullanilirsa —esA = 0 elde
edilir. 5 # 0 oldugundan dolayida A = 0, yani v = £+(,(s) olarak bulunur.

(3) Kabul edelim ki g2,(s) = g5,(s) = g4,(s) = 0 olsun. (4.38) denkleminin s

parametresine gore diferensiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
gy (8) = —(e162) < (1,0 > —€3 < (0,0 > —h < B,v > (4.39)

esitligi elde edilir. g4, (s) =0 ve v = £(;(s) oldugu goz oniine alinirsa 165 = 0 elde

edilir. Ayrica 5 # 0 oldugundan dolay1 £; = 0 olmak zorundadir.

(4) Kabul edelim ki g9, (s) = ¢5,(5) = g4,(5) = ghn(s) = 0 olsun. (4.39) denkleminin

s parametresine gore diferensiyeli alinir ve diizenlenirse

"

gor(8) = —(2e18h + €lea) < (1,v > —3(g98h) < (90 > +(e5 + elea — €]) < B,v >
(4.40)

"

"(s) = 0 ve (4.40) denklemi gtz 6niine alinirsa

olur. g
— (26165 +€leg) < (1, v > —3(g96h) < (o0 > H(ed 43y —€)) < B,v >=0 (4.41)
esitligi elde edilir. Ayrica v = £(,(s) oldugu bilindiginden (4.41) in diizenlenmesiyle

—(2618,2 + 5,152) =0

elde edilir. (3) den dolay1 €; = 0 oldugu bilindiginden —&ey elde edilir. Bu ise
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g9 # 0 gergeklendiginden dolay1 €] = 0 olmasini gerektirir. Bu da ispat1 tamamlar.
Onerme 4.4.6 I, R reel vektor uzaymin bir acik aralig olmak tizere v : I € R — R3
birim hizh regiiler bir egri olsun, o zaman agagidaki iddialar gerceklenir.

(1) Kabul edelim ki k;(s) # 0 olsun. Bu durumda ks(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul v = N, vektoriiniin sabit vektor olmasidir.

(2) Kabul edelim ki ks(s) # 0 olsun. Bu durumda k;(s) = 0 olmasi icin gerek ve
yeter kogul v = £N; vektoriiniin sabit vektor olmasidir.

(3) Kabul edelim ki €1(s) # 0 olsun. Bu durumda e5(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul v = £(,(s) vektoriiniin sabit vektor olmasidir

(4) Kabul edelim ki e5(s) # 0 olsun. Bu durumda &;(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul v = £, (s) vektoriiniin sabit vektor olmasidir (Liu ve Pei 2013).

Ispat: (1) Kabul edelim ki k,(s) # 0 olsun, dogrudan hesaplamayla
v = tko(s)T(s)

oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden ¢'(s) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

k2(s) = 0 olmasidur.

(2) Kabul edelim ki k3(s) # 0 olsun, dogrudan hesaplamayla

v = +ki(s)T(s)

oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden ¢'(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul

k1(s) = 0 olmasidir.

(3) Kabul edelim ki £1(s) # 0 olsun, dogrudan hesaplamayla
V' = teqo(s)B(s)
oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden ¢'(s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul

g2(s) = 0 olmasidur.

90



(4) Kabul edelim ki e5(s) # 0 olsun, dogrudan hesaplamayla
V' = +e1(s)B(s)

oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden ¢'(s) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

e1(s) = 0 olmasidur.

Onerme 4.4.7 (1) Hy, ve Hy, fonksiyonlarmin zarf (diskriminant) ciimleleri sirastyla
agagidaki gibidir:
Dy, ={v==%xNy(s) | s €I}

Dy, ={v==xNi(s) | s €I}

(2) H, ve H., fonksiyonlarmm zarf (diskriminant) ciimleleri sirasiyla asagidaki
gibidir:
DHQ ={v==2((s) | s€ T}

Dy, = {0 =%G(5) [ s€ T}

(Liu ve Pei 2013).

Onerme 4.4.8 (1) Eger hyy,(s) fonksiyonu so noktasinda Ay, singiilerligine sahipse
(k = 1,2) bu durumda Hy,(s,v) fonksiyonu, hy,,(s) fonksiyonunun (p)—versal
katlanmasidir.

(2) Eger hagy,(s) fonksiyonu sy noktasinda Aj singiilerligine sahipse (k = 1,2) bu
durumda Hy, (s, v) fonksiyonu, hg,,(s) fonksiyonunun (p)—versal katlanmasidir.
(3) Eger g1y,(s) fonksiyonu sy noktasinda Ay singiilerligine sahipse (kK = 1,2) bu
durumda He, (s,v) fonksiyonu, gi.,(s) fonksiyonunun (p)—versal katlanmasidir.

(4) Eger goy,(s) fonksiyonu sy noktasimnda Ay singiilerligine sahipse (k = 1,2) bu
durumda H¢, (s, v) fonksiyonu, ga,,(s) fonksiyonunun (p)—versal katlanmasidir (Liu

ve Pei 2013).

Ispat: (1) Ni(s) = (n11, n12, n13) ve v = (v1,va, £4/1 — v? — v32) olmak tizere
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Tanmim 4.4.1 den dolay1

HNl(S, U) = Nq1V1 + N12V9 + 13 1-— U% — U%

seklindedir. Bu yiizden

dH ; .
M gy sl
dv; V1—v— 2
d dH il
“ N1 _ TLIIZ(S)ZlZ U?’LlZ(S> i= 1’2
ds dv; 1—v? — 02
&2 dH "
R (10 (4.42)

- = N, - @ -7
1
ds? dv; ’ V1—02 =2

esitlikleri kolayca hesaplanabilir. Eger Hy, (s,v) fonksiyonu A, (k = 1,2) singiiler-

Y

v1n(8) + vanis(s) + 4/1 — v — v3nis(s) =0 (4.43)

esitligi saglanmaktadir. Ayrica (

ligine sahipse

M) (s, v) fonksiyonunun s, noktasindaki 2. derece-

den jetleri

0 OHy 1 9 OHy
2 1 o 1 . - 1 _ 2
Ty Eols) = gy 50 T 358 gy, ¢ )

1
= ay1(s5— 80) + =ag (s — s0)?

2
a]JN 8 8HN 1 82 aHN
(5 = (s 9 TN e )2 (4.44
T vy (5, v0)) (50) ds Oy (s S°)+2332 v (s —s50)" (444
1
= a2(5 — 80) + 50422(5 — 50)°

seklinde hesaplanir. k£ =1 ve k = 2 degerleri i¢in 2 farkli durum s6z konusudur.
1.Durum: hy,, ,, fonksiyonu A, singiilerligine sahipse (4.42) esitliklerinin (4.44)
de yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

v2n5(5)

— .2 __ 2
vV 1—v] =3 19

~ v1n5(5)

A= | nh(s) £ —————
11() m

nia(s) £
seklindedir. Burada A matrisinin elemanlarmn kareleri toplamma bakilirsa ve (4.43)
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esitligi kullanilirsa

(nfa(s) & A _g2 g ) & 2]

1 —v? — 02 1 —v? — 03
= (02 (8) + () + (L ) nha())? #0

oldugundan dolay1 rankA = 1 dir.

2.Durum: hy,, ,, fonksiyonu A, singiilerligine sahipse (4.42) esitliklerinin (4.44)

de yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

v} 5(s) Vo 5(8)
nyy(s) £ 132 5 12(s) £ 132 5
v- van(s) vans(s)
iy (s) £ > 12(s) £ >
1—vf — vy IT—wi—wv3 1,.,
olarak bulunur. v = y/1 — v? — v3 oldugu gozoniine alinarak
dtéz///_///_ﬂ///_///_@///_///
€ (nfymy — nianty) Vs (niomys — Miants) U3< 13711 — T13N1;)
1
= — <wv,N{(s) ANy(s) >
U3
1
= <Y ki (s)Na(s) — ki(s)ka(s) N1 (s) >
3
1
= < +Ny(s), k2 (5)No(s) — k2(s)ka(s)Nyi(s) >
3

1
= +—kj(s) #0
U3

olup rankB = 2 olarak bulunur. Burada v € D Hy, bir singiiler noktadir ve

v = £Ns(s) dir. Bu da ispati tamamlar.
(2) (1) iddiasimin ispatina benzer sekilde kolayca elde edilir.

(3) ¢1(8) = (41, e, Cq3) Ve v = (v1, v2, £4/1 — v — v2) olmak iizere
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Tanim 4.4.3 den dolay1

Hcl(sjv) = (1101 + (02 £ Cls\/ 1- U% - U%

seklindedir. Bu yiizden

dH ;
_dUC} = (uls) £ —1“(1558) Uz,@‘ =1,2
g — Y1 T Y2
d dHC1 / UZ'CIB(S) .
ds dv; ! /102 =02
d? dHC " % I1/3(3) .
- LR (8)+ —2289 7/ 1 =1.2 4.45
d82 dUi lz(s) 1 fU% — U%7@ ) ( )

dir. Eger H (s,v) fonksiyonu Ag(k = 1,2) singiilerligine sahipse

vih1(8) + v2lip(s) + /1 = vf — v3(15(s) =0 (4.46)

dHCl
V;

esitligi saglanmaktadir. ( )(s,v) fonksiyonunun sy noktasindaki 2. dereceden

jetleri;

OH, 0 0H
2 ¢1 _ C1 _ _ — 2
T vy (5,v0))(0) = ds 0vy (5= s0) + 20s2 Ouy (s = 50)

1
= 0411(8 — SO) + 5@21(8 — 80)2

OH¢,

2 _ 9 _ i 2
T 0vy (5,00))(s0) = 0s Ovg (5= 50) + 2 0s% Ovs (5= 50)
1
= (s —sg) + 50422(5 — 50)? (4.47)

seklinde hesaplanir. k£ =1 ve k = 2 degerleri i¢in 2 farkli durum s6z konusudur.

1.Durum: gy, ., fonksiyonu A; singiilerligine sahipse (4.45) esitliklerinin (4.47) da

yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

UlCIIS(S) C/ (S) 4 /UQCIL'?)(S)
V1—0v?—vi 2 VI—vi—v3 |,

A= Cha(s) £

olarak bulunur. Burada A matrisinin elemanlarinm kareleri toplamina bakilirsa ve
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(4.46) esitligi kullanilirsa

(Culs) + A8 (g (s) & 2

= (Gl + (€l + (1 + T3 Chals)* #0

1

oldugundan dolay1 rankA = 1 dir.

2.Durum: gy,, ., fonksiyonu A, singiilerligine sahipse (4.45) esitliklerinin (4.47) da

yerine yazilmasiyla katsayilar matrisi;

v1Ca(s v9Cla(s
Cals) £ 28 () & 100

b= o1 a(s) vaCla(s)
1(s) = — 1(s) £ ——

seklinde elde edilir. v3 = y/1 — v? — v2 oldugu gozoniine alinarak

deﬂfé = ((12 11 <,12</1,1) <<12 13 </12C,1/3) <C13 11 C/13<,1/1>

_ U%<v,C/1(3)/\CI1(S)>

_ i < 0,63(5)C(8) — €3(s)ea(s)C4 () >

_ i < £C5(5), £1(5)Ca(s) — £3(s)ea(s)C, () >
_ 0_1351( ) #0

olup rankB = 2 olarak bulunur. Burada v € D m., bir singiiler noktadir ve v =

+(,(s) dir. Bu da ispati tamamlar.
(4) (3) iddiasmin ispatina benzer gekilde kolayca elde edilir.
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4.5 Singiilerite Derecelerine Gore Ny, N5, ¢, ve (, Gostergelerinin Siniflandiril-

masi

Teorem 4.5.1 (Ana Teorem) 7 : [ C R — R3? birim hizh regiiler bir egri olsun.
O zaman agagidaki 6nermeler gerceklenir.

(1) Kabul edelim ki ko(s) # 0 olsun. Bu durumda agagidaki iddialardan biri
gerceklenir.

(a) Ni(s) Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeo-
morfiktir <= k;(s) # 0 dir

(b) N1(s) Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeo-
morfiktir <= ki(s) = 0 ve ki(s) # 0 dir

(2) Kabul edelim ki k;1(s) # 0 olsun. Bu durumda agagidaki iddialardan biri
gerceklenir.

(a) Na(s) Bishop kiiresel gostergesi so noktasmnda {0} x R dogrusuna lokal difeo-
morfiktir <= ky(s) # 0 dir

(b) No(s) Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeo-
morfiktir <= ky(s) = 0 ve kj(s) # 0 dur.

(3) Kabul edelim ki e5(s) # 0 olsun. Bu durumda asagidaki iddialardan biri
gerceklenir.

(a) (4(s) 2. tip Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda {0} x R dogrusuna lokal
difeomorfiktir <= ¢;(s) # 0 dur

(b) ¢4(s) 2. tip Bishop kiiresel gostergesi so noktasimnda C' (adi cusp) ciimlesine lokal
difeomorfiktir <= £1(s) = 0 ve €/ (s) # 0 dur.

(3) Kabul edelim ki £1(s) # 0 olsun. Bu durumda asagidaki iddialardan biri
gerceklenir.

(a) C4(s) 2. tip Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda {0} x R dogrusuna lokal
difeomorfiktir <= e5(s) # 0 dur.

(b) C5(s) 2. tip Bishop kiiresel gostergesi so noktasinda C' (adi cusp)ciimlesine lokal
difeomorfiktir <= e5(s) = 0 ve €4(s) # 0 dir (Liu ve Pei 2013).
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Ispat: (1)(a) Hy, (s, v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve D Hy, = £N1(s) oldugun-
dan dolay1 n = 2 ve k = 1 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilarak N;(s) Bishop
kiiresel gostergesinin sy noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeomorfik olmasi igin
gerek ve yeter kosul k;(s) # 0 olmasidir.

(b) Hny, (s, v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve D7, = +N1(s) oldugundan dolay1
n = 2 ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilarak N;(s) Bishop kiiresel goster-
gesinin so noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmas i¢in gerek ve
yeter kosul k1(s) = 0 ve k|(s) # 0 olmasidir.

(2)(a) Hpy,(s,v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve Dp, = £Ns(s) oldugundan
dolay1 n = 2 ve k = 1 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilarak N5(s) Bishop kiiresel
gostergesinin sg noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeomorfik olmasi igin gerek
ve yeter kosul ko(s) # 0.olmasidir.

(b) Hy, (s, v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve D, = F=Ny(s) oldugundan dolay
n = 2 ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullamilarak N(s) Bishop kiiresel goster-
gesinin sg noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi igin gerek ve
yeter kogul ky(s) = 0 ve kj(s) # 0 olmasidir.

(3)(a) He,(s,v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve Dy, = £(;(s) oldugundan
dolay1 n = 2 ve k = 1 durumunda Teorem 3.3.1 kullamlarak (,(s) 2. tip Bishop
kiiresel gostergesinin sy noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeomorfik olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul €1(s) # 0 olmasidir.

(b) H,(s,v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve Dy, = +(;(s) oldugundan dolay
n = 2 ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullamlarak (;(s) 2. tip Bishop kiire-
sel gostergesinin sy noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi igin
gerek ve yeter kosul £1(s) = 0 ve €](s) # 0 olmasidur.

(4)(a) He,(s,v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve Dy, = £(,(s) oldugundan
dolay1 n = 2 ve k = 1 durumunda Teorem 3.3.1 kullanilarak (,(s) 2. tip Bishop
kiiresel gostergesinin sy noktasinda {0} x R dogrusuna lokal difeomorfik olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul e5(s) # 0 olmasidir.

(b) H¢, (s,v) fonksiyonu (p)—versal katlanma ve Dy, = +(5(s) oldugundan dolay
n = 2 ve k = 2 durumunda Teorem 3.3.1 kullamlarak (,(s) 2. tip Bishop kiire-

sel gostergesinin sy noktasinda C' (adi cusp) ciimlesine lokal difeomorfik olmasi igin
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gerek ve yeter kogul 5(s) = 0 ve €5(s) # 0 olmasidur.

Bu da teoremi ispatlar.
Ana sonug Teorem 4.5.1 in uygulamalar1 ve 6rnegi olarak iki érnek verelim.

Ornek 4.5.2 a(s), E? de

1 1 4
a(s) = (3 cos =5 3sin =5 gs)

seklinde s yay parametresi ile tanimh birim hizh bir egri olsun. Burada s€ [0, 507]

dir (Sekil 4.10).

Sekil 4.10 «(s) helis egrisi

a(s) egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla

K(s) = %
(s) = %
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seklindedir. «(s) egrisinin Bishop egrilik denklemleri kullamlarak

3 4
ki(s) = %COS(%S)

3 . 4
ka(s) = 35 sm(%s)

4 3
e1(s) = —9F cos(%s)

4 3
go(s) = ~5r sm(%s)

olarak elde edilir.

L

Sekil 4.11 «(s) egrisinin sekiz cusp noktasina sahip Ny (s) kiiresel gostergesi

Sekil 4.12 «(s) egrisinin sekiz cusp noktasina sahip Na(s) kiiresel gostergesi
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a(s) egrisinin Bishop gostergeleri { Ny, No} ve 2. tip Bishop gostergeleri {(;, (5}
sirasiyla agagidaki gibi elde edilir.

Ni(s) = (- cos(24—5s) cos(15s) — Z—lsin(%s) sin(ls),

) 5t
4 0. 4 4 1
— cos(%s) sin(15s) + R sm(%s) cos(gs),
4
_g sin( )
4 4 4 1
No(s) = (— sin(%s) cos(15s) + R Cos(2—5s) sin(gs),
4 4 1
— sin(%s) sin(15s) — R 008(2—55) cos(gs),
3 4
= cos(%s))
3.3 : 3 1
Ci(s) = (—5 3111(2—53)) sin(15s) — COS(%S) cos(gs),
3. ,3 3 .1
R sm(%s)) cos(15s) — cos(%s) sm(gs),
4
. m%s))

Co(s) = (§cos(%s))sin(153)—sin(23—5s)cos(ls),

5 5
3 3 3 1
—x COS(2—58)) cos(15s) — sin(%s) sin(gs),
4 3
~F COS(2—58>>
25 25 25
Baz1 reel kokler s = Zlmr + <7 icin k1(s) = 0 ve baz reel kokler s = —kn

2
icin k}(s) = 0 oldugunu gorebiliriz. Diger yandan bazi reel kokler s = —km igin

5 25
ka(s) = 0 ve baz reel kokler s = —km + 57 icin k4(s) = 0 oldugunu gorebiliriz
25 25
(k =0,1,..,7). s = Z/ﬁr + 57 durumu igin ki(s) = 0 ve kj(s) # 0 dir. Bu

yiizden Ni(s) Bishop gostergesi Cusp a lokal difeomorfiktir ve 8 cusp noktasi vardir

25
(Sekil 4.11), ayrica Ny(s) Bishop gostergesi s = Ilm noktalarinda Cusp a lokal
25 25

difeomorfiktir ve 8 cusp noktasi vardir (Sekil 4.12). s = Elmr + r durumu igin
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e1(s) =0 ve ey(s) # 0 dir (k=0,...,5). Bu yiizden (,(s) 2. tip Bishop gostergesi
Cusp a lokal difeomorfiktir ve 6 cusp noktas: vardir (Sekil 4.13). Ayrica (4(s) 2

tip Bishop gostergesi , s = Elmr noktalarinda Cusp a lokal difeomorfiktir ve 6 cusp
noktasi vardir (Sekil 4.14). (Sekil 4.10- 4.14) (Liu ve Pei 2013).

Sekil 4.13 «(s) egrisinin alt1 cusp noktasima sahip (;(s) kiiresel gostergesi

, SR
4 T
i 74l IR

/e AN

iiaehe NEADAR

NS s RSO
PSR ARG

A S PSR XN
et e S e S
OGRS AN
S R AR

N4 X\ VN T
i .~@!¢.-.~'§},§:§«s

Sekil 4.14 «(s) egrisinin alt1 cusp noktasima sahip (,(s) kiiresel gostergesi
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Ornek 4.5.3 ¢(s), E* de

(s) = (2 sin2s — — sin8 25+ = cos8s, - sin3s)

= (= sin2s — — sin8s, —= co — Co — sin

s g sin2s — o sin8s, —- cos2s + 5 cos 8s, - sin3s

seklinde s yay parametresi ile taniml birim hizli bir egri olsun. Burada s € [0.347, 0.667]

dir (Sekil 4.15).

Sekil 4.15 (s) egrisi

(s) egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla
k(s) = —4sin3s

7(s) = 4 cos 3s

seklindedir. 1(s) egrisinin Bishop egrilik denklemleri kullanilarak
: 4 .
ki(s) = —4sin(3s) cos(g sin 3s)
: A
ka(s) = —4sin(3s) sm(g sin 3s)
4
e1(s) = —4 cos(3s) cos(g cos 3s)

£9(s) = —4 cos(3s) sin(g cos 3s)

olarak elde edilir.
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Y(s) egrisinin Bishop gostergeleri { Ny, No}ve Bishop 2. tip gostergeleri {(;,(5}
sirasiyla agagidaki gibi elde edilir.

1 2 4 3

Ni(s) = N 1)2((sin 8s — sin 23)(5 cos(g sin 3s) — 95 sin(g sin 3s) sin 3s)
24 . 4
+E5 sm(g sin 3s) cos 3s(cos 8s — cos 2s)),
2
£ cos(§ sin 3s)(cos2s — cos 8s) — sin(g sin 35)(% cos 3s(sin 8s — sin 2s)
12 3
—1—(% cos 2s — o5 €08 8s) sin 3s),
= cos(g sinds) sinds — sin(5 sin 3) (- c0s 25 — - cos85) (cos 25 — cos 8s)
—— cos(= sin 3s) sin 3s — sin( = sin 3s)((== cos 2s — — cos 8s)(cos 25 — cos 8s
5 3 3 25 25
8 2
—{—(% sin2s — 9% sin 8s)(sin 2s — sin 8s)))
1 2 4
Ny(s) = (g(sin 8s — sin 2s) sin(g sin 3s)

\/sin? s(4 cos? s — 1)2

4 3 12 8
+ cos( = sin 3s)(—- sin 8s — % sin 2s) sin 3s — 35 €08 3s(cos 2s — cos 8s),

3 25

2 4 4
5(008 25 — cos 8s) Sin(§ sin 3s) + cos(g sin 35)(% cos 3s(sin 8s — sin 2s))

12 3
—l—(% cos 2s — o5 €08 8s) sin 3s),

4

~z sin(g sin 3s) sin 3s + cos(g sin 33)((% cos2s — oF, 08 8s)(cos2s — cos 8s)

8 2
—(% sin2s — % sin 8s5)(sin 8s — sin 2s)))

Ci(s) = (sin(g cos 33)(5 cos 25 — 5 Cos 8s)
1 1 4

8 8
+ —cos(= cos 3s))(—=sin2s + —sin 8s),
\/sin? s(4 cos? s — 1)2<4 (3 % i) i) )

sin(g cos 35)(5 sin 2s — R sin 8s)

1 1 4
(= cos(= cos 3s))(= cos2s — - Cos 8s),

+
V/sin? s(4cos? s — 1)2 4 3 )

i (4 3s) cos 3

¢ sin(g cos 3s) cos 35
1 (5 cos 5 coss) sin3s)

— — cos = cos 3s)) sin 3s
Vsin?s(4cos?2s —1)2°5 3
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4

(o(s) = (—005(500533)(5 cosZs—gcos&s)

1 1 4 8 8
+ —sin(= cos3s))(——=sin2s + —sin 8s),
V/sin? s(4 cos? s — 1)2( ( 2% ) ) )

4 3

— cos(g cos 33)(5 sin 2s — R sin 8s)

1 1 4 8

+ —sin(= cos 3s))(= cos2s — — cos 8s),
V/sin? (4 cos? s — 1)2(4 (3 ))(5 i) )
4

~F cos(g cos 3s) cos 3s

1 3

— —sin — cos 3s)) sin 3s
\/sin? s(4 cos? s — 1)2(5 3 ) )

Baz reel kokler s = %knr icin k1(s) = 0 ve bazi reel kokler s = %kw+% icin k7(s) =0
oldugunu gorebiliriz. s € [0.347,0.667] icin k{(s) # 0 ve kj(s) # 0 dir. Bu yiizden
Ni(s) ve Na(s) bir dogruya lokal difeomorfiktir. Bishop gostergelerinin resimleri
Sekil 4.16 de gosterilmigtir. s = %7? icin €1(s) = 0 ve £1(s) # 0 dir. Bu yiizden ¢, (s)
2. tip Bishop gostergesi Cusp a lokal difeomorfiktir (Sekil 4.17). Ayrica (,(s) 2. tip

Bishop gostergesi Cusp a lokal difeomorfik degildir (Sekil 4.18). (Sekil 4.15- 4.18)
(Liu ve Pei 2013).

Sekil 4.16 9(s) egrisinin Ny(s) ve Na(s) kiiresel gostergeleri
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Sekil 4.17 ¢(s) egrisinin ¢, (s) kiiresel gostergesi

Sekil 4.18 1)(s) egrisinin (,(s) kiiresel gostergesi
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezin 3. ve 4. boliimlerinde Frenet ve Bishop catilarina gore verilen uzay egrilerinin
farkl yiikseklik fonksiyonlar: elde edilip bu fonksiyonlar yardimiyla singiilerite dere-
celeri ile kiiresel Darboux gostergesi, Modifiye Darboux vektorii ve modifiye Darboux
vektoriiniin farkli bir hali olan 2. tip modifiye Darboux vektorii arasindaki ilis-
kiler belirlenmistir. Bu iligkiler yardimiyla egrilerin kiiresel Darboux gostergeleri ve
egriler ile Darboux vektorleri tarafindan elde edilen baz1 6zel yiizeylerin singiilerite

derecelerine gore yerel olarak denk oldugu egri ve yiizey ciimleleri gosterilmigtir.

Ayrica tezde bazi egri drnekleri ele alinmig ve bu egrilerin kiiresel darboux goster-
gesi ile egri yardimiyla olusturulan yiizeyler bulunmus ve bu ailelerin denk oldugu
ctimleler elde edilip gorsellerle desteklenmistir. Bu kisimda acgikca goriilmektedir
ki egriler ve egrinin modifiye Darboux vektorleri degistirildikge bunlar yardimiyla
elde edilen egri ve yiizeylerde singiilerlik derecelerine gore degismektedir. Bu egri
ve yiizey ailelerini hesaplamak icin yiikseklik fonksiyonlarina benzer sekilde yeni
fonksiyonlar elde edilip singiilerite dereceleri ile baglantis1 kuruldukg¢a daha karmagik
haldeki egrilerin denk oldugu ciimleler kolayca hesaplanabilecek ve gorsellerle destek-
lenebilecektir. Bu bakimdan degme ve singiilerlikle bagdastirilabilen yeni fonksiyon

aileleri aragtirilmaya devam etmektedir.
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