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ÖZET

DOKTORA TEZİ

ÇİFT DİZİLER İÇİN A-KUVVETLİ YAKINSAKLIK KARAKTERİZASYONU

Mehmet ÜNVER

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Cihan ORHAN

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, alı̧sılmı̧s dizilerin ve çift dizilerin toplanabilmesine ili̧skin bazıtemel
tanım ve teoremler verilmi̧stir.

Esas itibari ile orijinal sonuçlarımız üç ve dördüncü bölümlerde verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, çift dizilerin A-kuvvetli toplanabilmesi ve A-istatistiksel yakın-
saklı̆gına ili̧skin bazı sonuçlar verilmi̧stir. Daha önce sınırlı çift diziler üzerinde
denk olduğu gösterilmi̧s olan bu kavramların sınırlı çift diziler uzayından daha
geni̧s bir uzay üzerindeki ili̧skisi araştırılmı̧s ve böylelikle çift dizilerin A-kuvvetli
toplanabilmesi karakterize edilmi̧stir. Ayrıca A-istatistiksel yakınsaklık, Pringsheim
A-düzgün integrallenebilir çift diziler uzayıüzerinde dört boyutlu bir toplanabilme
matrisi ile karakterize edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise dört boyutlu matrislerin toplanabilirlik alanlarının çarpan
uzayları ile ilgilenilmi̧s ve bu çarpan uzayların A-istatistiksel yakınsaklık ile olan
ili̧skisi verilmi̧stir.

Ekim 2013 , 43 sayfa
Anahtar Kelimeler: A-kuvvetli toplanabilme, A-istatistiksel yakınsaklık, Pring-
sheim A-düzgün integrallenebilir çift dizi
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

A CHARACTERIZATION OF A-STRONG CONVERGENCE OF DOUBLE
SEQUENCES

Mehmet ÜNVER

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Cihan ORHAN

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems concerning the summability
of ordinary and double sequences have been given.

The original results of this thesis are included in the third and fourth chapters.

In the third chapter, some results concerning the concepts of A-statistical conver-
gence and A-strong summability of double sequences have been given. The re-
lationship between those concepts have been studied on the space of Pringsheim
A-uniformly integrable double sequences that contains the space of bounded double
sequences and also A-strong summability of double sequences has been character-
izied. Moreover the matrix characterization of A-statistical convergence of Pring-
sheim A-uniformly integrable double seqeunces has been given.

In the final chapter, the multiplier space of a four dimensional summability matrix
has been studied and the relationship between these spaces and A-statistical con-
vergence has been considered.

October 2013 , 43 pages
Key Words: A-strong summability, A-statistical convergence, Pringsheim A-
unifomly integrable sequence
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lerimi sunarım.
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SİMGELER DİZİNİ

(C, 1) İki boyutlu Cesàro matrisi

(C, 1, 1) Dört boyutlu Cesàro matrisi

N Doğal sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

l∞ Sınırlıdiziler uzayı

l
(2)
∞ Sınırlıçift diziler uzayı

cA İki boyutlu A matrisinin toplanabilirlik alanı

c
(2)
A Dört boyutlu A matrisinin toplanabilirlik alanı

Ax x dizisinin A-dönüşüm dizisi

A(x) Ax dizisinin P -limiti

δ
(2)
A (E) E ⊆ N× N alt kümesinin A-yoğunluğu

UA A-düzgün integrallenebilir diziler uzayı

U(2)A Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift diziler uzayı

SA A-sınırlıdiziler uzayı

S(2)A Pringsheim A-sınırlıçift diziler uzayı

χE E kümesinin karakteristik dizisi

Ec E kümesinin tümleyeni
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1. GİRİŞ

Seriler ve serilerin yakınsaklı̆gının incelenmesi matematikte önemli bir yer tutmak-

tadır. Önceleri matematikçiler yakınsak serilerle ilgilenmi̧sler ve ıraksak seriler ile

ilgilenmeyi zaman kaybıolarak görmüşlerdir. Ancak toplanabilme teorsinin geli̧sme-

siyle birlikte ıraksak serilere olan ilgi de artmı̧stır. Bernoulli, 1969 yılında

1 + x+ x2 + ... =
1

1− x (1.1)

bağıntısını kullanmı̧stır. Euler ise bu eşitlikte x = −1 alarak Euler paradoksal

eşitliği olarak bilinen

1− 1 + 1− 1 + ... =
1

2

bağıntısınıelde etmi̧s ve hiçbir kuşkuya düşmeden birçok yerde kullanmı̧stır. Hardy

ise bir adım daha ileri gitmi̧s ve seriler için Cauchy çarpım kuralınıuygulayarak

(1.1) bağıntısında her iki tarafın karesini almı̧s ve

1− 2 + 3− 4 + ... =
1

4

bağıntısınıelde etmi̧stir. Aslında anlamsız gibi görünen bu sonuçlar Hardy’nin de

belirttiği gibi "sonsuz bir serinin toplamı"’nın nasıl tanımlandı̆gına bağlıdır. Örneğin

Cesàro (C, 1) yakınsaklık tanımınıvermi̧stir.
∑
k

ak serisinin kısmi toplamlar dizisi

(sn) olmak üzere

tn =
1

n

n∑
j=1

sj

ile tanımlı(tn) dizisi bir L sayısına yakınsak ise (sn) dizisi L değerine (C, 1) yakınsak-

tır (toplanabilirdir) ya da
∑
k

ak serisi L değerine (C, 1) yakınsaktır denir. Bu şekilde

yakınsaklık tanımıgenelleştirilerek çeşitli yakınsaklık kavramlarıelde edilmi̧stir. Bu

açıklamalardan sonra toplanabilme teorisinin asıl amacının ıraksak bir seriye bir

toplam kaŗsılık getirmek olduğunu belirtebiliriz.

Çalı̧sılmaya başlandı̆gından itibaren, toplanabilme teorisi genellikle alı̧sılmı̧s seriler

ve diziler için çalı̧sılmı̧stır ve bunlar için bir çok yakınsaklık kavramıtanımlanmı̧stır.

Bunlardan en ilgi çekici olanlarımatris toplanabilme (özellikle Cesàro toplanabilme),
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A-istatistiksel yakınsaklık ve A-kuvvetli toplanabilme metodlarıdır. Dizilerin ma-

tris toplanabilmesinde iki boyutlu sonsuz matrisler kullanılır. Aslında birçok meto-

dun matris metodu olarak ifade edilip edilemeyeceği toplanabilme teorisinin önemli

problemlerindendir. Örneğin toplanabilme teorisinde çok önemli bir rol oynayan

istatistiksel yakınsaklı̆gın matris karakterizasyonu her zaman ilgi çekici olmuştur.

Fridy (1985) istatistiksel yakınsaklı̆gın bir matris toplanabilme metodu tarafından

içerilmediğini göstermi̧stir. Fridy ve Miller (1991) istatistiksel yakınsaklık ve matris

metodlarının belirli bir sınıfıarasında kuvvetli bir ili̧ski olduğunu göstermi̧s ve sınırlı

bir dizinin istatistiksel yakınsaklı̆gının dizinin bu matris sınıfındaki her A matrisi

tarafındanA-toplanabilmeye denk olduğunu ispatlamı̧stır. Khan ve Orhan (2007) ise

A-düzgün integrallenebilir diziler uzayıüzerinde A-istatistiksel yakınsaklı̆gın negatif

olmayan, regüler ve üçgensel bir matris metoduna denk olduğunu göstermi̧stir.

Keyfi iki boyutlu bir B toplanabilme matrisinin toplanabilirlik alanının çarpan uza-

yının karakterizasyonu da toplanabilme teorisinin önemli bir problemidir. Bununla

ili̧skili olarak nispeten daha kolay bir problem ise çarpımsal matris metodlarıiçin

bu uzayın karakterizasyonudur. Henriksen ve Isbell (1964) bir konferansta bu tür

bir karakterizasyon sunmuşlar ancak yayınlamamı̧slardır. Petersen (1972) tarafın-

dan ise başka ispat yayınlanmı̧s ancak bu ispatın doğru olmadı̆gıKhan ve Orhan

(2007) tarafından yapılan incelemelerle ortaya konulmuştur. Khan ve Orhan (2007)

çalı̧smalarında regüler ve çarpımsal matris metodlarının toplanabilirlik alanlarının

çarpanlarınıkarakterize etmi̧slerdir.

Toplanabilme teorisinin bir diğer önemli kavramı da A-kuvvetli toplanabilme

kavramıdır ve A-istatistiksel yakınsaklık ile yakından ili̧skilidir. Connor (1989)

sınırlıdiziler üzerinde A-kuvvetli toplanabilme ile A-istatistiksel yakınsaklı̆gın denk

olduğunu göstermi̧stir. Khan ve Orhan (2007) tarafından A-kuvvetli toplanabil-

menin bir karakterizasyonu verilmi̧s ve bir dizinin A-kuvvetli toplanabilir olması

için gerek ve yeter koşulun dizinin A-istatistiksel yakınsak ve A-düzgün integral-

lenebilmesi olduğu ispatlanmı̧stır.

Yukarıda sözü edilen problemlerin bir çoğu çift diziler için de düşünülebilir. Miller

(2008) sınırlıçift dizilerin A-istatistiksel yakınsaklı̆gıile klasik durumda olduğu gibi
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dört boyutlu matris metodlarının özel bir sınıfıarasındaki bağlantıyıelde etmi̧stir.

Bu tezde ise önce Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift diziler uzayıtanımlanıp

bu uzay üzerinde çift dizilerin A-istatistiksel yakınsaklı̆gıiçin bir matris karakteri-

zasyonu elde edilecektir.

Moricz (2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) çift diziler için klasik-

teki duruma benzer şekilde istatistiksel yakınsaklık ile kuvvetli Cesàro toplanabilme

arasındaki bağlantıyıincelemi̧slerdir. Bu tezde ise klasikteki sonuca paralel olarak

A-kuvvetli toplanabilme karakterize edilecektir.

Ayrıca dört boyutlu toplanabilme matrislerinin toplanabilirlik alanlarının çarpan

uzayları incelenip bu çarpan uzaylar ile A-istatistiksel yakınsaklı̆gın bağlantısıve-

rilecektir. Bunun için ise klasikte çok iyi bilinen ve çift diziler için Patterson (2004)’ın

verdiği Brudno-Mazur-Orlicz sınırlı tutarlılık teoreminin bir başka versiyonu elde

edilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde alı̧sılmı̧s (single) ve çift (double) dizilerin toplanabilmesine ili̧skin bazı

tanım ve kavramlardan söz edilecektir. Bu tez boyunca N = {1, 2, 3, ...} doğal

sayılar kümesini gösterecektir ve tez boyunca x = (xk) dizisi alı̧sılmı̧s dizi ya da

sadece "dizi" olarak adlandırılıcaktır. Tanım kümesi N × N olan fonksiyona "çift

dizi" denir. Örneğin her j, k için xjk = j2k ile tanımlıx = (xjk) bir “çift dizi”olup
1 2 3 · · ·

4 8 12 · · ·

9 18 27 · · ·
...

...
...

. . .


şeklinde bir gösterime sahiptir.

Bir x = (xk) dizisini alalım. Her ε > 0 için k ≥ N olduğunda |xk − L| < ε olacak

şekilde bir N sayısıvarsa x dizisi L sayısına yakınsaktır denir. Aşağıdaki tanım bu

tanıma benzer olarak çift bir dizinin yakınsaklı̆gınıvermektedir:

Tanım 2.1 x = (xjk) bir çift dizi olsun. Her ε > 0 için j, k ≥ N oldŭgunda

|xjk − L| < ε olacak şekilde bir N sayısıvarsa x dizisi L sayısına Pringsheim an-

lamında yakınsaktır (P -yakınsak) denir ve P - lim
j,k

x = L ile gösterilir (Pringsheim,

1900).

x = (xk) bir dizi olsun. sup
k
|xk| <∞ ise x dizisi sınırlıdır denir. Tüm sınırlıdizilerin

uzayıl∞ ile gösterilir. Aşağıdaki tanım bu tanımın çift diziler için geni̧sletmesidir:

Tanım 2.2 x = (xjk) bir çift dizi olsun. sup
j,k
|xjk| <∞ ise x dizisi sınırlıdır denir.

Tüm sınırlıçift dizilerin uzayı l(2)∞ ile gösterilir.

Çok iyi bilinmektedir ki bir dizi yakınsak ise sınırlıdır. Ancak P -yakınsak bir çift

dizi sınırlıolmak zorunda değildir. Bunun için aşağıdaki örneği verebiliriz:
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Örnek 2.1

xjk :=

 k, j = 1

0, dĭger durumlarda

ile tanımlıx = (xjk) çift dizisi sıfıra P -yakınsak oldŭgu halde sınırlıdĕgildir. Aşăgı-

daki tanım çift diziler için sınırlılık tanımınıbiraz daha hafifletmektedir:

Tanım 2.3 x = (xjk) bir çift dizi olsun. sup
j,k>H

|xjk| < ∞ olacak şekilde bir H > 0

sayısımevcut ise x dizisi P -sınırlıdır denir. Tüm P -sınırlıçift dizilerin uzayıP−l(2)∞
ile gösterilir.

Dikkat edilirse P -yakınsak her çift dizi P -sınırlıdır.

Burada bir çift dizinin P -yakınsaklı̆gıile satır ve sütun dizilerinin yakınsaklı̆gıarasında

nasıl bir ili̧ski olduğu sorulabilir. Bunun için aşağıdaki iki örneği inceleyelim:

Örnek 2.2 x = (xjk) çift dizisini

xjk :=
1

2 + min {j, k}+ (−1)j+k

ile tanımlayalım. O halde P - lim
j,k

x = 0 olur. Ancak j0 ve k0 sabit olmak üzere ne

{xj0,k}
∞
k=1 dizisi ne de {xj,k0}

∞
j=1 dizisi yakınsaktır.

Örnek 2.3 x = (xjk) çift dizisini

xjk :=

 1, j = k

0, dĭger durumlarda

şeklinde tanımlarsak her sabit j0 ve k0 için {xj0,k}
∞
k=1 dizisi ve {xj,k0}

∞
j=1 dizisi sıfıra

yakınsak oldŭgu halde x dizisi P -yakınsak dĕgildir.

P -yakınsak bir çift dizinin aynızamanda satır ve sütunlarıda yakınsak ise bu diziye

regüler olarak P -yakınsaktır denir (Hardy 1919). Regüler olarak P -yakınsak bir

dizinin sınırlıolduğu açıktır. Ayrıca Hardy (1919), regüler olarak P -yakınsak bir

dizinin P -limitinin ardı̧sık (iterated) limitlerle hesaplanabildiğini göstermi̧stir. Yani

x regüler olarak P -yakınsak bir dizi ise

P - lim
j,k

x = lim
j

(lim
k
xjk) = lim

k
(lim
j
xjk)

gerçeklenir.
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Tanım 2.4 x = (xjk) bir çift dizi olmak üzere
∑
j,k

xj,k toplamına bir çift seri

denir. Ĕger bu serinin kısmi toplamlar dizisi


(

r,s∑
j=1,k=1

xj,k

)
r,s

 P -yakınsak ise

yani P - lim
r,s

r,s∑
j=1,k=1

xj,k limiti mevcutsa seri bu limit dĕgerine Pringsheim anlamında

yakınsaktır (P -yakınsak) denir (Bromwich 1942).

Şimdi "toplanabilme" kavramınıhatırlatalım:

B = (bnk) iki boyutlu sonsuz bir matris ve x = (xk) bir dizi olmak üzere her n ∈ N

için
∞∑
k=1

bnkxk

serisi yakınsak ise

(Bx)n :=
∞∑
k=1

bnkxk

olmak üzere {(Bx)n} dizisine x dizisinin B-dönüşüm dizisi denir (Maddox 1970).

Eğer dönüşüm dizisi bir L sayısına yakınsak ise x dizisi L sayısına B-toplanabilirdir

denir. Tüm B toplanabilir diziler uzayıcB ile gösterilir. Yakınsak bir diziyi kendi

limitine toplayan matrise regüler matris denir. Bu tanımların benzeri çift diziler için

de aşağıdaki gibi verilmektedir:

Tanım 2.5 A = (anmjk ) dört boyutlu sonsuz bir matris ve x = (xjk) bir çift dizi

olmak üzere her n ,m için

(Ax)nm :=
∑
j,k

xjka
nm
jk

çift serisi P -yakınsak ise

Ax :=

(∑
j,k

xjka
nm
jk

)
n,m

dizisine x dizisinin A-dönüşüm dizisi denir.
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Aşağıda Ax dönüşüm dizisinin nasıl elde edildiği gösterilmi̧stir:

Ax =




a1111 a1112 · · ·

a1121 a1122 · · ·
...

...
. . .




a1211 a1212 · · ·

a1221 a1222 · · ·
...

...
. . .

 · · ·
a2111 a2112 · · ·

a2121 a2122 · · ·
...

...
. . .




a2211 a2212 · · ·

a2221 a2222 · · ·
...

...
. . .

 · · ·

...
...

. . .




x11 x12 · · ·

x21 x22 · · ·
...

...
. . .



=



∑
j,k

xjka
11
jk

∑
j,k

xjka
12
jk · · ·∑

j,k

xjka
21
jk

∑
j,k

xjka
22
jk · · ·

...
...

. . .

 .

Ayrıca dört boyutlu birim (identity) matris I = (enmjk ),

enmjk :=

 1 , j = n ve k = m

0 , dĭger durumlarda

ile verilir ve aşağıdaki gösterime sahiptir:


1 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·
...
...
...
. . .




0 1 0 · · ·

0 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·
...
...
...
. . .

 · · ·


0 0 0 · · ·

1 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·
...
...
...
. . .




0 0 0 · · ·

0 1 0 · · ·

0 0 0 · · ·
...
...
...
. . .

 · · ·

...
...

. . .



.

Eğer Ax çift dizisi bir L sayısına P -yakınsak ise x dizisi L sayısına A-toplanabilirdir

denir ve bu durum A(x) = L şeklinde ifade edilir. Tüm A-toplanabilen çift dizilerin

kümesine A matrisinin toplanabilirlik alanıdenir ve bu küme c(2)A ile gösterilir.
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Tanım 2.6 A ve B iki boyutlu matrisler olsun. Her x ∈ E ⊆ cA ∩ cB için

lim
n

(Ax)n = lim
n

(Bx)n oluyorsa A ile B matrisleri E kümesi üzerinde tutarlıdır

denir (Boos 2000). Benzer şekilde A ve B dört boyutlu matrisler olmak üzere her

x ∈ E ⊆ c
(2)
A ∩ c

(2)
B için P - lim

n,m
(Ax)nm = P - lim

n,m
(Bx)nm oluyorsa A ile B matrisleri

E kümesi üzerinde tutarlıdır denir.

Tanım 2.7 A ve B iki boyutlu matrisler olsun. Ĕger cB ⊃ cA ve A ile B tutarlı

ise B metodu A metodunu içeriyor denir ve B ⊃ A ile gösterilir. Ĕger B ⊃ A ⊃ B

oluyorsa A ile B denktir denir (Boos 2000). Benzer şekilde A ve B dört boyutlu

matrisler olmak üzere c(2)B ⊃ c
(2)
A ve A ile B tutarlı ise B metodu A metodunu

içeriyor denir ve B ⊃ A ile gösterilir. Ĕger B ⊃ A ⊃ B oluyorsa A ile B denktir

denir.

Tanım 2.8 SınırlıP -yakınsak bir çift diziyi kendi limitine toplayan dört boyutlu

matrise RH-regüler matris denir.

Aşağıdaki teorem RH-regülerliği karakterize etmektedir.

Teorem 2.1 Dört boyutlu bir A = (anmjk ) matrisinin RH-regüler olmasıiçin gerek

ve yeter şart;

RH1 : P − lim
n,m

anmjk = 0, her j, k

RH2 : P − lim
n,m

∑
j,k

anmjk = 1

RH3 : P − lim
n,m

∑
j

∣∣anmjk ∣∣ = 0, her k

RH4 : P − lim
n,m

∑
k

∣∣anmjk ∣∣ = 0, her j

RH5 :
∑
j,k

∣∣anmjk ∣∣ serisi her n, m için P -yakınsak

RH6 : Her n,m için
∑
j,k>N

∣∣anmjk ∣∣ < M olacak biçimde N ve M sayılarının mevcut

olmasıdır (Hamilton 1936).
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Dört boyutlu sonsuz bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir çift dizisi gibi

düşünülebilir. Bu bakı̧s açısıyla bir A = (anmjk ) dört boyutlu matrisi

anmjk =


(
a11jk
) (

a12jk
) ...(

a21jk
) (

a22jk
) ...

· · · · · · . . .

 .

şeklinde bir gösterime sahiptir. Tez boyunca her sabit n,m için iki boyutlu
(
anmjk

)
matrisini [A(n,m)j,k] ile göstereceğiz ve bu terime A matrisinin (n,m) ikilisine

kaŗsılık gelen iç matrisi diyeceğiz.

A = (anmjk ) dört boyutlu bir matris olmak üzere j > J(n,m) veya k > K(n,m)

olduğunda anmjk = 0 olacak şekilde pozitif tamsayıların J(n,m) ve K(n,m) dizileri

varsa A matrisine iç sonlu matris denir. Burada J(n,m) = n ve K(n,m) = m ise

A matrisine iç dikdörtgensel matris denir. Dört boyutlu matrislerin iç sonluluğu ve

iç dikdörtgenselliği sırasıyla iki boyutlu matrislerin satır sonluluğu ve üçgenselliğine

benzemektedir. İç dikdörtgensel bir A = (anmjk ) matrisinin (n,m) ikilisine kaŗsılık

gelen iç matrisi

[A(n,m)j,k] =



anm11 anm12 · · · anm1m 0 0 · · ·

anm21 anm22
. . . anm2m 0 0 · · ·

...
...

. . .

anmn1 anmn2 · · · anmnm 0 0 · · ·

0 0 0 0 0 0 · · ·
...

...
...

...
...
...
. . .


.

şeklinde bir gösterime sahiptir. A = (anmjk ) iç dikdörtgensel bir matris olmak üzere

[A (n,m)](r) ile (n,m) ikilisine kaŗsılık gelen iç matrisin ilk n×m teriminin r tanesinin

sıfırla yer deği̧stirilmi̧s hallerine kaŗsılık gelen matrislerin sonlu sınıfınıgöstereceğiz.

Ayrıca ∑
j,k

anmjk = 1, her n,m ∈ N

olacak biçimde negatif olmayan dört boyutlu A = (anmjk ) matrislerinin uzayını M+
(2)

ile göstereceğiz.
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C = (cnmjk ) dört boyutlu matrisini

cnmjk =

 1
nm

, j ≤ n ve k ≤ m

0 , dĭger durumlarda

şeklinde tanımlayalım. Bu matrise dört boyutlu Cesàro matrisi denir ve (C, 1, 1) ile

gösterilir. Bu matris RH-regüler, iç dikdörtgensel ve M+
(2) sınıfına ait dört boyutlu

bir matristir.

Şimdi alı̧sılmı̧s ve çift dizilerin toplanabilmesinde önemli yer tutan A-istatistiksel

yakınsaklık ve A-kuvvetli toplanabilme kavramlarının tanımlarınıvereceğiz:

A = (ank) negatif olmayan iki boyutlu bir matris ve x = (xk) bir dizi olmak üzere,

her ε > 0 için

lim
n

∑
k:|xk−L|>ε

ank = 0

olıyorsa x dizisi L sayısına A-istatistiksel yakınsaktır denir (Fast 1951, Connor 1989,

Kolk 1991, Miller 1995). A matrisi olarak Cesàro matrisini alınırsa istatistiksel

yakınsaklık elde edilir (Fridy, 1985). A = (ank) iki boyutlu bir matris ve x = (xk)

bir dizi olmak üzere

lim
n

∑
k

ank |xk − L| = 0

oluyorsa x dizisi L sayısına A-kuvvetli toplanabilirdir denir (Hardy ve Littlewood

1913, Freedman ve Sember 1989, Connor 1989). Bu iki önemli kavram çift dizilere

aşağıdaki şekilde adapte edilmi̧stir:

Tanım 2.9 A = (anmjk ) negatif olmayan dört boyutlu bir matris ve x = (xjk) bir çift

dizi olmak üzere her ε > 0 için

P - lim
n,m

∑
j,k:|xjk−L|>ε

anmjk = 0

oluyorsa x dizisi L sayısına A-istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durum

st
(2)
A − limx = L ile ve tüm A-istatistiksel yakınsak çift dizilerin uzayıst(2)A ile gös-

terilir. A = (C, 1, 1) alınırsa bu durumda x dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır

denir (Moricz 2003, Mursaleen ve Edely 2003, Tripathy 2003).
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Dikkat edilecek olursa x dizisinin bir L sayısına A-istatistiksel yakınsak olmasıiçin

gerek ve yeter koşul her ε, δ > 0 için

sup
n,m>N

∑
j,k∈Eε

anmjk < δ

olacak şekilde bir N = N(ε, δ) olmasıdır. Burada Eε := {(j, k) : |xjk − L| > ε}

ile verilmektedir. Ayrıca Miller (2007) bazı özel dört boyutlu matrisler için A-

istatistiksel yakınsaklı̆gın bir karakterizasyonunu vermi̧stir.

A = (anmjk ) ∈M+
(2) iç dikdörtgensel dört boyutlu toplanabilme matrisi her p, q için

P - lim
n,m

∑
(j,k)∈Ep,q

anmjk = 0

şartınısağlıyorsa ortalama matris adınıalır (Miller 2007). Burada verilen p, q sayıları

için Ep,q = (N× N)\Tp,q ve Tp,q = {(j, k) : j ≥ p ve k ≥ q} şeklindedir.

Önerme 2.1 A = (anmjk ) ∈ M+
(2) iç dikdörtgensel dört boyutlu bir matris olsun. Bu

durumda bir x = (xjk) çift dizisi bir L sayısına A-istatistiksel yakınsak ise

δ
(2)
A (K) := P - lim

n,m

∑
j,k∈K

anmjk = 0 (2.1)

ve P − lim
(j,k)∈Kc

xjk = L olacak biçimde bir K ⊂ N× N mevcuttur (Miller 2007).

Ortalama matrisler için bu önermenin kaŗsıta da doğrudur. Burada (2.1) limiti

mevcut ise bu limite K kümesinin A-yoğunluğu denir (Miller, 2007). Burada A =

(C, 1, 1) alınırsa yine limitin mevcut olmasıdurumunda bu limiteK kümesinin doğal

yoğunluğu denir ve δ(2)(K) ile gösterilir (Moricz 2003, Mursaleen ve Edely 2003,

Tripathy 2003). (C, 1, 1) ortalama bir matris olup bu matris için bu önermenin ispatı

Moricz (2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) tarafından bağımsız

çalı̧smalarda verilmi̧stir.

Dikkat edilirse, dört boyutlu negatif olmayan RH-regüler bir A matrisi alındı̆gında

P -yakınsak her çift dizi A-istatistiksel yakınsak olur. Gerçekten, P − lim
j,k

xjk = L
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ise her ε > 0 için n,m ≥ n0 olduğunda |xjk − L| < ε olacak biçimde bir n0 ∈ N

mevcuttur. Ayrıca

∑
j,k:|xjk−L|>ε

anmjk ≤
n0−1∑
j=1

∑
k

anmjk +

n0−1∑
k=1

∑
j

anmjk

olup A matrisi RH-regüler olduğundan bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadeler RH3

ve RH4 şartlarından sıfıra P -yakınsaktır. Dolayısıyla x = (xjk) çift dizisi L sayısına

A istatistiksel yakınsaktır. Kaŗsıt olarak

xjk =

 jk , k ve j tam kare

0 , dĭger durumlarda

ile tanımlıx = (xjk) çift dizisi ne yakınsak ne de sınırlıbir çift dizidir. Ancak her

ε > 0 için ∑
j,k:|xjk|>ε

cnmjk =
1

nm

∑
j,k:|xjk|>ε
j≤n,k≤m

1 ≤
√
nm

nm

olduğundan x çift dizisi sıfıra istatistiksel yakınsaktır.

Tanım 2.10 A = (anmjk ) dört boyutlu bir matris ve x = (xjk) bir çift dizi olsun.

P - lim
n,m

∑
j,k

|xjk − L|
∣∣anmjk ∣∣ = 0

oluyorsa x dizisi L sayısına A-kuvvetli toplanabilirdir denir. Burada A = (C, 1, 1)

alınırsa bu durumda x dizisi L sayısına kuvvetli Cesàro toplanabilir denir.

Toplanabilme teorisindeA-istatistiksel yakınsaklık veA-kuvvetli toplanabilme arasın-

daki bağlantıincelenirken uzun süre sınırlıdiziler uzayıgöz önüne alınmı̧stır. Böylece

A-kuvvetli toplanabilen bir dizinin A-istatistiksel yakınsak olduğu; ve de sınırlıve

A-istatistiksel yakınsak bir dizinin de A-kuvvetli toplanabilir olduğu gösterilmi̧stir.

Ancak Khan ve Orhan (2007) A-düzgün integrallenebilme kavramını ilk defa or-

taya atarak A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmi̧sler ve göstermi̧slerdir ki bir

dizinin bir L değerine A-kuvvetli toplanabilir olmasıiçin gerek ve yeter koşul yine

aynıdeğere A-istatistiksel yakınsak ve A-düzgün integrallenebilir olmasıdır. Şimdi

12



benzer karakterizasyona ulaşabilmek için çift diziler için Pringsheim A-düzgün in-

tegrallenebilme kavramınıtanımlayacağız. Ancak öncelikle alı̧sılmı̧s diziler için A-

düzgün integrallenebilme kavramınıhatırlatalım:

A = (ank) iki boyutlu bir matris ve x = (xk) bir dizi olmak üzere

lim
M→∞

sup
n

∑
k:|xk|>M

|xk| |ank| = 0

oluyorsa x dizisi A-düzgün integrallenebilirdir denir. A-düzgün integrallenebilme

sınırlılık kavramınızayıflatmaktadır. Bunu göstermek için öncelikle aşağıdaki lem-

mayıhatırlatalım:

Lemma 2.1 x = (xk) bir dizi ve A negatif olmayan ve satır toplamları bir olan

iki boyutlu toplanabilme matrisi olsun. x dizisinin A-düzgün integrallenebilir olması

için gerek ve yeter koşul φ(0) = 0, lim
x→∞

φ(x)
x

=∞ ve

sup
n

∑
k

φ (|xk|) ank <∞

olacak şekilde konveks ve çift bir φ : R→ R fonksiyonunun mevcut olmasıdır (Khan

ve Orhan 2010).

Öncelikle sınırlıher dizininA-düzgün integrallenebilir olduğunu gösterelim. x = (xk)

sınırlıbir dizi olsun.

E := {k : |xk| > M}

kümesini tanımlayalım. ‖x‖∞ = sup
k
|xk| değerinden büyük her M için E = ∅ olup

sup
n

∑
k:|xk|>M

|xk| |ank| = sup
n

∑
k

χE(k) |xk| |ank|

= 0

olduğundan x A-düzgün integrallenebilirdir. Ayrıca sınırsız fakat A-düzgün integral-

lenebilen diziler vardır. Bunu görmek için regüler, maks
k

ank → 0 ve satır toplamları

bir olan negatif olmayan bir A matrisi aldı̆gımızda sınırsız ancak A-düzgün inte-

grallenebilen bir dizi inşaa edebiliriz. Aslında A matrisi sıfıra yakınsayan kolonlara

sahip ve

lim inf
k

{
maks
n

ank

}
= 0
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olacak şekilde bir matris olduğunda sınırsız ancak A-düzgün integrallenebilen bir

x = (xk) dizisi inşaa edilebilir. Bunun için kolon indislerinin

maks
n

an,K(m) < 2−m,m = 0, 1, 2...

olacak şekilde bir

K(0) < K(1) < K(2) < ...

dizisini seçelim. Şimdi de n > N(m) ve k ≤ K(m) olduğunda ank < 2−m olacak

biçimde satır indislerinin artan N(j) indislerini seçelim. Şimdi bir y = (yk) dizisini,

yk =

 m+ 1 , k = K(m)

0 , dĭger durumlarda

olacak şekilde tanımlayalım. Her n > N(m) için,

(Ay)n =
∞∑
k=1

ykank

=
∞∑
j=0

(j + 1) an,K(j)

≤
m∑
j=0

(j + 1) 2−m +
∑
j>m

(j + 1) 2−j (2.2)

gerçeklenir. (2.2) eşitsizliğinin her iki tarafındam→∞ için limit alınırsa n > N(m)

olduğunda n→∞ olacağından lim
n

(Ay)n = 0 gerçeklenir. Şimdi bir x = (xk) dizisini

her k için,

xk :=
√
yk

şeklinde tanımlayalım. φ(x) = x2 ile tanımlı φ fonksiyonunu göz önüne alırsak

lim
n

(Ay)n = 0 olduğundan

sup
n

∑
k

φ (|xk|) ank = sup
n

∑
k

ankyk <∞

olup Lemma 2.1’den x dizisi A-düzgün integrallenebilirdir.

Aşağıdaki tanım ile A-düzün integrallenebilme kavramınıçift diziler için geni̧slete-

ceğiz.

14



Tanım 2.11 A = (anmjk ) dört boyutlu bir matris ve x = (xjk) çift bir dizi olsun. Her

ε > 0 için t > H oldŭgunda

sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε

olacak biçimde N = N(ε) ve H = H(ε) sayılarımevcut ise x dizisi Pringsheim

A-düzgün integrallenebilir denir. Tüm Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift

dizilerin uzayıU(2)A ile gösterilir.

Aşağıdaki önerme sınırlı çift diziler ile Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift

diziler arasındaki bağlantıyıaçıklamaktadır:

Önerme 2.2 Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift diziler uzayı sınırlı çift

diziler uzayını içerir ve bazıA matrisleri için bu içerme kesindir, yani l(2)∞ ⊂
6=
U(2)A

gerçeklenir.

İspat. Sınırlı her çift dizi Pringsheim A-düzgün integrallenebilirdir. Gerçekten,

x = (xjk) sınırlıçift bir dizi ise her N için t > sup
j,k
|xjk| oldŭgunda

sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ = 0

olup x dizisi Pringsheim A-düzgün integrallenebilirdir. Kaŗsıt olarak, Pringsheim

A-düzgün integrallenebilir sınırsız diziler mevcuttur. Bunu göstermek için negatif

olmayan, sıfıra yakınsak kolonlara sahip ve

lim inf
j

{
maks
k

bkj

}
= 0

olacak biçimde (iki boyutlu) bir B = (bkj) matrisi alalım. Biliyoruz ki B-düzgün

integrallenebilir sınırsız bir y = (yj) dizisi vardır. N sabit bir pozitif tamsayıolmak

üzere A = (anmjk ); 1 ≤ k ≤ N olduğunda anmjk = bkj olacak şekilde dört boyutlu bir

toplanabilme matrisi olsun. x = (xjk) ilk N sütunu y = (yj) dizisi ile çakı̧sacak ve

sup
k>N
|xjk| <∞
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olacak biçimde bir çift dizi olsun. x dizisi sınırsız olup aşağıdaki gösterime sahiptir:

x =

N tane

︷ ︸︸ ︷
y1 y1 · · · y1

y2 y2 · · · y2

y3 y3 · · · y3
...

...
...

...

x1,N+1

x2,N+1

x3,N+1
...

· · ·

· · ·

· · ·
. . .


O halde t > sup

k>N
|xjk| olmak üzere∑

j,k:|xjk|>t
|xjk|

∣∣anmjk ∣∣ =
∑

j,k:|xjk|>t
1≤k≤N

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j,k:|xjk|>t

k>N

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

=

N∑
k=1

∑
j:|yj |>t

yjbkj +
∑

j,k:|xjk|>t
k>N

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

olduğundan her M için

sup
n,m>M

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ =

N∑
k=1

∑
j:|yj |>t

yjbkj + sup
n,m>M

∑
j,k:|xjk|>t

k>N

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ (2.3)

yazılabilir. Diğer yandan y dizisi B-düzgün integrallenebilir olduğundan her

k = 1, 2..., N ve her ε > 0 için t > h(ε) olduğunda∑
j:|yj |>t

yjbkj < ε/N

olacak şekilde bir h > sup
k>N
|xjk| mevcuttur. O halde (2.3) eşitliğinden t > h(ε) olmak

üzere

sup
n,m>M

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε+ sup

n,m>M

∑
j,k:|xjk|>t

k>N

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

elde edilir. x dizisi, k > N için sınırlıolduğundan yeterince büyük t sayıları için

son eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci ifade sıfıra eşittir. O halde yeterince büyük

t > h(ε) ve her M > 0 için

sup
n,m>M

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε

elde edilir ki buradan x dizisinin Pringsheim A−düzgün integrallenebilir olduğu

görülür.
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3. ÇİFT DİZİLERİN A-KUVVETLİ TOPLANABİLMESİ VE A- İS-

TATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde birinci kısımda çift dizilerin A-kuvvetli toplanabilmesi karakterize edile-

cektir ve ikinci kısımda Pringsheim A-düzgün integrallenebilir çift dizilerin

A-istatistiksel yakınsaklı̆gının matris karakterizasyonu elde edilecektir.

3.1 A-kuvvetli Toplanabilme

Kuvvetli toplanabilme kavramı ilk olarak Hardy ve Littlewood (1913) tarafından

tanımlanmı̧stır. Biliyoruz ki A-kuvvetli toplanabilir bir dizi A-istatistiksel yakınsak-

tır ve kaŗsıt olarak sınırlıA-istatistiksel yakınsak bir dizi A-kuvvetli toplanabilirdir.

Ancak Khan ve Orhan (2007) ikinci ifadedeki sınırlılık şartının zayıflatılabileceğini

göstermi̧s ve sınırlılıktan daha hafif bir kavram olan A-düzgün integrallenebilme

kavramınıkullanarak A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmi̧slerdir. Çift diziler

için de yine sınırlılık kavramıkullanılarak istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli Cesàro

toplanabilme kavramlarıarasındaki ili̧ski incelenmi̧stir. Aşağıdaki teorem Moricz

(2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) tarafından farklıçalı̧smalarda

ispatlanmı̧stır:

Teorem 3.1 i) Bir çift dizi kuvvetli Cesàro toplanabilirse istatistiksel yakınsaktır.

ii) Sınırlıistatistiksel yakınsak bir çift dizi kuvvetli Cesàro toplanabilirdir.

Bu teorem dört boyutlu Cesàro matrisi yerine dört boyutlu negatif olmayan bir A

matrisi alınarak da benzer şekilde ispatlanabilir. Ancak tüm bu sonuçlar yalnızca

sınırlıdiziler üzerinde A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmektedir. Pringsheim

A-düzgün integrallenebilme kavramıkullanılarak Khan ve Orhan’ın (2007) alı̧sılmı̧s

diziler için verdiği karakterizasyon burada çift diziler için verilecektir.

Teorem 3.2 A = (anmjk ) ∈ M+
(2) ve x = (xjk) bir çift dizi olsun. x dizisinin bir

L sayısına A-kuvvetli toplanabilir olması için gerek ve yeter koşul Pringsheim A-

düzgün integrallenebilir ve yine L sayısına A-istatistiksel yakınsak olmasıdır.
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İspat. L = 0 almak genelliği bozmayacaktır. x = (xjk) sıfıra A-istatistiksel yakın-

sak ve Pringsheim A-düzgün integrallenebilir bir çift dizi olsun. O halde her ε, δ > 0

için

sup
n,m>N1

∑
j,k:|xjk|>ε/3

anmjk < δ,

olacak biçimde N1 = N1(ε, δ) ve t > H olduğunda

sup
n,m>N2

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk| anmjk < ε/3

olacak biçimde N2 = N2(ε) ve H = H(ε) pozitif sayılarımevcuttur. Ayrıca her

ε > 0 için

∑
j,k

|xjk| anmjk ≤
∑

j,k:|xjk|>t
|xjk| anmjk

+
∑
|xjk|>ε/3
|xjk|≤t

|xjk| anmjk

+
∑
|xjk|≤ε/3

|xjk| anmjk

gerçeklenir. O halde N = max {N1, N2} olmak üzere her ε > 0 için

sup
n,m>N

∑
j,k

|xjk| anjk ≤ sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk| anmjk

+t sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>ε/3

anmjk

+ε/3

elde edilir. Eğer δ = ε/3t seçilirse, her ε, t > 0 için

sup
n,m>N

∑
j,k

|xjk| anmjk ≤ sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk| anmjk + 2ε/3

elde edilir. Böylece her ε > 0 için

sup
n,m>N

∑
j,k

|xjk| anmjk < ε
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gerçeklenir. Yani x dizisi sıfıra A-kuvvetli toplanabilirdir.

Kaŗsıt olarak x dizisi sıfıra A-kuvvetli toplanabilir olsun. Her ε > 0 için∑
j,k:|xjk|>ε

anmjk ≤ 1

ε

∑
j,k:|xjk|>ε

|xjk| anmjk

≤ 1

ε

∑
j,k

|xjk| anmjk (3.1)

yazılabilir. (3.1) eşitsizliğinin sağ tarafısıfıra P -yakınsak olduğundan x dizisi sıfıra

A-istatistiksel yakınsaktır. Diğer yandan x dizisi sıfıraA-kuvvetli toplanabilir olduğun-

dan, her ε > 0 için n,m > N olduğunda∑
j,k

|xjk| anmjk < ε

olacak şekilde bir N = N(ε) sayısıvardır. Böylece her t > 0 için

sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>t

|xjk| anmjk < ε

elde edilir. Bu da ispatıtamamlar.

Bu sonuçlar çift dizileri alı̧sılmı̧s dizilere ve çok boyutlu dizileri çok boyutlu dizilere

dönüştüren matrisler için de benzer şekilde verilir.

3.2 A-istatistiksel Yakınsaklı̆gın Matris Karakterizasyonu

Alı̧sılmı̧s diziler için Fridy (1985) istatistiksel yakınsaklı̆gın bir matris gösteri-

minin olmadı̆gınıispatlamı̧stır. Fridy ve Miller (1991) ise sınırlıdizilerin istatistiksel

yakınsaklı̆gının iki boyutlu toplanabilme matrislerinin belli bir sınıfındaki tüm ma-

tris metodlarına göre toplanabilmeye denk olduğunu göstermi̧stir. Khan ve Orhan

(2007) yaygın bir düşünce olan A-istatistiksel yakınsaklı̆gın bir matris gösteremine

sahip olamayacağı düşüncesinin yanlı̧s olduğunu göstermi̧s ve A-düzgün integral-

lenebilir diziler uzayıüzerinde A-istatistiksel yakınsaklı̆gın negatif olmayan regüler

üçgensel bir matris metoduna denk olduğunu ispatlamı̧stır. Bu kısımda çift diziler

için de benzeri problemleri gözönüne alacağız.

δ(2)(K) = 0 şartınısağlayan her K ⊂ N × N için δ(2)A (K) = 0 olacak biçimdeki iç

dikdörtgensel ve M+
(2) sınıfından olan dört boyutlu matrislerin sınıfıτ

(2) ile göster-

ilmek üzere Miller aşağıdaki sonucu vermi̧stir:
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Teorem 3.3 Sınırlıbir x çift dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olması

için gerek ve yeter şart her A ∈ τ (2) için yine L sayısına A-toplanabilir olmasıdır

(Miller, 2008).

Bu kısımda Khan ve Orhan’ın (2007) alı̧sılmı̧s diziler için verdiği sonuçtan yola

çıkarak çift diziler için de ilgi çekici bir problem olan A-istatistiksel yakınsaklı̆gın

matris karakterizasyonu verilecektir ve Pringsheim A-düzgün integrallenebilir diziler

ve dolayısyla sınırlıçift diziler üzerinde A-istatistiksel yakınsaklı̆gın negatif olmayan

RH-regüler ve dikdörtgensel bir matris metoduna denk olduğu gösterilecektir.

Ancak sözünü ettiğimiz karakterizasyonu verebilmek için öncelikle aşağıdaki lem-

mayıispatlayacağız:

Lemma 3.1 A = (anmjk ) dört boyutlu RH-regüler bir matris ise her n,m için∑
j,k

cnmjk = 1

ve Pringsheim A-düzgün integrallenebilir her x = (xjk) dizisi için

P - lim
n,m

∑
j,k

xjka
nm
jk = P - lim

n,m

∑
j,k

xjkc
nm
jk

olacak biçimde iç dikdörtgensel bir RH-regüler C = (Cnm
jk ) dört boyutlu matrisi

mevcuttur. Üstelik A negatif olmayan bir matris ise C de negatif olmayandır.

İspat. A = (anmjk ) dört boyutlu RH-regüler bir matris ve x = (xjk) Pringsheim

A-düzgün integrallenebilir çift bir dizi olsun. A RH-regüler olduğundan her n,m

için
∑
j,k

anmjk çift serisi yakınsaktır. O halde her n,m için εnm > 0 ve P - lim
n,m

εnm = 0

olmak üzere ∑
1≤j≤J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣+
∑

1≤k≤K(n,m)
j>J(n,m)

∣∣anmjk ∣∣+
∑

j>J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣ < εnm (3.2)

olacak biçimde pozitif tam sayıların J(n,m), K(n,m) çift dizileri mevcuttur.

x ∈ U(2)A olduğundan her ε > 0 için t > h(ε) olduğunda

sup
n,m>N

∑
|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε/3. (3.3)
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olacak biçimde bir N = N(ε) ve bir h = h(ε) mevcuttur. Şimdi dört boyutlu iç

sonlu D = (dnmjk ) matrisini

dnmjk :=

 anmjk , j ≤ J(n,m) ve k ≤ K(n,m)

0 , dĭger durumlarda

şeklinde tanımlayalım. O halde (3.3) eşitsizliğinden her n,m > N ve t > h(ε) için

|(Ax)nm − (Dx)nm| =

∣∣∣∣∣∑
j,k

xjka
nm
jk −

∑
j,k

xjkd
nm
jk

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j,k

xjka
nm
jk −

∑
1≤j≤J(n,m)
1≤k≤K(n,m)

xjka
nm
jk

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤j≤J(n,m)
k>K(n,m)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>J(n,m)
1≤k≤K(n,m)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

+
∑

j>J(n,m)
k>K(n,m)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

≤ 3 sup
n,m≥N

∑
|xjk|>t

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+ t

∑
1≤j≤J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣
+t

∑
j>J(n,m)
1≤k≤K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣+ t
∑

j>J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣

≤ ε+ t


∑

1≤j≤J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣

+
∑

j>J(n,m)
1≤k≤K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣+
∑

j>J(n,m)
k>K(n,m)

∣∣anmjk ∣∣


elde edilir. Buradan (3.2) eşitsizliği yardımıyla n,m→∞ için

|(Ax)nm − (Dx)nm| → 0

elde edilir. Ayrıca A ve D matrisleri U(2)A üzerinde denktir. Şimdi

αnm :=
∑
j,k

dnmjk =
∑

1≤j≤J(n,m)
1≤k≤K(n,m)

anmjk .
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tanımlayalım. A RH-regüler olduğundan P - lim
n,m

αnm = 1 olmalıdır. Her n,m için

αnm 6= 0 almak genelliği bozmayacaktır. Dört boyutlu B = (bnmjk ) matrisini

bnmjk :=

 1
αnm

anmjk , j ≤ J(n,m) ve k ≤ K(n,m)

0 , dĭger durumlarda
.

şeklinde tanımlarsak B ve D matrisleri denk olup her n,m için

∑
j,k

bnmjk = 1

sağlanır. Son olarak elde ettiğimiz satır sonlu B matrisini iç dikdörtgenselleştirelim:

Bunun için pozitif tamsayıların γ, β ve η dizilerini i = 1, 2, ... için

γ(i) = max

{
max

1≤r≤i+1
J(r, i+ 1), max

1≤r≤i+1
J(i+ 1, r)

}
,

β(i) = max

{
max

1≤r≤i+1
K(r, i+ 1), max

1≤r≤i+1
K(i+ 1, r)

}
,

η(i) = max {γ(i), β(i)}

şeklinde tanımlayalım. γ(0) = β(0) = 0 olmak üzere B matrisinin iç dikdört-

genselleştirilmi̧s hali olan C matrisi oluşturalım. Her i = 1, 2, ... için η(i) > i + 1 +

η(i−1) ise her n, m ≥ η(i−1)+i+1 için C matrisinin (n+η(i)−1,m+η(i)−1) ikili-

sine kaŗsılık gelen iç matrisine A matrisinin (n,m) ikilisine kaŗsılık gelen iç matrisini

yazalım. Geriye kalan iç matrisleri ise Q(0) = ∅,

R(i) := Q(i)\Q(i− 1)

ve

Q(i) := {[B(n,m)jk] : 1 ≤ n,m ≤ i+ 1}

olmak üzere R(i) kümesinden rastgele seçelim. Böylece elde edilen C matrisi iç

dikdörtgensel olup C matrisinin tüm iç matrisleri sonlu sayıda sütun ve satır hariç

B matrisinin tüm iç matrisleri ile aynıolduğundan B ve C matrisleri denktir. Yine

C matrisinin tüm iç matrisleri B matrisinden elde edildiğinden

∑
j,k

cnmjk = 1
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olmalıdır. Ayrıca A ile C matrisleri U(2)A üzerinde denk ve l(2)∞ ⊂ U(2)A olduğundan A

matrisinin RH-regüler olmasıC matrisinin RH-regüler olmasınıgerektirir.

Bu lemmayıkullanarak Miller’ın negatif olmayan ve iç dikdörtgensel dört boyutlu

matrisler için verdiği sonucu negatif olmayan RH-regüler matrisler için verebiliriz.

Önerme 3.1 A = (anmjk ) negatif olmayan RH-regüler dört boyutlu bir matris olsun.

Bu durumda bir x = (xjk) dizisi bir L sayısına A-istatistiksel yakınsak ise

δ
(2)
A (K) = 0

ve P − lim
(j,k)∈Kc

xjk = L olacak biçimde bir K ⊂ N× N mevcuttur.

İspat. Kabul edelim ki x dizisi bir L sayısına A-istatistiksel yakınsak olsun. O

halde her ε > 0 için

0 = P - lim
n,m

∑
j,k:|xjk−L|>ε

anmjk

= P - lim
n,m

∑
j,k

χjk (|xjk − L| > ε) anmjk

= A
({
χjk (|xjk − L| > ε)

})
elde edilir ve

{
χjk (|xjk − L| > ε)

}
dizisi sınırlı olduğundan aynı zamanda Pring-

sheim A-düzgün integrallenebilirdir. Burada E ⊆ N ×N olmak üzere E kümesinin

χ = (χjk) karakteristik çift dizisi

χjk(E) :=

 1, (j, k) ∈ E

0, dĭger durumlarda

ile tanımlanmaktadır. Böylece Lemma 3.1’den iç dikdörtgensel, RH-regüler, her

n,m için ∑
j,k

cnmjk = 1

ve

0 = A
({
χjk (|xjk − L| > ε)

})
= C

({
χjk (|xjk − L| > ε)

})
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olacak biçimde bir C = (cnmjk ) dört boyutlu matrisi mevcuttur.

C
({
χjk (|xjk − L| > ε)

})
= 0 olduğundan x dizisi L sayısına C-istatistiksel yakın-

saktır. O halde Önerme 2.1’den

δ
(2)
C (K) = 0

ve P − lim
(j,k)∈Kc

xjk = L olacak biçimde bir K ⊂ N × N mevcuttur. Buradan{
χjk(K)

}
∈ U(2)A olduğundan

0 = δ
(2)
C (K)

= P - lim
n,m

∑
j,k∈K

cnmjk

= C
({
χjk(K)

})
= A

({
χjk(K)

})
= P - lim

n,m

∑
j,k∈K

anmjk

= δ
(2)
A (K)

elde edilir ki bu da ispatıtamamlar.

Aşağıdaki teorem Pringsheim A-düzgün integrallenebilir diziler uzayıüzerinde A-

istatistiksel yakınsaklı̆gın dört boyutlu matris karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem 3.4 A =
(
anmjk

)
negatif olmayan dört boyutlu RH-regüler bir matris olsun.

Her x ∈ U(2)A için st(2)A − limx = B(x) olacak şekilde negatif olmayan, RH-regüler

ve iç dikdörtgensel dört boyutlu bir B =
(
bnmjk
)
∈M+

(2) matrisi vardır.

İspat. Lemma 3.1’den A matrisini negatif olmayan iç dikdörtgensel ve her n,m için∑
j,k

anmjk = 1

olacak şekilde alabiliriz. B matrisinin varlı̆gını ispat edebilmek için öncelikle bir

C = (cnmjk ) matrisi tanımlayacağız. Bunun için bir σ = σ(i) dizisini her i = 1, 2, ...

için

σ(i) :=
i2 + (−1)i+1+1

2

2
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şeklinde tanımlayalım. Şimdi E(0) = ∅ ve Ni :=

i∑
k=1

2σ(k) olmak üzere i = 1, 2, ...

için

E(i) := {(n,m) : 1 ≤ n,m ≤ Ni} ,

F (i− 1, i) := E(i)\E(i− 1)

ve N0 = 0 olmak üzere

Gpq := {(n,m) : Np−1 < n ≤ Np, Nq−1 < m ≤ Nq}

kümelerini tanımlayalım. |Gpq| = 2σ(p)+σ(q) ve F (i− 1, i) =

(
i⋃

p=1

Gpi

)⋃(
i−1⋃
q=1

Giq

)
gerçeklenir. C matrisinin Gpq kümesine kaŗsılık gelen iç matrislerini aşağıdaki algo-

ritma ile belirleyelim:

Gpq kümesinin
(
pq

0

)
sayıda elemanına (ikilisine) kaŗsılık gelen iç matrislere

[
A (p, q)j,k

]
iç matrisi yazılsın, sırayla k = 1, 2, ..., pq için

(
pq

k

)
terimin her biri için

[
A (p, q)j,k

](k)
kümesinden herhangi bir matris seçilsin. Benzer şekilde F (i− 1, i) kümesi içindeki

tüm Gp1,Gp2, ..., Gpi ve Gi1, Gi2, ..., G(i−1),q kümeleri için aynıi̧slem tekrarlansın. Bu-

rada
pq∑
k=0

(
pq

k

)
= 2pq sayıda terim seçimi vardır. Gpq kümesi 2σ(p)+σ(q) sayıda terim

içerdiğinden geriye kalan 2σ(p)+σ(q) − 2pq terim için tüm terimleri sıfır olan θ matrisi

yazılsın.

Şimdi dört boyutlu B = (bnmjk ) matrisini

ξsr :=
∑

j≤s,k≤r

csrjk; (s, r) ∈ Gnm

olmak üzere

bsrjk := (1− ξsr)anmjk + csrjk

şeklinde tanımlayalım. C matrisinin terimleriAmatrisinin terimleri ile aynıolduğun-

dan her s, r için 0 ≤ ξsr ≤ 1 olur. Buradaki B matrisinin RH-regüler olduğunu

gösterelim: P − lim
s,r

csrjk = 0 ve ξ sınırlıolduğundan

P − lim
s,r

bsrjk = P − lim
s,r

(
(1− ξsr)anmjk + csrjk

)
= 0

25



ve s ≥ n ve r ≥ m için∑
j≤s,k≤r

bsrjk =
∑

j≤s,k≤r

(
(1− ξsr)anmjk + csrjk

)
= (1− ξsr)

∑
j≤s,k≤r

anmjk +
∑

j≤s,k≤r

csrjk

= (1− ξsr) + ξsr

= 1

elde edilir. Böylece RH1 ve RH2 şartlarısağlanır. Sonlu sayıda θ matrisi hariç C

matrisinin terimleri A matrisi ile aynıolduğundan RH3-4-5-6 şartlarıda gerçeklenir.

Şimdi x sıfıra A-istatistiksel yakınsak ve Pringsheim A-düzgün integrallenebilir bir

çift dizi olsun. O halde Önerme 2.1’den δ
(2)
A (K) = 0 ve P − lim

(j,k)∈Kc
xjk = 0 olacak

biçimde bir K ⊂ N× N mevcuttur. Her (s, r) ∈ Gnm ve her M,H > 0

∣∣∣∣∣∑
j,k

xjkb
sr
jk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
∑
|xjk|>M

xjkb
sr
jk

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∑
|xjk|≤M

xjkb
sr
jk

∣∣∣∣∣∣∣
≤ sup

n,m≥H

∑
|xjk|>M

|xjk| bsrjk +M
∑
j,k∈K

bsrjk +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
|xjk|≤M
j,k∈Kc

xjkb
sr
jk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 2 sup

n,m≥H

∑
|xjk|>M

|xjk| anmjk + 2M
∑
j,k∈K

anmjk +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
|xjk|≤M
j,k∈Kc

xjkb
sr
jk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
yazılabilir. Burada M sayısı ilk terim yeterince küçük olacak şekilde istenildiği

kadar büyük seçilebilir. s, r yeterince büyük olduğunda n,m de yeterince büyük ola-

cağından ikinci terim sıfıra P -yakınsaktır. Ayrıca x dizisi Kc üzerinde P -yakınsak,

|xjk| < M ve B matrisi RH-regüler olduğundan s, r → ∞ için son terim de sıfıra

P -yakınsaktır. Buradan B(x) = 0 elde edilir. Kaŗsıt olarak x ∈ U(2)A ve B(x) = 0

olsun. B matrisinin Gsr kümesine kaŗsılık gelen iç matrislerinin ilki A matrisinin

(s, r) ikilisine kaŗsılık gelen iç matrisi olduğundan A(x) = 0 elde edilir. Böylece C

matrisinin tanımıgereği C(x) = 0 olmalıdır. Şimdi x dizisinin ilk n × m terim-

inin negatif i̧saretlileri kesinlikle A matrisinin [A(n,m)j,k] teriminin (iç matrisinin)

sıfırla yer deği̧stirilmemi̧s terimlerine kaŗsılık gelecek şekilde bir (s, r) ∈ Gnm seçelim.
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C(x) = 0 olduğundan ∑
j,k

xjkχjk(xjk < 0)anmjk → 0.

gerçeklenir. Aynıi̧slem x dizisinin pozitif terimleri için de tekrarlanırsa∑
j,k

xjkχjk(xjk ≥ 0)anmjk → 0

elde edilir. Yani ∑
j,k

|xjk| anmjk → 0

olduğu görülür. Bu sonuç x dizisinin sıfıra A-kuvvetli toplanabilir olmasıdemektir.

Bu ise st(2)A − limx = 0 olmasınıgerektirir.

Bu teorem PringsehimA-düzgün integrallenebilir diziler uzayıüzerindeA-istatistiksel

yakınsaklı̆gı bir matris metodu ile karakterize ettiğinden toplanabilme teorisinde

Pringsehim A-düzgün integrallenebilir diziler uzayı üzerinde dört boyutlu matris

toplanabilmeyle ilgili bilinen tüm sonuçlar A-istatistiksel yakınsaklık için de geçer-

lidir.
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4. DÖRT BOYUTLU MATRİSLERİN TOPLANABİLİRLİK ALAN-

LARININ ÇARPAN UZAYLARI

Bu bölümde öncelikle sınırlı tutarlılık teoreminin çift diziler için bir versiyonu

verilecek ve daha sonra dört boyutlu matrislerin toplanabilirlik alanlarının çarpan

uzaylarına ili̧skin bazısonuçlar verilecektir. Önce alı̧sılmı̧s diziler için A-sınırlılık ve

çarpan uzay tanımlarınıhatırlatıp daha sonra çift diziler için Pringsheim A-sınırlılık

ve çarpan uzay tanımlarınıverelim:

x = (xk) bir dizi olmak üzere

sup
n

∑
k

|xk| |ank| <∞

oluyorsa x dizisi A-sınırlıdır denir. Tüm A-sınırlıdizilerin uzayıSA ile gösterilir.

Tanım 4.1 A = (anmjk ) dört boyutlu bir matrisi x = (xjk) çift bir dizi olmak üzere

sup
n,m≥H

∑
j,k

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ <∞

olacak biçimde bir H > 0 sayısımevcutsa x dizisine Pringsheim A-sınırlıdır denir.

Tüm Pringsheim A-sınırlıçift dizilerin uzayıS(2)A ile gösterilir.

E ve F iki dizi uzayıve U bir cebir (yani, her x, y ∈ U için xy ∈ U ve xy = (xkyk))

olmak üzere

mU(E ,F) := {x ∈ U : her y ∈ E için xy ∈ F}

kümesine U üzerinde çarpanların uzayıdenir. mU(cA∩U , cA) yerine kısacam(U) gös-

terimi kullanılır. Burada U dizi uzayının cebir olmasıxy = (xkyk) olmak üzere her

x, y ∈ U için xy ∈ U olmasıdemektir. Bu kavramların çift diziler için geni̧sletmeleri

aşağıdadır:

Tanım 4.2 Φ ve Ψ iki çift dizi uzayıve U çift dizilerin bir cebiri olmak üzere

m
(2)
U (Φ,Ψ) := {x ∈ U : her y ∈ Φ için xy ∈ Ψ}
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uzayına U üzerinde çarpanların uzayıdiyecĕgiz. Uygunluk açısından

m(2)(U) := m
(2)
U (c

(2)
A ∩ U , c

(2)
A )

gösterimini kullanacăgız. Burada U dizi uzayının cebir olmasıxy = (xjkyjk) olmak

üzere her x, y ∈ U için xy ∈ U olmasıdemektir.

4.1 SınırlıTutarlılık Teoremi

Çift diziler için vereceğimiz sonuçlara geçmeden önce alı̧sılmı̧s diziler için Brudno-

Mazur-Orlicz sınırlıtutarlılık teoremini hatırlatalım:

Teorem 4.1 A ve B, A-toplanabilir her sınırlıdizi B toplanabilir olacak biçimde

iki boyutlu regüler matrisler ise bu iki matris sınırlıA-toplanabilir her diziyi aynı

dĕgere toplar (Boos 2000).

Khan ve Orhan (2007) yine alı̧sılmı̧s diziler için bu teoremin bir versiyonunu iki

boyutlu matrislerin tüm sınırlıdizileri içeren bir cebir üzerindeki çarpan uzaylarını

kullanarak vermi̧stir. Bu teoremi ispatsız verelim:

Teorem 4.2 A ve B iki boyutlu regüler matrisler ve U , l∞ ⊆ U ⊆ SA ∩ SB olacak

biçimde bir cebir olsun. Ĕger cA ∩ U ⊆cB ∩ U ise A ile B matrisleri m(U) çarpan

uzayıüzerinde tutarlıdır.

Patterson (2004) ise çift diziler için Brudno-Mazur-Orlicz teoreminin benzerini is-

patlamı̧stır. Aşağıdaki iki teorem ile Khan ve Orhan (2007)’ın alı̧sılmı̧s diziler için

verdiği sonucun benzerleri çift diziler için verilecektir.

Teorem 4.3 A = (anmjk ) ve B = (bnmjk ) her j, k ∈ N için

P − lim
n,m

anmjk = P − lim
n,m

bnmjk = 0. (4.1)

olacak şekilde dört boyutlu matrisler olsun. Ĕger S(2)A ∩ c
(2)
A ⊆ S

(2)
B ∩ c

(2)
B oluyorsa her

x ∈ S(2)A ∩ c
(2)
A için A(x) = B(x) gerçeklenir.

29



İspat. S(2)A ∩ c
(2)
A ⊆ S(2)B ∩ c

(2)
B olmak üzere kabul edelim ki A(x) 6= B(x) olacak

şekilde bir x = (xjk) ∈ S(2)A ∩ c
(2)
A çift dizisi mevcut olsun. A(x) = α 6= β = B(x)

alalım. Bir x′ = (x′jk) çift dizisini

x′jk =
xjk − α
α− β

şeklinde tanımlarsak x′ ∈ S(2)A ∩ c
(2)
A olup A(x′) =

α− α
α− β = 0 ve B(x′) =

β − α
β − α = 1

gerçeklenir. Bu durumda x dizisini A(x) = 0 ve B(x) = 1 olacak şekilde almak

genelliği bozmayacaktır. x ∈ S(2)A ∩c
(2)
A olduğundan her n,m > H için

∑
j,k

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

serisi yakınsak olacak biçimde H > 0 sayısımevcuttur. Buradan her ε > 0 ve her

n,m > H için

∑
j≤N,k>M

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>N,k≤M

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>N,k>M

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε (4.2)

olacak biçimde N = N(n,m), M = M(n,m) pozitif tamsayılarımevcuttur. Şimdi

J(0) = K(0) = 0 olsun ve P (1), Q(1) > H olacak şekilde P (1), Q(1) sayılarını

seçelim. (4.2) eşitsizliğinden H < n ≤ P (1), H < m ≤ Q(1) olduğunda

∑
j≤J(1),k>K(1)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>J(1),k≤K(1)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>J(1),k>K(1)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < 1

olacak biçimde J(1), K(1) sayılarıseçilebilir. Şimdi, (4.1) eşitliğinden, n > P (2) ve

m > Q(2)olduğunda ∑
j≤J(1),k≤K(1)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < 1

olacak biçimde P (2) > P (1) ve Q(2) > Q(1) sayıları seçilebilir. Benzer şekilde

devam ederek herhengi bir i ≥ 1 için

P (1) < P (2) < ... < P (i)

Q(1) < Q(2) < ... < Q(i)

J(1) < J(2) < ... < J(i− 1)

K(1) < K(2) < ... < K(i− 1)

sayılarıseçilebilir. Şimdi de H < n ≤ P (i) ve H < m ≤ Q(i) olduğunda
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∑
j≤J(i),k>K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
j>J(i),k≤K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

+
∑

j>J(i),k>K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < 1

i

(4.3)

olacak biçimde J(i) > J(i − 1) ve K(i) > K(i − 1) sayılarıve n > P (i + 1) ve

m > Q(i+ 1) olduğunda

∑
j≤J(i),k≤K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ < 1

i
(4.4)

olacak biçimde P (i + 1) > P (i) ve Q(i + 1) > Q(i) sayıları seçilebilir. Her

s, r = 0, 1, 2, ... için E(r) ve F (r, s) indis kümelerini

E(r) := {(j, k) : 1 ≤ j ≤ J(r + 1), 1 ≤ k ≤ K(r + 1)}

E(−1) := ∅

ve

F (r, s) := E(s)\E(r).

şeklinde tanımlayalım. (4.3) eşitsizliğinden her H < n ≤ P (i) ve H < m ≤ Q(i)

için

∑
r>i−1

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ =

∑
j≤J(i),k>K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

+
∑

j>J(i),k≤K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

+
∑

j>J(i),k>K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

<
1

i
(4.5)

ve (4.4) eşitsizliğinden her n > P (i+ 1) ve m > Q(i+ 1) için

∑
0≤r<i

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ =

∑
j≤J(i),k≤K(i)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

<
1

i
(4.6)
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elde edilir.

Diğer yandan her n,m ∈ N için

(Ax)nm =
∑
j,k

xjka
nm
jk

=
∞∑
r=0

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

xjka
nm
jk

=
∑

0≤r<i−1

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣+

∑
(j,k)∈F (i−2,i)

xjka
nm
jk

+
∑
r>i

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ . (4.7)

gerçeklenir. Böylece (4.5), (4.6) eşitsizlikleri ve (4.7) eşitliğinden her

P (i) < n ≤ P (i+ 1) ve Q(i) < m ≤ Q(i+ 1) için

(Ax)nm = O

(
1

i

)
+

∑
(j,k)∈F (i−2,i)

xjka
nm
jk (4.8)

elde edilir. Benzer şekilde yine her P (i) < n ≤ P (i+ 1) ve Q(i) < m ≤ Q(i+ 1) için

(Bx)nm = O

(
1

i

)
+

∑
(j,k)∈F (i−2,i)

xjkb
nm
jk

elde ediliebilir. Şimdi η = (ηi), her i için ηi ∈ (0, 1], lim inf
i

ηi = 0, lim sup
i

ηi = 1 ve

lim
i

(ηi+1 − ηi) = 0 olacak şekide bir dizi olmak üzere, bir y = (yjk) çift dizisini

yjk = xjkηr, for (j, k) ∈ F (r − 1, r − 2)

ile tanımlayalım. Tanımdan dolayıy ∈ S(2)A olduğu açıktır. η sınırlıbir dizi,

F (i− 2, i− 1) = F (i− 2, i− 1) ∪ F (i− 1, i)
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ve F (i− 2, i− 1) ∩ F (i− 1, i) = ∅ olduğundan her i ∈ N ve P (i) < n ≤ P (i + 1),

Q(i) < m ≤ Q(i+ 1) için

(Ay)nm =
∑
j,k

yjka
nm
jk

=

∞∑
r=0

ηr+1
∑

(j,k)∈F (r−1,r)

xjka
nm
jk

=
∑

0≤r<i−1

∑
(j,k)∈F (r−1,r)

xjka
nm
jk + ηi

∑
(j,k)∈F (i−2,i−1)

xjka
nm
jk

+ηi+1
∑

(j,k)∈F (i−1,i)

xjka
nm
jk +

∑
r>i

ηi+1
∑

(j,k)∈F (r−1,r)

xjka
nm
jk

= O

(
1

i

)
+ ηi

∑
(j,k)∈F (i−2,i−1)

xjka
nm
jk + ηi+1

∑
(j,k)∈F (i−1,i)

xjka
nm
jk

= O

(
1

i

)
+ ηi

∑
(j,k)∈F (i−2,i)

xjka
nm
jk

+
(
ηi+1 − ηi

) ∑
(j,k)∈F (i−1,i)

xjka
nm
jk . (4.9)

elde edilir. Diğer yandan (4.8) eşitliğinden

ηi

(
(Ax)nm +O

(
1

i

))
= ηi

∑
(j,k)∈F (i−2,i)

xjka
nm
jk

elde edilir. P − lim
n,m

(Ay)nm = 0 olduğundan bu ifade sıfıra P -yakınsaktır. Ayrıca

x ∈ S(2)A olduğundan

sup
n,m>T

∣∣∣∣∣∣
∑

(j,k)∈F (i,i)

xjka
nm
jk

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
n,m>T

∑
(j,k)∈F (i,i)

∣∣xjkanmjk ∣∣ <∞. (4.10)

olacak biçimde T > 0 mevcuttur. lim
i

(ηi+1 − ηi) = 0 olduğundan, (4.10) eşitsi-

zliğinden (4.9) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ifade sıfıra gider. Böylece (4.9) eşitsi-

zliğinin sağ tarafı sıfıra P -yakınsaktır. Bu ise (Ay)nm dizisinin sıfıra P -yakınsak

olmasıdemektir; yani y dizisi sıfıra A-toplanabilirdir. Benzer şekilde her i ∈ N ve

P (i) < n ≤ P (i+ 1), Q(i) < m ≤ Q(i+ 1) için

(By)nm = O

(
1

i

)
+ ηi

(
(Bx)nm +O

(
1

i

))
. (4.11)

elde ediliebilir. P − lim
n,m

(Bx)nm = 1 ve η dizisi 0 ile 1 arasında salınım yaptı̆gından

(4.11) eşitliğinden P − lim
n,m

(By)nm limiti mevcut değildir. Bu ise çeli̧skidir.
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Uyarı4.1 Bir önceki ispattaki özelliklere uyan bir η dizisi örnĕgi verelim. Ĕger

1− 1 +
1

2
+

1

2
− 1

2
− 1

2
+ ...+

1

n
+ ...+

1

n︸ ︷︷ ︸
n tane

− 1

n
− ... 1

n︸ ︷︷ ︸
n tane

+ ...

serisinin kısmi toplamlar dizisi η = (ηi) olarak alınırsa, η dizisi her i için ηi ∈ (0, 1],

lim inf
i

ηi = 0, lim sup
i

ηi = 1 ve lim
i

(ηi+1−ηi) = 0 olacak şekide bir dizidir (Petersen

1966).

Aşağıdaki teorem bir önceki teoreme benzer teknikle ispatlanabilir:

Teorem 4.4 A = (anmjk ) ve B = (bnmjk ) her j, k ∈ N için

P − lim
n,m

anmjk = P − lim
n,m

bnmjk = 0. (4.12)

olacak şekilde dört boyutlu matrisler ve U , l(2)∞ ⊆ U ⊆ S(2)A ∩ S
(2)
B olacak biçimde bir

cebir olsun. Ĕger c(2)A ∩ U ⊆c
(2)
B ∩ U ise A ile B matrisleri m(2)(U) çarpan uzayı

üzerinde tutarlıdır.

4.2 Çarpan Uzaylar

Khan ve Orhan (2007) alı̧sılmı̧s diziler için çarpan uzay üzerinde tutarlık

teoremini kullanarak çarpan uzaylara ili̧skin ilginç sonuçlar vermi̧stir ve negatif ol-

mayan regüler bir matrisin toplanabilirlik alanının bir cebir üzerindeki çarpanlarının

aslında cebirdeki A-istatistiksel yakınsak dizilerle çakı̧stı̆gınıgöstermi̧stir. Tezin bu

kısmında dört boyutluRH-regüler matrisler için çarpan uzaylar incelenecek ve aşağı-

daki teorem ile Khan ve Orhan (2007)’ın sözü edilen sonuçlarıdört boyutlu matrisler

ve çift diziler için verilecektir:

Teorem 4.5 A = (anmjk ) dört boyutlu RH-regüler bir matris ve U dizi uzayıbir cebir

olsun. Bu durumda aşăgıdaki önermeler gerçeklenir:

i) m(2)(U) bir cebirdir.

ii) l
(2)
∞ ⊆ U ⊆ S(2)A ise, A matrisi m(2)(U) üzerinde çarpımsaldır, yani her
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x,y ∈ m(2)(U) için A(xy) = A(x)A(y) gerçeklenir.

iii) l(2)∞ ⊆ U ⊆ S(2)A ve A negatif olmayan dört boyutlu bir matris ise

m(2)(U) ⊆
{
x ∈ U : her p ≥ 1 ve bir L sayısıiçin P − lim

n,m

∑
j,k

|xjk − L|p anmjk = 0

}
gerçeklenir.

iv) l(2)∞ ⊆ U ⊆ U(2)A ise

m(2)(U) ⊇
{
x ∈ U : bir L sayısıiçin P − lim

∑
j,k

|xjk − L|
∣∣anmjk ∣∣ = 0

}
gerçeklenir.

İspat. Önermelerin ispatlarına geçmeden önce m(2)(U) ⊆ c
(2)
A ∩U olduğunu göstere-

lim. x ∈ m(2)(U) olsun. e ∈ c
(2)
A ∩ U olduğundan çarpan uzay tanımından

x = xe ∈ c
(2)
A elde edilir. Dolayısıyla x ∈ c

(2)
A ∩ U gerçeklenir. Burada e ile tüm

terimleri 1 olan çift dizi gösterilmektedir.

i) m(2)(U) bir lineer uzaydır. Gerçekten her x,y ∈ m(2)(U) ve her α,β skalerleri için

z ∈ c(2)A olmak üzere xz,yz ∈ c(2)A olup αxz+ βyz = (αx+ βy)z ∈ c(2)A gerçeklenir

yani αx+ βy ∈m(2)(U) gerçeklenir. Şimdi keyfix,y ∈ m(2)(U) alalım. x ∈ m(2)(U)

ve y ∈ c(2)A ∩U olduğundan xy ∈ c
(2)
A elde edilir. Diğer yandan U bir cebir olduğundan

x,y ∈ U olup xy ∈ c(2)A ∩U elde edilir. Şimdi y ∈ m(2)(U) olduğundan her z ∈ c(2)A ∩U

için yz ∈ c(2)A ∩ U olur. Ayrıca x ∈ m(2)(U) olduğundan xy(z) = x(yz) ∈c(2)A elde

edilir. Son olarak x,yz ∈U ve U bir cebir olduğundan xyz ∈ U olup xy ∈ m(2)(U)

elde edilir.

ii) x ∈ m(2)(U) alalım ve ilk olarak A(x) 6= 0 olduğunu kabul edelim. Dört boyutlu

bir B = (bnmjk ) matrisini

bnmjk =
anmjk xjk

A(x)

ile tanımlarsak A matrisi RH-regüler olduğundan her j, k için

P − lim
n,m

anmjk = P − lim
n,m

bnmjk = 0

gerçeklenir. Diğer yandan x ∈ m(2)(U) olduğundan her y ∈ c(2)A ∩ U için xy ∈ c
(2)
A

olmalıdır, yani A(xy) mevcuttur. Ayrıca

(By)nm =
∑
j,k

anmjk xjkyjk

A(x)
=

1

A(x)
(Axy)nm
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olup B(y) =
A(xy)

A(x)
mevcuttur. O halde y ∈ c(2)B ∩U elde edilir, yani c

(2)
A ∩U ⊆c

(2)
B ∩U

olur. Böylece Teorem 4.4’den B(y) = A(y) olup A(xy) = A(x)B(y) olduğundan

A(xy) = A(x)A(y)

elde edilir.

Şimdi de x ∈ m(2)(U) olmak üzere A(x) = 0 olduğunu kabul edelim. Dört boyutlu

bir B = (bnmjk ) matrisini

bnmjk = anmjk xjk + anmjk

şeklinde tanımlayalım. A matrisi RH-regüler olduğundan her j, k için

P − lim
n,m

anmjk = P − lim
n,m

bnmjk = 0

gerçeklenir. Ayrıca her y ∈ c(2)A ∩U için (By)nm = (Axy)nm+ (Ay)nm olacağıaçıktır

ve x ∈ m(2)(U) olduğundan A(xy) mevcuttur. Bu durumda

B(y) = A(xy) + A(y)

gerçeklenir. Buradan c(2)A ∩U ⊆c
(2)
B ∩U olup Teorem 4.4’denB(y) = A(y) gerçeklenir.

Diğer yandan B(y) = A(xy) + A(y) = A(y) olduğundan A(xy) = 0 gerçeklenir. O

halde A(x)A(y) = 0 ve A(xy) = 0 olduğundan 0 = A(xy) = A(x)A(y) elde edilir.

iii) x ∈ m(2)(U) olsun. m(2)(U) ⊆ c
(2)
A olduğundan x ∈ c(2)A olur, yani A(x) mevcut-

tur. A(x) = L olmak üzere bir z = (zjk) dizisini her j, k için zjk = xjk − L olarak

tanımlarsak m(2)(U) lineer bir uzay olduğundan z ∈ m(2)(U) olur. Burada [[.]] tam

değer fonksiyonunu göstermek üzere, her p ≥ 1 için z2([[p]]+1) ∈ m(2)(U) olmalıdır.

Hölder eşitsizliğinden, her n,m için∑
j,k

|xjk − L|p anmjk =
∑
j,k

|xjk − L|p
(
anmjk

) p
2([[p]]+1)

(
anmjk

)1− p
2([[p]]+1)

≤
(∑

j,k

|xjk − L|2([[p]]+1) anmjk

) p
2([[p]]+1)

(∑
j,k

anmjk

) 1
1− p

2([[p]]+1)

=

(∑
j,k

|xjk − L|2([[p]]+1) anmjk

) p
2([[p]]+1)

O(1) (4.13)

elde edilir. Burada

P − lim
n,m

(∑
j,k

|xjk − L|2([[p]]+1) anmjk

) p
2([[p]]+1)

=
[
A
(
z2([[p]]+1)

)] p
2([[p]]+1)
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olur. Ayrıca A çarpımsal olduğundan her q doğal sayısıiçin A(zq) = [A(z)]q = 0

olur. O halde (4.13) eşitsizliğinden

P − lim
n,m

∑
j,k

|xjk − L|p anmjk = 0

elde edilir.

iv) l(2)∞ ⊆ U ⊆ U(2)A olmak üzere bir L sayısıiçin

P − lim
n,m

∑
j,k

|xjk − L|p anmjk = L

olacak biçimde bir x ∈ U ve keyfi bir y ∈ c(2)A ∩ U alalım. Ayrıca

∑
j,k

xjkyjka
nm
jk =

∑
j,k

(xjk − L+ L) yjka
nm
jk

= L
∑
j,k

yjka
nm
jk +

∑
j,k

(xjk − L)yjka
nm
jk

= L(Ay)nm +
∑
j,k

(xjk − L)yjka
nm
jk

yazılabilir. m(2)(U) lineer uzay olduğundan L = 0 almak genelliği bozmayacaktır.

Şimdi her n,m, j, k için bnmjk =
∣∣anmjk ∣∣ olmak üzere B = (bnmjk ) dört boyutlu matrisini

tanımlarsak x dizisi sıfıraB-kuvvetli toplanabilir olduğundan aynızamanda sıfıra B-

istatistiksel yakınsak olacaktır. Ayrıca x,y ∈ U olduğundan xy ∈ U olup hipotezden

xy ∈ U(2)A gerçeklenir. x dizisi sıfıra B-istatistiksel yakınsak ve B negatif olmayan

olduğundan Önerme 3.1’den δ
(2)
B (K) = 0 ve P − lim

(j,k)∈Kc
xjk = 0 olacak biçimde bir

K ⊂ N × N mevcuttur. Ayrıca xy ∈ U(2)A olduğundan her ε > 0 için T > H

oldŭgunda

sup
n,m>N

∑
j,k:|xjk|>T

|xjkyjk|
∣∣anmjk ∣∣ < ε
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olacak biçimde N = N(ε) ve H = H(ε) sayılarımevcuttur. Şimdi her n,m ≥ N ve

T > 0 için∣∣∣∣∣∑
j,k

xjkyjka
nm
jk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
∑

j,k:|xjk|>T
xjkyjka

nm
jk

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∑

j,k:|xjk|≤T
xjkyjka

nm
jk

∣∣∣∣∣∣∣
≤ sup

n,m>N

∑
j,k:|xjk|>T

|xjkyjk|
∣∣anmjk ∣∣+ T

∑
j,k∈K

∣∣anmjk ∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j,k∈Kc

|xjkyjk|≤T

xjkyjka
nm
jk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.14)

yazabiliriz. xy ∈ U(2)A olduğundan (4.14) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ilk ifade

yeterince büyük T > 0 için yeterince küçüktür. Diğer yandan δ(2)B (K) = 0 olduğun-

dan eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci ifade de sıfıra P -yakınsaktır. Ayrıca y ∈ U(2)A
olduğundan her n,m ≥M ve her Q > 0 için∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
j,k∈Kc

|xjkyjk|≤T

xjkyjka
nm
jk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
j,k∈Kc

|xjkyjk|≤T
|yjk|>Q

|xjkyjk|
∣∣anmjk ∣∣

+Q
∑
j,k

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣

≤ T

Q
sup

n,m≥M

∑
j,k∈Kc

|yjk|>Q

|yjk|
∣∣anmjk ∣∣

+Q
∑
j,k

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ (4.15)

olacak biçimde M > 0 mevcuttur. Burada y ∈ U(2)A olduğundan yeterince büyük

Q > 0 sayılarıiçin eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk ifade yeterince küçüktür. Ayrıca

hipotezden P − lim
n,m

∑
j,k

|xjk|
∣∣anmjk ∣∣ = 0 olduğunu biliyoruz. O halde (4.14) ve (4.15)

eşitsizliklerinden her ε > 0 için n,m ≥ max {N,M} olduğunda∣∣∣∣∣∑
j,k

xjkyjka
nm
jk

∣∣∣∣∣ < ε
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elde edilir. Bu ise xy ∈ c(2)A olduğunu gösterir. O halde x ∈ m(2)(U) olmalıdır.

Teorem 4.5’ün son iki önermesi ve Teorem 3.2’den aşağıdaki sonuç kolayca elde

edilebilir.

Sonuç 4.1 A negatif olmayan RH-regüler bir matris ve U dizi uzayıl(2)∞ ⊆ U ⊆ U(2)A
olacak biçimde bir cebir olsun. Bu durumda

m(2)(U) = st
(2)
A ∩ U

gerçeklenir.

A-istatistiksel yakınsak çift diziler uzayıcebir ve iki cebirin arakesiti yine bir cebir

olduğundan aşağıdaki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.2 A = (anmjk ) dört boyutlu negatif olmayan RH-regüler bir matris ve U

dizi uzayıbir cebir olsun. Bu durumda aşăgıdaki önermeler gerçeklenir:

i) m(2)

st
(2)
A ∩U

(st
(2)
A ∩ c

(2)
A ∩ U ,c

(2)
A ) bir cebirdir.

ii) l(2)∞ ⊆ U ⊆ S(2)A ise, A matrisi m(2)

st
(2)
A ∩U

(st
(2)
A ∩ c

(2)
A ∩U ,c

(2)
A ) üzerinde çarpımsaldır.

iii) l(2)∞ ⊆ U ⊆ S(2)A ise

m
(2)

st
(2)
A ∩U

(st
(2)
A ∩ c

(2)
A ∩ U , c

(2)
A )

⊆
{
x ∈ U∩st(2)A : her p ≥ 1 ve bir L sayısıiçin P − lim

n,m

∑
j,k

|xjk − L|p anmjk = 0

}

gerçeklenir.

iv) l(2)∞ ⊆ U ⊆ U(2)A ise

m
(2)

st
(2)
A ∩U

(st
(2)
A ∩ c

(2)
A ∩ U , c

(2)
A )

=

{
x ∈ U∩st(2)A : bir L sayısıiçinP − lim

n,m

∑
j,k

|xjk − L|
∣∣anmjk ∣∣ = 0

}

gerçeklenir.

Khan ve Orhan (2007) A-toplanabilir diziler uzayıyerine A-istatistiksel yakınsak

diziler uzayınıalarak aşağıdaki sonucu vermi̧stir.
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Önerme 4.1 A, negatif olmayan regüler bir matris ise mstA(stA, stA) = stA gerçek-

lenir. Hatta herhangi bir U cebiri için mstA∩U(stA ∩ U , stA) = stA ∩ U gerçeklenir.

Burada A-toplanabilir çift diziler uzayı yerine A-istatistiksel yakınsak çift diziler

uzayıalınarak Khan ve Orhan (2007)’ın alı̧sılmı̧s diziler için verdiği sonucun benzeri

dört boyutlu ortalama matrisler için verilecektir:

Önerme 4.2 A dört boyutlu ortalama bir matris isem(2)

st
(2)
A

(st
(2)
A , st

(2)
A ) = st

(2)
A gerçek-

lenir. Hatta herhangi bir U cebiri için m
st
(2)
A ∩U

(st
(2)
A ∩U , st

(2)
A ) = st

(2)
A ∩U gerçeklenir.

İspat. m
(2)

st
(2)
A

(st
(2)
A , st

(2)
A ) ⊆ st

(2)
A olduğu çarpan uzay tanımından açıktır. Kaŗsıt

olarak x, y ∈ st
(2)
A alalım. Bu durumda Önerme 2.1’den δ(2)A (Ex) = δ

(2)
A (Ey) = 0

ve x, y dizileri sırasıyla Ec
x ve E

c
y kümeleri üzerinde P -yakınsak olacak şekilde Ex,

Ey ⊂ N × N alt kümeleri mevcuttur. E = Ex ∪ Ey alırsak δ(2)A (E) = 0 olup xy

dizisi Ec üzerinde yakınsaktır, o halde yine Önerme 2.1’den xy dizisi A-istatistiksel

yakınsaktır. O halde

st
(2)
A ⊂ m

(2)

st
(2)
A

(st
(2)
A , st

(2)
A )

gerçeklenir.

Şimdi U bir cebir olsun. İki cebirin arakesiti yine bir cebir olduğundan st(2)A ∩ U bir

cebir olup ispat benzer şekilde tamamlanır.

Aşağıdaki sonuç, sınırlıçift diziler uzayıüzerindeki çarpımsal matrisler göz önüne

alındı̆gında A-toplanabilme ile A-istatistiksel yakınsaklı̆gın denkliğini vermektedir:

Sonuç 4.3 B matrisi l(2)∞ üzerinde çarpımsal ve negatif olmayan dört boyutlu bir

matris ise

c
(2)
B ∩ l(2)∞ = st

(2)
B ∩ l(2)∞

gerçeklenir.

İspat. Çarpımsal metodlar için c(2)B ∩ l
(2)
∞ ⊆ m(2)

(
l
(2)
∞

)
olup c(2)B ∩ l

(2)
∞ ⊇ m(2)

(
l
(2)
∞

)
her durumda doğru olduğundan ilk olarak c(2)B ∩ l

(2)
∞ = m(2)

(
l
(2)
∞

)
elde edilir. Ayrıca

Sonuç 4.1’den m(2)(l
(2)
∞ ) = st

(2)
A ∩ l

(2)
∞ olduğundan ispat tamamlanır.
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