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Bu tez dort bolimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, alisilmis dizilerin ve ¢ift dizilerin toplanabilmesine iligkin baz1 temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Esas itibari ile orijinal sonuclarimiz ii¢ ve dordiincii boliimlerde verilmigtir.

Uctincii boliimde, cift dizilerin A-kuvvetli toplanabilmesi ve A-istatistiksel yakin-
sakligina iliskin bazi sonuglar verilmigtir. Daha ¢nce siirh ¢ift diziler iizerinde
denk oldugu gosterilmis olan bu kavramlarin simirh cift diziler uzayindan daha
genig bir uzay iizerindeki iligkisi arastirilmig ve boylelikle ¢ift dizilerin A-kuvvetli
toplanabilmesi karakterize edilmisgtir. Ayrica A-istatistiksel yakinsaklik, Pringsheim
A-diizgiin integrallenebilir ¢ift diziler uzay: tizerinde dort boyutlu bir toplanabilme
matrisi ile karakterize edilmigtir.

Dordiincii boliimde ise dort boyutlu matrislerin toplanabilirlik alanlarinin carpan
uzaylari ile ilgilenilmis ve bu carpan uzaylarin A-istatistiksel yakinsaklik ile olan
iligkisi verilmigtir.
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This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions and theorems concerning the summability
of ordinary and double sequences have been given.

The original results of this thesis are included in the third and fourth chapters.

In the third chapter, some results concerning the concepts of A-statistical conver-
gence and A-strong summability of double sequences have been given. The re-
lationship between those concepts have been studied on the space of Pringsheim
A-uniformly integrable double sequences that contains the space of bounded double
sequences and also A-strong summability of double sequences has been character-
izied. Moreover the matrix characterization of A-statistical convergence of Pring-
sheim A-uniformly integrable double seqeunces has been given.

In the final chapter, the multiplier space of a four dimensional summability matrix
has been studied and the relationship between these spaces and A-statistical con-
vergence has been considered.
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SIMGELER DiZiNi

Iki boyutlu Cesaro matrisi

Dort boyutlu Cesaro matrisi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Smirh diziler uzay:

Simirh ¢ift diziler uzay:

Iki boyutlu A matrisinin toplanabilirlik alan
Dort boyutlu A matrisinin toplanabilirlik alani
x dizisinin A-doniisiim dizisi

Ax dizisinin P-limiti

E C N x N alt kiimesinin A-yogunlugu
A-diizgiin integrallenebilir diziler uzay1
Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir ¢ift diziler uzay:
A-smirh diziler uzay1

Pringsheim A-smirh ¢ift diziler uzay:

E kiimesinin karakteristik dizisi

E' kiimesinin tiimleyeni



1. GIRIS

Seriler ve serilerin yakinsakliginin incelenmesi matematikte onemli bir yer tutmak-
tadir. Onceleri matematikgiler yakinsak serilerle ilgilenmisler ve raksak seriler ile
ilgilenmeyi zaman kayb1 olarak gormiiglerdir. Ancak toplanabilme teorsinin geligme-

siyle birlikte iraksak serilere olan ilgi de artmistir. Bernoulli, 1969 yilinda

1
1 4= 1.1
+x+a”+ T (1.1)
bagintisini kullanmigtir. Euler ise bu esitlikte + = —1 alarak Euler paradoksal
esitligi olarak bilinen
1
1—1+1—-1+..==
+ - 5

bagintisini elde etmis ve hichir kuskuya diismeden bircok yerde kullanmigtir. Hardy
ise bir adim daha ileri gitmis ve seriler i¢in Cauchy carpim kuralim1 uygulayarak

(1.1) bagmtisinda her iki tarafin karesini almig ve
1-24+3-4+4..= !
=

bagintisini elde etmigtir. Aslinda anlamsiz gibi goriinen bu sonucglar Hardy’nin de
belirttigi gibi "sonsuz bir serinin toplami"’'nin nasil tanimlandigina baghdir. Ornegin

Cesaro (C, 1) yakinsaklik tanimini vermistir. Z aj, serisinin kismi toplamlar dizisi

k

(s,) olmak iizere

1
tn:EZSj

j=1
ile taniml (¢,,) dizisi bir L sayisina yakimsak ise (s,,) dizisi L degerine (C, 1) yakinsak-

tir (toplanabilirdir) ya da Z ay, serisi L degerine (C, 1) yakinsaktir denir. Bu gekilde

k
yakinsaklik tanimi genellestirilerek cesitli yakinsaklik kavramlar: elde edilmistir. Bu
aciklamalardan sonra toplanabilme teorisinin asil amacinin iraksak bir seriye bir

toplam kargilik getirmek oldugunu belirtebiliriz.

Calisilmaya baglandigindan itibaren, toplanabilme teorisi genellikle aligilmig seriler
ve diziler i¢in ¢alisilmigtir ve bunlar icin bir ¢cok yakinsaklik kavrami tanimlanmigtir.

Bunlardan en ilgi gekici olanlar1 matris toplanabilme (6zellikle Cesaro toplanabilme),
1



A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme metodlaridir. Dizilerin ma-
tris toplanabilmesinde iki boyutlu sonsuz matrisler kullanilir. Aslinda bir¢ok meto-
dun matris metodu olarak ifade edilip edilemeyecegi toplanabilme teorisinin énemli
problemlerindendir. Ornegin toplanabilme teorisinde ¢ok énemli bir rol oynayan
istatistiksel yakinsakligin matris karakterizasyonu her zaman ilgi cekici olmustur.
Fridy (1985) istatistiksel yakinsakhigin bir matris toplanabilme metodu tarafindan
icerilmedigini gostermistir. Fridy ve Miller (1991) istatistiksel yakinsaklik ve matris
metodlarinin belirli bir sinifi arasinda kuvvetli bir iligki oldugunu gostermis ve sinirh
bir dizinin istatistiksel yakinsakliginin dizinin bu matris sinifindaki her A matrisi
tarafindan A-toplanabilmeye denk oldugunu ispatlamigtir. Khan ve Orhan (2007) ise
A-diizgiin integrallenebilir diziler uzay1 iizerinde A-istatistiksel yakinsakligin negatif

olmayan, regiiler ve tiggensel bir matris metoduna denk oldugunu gostermistir.

Keyfi iki boyutlu bir B toplanabilme matrisinin toplanabilirlik alaninin ¢arpan uza-
yinin karakterizasyonu da toplanabilme teorisinin 6nemli bir problemidir. Bununla
iligkili olarak nispeten daha kolay bir problem ise ¢arpimsal matris metodlar: i¢in
bu uzayin karakterizasyonudur. Henriksen ve Isbell (1964) bir konferansta bu tiir
bir karakterizasyon sunmuglar ancak yaymlamamglardir. Petersen (1972) tarafin-
dan ise bagka ispat yaymlanmig ancak bu ispatin dogru olmadigi Khan ve Orhan
(2007) tarafindan yapilan incelemelerle ortaya konulmugtur. Khan ve Orhan (2007)
calismalarinda regiiler ve ¢arpimsal matris metodlarinin toplanabilirlik alanlariin

carpanlarimi karakterize etmislerdir.

Toplanabilme teorisinin bir diger ¢nemli kavrami da A-kuvvetli toplanabilme
kavramidir ve A-istatistiksel yakinsaklik ile yakindan iligkilidir. Connor (1989)
sinirh diziler iizerinde A-kuvvetli toplanabilme ile A-istatistiksel yakinsakligin denk
oldugunu gostermigtir. Khan ve Orhan (2007) tarafindan A-kuvvetli toplanabil-
menin bir karakterizasyonu verilmis ve bir dizinin A-kuvvetli toplanabilir olmasi
icin gerek ve yeter kogulun dizinin A-istatistiksel yakinsak ve A-diizgiin integral-

lenebilmesi oldugu ispatlanmigtir.

Yukarida sozii edilen problemlerin bir ¢ogu cift diziler i¢in de diistiniilebilir. Miller

(2008) simirh ¢ift dizilerin A-istatistiksel yakisaklig: ile klasik durumda oldugu gibi
2



dort boyutlu matris metodlarinin 6zel bir sinifi arasindaki baglantiy1 elde etmistir.
Bu tezde ise 6nce Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir ¢ift diziler uzay1 tanimlanip
bu uzay iizerinde cift dizilerin A-istatistiksel yakinsaklig1 icin bir matris karakteri-

zasyonu elde edilecektir.

Moricz (2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) ¢ift diziler i¢in klasik-
teki duruma benzer sekilde istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilme
arasindaki baglantiy1 incelemiglerdir. Bu tezde ise klasikteki sonuca paralel olarak

A-kuvvetli toplanabilme karakterize edilecektir.

Ayrica dort boyutlu toplanabilme matrislerinin toplanabilirlik alanlarimin carpan
uzaylari incelenip bu ¢arpan uzaylar ile A-istatistiksel yakinsaklhigin baglantisi ve-
rilecektir. Bunun igin ise klasikte ¢ok iyi bilinen ve ¢ift diziler igin Patterson (2004)’in
verdigi Brudno-Mazur-Orlicz siirh tutarhilik teoreminin bir bagka versiyonu elde

edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde aligilmig (single) ve ¢ift (double) dizilerin toplanabilmesine iligkin baz
tamim ve kavramlardan stz edilecektir. Bu tez boyunca N = {1,2,3,...} dogal
sayllar kiimesini gosterecektir ve tez boyunca x = (xy) dizisi aligilmmg dizi ya da
sadece "dizi" olarak adlandirilicaktir. Tanim kiimesi N x N olan fonksiyona "cift

dizi" denir. Ornegin her j, k icin 2, = j2k ile tammh x = (z;;,) bir “cift dizi” olup

1 2 3
4 8 12
9 18 27

seklinde bir gosterime sahiptir.

Bir z = () dizisini alalm. Her ¢ > 0 igin £ > N oldugunda |z, — L| < ¢ olacak
sekilde bir NV sayis1 varsa x dizisi L sayisina yakinsaktir denir. Agagidaki tanim bu

tanima benzer olarak ¢ift bir dizinin yakinsakligini vermektedir:

Tamm 2.1 x = (zj) bir ¢ift dizi olsun. Her ¢ > 0 igin j,k > N oldugunda
|z — L| < ¢ olacak sekilde bir N sayisi varsa x dizisi L sayisina Pringsheim an-
lamanda yakinsaktir (P-yakinsak) denir ve P—'lkimx = L ile gosterilir (Pringsheim,

J
1900).

x = (xy) bir dizi olsun. sup |z;| < oo ise x dizisi simirhidir denir. Tiim sinirh dizilerin
k

uzayl l, ile gosterilir. Agagidaki tanim bu tanimin ¢ift diziler i¢in genigletmesidir:

Tamm 2.2 x = (z;;) bir ¢ift dizi olsun. sup |z;,| < 0o ise x dizisi sinarlder denir.
j7k

Tim svmarly ¢ift dizilerin uzay 12 e gosterilir.

ok iyi bilinmektedir ki bir dizi yakinsak ise sinirhidir. Ancak P-yakinsak bir ¢ift

dizi sinirhh olmak zorunda degildir. Bunun icin asagidaki 6érnegi verebiliriz:

4



Ornek 2.1
k., j=1
Tjk =
0, diger durumlarda
ile tamaml x = (1) ¢ift dizisi sifira P-yakinsak oldugu halde siarly degildir. Asage-

daki tanwm ¢ift diziler i¢in sinarbilik tanamane biraz daha hafifletmektedir:

Tamm 2.3 x = (%) bir ¢ift dizi olsun. sup |xj;| < 0o olacak sekilde bir H > 0
Jk>H
sayrst meveut ise X dizisi P-sinarldir denir. Tim P-sinarly ¢ift dizilerin uzay P

ile gosterilir.

Dikkat edilirse P-yakinsak her ¢ift dizi P-sinirhdir.

Burada bir cift dizinin P-yakinsakligi ile satir ve siitun dizilerinin yakinsakligi arasinda

nasil bir iligki oldugu sorulabilir. Bunun i¢in agagidaki iki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 2.2 x = (2;;) cift dizisini
B 1
2+ min {j, k} + (—1)7+

ile tanvmlayalim. O halde P-Alljmx = 0 olur. Ancak jo ve ko sabit olmak tizere ne
]7

{jo}rey dizisi me de {x;p,};, dizisi yakinsaktr.

Tk -

Ornek 2.3 x = (z;;) ¢ift dizisini

1, j=k
Tj =
0, diger durumlarda

seklinde tanvmlarsak her sabit jo ve ko igin {xjo i}, dizisi ve {z;y,};2, dizisi sifira

yakinsak oldugu halde x dizisi P-yakinsak degildir.

P-yakinsak bir ¢ift dizinin ayn1 zamanda satir ve siitunlar1 da yakinsak ise bu diziye
regiiler olarak P-yakinsaktir denir (Hardy 1919). Regiiler olarak P-yakisak bir
dizinin sinirh oldugu agiktir. Ayrica Hardy (1919), regiiler olarak P-yakinsak bir
dizinin P-limitinin ardigik (iterated) limitlerle hesaplanabildigini gostermigtir. Yani

x regiiler olarak P-yakinsak bir dizi ise

P-limx = lim(lim z ;) = lim(lim )
Ik Jo ok L

gerceklenir.



Tanim 2.4 x = (z;) bir ¢ift dizi olmak tzere ij,k toplamina bir ¢ift seri
j7k
8

denir. Eger bu serinin kismi toplamlar dizisi < Z xj7k> P-yakinsak ise

j=1,k=1 rs

7,8
ani P-lim T limiti mevcutsa seri bu limit degerine Pringsheim anlaminda
j7
7,8
j=1,k=1

yakinsaktir (P-yakinsak) denir (Bromwich 1942).

Simdi "toplanabilme" kavramini hatirlatalim:
B = (by) iki boyutlu sonsuz bir matris ve x = (zj) bir dizi olmak iizere her n € N

icin
o0
g I
=1

serisi yakinsak ise
k=1

olmak tizere {(Bz),} dizisine = dizisinin B-doniisiim dizisi denir (Maddox 1970).
Eger dontistim dizisi bir L sayisina yakinsak ise x dizisi L sayisina B-toplanabilirdir
denir. Tiim B toplanabilir diziler uzay: cp ile gosterilir. Yakinsak bir diziyi kendi
limitine toplayan matrise regiiler matris denir. Bu tanimlarin benzeri ¢ift diziler i¢in

de agagidaki gibi verilmektedir:

Tanim 2.5 A = (a}}") dért boyutlu sonsuz bir matris ve x = (z;1,) bir ¢ift dizi

olmak tizere her n,m i¢in
o— nm
j.k

cift serisi P-yakinsak ise

P nm
Ax = < 5 Tk Ay, )
Jk

n,m

dizisine x dizisinin A-dontisim dizisi denir.



Asagida Ax doniigtim dizisinin nasil elde edildigi gosterilmigtir:

af ath o) (el e
abl al} aff af}

T11 Ti2

Ax — aﬂ a% a%% a%g To1 22

11 12
E :xjk?ajk E :xjkajk
Ji.k J.k
_ 21 22
= E :xjkajk: E :xjkajk:
Ji.k J.k

Ayrica dort boyutlu birim (identity) matris I = (ef}"),

o 1, j=nvek=m
€k = :
0 , diger durumlarda

ile verilir ve agagidaki gosterime sahiptir:

100 --- 010
000 - 000
000 - 000
000 --- 000
100 010
000 --- 000

Eger Ax cift dizisi bir L sayisina P-yakinsak ise x dizisi L sayisina A-toplanabilirdir
denir ve bu durum A(x) = L seklinde ifade edilir. Tiim A-toplanabilen ¢ift dizilerin

kiimesine A matrisinin toplanabilirlik alan1 denir ve bu kiime cf) ile gosterilir.

7



Tanim 2.6 A ve B iki boyutlu matrisler olsun. Her x € E C cua N cp i¢in
lign(Ax)n = li}ln(Bx)n oluyorsa A ile B matrisleri E kiimesi tzerinde tutarlidir
denir (Boos 2000). Benzer sekilde A ve B dort boyutlu matrisler olmak tzere her
xe EC cf) N cg) icin PT; lnllm(Aib‘)nm = Pﬁ gm(Bx)nm oluyorsa A ile B matrisleri

E Eimesi tizerinde tutarbdir denir.

Tamim 2.7 A ve B iki boyutlu matrisler olsun. Eger cg D cq ve A ile B tutarh
ise B metodu A metodunu iceriyor denir ve B D A ile gdsterilir. Eger B D A D B
oluyorsa A ile B denktir denir (Boos 2000). Benzer sekilde A ve B dort boyutlu

matrisler olmak ftizere cg) D cf)

ve A ile B tutarl ise B metodu A metodunu
iceriyor denir ve B D A ile gdsterilir. Eger B D A D B oluyorsa A ile B denktir

denir.

Tanmim 2.8 Swurl P-yakinsak bir ¢ift diziyi kendi limitine toplayan dort boyutlu

matrise RH -regiiler matris denir.

Asgagidaki teorem RH-regiilerligi karakterize etmektedir.

Teorem 2.1 Ddrt boyutlu bir A = (aj"*) matrisinin RH-regiiler olmasu icin gerek
ve yeter sart;
RHy : P —limaj" =0, her j, k
RHy: P —lim) alf" =1
RHz: P —lim ) |a%"| =0, her k
RHy: P—1im ) |a""| =0, her j
' k

RH;5 : Z ‘a%’b‘ serisi her n, m i¢in P-yakinsak

.k

RHg : Her n,m i¢in Z ‘a%”‘ < M olacak bi¢imde N ve M saylarimin mevcut
k>N

olmasidvr (Hamilton 1936).



Dort boyutlu sonsuz bir matris iki boyutlu sonsuz matrislerin bir ¢ift dizisi gibi

diisiiniilebilir. Bu bakig agisiyla bir A = (aJ") dért boyutlu matrisi

aji) (aji)
i ai) (e

seklinde bir gosterime sahiptir. Tez boyunca her sabit n, m igin iki boyutlu (a’;,T)
matrisini [A(n,m); x| ile gosterecegiz ve bu terime A matrisinin (n,m) ikilisine

karsilik gelen i¢ matrisi diyecegiz.

A = (a}}") dort boyutlu bir matris olmak tizere j > J(n,m) veya k > K(n,m)
oldugunda afjj" = 0 olacak sekilde pozitif tamsayilarin J(n,m) ve K(n,m) dizileri
varsa A matrisine i¢ sonlu matris denir. Burada J(n,m) = n ve K(n,m) = m ise
A matrisine i¢ dikdortgensel matris denir. Dort boyutlu matrislerin i¢ sonlulugu ve
i¢ dikdortgenselligi sirasiyla iki boyutlu matrislerin satir sonlulugu ve ticgenselligine
benzemektedir. Ig dikdortgensel bir A = (a}") matrisinin (n,m) ikilisine karsihk

gelen i¢ matrisi

nm nm nm

af* afy' ---oafy 00
nm nm ‘. nm

Qa1 G - agy 00

&nl an2 T anm 0 0
0 0 0 0O 00

seklinde bir gosterime sahiptir. A = (a%") i¢ dikdortgensel bir matris olmak iizere
[A (n,m)]™ ile (n, m) ikilisine karsilik gelen i¢ matrisin ilk 7xm teriminin r tanesinin

sifirla yer degistirilmis hallerine kargilik gelen matrislerin sonlu sinifin1 gosterecegiz.

Ayrica
Za%” =1, hern,meN
gk

+

olacak bicimde negatif olmayan dort boyutlu A = (aji") matrislerinin uzaym M5,

ile gosterecegiz.



C' = (cj3") dort boyutlu matrisini

L , J<nvek<m

nm nm
0 , diger durumlarda

seklinde tanmimlayalim. Bu matrise dort boyutlu Cesaro matrisi denir ve (C,1,1) ile
gosterilir. Bu matris RH-regiiler, i¢ dikdortgensel ve ME) sinifina ait doért boyutlu

bir matristir.

Simdi aligilmig ve c¢ift dizilerin toplanabilmesinde 6nemli yer tutan A-istatistiksel

yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme kavramlarinin tanimlarii verecegiz:

A = (ay) negatif olmayan iki boyutlu bir matris ve z = (x) bir dizi olmak {izere,

her € > 0 i¢in

lim Z apr = 0

k:lxp—L|>e

oliyorsa x dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir (Fast 1951, Connor 1989,
Kolk 1991, Miller 1995). A matrisi olarak Cesaro matrisini alinirsa istatistiksel
yakinsaklik elde edilir (Fridy, 1985). A = (a,x) iki boyutlu bir matris ve x = (x)

bir dizi olmak iizere
limZank |z — L| =0
k

oluyorsa z dizisi L sayisina A-kuvvetli toplanabilirdir denir (Hardy ve Littlewood
1913, Freedman ve Sember 1989, Connor 1989). Bu iki énemli kavram c¢ift dizilere

asagidaki sekilde adapte edilmigtir:

Tanim 2.9 A = (aj") negatif olmayan dért boyutlu bir matris ve x = (x;x) bir ¢ift
dizi olmak “izere her € > 0 i¢in
P-lim ) af'=
’ gik: | —L|>e
oluyorsa x dizist L saypsina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu  durum
stf) — limx = L ile ve tiim A-istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin uzay stf) ile gos-
terilir. A= (C,1,1) alimrsa bu durumda x dizisi L saypsina istatistiksel yakinsaktur

denir (Moricz 2003, Mursaleen ve Edely 2003, Tripathy 2003).
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Dikkat edilecek olursa x dizisinin bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak olmasi icin

gerek ve yeter kogul her €, > 0 igin

sup Z aj’ <o

olacak sekilde bir N = N(e,0) olmasidir. Burada E. := {(j, k) : |z, — L| > ¢}
ile verilmektedir. Ayrica Miller (2007) bazi zel dort boyutlu matrisler icin A-

istatistiksel yakinsakligin bir karakterizasyonunu vermistir.

A= (ajy?) € I\\/Jla) i¢ dikdortgensel dort boyutlu toplanabilme matrisi her p, ¢ icin

P-lim ) aff’ =
1 (

J,k)EEp,q

sartini sagliyorsa ortalama matris adini alir (Miller 2007). Burada verilen p, ¢ sayilar:

icin E,, = (Nx N\T,, ve T,,={(j,k):j>pvek > q} seklindedir.

Onerme 2.1 A= (a7f") € M

1) 1¢ dikdortgensel dort boyutlu bir matris olsun. Bu

durumda bir x = (xj;,) ¢ift dizisi bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak ise

SONK) = P-lim ) aji" =0 (2.1)

ve P —limzj; = L olacak bigimde bir K C N x N mevcuttur (Miller 2007).
(G.k)eK*

Ortalama matrisler i¢in bu 6nermenin karsita da dogrudur. Burada (2.1) limiti
mevcut ise bu limite K kiimesinin A-yogunlugu denir (Miller, 2007). Burada A =
(C,1,1) alimirsa yine limitin mevcut olmas1 durumunda bu limite K kiimesinin dogal
yogunlugu denir ve 6 (K) ile gosterilir (Moricz 2003, Mursaleen ve Edely 2003,
Tripathy 2003). (C, 1,1) ortalama bir matris olup bu matris i¢in bu énermenin ispati
Moricz (2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) tarafindan bagimsiz

calismalarda verilmistir.

Dikkat edilirse, dort boyutlu negatif olmayan RH-regiiler bir A matrisi alindiginda
P-yakinsak her ¢ift dizi A-istatistiksel yakinsak olur. Gercekten, P —limzj, = L
gk
11



ise her ¢ > 0 i¢in n,m > ny oldugunda |z,, — L| < ¢ olacak bicimde bir ng € N

mevcuttur. Ayrica

no—1 no—1
nm nm nm
PR D IDIL S DI B
j,k‘l‘a}]‘k—L’>€ J=1 k k=1

olup A matrisi RH-regiiler oldugundan bu esitsizligin sag tarafindaki ifadeler RHj3
ve RH, sartlarindan sifira P-yakinsaktir. Dolayisiyla x = (z;) cift dizisi L sayisina

A istatistiksel yakinsaktir. Kargit olarak

7k, k ve j tam kare
xjk =
0 , diger durumlarda

ile tammh x = (x;) cift dizisi ne yakinsak ne de sirh bir ¢ift dizidir. Ancak her

e > 0 i¢in
1 V
Y dr=on X 1Y
nm nm
j,k:|xjk|>z-: j,k:|:vjk|>€
i<n,k<m

oldugundan x ¢ift dizisi sifira istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 2.10 A = (a}i") dért boyutlu bir matris ve x = (z;1,) bir ¢ift dizi olsun.
Pn-gmz |z — L }a?,?]‘ =0
b j7k
oluyorsa x dizisi L sayisina A-kuvvetli toplanabilirdir denir. Burada A = (C,1,1)

alinarsa bu durumda x dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir denir.

Toplanabilme teorisinde A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme arasin-
daki baglanti incelenirken uzun siire sinirh diziler uzay1 géz éniine alinmistir. Boylece
A-kuvvetli toplanabilen bir dizinin A-istatistiksel yakinsak oldugu; ve de sinirli ve
A-istatistiksel yakinsak bir dizinin de A-kuvvetli toplanabilir oldugu gosterilmistir.
Ancak Khan ve Orhan (2007) A-diizgiin integrallenebilme kavramini ilk defa or-
taya atarak A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmisler ve gostermiglerdir ki bir
dizinin bir L degerine A-kuvvetli toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yine

ayn1 degere A-istatistiksel yakinsak ve A-diizgiin integrallenebilir olmasidir. Simdi
12



benzer karakterizasyona ulagabilmek icin ¢ift diziler i¢in Pringsheim A-diizgiin in-
tegrallenebilme kavramimi tamimlayacagiz. Ancak oncelikle aligilmig diziler igin A-

diizgiin integrallenebilme kavramini hatirlatalim:

A = (a) iki boyutlu bir matris ve x = (zj) bir dizi olmak iizere
Jimsup 3 [l o] = 0
ki|ag|>M
oluyorsa x dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir denir. A-diizgiin integrallenebilme
sinirlilik kavramini zayiflatmaktadir. Bunu gostermek igin 6ncelikle agagidaki lem-

may1 hatirlatalim:

Lemma 2.1 x = (zy) bir dizi ve A negatif olmayan ve satur toplamlary bir olan
ki boyutlu toplanabilme matrisi olsun. x dizisinin A-dizgiin integrallenebilir olmast

(z)

icin gerek ve yeter kosul ¢(0) =0, lim 4’7 = 00 ve

supz¢(\$k])ank < 00
"ok

olacak sekilde konveks ve ¢ift bir ¢ : R — R fonksiyonunun mevcut olmasidir (Khan

ve Orhan 2010).

Oncelikle sinirh her dizinin A-diizgiin integrallenebilir oldugunu gosterelim. = = (zy,)
sinirh bir dizi olsun.

E :={k:|xx| > M}

kiimesini tanimlayalim. ||z||, = sup |zx| degerinden biiyiik her M i¢in E = @ olup
k

sup g k| |ank] = supg X (k) |zk] |ank|
n
k

" kel >M
=0
oldugundan x A-diizgiin integrallenebilirdir. Ayrica sinirsiz fakat A-diizgiin integral-
lenebilen diziler vardir. Bunu gormek i¢in regiiler, m%ks anr — 0 ve satir toplamlari
bir olan negatif olmayan bir A matrisi aldigimizda sinirsiz ancak A-diizgiin inte-
grallenebilen bir dizi ingaa edebiliriz. Aslinda A matrisi sifira yakinsayan kolonlara
sahip ve
limkinf {m%ks ank} =0
13



olacak gekilde bir matris oldugunda simirsiz ancak A-diizgiin integrallenebilen bir

x = (xy) dizisi ingaa edilebilir. Bunun i¢in kolon indislerinin
maks a, g(m) < 27", m=0,1,2...
olacak gekilde bir
K0) < K(1) < K(2) < ...

dizisini segelim. Simdi de n > N(m) ve k < K(m) oldugunda a,; < 2=™ olacak

bigimde satir indislerinin artan N(j) indislerini segelim. Simdi bir y = (y;) dizisini,

m+1 k= K(m)
Y =
0 ., diger durumlarda

olacak gekilde tanimlayalim. Her n > N(m) igin,
(Ay), = Zykank
k=1

= Z U+ 1) ank

7=0

M

I
o

G+n2m+> (G+127 (2.2)
J j>m
gergeklenir. (2.2) esitsizliginin her iki tarafinda m — oo i¢in limit alimirsa n > N (m)

oldugunda n — oo olacagindan lim(Ay),, = 0 gergeklenir. Simdi bir z = () dizisini

her k igin,
Tk = VYk
seklinde tammlayalim. ¢(x) = 22 ile tamimh ¢ fonksiyonunu goz oniine alirsak

lim(Ay), = 0 oldugundan
sup Z ¢ (|zk]) ank = sup Z nkYr < 00
"k "k

olup Lemma 2.1’den x dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir.
Agagidaki tanim ile A-diiziin integrallenebilme kavramim ¢ift diziler i¢in genislete-

cegiz.
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Tanim 2.11 A = (a}") dort boyutlu bir matris ve x = (x;1,) ¢ift bir dizi olsun. Her
e >0 i¢int > H oldugunda
sup Z | | ‘a%"‘ <e

n,m>N
j,k:|a:jk|>t

olacak bicimde N = N(e) ve H = H(e) saylart mevcut ise x dizisi Pringsheim
A-diizgiin integrallenebilir denir. Tium Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir ¢ift

dizilerin uzay Uf) ile gosterilir.

Asagidaki 6nerme simirh ¢ift diziler ile Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir ¢ift

diziler arasindaki baglantiy1 agiklamaktadir:

Onerme 2.2 Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir ¢ift diziler uzayr swarl ¢ift
diziler uzayina icerir ve bazr A matrisleri i¢in bu icerme kesindir, yani 12 g Uf)

gerceklenir.

Ispat. Smurh her cift dizi Pringsheim A-diizgiin integrallenebilirdir. Gercekten,

x = (xj;) sinrh ¢ift bir dizi ise her N igin t > sup |zi| oldugunda
gk

sup Z |7k ‘a%n‘ =0

n,m>N
j,k:|mjk.|>t

olup z dizisi Pringsheim A-diizgiin integrallenebilirdir. Kargit olarak, Pringsheim
A-diizgiin integrallenebilir sinirsiz diziler mevcuttur. Bunu gostermek i¢in negatif
olmayan, sifira yakinsak kolonlara sahip ve

lim inf {m%ks bkj} =0

j
olacak bicimde (iki boyutlu) bir B = (by;) matrisi alalm. Biliyoruz ki B-diizgiin
integrallenebilir sinirsiz bir y = (y;) dizisi vardir. N sabit bir pozitif tamsay1 olmak
tizere A = (ajj"); 1 < k < N oldugunda ajj" = by; olacak sekilde dért boyutlu bir
toplanabilme matrisi olsun. = = (z;;) ilk N siitunu y = (y,) dizisi ile ¢akisacak ve

sup |z x| < 0o
k>N
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olacak bigimde bir ¢ift dizi olsun. x dizisi sinirsiz olup asagidaki gosterime sahiptir:

N tane
A
7z N
Y1 Y1 -0 Y1 Ti,N+41
X = Y2 Y2 0 Y2 Ta N4l
Ys Y3 -+ Yz T3 N+1
O halde t > sup |z ;x| olmak tizere
k>N
nm o nm nm
Z |wul a3 = Z il |a5i| + Z x| |afi"|
j,k:’wjk’>t j,k:’wjk’>t j,k:|xjk|>t
N
N nm
= D) yib Y |l |al
k=1 j:ly;|>t gk |k | >t
k>N

oldugundan her M icin

N
sup >l | =D > bk +

n,m>M

sup Z |z k| }a%" (2.3)
j7k;;|,1;jk|>t k=1 j:‘y]'|>t mm>M j,k}:‘x]’k‘>t
k>N

yazilabilir.  Diger yandan y dizisi B-diizgiin integrallenebilir oldugundan her

k=1,2..,N ve her ¢ > 0 icin ¢ > h(e) oldugunda

> yibey < /N
j:\yj|>t
olacak sekilde bir h > sup |z ;x| mevcuttur. O halde (2.3) esitliginden ¢ > h(e) olmak

E>N
lizere

sup Z || |a’ﬁf| <e+ sup Z | k| !a;bm
n,m>M n,m>M
j,k:|xjk|>t

k>N

j,k:|1’jk’>t
elde edilir. x dizisi, £ > N icin siirh oldugundan yeterince biiyiik ¢ sayilar: i¢in
son esitsizligin sag tarafindaki ikinci ifade sifira esittir. O halde yeterince biiyiik

t > h(e) ve her M > 0 igin

sup Z | k| ’a%”{ <e

n,m>
j,k:|:z:jk|>t
elde edilir ki buradan x dizisinin Pringsheim A-—diizgiin integrallenebilir oldugu

goriiliir. m

16



3. CIiFT DIZIiLERIN A-KUVVETLI TOPLANABILMESI VE A- iS-
TATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde birinci kisimda ¢ift dizilerin A-kuvvetli toplanabilmesi karakterize edile-
cektir ve ikinci kisimda Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir cift dizilerin

A-istatistiksel yakisakligimin matris karakterizasyonu elde edilecektir.

3.1 A-kuvvetli Toplanabilme

Kuvvetli toplanabilme kavrami ilk olarak Hardy ve Littlewood (1913) tarafindan
tanmimlanmistir. Biliyoruz ki A-kuvvetli toplanabilir bir dizi A-istatistiksel yakinsak-
tir ve karsit olarak siirli A-istatistiksel yakinsak bir dizi A-kuvvetli toplanabilirdir.
Ancak Khan ve Orhan (2007) ikinci ifadedeki simirhihk sartinin zayiflatilabilecegini
gostermis ve simirhiliktan daha hafif bir kavram olan A-diizgiin integrallenebilme
kavramimi kullanarak A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmislerdir. Cift diziler
icin de yine siirlilik kavrami kullanilarak istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro
toplanabilme kavramlar1 arasindaki iligki incelenmistir. Asagidaki teorem Moricz
(2003), Mursaleen ve Edely (2003) ve Tripathy (2003) tarafindan farkh ¢alismalarda

ispatlanmigtir:

Teorem 3.1 1) Bir ¢ift dizi kuvvetli Cesaro toplanabilirse istatistiksel yakinsaktur.

i) Swnarly istatistiksel yakinsak bir ¢ift dizi kuvvetli Cesaro toplanabilirdir.

Bu teorem dort boyutlu Cesaro matrisi yerine dort boyutlu negatif olmayan bir A
matrisi alinarak da benzer sekilde ispatlanabilir. Ancak tiim bu sonuclar yalnizca
sinirh diziler iizerinde A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmektedir. Pringsheim
A-diizgiin integrallenebilme kavrami kullanilarak Khan ve Orhan’in (2007) ahigilmig

diziler icin verdigi karakterizasyon burada cift diziler i¢in verilecektir.

Teorem 3.2 A = (ajj") € M(g) ve X = (z;1) bir ¢ift dizi olsun. x dizisinin bir
L sayisina A-kuvvetli toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Pringsheim A-

diizgiin integrallenebilir ve yine L sayisina A-istatistiksel yakinsak olmasidar.
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Ispat. L = 0 almak genelligi bozmayacaktir. x = (x),) sifira A-istatistiksel yakin-
sak ve Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir bir ¢ift dizi olsun. O halde her £, > 0
icin
sup alt < o,
n,m>N1 Z ik
j,k:’zjk’>e/3

olacak bicimde N; = Ny(g,0) ve t > H oldugunda

sup Z 2] ajy” < e/3

n,m>Ng

7.k: Tk ‘ >t

olacak bigimde Ny = Ns(e) ve H = H(e) porzitif sayilar1 mevcuttur. Ayrica her

e > 0 icin

S luwlart < > gy
Ik

j,k:’xjk’>t

+ >zl ay
|$jk|>€/3

|z]k|§t

+ Yzl ay

|| <e/3

gergeklenir. O halde N = max { Ny, No} olmak iizere her £ > 0 i¢in

sup Z\xjk\a]k < sup Z || ajy”

n,m>N n,m>N
7.k: (Ejk‘>t

elde edilir. Eger § = ¢/3t secilirse, her ¢,¢ > 0 i¢in

sup Z|xjk|a < sup Z |zj1| ajy” +2¢/3

n,m>N n,m>N
j,k:|$jk|>t

elde edilir. Boylece her £ > 0 i¢gin

sup Z|x]k|ak <e

n,m>N
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gerceklenir. Yani x dizisi sifira A-kuvvetli toplanabilirdir.
Kargit olarak x dizisi sifira A-kuvvetli toplanabilir olsun. Her € > 0 i¢in

1
d.odE < = D el

j,k:|xjk|>e j,k:|x]-k|>€
1
< oD lwal afy (3.1)
ik

yazilabilir. (3.1) esitsizliginin sag tarafi sifira P-yakinsak oldugundan x dizisi sifira
A-istatistiksel yakinsaktir. Diger yandan x dizisi sifira A-kuvvetli toplanabilir oldugun-

dan, her € > 0 i¢in n,m > N oldugunda
Z |z ajy" < e
4k
olacak gekilde bir N = N(¢) sayisi vardir. Boylece her ¢ > 0 i¢in

sup Z 2] ajy" < e

n,m>N
j,k:|xjk|>t

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Bu sonuclar ¢ift dizileri alisilmig dizilere ve ¢ok boyutlu dizileri ¢cok boyutlu dizilere

doniistiiren matrisler i¢in de benzer sekilde verilir.

3.2 A-istatistiksel Yakinsakhigin Matris Karakterizasyonu

Aligilmig diziler igin Fridy (1985) istatistiksel yakinsakligin bir matris gosteri-
minin olmadigini ispatlamugtir. Fridy ve Miller (1991) ise siuirh dizilerin istatistiksel
yakinsakliginin iki boyutlu toplanabilme matrislerinin belli bir sinifindaki tiim ma-
tris metodlarina gore toplanabilmeye denk oldugunu gostermistir. Khan ve Orhan
(2007) yaygm bir diigiince olan A-istatistiksel yakinsakligin bir matris gosteremine
sahip olamayacag1 diisiincesinin yanlis oldugunu gostermis ve A-diizgiin integral-
lenebilir diziler uzay1 iizerinde A-istatistiksel yakinsakligin negatif olmayan regiiler
tiggensel bir matris metoduna denk oldugunu ispatlamigtir. Bu kisimda ¢ift diziler

icin de benzeri problemleri gozoniine alacagiz.

@ (K) = 0 sartim saglayan her K ¢ N x N icin 5f)(K ) = 0 olacak bicimdeki ig

dikdortgensel ve M(E) smifindan olan dért boyutlu matrislerin simfi 7 ile goster-

ilmek tizere Miller agagidaki sonucu vermistir:
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Teorem 3.3 Swnurl bir x ¢ift dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmast
icin gerek ve yeter sart her A € 7@ icin yine L saypsina A-toplanabilir olmasidar

(Miller, 2008).

Bu kisimda Khan ve Orhan’in (2007) ahsilmig diziler igin verdigi sonugtan yola
gikarak cift diziler icin de ilgi c¢ekici bir problem olan A-istatistiksel yakinsakligin
matris karakterizasyonu verilecektir ve Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir diziler
ve dolayisyla sinirhi ¢ift diziler tizerinde A-istatistiksel yakinsakligin negatif olmayan
RH-regiiler ve dikdortgensel bir matris metoduna denk oldugu gosterilecektir.

Ancak soziinii ettigimiz karakterizasyonu verebilmek igin oncelikle agagidaki lem-

may1 ispatlayacagiz:

Lemma 3.1 A= (a;‘,:”) dort boyutlu RH -regiiler bir matris ise her n, m i¢in
S -
j.k
ve Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir her x = (xj;,) dizisi igin
P-lim Z Tjraj,’ = P-lim Z TikCly"
n,m T n,m o
olacak bicimde i¢ dikdortgensel bir RH-regiiler C' = (C]”,?"”) dort boyutlu matrisi

mevcuttur. Ustelik A negatif olmayan bir matris ise C' de negatif olmayandur.

Ispat. A = (a7") dort boyutlu RH-regiiler bir matris ve x = (z;;) Pringsheim
A-diizgiin integrallenebilir ¢ift bir dizi olsun. A RH-regiiler oldugundan her n,m

n,m

icin Z a%n ¢ift serisi yakinsaktir. O halde her n,m i¢in €,,, > 0 ve P-lime,,, =0
.k

olmak iizere

Sooqar o ST el Y (] < cum (3.2)

1<5<J (n;m) 1<k<K(n,m) §>J(n,m)
k>K(n,m) i>J(n,m) k>K(n,m)

olacak bigimde pozitif tam sayilarin J(n,m), K(n,m) c¢ift dizileri mevcuttur.
X € Uf) oldugundan her ¢ > 0 igin ¢ > h(e) oldugunda

sup Z || [ali| < e/3. (3.3)

n,m>N
‘xjk ‘ >t
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olacak bigimde bir N = N(e) ve bir h = h(e) mevcuttur. Simdi dort boyutlu ig

sonlu D = (d7;") matrisini

ait, j<J(n,m)vek < K(n,m)

nm Jk
jk »
0 , diger durumlarda

seklinde tamimlayalim. O halde (3.3) esitsizliginden her n,m > N ve ¢t > h(e) igin

(A — (D)u| = |Y ajpaly = > apdiyt
5.k g,k

o nm nm
= E :xjkajk - E Ljkjp
J,k

1<j<J(n,m)
1<k<K(n,m)

s S I U R S A R
1<5<J(n,m) J>J(n,m)
k>K(n,m) 1<k<K(n,m)
+ > el e
j>J(n,m)
k>K(n,m)
< 3 sup > faalfapp 4t Y [y
n,m>N |ac]'k|>t 1<j<J(n,m)
k>K(n,m)
w3 e >0 fa
j>J(n,m) j>J(n,m)
1<k<K(n,m) k>K(n,m)
< et Y a
1<j<J(n,m)
k>K(n,m)
+ 2 gy X e
j>J(n,m) j>J(n,m)
1<k<K(n,m) k>K(n,m)

elde edilir. Buradan (3.2) esitsizligi yardimiyla n, m — oo igin

[(AZ)pm — (D) pm| — 0

elde edilir. Ayrica A ve D matrisleri Uf) tizerinde denktir. Simdi

Jk

1<5<J (nm)
1<k<K(n,m)
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tanmimlayalim. A RH-regiiler oldugundan P-lima,,, = 1 olmalhdir. Her n,m ic¢in

n,m

Qnm 7 0 almak genelligi bozmayacaktir. Dort boyutlu B = (b7;") matrisini

Lgnm 5 < J(n,m) ve k < K(n,m)

nm ., __ anm Jk
Jk "
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlarsak B ve D matrisleri denk olup her n, m igin

D i =1

j.k
saglanir. Son olarak elde ettigimiz satir sonlu B matrisini i¢ dikdoértgensellegtirelim:
Bunun igin pozitif tamsayilarin v, 8 ve n dizilerini ¢ = 1,2, ... i¢in

v(i):max{ max J(r,i+ 1), max J(i+1,r)},

1<r<i+1 1<r<i+1

B(i):max{ max K(r,i+1), max K(i—l—l,r)},

1<r<i+1 1<r<i+1
n(i) = max {~(i), 6(i)}

seklinde tamimlayalim. ~(0) = £(0) = 0 olmak iizere B matrisinin i¢ dikdort-
gensellestirilmis hali olan C' matrisi olugturalim. Her ¢ = 1,2, ... igin n(d) > i+ 1 +
n(i—1)ise her n, m > n(i—1)+i+1 igin C matrisinin (n+n(i) —1, m+n(i) —1) ikili-
sine kargilik gelen i¢ matrisine A matrisinin (n, m) ikilisine kargihk gelen i¢ matrisini

yazalim. Geriye kalan i¢ matrisleri ise Q(0) = &,

R(i) :== QU)\Q(i — 1)
Q) :==A{[B(n,m)jx] : 1 <n,m <i+1}

olmak iizere R(i) kiimesinden rastgele segelim. Boylece elde edilen C' matrisi ig
dikdortgensel olup C' matrisinin tiim i¢ matrisleri sonlu sayida siitun ve satir harig
B matrisinin tiim i¢ matrisleri ile ayni1 oldugundan B ve C' matrisleri denktir. Yine

C' matrisinin tiim i¢ matrisleri B matrisinden elde edildiginden

nm __
g Cik =1
Ji.k
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)

olmahdir. Ayrica A ile C' matrisleri Uf tizerinde denk ve I C Uf) oldugundan A

matrisinin RH-regiiler olmas1 C' matrisinin RH-regiiler olmasini gerektirir. m

Bu lemmay1 kullanarak Miller'in negatif olmayan ve i¢ dikdortgensel dért boyutlu

matrisler icin verdigi sonucu negatif olmayan RH-regiiler matrisler igin verebiliriz.

Onerme 3.1 A= (a%”) negatif olmayan RH -regiiler dért boyutlu bir matris olsun.

Bu durumda bir x = (1) dizisi bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak ise

ve P —limxj;, = L olacak bi¢imde bir K C N x N mevcuttur.
(4,k)eKe

Ispat. Kabul edelim ki x dizisi bir L sayisina A-istatistiksel yakinsak olsun. O
halde her € > 0 i¢cin
0 = P-lim Z agy’

n,m
j,k:|wjk—L|>€

= P;LglmZXjk (lzjw — LI > €) ajy”
b j’k

= A({xe (o — LI > ©)})

elde edilir ve {x;, (|zjx — L| > ¢)} dizisi smurh oldugundan aym zamanda Pring-
sheim A-diizgiin integrallenebilirdir. Burada £ C N x N olmak iizere E kiimesinin
X = (x;1) karakteristik ¢ift dizisi

1, (j.k)€E

Xjk(E) = ,
0, diger durumlarda

ile tanimlanmaktadir. Boylece Lemma 3.1’den i¢ dikdortgensel, RH-regiiler, her
n,m igin

> -

g,k
ve

0=A({xe (|zje — LI > €)}) = C ({x (lzgn — LI > ) })
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olacak bicimde bir C = (cf") dort boyutlu matrisi mevcuttur.
C ({xj (lzjx — L| > €)}) = 0 oldugundan x dizisi L sayisma C-istatistiksel yakn-
saktir. O halde Onerme 2.1’den

60 (1) =0
ve P —limz;, = L olacak bicimde bir K C N x N mevcuttur. Buradan
(J,k)eK®
{xp(K)} € USAZ) oldugundan
0 = o)
= P-lm )
" jkek

= C({xu)})
= A({xu(K)})

_ . nm
= P-lim E ajy
n,m

jkeK

= 0(K)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. m

Agagidaki teorem Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir diziler uzay: iizerinde A-

istatistiksel yakinsakligin dort boyutlu matris karakterizasyonunu vermektedir.

Teorem 3.4 A= (a;‘,’f) negatif olmayan dort boyutlu RH -regiiler bir matris olsun.

Her x € Ug) i¢cin st(j) — limx = B(x) olacak sekilde negatif olmayan, RH -regiiler

ve i¢ dikdortgensel dort boyutlu bir B = (b%") € M(Jg) matrisi vardur.

Ispat. Lemma 3.1’den A matrisini negatif olmayan ic dikdértgensel ve her n, m icin

nm __
E ajy =1
3k

olacak sekilde alabiliriz. B matrisinin varhigim ispat edebilmek i¢in 6ncelikle bir
C' = (c}}") matrisi tamimlayacagiz. Bunun igin bir o = (i) dizisini her i = 1,2, ...

icin _
/L.2 + (_1)1+1+1
) s E— —
2
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seklinde tamimlayalim. Simdi F(0) = & ve N; := ZQ"("‘) olmak tizere i = 1,2, ...
k=1
icin

E@):={(n,m):1<n,m< N},
F(i—1,1):=EW)\E@{@—1)

ve Ny = 0 olmak iizere

Gpy ={(n,m) : Ny_y <n<N,, Njoy <m <N}

i1
kiimelerini tamimlayalim. |G, | = 2°®+°@ ve F(i — 1,7) <U sz> U (U qu)
q=1

gerceklenir. C' matrisinin G, kiimesine karsilik gelen i¢ matrislerini agsagidaki algo-
ritma ile belirleyelim:

G'p, kiimesinin <poq) sayida elemanina (ikilisine) kargilik gelen i¢ matrislere [A (p,q);, k]

(k)
i¢ matrisi yazilsin, sirayla k = 1,2, ..., pq i¢in (};g) terimin her biri igin [A (p,q) ; k]
kiimesinden herhangi bir matris segilsin. Benzer sekilde F'(i — 1,4) kiimesi i¢indeki

tim Gp1,Gpa, ..., Gpi ve Git, Gia, ..., G(i—1),4 klimeleri i¢in aymi iglem tekrarlansin. Bu-

pq

rada Z (pkq) = 274 sayida terim secimi vardir. G, kiimesi 20(P)+7(9) say1da terim
k=0

icerdiginden geriye kalan 27(®)+9(9) — 2P¢ terim icin tiim terimleri sifir olan # matrisi

yazilsin.

Simdi dort boyutlu B = (b7") matrisini

£y 1= Z Ciry (8,7) € Gum

J<s,k<r

olmak tizere
sro._ nm sr
S = (1= &g )ay" + ¢y

seklinde tamimlayalim. C matrisinin terimleri A matrisinin terimleri ile ayni oldugun-
dan her s,r i¢in 0 < £, < 1 olur. Buradaki B matrisinin RH-regiiler oldugunu

gosterelim: P — hmc = 0 ve ¢ sinirh oldugundan

P—limb} = P —lim((1—¢,)ay" +c3)

= 0
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ve s >nver > m icin

Yo=Y (A-¢ an+cn)

J<sk<r J<sk<r
= (=&)Y ar+ Y e
J<sk<r J<sk<r
= (1-&)+E,
=1

elde edilir. Boylece RH1 ve RH2 gartlar1 saglanir. Sonlu sayida 6 matrisi hari¢ C'
matrisinin terimleri A matrisi ile ayni oldugundan RH3-4-5-6 sartlar1 da gerceklenir.
Simdi x sifira A-istatistiksel yakinsak ve Pringsheim A-diizgiin integrallenebilir bir
cift dizi olsun. O halde Onerme 2.1’den 5(A2)(K ) = 0 ve P—limz,;;, = 0 olacak

(G.k)EK®
bi¢imde bir K C N x N mevcuttur. Her (s,7) € Gy, ve her M, H >0

IN

ST ST
E Tk ik + E Ijkbjk

|| >M || <M

ST
2 wnbji
j7k

< s Y fmal Vi M D b | 30wl

n,m>H ‘Jjjk‘>M J,keK ’$jk’SM
JkeK®

< 2sup Y foplat+2M Y at | D wpbl

n,m>H |xjk|>M J,keK |33gk|§M
j,keK®

yazilabilir. Burada M sayisi ilk terim yeterince kiiciik olacak sekilde istenildigi
kadar biiyiik segilebilir. s, r yeterince biiyiik oldugunda n, m de yeterince biiyiik ola-
cagindan ikinci terim sifira P-yakinsaktir. Ayrica x dizisi K¢ iizerinde P-yakinsak,
|z;i| < M ve B matrisi RH-regiiler oldugundan s, — oo icin son terim de sifira
P-yakinsaktir. Buradan B(x) = 0 elde edilir. Karsit olarak x € Uf) ve B(x) =0
olsun. B matrisinin G, kiimesine karsilik gelen i¢ matrislerinin ilki A matrisinin
(s,r) ikilisine kargilik gelen i¢ matrisi oldugundan A(x) = 0 elde edilir. Boylece C'
matrisinin tammi geregi C'(x) = 0 olmalidir. Simdi x dizisinin ilk n x m terim-
inin negatif isaretlileri kesinlikle A matrisinin [A(n,m); ] teriminin (i¢ matrisinin)

sifirla yer degistirilmemis terimlerine kargilik gelecek sekilde bir (s,7) € G, secelim.
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C(x) = 0 oldugundan
ijkxjk(xjk < O)a?}f — 0.
gk
gerceklenir. Aymni iglem x dizisinin pozitif terimleri i¢in de tekrarlanirsa
> wxg(Tyn > 0)ajit — 0
j.k
elde edilir. Yani
> lwjel ajpt — 0
j.k

oldugu goriiliir. Bu sonug x dizisinin sifira A-kuvvetli toplanabilir olmasi demektir.

Bu ise stf) — lim z = 0 olmasini gerektirir. m

Bu teorem Pringsehim A-diizgiin integrallenebilir diziler uzayi iizerinde A-istatistiksel
yakinsaklig1 bir matris metodu ile karakterize ettiginden toplanabilme teorisinde
Pringsehim A-diizgiin integrallenebilir diziler uzay: iizerinde dort boyutlu matris
toplanabilmeyle ilgili bilinen tiim sonuglar A-istatistiksel yakinsaklik i¢in de geger-

lidir.
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4. DORT BOYUTLU MATRISLERIN TOPLANABILIRLIK ALAN-
LARININ CARPAN UZAYLARI

Bu boliimde oncelikle sinirli tutarlibik teoreminin c¢ift diziler i¢in bir versiyonu
verilecek ve daha sonra dort boyutlu matrislerin toplanabilirlik alanlarinin ¢arpan
uzaylarma iliskin bazi sonuclar verilecektir. Once alisilmg diziler icin A-simirhilik ve
carpan uzay tanimlarini hatirlatip daha sonra ¢ift diziler i¢in Pringsheim A-smirlilik

ve ¢arpan uzay tanimlarimi verelim:

x = (z}) bir dizi olmak iizere
SUPZ |2k [ank| < 00
n
k

oluyorsa x dizisi A-sinirhidir denir. Tim A-simarly dizilerin uzayr Sy ile gosterilir.

Tanim 4.1 A = (ajj") dort boyutlu bir matrisi x = (z;1.) ¢ift bir dizi olmak dizere

sup Z |z | }aﬂn} < 00
n,m>H .k

olacak bicimde bir H > 0 sayist mevcutsa x dizisine Pringsheim A-sinirldur denir.

Tim Pringsheim A-sinirly ¢ift dizilerin uzayn 8542) ile gosterilir.

& ve F iki dizi uzay1 ve U bir cebir (yani, her xz,y € U igin vy € U ve xy = (Tryx))
olmak {izere

myu(E,F):={x €U : her y € & i¢in xy € F}

kiimesine U iizerinde garpanlarin uzay: denir. my(caNU, c4) yerine kisaca m(U) gos-
terimi kullanihir. Burada U dizi uzayimin cebir olmas1 xy = (x,y;) olmak iizere her
x,y € U icin zy € U olmasi demektir. Bu kavramlarin ¢ift diziler i¢in genigletmeleri

asagidadir:

Tanim 4.2 & ve V ik ¢ift dizi uzayp ve U ¢ift dizilerin bir cebiri olmak tizere

mﬁ)(fb,\lf) ={z el :heryecdicinazxyc ¥V}
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uzaywna U tzerinde ¢arpanlarin uzayr diyecegiz. Uygunluk acisindan
mP(U) = mg)(cf) NU, cg))

gosterimini kullanacagez. Burada U dizi wzayiman cebir olmast xy = (xpy;x) olmak

tizere her z,y € U i¢in xy € U olmast demektir.

4.1 Sinmirhh Tutarlilik Teoremi

Cift diziler igin verecegimiz sonuglara gegmeden 6nce aligilmig diziler i¢in Brudno-

Mazur-Orlicz sinirh tutarhilik teoremini hatirlatalim:

Teorem 4.1 A ve B, A-toplanabilir her sinirle dizi B toplanabilir olacak bicimde
ki boyutlu regiiler matrisler ise bu iki matris sinwrly A-toplanabilir her diziyi ayna

degere toplar (Boos 2000).

Khan ve Orhan (2007) yine aligilmig diziler i¢in bu teoremin bir versiyonunu iki
boyutlu matrislerin tiim sinirh dizileri iceren bir cebir iizerindeki carpan uzaylarini

kullanarak vermigtir. Bu teoremi ispatsiz verelim:

Teorem 4.2 A ve B iki boyutlu regiiler matrisler ve U, loo CU C Sy NSy olacak
bicimde bir cebir olsun. Eger ca NU Ceg NU ise A ile B matrisleri m(U) ¢arpan

uzayr tzerinde tutarhdur.

Patterson (2004) ise ¢ift diziler igin Brudno-Mazur-Orlicz teoreminin benzerini is-
patlamigtir. Agagidaki iki teorem ile Khan ve Orhan (2007)'in aligilmg diziler igin

verdigi sonucun benzerleri ¢ift diziler icin verilecektir.

Teorem 4.3 A = (aj") ve B = (bJ]") her j, k € N icgin

P —lima7;" = P — limbJ;" = 0. (4.1)

n,m n,m

olacak sekilde dort boyutlu matrisler olsun. Eger S(A2) N cf) c Sg) N cg) oluyorsa her

x € Sf) N Cf) icin A(x) = B(x) gergeklenir.
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Ispat. S(AQ) N c(j) C Sg) N c(g) olmak {iizere kabul edelim ki A(x) # B(x) olacak
sekilde bir x = (zj;) € Sf) N Cf) ¢ift dizisi mevcut olsun. A(x) = a # § = B(x)

alahm. Bir x" = (2, ) cift dizisini

seklinde tanimlarsak x’ € SS) N 0542) olup A(x') = a- g =0ve B(x') = g —@
a— —a

gergeklenir. Bu durumda x dizisini A(x) = 0 ve B(x) = 1 olacak sekilde almak

=1

genelligi bozmayacaktir. x € S(AQ) ﬂcff) oldugundan her n,m > H igin Z |2 k| |a?,?"°|
j.k

serisi yakinsak olacak bicimde H > 0 sayis1 mevcuttur. Buradan her ¢ > 0 ve her

n,m > H ic¢in

ST dmwlaitl+ D0 lrallart| + DD el || <€ (4.2)

JENk>M j>N k<M j>Nk>M
olacak bigimde N = N(n,m), M = M (n,m) pozitif tamsayilar1 mevcuttur. Simdi
J(0) = K(0) = 0 olsun ve P(1),Q(1) > H olacak gekilde P(1),Q(1) sayilarm
segelim. (4.2) egitsizliginden H < n < P(1), H <m < Q(1) oldugunda

D o S SR £ ) 17 o N L | L R

J<JI(1),k>K (1) §>J(1),k<K(1) §>J(1),k>K (1)

olacak bi¢imde J(1), K (1) sayilar secilebilir. Simdi, (4.1) esitliginden, n > P(2) ve
m > ()(2)oldugunda

Z |2k !a;‘,ﬂ <1

J<J(1),k<K(1)
olacak bicimde P(2) > P(1) ve Q(2) > Q(1) sayilar1 segilebilir. Benzer gekilde

devam ederek herhengi bir ¢ > 1 i¢in

(1) < P(2)<..<P(i)

1) < Q@)<...<Q)
J1) < J2)<..<J@i—-1)

(1) < K2)<..<K(@-1)

sayilar segilebilir. Simdi de H < n < P(i) ve H < m < Q(i) oldugunda
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D A N e N N 1

J<J(%),k>K() §>J(4),k<K(i)

(4.3)
+ Z || |ami] < 4

7> (), k> K (i)
olacak bigimde J(i) > J(i — 1) ve K(i) > K(i — 1) sayilar1 ve n > P(i + 1) ve
m > Q(i + 1) oldugunda

1
> lwalfai] <5 (4.4)

J<I(@),k<K(2)

olacak bicimde P(i + 1) > P(i) ve Q(i + 1) > Q(i) sayilan segilebilir. Her

s,7=0,1,2,... icin E(r) ve F(r,s) indis kiimelerini
E(r) ={(k):1<j<Jr+1),1 <k < K(r+1)}

E(-1):=92

F(r,s):= E(s)\E(r).

seklinde tamimlayalim. (4.3) esitsizliginden her H < n < P(i) ve H < m < Q(i)
icin

> > lmllal = 3 lead |

r>i—1 (j,k)€F(r—1,r) J<I(@),k>K(2)

+ Yl e

7>J(3),k<K(1)

+Y D Jag el

7>J(3),k>K(1)

1
< - (4.5)
i
ve (4.4) esitsizliginden her n > P(i + 1) ve m > Q(i + 1) i¢in
> > el = > e |y
0<r<i (j,k)eF(r—1,r) J<J(6), k<K (i)
1
< = (46)
i
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elde edilir.

Diger yandan her n, m € N igin
(AX)p = Z Tjkgy

r=0 (4,k)eF(r—1,r)

= > Yoo lmallal+ YD wpady

0<r<i-1 (jk)eF(r—1,) (k) EP(i—2,0)

> > lwalla] (4.7)

r>i (jvk)EF(rflaT)

gergeklenir. Boylece (4.5), (4.6) egitsizlikleri ve (4.7) esitliginden her
P@i)<n<P(i+1)veQ(i)<m<Q+1) igin

(AX)pm = O G) + ) Tpady (4.8)

(J,k)EF(1—2,1)

elde edilir. Benzer gekilde yine her P(i) <n < P(i+1) ve Q(i) <m < Q(i+1) i¢in

1
(BX)pm = O (Z) + ) bl

(J,k)eF(1—2,1)

elde ediliebilir. Simdi 1 = (n;), her ¢ i¢in n; € (0,1], liminfn; = 0, limsupn, =1 ve
lim(n;,; —n;) = 0 olacak sekide bir dizi olmak tizere, bir y = (y;i) cift dizisini

Yik = TNy, for (j.k) € F(r—1,r—2)
ile tamimlayalim. Tanimdan dolay1 y € S(A2) oldugu agiktir. 7 sinirh bir dizi,

F(i—2i-1)=F(Gi—2i—-1)UF(i—1,i)
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ve F(i—2,i—1)NF(i—1,i) = & oldugundan her i € N ve P(i) <n < P(i+ 1),
Q1) <m < Qi+ 1) igin

(AY)nm = Zyjka%”
7,k

oo
— . nm
= E Nr41 E LjkQjp,
r=0

(j,k)eF (r—1,r)

. nm nm
= E : E : TikQy, + 1 E T jk

0<r<i—1 (j,k)EF(r—1,r) (G, k)EF(i—2,i—1)

nm nm
i1 Z Tjpay, + ZmH Z Tjkajy,

(J,k)eF(i—1,i) r>1 (k)EF(r—1,r)

1 nm nm
(G:k)

€F(i—2,i—1) (j,k)EF (i—1,i)

1 nm

(J,k)eF(1—2,1)

+ (771'+1 - m) Z xjka%”. (4.9)

(j,k)EF (i—1,i)
elde edilir. Diger yandan (4.8) esitliginden
1 nm
n; | (AX)nm + O 7 =" Z LikAj
(k) EF(i—2,7)
elde edilir. P —lim(Ay)n, = 0 oldugundan bu ifade sifira P-yakinsaktir. Ayrica

n,m

X € 8542) oldugundan

sup Z Tipas'| < sup Z |zjeali?| < oo. (4.10)
nm=T Gk er (i) mm=T G ker(i)

olacak bi¢imde 7' > 0 mevcuttur. lim(n,,; —n;) = 0 oldugundan, (4.10) esitsi-
zliginden (4.9) esitsizliginin sag tarafindaki ifade sifira gider. Boylece (4.9) esitsi-
zliginin sag tarafi sifira P-yakinsaktir. Bu ise (Ay),, dizisinin sifira P-yakinsak

olmasi demektir; yani y dizisi sifira A-toplanabilirdir. Benzer gekilde her i € N ve

P(i) <n < P(i+1),Q>) <m < Q(i+1) icin

(BY)um = O G) + ;i <(Bx),er +0 (%)) : (4.11)

elde ediliebilir. P — lim(Bx),, = 1 ve n dizisi 0 ile 1 arasinda salimm yaptigindan

n,m

(4.11) esitliginden P — lim(BY ), limiti mevcut degildir. Bu ise celigkidir. m
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Uyar1 4.1 Bir onceki ispattaki 6zelliklere uyan bir n dizisi ornegi verelim. Eger

1 1 1 1 1
l—14+-4+---—5 FodF o — =
2 2 n n_n n,
n;gne n;gne

serisinin kismi toplamlar dizisin = (n,) olarak alinirsa, n dizisi her i i¢inn,; € (0,1],
liminfn;, =0, limsupn, = 1 ve lim(n;,, —n;) = 0 olacak sekide bir dizidir (Petersen
1966).

Asagidaki teorem bir onceki teoreme benzer teknikle ispatlanabilir:

Teorem 4.4 A = (ajj") ve B = (bjj") her j, k € N igin

P —limaj;" = P — limbj;" = 0. (4.12)

n,m n,m

olacak sekilde dort boyutlu matrisler ve U, 1533 CUuc Sff) N Sg) olacak bicimde bir
cebir olsun. Eger cf) nuU ch) NU ise A ile B matrisleri m®(U) carpan wzay

tzerinde tutarbdar.

4.2 Carpan Uzaylar

Khan ve Orhan (2007) ahsilmig diziler igin carpan uzay iizerinde tutarlik
teoremini kullanarak carpan uzaylara iligkin ilging sonuclar vermistir ve negatif ol-
mayan regiiler bir matrisin toplanabilirlik alaninin bir cebir {izerindeki ¢arpanlarinin
aslinda cebirdeki A-istatistiksel yakinsak dizilerle cakigtigini gostermigtir. Tezin bu
kisminda dort boyutlu R H-regiiler matrisler i¢in carpan uzaylar incelenecek ve agagi-
daki teorem ile Khan ve Orhan (2007)"1n sozii edilen sonuglar1 dort boyutlu matrisler

ve ¢ift diziler icin verilecektir:

Teorem 4.5 A = (a%”) dort boyutlu RH -regiiler bir matris ve U dizi uzayr bir cebir
olsun. Bu durumda asagqdaki 6nermeler gerceklenir:
i) m@(U) bir cebirdir.

i) 19 c u c Sf) ise, A matrisi m® (U) dizerinde carpimsaldir, yani her
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x,y € m®(U) icin A(xy) = Ax)A(y) gerceklenir.

i) 1@ CuUc Sf) ve A negatif olmayan dort boyutlu bir matris ise

mPU) C {x €U : herp>1 ve bir L saysi igin P — limz 2, — LI ajy" = O}
n,m ik
gerceklenir.

iv) 1Y CUcC [U'Ef) ise

mPWU) 2 {X €U : bir L saps igin P — limz |z, — L] ‘a%”‘ = 0}
jk

gerceklenir.

Ispat. Onermelerin ispatlarina gecmeden énce m® Uu) C 0542) NU oldugunu gostere-

lim. x € m@U) olsun. e €

N U oldugundan carpan uzay tanimindan
X = xe € C(AQ) elde edilir. Dolayisiyla x € 0542) N U gergeklenir. Burada e ile tiim
terimleri 1 olan ¢ift dizi gosterilmektedir.
i) m® (U) bir lineer uzaydir. Gergekten her x,y € m® (i) ve her a,3 skalerleri icin
Z < cf) olmak iizere xz,yz € cf) olup axz + Byz = (ax + By)z € Cf) gerceklenir
yani ax + By €m®(U) gerceklenir. Simdi keyfi x,y € m® (U) alahm. x € m® ()
vey € cf) NU oldugundan xy € 0542) elde edilir. Diger yandan U bir cebir oldugundan
X,y € Uolupxy € c(j) NU elde edilir. Simdiy € m® (1) oldugundan her z € C(AQ) NU
icin yz € Cf) NU olur. Ayrica x € m®(U) oldugundan xy(z) = x(yz) Gcf) elde
edilir. Son olarak x,yz €l ve U bir cebir oldugundan xyz € U olup xy € m® (i)
elde edilir.
ii) x € m®(U) alahm ve ilk olarak A(x) # 0 oldugunu kabul edelim. Dort boyutlu
bir B = (bj;"*) matrisini

pm _ Gk ok

o Alx)

ile tanimlarsak A matrisi RH-regiiler oldugundan her j, k i¢in

P — lima%" =P — limb%” =

gerceklenir. Diger yandan x € m® (i) oldugundan her y € 0542) NU igin xy € cff)
olmaldir, yani A(xy) mevcuttur. Ayrica
Ak TikYsk (
A(x) A(x)
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A
olup B(y) = A(zz’)) mevcuttur. O haldey € cg) NU elde edilir, yani cf) NU gcg)mu

olur. Boylece Teorem 4.4’den B(y) = A(y) olup A(xy) = A(x)B(y) oldugundan
Alxy) = Ax)A(y)

elde edilir.
Simdi de x € m®(U) olmak iizere A(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Dért boyutlu
bir B = (bj") matrisini
biy' = ay"wi + ajy”
seklinde tanimlayalim. A matrisi RH-regiiler oldugundan her j, k icin

P —lima}" = P — limbj;" =0
n,m n,m

gerceklenir. Ayrica hery € cf) NU i¢in (BY)nm = (A2Y)nm + (AY)nm olacagr aciktir

ve x € m®) (U) oldugundan A(xy) mevcuttur. Bu durumda

B(y) = A(xy) + Aly)

gergeklenir. Buradan cf)ﬂu ch) NU olup Teorem 4.4’den B(y) = A(y) gerceklenir.
Diger yandan B(y) = A(xy) + A(y) = A(y) oldugundan A(xy) = 0 gergeklenir. O
halde A(x)A(y) = 0 ve A(xy) = 0 oldugundan 0 = A(xy) = A(x)A(y) elde edilir.
i) x € m@(U) olsun. mP(U) C cff) oldugundan x € 0542) olur, yani A(x) mevcut-
tur. A(x) = L olmak {izere bir z = (z;;,) dizisini her j, k i¢in z;;, = xj; — L olarak
tanimlarsak m® (U) lineer bir uzay oldugundan z € m® (U) olur. Burada [[.]] tam
deger fonksiyonunu gostermek tizere, her p > 1 icin z*(PI+) ¢ m®) (1) olmahdur.
Holder esgitsizliginden, her n, m icin

Z |20 — LIPaly® = Z |z — LIP (a?]g%)f(upﬂfl) (a?]gl)l‘fupnfn
gk ak

P 1
2([[plI+1) P —
2([lplI+1)  nm m l(RIESY)
(E |z, — L aly ay
j’k

j?k

IN

2<sz]>]+1)
= (Z 2y — LD ;“) O(1) (4.13)

.k
elde edilir. Burada

p
; 2([lp+1) nm e — 2(([Ipl}+1)) ] 2D
P —lim Z|xjk—L] ajy = [A(z )]
n,m I

36



olur. Ayrica A carpimsal oldugundan her ¢ dogal sayis1 igin A(z?) = [A(z)]! = 0
olur. O halde (4.13) esitsizliginden

P—limzujk—L‘va%”:

elde edilir.

i) 1@ CUcC U(Az) olmak tizere bir L sayis1 icin

P—lim2|xjk—Lpa}T:L

olacak bi¢imde bir x € U ve keyfi bir y € 0542) NU alalim. Ayrica

Z Ty = Z (zjx — L+ L) yjrajy"
Jk Jk
= L Z Yikagy + Z(Ijk — L)yrajy"
jk jk

= L(AY)um + Z(%‘k — L)yrajy
ik

yazilabilir. m® (U) lineer uzay oldugundan L = 0 almak genelligi bozmayacaktir.
Simdi her n,m, j, k igin b = ’a?,:”’ olmak tizere B = (bj;") dort boyutlu matrisini
tamimlarsak x dizisi sifira B-kuvvetli toplanabilir oldugundan ayni1 zamanda sifira B-
istatistiksel yakinsak olacaktir. Ayricax,y € U oldugundan xy € U olup hipotezden
Xy € Uf) gerceklenir. x dizisi sifira B-istatistiksel yakinsak ve B negatif olmayan

oldugundan Onerme 3.1’den 5(32)(K ) = 0 ve P —limz;;, = 0 olacak bicimde bir
(5,k)eKe

K C N x N mevcuttur. Ayrica xy € U(j) oldugundan her ¢ > 0 i¢in T' > H

oldugunda

sup E |2k k] ‘a%”‘ <e
n,m>N
gk:| @k |>T
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olacak bi¢imde N = N(e) ve H = H(e) saylar: meveuttur. Simdi her n,m > N ve

T > 0 i¢in
ijkyjka;'l]? < Z TikYjkyy | + Z TikY ik
Jik j,k:|mjk|>T j,kilﬁjk|§T
< swp Y w4+ T Y ey
n7m>Nj,k:|$jk|>T J,keK
Y s (1.14)
jkEKe
|xjkyjk|§T

yazabiliriz. xy € Uf) oldugundan (4.14) esitsizliginin sag tarafindaki ilk ifade
yeterince biiyiik 7" > 0 i¢in yeterince kiigiiktiir. Diger yandan 5?([( ) = 0 oldugun-
dan esitsizligin sag tarafindaki ikinci ifade de sifira P-yakinsaktir. Ayrica 'y € Uf)

oldugundan her n,m > M ve her () > 0 igin

nm nm
Y apymal| < > eyl o]

J,keKe j,keKe
’l"jkyjk|ST ‘ﬂﬂjkyjk|ST
|vix|>Q

+Q ) |zl |afy
7.k

keKe
’yjk | >Q
+Q Yl aj] (4.15)
7.k

olacak bigimde M > 0 mevcuttur. Burada y € Uf) oldugundan yeterince biiyiik

) > 0 sayilan igin esitsizligin sag tarafindaki ilk ifade yeterince kiiciiktiir. Ayrica

hipotezden P — limz || ‘a%”‘ = 0 oldugunu biliyoruz. O halde (4.14) ve (4.15)
n,m I

esitsizliklerinden her £ > 0 i¢in n, m > max { N, M} oldugunda

nm
E :xjkyjkajk

Jk

<€
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2)

elde edilir. Bu ise xzy € 054 oldugunu gosterir. O halde z € m® (i) olmahdir. m

Teorem 4.5’tin son iki tnermesi ve Teorem 3.2’den agagidaki sonug kolayca elde

edilebilir.

Sonug 4.1 A negatif olmayan RH -regiiler bir matris ve U dizi uzaiy lg;) cCuc Uf)

olacak bicimde bir cebir olsun. Bu durumda
mP(U) = stf) nuU
gerceklenir.

A-istatistiksel yakinsak ¢ift diziler uzay1 cebir ve iki cebirin arakesiti yine bir cebir

oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2 A = (a?,’:‘) dort boyutlu negatif olmayan RH -regiler bir matris ve U
dizi uzayr bir cebir olsun. Bu durumda asagidaki onermeler gerceklenir:

i) mg%)m(stf) N 0542) N L{,Cf)) bir cebirdir.

i) 1Y) cu Sf) ise, A matrisi ms) (stf) N cf) nu ,Cf)) tizerinde ¢arpimsaldar.

e
iii) 19 cu < P ise

() 2) ~ .2 (2)
mstf)mu(StA Necy NU,cy’)

C {x € Uﬂstf) : herp>1 ve bir L sayist i¢in P — limz |z, — L pa%" = }
o Gk
gerceklenair.

i) 1533 CUC Uf) 1se
2) (2) (2 (2)
mstf)mu(StA Ncy NU,cy’)
— {x € Uﬂstf) : bir L sayst iginP — limz |z, — L ‘a%”“‘ = 0}
n,m o

gerceklenair.

Khan ve Orhan (2007) A-toplanabilir diziler uzay:1 yerine A-istatistiksel yakinsak

diziler uzayim alarak agagidaki sonucu vermistir.
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Onerme 4.1 A, negatif olmayan regiiler bir matris ise mg , (sta, sta) = sta gercek-

lenir. Hatta herhangi bir U cebiri i¢in mg ,cu(sta VU, sta) = sta NU gerceklenir.

Burada A-toplanabilir ¢ift diziler uzay1 yerine A-istatistiksel yakinsak cift diziler
uzay1 alinarak Khan ve Orhan (2007)'in aligilmig diziler i¢in verdigi sonucun benzeri
dort boyutlu ortalama matrisler icin verilecektir:

(2)(stf), stf)) = stf) gergek-

Onerme 4.2 A dirt boyutlu ortalama bir matris ise m(i)

S

A
lenir. Hatta herhangt bir U cebiri icin m st(j) N, st(j)) = st(j) NU gerceklenir.

stf)ﬂu<

ispat. mSZQ)(stf),st(j)) C stg) oldugu carpan uzay tammmindan aciktir. Karsit
olarak x, yAe stf) alahm. Bu durumda Onerme 2.1’den (5512)(EX) = 5f)(Ey) =0
ve x, y dizileri sirasiyla £ ve EY kiimeleri iizerinde P-yakinsak olacak gekilde Ex,
Ey, € N x N alt kiimeleri mevcuttur. £ = Ey U E, alirsak 5(:)(E) = 0 olup xy
dizisi £° tizerinde yakinsaktir, o halde yine Onerme 2.1’den xy dizisi A-istatistiksel
yakinsaktir. O halde

(2)

sty C m(ié?)(st(j), stf))

gerceklenir.
Simdi U bir cebir olsun. Iki cebirin arakesiti yine bir cebir oldugundan Stf) N U bir

cebir olup ispat benzer sekilde tamamlanir. m

Asagidaki sonug, sinirh ¢ift diziler uzay: tizerindeki garpimsal matrisler goz oniine

alindiginda A-toplanabilme ile A-istatistiksel yakinsakligin denkligini vermektedir:

Sonug 4.3 B matrist 19 dizerinde carpimsal ve negatif olmayan dért boyutlu bir
matris ise

cg) NP = stg) ni®
gerceklenar.
Ispat. Carpimsal metodlar icin c(BQ) N2 Cm® (lé?) olup cg) N2 O m® (lg))

her durumda dogru oldugundan ilk olarak cg) IR =m® (lg?) elde edilir. Ayrica

Sonug 4.1’den m(2)(lg)) = stf) NI oldljl%undan ispat tamamlanir. m
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