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Kisaltmalar

EAD
EH
DGP
FLRW
ACDM
GRT
KMAF

: Einstein-Hilbert aksiyonu

: Madde-enerji aksiyonu

: Maddenin Lagrange yogunlugu
: Komiitasyon fonksiyonlari

: Gauss-Bonnet terimi

: Digsal egrilik

- Hiperylizeyin normali
: Zar lizerinde efektif yerel olmayan enerji yogunlugu
: Zar lizerinde efektif yerel olmayan enerji akisi

: Zar lizerinde efektif yerel olmayan esyonsiiz basing

Aciklama

: Einstein alan denklemleri

: Einstein-Hilbert

: Dvali-Gabadadze-Porrati

: Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

. A -l soguk karanlik madde-enerji (cold dark matter with A)
: Genel Rolativite Teorisi

: Kozmik mikrodalga arkafonu
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OZET

DOKTORA TEZi

YUKSEK MERTEBEDEN EGRILIKLI GRAVITASYONDA MAKASLAMASIZ
KOZMIiK AKISKAN iDDIiASI

Deger SOFUOGLU

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist

Fizik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Hasim MUTUS

Bu tezde, rolativist kozmolojinin makaslamasiz miikemmel akiskan iddiasinin F(R)-
gravite, F(G)-gravite ve zarevren teorilerinde karsiliginin olup olmadigini arastirdik.
F(R) ve F(G)-gravitede metrige dayali bir yaklasim kabul edereck ve bu teorilere
genellestirilmis tetrad denklemlerini kullanarak kaynagi makaslamasiz miikemmel
akigkan olarak alinan F(R)-gravite ve F(G)-gravitenin alan denklemlerinin ayni anda
donen ve genisleyen ¢oziimlerinin varligini aragtirmak i¢in, uzayca homojen ¢ metrik
g6z oniine aldik. F(R)-gravitede donen Bianchi-tip II ile genisleyen Gddel tip evreninin,
bu degisiklige ugratilmig gravite teorisinin alan denklemlerinin ¢oziimii olarak kabul
edilmedigini gdsterdik. Ote yandan, hem genisleyen ve ayn1 zamanda hem donen bir
makaslamasiz Bianchi-tip IX evreninin var oldugu iki tip F(R) modeli bulduk. Bu
evrenin madde igerigi F(R) modelin tipine ve kozmolojik sabite bagl olarak pozitif ya
da negatif basingl bir miikemmel akiskan ile tasvir edilmistir; kozmolojik sabitin sifir
oldugu 6zel durumda evrenin piir radyasyon ile dolu oldugunu bulduk. Durumlar ne
olursa olsun, evren daima ii¢ dogrultu boyunca esyonsiiz uyusuk genisleme
gostermektedir ve evrimlesmesi de diiz bir Milne evreni gibidir. Donme ise kozmik
zamanla ters orantilidir. Bir baska sonu¢ ise Weyl tansoriiniin gravito-magnetik
kisminin sifir olmamasi ve dolayisiyla bu modelin gravitasyon dalgalarinin yayilimina
izin vermesidir. Cozumimuiz, F(R)-gravitede genel rolativist makaslamasiz akiskan
iddiasiin karsiliginin bulunmadigina destek veren ikinci bir 6rnegi olusturmaktadir.

F(G)-gravitede, stasyoner Godel modelinin genisleyen bir versiyonunun alan
denklemlerinin ¢6ziimii olarak kabul edilmedigini bulduk. Buna karsilik, daha da
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genellestirilmis Godel metrik formuna ait bir sinif, tetrad denklemlerinin tam kiimesinin
tutarsizligina yol agmaksizin ¢éziimii olabilmektedir. Mamafih, zamana bagh 6l¢ek
carpaninin fonksiyonel karmasikligindan dolay1 bir F(G) modeli olusturmak mimkin
olamamistir. Ayni durum donen Bianchi-tip 1X modeli i¢in de gegerlidir.

Zarevren modellerinde, kovaryant bag denklemlerinin tutarlilik analizi yaklagimini
kullanarak iki 6zel durumu g6z 6niine aldik: plr zarevren igin ivmesiz pur-Coulombsu
durumda iddianin dogru oldugunu, indiiklenmis graviteli F(R)-zarevren ve plr zarevren
modelleri i¢in ivmesiz durumda ise makaslamasiz miikemmel akigkanin ayni anda
donme ve genislemeye sahip oldugu durumlar olabilecegini gosterdik.

Eylul 2014, 151 Sayfa.

Anahtar kelimeler: Makaslamasiz akiskan, f(R)-gravite, f(G)-gravite, Gauss-Bonnet,
kozmoloji, yiiksek mertebeden gravitasyon, kovaryant evrim ve bag denklemleri, tetrad.
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SUMMARY
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SHEAR-FREE COSMIC FLUID CONJECTURE IN HIGH ORDER
CURVATURE GRAVITY
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Department of Physics
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In this thesis, we have investigated whether or not there is a counterpart of the
relativistic shear-free perfect fluid conjecture within the context of F(R)-gravity, F(G)-
gravity and braneworld theories. In F(R) and F(G)-gravities by adopting a metric based
approach and making use of tetrad equations, extended to these theories we have
considered three spatially homogeneous metrics in order to investigate the existence of
simultaneously rotating and expanding solutions of the F(R)-gravity and F(G)-gravity
field equations with shear-free perfect fluids as sources. We have shown that in F(R)-
gravity the Godel type expanding universe, as well as a rotating Bianchi-type 1l
spacetime allow no such solutions of the field equations of this modified gravity. On the
other hand, we have found that there exist two types of F(R) models in which a shear-
free Bianchi-type IX universe can expand and rotate at the same time. The matter
content of this universe is described by a perfect fluid having positive or negative
pressure, depending on the type of F(R) model and on the cosmological constant; in the
particular case of a vanishing cosmological constant we have found that the universe is
filled with a pure radiation. Whatsoever the cases, the universe exhibits always coasting
anisotropic expansions along three spatial directions evolving like a flat Milne universe,
and has a vorticity inversely proportional to cosmic time. A further result is that, due to
the nonvanishing of the gravito-magnetic part of the Weyl tensor, this model allows for
gravitational waves. Our solution constitutes one more example giving support to that in
F(R)-gravity there is no counterpart of the general relativistic shear-free conjecture.



In F(G)-gravity, we have found that an expanding version of the stationary Godel metric
is not admitted as solution of field equations. By contrast a class of a further generalized
form of the Godel metric could be allowed as solution of the full set of tetrad equations
without leading to any inconsistencies. However, due to the functional complexity of
the time dependence of the scale factor the reconstruction of a F(G) model is avoided.
Such a situation has been also encountered in rotating Bianchi-tip XX model.

In braneworld models, we have used the consistency analysis approach of the covariant
constraint equations and have considered two special cases: for the pure braneworld in
the acceleration-free pure-Coulombien case we have shown that the conjecture is true
while for the F(R)-braneworld with induced gravity and pure braneworld in the
acceleration-free case there may be situations where a shear-free perfect fluid could
have simultaneous rotation and expansion.

September 2014, 151 Pages.

Keywords: Shear-free fluid, f(R)-gravity, f(G)-gravity, Gauss-Bonnet, cosmology, high
order gravity, evolution and constraint equation, tetrad.



1. GIRIS

Genel Rolativite Teorisinde (GRT) Einstein Alan Denklemleri (EAD) i¢in madde-enerji
kaynag1 olarak makaslamasiz miikkemmel akiskan alindiginda, elde edilen ¢ozimler
arasinda, Newton’un gravitasyon teorisindeki duruma Karsit bir sekilde, hem genisleyen
hem de donen bir evreni tasvir eden bir ¢oziim bulunmamaktadir. Bagka bir deyisle, bir
makaslamasiz miitkemmel akiskan igin evren ya donmesiz, ya genislemesiz, ya da hem
donmesiz hem genislemesiz olmalidir. Bu durumlara en iyi bilinen 6rnekler: donen
fakat genislemeyen stasyoner Gddel evreni ve genisleyen fakat donmeyen Robertson-
Walker evrenidir. S6z konusu kaynak tipi icin, hem dénen hem de genisleyen bir ¢6ziim
olamayacag ilk kez Godel tarafindan 1950°de ispatsiz olarak verilen bir teoremle ileri
stiriilmiistiir [1]. Bu teoremde Godel, makaslamasiz toz dolu bir homojen Bianchi-tip IX
evren modelinin genisleyebilecegini ya da donebilecegini, fakat her iki durumda
olamayacagimi savunmustur. 1957°de Schiicking bir metrik yaklasim kullanarak
Godel’in bu sonucunu toz dolu uzayca homojen modeller sinifina genellestirmistir [2].
Daha sonra, 1967°de Ellis, ortonormal tetrad formalizmini kullanarak uzayca
homojenlik durumuna kisitlamanin gereksiz oldugunu gostermistir [3]. Hemen

sonrasinda, Treciokas ve Ellis, ¢ enerji yogunlugu ve p de basing olmak iizere
1+ p =0 kosuluna uyan makaslamasiz bir miitkemmel akigkanin ayni anda hem dénme

hem de genisleme goéstermesinin olanaksiz olacagi iddiasini ortaya atmigslardir [4].
“Makaslamasiz miikemmel akiskan iddias1” olarak adlandirilan bu iddia son kirk yildan
bu yana oldukca ilgi ¢ceken konulardan biri olagelmistir. Pek ¢ok arastirmaci [5-19], ya
0zel koordinat sistemleri ya da amaca uygun tetrad ¢atilar1 g0z Online alarak ve yahut
da, gozlemciye bagli olmamasi dolayisiyla daha genel bir yontem olan, tamamen
kovaryant yaklasimi kullanarak ve ayrica da gerek hal denklemleriyle ve gerekse de
akigkanin bazi kinematik ve dinamik biyiklikleri hakkinda birtakim 6zel varsayimlar
da yaparak gerceklestirmis olduklari caligmalarda bu iddiaya giiclii destek vermislerdir.
Ne var ki, bu ¢ok 6zel durumlarin diginda genel durumlar i¢in iddianin dogrulugu ya da
yanligshiginin heniiz ortaya konulmas: miimkiin olamamistir. Dahasi, giiniimiizde, bu

iddiay1 yanlislayan bir karsit ¢6ziim dahi bulunmamaktadir. GRT’nin alan



denklemlerine dayali kozmolojinin kastedildigi Rolativist Kozmoloji ¢ergevesinde, hem
donmeli hem genislemeli makaslamasiz ¢ozlimler insa etmenin bir yolu mikemmel
akiskan kaynagi kisitlamasini1 gevsetip madde-enerji igerigine 1s1 akis1 ya da esyonsiiz
basing ithal etmektir; bir baska deyisle enerji-momentum tansérd bir mikemmel
olmayan akiskan seklinde olmalidir [20]. Bir bagka yol ise, enflasyon senaryolarinda
oldugu gibi, mesela skaler alanlar igeren daha genel enerji-momentum tansorleri g6z
oniine almaktir [21]. Ote yandan, en basta sdylenildigi gibi Newton’un gravitasyon
teorisinde bu iddianin karsiligi bulunmamaktadir; yani, bu teoride hem dénen hem de
genisleyen makaslamasiz milkemmel akiskan ¢oziimleri bulunmaktadir [2,16,22]. Boyle
bir durumun varligi, makaslamasiz akiskan iddiasinin GRT’nin kendi yapisindan
kaynaklaniyor olabilecegini ve dolayisiyla gravitasyonel olaylar1 tasvir icin GRT’ye
alternatif olarak ileri sirilen teoriler ¢ercevesinde miimkiin karsit-ornekler
bulunabilecegi beklentisini telkin etmektedir. Gergekten de, bu beklentiyi destekleyen
bir girisim yakin zamanlarda Abebe ve dig. [23] tarafindan, GRT’ye alternatif
teorilerden biri olan ve evrenin ileri zamanindaki kozmik ivmesi ve ge¢mis zamanindaki
enflasyonu gibi bir takim kozmolojik meseleleri ¢6zme konusunda son onbes yildan bu
yana ¢ok ilgi ¢cekmis olan F(R)-gravite teorisi [24-31] ger¢evesinde yapilmistir. Standart
Einstein-Hilbert (EH) aksiyonu, R egrilik skaleri yerine keyfi bir F(R) fonksiyonu
alinarak degistirildiginde, metrik tansdre gore genel olarak dordiincii mertebeden kismi
tirevli alan denklemlerine yol acan bu teoride, Abebe ve dig. 1+3 kovaryant formalizmi
kullanarak bir Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) arka fonuna gore
lineerlestirilmis bir pertiirbasyon yaklasikliginda katr akiskanh bir R*-gravite modelinde
hem donen hem de genisleyen diiz bir Milne-evren ¢6ziimii bulundugunu
gostermislerdir. Bilebildigimiz kadariyla, bu, Newtonsal olanlarin disinda makaslamasiz
akigkan iddiasina ilk karsit ornegi olusturmaktadir. Mamafih, boyle bir ¢6zimin
lineerlestirme kararsizlign gosterdigini soylemek gerekmektedir; soyle ki, bulunan
sonug, lineerlestirme siirecinde ikinci mertebeden terimlerin atilmasi nedeniyle,
tamamen non-lineer teorinin bir tam (exact) ¢dzimuindn limiti olmayabilmektedir
[31,32]. Bundan otlrld, F(R)-gravitede rolativist makaslamasiz akiskan iddiasinin

karsilig1 olamayacagi sonucunu disarilamak dogru olmayacaktir.



Bu Tez’de, ROlativist Kozmolojinin makaslamasiz akigkan iddiasini, pek ¢ok
kozmolojik meseleye agiklama getirmek tizere GRT’ye alternatif olarak ileri surulen ve
genel olarak “degisiklige ugratilmis gravitasyon teorileri”, ya da “ylksek mertebeden
egrilikli gravitasyon teorileri” olarak anilan teoriler c¢ergevesinde ele alacagiz.
Bunlardan, ilk ikisi 4-boyuttaki F(R,G)-gravitenin 6zel halleri olan, F(R)-gravite ve
F(G)-gravite [33-43] ve sonuncusu ise 5-boyutta zarevren teorileri [44-64] olacaktir. Bu
teorilerin alan denklemlerinden hareketle, bir koordinatsal tabanda standart tansor
hesab1 araciligiyla ¢6ziim bulmaya yonelmek, s6z konusu amaci gergeklestirmek icin:
1) igin i¢ine akigkanin kinematik 6zelliklerini dogrudan dogruya dahil edememek; 2)
uzay-zamanin simetrilerini kolayca tasvir edememek; 3) alan denklemlerinin Bianchi
Ozdeslikleri gibi integre edilebilirlik kosullarini kapsayamamak; 4) hem koordinat
sistemine bagli ve hem de ikiden daha yuksek mertebeden tirevli denklemlerle is
gormek vb... nedenlerle yukaridaki amacimiz i¢in hi¢ uygun degildir. Biz, bu ¢alismada
alan denklemlerini dogrudan dogruya hesaplamak yerine, yukarida siralanan
olumsuzluklar1 i¢cermeyen uzay-zamanin 1+3 kovaryant ayristmina dayali kovaryant
evrim ve bag denklemlerini kullanacagiz. Ayrica da, bir uzay-zaman araligi (metrik
ifadesi) s6z konusu oldugunda, uzay-zamanin simetrilerinin ve kinematik 6zelliklerinin
dogrudan yansitilmasini barindiran ve kovaryant denklemlerden daha da kapsamli olan
tetrad formalizmini kullanacagiz. Birinci yontem, evrenin madde-enerji igerigi bir
akigkan gibi yorumlandiginda kovaryant (goézlemciden bagimsiz) rolativist
hidrodinamik denklemlerin tesisine dayanmaktadir. Bu yontemin ana hatlar1 ve
denklemleri, 1960’lardan itibaren yapilan ¢aligmalarin sonucunda Ellis [3,65,66]
tarafindan derli toplu zarif bir bigcimde derlenmistir. Tetrad formalizmi ise, yine pek¢ok
arastiricinin katkilariyla Ellis ve MacCallum [3,66,67] tarafindan gelistirilmis ve
kozmolojiye uygulanmistir. Bu tezde, makaslamasiz akiskan iddiasi i¢in, yukarida sozii
edilen gravitasyon teorilerinde, bu yontemlerle elde edilmis evrim ve bag denklemlerini
kullanacagiz. Literatiirde, bilebildigimiz kadariyla, 1+3 kovaryant ayrisim ydntemi
yalmzca F(R) ve F(G)-gravite ile Randall ve Sundrum’un pir zarevren kozmolojisine
[68-73] uygulanmistir. Biz bunu, daha genel olarak F(R,G)-graviteye ve indiiklenmis
graviteli F(R)-zarevren modellerine uygulayip bunlar i¢in kovaryant evrim ve bag
denklemlerini tesis edecegiz. F(R,G)-gravite denklemlerinin ayrica tetrad versiyonlari

da gerceklestirilecektir.



Calisma planimiz $Oyle olacaktir: 2. Bolim’de, 6nce, GRT’nin temel geometrik
bagmtilarim1  kendi notasyonumuz ¢ercevesinde tanitiyor ve sonra da, yliksek
mertebeden egrilikli gravitasyon teorilerinin ortaya ¢ikis nedenlerine kisaca
deginiyoruz. 3. Bdliim’de, 143 kovaryant ayrisim yontemi ile tetrad formalizminin
dayandig1 geometrik gerceveyi agikliyor ve evrim ve bag denklemlerini listeliyoruz. Bu
bolimde, Tezimizde goz Oniine alinacak gravitasyon teorilerinin alan denklemlerini
yaziyoruz. Bulgular béliimiinde, once efektif akigkan yaklagimii kullanarak 1+3
kovaryant ayrisim teknigini F(R,G)-gravitenin alan denklemlerine uygulayip efektif
dinamik biyukltklerin ifadelerini tesis ediyor ve bunlara dayanan kovaryant ve tetrad
evrim ve bag denklemlerini ¢ikarimliyoruz. Hemen sonrasinda, F(R)-gravitede, biri
Godel tip genisleyen kozmolojik model, diger ikisi de donmeli ve genisleyen Bianchi-
tip Il ve Bianchi-tip 1X modelleri olmak Uzere, uzayca homojen ¢ model igin
mitkemmel akigkan varsayimi altinda, tetrad evrim ve bag denklemlerini hesapliyor ve
varilan denklem sisteminin, hem modellerin parametreleri ile hem de zamana bagh
Olcek carpani varsayimiyla tutarli olup olmadigini arastirtyoruz. Benzer isi, F(G)-
gravite cercevesinde, Godel tip genisleyen model ile donmeli Bianchi IX modeli i¢in
tekrarliyoruz. Makaslamasiz, donen ve genisleyen bir uzay-zaman metrigi se¢ip bunun
alan denklemleri tarafindan miitkemmel akiskan varsayimi altinda ¢6ziim olarak kabul
edilip edilmedigini arastirmamizdaki neden, degisiklige ugratilmis s6z konusu teorilerde
iddiay1 destekleyen ya da karsit 6rnek olusturacak somut bir ¢oziim bulmak amacini
gutmektedir. iddianin ortaya ¢ikis tarihlerinde, baslangicta izlenen bu tiir girisimler daha
sonralar1 Senovilla ve dig. [16] nin ¢alismalariyla mahiyet degistirmis ve somut ¢6ziim
bulmak yerine, kovaryant denklemlerden yola ¢ikarak bunlarin makaslamanin sifir
olmasi halinde, € ile genisleme ve w ile de donme gosterilmek Uzere, fw =0
kosulunun kovaryant bag denklemlerinin evriminde herhangi bir celiskiye yol agip
agmadig1 arastirilmistir. Biz de, Senovilla ve dig. nin yontemini, indiiklenmis graviteli
F(R)-zarevren olarak ele alacagimiz modele, daha farkli sekilde ifade edilmis evrim ve
bag denklemlerini kullanarak uygulayacagiz. Bunun i¢in, 6nce kendi notasyonumuza
uygun bir sekilde gerekli komiitasyon bagintilarin1 ve 6zdeslikleri en genel durum igin
tesis ediyor ve bunlarin yardimiyla baglarin tutarliligi analizini gergeklestiriyoruz.
Tartisma ve Sonug¢ boluminde ise yapilanlarin degerlendirmesini ve tartigmasini

sunuyoruz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. GENEL ROLATIVITE TEORIiSi

Einstein’in Genel Rolativite Teorisi, gravitasyonu, metrigi (Birinci temel form)
ds® = g, dx*dx" (2.1)

olan 4-boyutlu egrisel bir uzay-zaman manifoldunda ele alir ve bu uzay-zamanda

madde-enerjinin geometri ile yerel etkilesmesini
1 2
Gab = Rab _E Rgab = _Agab +K Tab (22)

alan denklemleriyle tasvir eder. Burada: G,,, Einstein tansori; R, , Ricci tansoru; R,
Ricci skaleri ya da uzay-zamanin skaler egriligi olup bunlar g, metrik tansor ile bunun
birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri cinsinden tanimlanmistir. A (A >0,A<0,A= 0)

ve x° ise birer sabit olup sirasiyla, kozmolojik sabit ve Einstein kuplaj sabiti olarak

adlandirlirlar.  x*, G Newton gravitasyon sabiti ve ¢ de 151k hiz1 olmak iizere,

o816

C4

dir. (2.2) denklemleri, G, nin simetrik olmasindan Otiirii en fazla 10

bagimsiz denklem olup uzay-zamanin geometrisini, T, enerji-momentum tansori
araciligiyla tasvir edilen madde-enerji dagilimina yerel olarak baglar. Bu denklemler,
bilinmeyen g, alaninin en fazla ikinci mertebeden tiirevlerini igeren, lineer olmayan

(non-lineer) ve birbirlerine bagl (kuple) bir diferansiyel denklem sistemi olustururlar.

GRT nin baglica ugrasi, T,, madde-enerji alan1 tarafindan dogurulan g, gravitasyon

alan ¢ozimlerini bulmak ve incelemektir. Ancak, bir yandan denklemlerin matematiksel
yapisindaki nonlineerlik ve kuplelik gibi giicliikler, diger yandan da madde-enerji
dagilimmin iyi biliniyor olmamasi, s6z konusu problemin kolayca ele alinmasini

onlemektedir. Bununla beraber, gerek enerji-momentum tansorii hakkinda bir takim



Ozel segimler (toz, miikemmel akiskan, vb...) ve gerekse de uzay-zaman hakkinda bir
takim simetrilere dayali basitlestirici varsayimlar kullanimi, alan denklemlerini nispeten
sadelestirip bilinmeyen sayisini da indirgeyebilmektedir. Bu son sdylenene en giizel
ornek, kiiresel simetri varsayimina dayali meshur Schwarzchild ¢oziimiidiir. Iyi bilinen
diger bir 6rnek de evrenin homojen ve esyonlii oldugu varsayimina dayali Robertson—
Walker metrik onc¢oziimiidiir (ansatz). Keza, uzayca homojen fakat esyonsiiz olan
Bianchi—tip modeller de sik kullanilan yararli 6n¢6ziimlerdir. Giinlimiize degin, (2.2)
denklemlerinin ¢oziimiinii bulmak {izere, yukarida sozii edilen metrik yaklasimin
yanisira tetrad formalizmi, uzay-zamanin 1+3 ipliklenmesi, uzay-zamanin 3+1
dilimlenmesi, pertiirbasyon yaklagimi gibi pek cok teknik gelistirilmistir. Amacimiza

uygun olarak bunlardan ilk ti¢iine kisaca deginilecektir.
2.1.1. Temel Geometrik Bagintilar ve Yazihis Kabulleri

Bu alt bolimde ileride kullanilacak ya da adi gegecek temel geometrik ve dinamik
bayukltkleri 4-boyutlu uzay-zaman hali i¢in kisaca sunmaktayiz. Bunlarin 5-boyuta
genellestirilmesi ise ¢ok kiigiik degisikliklerle miimkiin olacaktir. Tansér bilesenleri

a,b,...=0,1,2,3 indisleriyle gosterilmek tzere gegici bir koordinat sistemi segildiginde,
metrik bu sistemde, imzas1 (-1,+1,+1,+1) olan, Lorentzsel bigimde alinacaktir. Bu

imza kabulune gore bir X 4-lu vektor XX, =-1,0,1 normlanmasimna gore, sirasiyla,

zamansal, 151ksal ve uzaysal olarak adlandirilacaktir.

Uzay-zamanin igsel (intrensek) egriligini veren Riemann egrilik tansorii, keyfi bir X
vektoriiniin  kovaryant tiirevlerinin yerdegistirici olmamalarinin bir sonucu olup

burulmasiz uzay-zamanlar i¢in

2V, VX, = Ry X (2.3.9)

]

Ricci 6zdesligi ile tanimlanmaktadir. Bir X tansorii i¢in ise, 6zdeslik

2v[avb]xcd = Recbaxed + Redbaxce (23b)

bicimindedir. Burada V, operator,



a 1 al
I be :Eg d(ﬁbgdc"‘acgdb_adgbc) (2.4)
ile Christoffel sembolleri gosterilmek Gizere bir X" tansori igin
VaX bmc... = 8aX bmc... + Fbamx mmc... T I_‘mac X bmm... T (25)

bi¢iminde tanimlanan kovaryant tiirevdir (tiirev indisinin tarafimizdan I' larda ilk alt

indis olarak kullanildigina dikkat edilmelidir). Buna gére Riemann egrilik tansorii

Rabcd =0 radb _adracb +Fedbrace _recbrade (2.6)

C

ile verilecektir. Riemann egrilik tansériiniin
R =R, =R, ve R*s» =R% =R (2.7)

olmak ftizere sifirdan farkli iki izi bulunmaktadir. R, ye simetrik Ricci skaler egrilik

tansorii ve R ye de 4-boyutlu uzay-zamanin Ricci egrilik skaleri denir.

Riemann egrilik tansord, (2.3) ile verilen Ricci diferansiyel 6zdesliklerinden baska,

Rabed = Rianjea] = Rewa  (Birinei Bianchi Ozdesligi) (2.8.9)
Rabea] =0 (Ikinci Bianchi Ozdesligi) (2.8.b)
V[aRbc]de =0 (28C)

ozdesliklerini saglar. Ote yandan, bu sonuncunun iki kere biizilmesi

a

V.R% Z%VbR (2.9)

0zdesligini verir ki, bu (2.2) alan denklemlerinde kullanilirsa,

V.G*=0=>V T*=0 (2.10)



denklemine yol agar. Bu T, enerji-momentum tansdriiniin korundugu anlamina gelir.
Yukaridaki ifadelerin yazilisinda (M4,g) uzay-zamaninin burulmasiz, yani, f bir skaler

fonksiyon olmak (izere
V.V, f-V V. f=-T°0.f (2.11)

ile tanimli T°p =T%c —I'*¢w burulma tansoriiniin  6zdes olarak sifir oldugu

varsayllmistir. Bu varsayimin sonucu koordinatsal bir tabanda Christoffel sembolleri alt
indislerine gore simetrik yani I'*,c =% olmaktadir. Ancak, genel bir taban (tetrad)

s0z konusu oldugunda, uzay-zaman burulmasiz olsa dahi, bOyle bir simetri yoktur.

(2.7) bagintisindan anlagilacagi gibi, R, Riemann egrilik tansorii biliniyorsa, R,

Ricci tansori ve R Ricci skaler egriligi biizme islemi ile elde edilebilmektedir. Ancak

bunun tersi dogru degildir. Zira, R,; ve R, R, nin iz kisimlarin1 olusturdugu i¢gin
R Y1 yalnizca bunlar cinsinden ifade etmek miimkiin olmayip bir de, C,,, ile

gosterilen izsiz kismina gerek bulunmaktadir. C_, ye Weyl tansori ya da konform

egrilik tansorii denilmekte olup 4-boyutta
1
Rabcd = Cabcd + Ra[cgd]b - Rb[cgd]a _5 Rga[cgd]b (212)

bagmtisiyla tanimlanir. Bu tansér R, nin (2.8) deki simetri 6zelliklerinin timind

saglar ve ayrica da tiim indislere gore izsiz olma 6zelligi tasir. Yani,

Cabet = Cravea] = Ceaan (2.13.9)
Cafoea) =0 (2.13.b)
Cac=0 ve C%p=0 (2.13.)
ViaCrcpee =0 (2.13.d)

ozellikleri vardir. Ote yandan, (2.12) bagmtisinin her iki tarafinin diverjansi alinr ve

(2.9) bagintisinda kullanilirsa



a 1
VaC bed :V[cRd]b +€ gb[CVd]R (214)

bagmtisina vartlir ki, bu, Weyl tansoriinii (2.2) denkleminin yardimiyla T, enerji-
momentum tansoriine baglama olanagi saglamaktadir. Soyle ki; (2.2) ile gosterilen
Einstein alan denklemleri yerel kaynaklarmm R, yi belirlemesini tasvir eder ve (2.12)
uyarinca R, ve R araciligiyla yerel kaynaklarin R, ye katkis1 elde edilir. Yerel

olmayan kaynaklardan gelen katkiyr ise (mesela gravitasyon dalgalari, gel-git

kuvvetleri) Weyl tansorii verir. Dolayisiyla Weyl tansoriine serbest gravitasyon alani
goziiyle bakilir. R, tansorii aslinda Einstein alan denklemlerinin ¢dziimii olan
metrikten hareketle, (2.6) denklemi araciligiyla, tiiretme yoluyla bulunabilir. (2.12)
denklemi R, ve R ile birlikte, eger C,., Weyl tansorii de bilinirse R, nin
bulunabilecegini soylemektedir. O halde (2.2) ile gosterilen Einstein alan denklemlerini
integre etmek yerine, bunlara R, yi T, cinsinden ifade eden cebirsel denklemler

go6zlyle bakmak gerekecektir, yani
1
Rab :Tab _E gabT +Agab (2153-)

R=-T +4A (2.15.b)

dir. Bunlar (2.14) e yerlestirilirse
a 1
VaC bed = V[ch]b +§ gb[ch]T (216)

elde edilir ki, bu da, Weyl tansoru icin hareket denklemidir.

Yukarida soylenildigi iizere, Riemann tansorii genel bir n-boyutlu manifoldun igsel
egriligini ifade eder. Bu manifolda daldirilmis, (n-1)-boyutlu manifolda ise (n-1)-

boyutlu hiperyizey denir ve bunun n-boyuttaki egrilmesini ise

K,=D,n=hh'v.n,, (=K,=K,) (2.17)
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bagintistyla tanimlanan K, “dissal egriligi” (Ikinci temel form) belirler. Burada n ile
hiperyuzeyin &, =—-1,0,1 olmak Uzere, n,n* = ¢, bigiminde normlanmis normali, V ile
n-boyutlu kovaryant tirev, h, ve D ile de §3.1 de deginilecegi lizere, sirasiyla

izdiisiirme operatorii ve tamamen izdistrilmis (n-1)-boyutlu kovaryant tlrev

gosterilmektedir. Her iki manifoldun Riemann egrilik tansorleri birbirlerine

n_1Rabcd = haphk? hg hj "R +é, (Kac Kbd - Kbc Kad ) (218)

pars
Gauss bagmtisiyla baghidirlar. Bunun biiziilmiis sekilleri ise

"IR,, =hPhI "R, —&,n*hin'hs "R+, (KK,, — K KE,) (2.19)

pqrs

ve
"R="R-2¢n*n""R, +¢&, (K*-K_K*) (2.20)

olup bunlara sirasiyla, Biiziilmiis Gauss Bagintis1 ve Skaler Gauss Bagintis1 denir.

(2.3.a) da X yerine 0zel olarak n normalini almak

D,K,, - D,K,. =h’h’h' "R (2.21)

pC]I’SnS
D, -D,K,” =—h? "R n° (2.22)

bagintilarina yol agar ki, bunlara da sirasiyla Codazzi-Mainardi Bagintis1 ve Biiziilmiis

Codazzi-Mainardi Bagintisi denir.
2.2.YUKSEK MERTEBEDEN EGRILIKLI GRAVITASYON TEORILERIi

(2.2) ile verilen Einstein Alan Denklemlerini (EAD),

S=S., +S,

_ 1 jd4x\/§(R—2A)+Id4x\/¥Lm(gab,l//)

2k

(2.23)

ile tanimlanan bir aksiyondan hareketle, metrige gore bir varyasyon ile elde etmek

mumkundir. Burada S, , R Ricci skaleri olmak tzere, Einstein-Hilbert (EH) aksiyonu
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(A-l); S, ise, L, madde-enerji Lagrange yogunlugu olmak uUzere, madde

m m
aksiyonudur. Birinci aksiyon R ye gore lineer olup (2.2) nin sol (geometrik) kismini;
ikincisi ise
oL,

T, = —289—;“b+ O (2.24)

ile taniml1 T, enerji-momentum tansérund verir.

Cok 1yi bilindigi iizere, EAD’nin gegerliligi Giines sistemimizde, yani zayif gravitasyon
alaninda (diisiik enerji) biiyiik bir giivenilirlik derecesinde kanitlanmistir. Ancak, mesela
evrenin baglangi¢c anlarinda (Planck uzunluklarinda), egriligin ¢ok yiiksek ve de
kuvantum dalgalanmalarinin ¢ok siddetli olabilecedi gdz 6niine alinirsa, Oklitsele yakin
bir topolojik yapinin (zayif gravitasyon) fazla olasi olamayacagi diisiiniilebilir. Einstein-
Hilbert aksiyonunun R ye gore lineer olmasi, kuvantum gravitasyonunda ortaya ¢ikan
ve renormalizasyonu Onleyen istenmeyen diverjanslar1 elemekte yetersiz kalmaktadir.
Bu bakimdan, yani, kuvantum diizeltmelerini GRT kapsami i¢ine almak i¢in, (2.23)
aksiyonunda R ye gore lineer olmayan gravitasyonel Lagrange’yenler kullanmak hi¢ de
anlamsiz goriinmemektedir. Bu baglamda, Einstein’in GRT’sine, egriligin ¢ok giiclii
oldugu durumlar1 da kapsayan daha genel bir gravitasyon teorisinin diisiik enerji limiti
oldugu goziiyle bakilmaktadir. Dortten daha biiyikk boyutlart ilgilendiren ve
gravitasyonu kuvantize etme amacini tagiyan bu girisimlere birazdan tekrar donmek

Uzere, Once 4-boyutta EAD’yi degisiklige ugratma girisimlerine deginelim.

4-boyutta, EH aksiyonunu ve dolayisiyla da EAD’yi degisiklige ugratma yaklasimlarina
onemli bir gerekceyi “karanlik enerji” olarak anilan problem etrafinda siirdiiriilen
tartismalar olusturmaktadir. Ik defa 1998°de ortaya konulan ve giiniimiize kadar gesitli
gozlem gruplar tarafindan da dogrulanan Siipernova Tip-la kizilakayma uzaklik
gozlemleri ve de kozmik mikrodalga arkafonu (KMAF) sicakligindaki dalgalanma

spektrumuna iliskin gozlemsel veriler evrenimizin:
e giiniimiizde ivmelenen (hizlanan) bir genigleme evresinde bulunduguna;

e uzaysal egriliginin sifir (diiz uzay) olduguna;
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e 10" mertebesinde homojen ve esyonlii olduguna

isaret etmektedir. Gilinlimiizde bdyle bir ivmelenmeyle genislemeyi GRT, evrenin
icerdigi  bilinen (goézlenen) enerji miktarindan hareketle agiklayamamaktadir.
Aciklanmasi i¢in ¢ok daha biiyiik miktarlarda enerji gerekmektedir ki bunun kaynaginin
ne oldugu hakkinda c¢ok cesitli spekiilasyonlar yapilagelmektedir. Mahiyeti ne olursa
olsun evrenin geg-zamanindaki ivmeli genislemesinden sorumlu etken “karanlik enerji”
olarak adlandirilmaktadir. Ote yandan, galaksimize iliskin gdzlemsel veriler ile
galaksilerin merceklenme goriintiilerinden hareketle evrenimizde bir de “karanlik
madde” denilen bir madde tiirli olmas1 gerektigi de ortaya ¢ikmistir. Bu karanlik
maddeye aday olarak oOnerilenler arasinda nétrino, beyaz ciiceler, Macholar, vb...
sayisiz standart madde tiirlerinden higbiri, gézlemleri tutarli ve sorunsuz bir bigimde

aciklayamamaktadirlar.

Gozlemsel verilerden ve olglimlerden ortaya ¢ikan sonug, evrenimizin madde-enerji
icerigi olarak, yaklasik % 71 karanlik enerji, %25 karanlik madde ve %4 de bilinen
madde olduguna isaret etmektedir. Karanlik madde probleminin yanisira, ozellikle
evrenimizin giiniimiizde hizlanarak genislemesinin agiklanmasi, ylizyilimizin en temel
teorik problemlerinden biri olarak kabul edilmekte ve bu alanda da son on yildan bu

yana sayisiz ¢alismanin konusunu olusturagelmektedir.

Karanlik enerji problemini ¢6zmeye yonelik ¢caligmalarda baslica iki tip yaklagimin ele

alindig1 géze ¢arpmaktadir. Bunlarin birincisinde (2.2) deki EAD,
Gab — -I-al;ilinen madde +Taléaranhk enerji (225)

bi¢iminde yazilmaktadir. Burada, sagdaki ikinci terim karanlik enerji denilen bilinenin
disinda ekzotik bir maddeye baglanan enerji-momentum tansoruni gostermektedir.
(2.2) ile karsilastirmadan hemen goriilecegi lizere bdyle bir enerjiye A kozmolojik
sabitini (vakumun enerjisi) baglamak ilk olas1i ¢oziim gibi goriinmektedir. Ancak,
evrenin giiniimiizdeki gozlenen ivmeli genislemesini verecek sekilde ayarlanmis A
parametresinin  Giines sistemimiz i¢in bulunan degerden ¢ok daha biiyiikk olmasi

gerektigi (ince-ayar (fine-tuning) problemi) A -li soguk karanlik madde-enerji (ACDM:

cold dark matter with A) modellerine ragbeti azaltmaktadir. T, 2*"™ % jcin, A dan
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baska, skaler modeller (quintessence veya phantom), karmasik bir hal denklemine sahip
karanlik akigkan, fermiyonlu Abelien ya da Abelien olmayan vektor alani, sicim veya
M-teori, yiiksek boyutlar, vb. ¢ok daha karmasik alan teorileri ileri siiriilmiistiir. Ancak,
karanlik enerji olarak ileri siiriilen ve varligi giliniimiize kadar higbir sekilde
gOzlenemeyen s6z konusu ekzotik madde-enerjiye dayali agiklamalar pek ¢ok sorunu da
beraberinde getirmektedirler (Bu konuyla ilgili daha genis bilgi i¢in [26-30,33-64]
kaynaklarina bakilabilir).

Evrenin ivmelenerek genislemesinin acgiklanmasini amacglayan bir diger yaklasim da

(2.2) deki EAD’nin sol yan1 olan geometrik kismi1

karanhk geometri

kuvantum geometrisi __ _ .2
Gab + Gab =K Tab (226)

bigiminde degisiklige ugratmaktir. Burada, soldaki ikinci terim, uzay-zamanin: R, R, ,

R egriliklerinin bir ¢esit kombinasyonundan olugsmus, geometrik kokenli, ikinci

abc

mertebeden bir tansorel ifadedir.

(2.2) deki EAD’yi, (2.26) daki gibi “dizeltme terimi” roli oynayan bir terimle
degisiklige ugratmak icin, (2.23) teki EH aksiyonunda ¢ok ¢esitli se¢cimler géz Oniine
alinmistir.  Bunlardan biri, (2.23) te R yerine R nin keyfi bir F(R) skaler
fonksiyonunu almaktir. Boyle elde edilen teoriye “ F(R) -gravite” adi1 verilmektedir. Bir

baska secim de,
G =R’-4R,R* +R, R (2.27)

olmak Uzere, (2.23) teki R yi, F(G) gibi keyfi bir fonksiyon ile R+ F(G) biciminde
degistirmektir. Burada G ifadesine “plr Gauss-Bonnet terimi” denilmekte olup boyle
degistirilmis teorilere de “F(G)-gravite” ya da “Gauss-Bonnet terimli gravite” adi
verilmektedir. Aslinda, yukaridaki her iki degisikligi de kapsayacak bicimde genel
olarak R vyerine F(R,G) biciminde bir fonksiyon almak da mimkindir. Hatta,
hepsinden de daha genel olarak, F(R,R,R® R, ,R*") gibi egrilik biiyiikliklerinin

invaryantlarinin bir fonksiyonun alinmasi diisiiniilebilir. Stiphesiz bdyle terimlerin yol

actig1 alan denklemleri, EAD’ye gore daha karmasik ve dolayisiyla da ¢6ziim
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buldurmay1 zorlastiracak bir mahiyette olmaktadir. Zira, EAD nin, metrie gore en fazla
ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler olmalarina karsilik, yukarida
sOylenen tiirdeki degisiklikler alan denklemlerinin dérdiincii mertebeden kismi tiirevli
diferansiyel denklemler olmalarina yol agmaktadir. Bununla beraber, bu tir teoriler

EAD’ye nispetle ¢ok daha zengin bir kozmolojik gergeve sunmaktadir.

Simdi, yiiksek boyutlarda gravitasyonun kuvantum teorisi ve de birlestirilmis teori i¢in
yapilan girisimlere deginelim. Aslinda, EAD’nin doértten daha buyik boyutlu uzay-
zamanlarda ele alinmasi 1920’lerin baslarinda Kaluza ve Klein’in c¢alismalariyla
baslamistir [74,75]. Elektromagnetizma ile gravitasyonu bir birlestirme girisimi olarak
ileri siiriilen teorilerinin getirdigi ekstra boyut kavrami 1980’lerin baslarinda yeniden
canlandirilmis ve gravitasyonun Kuvantum Mekanigi ile birlestirilmesi girisimlerinde
ve Ozellikle Sicim teorisi ile M-teori i¢in vazgegilmez bir unsur olmustur. Bu
calismalar, gravitasyonun, diisiik enerjilerde efektif olarak 4-boyutlu olan yulksek
boyutlu bir teorinin limiti oldugu diisiincesine sevketmistir. Bu c¢alismalarin ortak
yoniinii ise, i¢inde yasadigimiz fiziksel dort boyutlu uzay-zaman ile gozlemsel ve
deneysel tutarliligin kosulu olarak, ekstra boyut ya da boyutlara getirilen tikizlastirma
(kompaktlagtirma) mekanizmasi olusturmaktadir. Ancak, Sicim teorisindeki 90°l
yillarin sonlarindaki gelismeler bazi ekstra boyutlarin son derece kiigiik olmadiklari
yoniinde bir takim sonuglar vermistir. Sicim teorisinin bu sonuglarindan ve de M-
teoriden esinlenen yliksek boyutlu modeller, ekstra boyutlarin i¢inde yasadigimiz dort
boyutlu evreni nasil etkiledigini tasvir eden basit ama akla yatkin bir yaklasim
sunmuslardir. Buna gore, Pargacik Fiziginin Standart Modelindeki temel etkilesimleri
tasvir eden alanlar 3-zar denilen bir (1+3)-boyutlu hiperyiizeye hapsolmus iken
gravitasyon alani1 “bulk” denilen (1+3+d) boyutlarda yayilabilmektedir ve iistelik ekstra
boyutlarin kiigiik ve hatta ¢ok kiiciik (kompakt) olmasi da gerekmemektedir. Bu sinif
modeller i¢inde en basitini olusturan d=1 hali i¢in, besinci boyutun evrenin biiylikliigii
mertebesinde de olabilecegi 1998’de Randall ve Sundrum [68,69] tarafindan

gosterilmistir.

Evrenimizin, bulk diye anilan yiiksek boyutlu bir uzay-zamana yatirilmis topolojik bir
“ariza” olarak tasavvuru, kozmolojik evrim agisindan, Konvansiyonel (Standart)

Kozmoloji’dekilerden farkli bir takim Ozelliklerin ortaya ¢ikmasmma olanak



15

tanimaktadir. Nitekim, mesela, zarevren modellerinde, ileride gosterilecegi iizere, zar
Uzerinde elde edilen efektif Einstein Alan Denklemlerinde fazladan iki terim ortaya
cikmaktadir. Birincisi, zarin enerji momentum tansoriinde kuvadratik bir dizeltme
terimi bulunmakta; ikincisi ise, bes boyutlu bulk’in Weyl tansoriiniin elektriksel kismi
diye anilan bir terim, bulk’in etkisi olarak alan denklemlerine girmektedir. Ote yandan,
bulk ile zar arasinda bir enerji aligverisi olanagi bulunmasi da kozmolojik evrim

bakimindan yeni olabilirlikler sunacak bir mekanizma olarak goriilmektedir.

Yakin zamanlarda, zarevren modellerinin daha da genellestirilmis sekilleri ileri
siriilmiistiir. Bunlardan biri Maeda ve Torii’ nin 2008’de ileri siirdiigii ve bulk’in
aksiyonuna bir 5-boyutlu plr Gauss-Bonnet terimi ekleyerek degisiklige ugrattigi
zarevren modelidir [51]. Diger bir genellestirmeyi ise Dvali, Gabadadze ve Porrati
(DGP) tarafindan oOnerildigi Uzere, 4-boyutlu zar aksiyonuna bir de R egrilik skaleri
eklemek olusturmaktadir [76]. Bu tiir degisikliklerle olusturulan teoriler, genel olarak,
Gauss-Bonnet terimli ve indiiklenmis graviteli zarevren modelleri olarak anilmaktadir.

Siiphesiz, R ve G yerine bunlarin F(R), F(G) gibi fonksiyonlarla daha da
genellestirilmeleri olanak dis1 degildir [61].

Bu Tezde, GRT’deki makaslamasiz mikemmel kozmik akiskan iddiasini, S, madde

aksiyonuna degil de, EH aksiyonuna getirilen geometri kokenli duzeltmelerle
degisiklige ugratilmis yukarida sézii edilen 4-boyutlu ve 5-boyutlu teorilerde ele

alacagiz. Bu teorilerin, matematiksel yapilarin1 §3’te kisaca sunacagiz.
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3. MALZEME VE YONTEM

Calismalarimiz, g6z Online alinacak gravitasyon teorilerinin alan denklemlerinin hem
1+3 kovaryant ayrisim yontemi, hem de tetrad formalizmi kullanilarak elde edilmis
evrim ve bag denklemlerinin kullanimina dayanacagindan, 6nce, bu iki teknigi [3,65-

67,77-79] kaynaklarindan yararlanarak kisaca tanitiyoruz.
3.1. UZAY-ZAMANIN 1+3 KOVARYANT AYRISIMI
3.1.1. Izdiisiirme Tansorleri

Uzay-zamanin ipliklenmesi ya da 143 kovaryant ayrisimi olarak adlandirilan yontem,
bir (M4,9) uzay-zamaninda u ile gosterilen ayricalikli bir vektoriin varligi varsayimina
dayanir. Bu, akigkanin zamansal 4-1ii hiz vektorii olabilecegi gibi, akiskan ile birlikte
hareket eden (eshareketli) bir gozlemcinin de 4-1i hiz vektorii olarak veyahut da 3-
boyutlu hiperyiizeylere dilimlenmis bir uzay-zaman manifoldunun hiperyizeylerinin n
normali olarak disiiniilebilir. Eger bu ayricalikli vektoér, zaman cinsinden 4-lii hiz

vektorii olarak diistiniiliirse
ufu, =-1 (3.2)
bi¢ciminde normlanacaktir. U nun varligi, (Mg,g,u) uzay-zaman manifoldunda

U, =-u.u, (3.2.a)

al

hab = gab +uaub (32b)

bagintilar1 uyarinca iki tansor tanimlanabilmesine olanak saglamaktadir. Tanimlarindan

hareketle bu tansorlerin asagidaki bagintilar1 sagladiklar1 kolayca gosterilebilir.
hab = gab + uaub < gab :Uab + hab (338‘)

U, =U,,U%=+1, U%u’ =u?, U*U% =U%, U%U" =U%U" (3.3.b)
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h,=h,, h%a =3, h#u® =0, h#h% =h?, h%h®s =h3h" (3.3.0)

Izdiisiirme tansérleri denilen bu tansérlerin varhigi, geometrik ve fiziksel biyukliiklerin
bu ayricalikli u vektoriine paralel ve dik bilesenlere ayristirilmasini saglar. Eger u
akigkanla birlikte hareket eden gozlemcinin zamansal 4-1i hiz vektori ise, u ya dik
izdiistim, gézlemcinin anlik durgunluk sistemine izdiisiim olarak diistiniilecektir. Bir X

vektorl ve bir X tansorii i¢in s6z konusu izdiisiimler (3.3.a) uyarinca
X*=g*X"=U?X"+h? X" (3.4.0)
Xab = gcagdbxcd =U CaU dbxcd +U cahdbxcd + hcaU decd + hcahdbxcd (34b)

biciminde ifade edilir. (3.4.a) ve (3.4.b) deki son terimlere, sirasiyla “tamamen dik

izdiistiriilmiis uzaysal kisim” denir. Genel bir tansor icin bu

X abmcd... — hamhbn h pchrd X mn---prm (3.4.C)

ile tanimlanir. Simdi, 6zel olarak u nun ikinci mertebeden bir tansér olan V,u,

kovaryant tiirevi g6z 6niine alinsin. (3.1) denkleminden kolayca elde edilebilecek
u*v,u, =0, u®*v,u,=a, >u’a,=0=>alu (3.5)
bagmtilari (3.4.b) bagintisinda X, =V, u, alinarak kullanilirsa

V,u, =-u,a, +h%h%V u, (3.6)

a

ayrisimi elde edilir. Son terim, genellikle
D,u, = h%h%V_ u, 3.7)

biciminde gosterilir. D,u, ye u ya dik izdiisiiriilmiis kovaryant tiirev (gdzlemcinin anlik

durgunluk uzayma dik izdisiiriilmiis kovaryant tiirev) denir. Bu tiirev keyfi bir skaler,

bir vektor ve bir tansor icin, sirasiyla

D,f =h%V,f, D,X, =h%h* V. X,, D, X" =hP.h° .h' .V X% — (3.8)

a c
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bi¢ciminde tanimlanir. Hemen goriilecegi Uzere,
u*D, f =u*D,X, =u*D,X"", =0 (3.9)

dir, yani D, kovaryant turevi u ya diktir ve zaten uzaysal denmesinin nedeni de budur.
(3.5) te tanimlanan a biyikligi 4-1i hiz vektori u nun kendi dogrultusundaki
kovaryant tirevi olup u nun zamansal olmasi nedeniyle ivmeyi gosterir. u®V,

operatOri, gozlemci sisteminde 6z-zamana gore tiirev anlamimni tasidigindan bu terimi

zamana gore tiirev anlaminda “ * ” ile gostermek ve dolayisiyla da a, =U, yaziligim

kullanmak uygun olacaktir. Buna gore bir skaler, bir vektor ve bir tansor i¢in sirasiyla

uwv, f=1f,u'v, X, =X,, u*v X" =X> (3.10)

C...

yaziliglart kullanilacaktir. Yukarida tanimlanan bu tiirevler 1s18inda mesela f gibi bir

keyfi skalerin 4-boyutlu kovaryant tirevi
V. f=U"%V, f+h%V, f =—uuv, f+D,f =—u,f+D,f (3.11)
biciminde ayrisacaktir.

Simdi (3.4.b) bagintisindaki son terime dénelim ve bunu

S

h®.h?, X, =X, (3.12)

S

ile gosterelim. X, , 4-tansor X, nin u ya tamamen dik izdistiriilmiis uzaysal kismidir

ab !

“s” harfi uzaysal (spatial) oldugunu belirtmektedir) ve biri simetrik, digeri de

antisimetrik olmak tzere

S

Xap = X (ab)+ X [ab] (3.13)

.. S - -
biciminde iki kisma ayristirilabilir. Ote yandan, T (a) simetrik kisim da, biri izsiz

simetrik kisim, digeri de iz kism1 olmak iizere
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S

S S
X (ab) = X <ab>+ %Tr X (ab) hab (314)
bi¢iminde yazilabilir. Burada “Tr ” yazilis1 ile 1z (Trace) kastedilmekte olup

Tr X (@) = h* X (3.15)

(cd)
. L . S . . . . . . .
dir. Ote yandan acili parantez ile X(a) nin izsiz simetrik kismi gosterilmektedir. Bu

tanimlar yardimiyla

X (ab) = [hC(ahdb) —%h“’ hab} X, (3.16)

ifadesi kolayca elde edilebilir. Agili parantez yalnizca tansoérlerin dik izdiisiiriilmiis izsiz
simetrik kismi icin degil, fakat ayni zamanda vektorlerin dik izdiistimleri ve de
biitiinliigii saglamak tizere, u® boyunca kovaryant zaman tirevlerinin dik (ortogonal)

izdiigiimleri i¢in de kullanilip

X =hu X", X =h, X" (3.17)

) )
yazilacaktir.

3.1.2. Akiskanin Kinematik Biiyiikliikleri

Simdi, 1+3 ayristmmin uzaysal kisminin pargalanisi i¢in yukarida sdOylenenler,

izdiistiriilmiis kovaryant uzaysal tiireve uygulanarak (3.6) denklemi

1
VU, = =U,U; + DUy + DUy ==, 0, + D<an> +§TrD(aub)hab + DjaUp) (3.18)

)

biciminde ifade edilir ve

1
O = DUy, 0=TrDu, , o, =D U, =6, —gehab , @y, = DU (3.19)

( a”b]

tanimlar1 yapilirsa,
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1
Vab = Hab + Wy = Oy +§9 hab + Wy (320)
olmak Uzere,
. . 1 .
V. u, =-uu, +6, +o, =-uu, +o, +§9 h,, + @, =-UU, +V,, (3.21)

bi¢imini alir. u,, 6,,, 8, o, Ve o, akiskanin kinematik biiyiikliiklerini olusturur ve

sirastyla: ivme, genisleme tansorii, genisleme skaleri, makaslama tansorii ve donme

(girdap) tansorii olarak adlandirilirlar. Bunlardan 6, , u vektoriine yerel olarak dik 3-

uzay elemaninin genisleme hizini;; o, makaslama tansori ise u ya dik uzay

elemanlarinin hacim degismeksizin sekil degisikligini verir. Tanimlarindan goriilecegi

uzere yukaridaki kinematik buiytikliikler su 6zellikleri saglarlar:

Ou = O+ Oull” =6,,0" =0, 0=6°, =D,u* (3.22.a)
Oay = O Tl =0,U° =0, 0°, =0 (3.22.b)
Wy = Dy OpU° =0U° =0, @°, =0 (3.22.c)

Ayrica, o, Ve @, Ye

1 1 1
o’ :Eaabaab , o ZEUaDCduda)bc , @ ZEa)aba)ab = 0,0° (3.23)
bagintilariyla tanimli, sirastyla, makaslama skaleri (o), donme vektori (@®) ve donme

skaleri (@) baglanabilir ve bunlar da
0,=0 © 0=0,0,=0 & 0" =0, 0, =0’w,, =0 (3.24)

ozelliklerini saglar. @® vektorl, u nun anlik durgunluk uzayinda, akiskanin, dsnmeden
ileri gelen anlik donme cksenini belirler ve ayricalikli zamansal u referans
kongiiriiansinin integral egrilerinin igsel (intrinsic) donme ve sekil bozulmalarinin bir

Olcusadar.
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(3.23) te kullanilan tamamen antisimetrik n psédotansorii 4-boyutlu hacim elemani olup

Nabed = N "Y€ apcd v Tz =——9 <0

nabcd -4 1 gabed , 770123 _— 1 >0 (325)

s T

bagintilartyla tanimlanmistir ve

abcd _ abcd abct _ __ sahc abst _ ab
n 77efgh =0, /| nefgt =0, v N Mg = 2§ef

efgh efg

narStUerst = _65:1 ) nprStnprst =-24 (326)

ozelliklerini saglar. ¢, ., tamamen antisimetrik Levi-Civita (&,,; = +1 kabul edilmistir)

ve 5;3? de genellestirilmis Kronocker sembolleridir. Ote yandan,

Mane E77abcdud = nabcuc =0 (327)
bagintis1 araciligiyla durgunluk uzaylari i¢in bir hacim eleman1 tanimlanabilir.

Bu konuyu kapamadan once su 6nemli noktaya deginmek iyi olacaktir. Gozlemcinin
anlik durgunluk sistemleri her zaman bir hiperyiizey olusturucu degildirler, yani u
vektorli her zaman bir hiperylizey ailesinin normali olarak diisiiniilemez. Bunun bdyle

olmasi i¢in @ dénme vektoriiniin sifir olmasi (w=0) gerekir.

3.1.3. Akiskanin Dinamik Biiyiikliikleri
Bir akigkanin, u 4-lii hiziyla harcket eden bir gdzlemciye goére enerji-momentum

tansorindn ifadesi

Tap = 2 UgUy + Phy, +20,Uy, + 7, (3.28)

olup burada: g: madde-enerji yogunlugu, p: esyonlii basing, ¢,: momentum

yogunlugu veya enerji akisi, 7, : esyonsiiz basing tansortiidur ve bunlar
QU =0 , 7Ty =7y, , mu'=0 , 7z°,=0 (3.29)

ozelliklerini tasirlar. Bu dort dinamik biiytikliik T, den hareketle
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u=uu"T, (3.30.a)
1 ab
p=2h°T, (3.30.b)
. = -T,hu’ (3.30.0)
c | d 1 cd
Tap = (h(ahb) _gh hab)Tcd (330d)

bagintilariyla tanimlanir.
T,, enerji-momentum tansor
V.T*=0 (3.31)

korunum kanununa uyar. (3.28), bir akiskan i¢in en genel enerji-momentum tansori
ifadesidir. Akiskanin fizigini bu dort degisken arasindaki birtakim bagintilar belirler ve

bunlar “hal denklemi” olarak anilirlar. Cok 6zel olarak,

q,=0 , =7,=0 (3.32)
haline Miikemmel Akiskan denir. Bu takdirde

Ty = 4 U U, + phy, (3.33)

olur. Bunun da p=0 haline Basingsiz Akiskan (ya da Toz veya Soguk Karanlik
Madde) denir. Mitkemmel akigkanin hal denklemi olarak

p=p(u) (3.34)

bi¢imindeki bir bagintiya barotropik hal denklemi ve bunun da
p=wu (w=sabit , —1<w<1) (3.35)

bicimindeki 6zel haline lineer barotropik hal denklemi denir.
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3.1.4. Kovaryant Evrim ve Bag Denklemleri

Ayricalikli bir u vektdriiniin varligi altinda yeni bir yap1 kazanan (Mg,g,u) uzay-
zamaninda temel amag, 1+3 ayrisimi ile Riemann egrilik tansorii gibi geometrik

bliytikliiklerden bilgi iiretilmesidir. Bu yaklasimda,
2 1
Rab = _Agab +K Tab _E gabT (336)

biciminde yazilabilecek Einstein alan denklemleri, R, Ricci tansorini, yerel
kaynaklarin katkisini gdsteren T, enerji-momentum tansort cinsinden ifade etmek igin

cebirsel bir bagint1 roliinii oynar. (3.28) ve (3.36) ifadelerinden hareketle, su bagintilari

ve gesitli izdiistimlerini yazmak mimkindur:

R=-T+4A, T=-u+3p, R=u—-3p+4A (3.37.8)
a, b 1 a b 1
R,,uu =§(,u+3p)—A, h*.h",R,, = A—E(p—,u) hy + 7 (3.37.b)
R,U’=-0q, —%(,u +3p-2A)u,, Ruu°h? =—q, (3.37.c)
Ote yandan (2.11) ile verilen Weyl tansériinin ifadesinden
ac 1 1
R, U =E, = +g(ﬂ+3p—2/\)hbd (3.38)

bagintis1 yazilabilir. Burada E, Weyl tansoriiniin “elektriksel kismi” olarak anilir.

Weyl tansorinin “magnetik kismi1” ise H,, ile gosterilir; bunlar

E, =C,.uu’, H, =%7ymf’“cghbdueud (3.39)

bagintilartyla tanimlanirlar ve

Eab:E(ab)’ Hab:H(ab)’ Eaazo’ Haazo' Eabubzo’ Habubzo (340)
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Ozelliklerini tasirlar. Bu iki tansor,

Cabcd = 4u[au[ch]d + 4h[a[ch]d] + Znabeu ¢ Hd]e + 277cdeu[aEb]e (3.41)

] [

bagintis1 uyarinca, Weyl tansériini tamamen belirler.

1+3 kovaryant ayrisgtm yoOnteminin esasi, kaydadeger geometrik ve dinamik
blyuklukleri, izdisiim tansorleri araciligiyla, u ayricalikli vektdriine dik ve paralel
bilesenlerine ayristirmaya dayanir. Amag, Riemann tansori ile Ricci ve Bianchi
0zdesliklerinden kaynaklanabilecek tiim bilgileri elde etmektir. Akiskanin kinematik ve
dinamik blytkliklerinin hesaba katilmasi, ifadeleri (3.21) ve (3.36) ile verilen, sirasiyla
V.u, kovaryant tlrev ve R, Ricci tansorii ifadeleri aracihigiyla; E, ve H, serbest
alanlarinin hesaba katilmasi ise (2.11), (3.39) ve (3.41) ifadelerinin kullanimiyla olur.

Sonucta: u,, 6,., 0, o, o, o,, ®, ve o Kinematik buyuklukler ile E, ve H,

a

serbest gravitasyon alanlar1 ve de 4, p, q, ve r, dinamik degiskenleri i¢in evrim

(ya da yayilim) ve bag denklemleri denilen asagidaki denklemler elde edilir. Bunlarin
¢ikarimlari igin bkz. [65,66,77,79].

EVRIM DENKLEMLERI:

(E,): Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilim)
9:Dau'a—%02+uau'a—262+2a)2—%(,u+3p)+1\ (3.42)

(E,)": Girdap Yaythm

a1 .2 :
@° = Enabc D,u. —§9a)a +0%0° +utl,0° (3.43)

(E;),,: Makaslama Yayilim

Oy = (UaO'bC + ubaac)UC +1(Daub + Dbua)—craco-cb —geaab +u,u,
2 3

1 1 (3.44)

- 0,0, —g(DcuC +U0.U° —20° —a)z)hab —[Eab —Eﬁabj
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(E,),, : Gravito-elektrik Yayilim (Maxwell-Weyl E-nokta Denklemi)
4/ab

. 1. 1 " 1 e
(Eab+§ﬂabj:(Eae+Enaeju ub+(Ebe+E7zbeju u,

1 e e 1 1o e
+E(T7aefD H fb+77befD H fa)_Z(Daqb +qua)+ghabD Qe

1 1, . . 1 e 1
_E(ﬂ+ p)o-ab _E(qaub +qbua)+§habq ue _Q(Eab +€7[abj

(3.45)
+ EO-ea Ebe - l += 3 O- Eae Toe |~ habo-ef Efe _iﬂ-fe
2 6 2 6

l
6

- 1
Mot (Eb+§7r o' +2H°® u}

Moot (Eea +%7z a) +2H°,u'
(E;),, : Gravito-magnetik Yayilum (Maxwell-Weyl H-nokta Denklemi)

|_.|ab =(uaHbc —i_ubHac)L:IC _%naef De(Efb _%ﬂ-fbj

_inbef D* (Efa _iﬂfaj_eHab +§(Haco-cb + Hbco-ca)
2 2 2 (3.46)
e 3 1 c e e\,
H th T (a) qb+a)bqa) Ea)cq hab—'_(naefEb+77befEa)uf
1 e e f 1 e e f
_E(naefH b+'7befH a)a) +Z(77aefo- bt et O a)q
(Es): Madde Korunum Denklemi
f=-D,q" —(u+p)0-29°u, - 7%°0, (3.47)

(E;)": Momentum Korunum Denklemi

g a a al sa a 4 a a s al abc
q°=-D p_Db”b_(/H‘ p)u _qub_geq +U,q° - 70, +7""q,0, (3.48)
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BAG DENKLEMLERI:

(C,)": Makaslama Bag Denklemi
0=D,0™ —% D0 +n*™D,w, + 2™, 0, +q°

(C,): Girdap Bag Denklemi
0=D,0" -u,0°

(C,),,: Gravito-magnetik Bag Denklemi
0=H,, +(a,u, +wu,)—wlh,

1 . . 1
_E(naef D O-fb +77bef D Gfa)_'_E(Dawb + Dba)a)

(C,), : Gravito-elektrik Diverjans (Maxwell-Weyl div-E) Denklemi

0=D, (Eba +%ﬂbaj—% Daﬂ—%a“aqb +%49qa

et (GebH fb _ga)eqf j_gH baa}b
(05 )a: Gravito-magnetik Diverjans (Maxwell-Weyl div-H) Denklemi

1 e
0= Dbea +E77aef D qf +(,Ll+ p)a)a
+3(Eba —%ﬂbaja)b +77aefaeb(Efb +%7sz)

3.2. TETRAD FORMALIZMi

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Bir {X',i=0,1,2,3} koordinat sisteminde &, koordinatsal taban vektorleri ve dx' ler de

bunlarm dx' (0 )= 5} diial bagintistyla tanimli diial koordinatsal taban 1-formlart olmak

Uzere {ai,dxi} koordinatsal tabanda metrigin ifadesi ds’ :gij(Xk)dXide dir. Eger,
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bunlarm, birbirlerine ®*(E,)=0°, diialite bagmtisiyla bagl, E,=a',(X)0, ve
o* =0 (X)dx' (a,b,..=0,1,2,3.) gibi lineer kombinasyonlarndan olusturulan bir
{@*,E,} tabam tammlanirsa metrik ds’=g,0"" biciminde ifade edilebilir. Bu

tabana holonom olmayan taban ya da kisaca tetrad (4-boyutta) taban1 denir. Bunlardan

hareketle, metrik, 7,, = kds(-1,1,1,1) olmak tzere, Lorentzsel ds* =7,,cc" bigiminde
yazilacak sekilde, e, = E°, (X)E, =€',(X)0, ve ¢* =E* (X)o° =€* (X)dx' (c°(e,) =67)
yeni bir {O‘a,ea} catis1 tanimlanabilir; buna ortonormal tetrad ¢atisi denir. (Yukaridaki
bagintilardaki matrisler birbirlerinin tersi olma o&zelligini gosteren a)iaa)bi = é'ab ,
o',0* =6, €. =5, €. =6 o esitliklerini saglamaktadirlar.) Koordinatsal

tabanda taban vektdrlerinin [ai ,0 J =0 olan komiitatorii, bu ¢atida

[ea ! eb] = 7Cabec (354)

bicimini alir. y°, lara komiitasyon fonksiyonlart denir ve bunlar genel olarak uzay-

zaman koordinatlarinin fonksiyonudur. Ote yandan, taban vektorlerinin birbirlerine gére

kovaryant tiirevi

V.8 =V.6 =8 (3.55)

bi¢ciminde tanimlanir. Ricci donme katsayilart denilen ', lar, burulmasiz uzay igin,

7©, lara
7/Cab = I_‘Cab _Fcba (356)

bagintis1 uyarinca baglhdir. Tetrad formalizminde tansor ve tetrad bilesenleri arasindaki

gecis Ve kovaryant turev, sirasiyla asagidaki gibi olur:

o T =g T ™ (3.57)

(3.58)
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Ozel olarak, u vektoriinin kovaryant tirevi
V.u, =eu, —T°, u, (3.59)
dir. Eger, e, =u, yani e, taban vektoru 4-1ii hiz vektorii dogrultusunda alinirsa,
u*=62=(1,0,0,00 < u, =-5°=(-10,0,0) (3.60)

olacagindan, (3.21) ve (3.59) dan T, lar ve (3.56) da kullanilarak »°, bulunabilir.
Bunlar [77,79] da listelenmistir. Burada, 6zel olarak, 0=u, = 6,, = »,, oldugunu, yani

kinematik buyukluklerin zamansal tetrad bilesenlerinin gézlemcinin anlik durgunluk

uzayinda sifir oldugunu soyleyelim. Bundan boyle uzaysal tetrad bilesenleri Grek

c

alfabesinin ilk yarisindaki harfler («,f,7..=12,3.) ile indislenecektir. »°, lar
bulmanin bir bagska yolu da, bir metrik verildiginde ve bir {aa,ea} tetrad catisi
secildiginde, yani e,' ve ¢* bilindiginde (3.54) ten kolayca elde edilebilecek

V= _eaiebj (aiecj _ajeci) (3.61)

ifadesini kullanmaktir. Sonuclar

. 1
&5, |= 8, +{g7ﬂ5(9‘5 +0°)-07, —55759}@ , (3.62.)
[e,.8, | =2¢,5,07¢, + (&, +,67,—a,5, )e,, (3.62.h)
komiitasyon bagntilarinda 6zetlenmistir. Burada n,, ve a, komiitasyon degiskenleri
ve Q_ da uzaysal {ea} 3-catisinin (triad) yerel agisal hizidir.

3.2.1. Evrim ve Bag Denklemlerinin Tetrad Formu

83.1.4°te listelenen evrim ve bag denklemlerinin bir kismmin ortonormal bir tetrad

tabaninda alacag sekilleri bulmak i¢in “ D, ” uzaysal tiirevlerinin, tetrad karsiliklari igin

[78]’de verilen donisiim ifadeleri kullanilabilir. Ya da, tamamimi elde etmek igin,

dogrudan dogruya, Riemann, Ricci, ... vb. gibi tansorlerin tetrad tabaninda yazilmis
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ifadelerinden yola ¢ikilabilir. Burada ayrintiya girmeyip kendi notasyonumuzla yeniden

tesis ettigimiz bu denklemleri asagida yalnizca listelemekle yetiniyoruz.

EVRIM DENKLEMLERI:

(E,): Genellestirilmis Raychaudhuri Denklemi (Genisleme Yayilim)
.a 1 2 . “a 2 2 1
e,0—eu’ = _§0 +(u, —2a,)u” —20° + 2w —E(y+3p)+A
(E,)" : Girdap Yayihm

1 1
a = Lfra ) — OB - .
e, 28 eu, =" Qo, Zaﬁ,uy

—%n“ﬂuﬁ —%0@“ +0% 0"

(E,)”: Makaslama Yayilim

6.0 _§y<aeyuﬁ’> _ ool (Zanmg _nﬁ>yu6)+a<auﬂ> ICAY)
_gea“ﬁ—0'<“70'ﬂ>7 - 0“0 —(E“’B —%ﬂaﬂj

(E, )“’8 : Gravito-elektrik Yayilhim (Maxwell-Weyl E-nokta Denklemi)

e, (E“ﬁ +%ﬁaﬂj_57§<aey|-| A +%57<6‘e7qﬂ>

_ e A L e L onla)gh
=-3n"_H +2nyH Z(a +2u )q

—%(,u+ p)a“ﬁ —H(E“ﬁ +%ﬂ“ﬂj+3a<“7(Eﬂ>y _%”Wj

a 1 1 :
+&"% {(297 +a)7)(E'B>5 +—n”>5]+§nﬁ>yq5 +(2u, —ay)H%}

2

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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(Es )“ﬁ : Gravito-magnetik Yayilim (Maxwell-Weyl H-nokta Denklemi)

eoH"‘ﬂ+(97< (Em —%7[ ) J 3n (Em —%ﬂm j

—%ng (E“” —%ﬂaﬂ]—eH “ +30' H/ +§w<“qﬁ>

a 1 1 ]
Pl {(ZQ}, + a)y) H 'B>5 +a, (Ema _EﬂmaJ"'Eamyq& —2u7Eﬂ>5:|

(Es): Madde Korunum Denklemi

eu+e,q” +(u+p)o+oc”,x, +2(u,-a,)q" =0
(E,)" : Momentum Korunum Denklemi

e,q” +57e,p+e,z” +(u+p)u” +%49q“ +0° 40"

+(u,-3a,) 77 =&, [ (@ - )7 +n”, 77 | =0

(E;), : Komiitasyon Degiskeni a, mmn Yayilm

e,a, +%gaﬂ7 (ey +U, —Zay)Qﬂ +%gaﬂy(

1, 1,1,
+§(ua+aa)6?—§naﬂa) S Eap® N7 =0

(E, )aﬂ : Komiitasyon Degiskeni n” min Yayilim

eon“ﬂ+%n“ﬁ¢9+5“ﬂ [( u,)(Q + o’ )] [(e +U )(Q”‘Hw‘”)}

+é& y

0 +a’) e’ —%aaﬂ(uﬁ+aﬁ)

7 (e, +u, )0, - 20" 0 1270 (Q, +@,)=0

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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BAG DENKLEMLERI:

(C,)": Makaslama Bag Denklemi

2
aff &= cap afly _ aff _ e Vil
e, 36 eﬂ6?+g e,0, 3aﬂ0' n“,@

(3.72)
—g"‘ﬁy[nwo-‘sy +(a, —Zuﬁ)wy]+q“ =0
(C,): Girdap Bag Denklemi
e, 0" —(2a,+u,)o" =0 (3.73)
(C3)aﬂ : Gravito-magnetik Bag Denklemi
H” +6"% o) - e o/ +(21J<“ + a<")a)’3>
1 5 (3.74)
I e (n'”>7a)5 —ayaﬂ>5) -0
(C,)”": Gravito-elektrik Diverjans (Maxwell-Weyl div-E) Denklemi
a 1 a 1 a, a 1 a 1 a 1 a
eﬂ[E 'B+§7Z' ﬂj—§5 ﬂeﬁ,u—?;aﬁ(E ﬂ+§7l' ﬂj+§9q _EO- ﬂqﬂ
. A (3.75)
—3w,H? - |:O'ﬂ5H ° 5@ s (E‘sy +E7Z'57j:| =0
(C5 )“: Gravito-magnetik Diverjans (Maxwell-Weyl div-H) Denklemi
Haﬁ 1 afy 3 Ha,B a 1 a p
e, +§8 e,q, —3a,H” +(u+p)o —En Lo
(3.76)

a 1 a, a, ) 1 y 1 )
+3a)ﬂ(E o —Eﬂ' ﬂj+g by {GM(E% +Eﬂéyj—§aﬁqy —nﬁSH"y} =0
(C,)”: Jacobi Ozdesligi’nden Kaynaklanan Bag Denklemi

2
eﬂn“ﬂ +8“ﬂ7eﬂay —25“ﬂya)ﬂQy +20'“/,a)ﬁ +§6?a)“ —Zn“ﬁaﬂ =0 (3.77)
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(Cs )aﬂ : EAD’den Kaynaklanan Bag Denklemi

A
€,a,+2n, . n, _nyyn<aﬁ>+(ey —2a7)n W

(3.78)

1
+§l90'aﬁ -0’0

1
20,0, - 0,0, —(Eaﬁ +§7Ta j: 0

(C;) : Gauss-Codazzi Denkleminden Kaynaklanan Bag Denklemi
4e,a” —6a,a* —n“n,, +%n7yn”‘a — 40 Q), =24 +§¢92 +20° +20° =0  (3.79)
3.3. DORT BOYUTTA F(R,G), F(R) VE F(G)-GRAVITE TEORILERININ ALAN

DENKLEMLERI

§2.2’de bahsedildigi iizere, EAD’nin geometrik kismi

1
Sen = j d*x/~gR (3.80)

bicimindeki EH aksiyonundan, metrige goére bir varyasyonla elde edilmekteydi.
Aksiyonda, R Ricci skaler egriligi yerine R ve G nin ((2.27) deki Gauss-Bonnet terimi)
F(R,G) gibi keyfi bir fonksiyonu alinarak

S =2_12jd4x\/§F(R,G)+sm (3.81)
K

biciminde degistirilmesiyle elde edilen teoriye F(R,G)-gravite denir ((2.23) teki A
kozmolojik sabiti, F(R,G) fonksiyonunun igine atildigi i¢in aksiyonda acikca
gorilmemektedir.). F(R,G)=F(R) (veya = f(R)) 0zel haline F(R)-gravite,
F(R,G)=R+F(G) o0Ozel haline ise F(G)-gravite denir. (3.81) in metrige gore

varyasyonu

1
FRRab _Egab(F(R’G)_GFG)_vaVbFR + gabDFR

—-2RV,V,F, -49,R*"V V F,-4R, oF, +2Rg,0F, (3.82)
+4R°.V,V_ F, +4R",V .V _F, —4F,R“.V V =x"TI
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FRG) .

alan denklemlerine yol acar (Bkz. EK A). Burada, F, ve F,, F, = R

OF(R,G)

E. =
¢ oG

turevlerini, o=V, v® ise 4-boyutlu D’Alambert operatorini

gostermektedir. T, de bilinen maddeye baglanan standart enerji-momentum

tansorudir. Hemen goriilecegi tizere, (3.82), F(R,G)=F(R) i¢in, F(R)-gravitenin
F.R, —% 0uF (R)=V,V,Fy +,0F, = x°T." (3.83)

bicimindeki alan denklemlerine ve F(R,G)=R+F(G) = F;=1 i¢in de F(G)-

gravitenin

1 1
Rab _EgabR _E gab(F(G) _GFG)
-2RV,V,F, -49,R"V V F,-4R, oF, +2Rg,0F, (3.84)
+4R°. V.V F, +4R",V .V F, —4F.R*“ V. V_ =T}

bicimindeki alan denklemlerine ozellesir. (3.83) denklemi, F(R)=R-2A igin ve
(3.84) denklemi de, F(G) =G -2A igin (2.1) deki EAD’ye indirgenir. Bu son durum,

G nin 4-boyutta bir topolojik invaryant oldugu bi¢iminde ifade edilir.
3.4. BES BOYUTTA ZAREVREN MODELLERININ ALAN DENKLEMLERI

1999’da Randall ve Sundrum [68,69] evreni “bulk” denilen 5-boyutlu bir uzay-zaman
manifolduna daldirilmis “zar” olarak anilan 4-boyutlu bir hiperylizey olarak tasarlamaya

dayali bir model ileri stirmiislerdir. Zarevren denilen bu modelin aksiyonu

S = Spui + Szar
= 12jdsx,,_sg(sR—2A5)+Sgulk+J‘d4x [_49(_Z)+S;ar (385)
5

2k,
olup bundan tlreyen 5-boyutlu EAD,

-I-At\céplam :T:éjlk(toplam) + §(Z)T:§r(toplam) (3863.)
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T:;Ik(toplam) — _As SgAB + 5-|-Arr‘13adde(bulk) (386b)
T:gr(toplam) — _EAQAB + 5T:élinen madde (386C)
olmak Uzere,
1
5GAB = SRAB _E SR 5gAB = _As 5gAB + KSZT;%pIam (3-87)

bicimindedir. Yukarida, biiyiik Latin harfleri bulka ait koordinat bilesenlerini
gostermekte olup A,B,C,...=0,1,2,3,4. degerlerini almaktadir. Biiyiikliiklerin sol {ist

ve sag alt koselerinde yer alan “4” ve “5” rakamlari ise, sirasiyla, zara ve bulka aidiyeti
gostermektedir. Buna gore, °g,s, °G,s Ve A;, sirastyla 5-boyutlu bulk uzay-zamaninin
metrigi, Einstein tansérii ve kozmolojik sabitidir. x,°, 5-boyutlu gravitasyonel kuplaj
sabitidir. (3.86) da T/ a pulktaki muhtemel bir madde-enerji varhg da
eklenmistir.  T2""*™  zar {izerinde yerlesik enerji-momentumu ve A da zardaki

gerilimi  goOstermektedir (4-boyutlu Konvansiyonel gravitasyonun zar (zerinde

gecerliligini saglamak tizere A nin pozitif alinmasi gerekmektedir).

(3.86.a) bagmtisinda zarin enerji-momentumunun Dirac ¢ -distriblisyonu biciminde
ifade edilmesi, zarin, X* = y =sabit=0 bulk koordinat degerinde bulundugu anlamina
gelmektedir. Buna gore, zara bagl bir gozlemci i¢in, zar hareketsiz fakat bulk hareketli
olmaktadir. Shiromizu ve dig. [70] bu yaklasimdan hareketle, 5-boyuta genellestirilmis

izdUsiirme mekanizmast araciligiyla, bos bir bulk (T2 =0) igin, Gauss-Codazzi

denklemlerinden

4Gab = KKab - KaCKbc _%gab(K2 - KCchd)_ Ea

2K52 . 1 (3.88)
+T TABg a9 pt TABn n _ZT Qap

ve Z, ayna simetrisi varsayimi altinda da Israel bagdastirma kosullarim
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Ky 1
Kap = __Stsab _gsgabj , Sab =Ta _ﬂ’gab (3.89)

bulmaktadirlar. Yukarida denklemler a,b,c,...=0,1,2,3. olan zar koordinatlarinda

: : : : 4 _ bulk (toplam) __ madde __ zar (toplam) __
ifade edilmislerdir ve "¢, =0,, Tu =T, T =T,, T.g =S,

kisaltmalar kullanilmistir. ‘g, =g, Ye 4-boyutlu zar iizerinde indiiklenmis metrik

denir; K., , zarmn bulk icinde egriligini ifade eden digsal egrilik tansoriini ve ¢, de 5-

ab
boyutlu Weyl tansoriiniin elektriksel kisminin zar tizerine izdiislimiiniin zar
koordinatlarindaki ifadesini gdstermektedir. Simetrik ve izsiz olan bu tansér bulktaki

serbest gravitasyon alaninin yerel olmayan etkisini yansitmaktadir.

Bu son denklem (3.88) e yerlestirildiginde zar iizerinde indiiklenmis efektif Einstein

alan denklemleri maddesiz bulk icin

_ 1 1 c 1 cd 2
T =TT = Tl o+ O (37,7 -T°] (3.90)
olmak Uzere
4Gab = _A4 gab + K54Tab + K42 Tab - 5‘C"alo (391)

biciminde elde edilirler. Burada parametreler birbirlerine

1

4
%(A5+€K‘52ﬂ,2j21\4 ve Kot

= ,2 =87G, (3.92)

bigiminde baghdir ve «,°, A, ve G, sirasiyla, dort boyutlu uzay zamanin gravitasyon
sabiti, efektif kozmolojik sabit ve efektif Newton kiitlecekim sabiti olup bulktaki temel

/<52 ve A; sabitleri cinsinden verilmistir.

Literatirde Randall ve Sundrum’un zarevren modelinin pek ¢ok degistirilmis sekli son
15 yildan bu yana gz oniine alinmistir. Bunlardan biri, Maeda ve Torii’nin [51], bulk

aksiyonunda

SG — SRZ _45Rab 5Rab + 5Rade SRabcd (393)
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Gauss-Bonnet terimini alarak ileri siirmiis oldugu zarevren; bir digeri ise Dvali,
Gabadadze ve Porrati’nin (DGP) [76] zar lizerinde indiiklenmis R skaler egrilik terimini
alarak ileri stirmiis oldugu indiikklenmis graviteli zarevren modelleridir. R yerine daha
genel olarak F(R) gibi bir fonksiyon da alinabilecegini belirterek her iki modeli de

kapsayacak sekilde genellestirilmis aksiyon, « ve S birer kuplaj sabiti olmak tzere

1 y
- [d°Xy=*g(CR-2A, +a°G)+Sp™"
a (3.94)

+[d*x/-*g[-2+ BF(R)]+S2

S = Sbulk + Szar =

biciminde yazilabilir. Maeda ve Torii =0 ve de A=0 igin, (3.94) ten tlreyen 5-

boyutta alan denklemlerini,
1
HAB - (25R5 RAB _45RAC SRCB _45RACBD R + ZSRAEFG SRBEFG)_E Oe "G (3-95)

"Gps = "Ry —%SRSQAB (3.96)

olmak ve T,%" da (3.86.a) ile verilmek tizere (EK A’daki hesaba benzer tarzda),
"G +aH g = KSZT/-t\gplam (3.97)

biciminde bulmaktadirlar. Maeda ve Torii zarevrende yapilan benzer geometrik

yaklasimi izleyerek zar {izerine indiiklenmis efektif alan denklemleri igin

4Gab = KKab - KaCKbc _%gab(K:Z —K* ch)_ €ap _a(l:laﬁtl)) + HAa(ltz)) + ﬁ;ﬁ))

2502 1 o 1
3 {TABQAang(TABnAnB—ZT)gab} (Mab_ZMgab)TABgAB}

3+aM
(3.98)

ve bagdastirma kosullari i¢in de

2a o Ky 1
Kab +?|:9‘Jab _2‘]gab _2(3Pacbd + gachd) K :I = _7(Sab _gsgab) (3.99)
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ifadelerini bulmuslardir. Yukaridaki denklemlerde yer alan gesitli biiyiikliikkler Maeda

ve Torii tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmiglardir:

l:la(llb) :%(MacdbeCdf -3M Cd'vlacbd +2MMab _4Machc)

—%gab(llM 2—40M M +TM . M) (3.100)
o 1 2 cd cdef
_3(3+aM)(Mab _ZMgab)(M _8Mch +McdefM )

q@ _ c c od cd
Hab __4(Macgb+Mbcga+Macbd8 )+3gachd8 +2M‘9ab

Ao 1 ; (3.101)
+— (M, ——M M &
(3+aM)( ab 4 gab) cd
NE) 8 c 1 cd cd
Hab :g _NaNb+N (Ncab+Ncba)+EchaN b+Nachb
. . . (3.102)
a
+29, +———(M_, —=M NN —=N_ N
|: gab 3(3+O{M) ( ab 4 gab)}( c 2 cde )
Mabcd = Rabcd - Kac Kbd + Kad Kbc ) (31033.)
Mab = ng Macbd = Rab - KKab + Kacch (3103b)
M =g*M, =R-K?*+K_ K® (3.103.c)
Nabc = VaKbc _vb Kac (31043.)
N, =9g"N,,. =V.KS° -V K (3.104.h)
Ja :%(2KKaCK°b + K KUK, —2K, KUK, — KK, (3.105)
Pabcd = Rabcd + 2ha[d Rc]b + 2hb[c Rd]a + Rha[chd]b (3106)

Genellestirilmis DGP modelinde ise & =0 alinarak zar {izerinde indiiklenen efektif alan

denklemleri (3.91) in elde edilmesine benzer tarzda bulunabilir. Ancak, burada zar
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uzerinde bilinen madde ve zar gerilimine ek olarak F(R)-indiiklenmis graviteden

kaynaklanan,
Ty = —Zﬂ[FRGab +%(RFR -F)-V.V,Fe + gabuFR} (3.107)

gibi bir efektif katki daha bulundugunu goéz oOniinde bulundurmak gerekecektir. Bu

takdirde, (3.89)

2
Kab = _%tsab _%Sgabj ’ Sab ETarE _ﬂ’gab +Ta'k:J (3108)
bi¢iminde yazilmalidir. K, nin bu ifadesi (3.88) e yerlestirilirse uzun hesaplardan

sonra elde edilen F(R)-zarevren igin zar iizerinde indiiklenmis efektif alan denklemlerini

Bulgular boliimiinde yaziyoruz.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, makaslamasiz akigskan iddiasini onceki boliimlerde bahsedilen yiiksek
mertebeden egrilikli gravitasyon teorileri ¢ergevesinde ele alacagiz. Bu is i¢in, dnce s6z
konusu teorilerin alan denklemlerinin 1+3 kovaryant ayrisimmi gergeklestirecek ve
gerek duyuldugunda da bunlarin tetrad versiyonlarini olusturacagiz. Once 4-boyutlu
teoriler olan F(R)-gravite ve F(G)-gravite teorilerini gbz oOniine aliyoruz. Ancak,
biitiinligli saglamak icin ve de daha genel olmasi i¢in, herbiri i¢cin ayr1 ayri

yapmaktansa, bunlar1 6zel durum olarak igeren F(R,G) ile baslamay1 uygun bulduk.

4.1. 143 KOVARYANT AYRISIM TEKNIiGINiN F(R,G)-GRAVITENIN ALAN
DENKLEMLERINE UYGULANMASI

Once, (3.82) ile verilen F(R,G)-gravitenin alan denklemlerini sol tarafta yalmzca FiR,,
terimi kalacak bigimde yazalim:
21 m 1
FRRab =K Tab +vavaR - gabDFR +Egab(F _GFG)

+2RV_ V,F, +49,R“V V F, +4R, —% 9.,R)oF, (4.1)

—4R°,V,V_F, —4R° V.V F, +4F,R“ V V.,

Sol tarafta G, =R, 3 0.,,R Einstein tansoriinii ortaya ¢ikarmak icin, esitligin her iki

1 - :
yanina 5 0., RF; terimi eklenirse

1 o 1
FR(Rab _EgabR) = KzTab +VavaR - gabDFR +Egab(|: - RFR _GFG)
+2RV,V,F, +49,R*“V V F, +4G, oF, (4.2)
—4R° V,V.F, —4R° V.V F, +4F,R %V V

c

olur ve bu da EAD formuna benzeyecek sekilde duizenlenirse
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™11
Gab - Z{F_:"' KZFR |:§gab(|: —-RFg _GFG)+VaVbFR —0.0F

+2RV,V,F, +4g,R“V V F, +4G, 0oF, (4.3)
—4R°V,V Fy 4RV, V. F, +4F.R“V, V. |}

elde edilir. Bu denklemler, o ve V_,V, operatorlerinden dolay:1 genel olarak metrige

gore dordiincii mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdir. Simdi, literatlirde

pek sik kullanilan efektif enerji-momentum tansér yaklagimini uygulayalim. Bunun i¢in

Ty = R (4.4)

f.ab

Ta';G: L ‘:%gab(F_RFR_GFG)+VaVbFR_gabDFR

KA
+2RV_V,F, +49,R“V V, F, +4G, 0F, (4.5)
—4R°,V,V,F, —4R"V V. F, +4FR. %V, V|

tanimlanirsa, (4.3) denklemi
G, =" (Tay +Ta% ) =&"T,, (4.6)

standart EAD formunda yazilmis olur (RG Ust indisi yerine, gerektiginde yalnizca R ya

da G yazilacaktir). Burada: T, , bilinen T;] madde enerji-momentum tansoriine
baglanan bir efektif madde enerji-momentum tansériinii ve T;:° de F(R,G) den

kaynaklanan bir efektif geometrik enerji-momentum tansoriini gostermektedir. Bunun,

“egrilik akigskan1” olarak da adlandirilabilecek matematiksel bir akigkani temsil ettigi

diigtiniilebilir. T, ise,
Tatb :Ta’;)/l +TaiG (47)
olup toplam efektif enerji-momentum tansoriini gostermektedir. (4.3) ve (4.6) dan

2F —RF, —-GF, —30F, —2RoF, +4R*V_V,F, =—«’T" (4.8.9)
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ve
R=—«?(T" +T%) = —«"T" (4.8.b)

iz denklemleri yazilabilir. Amacimiz, yukarida tanimlanan efektif enerji-momentum
tansorlerini  (3.30) daki izdiisiirme bagintilarinda kullanip akiskanin  dinamik
bayukliklerinin ifadelerini F(R,G)-teorisi kapsaminda ifade etmek olacaktir. Bu is igin

once gerekli matematiksel ¢ergeveyi hazirlayalim.
#(R,G)=F;, S,, =V, V¢, S=VV_ o=0¢ (4.9.8)
»(R,G)=F, ,P, =V, V,p, P=V*V,_ p=0¢p (4.9.b)
tanimlar1 yapilsin. Bu biiyuklukler cinsinden, T.2° nin ifadesi

1
K f'

RG _
Tab -

1
l:z gab(F - RFR _GFG)+ Sab - gabS

+2RP, +49,RYP, +4G,P (4.10)
—4R°,R, —4R°,P, +4R,“,P,. |

b" ac

olur. Ote yandan, EK C ve EK B.1 ile EK B.2’deki bagmtilar1 kullanarak, S, nin

(3.4.b) uyarinca cesitli izdiistimlerini veren

Sab =u,u, |:¢ —u° Dc¢:| —Uu, |:Db¢ - ch Dc¢:|
~U,[ D, -0,"D.$ |+ DDy~ v,

(4.11)
S=0p=—¢—0p+u’D,p+D*D,¢ (4.12)

ifadeleri elde edilebilir. Benzer bagintilar P, ve P igin de yazilabilir. Ote yandan, R,

Ricci tansord icin Li ve dig.nin yontemini izleyerek R, yi u 4-1ii hiz vektoriine gore

Ry =AUU, +Ehy, +2u, Y +3, (4.13)

bi¢iminde ayristiralim [34]. Burada A, =, Y, ve X, parametreleri
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A=R, u’’, E:%Rabhab, Y, =-Ryhiu”, =, = (i hg)—%h“hab)Rcd (4.14.2)

ab’ 'c a

bigiminde tanimlanmis olup
Yu=0,%,=%_,2,u=2,u"=0,3* =0 (4.14.b)

Ozelliklerini tagirlar. Bunlarin, (4.6) ve (4.8.b) kullanilarak, toplam efektif buyukluklere

2 2

A= +3p), 2=k - p), Y=k, By =k (4152)

1 - 1\ = 1 !
peg (838, P (A-E), G =S, =Y

= et (4.15.b)

bagmtilar1 uyarinca bagli olduklari kolayca bulunabilir. Simdi, (4.10) ile verilen T:°

ifadesine, (3.30) bagintilarin1 uygulayalim. (4.11) ve (4.12) ile 83.1 deki izdiisiirme
teknikleriyle elde edilen EK C’deki ve ayrica EK B.1, EK B.2’de Vverilen bagintilari

kullanarak, uzun bir hesaptan sonra, egrilik akiskaninin efektif dinamik biiytikliiklerini

asagidaki gibi bulmaktayiz:
Efektif madde—enerji yogunlugu:

1 1 3 a a
RG = {—E(F—RFR—GFGHFRR [ -6R+D*D,R |+ Fyee | D'RD,R |

2 = > a ab 1 ab .
+Fye {g(msa)(—em D DaG)—4(E +33 j(—aabGJrDanG)}
2 —_ a ab 1 ab
+Fage {§(A+3:)D GDaG—4(E +23 jDaGDbG}
+Foe [—QG +D°D,G +§(A+35)(—9R + DaDaR) (4.16)
_4(Eab+%Zab](—aabR+DanR)}

+ Fare [ZDaRDaG +3(A+35) DaRDaR—4(Eab +lzabj DaRDbR}
3 2

+Foge {DaGDaG +f(A+3E) D*RD,G —8(Eab +izab) DaRDbG}}
3 2
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Efektif basing:

o 1
KZFR

{%(F—RFR—GFG)
P 2 . a <5 2 a
+Fon | R=0"D,R =2 (-0R +D"D,R) |+ Fye| R* - DRD,R

+Fgq E(A+3E)(c§ —uaDaG)+%A(—9R +D'D,R)

+%Ya(DaG —v,° DbG)—%(Eab —%zabj(—aabé + DanG)}

+F, g(A+35)c';2 +2AD*6D,G +261°D,6 [ E* -13* |p,GD,G
GGG 3 9 a 3 a 3 2 a b

+ Feg [G ~U°D,G —%(—GG + DaDaG)+§(A+3E)(Fé—uaDaR)

+%A(—6’R + DaDaR)+§Ya(DaR ~v,"D,R)

4 ab 1 ab >

_E(E -5 j(—aameanR)}
4, 2 s

+ Fos 2RG—§D RDaG+§(A+3:)R

+§ADaRDaR +§YaRDaR—£(E"’“’ —lza"j D,RD,R
9 3 3 2

+ Feeg [GZ 2 D°GD,G +f(A +3E)RG +EAD3RDaG
3 3 9

+%Y3(RDaG +GD,R) —%{Eat’ —%za*’) DaRDbG}}

(4.17)
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Efektif 1s1 akisi:

1
Kl F.

RG
O =

{FRR [-(D,R-0,"D,R) |+ Feee[-RD,R]

+Fys [-%(msa)(oaé -v,’D,G)+2Y,(-6G +D"D,G)
-2Y*(-0,,G + D,D,G ) +4n,"H,’ (-v,G +D,D,G)
+4(Eab +%zabj(DbG —u,° DCG)}

+Foge [—%(A +3E)GD,G +2Y,D°GD,G - 2Y°D,GD,G

+4(Eab +32;’JGDbG +47.°H,° DCGDdG}
2

+ Fg [—(DaG —uabDbG)—é(A+3E)(DaR—UabDbR)

+2Y, (-0R+ D°D,R)-2Y"(-u,,R + D,D,R)
+4(E;’ +%zab](DbR ~0,"D,R)+47,"H,* (-u4R+ D,D,R)]

+ Fane [—(RDaG +GDaR)—§(A+BE)RDaR (4.18)

+2Y,D°RD,R-2Y"D,RD,R
+4(Eab +izabj RD,G +47,H,"D,RD, R}
2

+ Foge [—GDaG —%(A+SE)(RDaG +GD,R)

+4Y,D"RD,G -2Y"(D,RD,G + D,GD,R)
+4(E;’ +%Zab)(RDbG+GDbR)

+4n,"H,’ (D,RD,G + D,GDR) |}
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Efektif esyonsiiz basin¢ tansorii :

ke =L{FRR [_uabm DanR—%hab (-6rR+D'D, R)}
R

2

1

+ Fagg [DaRDbR—ghabDf RD, R}

+F, [ 4 A(-0,G +D,D,G)-2Y,(D,G-1,°D,G)-2Y,(D,G-0v,'DG)
( —; ) ubCG+DbDCG)+4(E°b—%Zch(—uacG+DaDcG)
( —%zabj HG+DCDCG)—4(Eab+%Zabj(G—U°DCG)
+4(n,“H b+77b°dHad)(DcG—uchfG)

[ QG+DCDCG)+%Y°(DCG—UCdDdG)

8 cd 1 cd .
_E(E 52 j(—ach+DchG)]hab}
+Foge {—%A D,GD,G -2Y,GD,G - 2Y,GD,G
+4(77aCd Hy, +72," Hg )GDCG
+4(Ea°—%Za°JDbGDCG+4(E°b—%ZcbjDaGDcG
1 c 1 12
~4|E,-=%, |DGD,G-4| E, +=3, |G
2 2
+(£AD°GDCG +fY°GDCG—§(E°“ —lz“’jDCGDdG h,
9 3 3 2
. 4 .
+ Fog [—uabe +D,D,G —EA(—uabR +D,D,R)
-2Y,(D,R-0,'D,R)-2Y, (D,R-0,°D,R)
c 1 c > c 1 c >
+4(Ea -5 % j(—ubcR+DchR)+4(E e b](—uacR+DaDcR)
1 . . 1 .
4| o5 %0 (-6R+D°D,R)-4 B+ 5 Za (R-u°DR)
+4(77a°deb+77b°dHad)(DcR—quDfR)

+[_1(—QG + DCDCG)+£A(—«9R +D°D,R)
3 9



46

+§YC(DCR—UC" DdR)—%[ECd —%ZC“j(—ach'H DchR)jhab}

FRRG[D RD,G + D,GD R—%AD RD,R

—2Y,RD,R—2Y,RD,R+4(n,“H,, +7,“H,, )RD,R

j D,RD,R +4(Eb° —%zb‘?j D,RD,R

a

+4(Ea°—£2
2
1 ‘ 1 )
~4|E,-==%, |D'RD,R-4|E, +=%, |R
2 2
+(—EDCRDCG+£AD°RDCR
3 9
+£Y°RDCR—§(E“—12°deCRDdR h,,
3 3 2

FRGG[D GD G—%A(D RD,G + D,GD,R)

-2Y,(RD,G +GD,R)-2Y, (RD,G +GD,R)

+4 E;—%z; (D,RD,G + D,GD,R) (4.19)
+4 Eb°—%2b° (D,RD,G + D,GD,R)

-8l E, -==,, |D°RD,G —8(Eab +%zabj RG
+4(n,“Hy, +7,%H,, )(RD,G +GD,R)

-1 D°GD,G +§AD°RDCG Ay (RD,G +GD,R)
3 9 3

16(E°d _Lsa j D,RD,G |h,,
3 2

Yukaridaki ifadelerin elde edilmesinde keyfi bir f(R,G) fonksiyonu igin,

df _of dR of dG

=— —+——=fR+f,G ve D,f=fDR+fDG zincir kurali
dt oR dt oG dt

uyarinca, F, nin zaman ve uzaysal kovaryant tlrevleri i¢in
Fro = FgR+Foo G, Fy = FogqR? + FogR+ Foo o G? + Fo G + 2F. RG (4.20.a)

D,F, = F.xD,R+F,.D,G (4.20.b)
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D,D,F; = Fer D,RD,R + Fre (D,GD,R + D,RD,G)

(4.20.c)
+ FrD,D,R+ Fos D,GD,G + F;D,D,G

bagntilar1 ve de F; nin tlrevleri i¢in benzerleri kullanilmistir.

Simdi, efektif egrilik akiskaninin, 1+3 kovaryant ayrisim yontemi ile elde edilen
dinamik buyukliklerini tetrad formlarina ¢evirelim. Bu is i¢in [78]’de verilen doniisiim

formdllerinin kullanimryla yazilabilecek,

abCc.o>a,f.7.. s Epe > Eup, (4.21.8)
R—>eR,R—>eeR, DR—>eR, D,R—eeR (4.21.b)
G—>eG,G—eeG, DG—eG, D,G—eeG (4.21.c)

D,D,R—>D,D,R=ee,R-(a’s,,—a,5", +%€a N7 e )e,R  (4.21.d)

5 gy

1
D,D,G —» D,D,G=¢,e,G—(a’5,,—a,5", +Egaﬂ7n” +&” gy )e,G  (4.21e)

uyarlamalari g6z oniine alindiginda, (4.16)-(4.19) ifadeleri asagidaki sekilleri alir:
Efektif madde —enerji yogunlugu:
RG 1

=
Kk

+ Fon (~08,R+5€,,R—2a"€,R )+ Foge [ 5, Re,R |

{—%(F—RFR ~GF,)

+ Feg [E(A +3E)(_HGOG +67e,8,G — Za“eaG)
_4(E”‘/’ +%Z“ﬂ)[—aaﬂe06 +6,6,G

_(—aﬂé‘ia + %g%anﬂy +%gﬂﬂnayje/16ﬂ

+ Fage {%(A+3£)5“ﬂea6eﬁ6 —4(E“ﬁ +%zaﬂjeaeeﬂg}
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+ Fog [ —08,G + 57¢,€,G —2a%,G

+§(A+35)(—9e0R +05e,e,R—2a",R)

—4(E“ﬁ%z“ﬁ][—aaﬁeonaeﬁR
—(—aﬂya+%g”anﬂy+%g”ﬂnwjeﬁ}
F 25“’BRGZA375”"BRR4E""B 12"ﬂ Re, R
+ Foe e,Re, +§( +32)5“e,Re,R - tS e,Re,
af 4 — aff af 1 af
+Fee| O eaGeﬂG+§(A+3;)5 e,Re,G-8| E +§Z e,Re,G
(4.22)
Efektif basing:

o 1
KZFR

1
p {§<F—RFR—GFG)
+Fer {eoeoR -u%,R —%(—HeOR +6"e,e,R— Za“eaR)}
2 2 up
+ Ferr | (&R) —55 e,Re R
2 — o
+F {E(A+3n)(eoeoG —-u%,G)
8AHG5“’B GZ“GSY“ G e G
*3 (~0e,G +57e,e,G —2a“, )+§ (e,8G-0,"e,G)
4 1

_5( E* —Ezaﬂj[—%ﬂeﬁ +e,6,G

—(—aﬁya +15Manﬁ7 +£g”ﬁnwjeAG
2 2
2 —_ 2 8 aff
+Fase E(A+3:)(eOG) +§A5 e,Ge,G
+§Y“eOGeaG —E(E“ﬂ —izaﬂjeaGeﬂG
3 3 2
+Fog {eonG -u%,G —%(—QeOG +6”¢,e,G-2a"e,G)

+§(A+3E)(eonR ~u“e,R) +§A(—HeOR +5,e,R—2a",R)
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8 a B 4 of 1 af
+3T (e,8R -0, eﬂR)—g(E 53 j[—aaﬁeoR+eaeﬁR

—(—aﬂya +lg”anﬂy +£g“ﬂna jeﬂR
2 2 ’
F G)? 25"5 Ge,G 4 3=)e,Re,G 16 5“e Re,G
+ Foee | (8,G) —397e.Ce, +§(A+ Z)e,Re, +3A e,Re,
8 a 8 af 1 af
+=Y"(g,Re,G +e,Ge,R)——| E” -=2% |e,Re,G
3 3 2
2 4 af 2 — 2 8 af
+ Fope eOReOG—§5 eaReﬂG+§(A+3a)(eOR) +§A5 e,Re,R

+§Y“eOReaR—i(E”‘” —EZ“ﬂJeaReﬂR
3 3 2

(4.23)
Efektif 1s1 akisi:
1
R

2 -
+Fye [—E(A +32)(e,8,G —v,’e,G)+2Y, (~0e,G + 5" e,e,G - 2a”¢,G)
~2Y"[-v,,6,G+e4e,G
—(aléﬂa -a,0", +%gﬂayn” +%s”ﬁnay +%g”anﬁyJeiG}
+ 4(Eaﬁ +%zaﬂ j(eﬂeoe ~v,/e,G)—4e,”H [ -v,,e,G+e,e,G
1 1 1
—(—a{sélﬂ +Egﬂ5pn*p +§gplﬂn5p +§gm5nﬂp]e46ﬂ
+ Feee {—%(A +32)e,Ge, G +2Y,56”e,Ge,G
-2Y"e,Ge,G + 4(Eaﬂ +%Zaﬂ)eoGeﬂG —4gaﬁ7H7‘SeﬂGe§G}
2 -
+Foe [—eanG +0,”e,G _E(A +32)(e,&R -0, e;R)

+2Y, (~0e,R+5”¢e,e R—2a"e,R)-2Y"[ v, e,R+e.e,R
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-l a's,,—a,6%, +lgﬂayn“ +lg“ﬂnay +£g”anﬂy e,R
2 2 2
+4(Eaﬁ +%zaﬁj(eﬁeOR ~v/e,R)-4e,”H [ -v 6 R+e,e,R
1 1 1
—(—abﬁlﬂ+Egﬁ5pnﬁp+55p’lﬁn5p+§g”’lb ﬂp)e Rﬂ
2 -
+ Faee [—eOReaG —e,Ge R —§(A+3a)eoReaR +2Y,6”e,Re R
1
B B B B 6
-2Y eaReﬁR+4(Ea +3%, jeoReﬁR—4ga "H,’e,Re,R |

+ Fags [—eoGeaG —%(A +32)(e,Re,G +¢,Ge,R)+4Y,6”¢e,Re G
-2Y” (e,Re,G +e,Ge,R)—4s,”"H,’ (e,Re,G +¢,Ge,R)

1
B B
+4(Ea +3 3, ](eOReﬂG +eOGeﬁR)]}
(4.24)

Efektif esyonsiiz basing tansorii:

ke =L{FRR [—v.,8R+¢e,8,R

af K_ZFR
i L1 1 1
—(a O —8,07, +25ﬁn +28 LIPS +25 ﬁnyjeﬂR
1 ‘
—§5aﬂ(—0e0R+5y‘>eye5R—2aﬁelR)}
+F, {e Re, R-15 57 Re R}
RRR 3 [274] y 5
{ —A[-v,,8,G +e,e,G
-| a*6,,—a,6", +1€ n”+1g N, +1g N, |e,G
2 2 2 4
-2Y,(e,6,G-v,7e,G)-2Y,(e,6,G-0,’¢,G)
1

+ 4( B/ =53] j[—uﬁyeoG +e,e,G

_(aﬂ5ﬁ7—ay§ﬂﬁ+;gﬁmn +;8 ﬁnyb+;g , ﬁ(gje G}
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1
+4(E7ﬁ —Ezyﬂ)[—uweoG +e.e G
_(aﬂaay—aﬁ +;gmn +;g anys+;g , m;je G}
1
—4(Eaﬂ —Ezaﬂj(—eeoe +57e,6,G—2a’e,G)
1 .
4| By +3 3, (e,6,G—0’e,G)

"H, +gﬁy5Ha5)(eyeoG —u/eiG)

(24

+4(g

ool

A(-0e,G + 67 e,G - 2a7eyG)+%Y7 (e,6,G-0,’¢,G)

ol

—g( E” —%Zﬁj[—aﬁeoG +e6,G

—(—a5517+%gp‘yn +;€’M§ )e 6}5 }

+Fags {—%AeaGeﬂG -2(Y,,G+Y,e,G)e,G+ 4(50/ —%ZayjeﬂGeyG

+4(Eyﬂ —izyﬁjeaeeye —4(Eaﬂ —%zaﬁjy‘seyee&e

N

—4(Eaﬁ+ Zaﬂ](eoG)z+4(8ay5H5ﬁ.+gﬁ75Ha§)eoGeyG

N| -

+ iA5y‘3eyGegGJrﬂnyeOGeyG—§ e _Llym e,Ge;G |6,

9 3 3 2
+ Fre [ ~0,58,G +€,8,G
i o1 1 1

—(a 0,5 =80, +25ﬁ n* +23 s, +25 ﬂnyjelG
4 R R

—EA[—uaﬂeo +6,e,

—(aiéaﬂ -a,6", +%gaﬂyniy +%g”anﬁy +%g7‘ﬂnay]eﬂR}
-2Y, (e,eR-v,’e R)-2Y, (e,e,R-v,7e R)
+4(Ea7—%z;j[—uﬁyeonﬁeyR

1 1 1
—(aiﬁﬂy—ayé‘ﬁ+Egﬂﬁn“+zg&ﬂny§+§g , Mje R}
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+4(Eyﬂ—%zyﬂj[—uayeoR+eaeyR
—(a’léay -a,d’, +%gmnM +%g‘ﬁan75 +%gﬂyna5JeiR}
1 7 7
4 By =53, (—6e,R+57e,e,R—2a’e,R)

1 .
—4(Eaﬂ+52aﬁj(eonR—uyeyR)+4(5a7‘5H5ﬂ+gﬂ7§Ha§)(e7eoR—U/eﬂR)
L(_0e,G+57% e,G—2a7e G)+ 2 A(~0e,R+ 57 e,R—2a’e R
+ _E(_ 6,G+6”e 6,G—2a’e, )+§ (~0e,R+5"e e,R-2a"e,R)

4 ; 8 o 1 s
+3 0 (eyeOR—uy"edR)—g(E” —Ezf"j[—aﬁeoR+eye5R
—(—a 5 4 igrin s Loy ]e R}ﬁ }
5Y gy 2 vy op 2 S |7 ap
+FRRG{eaReﬁG+eaGeﬂR—%AeaReﬂR—2Yae0ReﬂR—2YﬂeoReaR
4 E 7 127 Re R+4| E” 1Zy Re R
+4| E,/-23,7 |e,Re R+ s 5% JeRe,

1 5 1 2
—4(Eaﬂ —Ezaﬂjy e Re,R —4(Eaﬁ +§zaﬁj(eoR)
+4(2, Hy, +2,°H,;)e,Re,R

+[—§57"‘eyReﬁG +%A575eyRe5R +%Y7eoReyR

8 5 1 N
_g[EY _EZW)jeyRe&R}@w}

+ Free [eaGeﬁG —%A(ea Re,G +e,Ge,R) -2, (e,Re,G +e,Ge,R)
—2Y,(&Re,G +eoGeaR)+4(an —%Zay](eﬁReyG +e,Ge,R)
+4(E7ﬂ —%Zyﬁj(eaReyG +e,Ge,R) (4.25)

1 5 1
_s(Eaﬂ —Ezaﬁj& e Re,G —S(Eaﬂ +52aﬂjeoReoG

+4(ga75H5ﬂ +gﬁ75Ha5)(eoReyG +eOGeyR)
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{—%éyﬁeyGe&G +§A5y5eyReJG +%Y7 (e,Re,G +e,Ge,R)

_%(Eyﬁ _%275)6},R85G:|5aﬂ}}

Egrilik akiskaninin efektif dinamik biiyiikliiklerinin (4.16)-(4.19) kovaryant ifadeleri ile

(4.22)-(4.25) tetrad ifadeleri, F(R)-gravite ve F(G)-gravite 6zel durumlarina kolayca
indirgenebilir.

F(R,G)=F(R) icin kovaryant ifadeler:

ut = ;cle {—%(F —RFy) + Feg [ -OR + DD,R |+ Feeg [DaRDaR]} (4.26)
R
R 1 1 T 2 . a
p? =——1=(F —RF,) + Fy | R—U°D,R-= (-6R + D*D,R)
KFy (2 3
, (4.27)
+FRRR[R2—§D3RDaR}}
R_ 1 5 b :
o _K'Z—FR{FRR [-(D.,R-0,"D,R) |+ Fere [ -RD,R |} (4.28)
rR_ 1 - 1 5 0
= ——1Fe [—uabR+DanR——hab(—9R+D DfR)}
K 3
(4.29)
+FRRR{DaRDbR—%habDfRDfR}}
F(R,G)=F(R) icin tetrad ifadeler:
1 (1
i = |5 -RF)
K°F, | 2 (4.30)

+ Fon (—0,R + 57e,&,R— 22", R) + Fope | 57, ReﬂR]}
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R 1 {1
S = (F-RF,
p K'Z FR 2( R)
+ Fop [eoeoR —-u“e,R —%(—HeoR +5"e,e,R—2a", R)} (4.31)
2 2
+Feee | (&R) —55 e,Re,R
1
oF = = {FRR (-e,6,R+0,”8,R) + Foee [-€,Re,R]| (4.32)
R
1
R
Top = F. {FRR I:—UaﬂeoR +e,e,R

1 1 1
_ A _ A - Ay . = N Py 23
(a 0,5 —8,;0 a+25aﬁyn +25 anﬂy+25 ﬁnay)eiR

:3 a ( 7 A )

+ Fopg [eaReﬂR —%%Nf"eyRe&R}}

F(R,G)=R+F(G) icin kovaryant ifadeler:

. 1{ 1
- —{-=(F-GF
:u Kz 2( G)

2 — S a al 1 al :

+ Feg {g(ms:)(—am D DaG)—4(E R bj(—aabG+ DanG)}
2 = a ab 1 ab

+ Feco {g(msg)D GDaG—4(E +23 jDaGDbG}}

(4.34)
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11
pG :F{E(F _GFG)

+ Fee E(msa)(é —uaDaG)+%A(—0R+ D°D,R)

+%Y3(D3G—uabDbG)—%(Eab—%Zabj(—o-abG+DanG)}
2 o 8, 8 <.
+Faeo ‘:E(A+3z)G +5AD'GD,G +2GY'D,G (4.35)

—i(Eat’ —izabjDaGDbG
3 2

qu :%{FGG [‘%(A‘F?)E)(Daé —UabDbG)+ 2Y, (—GG +D° DbG)
- 2Y°(-0,,G+D,D,G)+47,"H,’ (—0,,G + D,D,G)
+4(Eab +%2abj(DbG —UbCDCG)} (4.36)
+ Fege [—%(A +3E)GD,G +2Y,D°GD,G - 2Y°D,GD,G

+4(Eab +lzab]GDbG +41,°H,° DCGDdG}}
2
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o :iz{FGG |:—%A(—UabG + DanG)
-2Y,(D,G-4,°D,G)-2Y,(D,G-v,'D,G)
+4(E; —%ZJJ(—%CG + DbDCc;)+4(E°b —%E%J(—%G +D,D,G)
—4(Eab —%zab](—ec'; + DCDCG)—4(Eab +%zabj(c§ ~i°D,G)
+4(7,"Hgy +1,"H, )(DG -0,' D,G)

( ~0G +D° DG)+§YC(DG v, DG)

—%(ECC‘ _%ZC" j(—ach + DchG)J hab}
+Feeg [—gA D,GD,G -2Y,GD,G - 2Y,GD,G
+4(n,“Hy, +7,"H,,)GD,G
+4(E; —%Z;ijGDCG +4(E°b —%Z%jDaGDcG

—4(Eab —%zabj D‘GD,G —4(15ab +%zabjc;2

+(§AD°GDCG +%Y°GDCG —%(E“‘ —%2“‘ j DCGDdehab}}

(4.37)
F(R,G)=R+F(G) icin tetrad ifadeler:
1 1
I =F{—E(F ~GF,)
+Fyg E(A +32)(—0e,G +5”¢,e,G —2a%,G)
- 4(E“ﬁ +%Z“ﬂ][—aaﬁe06 +e,e,G (4.38)

, 1 1
—(—aﬂ5a+§g n, +25 N, [€,6

2 (A+32)5"e,Ge,G —4(E“ﬂ +12“ﬂjeaGeﬂG}}
2

+ FGGG {E
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11
p° ZF{E(F -GF;)

+Fye E(A+BE)(eOeOG —-u’e,G)
8 af 2 a 8 a b
+§A(—9eoG+5 e,e,G-2a eaG)+§Y (e,8,G-v,%e,G)
4 1

—E(E“ﬁ —Ezaﬁj[—aaﬂeoG +e,6,G

—(—aﬂya +lg”anﬂy +ig”ﬁnayjelG
2 2
2 —_ 2 8 af
+Fee E(A+3a)(eoG) +§A5 e,Ge,G
+§Y“eoGeaG —E(E"ﬂ —EZ“ﬂjeaGeﬂG
3 3 2

(4.39)

G 1 2 —_ B B B
0 =—1Fee —E(A+3n)(eaeoG ~v,"e,G)+2Y,(-0e,G+5"e,e,G-2a’,G)
~2Y"[-v,,6,G+e4e,G
—(a‘ﬁﬂa -a,6%, +%gﬂwn“ +%g“ﬂnay +%gﬂanﬂyJeXG}
+ 4(Eaﬂ +%zaﬂ j(eﬂeoe ~v,/e,G)—45,”"H [ ~v,,€,G +e,e,G

—(—aﬁ‘ﬂ +%gﬁ5pnﬂ" +%gmﬁn5p +%g’3{snﬂpjeﬁﬂ
+ FGGG {—%(A + BE)eoGeaG + ZYaé‘ﬂyeﬂGeyG
- ZYﬁeaGeﬁG + 4(Eaﬁ —i—%zaﬁjeOGeﬁG _ 4gaﬁ7HyéeﬂGe5G:|}

(4.40)
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1 4
F{FGG [_EA[_UaﬁGOG +6,6,G
1 1 1
A A A
_(a 0,5 —8,;0 a+§8aﬂyn 7+§g n, +25 8 ay)e G}
-2Y,(e,6,G-v,7e,G)-2Y,(e,6,G-0v,7e,G)

+ 4(Ea7 —%ij[—uﬂyeOG +e,e,G
1 1 1
_(az§ﬁ7—ay§iﬂ+ggmn +28 ﬁny5+25 7nﬁéje G}
cafEr Ly [— eG+eeG
BT Ve o %y

—(a% -a,6", +;gmn ol +%g‘”n ]elG}

2 a’ 'y 7 ad

1
—4(Eaﬁ -Ezaﬂj(—eeoe +57¢,6,G-2a’e,G)

—4[Eaﬂ +%Zaﬂj(e0e06 ~i’e,G)
+ 4(5/5H5,5 + 5ﬁ75Ha5)(eyeOG —u/ele)

FA ~06,G + 57 €,G - 2a7eG)+4Y7(eeG v, eG)
9 3

—%(E”" ——275j -0,,6,G+ee,G

—(—aaéiﬁ%gp‘yn +;g'”{5 je G}é }

4 1
+Fage [—gAeaGeﬂG -2(Y,6,G+Y,e,G)eG +4(E/ —Ezojjeﬂseye
+4(E7 Ly ]e Ge,G - 4(E 1Zaﬂjy"‘eyGe&G
4(E J &G) +4(&, Hy+2,°H,,;)e,Ge,G

+ {gA&ﬁeyGegG + % Y"e,Ge,G —%( = _%ZWF J e,Ge,G } Oup }}

(4.41)
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Simdi, (4.4) ve (4.5) teki T, , T ve TS¢ tansorlerinin (3.28) e benzer tarzda

Tap = H'UU, + PNy + 20Uy + 73, (4.42.a)
M Tant: 1 m m m m
TV = == F_(ﬂ u,u, +pTh, + 2q(aub) +7Ty) (4.42.b)
R R
T = 14U U, + pehy, +207u, + 7, (4.42.c)

ayrisimlarini g6z Oniine alarak bunlarin herbirine baglanan x¢, p, q, ve r, dinamik

degiskenlerini tanimlayalim. (4.7) esitliginden dolayr bu dinamik degiskenler

birbirlerine
t 1 m RG
W =—u"+u (4.43.8)
FR
t_i m RG 4.43.b
p=—p +tp (4.43.b)
FR
t _i m RG 443
qa - qa +qa ( . .C)
FR
t _i m RG 4.43.d
ﬂ-ab - F ﬂ-ab+ﬂ-ab ( ' ' )
R

bagintilariyla bagh olurlar. (4.7) denkleminin tanimi goz Oniine alinirsa bu dort
bagintinin alan denklemlerinin yerini tuttugu, baska bir deyisle, alan denklemlerinin
arttk bu bagintilara esdeger oldugu kolayca anlasilir. Bu anahtar bagintilar ilerideki

incelemelerimizin temelini olusturacaktir.

83.1.3’te, R, Ricci tansorinin, T, enerji-momentum tansdriine (3.36) bagmtisi ile

bagli oldugu ifade edilmisti. GRT nin 1+3 kovaryant ayrisim formalizminde buna,
hesaplarda ortaya ¢ikan Ricci tansoriinii madde-enerjiye baglamak igin cebirsel bir
bagint1 goziiyle bakiliyordu. S6z konusu baginti, efektif enerji-momentum tansoru

yaklagiminda, (4.6) dan dolay1
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R, = (T, —%T;b) (4.48)

biciminde yazilacagindan, yeni teoride evrim ve bag denklemlerinde yalnizca dinamik
bliytikliikler i¢in degisiklik yapmak s6z konusu olacaktir. Buna gore, evrim ve bag

denklemlerini F(R,G)-graviteye genellestirmek igin rolativist kozmolojinin evrim ve
bag denklemlerinde 4, p, q, ve r, yerine, (4.43) bagintilartyla tammli z', p', !
ve 7., efektif toplam ifadelerini yazmak yeterli olacaktir. Ancak, standart kozmolojinin
V®T,, =0 enerji-momentum tansoriininun korunumundan kaynaklanan (3.47) ve (3.48)

korunum denklemlerine ek olarak, F(R,G)-gravitede V°T, =0 korunumundan

kaynaklanan iki korunum denklemi daha yazmak gerekecektir. Bu soylenenleri dikkate

alarak, F(R,G)-gravitenin kovaryant evrim ve bag denklemlerini asagida listeliyoruz.

EVRIM DENKLEMLERI:
. 0 <a 1 2 « sa 2 2 1 t t

(E): 6=D,u —59 +U,U7 —20% + 20 -E(ﬂ +3p") (4.45)
a. - 1 abc . 2 a a b as b

(E,)*: @ =7 Dbuc—gé?a) +o0°0 +Uu'l,0 (4.46)

(E)w : Oup = (U, 00 + ubo;ic)ljC +1(Daub + Dbua)—aacacb —gé’aab +U,U,
2 3

. . (4.47)

— w0, —E(Dcu° +l° 20" -’ )y, —(Eab _E”‘t’bj



(E4)ab :

(Es)ab :

(Ee):

(E,),:

(EE;):

(EE,),:
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(Eab +%7'ngj = (Eae +%7r;e)ueub +(Ebe +%ngeJuEua

+%(77aef D°H fb T Toet D°H fa)_%(Daqbt + quat)

1, ... 1 1, .. .
+EhabD qet _E(:ut + pt)o-ab _E(qatub +qbtua)
+%habq;ue_0£Eab+%ﬂ-ébj+%0ea(Ebe_%ﬂtt)e]

+§Geb (Eae _Eﬂ;ej_habo_ef (Efe _Eﬂ-tfej
2 6 6
1 . 1 .

_Enaf |:(Eeb +§”§bja)f +2Hebufj|

1 . 1 .
_Enb f |:(Eea +Eﬂéawa +2Heauf:|

I_.lab :(uaHbc_{_ubHac)l"IC _%naefDe(Efb _%ﬂ.tfbj
1 . 1 3 ¢ ¢
_EnbefD [Efa_Eﬂ.tfaJ_gHab_'_E(Haco- b+Hch- a)
ef 3 t t
_Hefo- hab+Z(a)aqb +a)bqa)

1 C e e .
_Ea) qéhab+(77aefE b+77befE a)uf

_%(naef H eb +77bef Hea)a)f +%(77aefo-eb +77bef6ea)qtf

4" =-D%] —(,um + pm)9—2q§l]a — o™

< m m m m m\,; m 4 m
4. =_Dap _Dbﬂ-ab_(/u +p )ua_abaqb _gaqa

bc 4m

sbm m,+b
+uuq, -7, ,u +1n,7q, o,

i =-D%q, —(4'+p')0-200° - 0™

. . 4
Ay =-D,p' - D"z}, —(4' + p')u, - "0 —5 00

bc At

bt t +b
+Uuuq, —7,u +17, Q.

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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BAG DENKLEMLERI:
(C,),: Do, —% D,0+1n,,,D°@° + 21, 0’0 +q, =0 (4.54)
(C,): D,0" —u,0" =0 (4.55)

: : e 1 e e
(CS)ab : Hab +(a)aub +a)bua)_a) uehab _E(naef D O-fb +77bef D O-fa)

1 (4.56)
+§(Daa)b +D,w,)=0
(C4)a: Db(Eab+%772bj_%Da/‘t_%Gbaqé+%0q;
3 (4.57)
_ﬂaef (O-ebH fb _Eweqtf )_3Hbaa)b =0

. b 1 ef t t t 1 t b

(Co), : D Hapuzna D.a} +(' +p') e, +3| E,, 5 |
(4.58)

1
+77aEfo-be(Efb +E7thbj:0

F(R,G)-gravitenin tetrad formundaki evrim ve bag denklemleri ise sunlar olacaktir:

EVRIM DENKLEMLERI:
. <o 1., . “a 2 2 1/ t
(E,): &0 —e,u” =—20 +(u, —2a,)u” —20° + 20 —E(ﬂ +3p')+A  (459)
E @, a 1 afy I 774 O 1 <
(E,)": e~ e77e,l, = ¢ p® =530,
, (4.60)
1 a 1 a a
_En ﬂuﬂ—gﬁa) +0o ﬂa)ﬂ
(B)7:  eo” -0 e u” =& (200", —n" u,)+au” +u“c”
) (4.61)

—EHO'“ﬂ —G<a70ﬂ>7 — 0’ —(Eaﬂ—l(ﬂt)aﬂ)



63

()" eOKE"‘ﬁ'+%(ﬂ‘)“ﬁ)—g”’<“eyHﬁ>§+%57<“ey(qt)ﬁ>

_anle g L e Lo, oule) gty
=-3n" H +2nyH 2(a +2U )(q)

(4.62)

_%(ﬂt + pt)o-aﬁ —Q(Eaﬁ +%(ﬂ.t)aﬁj+3a<ay (Eﬂw _%(ﬂ-t)myj

) 1 1 .
+&"% {(297 +a)7)(Eﬂ>5 +E(ﬁt)ﬂ>5j+§nﬂ>7qt5 +(2u,-a,) Hﬁ”

(E)”: eOH“ﬁ+87‘3<“e7(Eﬂ>5—%(ﬂt)maj:?’n@y(Ew_%(”t)myj

(Esa)aﬂ:

—%ng (E“” —%(ﬂt)aﬂ j—HH @ 13" WOV +ga)<“ @)” (4.63)

o 1 1 .
+ gl {(29y+a)7)Hﬂ>5+ay(E’g>5—E(ﬂt)ﬂ>5j+50ﬁ>yqt5—2u7Eﬂ>b1
eou" +e,(q") +(u"+p")0+0° ,(x"),” +2(u, -a,)(q")* =0 (4.64)

ey +8,p" +e,(z"),” + (1" + p")u, +%9q2‘ +o”q)

(4.65)
+(u, =38, ) (x")7 — &%, | (O -0 )@Y + 17 (2" |=0
eou +e,(q) +(u' + p)0+0" 4 (x"),” +2(u, -a,) (@) =0 (4.66)
e d, +e,p' +e,(r"),” +(,ut + pt)ua +£9q; +0d,
3 (4.67)
+(U/3 —Saﬂ)(ﬂ't)aﬂ _gaﬁy |:(Qﬂ _a)ﬂ>(ql)7 + n/](s(ﬂ.t)b}’:| =0
1 . 1 .
&, +Egaﬁ7(ey +U,—2a,)Q’ +§eaﬁy(uﬁ +a’ ) o’
—%aaﬁ (uﬂ +aﬁ)+%(ua + aa)e—%naﬂa)ﬁ +%gamaﬂyn7’1 =0 (4.68)

e, +%n“ﬁ6’+5“/’ [(ey +u, )@ +a)7)]—57(ﬁ [(ey +uy)(Q“) +a)“))}

N 8},5(05 (e}, N u},)O_ﬂ)g _ Zo_(aynﬂ)V + Zgyl(anﬂ)y (Qi + 0)/1) =0 (469)
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BAG DENKLEMLERI:

(Co):

2
af _ & sap apy _ af _pa B
€,0 35 eﬂ49+3 e,0, Baﬁa n“,o

—g”‘ﬁy[nwo‘sy +(a, —2uﬁ)a)J+(qt)"‘ =0
e, 0" —(2a,+u, )" =0

H +5y<aeya)ﬂ> —gmaeycfmé +(2L]<0’ +a<“)a)ﬂ>

a 1 (o
+3nf yaﬂ” —Enyyo'“ﬁ—gyb< (nﬂ>7a)5—a

o"B>5)=O

14

o (e 2wy - Loy a, £+ Loy
2 3 2
+10( t)a_l a ( t /3_3 Ha/i’
300 —50%,(@)" =30,

o 3 1
- {aﬁﬁHiEa)ﬁ(qt)y +nw(E5y +§(”t)67ﬂ =0

Q, l Q Q, a
e,H +oe Pe,q', —3a,H? +(u' +p')o
s o)

u ;1 1
+& 24 |:O-ﬂ5(Eby+E(ﬂ.t)§yj_Eaﬁqt7_nﬁéHay:|:O
D LMo a 267, o +20% 0 + 200" — 208, =0
eﬂn +& eﬂay— & ﬂya) +Z0 ﬁa) +§ " — 2N aﬁ—

A
e<aaﬁ>+b<aﬁ>+(ey—2ay)n < gVﬂ>l+§Haaﬂ—ay<aaﬁ>y

a

1
+ 2a)<aQ )~ O, Oy —(Eaﬂ +Eﬁ‘aﬂj =0

1
a a ay 7 A A
4e a” —6a,a“ —n nay+§n N, —da"Q,

—2u' +§92 +20° +20° =0

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)
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4.2. MAKASLAMASIZ AKISKAN IDDIASININ DORT BOYUTTA YUKSEK
MERTEBEDEN EGRILIKLi GRAVITE TEORILERINDE ELE ALINMASI

Girig’te soz edildigi lizere, makaslamasiz miikkemmel akiskan i¢in rolativist bag
denklemlerinin tutarliligi arastirilirken, bunlarin evrimlestirilmesi, yani kovaryant
zaman tlirevinin alinmasi, ya Yiksek mertebeden tirevlere g6tirip yorumun
kaybolmasina yol agmakta ya da ¢cogu kere oldugu gibi, sonu gelmeyen sayisiz integre
edilebilirlik kosullarindan olusan bir baginti1 zinciriyle karsi karsiya birakmaktaydi.
Dahasi, bu tiir yontem ile ¢éziimiin ne oldugu degil, fakat ya varlig1r ya da yoklugu
gosterilebiliyordu. Bu séylenenlere bir 6rnek olmak lzere s6z konusu yontem 84.3’te
F(R)-zarevren modeli ¢ercevesinde uygulanacaktir. Biz asagida, evrim ve bag
denklemleriyle, makaslamasiz, dénen ve genisleyen miikkemmel akigkan igin bir
Oncdzim roliini oynayacak metrik yaklasim kullanarak is gorecegiz. Gz 6nine
alacagimiz metrikler analitik hesap yapabilmeye olanak saglayabilecek tlirden nisbeten
0zel metrikler olacaktir. Bianchi-tip metrikler denilen uzay-zamanlar, uzayca homojen
esyonsuz metrikler olup kozmoloji kapsaminda, uzayca homojen ve esyonlii olan
Robertson-Walker metriginden sonra en ¢ok kullanilagelen metriklerdir. Bunlar, dokuz
tip olarak smiflandirilmislardir. Biz bunlardan yalnizca makaslamasiz, dénen ve
genigleyen Bianchi-tip 1X ile Bianchi-tip II metrigini géz Oniine alacagiz. Ayrica,
Bianchi-tip olmamakla birlikte, Gnlt stasyoner ve donen Godel modelini stasyoner
olmayan yani genisleyen bir evren modeline genellestirip bunun, géz 6niine alacagimiz

teorilerin alan denklemlerinin bir ¢c6zimi olup olmadigini arastiracagiz.

Bu sdylenenler 1s1ginda, v,(t) ve I ,(t) yalmzca t kozmik zamanin fonksiyonlari

olmak (izere, metrigi {a)a} 1-form tabaninda
ds®* = (o’ -v, (t)0”)? +I,, )" o” (4.78)

bi¢iminde yazilmis ve ddnen, uzayca homojen modeller sinifina ait ¢ uzay-zaman
Ornegi goz oOniine alacagiz. Ancak, soz konusu fonksiyonlarin, matematiksel bakimdan
islenebilir denklemlere yol agmasi olas1 goriilmediginden bu sekliyle amacimiz igin
oldukca fazla genel olacaktir. Bu bakimdan [21,80,81] kaynaklarini izleyerek bunlarin

fonksiyonel sekillerini, a(t) zamana bagli kozmik Olgek ¢arpami ve k, ve v,
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(¢=1,2,3), k,>0 veenazbir v, #0 kosullarin1 saglayan sabit parametreler olmak

Uzere,

v, (t)=a(t)v, , Faﬂ(t)zaz(t)kazéaﬂ (a Uzerinden toplam yok) (4.79)
bi¢iminde kisitliyoruz. (4.78) denkleminin, {dxi,ﬁi} tabanl {Xi} yerel koordinatlarinda

ds® =—M?(t,x)(dt =M, (t, x)dx")* +h,, (t, x)dx“dx", (4.80)

biciminde ifade edilmis ipliklenmis formdaki uzay-zaman metriginin ¢ok 6zel durumu

olduguna dikkat ¢ekelim. Burada M (t,x) ve M (t,x)dx" sirasiyla, ipliklenmis zaman
fonksiyonu ve ipliklenmis kayma 1-formu olarak adlandirilirlar. x ile {XV,V :1,2,3}
koordinatlar, h,, =g, +uu, ile de uya dik (h, =0, hijuj =0) yerel durgunluk 3-

uzay metrigi gosterilmektedir. Uzay-zamana 1+3 iplikleme bakis agis1 yaklagimini

yansitan bu form, M (t,x) fonksiyonu araciligiyla, kinematik donmeyi isin igine
sokmak igin dogal bir yol olusturmaktadir. (4.78) ile verilen metrik, M (t, x) =1 ayarin
kabul ederek ve de M, (t,x) ile h,(t,x) in uzay ve zaman koordinatlarina gore,
M, (tX)=v,)o" (x) ve h, ({tx)=T, (t)w“”(x)a)ﬂv (x) gibi aynstirilabilir

fonksiyonlar oldugunu varsayarak elde edilmistir. Bu bize,

»° = dt E, =0, (4.81)

o = o, (x)dx" E,=0',(X)0, (00 ;=05%),

ile, (4.80) in (4.78) biciminde yazilabilecegi zamandan bagimsiz dort adet taban 1-

formu ile bunlarm diiali olan E, = ', (X)0, taban vektorlerinden olusan bir {a)a, Ea}
eshareketli cat1 tanimlamaya olanak saglar. Bir ortonormal tabanda ¢alismak ¢ok daha
kolay oldugu i¢in, simdi, {a)a, Ea} tabanindan, 77,, = diag(-1,1,1,1) olmak uzere, uzay-
zaman elemammin ds® =7,,0°c" seklini alacagi bir ortonormal {O‘a,ea} tabanina

geciyoruz. Bu, (4.78) ve (4.79) ifadelerinden su asikar se¢imle gergeklestirilebilir:
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o’ =’ -a(t)v, o e, = E, (4.82)

o’ =a(t)k,o” e, =V k'E,+a " (t)k'E,

(yukaridaki denklemlerde tekrarlanan « indisi (Uzerinden toplam yoktur).
g, = E, =0, =u oldugundan, bu ortonormal tetrad catisinin da eshareketli olduguna
isaret edelim. Bdyle bir ¢at1 igin e, taban vektorlerinin komutatorlerinin Ellis ve van
Elst [65,66] tarafindan e, a gore Olgiilen akiskanin kinematik biiyiikliikleri cinsinden

verildigini §3.2°de soylemistik (bkz. (3.62)).
4.2.1. F(R)-gravitede Makaslamasiz Akiskan Iddias1

Yukaridaki hazirligi yaptiktan sonra, simdi F(R) teorisi i¢in hesaplarimizin adimlarini

sunabiliriz. Once (3.62) komiitatdrlerini kullanarak akiskanin 0,0,,,U,... Kinematik
biiyiikliiklerini hesapliyor ve sonra da bunlar, efektif toplam akiskanin ', p', g ve
ﬂ;ﬂ blydkltklerini bulmak igin (4.70)-(4.77) deki tim bag denklemleri topluluguna;
efektif egrilik akiskanmin #~, p®, g ve ﬂjﬂ dinamik biyukluklerini bulmak igin de
(4.30)-(4.33) ¢ yerlestiriyoruz. Elde edilen bu biiyiikliikleri birbirlerine baglamak igin,
milkemmel akigkan varsayimi altinda, yani @ =0=7, icin, asagidaki sekilde

indirgenmis

&) =" b) =Dt ) qi—ql, d) 7=, (483)
I:R FR
denklemlerini kullaniyoruz. Buradan da a(t), ", p" ve F(R) bilinmeyenleri icin

birbirine kuple bir denklem sistemi buluyor ve sistemi olusturan denklemlerin

birbirleriyle ve metrigin parametreleriyle ve de makaslamasiz akiskan iddiasinin temel
kosulu olan 4"+ p™ #0 bagmtisiyla tutarli olup olmadigini arastirtyoruz. Tutarlilik

halinde yapilacak is F(R)-gravite modelini ingsa etmek olacaktir. Asagida, ii¢ metrik

ornek alip bu incelemeyi gerceklestiriyoruz.
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4.2.1.1. Godel Tip Genisleyen Kozmolojik Model

Makaslamasiz, donen ve genisleyen uzay-zamanlara ilk Ornek olarak, metrigi

{x‘} ={t,x, y,z} yerel koordinatlarda

ds? = —dt? + 2/Sa(t)e™dtdy + a2 (t)(dx? + Ke?™dy? + dz?) (4.84)

olan Gddel tip model gbz oniine aliyoruz. Burada, a(t) zamana bagli bir dl¢cek carpan

vem,S, Kim>0,S>0, K#0 ve S+K >0 kosullarina uyan sabit parametrelerdir

[80]. Godel tarafindan 1949°da [1] Onerilen dénen ve stasyoner orijinal model
a(t)=a, =sabit, K=-1/2, S=1 ve @, sabit donme parametresi olmak Uzere,
m =\/§a)0a0 degerlerine karsilik gelmektedir. (4.84) metrigi, a y1 zamanin fonksiyonu

alarak orijinal Godel metriginin stasyoner olmayan duruma dogal genellestirilmesini
olusturmaktadir. S ve K parametreleri modelin alisilmadik 6zelliklerini tartismak i¢in
daha sonraki yillarda daha da bir genelleme olarak metrige katilmistir [80]. Asagida,
F(R)-gravite alan denklemlerinin bu tiir bir uzay zamani ¢éziim olarak kabul edip

etmedigini arastiracagiz.

o® = (dt,dx,e™dy,dz) & Ea:(ét,ax,e’"”@y,az) (4.85)

ile taniml {a)a,Ea} tabaninda (4.84) deki yay elemani (4.78) bi¢imine diiser ve

buradan da, (4.79) kullantlirsa v, =v, =0, V, =~/S ve k =k; =1, k, =vK+S oldugu

kolayca goriilebilir. Dolayistyla, (4.82) ye gore, (o°,e,) tabani agikga

o = dt—+/Sa(t)e™dy, e, =0,
o' =a(t)dx, e =a*(t)o,,
& (4.86)
2=JK+S a(t)e™dy, = S 0 ! e ™o, ,
i ey = ks st 0T

o’ =a(t)dz, e, =a*(t)o,
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biciminde verilecektir. Bunlar (3.62) deki komiitasyon bagintilarinda kullanilirsa su

asagidaki kinematik biiyiikliikler elde edilir:

a S 1 S m
=0, 0=3—, u =(0, 20 —(0,0= [——y__
Tap a ( K+S a )y @, =( 2\/K+s a)

S a m
=(——,— =,0), n, =——105%5° 4.87
=( 2a K+S a ) Ny 2a 7 (4.87)

Burada nokta ile, e, =0, oldugundan, t ye gore tiirev gosterilmistir. Bu uzay-zamanda,

donen makaslamasiz akigskanin, & #0 oldugunda genisleyen ve ivmeli olduguna dikkat

cekelim. (4.87) deki kinematik blyukltkleri (4.86) daki e cati tiirevlerini kullanarak,
once (4.70)-(4.77) bag denklemlerine yerlestiriyoruz. Beklenildigi gibi, (C,) ve (C,),

6zdes olarak saglanir. (C;), dan

t . t 2 t
= S _“'a, / c_ 2 0 4.88
% K+S 8.2 %= K+S(a az) % ( )

ve (G,),, danda H_, =0 bulunur. Ote yandan, 0,; =0 olmasi nedeniyle (4.61) deki

(E;),, evrim denklemi
. . . . p 1
(K3) s : —e, U, +gy§<anﬁ>7u"—(u<a +a<a)uﬂ> + 0w >+(Eaﬁ—5n;ﬁ):0 (4.89)

seklinde yeni bir bag denklemine doniismektedir. Bu denklemle birlikte (Cg),, dan

E.; ve ﬂ'(tw bilesenleri

1 K m
E11 = Ezz = _§E33 = _M?i E12 = E23 = E31 =0, (4.90)
2
= (———)-ﬂm—, (4.91.9)

H 3(K+S) a a’’ 6(K+S)a?

22 2
- (E_a_)_ﬂm_ (4.91.b)

Ty 2
3(K+S) a a’ 6(K+S)a
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28 (g_a_2)+ 2K+S m*
¥ 3(K+S)'a a’’ 3(K+S)a’'

S ma
My = Ty, = w/m?, Tps =703 =0. (4.91.d)

biciminde bulunur. Eger, (4.86)-(4.91.d) denklemleriyle verilen biyukltkler (C,), ve

(4.91.c)

(C;), bag denklemlerine yerlestirilirse, kisaltma ve diizenlemelerden sonra, sirasiyla

s ss .2 2
e il = / S | 28 3+3(63_2(3K+228)a N 4K +S m_2) 5 (4.92)
K+S| K+Sa a a a 2(K+S) a

ve

. 2(3K+4S) 4 & 4K-S m?

L —_— 4.93
HEP =0 s G a2 B(Kes) & (4.93)
bulunur. Nihayet, son (C;) bag kosulundan

. .2 2

. 2S 3+3K+23a_2_ 4K +S m_2 (4.9)
K+Sa K+S a° 4(K+S)a
elde edilir ki, bu (4.93) denkleminde kullanilirsa

.. _ .2 2
(_ 2BK+S)d 3K-254° 4K+5S m (4.95)

.
3(K+S) a 3(K+S)a* 12(K+S) a?

bulunur. Bag denklemlerinden clde edilebilecek tiim bagintilar bunlardan ibarettir.
Yukarida bulunan biytkliikler ile bunlarin e, turevleri kullamlirsa, (Eg) ve (E, )a

denklemleri disinda, (4.59)-(4.69) evrim denklemlerinin tamaminin ve de (4.92)

denkleminin 6zdes olarak saglandigi gosterilebilir. Dolayisiyla bunlar yeni bir bilgiye

yol agmazlar. Simdi, (EG) ve (E7 )a denklemlerinin sirastyla indirgendigi

- m a m m
1z =—3E(ﬂ +p"), (4.96)
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ve

m

S a m m m
=\ ="+ p"), &p"=0, (4.97)

P =0 &p K+S a

denklemleri goz éniine alalim. Ote yandan, ' ve p' icin (4.94) ve (4.95) denklemleri

ve u° ve p® icin de (4.100), (4.101) denklemleri ve ayrica da

6K & a°, 4K+3S m’
Rt)=p' -3p' =—— (=) ————, 4.98
(6)=4=3p K+S(a az) 2(K +8) a? (4.98)
bigimde hesaplanan Ricci egriliginin ifadesi géz Oniine alinirsa, (4.83) teki anahtar
denklemler 4" ve p" nin her ikisinin de yalnizca zamanin fonksiyonu oldugunu
sOylemektedirler. Dolayisiyla, (4.86) uyarinca (4.97) deki birinci ve tglinct denklemler

0zdes olarak saglanirlar; ikincisi ise basing i¢in su asagidaki evrim denklemine yol agar:
m a m m
pr =—— (" +p") (4.99)

Burada suna isaret edelim: (4.59)-(4.69) evrim denklemleri toplulugunda esyonlii basing
icin boyle bir evrim denklemi bulunmamaktadir. Burada s6z konusu denklem yalnizca
uzaysal tiirev icermesinden oOtiirii bir bag denklemi olarak adlandirilan (4.97) bag

denkleminden kaynaklanmaktadir. Mamafih, uzaysal tiirevli olmak yaniltici bir

gérinimden ibarettir. Zira, e, ayni zamanda bir zamansal tiirev igerdigi igin salt bir

bag denklemi olarak yorumlamak dogru degildir. Ayni saptama (4.92) denklemi icin de
gecerlidir. Bu konuda, “bag denklemi” bi¢cimindeki adlandirmanin yol agmis oldugu

karigiklik konusunda [82]’deki arastirmacilarin elestirilerine yonlendirme yapalim.

Simdi (4.30)-(4.33) denklemlerine donelim. (4.26) ve (4.87) yi kullanarak egrilik

akiskaninin efektif dinamik biiyiikliikleri i¢in sunlar1 buluruz:

W=t (Forpy e S g 3KFSAp Few S g (4100
ZFR F,K+s  K+sa  'F, K+S
oL (rReys T (3KES g BKS A F 3KeS b0

2F, F. 3(K+S) 3(K+S)a F. 3(K+S)
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oF = 1Fg S mR, q;:_ %{i(p’é_ R) RRRR} af =0 (4.102)

2 F, K+S a Fe a Fe
1 1 S |Fp,s 85 Fegc
AR = IR R o= —R (R—=R)+—R&RR? 4.103.a
11 2 22 33 3K+S|:F ( a ) FR ( )

R 1 RR : R R
T ' f S “R, R =R =0 4.103.b
. 2 F, VK+S a oo ( )

(4.83) teki anahtar denklemleri kullanmadan 6nce, anlasilabilir olmak ve ayn1 zamanda
da yer kazanmak icin F(R) fonksiyonunun etkisini tiirevleri cinsinden kapsayan
F

and Y = 2(———) P (R- ) —RRR R? (4.104)
Fs a Fs

a
a2

X

F
_|__
F

N |-
ml:U

gibi iki yardimei1 fonksiyon tanimlayalim. Bu takdirde, bunlar cinsinden (4.88), (4.91),
(4.102), (4.103.b) denklemleri kullanilirsa (4.83) denklemleri, gerekli kisaltmalar da

yapildiktan sonra,

g =¢ - KiS mX =0 (4.105.a)
% =0, 0=-Y (4.105.b)
= _ez(iiz):_jz_%Kis —
Ty = Ty _Gi}}iiz):_j:%KZiS)Y (4.106.b)
Ty = Ty %:_j:_ﬁY (4.106.c)
- S mx =0 (4.106.d)

K+S
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biciminde yazilirlar. Ote yandan (4.83.a) ve (4.83.b) denklemlerini ayr1 ayr

yazmaktansa bunlarin

i =+ P (4.107)

R

seklindeki birlestirilmesini goz Oniline alalim. (4.94), (4.95), (4.100) ve (4.101)

denklemlerini kullanarak, bu

14K-Sm* 1 13K +4S
-= —=—((u"+pM)+= 4.108
sk @ X PR (4.108)
biciminde ifade edilir. Bu agsamada, (4.96) ve (4.99) denklemlerinin de,
m mye a’ m m
(#"+p") =—4g(/vl +p") (4.109)

bi¢iminde kombine edilebilecegi ve bunun da integrasyonunun, a#0 ve 4"+ p" #0

varsayarak, C bir integrasyon sabiti olmak tzere
[t == (4.110)

olacagina isaret edelim. Sonugta, a(t), «"(t), p"(t) ve F(R) bilinmeyenleri igin
(4.96), (4.98), (4.99), (4.104), (4.105.a)-(4.106.d), (4.108) ve (4.110) ile verilen kapali,
fakat asikar olarak bilinmeyen sayisindan fazla sayida denklem iceren bir denklem
sistemi elde ediyoruz. (4.105.b) denkleminin (4.106.a,b,c) ile tutarliligin1 saglamak
icin K ve S parametrelerinin 2K +S =0 kosuluna uymalar1 gerektigi hemen
gorulebilir. Bu kosul ise, K+S >0 zorunlulugu dikkate alindiginda, K <0 kosuluna
yol agar. Bu kosullar altinda simdi, yukaridaki (4.105.a)-(4.106.d) sisteminde X =0 ve
Y =0 olan yalnizca iki bagimsiz denkleme diismiis olmaktayiz. Bunlarin zamana bagl

a(t) olgek garpaniyla tutarliligini gostermek igin X in zaman tiirevini alalim. (4.104)

tanimi kullanilirsa sonugta

2 s 2

0=x =2ty _3%,)_ 32 (4.111)
a 2 a
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bulunur ki, bu da a=0, yani a=sabit=a, verir. Buradan, zamana bagli bir a(t) 6l¢ek
carpaninin F(R) alan denklemlerinin ¢6ziimii olarak kabul edilmedigi sonucuna variriz.
Bu alt bolimu kapamadan 6nce, F(R)-gravitede stasyoner Godel ¢céziimiinin var olup

olmadigina bakmak ilging olacaktir. O halde a=sabit=a, alirsak, yukaridaki

4K 2
denklemler ¢ok biiyiik 6l¢iide sadelesir; (4.98) den R = _—+38m_2 ve (4.87) dan da
2(K+S) a,
1 m .
o, =W, =— — olur. Ote yandan, (4.96) ve (4.99) dan 4™ =0= p™ elde ederiz
() o VK +S a y ( ) ( ) H P

ki, bunlar da x™ =sabit ve p™ =sabit bigciminde integre edilirler. O halde simdi, R nin

sabit olmasini1 goz Oniine alarak (4.105.a) ve (4.105.b) denklemlerinin 6zdes olarak

saglandigint ve (4.106) denklemlerinin de 2K +S =0 tutarlilik kosuluna yol agtigini
hemen goriiriiz. Bu takdirde, R ve w,, swrasiyla R=-m?2/a ve a,=m/(~/2a,)

biciminde sadelesir. Simdi, tiim bulunanlar1 (4.83.a) ve (4.83.b) denklemleri ile bunlarin

(4.108) deki kombinasyonuna yerlestirirsek, sirasiyla

m?> 1 1

1
-m "= (F-RF) (4.112)
2a° F, 2F, R

2
Im o l (ForR) (4.113)
2 a, Fs 2F;
m> 1 . .
ng_(ﬂ £ p™ (4.114)

R

denklemlerini elde ederiz. Son denklem, ¢, = («" + p™)a,’ /m? ve c, bir integrasyon
sabiti olmak tizere, F(R)=c,R+c, olarak hemen integre edilebilir. c, sabiti (4.112)
ve (4.113) denklemlerinden c¢,=x"—-p™ olarak bulunur. GRT limitinde

F(R)=R—-2A  olacagindan, ¢ =1 ve cc,=-2A olmalidirr Bu da,

2

u"+p"=m?la}’ =2} ve u"—p" =-2A bagntilarina yol acar ki, bunlar Ellis [3]

tarafindan daha oOnce bulunmus bagmtilar olup basinct da igerecek sekilde

genellestirilmis  Godel evrenine karsilik diiser. O halde, F(R)-gravite alan
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denklemlerinin stasyoner Godel evrenini dahi ¢6ziim kabul etmedigi sonucuna
varmaktayiz. Burada, 2K+S=0 ve K <O kosuluna uyan K ve S parametre

degerlerinin bu sonuca etki etmedigini kaydedelim.

4.2.1.2. Donmeli Bianchi-tip 11 Model
Ikinci 6rnek olarak, {a)a; Ea} tabani
o® = (dt,dx-zdy,dy,dz) < E,=(9,,0,,20,+0,,0,) (4.115)

koordinat temsilleriyle tanimlanmis [67] dOnen Bianchi-tip Il modelini géz 0Onune

alacagiz. Dolayisiyla {O‘a;ea} tabani (4.82) deki ifadeye gore, agikca

o’ =dt—va(t)dx+(v,z—v,)a(t)dy —v,a(t)dz, €, =0,

V. 1
= ka(t)dx —k,a(t)zdy, e =—0, +
o 1 () 1 () y 1 kl t kla(t) X
=
Y yA 1
o’ =k,a(t)dy, e, =20, + 0, + 0
2 2k, ' k() k,a(t) ’
o’ =k;a(t)dz, e, =V—36t +Laz (4.116)
K, kja(t)

bi¢ciminde yazilacaktir. Bunlar1 kullanarak (3.62) deki komditatorlerden akiskanin

kinematik buyuklikleri

a . a \Y;
=0, 6=3—, Uu,=—"4%—, =(—~—-=,0,0,)=-Q_,
Tep a a9 )=
V. a . k. 1
a =—%—, n_,=diag(—~—=,0,0 4,117
a ka a aﬂ g( k2k3 a ) ( )

olarak elde edilir. Onceki alt boliimdeki yontemin benzerini izleyerek, efektif toplam
dinamik buyuklikleri (4.70)-(4.77) denklemlerinden; ve efektif egrilik akiskaninin
efektif dinamik buyukluklerini de (4.30)-(4.33) denklemlerinden hesapliyoruz. Her ne
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kadar tartigmaya girmese de tamlik amaciyla gravito-magnetik ve gravito-elektrik

alanlarin bilesenlerini de yaziyoruz (bkz. 4.126). Sonuglari asagida listeliyoruz:

2 2 s 2 2 2

‘ A v, a k1 —3V1 1

= (L + 2_ — — 4.118
AT )( a ) TG @ (.118)
¢ 1w o2 v 6'12 a a’, ki+v’ 1

(A y2 43 4— )-Q2=+=)+ — 4.119
P 3(k2 k,? k 2N a a) ( a az) 12k,’k,* a* (4.119)

v doat kv 1
t_o(Z_Z y_ 4.120.a
©= G A (1202
.. .2 .
t_pVp@d_a, WV, @ 4.120.b
% kz(a a’’ kxk?’a’ ( :
v, d &, vy, a

t_of (2 _< 172 % 4.120.c
q3 k3 ( az) k22k3 az ( )
A VA VA VA B G A VA |

L2 oW Ve Veyd Aty 2k v 1 4.121.a
=3 DG T e @ (4.121.2)
Co2 0 vt vt d at 2kP-vrP ol

2NV Ve Vay@ @ty 2Kiov 1 4.121b
T2 =30 A G TR ek o (4.121.0)
¢ 2,V v a a°, 2k’-v?1

2V Vo Ve d Ay 2KV L 4121c
R A )( 2 oo (4.121.)
7 __zﬁ(ﬁ_a_zh kv, a (4.121.d)
27 Tkk, a a?’ kk?a’ o
go Vs d &y (4.121.¢)
z kk, a a o
go ¥ d &y kv, a (4.121.)
BTk a @t kjk, @l o
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V

R_ Fer v
po=—o e (R =RFg)+ {(k+

R

RRR (

v,
k> Kk
2
P (W2 V7 | Vs
Fook2 k2 k2

2 v,

p" (F—RF,)+ 1= {R 2'R—_(
F a

2FR

4 Fomm | g2 E(L2+VL2+
= 3'kZ K

2

52
32)R :|
3

R Vl RR RRR
=—-1 R-Z R
N k[ ( " ) = }

R

R Fr| Vo, @ A FRRR V, =)
= ——2(R-—R)+ ZR Y
% k2( a )+ 2k,k,* a Fr ( k, )

gt =Fm| _Vag Bpy WVe Apl Feee Vo poy
3 k3 a 3 I:R k3

”lizl(gi_i_ﬁ { RR(R—Z ) F;RR =) }
3

R R

V.2 V2 P s
-S| -l
1 2 3 L 'R R

2 2 _F .
Mg =— (-1 -2 +2-2 ﬂ(R_ R) RRR R2
33 3 klz k22 k32 I FR a FR

ﬂ.R_F 2( _“ )_1 klvsﬂ +FRRRﬁR2
o kk,  a ' 2kk?a| Fy kk,

F ..
72';3 = V,V, {%(R——R) TReR B :|
R a F

2

v22

k2 k2 k2
Vs
k

xR+2 A Ry—32 R}
a

B yeR+72 Rﬁ
a

(4.122)

(4.123)

(4.124.2)

(4.124.b)

(4.124.¢)

(4.125.3)

(4.125.b)

(4.125.0)

(4.125.d)

(4.125.¢)
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S VR PO L E}hﬁ ]2 (4.125.9)
Fr | Kok, 2k, k, a Fo Kok
1 1 1k’-v/’ 1
Ey _EEzz = _EEas :gwg, E,=E;=E;=0,H,=0 (4.126)

Simdi, (4.118)-(4.125) ifadelerini (4.83) denklemlerine yerlestirirsek X ve Y cinsinden

su asagidaki denklem sistemini elde ederiz:

1 m m .
papt=(u"+p )+ u® +pt:
R

_%ézé(ﬂm+pm)+%(3+§+‘é—§+l—§w (4.127)
g, =0

% 2kt;k; a_12 _ %Y (4.128.4)

k\f:} . \Ii_z y (4.128.h)

I:/:;/I; X :Z_ZY (4.128.c)
o= 72'5,5:

ztfz;s\;f % _ (2k\§2 ~ % ~ % W (4.129.3)

ETa e

1 2k~ 1. (2V32 _ﬁ_ﬁ)y (4.129.c)

2 kXK' a® kP k' k)
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K Vs _WiVay (4.129.d)

0=oVay (4.129.¢)
k2k3
K Vo g _VaViy (4.129.)

Bu denklemlerin birbirleriyle tutarliligini gostermek icin li¢ durum goz dniine aliyoruz:

1. v#0,v,#20,v;#0: (4129.e) denklemi Y =0 wverirr Bu (4.128.a) vya
yerlestirildiginde k°/(2k,’k,’a®)=0 a yol agar ve buradan da k, =0 bulunur ki, bu

k, # 0 kabuliiyle celisir.

2. v,#0,v,#0, v,=0: Bu durumda (4.128.a) k’°/(2k,’k,’a’)=Y ve (4.128.b) de

Y =0 denklemlerine indirgenir. k; # 0 oldugundan bu iki durum birbiriyle ¢elisir.

3.v,#0, v, =0, v; =0: Bu durumda (4.128.a),

k> 1
—= 4.130
2k, k> a* ( )
denklemine; ve (4.129.a), (4.129.b) ve (4.129.c) de tek bir
2 _\,2 2
2 v 12 (4.131)

kk? a®  k?

denklemine indirgenir; geri kalanlar ise 6zdes olarak saglanir. (4.128.a) daki Y,

(4.129.a) ya yerlestirilirse tutarliklik kosulu olarak v, =k elde ederiz. Simdi, geriye

yalmzca (4.127) denklemini, v,> =k’ kosulu altinda géz oniine almak kaliyor. Bu
takdirde (4.127)
2 k? 1

1 4
£ (4" 4 p™) 42y 4.132
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oluryada Y igin (4.128.a) kullanilirsa

Z("+p") =0 (4.133)

R
bigiminde sadelesir. Buise (" + p™) # 0 varsayimu ile geligir.

Sonug olarak bu modelde ayn1 anda donme ve genisleme olmasimnin miimkiin olmadigi

gorulmektedir.

4.2.1.3. Donmeli Bianchi-tip 1X Model

Bu modelin {E,, "} tabam

% = (dt, cos y cos zdx —sin zdy, cos y sin zdx + cos zdy, —sin ydx + dz
o =( y y,cosy y y ) (4.134)

Ea:(at,ﬂa —sinzo, +tanycoszd,, '—a +€0sz0, +tanysinzo,,0,)
cosy

cos Yy
koordinat gosterimleriyle tanimlanmistir [67]. Buradan (4.82) denklemine gore insa

edilebilecek (o%,e,) ortonormal tabandan hareketle 6nceki modellerdeki ayni yolu

izleyerek kinematik buyuklikler

a . VvV a
0,=0,0=32 g =& , (w1 vl vl o
a a 2kka2kka2kka

151 (4.135)
a

bulunur. Efektif toplam ve egrilik akiskanlarmin her birini ilgilendiren dinamik
biiyiikliiklerin ve ayni zamanda da serbest gravitasyon alanlarinin hesap sonuglarini
asagida listeliyoruz:
2 2 2 2 -2
VooV,
Al 2_ hall 3_
k? Kk, K2 K, 2)( a )
2 2_gy?2 Kk2_3y2
__[kl 23\2/l vl 23\2/2 = 23\2/3 _2(i+ . 12) i2
41 Kk, K, k,“K, k,°K,

p=-

__+__
k? kS Kk,
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v, a’ a a
_——+—+— 42158y 22,2
( & )(a -2+ )
(4.137)
kZ+v? K2 +v, kS +v? 1 1 1.]1
21, 2 21, 2 21, 2 _2(_2+_2+_2) A2
12 k2kZ2 kK2 kK k2 k2 k2 |a
v d a, v, 1 1.a kv 1
toph @ gy VoV 1 1,d ~ 4.138
% kl(a a2) K, (k22 k;)a2 2k, %k’ a’ (4.138)
C 2, 0 vt oy d @l
=+ 4+ —)(———
=3 PG
s 2 2 (4.139)
Sl 2kTov? 2kiowt 2 1 11
IR 2kk: 2k kP K K2 &l
PAA a & K, v, & 1 vv, 1
= G P e 149
31 3 17273
For ARA .
R— F -RF R+2 R 3—R
=g (R (@280 -5
2 ; (4.141)
Feer (\/—12+V—22+Vi2)|?2
FR kl I(2 k3
A1 Fen | 1 oW v VW
p" = (F-RR)+—=| = (5 +—5+ 2)(2R+7 R)+R+2 R
2F, L3k K K
2 (4.142)
+h RZ_EVL VL )R
R 3k? kS k2
FElv, . a.. wv 1.R| F
qR:ﬂ[—l(—R+—R)+ 23 ———)—}+ RRR 1R) (4.143)
R |k a 2k k7 kia| F o Kk
2 2 2
R LU LN R} (4140
3 k? k2 k| F FR
S Y L UNC T TR L LY S (4.145)
F. | kk,© a 2kk kkka F. kK,
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:_( 2_k22_vz2_k32_v32+£_i_i)iE _ 1wy, 1
)
2k2 kk? k2 k> k2 k2 a 2 kk.k;? a?
lv,,1 1.1
H11:H22:H33:0' lezz_s(F_F)g (4.146)
3 K 1

(Yukaridaki ifadelere ek olarak ¢, =, z.; O, 7m,, 7y Hy,, E, E,

baydkliklerinin her biri icin, (1,2,3) uUn dairesel permitasyonu uygulanarak elde

edilebilecek ikiser ifade daha bulunmaktadir.)

Bu sonuglar kullanildiginda, Ricci egrilik skalerinin ifadesi ve (4.104) ile tanmimli X ve

Y cinsinden (4.83) denklemleri asagidaki sekilde bulunur:

2 V2

v,oo | a &
R= 6[1 L k2 ﬁ)}(yg)
3

1|<2 2 k2-v? okP-v? o1 1 1.1 @140
R e =] e
2| k2k?: | kk? k2K, kK2 k7 Kk’ |a
qt :qR:
v, 1 1 kv, 1 v
(= ——)X + =Ly (4.148.3)
k k7 k2 2k’k7al k,
kyv, 1 v,
N 1 _Vay 4.148.b
k ( k2) 2kkZal Kk, ( )
vy, 1 1 Kyv, 1 v,
A (S oy = My 4.148.c
ST T (41459
oy =Ty

2k?-v? 2k2-v?2 2k2-vZ? 2 1 1.1 . 2v® v? v?
(S5 e  oen tir e v s )Y (41499
k,’K, 2k.’k, 2k K, k? k’ k’'a k? k7 Kk,

2k2-v.? 2k2-v.> 2k:-vZ 2 1 1.1 2v? v?
( ;zkz2 - Zi(zk 23 - 2:( zkzl +F_F_F)?:(k22 —ﬁ——)Y (4.149.b)
3 ™M 1 "2 2 '3 2 3 1 2 3 1
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2k.>-v.2 2k*-v? 2k?i-v? 2 1 1.1 2v.% v?® v?
(T s tir i ) e s oy )Y (4149.0)
kK2 2kk?  2kk? kP kP k2 al k2 kP K,

kl ViVe i AP

(——— K, ) - = (4.149.d)
K.k, KKk, k 2k k,k,> a®>  kk,
K, (YAY 1 wv
( _ Kk ) 273 - _ 7278 (4.149.¢)
Kk, kK, k 2k,k.k> a*  k,k,
K, V.V 1 wv
(__ 1 ) 31— _¥3n (4'149.1’)
kk, Kk K, 2k3k1k22 a®  kyk,
t t 1 m m R R.
H+p =F—(ﬂ +p") Pt
R
2 gy 2 2 gy 2 2 gy 2
_i kl 25\2/1 +k2 252/2 +k3 25\2/3 - (iz 12 +i) i2
6| k,°k, k,k, k,“K, k® kK, k3 a
(4.150)
ARV RYA W
=—W"+p")+=B+H+ 5+
FR(,U p") ( ke

Ote yandan, (4.96), (4.99) ve (4.110) denklemlerinin bu model igin de gegerli oldugunu

aklimizda tutalim. Bu denklem sisteminin tutarliligini yine {i¢ durumda inceliyoruz:

1. v, #0, v, #0, v; #0: Once, k, =k, oldugunda (4.148.a) ve (4.149.e) denklemlerinin,
2

1
2k2k2 >0 veyY=-

1

sirastyla Y =

5 iz <0 bagntilarina yol agtigini not edelim.
a

Bu ikisinin ortak ¢ozimi Y =0 olur ki, bu k; # 0 varsayimiyla gelisir. Benzer sekilde,
k, =k, olamaz. Aksi takdirde, (4.148.b) ve (4.149.f) den ayni anda Y >0 ve Y <0

olmas1 sonucu ¢ikar. Ote yandan, eger X =0 ise, bu takdirde tekrar (4.148.a) ve
(4.149.e) yi kullanarak benzer ¢eligki elde ederiz. Dolayisiyla, denklem sisteminin ilk
tutarlilik kosullar1 k; #k, #k, ve X #0 olmalidir. Simdi v, lar lzerine herhangi bir

kosul gelip gelmeyecegine bakalim. (4.149.¢) ve (4.149.f) denklemlerini (4.149.d) den

cikarirsak, sirasiyla
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v, kZ-k2 v, k2—k? 1,1 1.1
- X=2(=-—)= 4.151
{vlvz( k,* ) v2v3( k.2 ) 2(k32 klz)a2 (4.151)
ve
v, kP-k2 v, kZ—k 1,1 1.1
- X ==(—=-—)= 4.152
{vlvz( k,? ) v3v1( k,? ) 2(k32 k,>” a® (4.152)

buluruz. Esitliklerin her iki tarafi da sifirdan farkli oldugundan, bunlar taraf tarafa boler

ve dizenlersek
(k22 - k32)2v12 + (k32 - k12)2v22 + (kl2 - k22)2v32 =0 (4.153)

elde ederiz. Bu denklem ancak ve ancak v, =V, =V, =0 olmasi halinde saglanir. Oysa
bu, bizim baslangi¢ varsayimimiz olan v, #0, v, #0, v, #0 ile gelisir. Dolayisiyla, g6z

onune alinan durum igin yukaridaki (4.148.a)-(4.149.f) denklem sistemi tutarli degildir.

2.v,#0, v, 20, v, =0: Bu durumda (4.148.a)-(4.148.c) sisteminin ilk t¢ denklemi

k? 1 k> 1 vy, , 1 1
PPEER i s et Sl t ey
2k,k,” a 2k, °k,” a ky k° Kk,

)X =0 (4.154)

denklemlerine indirgenir. Bunlar birbirleriyle ancak ve ancak k =k, ve Y >0

oldugunda tutarhdir. Fakat k, =k, icin (4.149.d) denklemi -1/ (2k,’a’) =Y <0 olur ki,

bu Y >0 ile celisir.

3. v#0,v,=0,v,=0: Bu durumda, (4.148.b), (4.148.c), (4.149.d), (4.149.f)

denklemleri 6zdes olarak saglanir ve dolayisiyla yalnizca asagidaki gibi sadelesen
(4.148.a), (4.149.a,b,c,e) denklemleri kalir.
k? 1

-y 4.155
2k22k32 a® ( )

2k?-v? k? k.2 2 1 1.1 2v?
( l2 2l - 22 2 23 2 +_2__2__2)_2: =Y (4'156'8')
k, 2K, k’k’ k’k,” k® k? k’’a
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2 2 2,2 2
A7 k' 2o 2 111 vy (4.156.)
k7 kK 2k k7 kS ki Ak

(

2k 2kP-v' kS 2 _i_i)i:_ﬁy (4.156.c)

+_
(kfk; 2k,k?  kkZ kP k2 k2 a k2

KK vy g (4.156.d)
k3k1 klk2 kl

(4.155) ve (4.156.d) nin birbirleriyle tutarli olmasi i¢cin yaa) Y >0 ve k, =k, ya da b)
Y >0 ve X =0 olmaldir.

(@) Y >0 ve k, =k;: (4.156.a)-(4.156.c) denklemleri, bu takdirde su
(2k* -2k *k,” — kfvf)% = 2v,°k,"Y (4.157)

tek denkleme indirgenir; buna da (4.155) ten Y yerlestirilirse
v, =k’ -k, (4.158)

gibi bir bagka tutarlilik kosulunu verir ki, bu da k; >k, =k, kosuluna yol agar. g, ve
7, It anahtar denklemlerden olusan sistemde, simdi, 6zdes olarak sifir olmayan yegane
denklemin (4.155) oldugunu aklimizda tutarak, (4.150) ile verilen diger anahtar
denklemi gbz oniine alalim. Bu, v, igin (4.158) kullanilirsa

14k*-k* 1

2,2
EMY (4.159)

2 p)+
6 k' a F, . 3 kZ

sekline indirgenir. Buda Y icin (4.155) kullanilirsa

i(u”‘ +p")=0 (4.160)
FR

denklemine yol acar ki, x™ + p™ #0 varsayimu ile bir ¢eligki ortaya ¢ikar.
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(b) Y >0 ve X =0: Bu alt durumda, 6zdes olarak sifir olmayan denklemler (4.155),
(4.156.a), (4.156.b) ve (4.156.c) dir. (4.156.c) yi (4.156.b) den ¢ikararak

3(k,2 —k2)(k,2 +k —k?) =0 (4.161)

elde ederiz ve bu da k, =k, veya k?* =k,* +k;* verir. k, =k, durumu Y >0 durumuyla

birlikte biraz énce incelenmisti. Dolayisiyla, simdi yalnizea k, =k, k*=k,” +k;’ olan

son durumu gbéz Oniine almamiz gerekmektedir. Bu durumda, (4.156.a) denklemi,

(4.155) teki Y kullanilirsa

2k, %k .2
vi=—23_ (4.162)
bk kS

kosuluna yol acar. Dolayisiyla, yukaridaki (4.148.a)-(4.149.f) ile gosterilen dokuz

denklemden olusan kiimenin tutarlilik kosulu su sekilde Ozetlenebilir: Y =Y (t)>0,

2k,k,?
2 Bu kosullar (4.150) de kullanilirsa

7
2+k3

X =0, k, %k, k> =k,2+k?2 ve v? =

2 1, 2y2
i(lum_l_pm): 1 (k2 k3) 1

e —< 4.163
F. 2k kD) @ (4169

elde edilir. Ote yandan (4.110) denkleminden &#0 oldugunda y”#p’"z%

oldugunu biliyoruz. Bunu, yukaridaki denklemde kullanirsak

|20k (kA k) 1
(kzz - k32)2 a’

F.= (4.164)

buluruz. O halde simdi yapilacak is F(R) nin fonksiyonel formunu bulmak olacaktir.

Yukaridaki kosullar altinda, (4.147)

k*+k* & a° 3 1
R=6-—"2—2_(—+—)

+—— 4.165
(k,+k)? 'a a*’ k2 +k a’ ( )
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ifadesine indirgenir. Ote yandan, X =0 denkleminin zaman tiirevini goz éniine alalim.
Bu, daha 6nce (4.111) denklemiyle

22
0=x =2y 32 (4.166)
a2 a
bigiminde verilmisti. Buradan ise,

Y =6 (4.167)

a= =sabit (4.168)

olmas1 gerektigini buluruz. Bu da integre edildiginde

1 k% +k?
at)=At, A=AKk,,k;)= 4.169
() (ky, ks) 273 Kk, (4.169)

olur (burada genelligi bozmadan integrasyon sabiti sifir alinmistir). Bu ise, d=0
bagintisina yol agar. Bununla birlikte (4.168) denklemi de gbz Oniine alinirsa (4.165)

denklemi

C 1k kg 6Kk 1

_ il (4.170)
2 (kS +k )k, k2 @’
biciminde sadelesir. Bu kullanilinca (4.164) denklemi
41, 4 2 2\2
FR( ):_ 2 4C522k3 sz —:k3) 2, 2 (4.171)
(k" — K377 (K, +Ks" +6k,K,%)
olur ve bunun da integrasyonundan, integral sabitini —2A biciminde yazarak
41, 4 2 2\2
F(R)=—CY’R*-2A, Y’= 2, ¥ (K vk ) (4.172)

(k22 - k32)2 (k24 + k34 + 6k22k32)
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elde edilir. O halde, denklemlerde bir tutarsizliga rastlamadan, zamana bagli bir dlgek
carpan1 bulmus ve bir F(R)-gravite modeli olusturmus oluyoruz. x" ve p" nin
ayrintilarin1 bilmek icin 6nce (4.96) ve (4.99) denklemlerinin (4.110) kullanilarak
integrasyonunun  x"™ =3C/(4a*)—sabit ve p"=C/(4a")+sabit verdigine isaret
edelim. Sabit’in degerini bulmak igin 4" = Fo(u' —17) ve p™ = F(p' — p*) seklinde
yazilabilecek (4.83.a) ve (4.83.b) denklemlerini kullanalim. Basit ama uzun hesaplardan
sonra u', 4, p' ve p® (swrasiyla (4.136), (4.141), (4.137), (4.142) denklemleri)
dinamik bayuklikleri ile yukaridaki (4.169) ve (4.172) denklemleri kullanilirsa

3C C

"o N POt 1)

u" (1)

bulunur. Bunlardan ise, a(t) yi eleyerek
m 1 m
P (t)—A=§(ﬂ (t)+A) (4.174)

bulunur. Bu ise, p™ = p"(x«™) bigiminde bir barotropik hal denklemidir. Vardigimiz

sonucun tartismasin1 §5°e birakarak, burada yalnizca su iki duruma kisaca deginelim:
Birincisi, yukaridaki modelin kosullar1 kullanilarak (4.146) dan gravito-elektrik ve

gravito-magnetik alanlar hesaplanirsa

oo L k)’ -k 1
LB 22 Kok (k2 k) a’(t)

E -0 (4.175)

bulunur. Bu, vardigimiz modelin salt bir gravito-magnetik ¢ozim (E,,=0=H ;)

oldugunu géstermektedir. Ikincisi ise, GRT’de dénen Bianchi-tip IX modeli olup
olmadig1 meselesidir. O halde, F(R) yi F,(R)=R-2A alalim. F, =1 ve Fy =F; =0

a 3 a’. . e .

olacagindan X ve Y, X =— ve Y :Z(E—a—z) ifadelerine indirgenir (burada hala
a a a

a = a(t) varsaymaktayiz). Bu agsamada, yalnizca 3. durumu gz 6niine almamiz gerekir.

Zira, 1. ve 2. durumlarda denklemlerin tutarsizigi X ve Y yardimer fonksiyonlarinin

0zel formlarina bagl olmaksizin ortaya ¢ikmisti. Dolayisiyla, bu durumlar i¢in yapilan



89

inceleme GRT durumuna da uygulanabilir. O halde, 3. durumdan yola g¢ikiyoruz.
Oncelikle, 3.(b) alt durumunu tamimlayan X =0 ve Y >0 bagmntilarinin hemen
yukarida yazmis oldugumuz X ve Y nin ifadeleriyle tutarli olmadigini belirtelim. Zira,
birinci baginti a =sabit verir ki, bu Y nin sifir olmasima yol agar ve bu da Y >0 ile
celisir. Dolayisiyla bu alt durumda stasyoner modelin varligina bile izin yoktur. Simdi,

Y >0 ve k, =k, ve de ek olarak v =k’ —k,’ ile tanimlanan 3.(a) alt durumunu g6z

oniine alalim. Bu takdirde Y nin ifadesini (4.155) denkleminde kullanirsak

a a*, k* 1

20E_% = il
(a a2) 2k,* a’

(4.176)

gibi ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde ederiz. Bu ise integre edildiginde,
c, ve C, iki integrasyon sabiti olmak uzere,

k
a(t) = T 120 cosh(ct+c,) (4.177)

2 71

¢OzUmUNU verir. O halde, goriiniise gore, GRT’de makaslamasiz donen ve genisleyen
bir model oldugu anlamina gelen, zamana bagl bir a(t) 6lgek ¢arpani bulmus oluyoruz.
Fakat, maalesef, durum boyle degildir. Zira, miilkemmel akigkan, (4.173) Un elde
edilmesine benzer tarzda hesaplanabilecek ™ =3k,”/k’~A ve p"=-3k’/k’+A
bagintilar1 kullanilarak da dogrulanabilecek, (4.160) denklemine uymalidir. Bu ise,
makaslamasiz akigkan iddiasinin temelindeki #" + p™ #0 kosulunu ihlal etmektedir. O

halde, Bianchi-tip IX modelinin bu 6zel formu makaslamasiz akiskan iddiasinin

GRT’de gegerliligini destekleyen bir bagka somut 6rnegi olusturmaktadir.
4.2.2. F(G)-gravitede Makaslamasiz Akiskan Iddias1

S6z konusu iddiayr bu sefer F(G)-gravite teorisi ¢ergevesinde ele aliyoruz. F(R)-
gravitede izledigimiz yola benzer tarzda, bu teori icin de, makaslamasiz genisleyen
Godel evreni ile, donen Bianchi-tip 1X modelinin F(G)-gravitenin mitkemmel akigskanli
alan denklemleri tarafindan ¢6ziim olarak kabul edilip edilmedigini arastiracagiz. Bu is
icin kullanacagimiz denklemler F(R,G)=R+F(G) 6zel durumuna indirgenmis olan tetrad

formdaki (4.38)-(4.41) denklemleri olacaktir.
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4.2.2.1. Godel Tip Genisleyen Kozmolojik Model

Bu modelin kinematik buyuklikleri ile, efektif toplam dinamik biyuklukleri 6nceki alt
boliimde hesaplanmistir (bkz. (4.87), (4.88), (4.91), (4.94) ve (4.95) denklemleri).

Burada hesaplamamiz gerekenler yalnizca, G st indisi ile goOsterecegimiz efektif
akiskanin #°®, p®, q° ve ﬂfﬂ efektif dinamik biiyiikliikleri olacaktir. Bunlari, F(R)-

gravitedekine benzer tarzda, (4.38)-(4.41) den hareketle, ve
X=F,=FG , Y=F =F,.G+F,G’ (4.179)

bagintilar1 aracilifiyla X ve Y gibi zamana bagh iki fonksiyon tanimlayarak, agsagidaki

gibi bulmaktay1z:
o 2KS m| & a? a
= | (=+)X+=Y 4.180.a
% (S+K)* a (a az) a ( )
. .. .2 2 .
qo =2 | S 2] 2K o8 g8, S M|, 2K &/l 4180
S+Ka|S+K a a S+K a S+Ka
q¢ =0 (4.180.c)

.. .2 2 2
5 1 { 4KS (23_3a_2)_S(K+28)m_}3X
a

735K || s+K 2’ S+K & |a 1519
. .a
L] _4KS a_2+K(4K+58)m_2 y
S+K a? S+K a?
o_ 1 8KS (Zg_ga_z)_S(K—4S)m_2 ay
2 365+K)||S+K a a’ S+K a°la (18L0)
8KS a2 K(4K +5S) m? S
+ —+ — Y
S+Ka S+K a
78 = 1 - 4KS (2§_33_2)+mm_2 éx
¥ 35+K) || S+K a a? S+K a?la @1810)
. .C

AKS &* 2K(4K +5S) m?
S+K a S+K a
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S a2 a
C-_2 —+3)X +-Y 4.181.d
2T ST K ST K a{( 2) a } ( )

Bunlar, (4.83) ile verilen (artik R Ust indisi yerine G ist indisi kullanilacagi agiktir)

anahtar denklemlere yerlestirilirse, sonugta tutarliligi incelenecek denklem sistemini

asagidaki gibi elde ederiz:

Q=0 :
_a__ X (3 a—)X+ Y (4.182.3)
a (K+S)
Gy =0
(ﬁ—a—z)—— 2K (2§—3f"‘—2)+im—2 X +3yla (4.182.b)
a a? K+S a a’’ K+S a? a |a T
T, =g
da &%, 2K+Sm? AKS ,. 8 &%, S(K+2S)m? |a
28-Sy 2 (2——3—2)—¥—2 2X
a a 2 a S+K a a S+K a° |a
(4.183.a)
4KS &> K(4K +5S) m?
+ —+ — Y
S+Ka S+K a
Ty, =M
da a°, 2K+Sm? 8KS a’. S(K-4S)m?
ST (2-32) 2B
2 a S+K a S+K
(4.183.b)

ay
a
N 8KS a K(4K+58)
S+Ka S+K
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a &’ m? 4KS a2 2S(K-S) m* |a
2S(———)+(2K+S)—=| ———(2=-3)+———2— =X
(a az) ( )a2 { ( az) S+K a’
(4.183.c)
4KS & 2K(4K +5S) m’
S+Ka S+K a
T, =Ty
a K
— =22 — —X+ ay 4.183.d
e s

Hemen goriildiigii gibi (4.182.a) ve (4.183.d) denklemleri birbirinin aymsidir. 7, izsiz

oldugu i¢in (77 =0), (4.183.a)-(4.183.c) denklemlerinden yalnizca ikisi bagimsizdir.

Ayrica (4.183.a) denkleminden (4.183.b) nin ¢ikarilmasiyla (4.182.b) denklemi,
(4.183.¢) nin ¢ikarilmasiyla da
2K +S 3SK a 3K (4K +5S)

=-— — X+ Y (4.184)
2 S+Ka S+K

elde edilir. Dolayisiyla {i¢ bagimsiz denklemden olusan ve X =0 ve Y =0 olmak
uzere, X ve Y ye gore lineer olan bu denklem sistemi ¢esitli sekillerde ¢ozulebilir.
Istenirse (4.182.a), (4.182.b), (4.183.a) ve (4.183.c) denklemlerinden X ve Y
bulunabilir. Biz, (4.182.a) ve (4.182.b) ile (4.183.a) ve (4.183.b) yi kullaniyoruz. X ve
Y vi (4.182.a) ve (4.182.b) den

(K+S)(—§+Za—2)
X =—— e (4.185)
Z(—ZK 8K——S—)

:2 4 22 2
L (K +S)(2K—+4K——4Kﬂa——8a—2m—2)
vyt - aa’” a’a (4.186)

2 —K( ok & +8K——S )
a a

biciminde ve (4.183.a) ve (4.183.b) den de
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(K +S)[—(4K +58) 2 16(K +S)ai}
“__ a a

: . — _ (4.187)
a a a m
{—4K(4K +55) = +4K (7S +6K) = —S(4K +5$)2}
a a a a

a a° m?
. (K +S){—2K(4K +38)£+4K(3K +ZS)¥—S(2K +S)a2}

y-_2 (4.188)

a a’ m?
K| -4K (4K +58)5+4K(78 +6K)¥—S(4K +55)?

biciminde buluyoruz. Denklem sisteminin tutarliligi i¢in her iki denklem giftinden

bulunan X ve Y ifadeleri ayni olmalidir. Yani, A ile bunlarin farklar1 gosterilirse,

AX =
a2 8

2(K+S){ K (4K +58)(2 ) +2K(3K+4S)a—4KS+S(K+28)a:}
-0

. .. 2 12 2
2ok 28K az+smz){4r<(4K +55) 2 _ak(7s +6K) 2 +5(aK +5S)m2}
a a a a a a a
(4.189)
2 4 alm
= {(K + S)[ K(4K +58)(—) +2K (3K +4S)———4KS—+S(K +28)——}
a a

.. .2 2 .2 = 22 2
.{—4K3+6Ka—2—8m—2}}/{Ka—z(—2K2+8Ka—2—Sm—2).
a a a a a a a

d a’ m?
—4K (4K +58)—+4K (7S +6K) ——S(4K +58)—- | =0
a a a

(4.190)
olmalidir. Bu her iki denklemin de saglanmasi i¢in, hemen goriilecegi ilizere

a’a a’ azm?
—K(4K+58)(—) +2K(3K+4S)———4KS—+S(K 28) =0 (4191)
a a’
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olmast gerekmektedir. Bu, yukaridaki denklem sisteminin tutarlilik kosulunu
. d e . : T
olusturmaktadir. Bu denklemi, — ya goére ikinci dereceden bir polinom bigiminde
a

duzenleyelim:

L. 22 s .2 2 12
—K(4K+58)(3)2+2K(3K+4S)a—23+{—4KSa—2+S(K+25)m—2}a—2=0 (4.192)
a a a a a a

Bu diferansiyel denklem % ya gore ¢Ozuldiigiinde, A ile

) 22 2
A=K E[K(OK? +8KS ~45%) 2, + 5(4K? +13KS +1osz)m—2} (4.193)
a a a
diskriminanti gésterilmek {izere,
a___ 1 kek +48) 25 Av2] (4.194)
a  K(4K +55) a

| .. e
elde edilir. — reel oldugundan, ¢6ziimiin olmasi igin A >0 olmas1 gerektigi asikardir.
a

A >0 icin bu denklemin ¢6zimleri Lambert W [83] fonksiyonlar1 cinsinden ifade
edilebilir, LambertW fonksiyonlarin1 kullanmak analitik hesap surdirmek icin hi¢ de
islevsel olmadigindan sayisal hesaba bagvurmak durumundayiz. Bu asamada 6nce suna
isaret edelim: K+S >0 ve S >0 kosullarindan K+2S >0 ya da, £ >1 olmak Uzere,

K =-2S + &S olmasi gerektigi sonucuna ulasilir. Eger, bu kosulu saglayan ¢esitli K ve

S degerleri igin, A diskriminantinin g ve :—22 ye gore grafigi ¢izdirilirse A nin sifir
olabilecegi gibi, pozitif veya negatif degerler de alabilecegi goriilmektedir (bkz. Sekil 1
ve Sekil 2). Ozel olarak, orijinal stasyoner Godel evreninin, dlgek carpanmin a(t)
seklinde zamanin fonksiyonu alinarak stasyoner olmayan duruma genellestirilmesi
Krechet-Godel evreni olarak adlandirilir [20]. Bu modeli tanimlayan K =-1/2 ve
S =1 degerlerinin (4.193) diskriminantin1 negatif yaptigi, dolayistyla boyle bir evren
modelinin F(G) -gravite teorisinin alan denklemlerinin bir ¢6ziimii olmadigi grafik

olarak agikga gorilmektedir (bkz. Sekil 3).
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25x 10"

2% 1013
1.5 10"
1.x 10"

5.x 102

m- | 6 600

QlQ-

Sekil 4.1: K=13/10, S=3/2 igin A yiizeyi

Sekil 4.2: S=1, K=2 i¢gin A ylizeyi
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Sekil 4.3: S=1, K=-1/2 (Krechet-Gddel evreni) i¢in A ylizeyi

Simdi, (4.194) denklemine geri donelim. Bunun a(t) = sabit olacak sekilde bir 6zel

P, y S d
¢Oziimiinlin var olup olmayacagini arastiralim. Eger, 6zel olarak —=0 alinirsa ¢, ve
a

c, integrasyon sabitleri olmak tizere,

Z =0 = a(t)=ct+g, (4.195)

olur. Gergekten de, (4.194) ten, &=0 ve g;t 0 oldugunda,

22 2
a_Kkizm (4.196)

a’ 4K a2

a
olmasi gerektigi bulunur. Buradan da, — nin reel olmasi i¢in, K +2S >0 oldugundan,
a

K > 0 kosuluna ulasilir. Dolayisiyla, eger yalnizca genisleyen evren ¢6ziimii istenirse
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a(t) = % s 1’(28 (4.197)

olur, ki bunun da integrasyonu

m |K+2S
a(t) =— t+c 4.198
(t) 2,/ " 2 ( )

verir (genelligi bozmadan integrasyon sabiti ¢, =0 alinabilir). Bu asamada, yukaridaki

denklem sisteminin tutarlilik durumunu bozmayan, zamana bagh bir a(t) dl¢ek ¢arpan

bulmus duruma gelmis gibiyiz. Ancak, (4.198) ¢6zimdini, Gauss-Bonnet teriminin EK
C’deki (C.24) ten hesaplanacak

50 .2 2
Go_ 2K & -12K a_2_4K+5Sm_2 (4.199)
S+Kal|S+Ka" 2(K+S)a
ifadesinden hareketle elde edilmis
G__ 2K Ja|-12K & 4K+55 m*
S+K|a|S+Ka* 2(K+S)a’
(4.200)

~ 2=-32)+

_da|l-12K & ,a°,  4K+55 m*
S+K a a* 2(K+S)a’

tiirev ifadesine yerlestirdigimizde her t icin G =0 buluruz ki, bu (4.179) dan dolay:
X =0 sonucuna yol acgar. Bu ise, baslangi¢ kabulii olan X #0 kosuluyla bir ¢eliski
olusturur. Bu sonucun 1s18inda, bdyle bir modelde ayni anda hem dénen hem de

genisleyen bir evren ¢6zUminin var olamayacagi anlasilmaktadir.
4.2.2.2. Donmeli Bianchi-tip IX Model

Simdi, benzer incelemeyi donen Bianchi-tip IX modeli igin ele alalim.

v, #0, v, #0, v; #0 genel durumu ¢ok uzun denklemlere yol agtigindan burada
makaslamasiz miikkemmel akigkan iddiasim yalmizca Vv, =v,=0 durumu igin

inceleyecegiz. Bu model igin, v, =v, =0 oldugunda, efektif akigkanin x®, p®, q° ve
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nfﬂ efektif dinamik bayudkliklerini, (4.179) ile tanimlanan X ve Y cinsinden, asagidaki

gibi bulmaktayiz:

2

2 2,2 4
8V_2k 2 __12 kl 2V1 a_z
k® k-~ a k° a

2 _\,2 2 2 .
4 2 Vzl + lgz 7t ES 2 _iz_iz_iz)iz}gx (4.201)
k2 k3 kl k3 k]_ k2 kl k2 k3 a a
VZ k2_V2a2 k2_V2 k2 k2 2 2 2 l
+L|:4 lkzl ¥+(_3 i(zki +k22kz+k2?[(2_F+F+F)?:|
1 2 K3 1 R3 1 R 1 2 3

+(

sz{SE L{_g(Skz 1)__ k’-v* &
a

2 k2 k?> a’
1 kZ—V k,? k,? 2 2 2.1 ]|a
( k. 2k .2 222_ 232+_2__2__2)_2 —X
, K, k kK;* k°k,” k° kS ki a
(4.202)
a® v/’| 4 5k*-2v? a® 1k’-2v7’ 1
*{4? ﬁ[“( 1)?‘§Wﬂ
1 1
1 k2 k2 k.’ 2 2 2.1
__( 2k2 kzzkz-"kzi(z_F_F_F)?}Y
3 1 "2 1 2 3
o V|, kP-v?  a &
Y 7 e s
% kl[ k,? (a az)
k2-v? k? k? 2 2 2.1]7a
+( 12 21_ 22 2 23 2+_2__2__2)_}_X (4.203.3)
k7?2 kk? kK7 kP Kk K
k2—va kZ-v,> kS k2 2 2 2.1
_?{4 EERPCRL Sy +k27<2+k22kz_F+F+F)?}Y
1 1 2 3 1 2 1 3 1 2 3
€0 , q°=0 (4.203.b)
G k2 2
_2v | kv 2——3
us Bklz[ RERCEREES
(klz—v12_4k22 ' 8 2 2 iFX
21, 2 21, 2 2 2 2 2 2
kk? kk? k’k> kZ k’ k7’'a’la (4.204.2)
2 k’-v’a® 5k*-
to 2 4 2 _2+ 2), 2 _)
3 k k° a k,’k,” @’
+(_4k12+2k22+2k32 _i+i i)i}
k7k?  kok? kK k2 k7 kZ’ @l
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1v’|  k*—
=Ll 4K 2l o2
1

1

k?-v? 10k,> 2k 8 2 2. 1]a
e _k2k22+k2|22+F_F_F)¥JEX
3 1 '3 1 Y2 1 2 3 (4204b)
k’-v’a®> b5k’-v® 6 6.1
_= 41 12 1 A el
3{1& 2 Tk k2 k2
4k?  8k? 4k? 4 8 4 1
YO A A Kk ke Tk kZ ?}Y
2 "3 1 2 3
s 1lv [kz %
28 =—="1|4 (2——3—)
* 3kl2 1
(kf—vf_10|<32 %' 8 2 2 i}é
K2k kK2 kK2 k2 k? k>
e e (4.204.c)
k?-v}?a? b5k?- 6
phl-wa Ski-w' 6 6,1
3|:k2 k12 aZ ( k22k32 kz ) )
4k? 4k}? 82> 4 4 8.1
+(_k2§2_k2;2+k2;2_F_F k_)_z}
2 3 1 ™3 1 N2 1
2,2 k&
ﬂ§3=—2v—12k1—zvl( 3)(a a—)lx ok ( ~5) 8y (4.204.)
k™ ki ks K a’ k? 'k, k,a

Ve yine, (4.203) ve (4.204) ile (4.138)-(4.140) denklemleri, (4.83) teki anahtar
denklemlerde kullanilirsa, tutarliligi incelenecek denklem sistemi olarak su sistem elde
edilir:

6 =0

v, 4 a° 1 k?— a’
25— )- = S 2——3
( a) 2k2k a’ kl{ k,? ( a 2

k12 —Vl2 k22 k32 2 2 2.1 |a
2L, 2 L2L2 2 2+_2__2__2)_2 —X
k7k?2  k’k? kk? k7 k7 k’'a

T (4.205)

22 42 2,2 2 2
_%{4k1k2\/1 %+(_3k|1< T +k57<2+k57<2_k_22+k£ ki)iz}(
1 1 2 '3 1 3 1 "2 1
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v d &' 12k’-vi o kP kT2 1 1)1

——(=—=)+=( - +
3k12 a a’ 3 kaZ k2k? kk? kP Kk’ k’'a
AN
LY 2——3
3k { k,? ( a )

k>-v’> 4k?> 4k 8 2 2. 1]a
Sl G RIS +—————)—}—>< 4.206.a
k 2k 2 k32k 2 k Zk 2 k 2 k22 k32 2 a ( )

2 k?-v?a® bBk’-
+ 411 — 4 —
3|:k2 kZ 2 k22k2 )
4k?  2k?> 2k? 4 2 2.1
R e e e !
2 3 3 ™M 1 N2 1 3
”;2:7[52'

2v2 4 &’ 1, 2k*-v® 2k? k2 1 2 1.1
e R - e =

—)+=(- + -+
3k2'a a’’ 3 2kk®  k’kZ 2k kP k2 ki @

2 2 2 x5 12
:_Ekal_le(zE_ga_z)
k, a a

k?-v> 10k, 2k} 8 2 2.11a
- 2 : }—X (4.206.b)

1 —_— ———— —— —
a

+
k2 Kk kKZ ke kP k? @l

+(
1 v*, k?-v’a&® 5k’-v’ 6 6.1
B I G el Gy mtw s ey
3k k2 A kK K k2 a

4k?  8k? 4k 4 8 4.1
e
2 73 3 M1 1 2 1 3

t _ _G.
Tl33 = Tlag +

2v? 4 a®, 1, 2k2-v? k}? 2k2 1 1 2.1
- (= )+_(_ 1 1 _ 2 __+_)_
3k2 a a’> 3 2k2k2 kzk2 k, k2 k2 k22 k32 a’

k2
L LS 2——3—
[ % ( " )

3k12
k?>-v2 2k? 10k 8 2 2 .1]a
+( il<2k21 +k2|i2_k2k32 +F_F_F)?}EX (4.206.c)
1 1
1| v?, k*-v/’a* b5k’-v? 6
4-1 —+ (= — )=
3[k2 k? a’ (k22k32 k,? ) )

————t

— +
k2 kk? k’k? kZ k? k2 a

2 2 2
LA Ak Bk 4 4 i)iz}Y
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Tlo3 = Tlp3
v, k k. a v, kS-v? k, kg, d a1
i E T e G e
1 3 2 1 1 3 2
. i 4 (4.206.d)
1 (———3)—Y
k2 k2 k,”a®
1 3 2

Ayrica, (4.136) ve (4.137) ile (4.201) ve (4.202) denklemlerini kullanarak, (4.83)

uyarinca,
ﬂt+pt:ﬂm+pm+ﬂ6+p6:

23k +v,2

——( - )(———)
kf— 5v,> Kk, k,? 1 1 1.1 .o
—-— + + - +t—+—) | 5=u"+
6{ ke Tkek? ke G i k32) 2 HTP
a ,a%, vo[ 42k’+v?
+14Q2=-3)+-L | ———L 1 (2 ——3—
{ ( a az) k.2 { 3 Kk’ ¢ a )
_1(2k12+v12+ k22 k,? 2+i+i)i}
3" k,’k,? k32k2 k%2 kZ Kk k2 a

2 2 2

+(—t=5+ + —
o Tk Tk ke kg
a® v 42k>+v? & 10k,” —11v.
*{4—2 k—hk—a—(w (4200
1 1 2 '3

+ K, + kS —i+i+ 2 1}
k’k” kS k” kS kS
2 2 2
__( E 2t kz2 2t |:3 z_iz_iz_iz)iz}
ko kok® kk,S kO Ok,S kT a

kombinasyonunu yazabiliriz.

Bu denklem sisteminin tutarliligi i¢in, §4.2.2.1°de genisleyen Godel modeli i¢in yapmis
oldugumuz benzer analizi tekrarladik. (4.206.d) den oturt, X ve Y nin ifadelerini

hesaplayabilecegimiz en az dort bagimsiz denklem ancak k, #k, kosulu altinda var

oldugu i¢in, analizi Kk, # k; durumu igin gerceklestirdik. Fakat, gerek X ve gerekse de Y
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nin ifadeleriyle olusturulan ikinci dereceden polinom ile diskriminant ifadesi son derece
uzun oldugu i¢in sonuglart burada goéstermiyoruz. Bu uzun tartigmadan sonra,
denklemlerin tutarlilik kosulu olarak Goédel evreni i¢in buldugumuza benzer sekilde

a(t)=ct+c, ozel ¢oziimiine varmaktayiz. Ancak, bu ¢oziim icin de, (C.24) ten

hesaplanan

a v,? a2
G=22J12|1+—1  _(v2P-2k?-2k?)|=
a{ { (k22+k32)2(l 2 3)}612

1 4_ VlZ (k22 —k32)2 ) i
+|<2+|<2 k.2k.2 | k2+k? Y a’
2 3 2 "3 2 3

Gauss-Bonnet teriminin kendisi ve G tiirevi sifir olmaktadir. Bu da tipki Godel

evreninde karsilastigimiz tizere, X =0 sonucuna yol a¢gmaktadir ki bu, X #0 ile

celismektedir. Dolayisiyla, Bianchi-tip IX evreninde, k, #k, i¢cin hem donen hem

genisleyen ¢6ziim yoktur.

Simdi, yerel olarak rotasyonel simetri durumu olan  k, =k,(=k,) durumunu

inceleyelim. Bu durumda, yukaridaki (4.205)-(4.207) denklemleri

0 =0 :
. a2 2 2 x5 12 2_y2_gk? ;
; a a , @ 1 1 a a 2 aJa
v[ kZ-vZa? 3k7-3vZ+4k? 1 20
i L e L
k[ k? a’ k,* az}
1 1 2
T =T, T = Tgyr Mgy = Mgy’
_ﬂ(é_a_zﬁ 2k v’ -2k," 1
3k12 a a’ 3kz4 a’
2 kP-v? oo a8t kP-vi-4k? 17a
=41 (2=-3)+ L —L—L =X
3k12 |: k12 ( a2) k24 a2 a (4209)
20w kiovtat BkPovt 1, Ak 1
2 2 7t 4 2) 4 2
3|k K, k, a K, a
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pAp =" pT 4t

2 3k +vl kZ-5v2 -4k’ |1 . a &
——( )(———)——{ PRt 4(25—3¥)

4
1 k2

2 2 2 2 2 2 _ 2 2
+‘i2[—52k ESRAe ( 2 a—)—2kl T+ Ak, iz}wiz}ix (4.210)
k'L 3 Kk 3k, a K, a‘ja
@ W Ak a_+(_10k12—11v12—12k22i K-k 1],
> kfL 3 k5 @ 3k,* a’ 3k,* a’
1 1 2

bicimlerine indirgenirler. (4.208) denklemi, % ile garpilip (4.209) ile taraf tarafa

1

toplanirsa gerekli sadelestirmelerden sonra,
k(K> -V, —k,%) = —4(k> vk -V -k )Y (4.211)

elde edilir. Bunu (k°-v,°—k,?)#0 ve (k°-v,”>—k,”)=0 halleri i¢in ayr1 ayr ele

alalim:
1. Eger, (k,°-V,” —k,?) =0 ise, (4.211) denklemi
k2 =—4(k2 —V2)Y (4.212)

seklinde kisalabilir. Buradan k, >0 kosulunun saglanmasi i¢in kZ—v,>#0 olmas
gerektigi gortlmektedir. O halde bu denklemden, hemen
k 2

Y=o 4.213
4(k12 _V12) ( )

bulunur. Bu, Y icin (4.208) denkleminde kullanilirsa,

k,?

(4(k12 —V; )

—X)[4k (K —v*)(28a-3a%) +k (k' -v -4k,”) |=0  (4.214)

elde edilir. Buradan ya birinci ya da ikinci ¢arpanin sifir olmasi gerektigi asikardir:



104

2

(a) Eger, %ﬁtix =0 ise, buradan hemen
4k’ -v°) a

2 .
L (4.215)
4(k1 -V ) a

ve bunun (4.213) ile karsilagtirilmasindan da

Ay _y (4.216)
a

yazilabilir. Ote yandan X ve Y nin (4.179) ile verilen tanimlarindan
X =Y (4.217)
olduguna dikkat ¢ekerek (4.216) denklemini

qx X (4.218)
a

biciminde yazabiliriz. Bunun da integrali, (integrasyon sabitini sifir alarak)
X =a(t) (4.219)

verir. Bunu ve Y igin (4.213) U, (4.216) denkleminde kullanip integre edersek, ¢
integrasyon sabiti olmak Uzere,
% %

d=————>—=at)=——1+—t
() 4(k12_V12)

- +C 4.220
4(k12 _V12) ' ( )

buluruz. Buradan, k, #k, durumunda oldugu gibi, &=0 olacag1 igin, G=0=G =0

olur, bu da (4.179) tammmindan X =0 sonucuna yol acar, ki bu da X =0 ile gelisir.

(b) Eger 4k,*(k’-v)(2da-3a%)+k(k°-v,”—4k,’)=0 ise, buradan kolayca

gorildigi gibi
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2
sa = k(" ~ ! ) +3a° (4.221)
2 4k," (k V%)

yazilabilir. Bu ve Y icin (4.213) denklemi, (4.210) denkleminde kullanilip uygun

kisaltmalar yapilirsa
0=3(u" + p")k2k, ‘> = u"+p" =0 (4.222)
olur ki, bu, makaslamasiz akigkan iddiasinin " + p™ # 0 kosuluyla gelisir.

(2) Eger (k> -v,°—k,’)=0=k,*> =k’ -V,” ise, buradan k, >0 kosulunun saglanmasi
icin k”—v,>#0 olmasi gerektigi goriilmektedir. k,”> =k?—v,° hali igin, (4.208) ve
(4.209) denklemleri

k2

e )[ —4(k” —v,?)*a” - 4v 2k - v, )da—k,” |
1

| (4.223)
= [ 42 - v2)2(28a - 38%) -3k |5 X ~[ 4(k2 v,2)24% + K2 ]Y
a

biciminde tek bir denkleme ve (4.210) denklemi de,

2
2(k I2< ) [ —4(k? —-v,%)? &> —4v (2k > —v,*)da - klz]
l
22 .
= 3M(ﬂ’” +p")a’ +[4(kf —v,%)?(24a - 3a%) —3k12]§ X (4.224)

v,> +3Kk?
+[ 4k -v*) 8’ +k Y

denklemine indirgenir. (4.223) ile (4.224) denklemlerini taraf tarafa toplarsak

kl4 (k12 — V12)

0=3
v,? + 3k

(" +pMat = u"+p"=0 (4.225)

olur ki, bu 4" + p™ #0 ile geligir.

O halde, F(G)-gravite teorisi ¢ergevesinde, Bianchi-tip IX modelinin  k, =k, durumu

icin de, hem donen hem genisleyen evren ¢oziimii bulunmamaktadir.
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4.3. MAKASLAMASIZ AKISKAN IDDIASININ BES-BOYUTLU ZAREVREN
MODELLERINDE ELE ALINMASI

Bu alt bélumde, makaslamasiz akiskan iddiasini zarevren modellerinde cle alacagiz.
Ancak, denklemlerin yapisit 5-boyuttaki 6gelerin de isin igine girmesi nedeniyle, 4-
boyutta daha 6nce gordiklerimize gore son derece girift ve karmasik oldugundan, ilk
defa rolativist kozmolojide Senovilla ve dig. [16] tarafindan kullanilan kovaryant
yaklasim yontemini bu modellerde kullanmayi deneyecegiz. YoOntemi agiklamadan

once, 83.4’te soz edildigi lizere, DGP tarafindan F(R)=R 0zel hali i¢in ileri siiriilmiis

indiiklenmis gravite modelinin genel bir F(R) alinarak genellestirilmis sekli olan F(R)-
zarevren igin zar Uzerinde indiklenen efektif Einstein denklemlerini yazalim ve efektif

akiskan varsayimini kullanarak bu teorinin evrim ve bag denklemlerini tesis edelim.

Eger (3.108) ile verilen K, ifadesi (3.88) e yerlestirilir ve (3.92) tanimlar1 kullanilirsa,

uzun fakat kolay yapilabilir bir hesaptan sonra, bulk maddesiz fakat kozmolojik sabitli
alindiginda zar Uzerindeki indlUklenmis graviteli efektif Einstein denklemleri, uygun

diizeltmeler sonrasinda

K. 4 1 1 c 1 cd 1
G, =—-A,0,, +&,° {rab +K_}{Enab — g T +£ 9., (37, —77) —K—42 “ ¢ (4.226)

biciminde bulunur. Burada, T =T**®" ve T! de indiiklenmis katki olmak {izere
Tab ETartTJ] +Ta'; (4227)

dir. Eger, T miikkemmel akigkan olarak alinir ve T, nin de (3.28) deki gibi agilim

yapilirsa, yani sirasiyla
Ty = 4"UUy + p"hy, (4.228.3)
Top = AUl + PThy, +07U, + 05U, + 7 (4.228.b)

olmak Uzere 7,, nin agik ifadesi
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Tap = (lum +IUF)Uan +(pm + pF)hab + q;:ub + qli:ua +7Z.E'i:b (4229)

olur.

T =0  durumu igin yazilmis olan yukaridaki denklemlerden hemen

anlasilabilecegi gibi, 4-boyutlu EAD’ye bulk’tan kaynaklanan yalmzca iki tiirlii katki

bulunmaktadir. Birincisi, zarmm madde-enerjisini yansitan T, yerel madde-enerji
tansoriine kuvadratik duzeltme terimi olarak T, ile birlikte simetrik bir z, tansorii

eklenmesi; ikincisi ise, °c,, simetrik tansoriidiir. Bu tansériin varligindan dolayi (4.226)
denklemleri kapali degildir. Bu bilinmezligin giderilmesi i¢in, ya bulk’in Einstein
denklemleri ¢ozullp °¢, belirlenmelidir, ya da literatiirde sik¢a yapildigi gibi, °¢,,

hakkinda bir takim varsayimlarda bulunmak gerekmektedir, ki biz de ileride boyle

yapacagiz.
Simdi,

' 1 1 . 1 . 1
T, =17, +K—52{Ez’rab _Zfacf A ntzgab (3r, 7™ _Tz)}_F *ey (4.230)
4 4

ile bir T toplam efektif enerji-momentum tansorii tanimlanirsa (4.226)
G, =—Ag,, +&°T, (4.231)

standart Einstein denklemi seklini alr (burada x,°=x*, A,=A yazilslan

kullanilmistir). Simdi amacimiz, (4.230) daki enerji-momentum tansorini (3.30) daki
izdlistirme bagintilarinda kullanip akiskanin dinamik biiyiikliiklerinin ifadelerini bu

indiiklenmis egrilikli zarevren teorisi kapsaminda ifade etmek olacaktir.

Once, °¢,, simetrik tansoriind, zar gézlemcisi u, ya gore

4
S, = _(ﬁj [Uuu, +Phy, +2Q,u, +P, | (4.232)
K
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bi¢iminde ayngtiralm (Q,u*=0, P,u*=0, P,=R,, P® =0 dir). °c, nin izsiz

a !

simetrik bir tansor oldugu goz oniine alinarak bu

4
%, = _(ﬁj {U (uaub + % habj +2Q,uy + Pab} (4.233)

K

bi¢iminde yazilabilir. Burada U , zar iizerinde efektif yerel olmayan enerji yogunlugu

(Weyl enerji yogunlugu); Q, zar ilizerinde efektif yerel olmayan enerji akisi (Weyl
enerji akisi, Weyl momentum yogunlugu) ve P, zar zerinde efektif yerel olmayan

esyonsiiz basing (Esyonsiiz Weyl basinci) olarak adlandirilir.

Simdi, zar gozlemcisinin 4-1ii hiz vektorii u ya gore T, nin de
Tap = H'UUy + 'y, +20 Uy + 7 (4.234)

bigimindeki ayrisimini gdz Oniine alalim. Burada ', toplam efektif enerji yogunlugu,
p' toplam efektif esyonlii basing, @ toplam efektif enerji akis1 ve =}, de toplam

efektif esyonsiiz basing olup, (4.230) ifadesine (4.229) ve (4.233) tasinir ve katsayilar
i¢in (3.92) tanimu1 kullanilirsa, (3.30) bagintilart uyarinca

6
o u} (4.235.3)

m 1 m a
u=A+x’ {,u +u” +H[2(ﬂ +u")? =3x8 (2F) b]+K

S LR LR L Ve R e
, (423D)
+7Zan(7[F)ab _4anb(qF)ab]+ K‘%U}

1 m 6
qy =« {q: o[ i) -7 (@) [ Qa} (4.235.c)

t

1 m m
oy = K {”Fb +ﬂ|:_(ﬂ +u" +3p" +3p") 7y,
5 (4.235.d)
+37Z-:<a(7z.l:);> +3qfaq;>}+m Pab}
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biciminde elde edilirler. Yukaridaki ifadelerde (4.228.b) deki indiiklenmis enerji-
momentum tansorinln efektif dinamik buydkliklerini, izdisiirme tekniklerini

kullanarak

uF =28 FG U’ +%(F ~RF,) — Fog (<0R + D*D,R) — Fye (D°RD,R) ] (4.236)

pF = —Zﬂ{FRGabhab —%(F —RF,) — Feq {ﬁ—uaDaR —%(—HR + D""DaR)}

, (4.237)
—Fore {RZ —gDaRDaR}}

c . 1 c .
qf = Zﬂ[FRh;’u G,. — Fr (D,R —(§¢9hab 1] )DbR)—FRRR(RDaR)] (4.238)

7 = =23 FahihGuy — Fee D, Dy R —Figs DD, R | (4.239)

biciminde bulmaktayiz. Simdi, son olarak, yukarida tanimlanan ¢esitli madde-enerji-

momentum tansorlerinin korunum kanunlarina deginelim. Zar Uzerinde buzUlmis

Bianchi 6zdesliklerinden (V°G,, = 0) toplam enerji-momentumun

VT, =0 (4.240.9)
korunumuna ve (3.107) ile verilen tanimindan dolay1 T, nin de

VATE =0 (4.240.b)

korunum kanununa uydugu gosterilebilir [84]. Ote yandan, Bulkta bir madde-enerji

olmamast halinde (T**®" =0), zarin T enerji-momentum tansori de
VT, =0 (4.240.c)

korunum denklemine uyar. Bu bir yerel korunum denklemi olup, zar ile bulk arasinda

bir enerji aligverisi olmadigini ifade eder.
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Zar Uzerinde indiklenen efektif Einstein denklemleri, bir efektif toplam enerji
momentum tansori cinsinden (4.231) biciminde yazilabildiginden ve (4.240) korunum

denklemleri gegerli oldugundan dolayi, zarda evrim ve bag denklemleri; 4', p', g ve

7y, (4.235) ile tanimlanan biiyiikliikler olmak iizere, (4.45)-(4.58) ile verilen F(R,G)-

gravitenin evrim ve bag denklemleriyle ayn1 formda olacaktir.

Simdi, asagida makaslamasiz akigskan iddiasinin kovaryant bir bigimde genel olarak

nasil ele alindigini 6zetleyelim [79]. Bag denklemlerinin evriminden su anlasilmaktadir:

Baslangi¢ kosullar1 bilindiginde, akiskanin kinematik ve dinamik biiytikliikleri, bir t,
aninda X(t;) yiizeyi tizerinde evrim denklemleri araciligiyla tek turli belirlenmesine
karsin, bag denklemleri tarafindan kisitlanirlar; yani, bag denklemleri, eger bir t; aninda

saglantyorlarsa, her t igin X(t) yiizeyleri lizerinde saglanmalar1 gerekir. Bu kosulun

saglanip saglanmadigini anlamak icin bag denklemlerinin u gézlemcisi dogrultusunda
zaman tirevi ya da baska bir deyisle evrimi alinir. Bir bag denkleminin u
dogrultusundaki zaman tiirevi, bag denklemlerinin bir ¢esit kombinasyonu olarak ifade
edilebiliyorsa, bu taktirde soz konusu bag denklemi her t igin korunur, yani bag
denklemleri sisteminde bir tutarsizliga yol agmaz. Eger, tiim bag denklemleri her t igin
korunuyorsa, bu takdirde bag denklemleri sisteminin tutarli bir sistem oldugu ve evrim
denklemleriyle tutarli bir bi¢imde evrimlestigi sonucu ortaya ¢ikar. Bununla beraber, bir
bag denkleminin evriminin, bag denklemlerinin kombinasyonu ile birlikte, bir de
mesela dinamik ve/veya kinematik degiskenler cinsinden bir fonksiyon verdigi
durumlarda, bu bag denkleminin korunmasi i¢in, s6z konusu fonksiyonun sifira esit
olmasi gerektigi agiktir. Buna integre edilebilirlik kosulu denir; sistemin tutarliligi igin
bunun da saglanmasi gerektiginden, bu, artik yeni bir bag denklemidir. Tutarlilig
strdirmek icin, bu yeni bag denkleminin de evrimi alinir ve aym siire¢ bir tutarliliga
rastlanincaya kadar tekrarlanir. Fakat, bazen tutarliligin saglanmasi icin gerekli olan
integre edilebilirlik kosulu, baslangi¢ verileriyle bir ¢eligki yaratabilir. Bu takdirde bu

sistem tutarsiz bir sistemdir.

Bag denklemlerinin evrimlerinin hesabinda, pek cok bagmti ve ozdeslige gerek
bulunmaktadir. Literaturde bunlarin bir kismi, mielliften muellife farklilik gosteren

notasyonlarla, parga parca ve gesitli kisith haller i¢in, yani mesela; @ =0 ve ya =0
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durumlart i¢in ya da lineer yaklagiklikla verilmistir. Biz,

notasyon ve kabul

farkliliklarindan kaynaklanabilecek olas1 bir hatay1 6nlemek i¢in, herhangi bir kisitlama

yoluna gitmeden, bunlar1 kendi notasyonumuzla, burulmasiz (V,V, ¢—-V,V.4=0) bir

uzay-zaman igin elde ettik. Uzun ve karmasik hesaplar sonucunda elde edilen bu baginti

ve 0zdesliklerin hesabindaki ayrintilara girmeden, asagida, bunlar listeliyoruz:

Zamansal ve Uzaysal Tiirevlerin Komiitasyon Bagintilari

e Bir skaler igin:
(D,¢) =D,$+U,4+Uu,u°D,¢—V, D,
e Bir uzaysal vektor igin ( X,u® =0):

(DaXy) = DaX gy +U, Xy =V,"D X, = UV, X,

. C -C c d e f
+u,u°D, X, +u,u°D, X, +h*,h" R, ,U°X

ya da

(D,X,) =D, X, +U,X, +U, (D,u°) X, +U,i’D X, +U,i°D,X

<Cy, d cy, d c
+UU UV, Xy —UpVv, v, Xy =V, D X,

. c . C ey C
—U,Vv, X, —u Vv, X, +R U X

eabc

(D,X?) =D, X*+0,X*-v,°D,X*-1,"X, +h"R, u°X®

ersc

e Bir uzaysal 2-tansor icin (X ,u* = X ,u” =0):

. . e o 7 . . e [ 1€
(DaXbc) = DaXbc_Va DeXbc+uaXbc_uaubu Xec_uaucu Xbe
. e - e .e -e
-uv, X, —uVv, X, +u,u" D, X, +uuD,X,

+UUD, X, +h",h* R, _UX P +h" h R, U°X,"

b" ‘ersp a'’ ¢ ertp

ya da

(4.241)

(4.242.9)

(4.242.b)

(4.242.c)

(4.243.9)
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(DaX4e) =Dy Xy +U, Xy, +Uy (DU ) Xy +U, (D,U") Xy +U,U D, X,

+u "D, X, +uu UV, X +uu ity X, +u u°D, X,

(4.243.)
_ubVaeVef X fc _l'jcvaevef xbf _Vae Dexbc _ubvaf X fc _ubvaf X fc
_ucVaf be _ucvaf be + Reabfuex fc + Reacfuexbf
D, X% ) =D, X2+u*X, —u,utu’X_ —v.° DX — UV X
( a b) a’‘b eb b ed a e b a eb (4243C)

. ey a .e a cd ey f d ey cf
—U,Vv, X% +u,u’D, X% +h" R ,u X", +h" R ,U°X

Kovaryant Uzaysal Tiirevlerin Komiitasyon Bagintilar1 ve Genellestirilmis Gauss

Denklemi

e Bir skaler igin:
(D,D,-D,D, )¢ =2w,¢=2n,0°¢ yada n™D,D,¢=20"¢ (4.244)

(DZDa - DaD2)¢: R, (Dd¢)

~ 24| @ (2D°4 -V D+ 1°g)+ 4 Do | (4249
(D°D,D, —D,D?)$ =Ry, D¢+ 2,00 (D'§—v D, + u"q}) (4.246)
e Bir uzaysal vektor igin ( X,u® =0):
(D,D, —D,D,) X, = *Rypee X! + 20, X (4.247)
(D*D, —=D,D*) X, = Ry X* + 2174 0" X* (4.248)
e Bir uzaysal 2-tansor igin (X u* = X_u" =0):
D(.Dy Xy =%(3Rmcbaxmd + Rogpa X" )+ 0" X (4.249)

e Herhangi bir uzaysal tansor igin ( X, u®*=X_ u®=0):
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DDy Tt == (RoaeT™s .t R T, )+ N7 1%, 0 T

[a™7b] cd..ef 2 mcha mdba " ¢ mn... pr

(4.250)

Burada, °R,., go6zlemcinin yerel eylemsizlik sisteminin “Riemann tansori”dir ve

“Genellestirilmis (@ # 0) Gauss Denklemi” araciligiyla

M N WP R
abcd =h h h h d mnpq (Vacvbd _Vbcvad)

b
= R, =(R ) —2vFv, (4.251)
bigiminde tanimlanir (R, ), =h",h",h’h? Ripg)- Eger @=0=>v,, =6, ise, "Rapea
u® ya dik uzayin 3-egriligi olur. Riemann tansoriiniin (2.12) ile verilen ifadesi
kullanilarak,
3 rs 1 m n m n
Rabcd = _nabrncdsE +E(hachb hd Rmn + hbd ha hc Rmn
-h nh"™h"R.. —h.h"h,"R..) (4.252)
R
- E(hac hbd - had hbc ) - (Vacvbd ~Vaa Ve )
yazilabilir.

*R.,q Nin simetri 6zellikleri:

® mnin degeri ne olursa olsun (=0 ya da #0), su genel egrilik tansorii simetrileri

saglanir:

3Rabcd :_SRbacd ! 3Rabcd :_SRabdc' ya da 3Rabcd =°R (4253)

[ab][cd]

Fakat artik =0 olmadik¢a °Ry =Ry V€ *R%,, =0 (Birinci Bianchi Ozdesligi)

ozellikleri yoktur. Bunlarin yerine

3Rabcd - 3Rcdab =-2 (Haca)bd + gbd WOy — ebca)ad -0, d e )

al

:_Z(Gaca)bd +O—bd ac ch ad adwbc) (42543-)

2
_ga(haca)bd + hbd Wy — hbca)ad - had wbc)
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ya da
3Rade _ SRcd ab _ _8‘9[a[ca)b]d] (4.254.b)

ve

R =% @ (4.255)

[bed] [b"7cd]

seklindeki Ozdeslikler vardir. Buna iligkin “3-Ricci tansorii” Genellestirilmis Gauss

Denkleminin kontraksiyonu ile tanimlanir ve

3 _ phac3
Rbd - h Rabcd

=h®* [(Rabcd ), = (VacVoa = VoeVag )J (4.256.a)
= h"h% Ry +U"UPh AR = (Vo Vg =V, Ve )
veya
3 1 n a 1 m . p 1 a a
R,y = Epq +§h N4 Ry +Ehbdu U'R,, +€thd —(va A vad) (4.256.b)

veya son terimin de agikca yazilmasiyla

Ry = E,, Jr%h”bhqd Ry +%hbdumupRmp +%thd

- (% 0o,y + % 0°h,, + %andca)c + ZG[bend]eca)c (4.256.c)

e 2
— 0y, O + 0Ny —w,0)

biciminde ifade edilebilir. Eger w =0 ise, asagidaki antisimetrik kisminin gdsterdigi

gibi, 3-Ricci tansorii simetrik degildir.
3R _ 1 0 c c _ 1 9 c 2 e c
ba] =3 Wog + Opc@ g + D0 73 Thac @~ 40[p Tgjec @ (4.257)
3-Ricci tansorinin kontraksiyonuyla da, 3-skaler egrilik

*R=h*°R, =R+2R,u’" —%02 +20% - 20’ (4.258)
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biciminde elde edilir.

Bag denklemlerinin evrimlerinin hesabinda, bu baginti ve 6zdesliklerin yanisira, EK
B’de verilen (B.12)-(B.17) 6zdeslikleri de kullanilmaktadir ve izlenecek yontem su
sekildedir:

Once, her bir bag denkleminin zamana gore tiirevi alimir. Bu asamada, degiskenlerin
uzaysal turevlerinin zaman tirevleri ortaya ¢ikar. Bunlar, (4.241)-(4.243) bagmtilar
kullanilarak, degiskenin zaman tiirevlerinin uzaysal tiirevleri cinsinden yazilir. Buradaki
zaman tirevlerini elemek i¢in evrim denklemleri kullanildiginda ortaya ¢ikacak olan
ikinci mertebeden uzaysal trevleri, birinci mertebeden uzaysal tirevlere indirgemek
icin (4.244)-(4.250) komiitasyon bagmtilart ile (4.2525), (4.254), (4.256) ve (4.258)
ifadelerinden gerekli olanlar kullanilir. Ortaya ¢ikan terimler uygun sekilde
gruplandirilarak bag denklemleri cinsinden ifade edilir ve en sonunda hala kalan terim

varsa, bunlari elemek i¢in de EK B’deki (B.12)-(B.17) 6zdesliklerinden yararlanilir.

Simdi bag denklemlerinin tutarlilik analizine gegebiliriz. Once, kovaryant bag
denklemlerine herhangi bir kisitlama getirilmediginde bag denklemlerinin evrimine
deginelim. Yukarida anlatilan yontemi izleyerek uzun tansor hesabi sonrasinda su

sonuglar1 bulmaktayiz:

(1), =—0(C), =20, (C,) =20, (Cy)," =230 (), ~(Cu), (4.259)
(C.)=-0(C,)+0*(C)), (4.260)
(C3 )<ab> - _9(C3 )<ab> + a)<a (Cl )b> + 77ef<a0'eb> ((:1)f (4261)
1 e 4 1 1,
(C4)<a> = e (Cs)f =—§9(C4)a +Eaaf (C4)f = e @ (C4)f
1 3 1
—E(,U"' p)(C.), +E(Eaf +g77af j(cl)f (4.262)
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3 1 e 4 1 1 .
(C5)<a>+§77aefD (C4)f :_ge(CS)a+EGaf (CS)f _Enaefw (CS)f
3 3 1
@ (C) + 2 Hy (C) +20,(C,) (4.263)
1 . 3 .
+qu (C3)af +77aefH ‘ (C3)fd _Enaefu (Czl)f

Bu sonuctan kolayca goriildiigii gibi, genel durumda, bag denklemlerinin evrimleri
herhangi bir integre edilebilirlik kosuluna yol agmamaktadir. Dolayisiyla bag
denklemleri birbirleriyle tutarlidir ve evrim denklemleriyle tutarli bir bi¢imde
evrimlesmektedirler. Yukaridaki analizde, yalnizca ve yalnizca toplam efektif dinamik
degiskenler isin i¢ine girmistir ve elde edilen sonug¢ bir uzay-zamanin ne metrigine, ne

Ricci tansoriine, ne de Einstein tansoriine baglidir.

Simdi, makaslamasiz akiskan varsayimini yaparak bu varsayim altinda, bag
denklemlerinin tutarhiliginin saglanip saglanmadigini bazi 6zel durumlar altinda
inceleyelim. Bu 6zel durumlarin ilki pur zarevren i¢in ivmesiz pir-Coulombsu durum,

ikincisi ise indiiklenmis graviteli F(R)-zarevren i¢in ivmesiz durum olacaktir.

1. Ozel durum: ivmesiz pur-Coulombsu durum

Roy Maartens tarafindan “piir-Coulombsu” olarak adlandirilan [72,73], &, simetrik

tansorinin (4.233) ile verilen ayristmindan hareketle tanimlanan, zarda efektif yerel

olmayan enerji akis1 ve zarda efektif yerel olmayan esyonsiiz basing tansorindin ikisinin

birden sifir olmas1 (Q, =0 ve P, =0) durumu ile ivmesizlik kisitlamalar1 altinda zarda

makaslamasiz miikemmel akiskan iddiasinin gegerli olup olmadigini arastiralim. Bunun

icin Once, (4.45)-(4.58) ile verilen zarda evrim ve bag denklemlerini

=0, i,=0, Q,=0=P,, q"=0=7" (4.264)

a a

kisitlamalar1 altinda, yani makaslamasiz, ivmesiz, pir-Coulombsu, mikemmel bir

akigkan icin f=0= u" = p© =q =z, =0 alarak tekrar yazalim:
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Evrim denklemleri:

(E,): 9:—%02+2a)2—%(,ut+3pt)+A (4.265)
w2 . 2
(E,): o =—§90) = a)=—§0a) (4.266)
1
(B = (Ka)y: 0=-0,0,+50%h, ~E, (4.267)
1 ey f 1 ey f 1 e f 1 e f
(E4)ab: Eab ZEnaefD H b+577befD H a_eEab _EnaefE b @ _EﬂbefE a@ (4.268)
: 1 . 1 . 1 . 1 .
(Es)ab: Ha =—§77aefD Efb_EUbefD Efa_eHab _EnaefH ba)f _EnbefH aa’f (4.269)
(B) @ a"=—(u"+p")0 (4.270)
(E), ~(K;),: 0=-D,p" 4.271)
4
(EE;): U =3 (4.272)
4
(EE,), > (KK,).: 0= —%(gm + pm)Da,um —%Dau (4.273)
(B): ' =—(u'+p')0 (4.274)
(E'), > (K;).: 0=-D,p' (4.275)

Bag denklemleri:

(C,), : 0= ‘% D,0+1,,D’w* (4.276)

(C,) : 0=D,0 (4.277)
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(C3)ab : 0:Hab+%(Daa)b+Dba)a) (4278)
2

(c,), : O:DbEba—%Day‘—SHbaazb (4.279)

(Cs), : 0=D,H’, +«’(4'+p')e, +3E",0, (4.280)

Yukaridaki listeden kolayca anlasilacag: tizere; (Eg)ab, (E7 )a, (EE7 )a ve (E7t )a evrim
denklemleri sirasiyla; (K3)ab, (K7)a, (KK7 )a, (K7t )a ile gosterdigimiz yeni bag

denklemlerine doniismektedirler. Genel durumda baglarin tutarli olduklarini bilmemize
ragmen, (4.264) kosullarinin dayatilmasiyla olusan yeni bag denklemi sisteminin

tutarsizliklara yol agmayacaginin pesinen bir garantisi yoktur. O halde simdi bu

{(C1)..(C,).(C5)ay (Co)a (Co)a (Ki)ay (K)o (KK7),, (KY), 3 yeni bag  sisteminin

evrimlesmesini incelemek gerekmektedir. Yukaridaki yolu izleyerek, bu bag

denklemlerinin evrimleri i¢in sunlart buluyoruz:

f

(C.). +Di(Ky),  =-0(C,),—20,(C,) 200 (C,), =(C,).~(K,),  (4.281)

(C,)=-0(C,)+w™(C,), (4.282)
(C3 )< b) 779f<aDe (Ks )b>f =-0(C; )<ab> T, (C1)b> (4.283)
1 e 4 1 ., 2
(CA)a_EnaefD (Cs)f =_§9(C4)a_5naefw (C4) ——(ﬂt—}—pt)(cl)a
+ Eaf (Cl)f +77aef Eed (C3)fd (4284)
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"2 (4.285)
(Ks). =—%0(K7)a + 7 @ (K ) (4.286)

(Ks), ==30(Ks), #s0 (K7) (4.287)

(4.288)

(KK,),

5 e
=—§0(KK7)a+naefa) (KK,)'
(4.289)

4

+%(/Jm " pm)HDa,Um +%l:1(4(/um + pm)2 +§U}Dal9

Bu sonugtan kolayca, (4.281)-(4.287) denklemlerinin, bag denklemleri sisteminde
herhangi bir tutarsizliga yol agmadiklari; ancak, (4.288) ve (4.289) denklemlerinin
tutarliliklar1 igin, iki yeni bag denklemine (integre edilebilirlik kosuluna) ihtiyac
duyuldugu gorilmektedir. Eger

0=(KK,),, = 00

X +%habD°D00 (4.290)

— _K4 m m m 1 m m 2 8
0—(KKK7)a=?(,u +p")6D,u +g[z<4(y +p") +§U}Da0 (4.291)

bigiminde iki yeni bag denklemi tanimi yapilirsa, (4.288) ve (4.289) denklemleri

sirastyla

; e f 1
(K3 )<ab> = _0( K3 )<ab> + Znef <aa) (K3) b> +E D<a (Cl )b>

_nef<aDe (C3)fb> +(KK3 )ab

(4.292)
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(KK, ), == 20(KK, ), 700 (KK,)'+ (KKK ), (4.29)

a
bi¢ciminde, bag denklemleri cinsinden yazilabilirler. Boylece, evrim denklemlerinden

donlismiis olan (KS) ve (KK7)61 baglarinin, artik (KK3)ab ve (KKK7)a bag

ab
denklemlerini de iceren sistemde herhangi bir tutarsizliga yol agmadiklar1 kolayca

goriilmektedir. Fakat bu kez, (4.290) ve (4.291) ile tammlanan (KK,)  ve (KKK,)

b

yeni bag denklemlerinin tutarliliklarinin incelenmesi gerekmektedir.

Simdi, herhangi bir skaler i¢in (4.244) komitasyon bagintisini da kullanarak, (4.271) ve
(4.275) denklemlerinin uzaysal kovaryant turevlerinden

D.Dy) P =7.@°p" =0 ve DD, p' =10 p' =0 (4.294)

bagintilar1 elde edilir ki, buradan kolayca goriildiigii gibi ya @° =0, yada p"=p'=0
dir. ®° =0 durumu, makaslamasiz akiskan iddiasinin ispatidir. Demek ki, bundan sonra
sadece basinglarin sabit olmas1 p™ = p' =0 durumunu incelememiz gerekmektedir. O

halde kullanmamiz gereken efektif dinamik biiyiikliikler piir zarevren i¢in yazilabilecek

m 1/, .2 6
W= +Z(,u ) +WU (4.295.a)
m 1 m 2 m m 2
o' =p +§((” ) +2ump )+EU (4.295.b)
G, =0 (4.295.¢)
2 =0 (4.295.d)

seklindeki bagintilar olacaktir. Bu noktadan sonra analizimiz sdyle devam edecektir:

Sabit basinglar durumunda (4.295.b) ifadesinin zamana gore tiirevi alinirsa, (4.270) ve

(4.272) denklemlerinin de kullanilmasiyla,

‘:§K4(ym+pm)2+U]9:O (4.296)
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elde edilir. Bu denklem ile birlikte (4.291) denklemi

4

0=(KKK, ), =%(ym +p")6D,u" (4.297)

bicimine indirgenir ve kolayca goriildiigii gibi (4.297) nin saglanmasi igin ii¢ olasilik

vardir.

1. Eger =0 ise, (4.288) ve (4.289) denklemleri diger denklemlerle tutarli olurlar ve
(KKg)ab ve (KKK7)a denklemlerinin tanimlanmasina gerek kalmaz. Bu durum,

makaslamasiz akigkan iddiasinin ispatidir.

2. Eger D,u™ =0 ise, (4.244) ve (4.270) kullanilarak

A" =0=—(u"+p")0=0 (4.298)
elde edilir ki, bunun saglanmasi i¢in iki olasilik oldugu goriilmektedir:
I. =0 durumu, 1. durum ile ayn1 durumdur ve iddianin ispatidir.

ii. 4™+ p™ =0 durumu, 3. durumun 6zel bir halidir.

2. Her ne kadar makaslamasiz akiskan iddias1 #" + p™ #0 kabul etse de, 4" + p" =0

durumunu da inceleyim. Bu durumda, (4.273) denklemi,

(KK, ), =0=—%Dau ~0 (4.299)

bicimine indirgenir. Bunun kovaryant uzaysal tiirevini alip (4.270) komitasyon

bagintisini da kullanarak,
D.DyU = 15:0U =0 (4.300)
elde ederiz. Burada yine iki olasilik bulunmaktadir:

I.ya @ =0 dir ki bu, iddianin ispatidur.
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ii. yada U =0 dir. Bu durumda (4.272) denkleminden

(@) ya € =0 dir, bu durum iddianin ispatidir.

(b) yada U =0 dir. Bu durumda (4.273) ile verilen (KK7 )a 0zdes olarak saglanir.

Bu son durumda (u"+p"=0, U=0), (KK, )a denkleminin saglanmasi igin,
donmenin ya da genislemenin sifir olmasi gerekmemektedir. Ancak, (4.290)
denklemininde 4"+ p™ =0, U =0 kosulu altinda tutarli olup olmadig1 incelenmelidir.
Bu son durumda evrim ve bag denklemleri setinin, standart rélativitedeki formlarindan
herhangi bir farklar1 olmadiklar1 goriilmektedir. Standart rolativitede, U, =0 durumu

icin makaslamasiz miikemmel akiskan iddiasinin ispati Senovilla ve dig. [16] tarafindan
yapilmigtir. Genislemenin veya donmenin veyahut da her ikisinin birden sifir olmasi

durumunda, bag denklemlerinden olusan sistem tutarli olmaktadir.

O halde, zarin makaslamasiz ve ivmesiz bir miikemmel akigkan ile dolu oldugu ve
bulk’ta maddenin bulunmadigi, piir-Coulombsu bir durumda, ayni anda hem genisleyen
hem de donen bir evren modeli bulunmamaktadir. Baska bir deyisle, s6z konusu

kisitlamalar altinda, plr zarda makaslamasiz miilkemmel akiskan iddias1 gegerlidir.
2. 0zel durum: ivmesiz durum

Bu boliimde, yukaridaki analiz zarin ivmesiz ve makaslamasiz bir milkemmel akigkan

ile dolu oldugu ve yine bulk’ta maddenin olmadigi, fakat bu sefer indiiklenmis graviteli
F(R)-zarevren modelleri igin ele alacaktir. Ayrica, (4.233) ile verilen °c, simetrik

tansort tzerine de higbir kisitlama yapilmayacaktir.
Simdi,
u, =0, q, =0=ry (4.301)

kisitlamalar1 altinda, makaslamasiz miikemmel akigkan iddiasin1 arastirmak icin zarda

evrim ve bag denklemlerini yeniden yazalim.
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Evrim Denklemleri:

. : 1 K
(E,): 9=—§6’2+2a)2—7(,u‘+3pt)+A (4.302)
.a 2 . ) 2
(EZ): 0] =—§90) = a)=—§6?a) (4.303)
2
(E3)ab _)(KS )ab r 0= —W, 0, +%w2hab _(Eab _%ﬂtab] (4-304)

. . K‘Z . 1 . .
(Es)a: (Eab"‘?”;bjzg(ﬂaef[) H', +7,, D Hfa)

2

2 2
_%(Daqtb + quta)+%habDeqte _Q(Eab +%ﬂ-tabj (4305)

2 2
_%naEf [Eeb +%ﬂtebja)f _%nbef (Eea +%ﬂtea]a)f

- ’ 1 e K'2 1 . K_Z
(E)w: Ha =_E77a f De(Efb _?ﬂ-tfbj_znb : De(Etfa —?ﬂ'tfa)

(4.306)

—HHab+%(waq‘b+wbqta)—%2a>°ql ab—%(naefHebmbefH:)wf
(Eg): a"=—(u"+p")0 (4.307)
(E/), >(K;),: 0=-D,p" (4.308)
(EE,): U= —%eu ~D,Q" (4.300)

4

(EE),:  Qu=—"(u"+p")D,u" —%Dau -D°R, —%eqa Fpe@’Q’ (4310)
(E'): a'=-Dq,—(4'+p')o (4.311)

. 4 i
(E),: ¢ =-D,p'-D'z, —3 00+, (4.312)
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Bag Denklemleri:
(C),: 0= —% D, +n,,. D" + K%', (4.313)
(C,): 0=D,0" (4.314)
(Cy),: 0=H, +%(Daa)b +D,w,) (4.315)

2 2 2 3 2
(C.),: 0=Db(Em%ﬂtmj—%Daut+%0q:+%n;fweq%—3Hbamb (4.316)

2

2
(CS)a: O: Dbea—i_K?naEf Deqtf +K2 (lut+ pt)a)a+3[Eba_%ﬂtbaJwb (4317)

(4.301) ve (4.308) denklemlerine dikkat edilecek olursa, bunlarin (4.301) kisitlamalar1

altinda, evrim denkleminden birer bag denklemine doniistiikleri goriilmektedir.

(4.301) kosullan1 altinda yazilmis olan yukaridaki bag denklemlerinin, herhangi bir
tutarsizliga yol agip agmadiklarini incelemek igin, (4.304), (4.308), (4.313)-(4.317) ile
verilen yeni bag sisteminin evrimlesmesini incelemek gerekmektedir. Daha 0Once

yapilana benzer tarzda, bu bag denklemlerinin evrimleri i¢in sunlart buluyoruz:

(C.) +D(Ky), =-0(C,),—20,(C,) 200, (C;)," =(C,), (4.318)
(C,)=-0(C,)+o"(C)), (4.319)
(<, )<ab> ~74aD° (K, )b>f ==0(Cy) , + @, (C), (4.320)
(€.), ~5 7D (C2)' =—30(C0), = 5 (C.)'
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2
e e 1
+1, f (EEd _%”tEd](C3)fd T T et H d (K3)fd +eqf (Kg)af (4321)
1 e 4 1 . 3 2 .
(CS)a+§77aefD (C4)f :__g(cs)a_gnaefw (Cs)f - ,4( Uafqte(cl)f
2 2
+%Haf (c)' +%qta(cz)+"7q‘f (C,),' (4.322)

(Ks), =—%9(K7)a+naefwe(}<7)f (4.323)

. e coe 1 .
(K3)ab :_0(K3)ab+77aefa) (K3)fb+77befa) (K3) a+§D<a(C1)b>_779f<aD (Cs)fb>

+ i —%Ba)aa)b +%6’a)2hab +% Dan9+% D, Dae—%habDeDee (4.324)

2k”°

t 2 ef t 2 ef t
+ Or ab "KMy DTt gy =K 1y D7

(4.318)-(4.323) ifadeleri incelendiginde, bunlarin herhangi bir tutarsizliga yol agmadig,
bag denklemlerinin zaman tiirevlerinin, diger bag denklemleri ve de kendileri cinsinden
yazilabildigi goriilmektedir. (4.324) denklemi ise, diger bag denklemleri cinsinden ifade
edilememekle birlikte, ancak
KA, —%Ha)amb +§6’a)2hab +% Dan¢9+% D, Dae—%habDeDee
(4.325)

+2K29t_28f t 2 ef t _0
3 ﬂ.ab Knaa)eﬂ-fb K’]ba)e”af_

biciminde bir baginti tamimlandiginda sistemde bir tutarsizlifa yol ag¢madigi

gorilmektedir. Bu son denklem, yeni bir bag denklemi degil, fakat

Kzﬁ;b = ﬂHa)aa)b —EHa)Zhab —l D,D,0 —l D,D,0 +1 h,,D°D,6
3 3 6 6 9
Ny (4.326)
- eﬂ-tab + Kznaef a)eﬂ.tfb + K.anef a)eﬂ-taf
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biciminde, 7', icin bir evrim denklemidir. Bu asamadan sonra, ', icin bdyle bir
evrim denkleminin gergekten de var olup olamayacagini cevaplamak mimkiin

gorinmemektedir. Zira, (4.235.d) ile verilen 7', ifadesinin i¢inde bulk’in etkisinden

kaynaklanan bilinmeyen P, tansoriyle birlikte, ifadesi (4.239) ile verilen 77

indiiklenmis esyonsiizliik tansorii bulunmaktadir. Bu tansér hakkinda bir bilgi edinmek
i¢in, (4.239) dan goriilecegi iizere, 4-boyutlu G, Einstein tansoriinin bilinmesine gerek

bulunmaktadir. Bunun bilinmesi ise, 6zel bir evren metrigi se¢ip ¢alismak anlamina

gelmektedir ki, boyle bir sey herhangi bir metrik se¢imine dayali olmayan kovaryant
analiz yaklasimina aykir1 bir durumdur. Bir baska engeli de bilinmeyen P, tansorl

olusturmaktadir. Zira, bunun bilinmesi i¢in bir bulk metrigi segmek gerekmektedir. Her
iki durum da, pek ¢ok secenek arasindan deneme-yanilmaya ve sansa dayali bir ugrasi
mahiyetindedir. Biz burada, yalnizca, ivmesiz durum igin makaslama sifir oldugunda,
bag denklemlerinin evrimlerinin tutarsizhigiyla karsilasilmadig: icin, hem genisleyen
hem de donen bir modelin en azindan yok olmadigini géstermis olmaktayiz. Baska bir
deyisle, (4.326) denklemi F(R)-zarevren ya da bunun 6zel hali olan plr zarevren
kozmolojisinde, makaslamasiz miikemmel akigkan iddiasinin gegerli olmasi sonucunu
zorunlu olarak dogurmamaktadir. Bu konuyu daha netlestirmek igin (4.326) denklemini
saglayabilecek metrikler denenmesini ilerideki ¢aligmalarimiza birakiyoruz. Yukarida
karsilasilan giiclilkler Maeda ve Torii’nin Gauss-Bonnet’li zarevren modelinin
indiiklenmis graviteli durumuna (3.108) deki gibi genellestirilmesinde de karsimiza
cikmaktadir. Ancak, bu teoride 143 kovaryant analiz yonteminin uygulanmasini
imkansiz kilan daha da Onemli bir engeli, (3.99) ile verilen bagdastirma kosulu

olusturmaktadir; zira, bu denklemden K_, dissal egriligi ¢ekip de (3.98) e yerlestirerek

zar lizerinde efektif Einstein alan denklemlerini (4.226) ve dolayisiyla (4.231) gibi
yazmak mimkiin olamamaktadir. Digsal egriligin bilinebilmesi igin herseyden 6nce 5-
boyutlu bulk geometrisinin ve de zarin bu geometriye yatirilma denklemlerinin
bilinmesine gereksinim bulunmaktadir. Bu ise, yine yukarida sdylenildigi gibi, deneme-
yanilmaya dayali ve matematiksel olarak da islenebilir, amaca uygun c¢ok sayida
metrikler denenmesini gerektiren ve sonucun pesinen ongoriilemeyegi nitelikte ugrasilar

demektir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu Tez’de, gerek birtakim kozmolojik sorunlara ¢oziim getirmeye, gerekse de
gravitasyonu kuvantalastirma amaci giitmeye dayanan nedenlerle, Einstein’in GRT’sine
alternatif olarak ileri siiriilen ve genel olarak “degisiklige ugratilmis yiiksek mertebeden
gravitasyon teorisi” olarak anilan teoriler cercevesinde, rolativist kozmolojinin
makaslamasiz miikemmel akiskan iddiasini ele aldik. Bu teorilerden ilk ikisi R skaler
egriligine gore lineer olan 4-boyutlu standart EH aksiyonunun, R skaler egriligi ve G
pir Gauss-Bonnet teriminin keyfi bir F(R,G) fonksiyonuyla degistirilmis sekliyle elde
edilmis F(R,G)-gravite teorisinin 6zel durumlar1 olan F(R)-gravite ile F(G)-gravite
teorileridir. Sonuncusu ise, 5-boyutlu genellestirilmis zarevren modelidir. Bu
calismamizda, s6z konusu teorilerin matematiksel yapisinin GRT’ye nispetle
kaydadeger bir sekilde karmasik oldugunu gbéz Oniinde bulundurarak klasik metrik
yaklasim ile alan denklemlerinin klasik hesaplanmasina hi¢ girmedik. Aksi takdirde,
metrige gore genel olarak dordiincii mertebeden tiirevli denklemlerle is gormek, ve
ayrica da modellerin simetri 6zelliklerinden yararlanamamak ve dahasi kinematik
0geleri agik bir sekilde ortaya ¢ikaramamak gibi olumsuzluklarla karsilasacaktik. Boyle
bir yaklasim yerine, akiskanla dolu bir evren varsayimi altinda, gcli bir yontem olma
Ozelligini tagiyan uzay-zamanin 1+3 kovaryant ayrisim yontemini kullanmayi tercih
ettik. Bu yoOntem, zarevren modelinde uyguladigimiz gibi, hem kovaryant bag
kosullarinin tutarlilik analizini gergeklestirmemizi miimkiin kildi, hem de kolayca elde
edilebilecek tetrad versiyonlar1 sayesinde, F(R) ve F(G)-gravitede se¢ilmis bir metrik
icin, integre edilebilirlik kosullarini da igerecek sekilde, ayni anda tim bilgileri kullanan
tam (exact) bir denklem sistemi olusturmamizi sagladi. EAD’ye geometrik
diizeltmelerin s6z konusu oldugu degisiklige ugratilmis yiiksek mertebeden bu
teorilerde, 1+3 kovaryant ayrisim yonteminin uygulanabilmesine olanak saglayan temel
cikis noktasi, efektif akiskan yorumu olmustur. Bu, gerek 4-boyutta F(R,G)-den
kaynaklanan, gerekse de 5-boyutta 3-boyutlu zar (zerinde efektif Einstein denklemleri
yazilmasi siirecinde ortaya g¢ikan geometrik kokenli terimler toplulugunu hipotetik

(varsayimsal) “egrilik akigskani” olarak yorumlayip buna enerji yogunlugu, basing, 1s1
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akist ve esyOnsilizlik basing tansorii olmak {izere efektif dinamik degiskenler
baglanmasina olanak saglamistir. Bu sOylenenler 1s18inda, biz de bu ¢alismada, efektif
akigkan yorumunu benimseyerek énce, F(R,G)-gravitenin alan denklemlerinin egrilik
degiskenlerine bagli geometrik olarak ortaya ¢ikan diizeltme terimlerini, bir egrilik
akigkaninin efektif enerji-momentum tansorii olarak yorumlayip (3.30) bagintilarin
kullanarak bunlara baglanan (4.16)-(4.19) efektif degiskenleri hesapladik. Ote yandan,
bilinen maddeye baglanan madde-enerji tansorini de gdz 6nine alarak ve bir efektif
madde-enerji tansorii de tanimlayarak sonugta, (4.7) bagmtis1 araciligiyla bir toplam
efektif enerji-mementum tansorii olusturduk. Bu, F(R,G)-gravitenin alan denklemlerini
(4.6) daki gibi standart Einstein denklemleri biciminde ifade etmemizi sagladi. Bu
yaklasimda, F(R,G) nin alan denklemleri, artik, (4.43) ile gosterilen anahtar bagintilara
indirgenmis olmaktadir. Literatiirde, bu yaklagimin ve alan denklemlerinin bu tiir
islenisinin acik bir sekilde bdyle yapildigina rastlamamis oldugumuzu séylemeliyiz. Bu

yaklagim, rolativist kozmoloji igin tesis edilmis olan 143 kovaryant evrim ve bag

denklemlerini ve de bunlarin tetrad versiyonlarini, tanimlanan /"™ € ptoplam efeket

vb. degiskenleri sayesinde, dogrudan dogruya bu yeni teori ¢ergevesinde (4.45)-(4.58)
ve (4.59)-(4.77) denklemlerindeki gibi ifade etmemizi miimkiin kilmistir. Yukaridaki
formalizm cercevesinde, Bulgular béliminde, ©nce F(R)-gravite teorisi igin
makaslamasiz akiskan iddiasin1 stasyoner olmayan (yani genislemeli) duruma
genellestirilmis Godel modeli ile donen Bianchi-tip 1l ve de Bianchi-tip IX modelleri
i¢cin ele aldik ve tetrad denklemlerini kullanarak her bir model i¢in bulunabilecek tiim
denklemleri tek bir kalemde elde ettik. Geriye, elde edilen denklem sisteminin, modelin

parametrelerine oldugu kadar zamana bagli bir Olcek c¢arpaninin varligma gore,
u"+p"#0 zorunlulugu altinda, tutarli olup olmadigini aragtirmak ve tartismak

kalmaktadir.

Denklem sisteminin analizi sonucunda F(R)-gravitede genisleyen Godel evreni ve hatta
stasyoner Godel modeli olamayacagimi bulduk. Sayet, rélativist kozmolojide Gddel
evreninin nedensellik ilkesini ihlal ettigi ve ayrica da Mach ilkesine aykir1 bir ¢6ziim
oldugu diistiniiliirse, F(R)-gravite tarafindan disarilanmis olmasi, F(R)-gravite leyhine
bir olumluluk olarak yorumlanabilir. G6z 6niine aldigimiz ikinci model olan dénmeli
Bianchi-tip II evreninin, denklem sisteminde tutarsizliklara ve geligklilere yol agtigi igin

F(R)-gravite tarafindan bir ¢oziim olarak kabul edilmedigini gosterdik. Donmeli
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Bianchi-tip IX modeline gelince, tim denklemlerin tutarliliginin  yalnizca

v, 20, v,=0, v, =0, halinde ve de k,=k,, k2=k?2+k? ve v’ =2kk’/ (k) +k;)

tutarlilik kosullar saglandiginda gergeklestigini bulduk. Bu takdirde, a(t), x", p" icin

(4.169) ve (4.173) denklemleriyle verilen ¢oziimleri bulduk ve (4.172) de gosterildigi
Uzere, bir F(R)-gravite modeli insa etmeyi basardik. Coziimi tartismadan Once, suna

isaret edelim: (4.110) daki C bir integrasyon sabiti oldugundan, negatif degerler de

alabilir. Dolayisiyla, 4"+ p™ kombinasyonundaki x™ ve p™ degerlerine bagh olarak,

C pozitif ya da negatif olabilir. Eger, #" nin u4" >0 seklinde dogal varsayimi kabul
edilirse ve (4.169) ile birlikte (4.173) denklemi g6z 6nlnde bulundurulursa, C ve A nin

isaretlerine gore 4 durumun s6z konusu oldugu gorilir. Soyle ki, ¢™ >0 varsayimi ve

(4.169) ve (4.173) kullanilarak bulunabilecek t. =(1/ A)|C/(4A)|  seklinde bir kritik

zaman tanimlanirsa, sunlar kolaylikla goriilebilir:

1. C>0,A>0: bu durumda, ,um(t<{‘/§t*)>0 ve de p"(t<43t)>0, yani basing

pozitiftir.

2. C>0,A<0: 4"(t)>0 kosulu her t igin saglanir ve ya p"(t<t.)>0 ya da
p"(t>1t.) <0 dir; dolayisiyla t ye bagh olarak basing pozitif ya da

negatif olabilmektedir.

3. C<0,A>0: budurum fiziksel degildir, zira her t i¢in " (t) <0 dur.

4. C<0,A<0: budurumda, #"(t>%3t)>0 ve p™(t>%3t)<0 dir, yani bir negatif

basing s6z konusudur.

Negatif bir basing, genellikle skaler alan, sicim, Chaplygin gaz gibi gercek¢i olmayan
bir madde sekline karsilik diismekte olup cesitli enerji kosullarinin ihlaline yol
a¢gmaktadir. Hal boyle olmakla birlikte, negatif basingh bu tiir madde ¢esitleri evrenin
madde igerigini modellemekte pek sik kullanilagelmektedirler. Bizim modelimizde,
negatif basing 2 ve 4 numarali her iki durumda ortaya ¢ikarken, pozitif basing hem 1

nolu hem de 2 nolu durumda ortaya ¢ikmaktadir. Bu arada, sunu da belirtelim ki,
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basincin isaretini yalnizca t. kritik zaman gore degil, fakat (4.174) ile gosterilen hal
denklemini kullanarak, A parametresine gore de tartismak miimkiindiir. Mamafih, bu
konuda yalnizca suna isaret edelim: A nin sifir oldugu 6zel durumda, hal denklemi
p" =(1/3)u" sekline indirgenmektedir; bu ise, salt 1simnim ile dolu bir evren anlamina
gelmektedir. Bir bagka onemli nokta da, yukaridaki her tiirli durumda, a(t) Olcek
carpaninin basincin isaretine bagli olmaksizin tipki GRT’deki diiz Milne modelini
andirir sekilde, t ye gore lineer bir genisleme gostermesidir. O halde, yukarida

soylenenler cercevesinde, evren k At, k,At ve k,At farkli dlgek carpanlariyla esyonsiiz

olarak “uyusuk (coasting)” bir bicimde genislerken, ayn1 zamanda e, ekseni etrafinda,
bilyiikligii zamana a,(t) = \/gk2k3 (k> +k )t uyarinca bagh bir donme hiziyla

donmektedir. Simdi, bir de (4.172) ile verilen F(R) modelini tartisalm. R? teriminin
isaretinin C sabitinin isaretine bagli oldugunu gérmekteyiz, sdyle ki, bu terim C >0
oldugunda negatif olmakta; C <0 oldugunda ise pozitif olmaktadir. Baska bir deyisle,
sirastyla F(—R?)-gravite ve F(+R?)-gravite olmak (izere iki model sdz konusu
olmaktadir. ikinci durumda, negatif bir basing (4 nolu durum) séz konusuyken, birinci

durumda pozitif bir basing (1 ve 2 nolu durumlar) s6z konusu olmaktadir. Mamafih, 2

nolu durumda oldugu gibi, negatif basing da olabilmektedir. Dolayisiyla, pozitif basinca
sahip fiziksel olarak gercekci bir bilinen madde yalmzca, F(—R?*)-gravite modelinde
mimkunddr. Burada, alisilmadik “-” isareti i¢in sOylenebilecek yegane sey, teorik
diizeyde bu modeli pesinen (a priori) disarilayacak hi¢ bir gerek¢enin bulunmadigidir.
Bu baglamda yalnizca suna isaret edelim: buldugumuz bu F(R) fonksiyonlar1 standart
EH aksiyonuna 6F(R)=F(R)-R+2A=-CY’R’~R olmak lizere R—-2A+5F(R),

biciminde bir diizeltme terimi olarak yorumlanabilir.

Yukarida sozii edilen bulgularimiza eklenebilecek bir baska ilgi ¢ekici sonug da, (4.175)
denklemi uyarinca, bu makaslamasiz dénen ve genisleyen Bianchi-tip 1X modelinin
tamamen plr gravito-magnetik bir model oldugu, baska bir deyisle gravitasyon
dalgalarinin yayilimina izin verdigi konusudur. Bu, rolativist kozmolojide makaslama
sifir oldugunda, gravitasyon dalgalarinin olamayacag beklentisini  yanlislar
mahiyettedir [85]. Sonu¢ olarak, F(R)-gravite teorisinde makaslamasiz akiskanin hem

donme hem de genigleme gosterdigi durumlar bulundugunu ve dolayisiyla da buradan,
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rolativist kozmolojinin makaslamasiz akigkan iddiasinin F(R)-gravitede karsiligi
olmadigimmi  gostermis oluyoruz. Bilebildigimiz kadariyla, [23] kaynagindaki
pertiirbasyon yaklasikligi hesabi ayri tutulursa, F(R)-gravitede, bizimkinden baska
makaslamasiz ~ akiskan  iddiasim1  yalanlayan bir karsit  Ornek, literatirde
bulunmamaktadir. Bu ¢aligmada goz oniine almadigimiz, diger 7 tip Bianchi-tip model
icin de benzer incelemeyi yapip bunlarda da makaslamasiz akiskan iddiasinin

karsiliginin olup olmadigini aragtirmanin ilging olacagini diisiinmekteyiz.

Ikinci olarak gz oniine aldigimiz F(G)-gravite teorisinde, F(R)-gravitede yapilan
hesaplamalar1 benzer tarzda genislemeli Godel evreni ile genellestirilmis Godel evreni
icin ve de donmeli Bianchi-tip IX modeli igin tekrarladik. Her bir model i¢in elde edilen
denklem sisteminin zamana bagli bir a(t) Olgek carpan1 ile ve de metrik
parametreleriyle tutarliligini arastirdigimizda su sonuglar1 bulduk: Genislemeli Godel
tip evren (K=-1/2 ve S=1) F(G)-gravite teorisinde ¢6zim olarak kabul
edilmemektedir. Buna karsilik, genislemeli genellestirilmis Godel-tip evren modelinde
ise, S>0 icin, £ >1 olmak tizere, eger K =-2S+¢S kosulu saglanirsa, bu takdirde
denklem sistemi zamana bagli bir a(t) Olgek carpaninin varhigi altinda tutarsizlik
gostermemektedir. Bu ise, F(G)-gravitede modelin hem genisleme ve hem de dénmeye
sahip olabilecegi anlamina gelmektedir. Ancak, bu sonucu desteklemek icin, bir de
F(G)-gravite modeli olusturmak gerekmektedir. Ne var ki, a nin t ye baghlig
elemanter fonksiyonlar cinsinden degil de LambertW fonksiyonlar1 diye bilinen oldukca
karmagik fonksiyonlar cinsinden ifade edilmektedir. Bu ise, F(G) modelini analitik
olarak olusturmay: onlemektedir. Ozel ¢6ziim olarak, a(t) nin (4.198) deki gibi t nin
lineer bir fonksiyonu olmasi halinde, denklem sistemi tutarliliin1 korumakta, ancak
F(G)-gravite modelinin olusturulmas1 miimkiin olamamaktadir. Dolayisiyla, bu tiir bir
0zel ¢oziim i¢in, hem genisleyen hem de donen bir Godel-tip model F(G)-gravitede
bulunmamaktadir. Ikinci olarak ele aldigimiz dénmeli Bianchi-tip IX modeli icin ise,

denklem sisteminin tutarliligmni, v, =v, =0 alarak v, #0 ile k , k,, k, parametrelerinin
cesitli degerleri igin tartistik. Sonugta, ya Gédel modelinde oldugu gibi F(G)-gravite
modeli olusturulamamakta ya da daha o asamaya gelmeden x"+ p™ #0 kosulu ihlal

edilmektedir. Dolayisiyla, F(G)-gravite, dénmeli bir Bianchi-tip IX modelin varligina

izin vermemektedir.
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GOz Online aldigimiz son teori olan zarevren teorisinde ise, makaslamasiz miikemmel
akigkan iddiasin1 kovaryant evrim ve bag denklemlerini kullanarak bag denklemlerinin
tutarlilik analizi araciligiyla arastirdik. Bunun i¢in, 6nce, kendi notasyonumuza uygun
bir sekilde gerekli komiitasyon bagintilarin1 ve 6zdeslikleri en genel durum igin tesis
edip akiskanin kinematik ve dinamik biiyiikliikleri {izerinde hi¢ bir kisitlama olmadig:
genel durumda, bag denklemlerinin evrimlerinin herhangi bir integre edilebilirlik
kosuluna yol agmadiklarini, dolayisiyla bag denklemlerinin birbirleriyle tutarh
olduklarin1 ve evrim denklemleriyle tutarli bir bigimde evrimlestiklerini gosterdikten
sonra, makaslamasiz miikemmel akigkan varsayimi altinda, bag denklemlerinin
tutarhiligmmin saglanip saglanmadigimi iki 6zel durum igin arastirdik. Bu o6zel
durumlardan birincisi olan plr zarevren icin ivmesiz pur-Coulombsu durumda, bir
miikemmel akigkan i¢in ayni anda hem genislemenin hem de donmenin olamayacagini,
yani s6z konusu kisitlamalar altinda makaslamasiz akiskan iddiasinin piir zarevren
modellerinde gecerli oldugunu gosterdik. Ikinci 6zel durum olan ivmesiz durumda
indiiklenmis graviteli F(R)-zarevren i¢in ise, tutarlilik igin bir integre edilebilirlik
kosuluna ihtiyag bulunmadigimi ve fakat, (4.45)-(4.53) ile verilen evrim denklemleri
sisteminde bulunmayan, z', igin (4.326) biciminde bir evrim denklemine ihtiyag
oldugunu gosterdik. Bu sonug¢ bize, makaslamasiz, ivmesiz ve (4.326) denklemini
saglayacak bir miikemmel akiskan kaynagi icin, makaslamasiz miikemmel akigkan
iddiasinin gecerli olmasi gerekmedigini, baska bir deyisle, hem indiiklenmis graviteli
F(R)-zarevrende hem de bunun 06zel hali olan plr zarevrende toplam -efektif

esyonsiizliik tansorii, eger (4.326) evrim denklemini sagliyorsa, aynt anda donen ve
genisleyen evren modelleri bulunabilecegini telkin etmektedir. Ancak, bu asamada 7',
icin boyle bir evrim denkleminin ger¢ekten de var olup olamayacagini cevaplamak
mUmkiin gorinmemektedir. Zira, (4.235.d) ile verilen 7', ifadesinin iginde bulk’in
etkisinden kaynaklanan bilinmeyen P, tansorlyle birlikte, ifadesi (4.239) ile verilen

7", indiiklenmis esyonsiizliik tansorii bulunmaktadir. Bu tansdr hakkinda bir bilgi

edinmek igin, (4.239) dan goriilecegi tizere, 4-boyutlu G, Einstein tansorinin

bilinmesine gerek bulunmaktadir. Bunun bilinmesi ise, 6zel bir evren metrigi se¢ip
caligmak anlamina gelmektedir ki, boyle bir sey herhangi bir metrik secimine dayali

olmayan kovaryant analiz yaklasimina aykirt bir durum olusturmaktadir.
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EKLER

EK A. F(R,G)-GRAVITENIN ALAN DENKLEMLERININ BiR VARYASYON
ILKESINDEN CIKARTILMASI

F(R,G)-gravitenin

s=_1 [dxJ=g[F(R.G)]+S, (A1)

2x?

aksiyonunun metrige gore varyasyonunu almadan once su ifadeleri hatirlatmak iyi
olacaktir [86,87]:

5(yFel) = (vI-ol) 9use™ (A2)

59" =-9"(6094)9" . 59, :_gaC(gng)gdb (A3)

ab

g

ab

= 0|, =0, &9 N =50,|, =0 (A.4)

ov

(A.4) denklemleri g® lerin kendilerinin ve varyasyonlarmm &V sirinda sifir
olduklarini ifade eder. Yine, hesaplarda gerekli olacak ¢esitli varyasyon ifadeleri

SR=R,69% +9,,0(69%)-V,V,(59*) (A.5)
SRy =V (T )=V, (%) (A.6)
SRy =V (%, )=V (T (A7)
o, =—%[gb|va(5g‘“)+ 0.V, (69" ) - 949,V (59") | (A8)
Ty =—%90|Va(59°') (A.9)
5S, = —% J d*x/~gTIsg™ (A.10)

dir. (A.1) aksiyonunun
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oS =

. [4'%(64)[F(R.G) ]+ [d'x/~g [6F (RG)]+d5,  (ALD)

2K’
bicimindeki varyasyonunda JF(R,G) terimini goz oniine alalm. F(R,G) nin
fonksiyonel tirevi

SF(R,G) = F,6R+ F,5G (A.12)

bigcimindedir. Bu ifadede G=R®-4R,R®+R, ,R™ Gauss-Bonnet teriminin
varyasyonu

6G =5 (R* —4R,R™ + R, R™ )

_ ab ab abed abed (A-13)
=2R6R-4R, ,6R™ —4R™6R, + R, OR™ + R SR 4

olur. Simdi bu esitligin sag yanindaki terimleri hesaplayalim:
~4R,,6R™ =-4R,5(9*g"R,,)
= 4R, [(59ap )g"R,, + 9% (59™ )Ry + gapgb%qu] (A.14)
=—4R,'R,69® —4R"R 69" —4R™M5R |
ya da indisleri dizenleyerek
—4R, 6R® = -8R °R,.69® —4R¥ SR, (A.15)
olur.
R OR™™ = Ry (R% 0" 9%g ")
= Ras [ (6R% )97 079" + R* (5™ ) g9
+R?* g™ (ch“)gdt +R* 9" 9" (§gdt )} (A.16)
=R,MSR"  +R, R (59" )
+R, R (697 )+ R, R (59" )

rst

ya da indisleri dlizenleyerek
RupegOR™™ =R 6R? ; +3R, R, , 9% (A.17)

olur.
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R*SR, ., =R™& (gsaRade)

(A.18)
= R™ [ (60,0 ) R + Gea (ORcq )|
olur. Bu da (A.3) kullanilarak
R*SR, , =—R™ Roetg 99 ® 1R ™6R? (A.19)
bi¢iminde yazilabilir. (A.15) , (A.17) ve (A.19) ifadeleri (A.13) ¢ tasinirsa,
5G =2RSR -8R ‘R, 59 —8R™ SR, + 2R "SR?, , + 2R Reetg0 9 ® (A.20)

olur. 6R , 6R,, ve SR?, ifadeleri igin, sirasiyla (A.5), (A.6) ve (A.7) kullanilarak
(A.20) denklemi
G =2RR,59% +2Rg,059* —~2RV_V,69* -8R,°R, 59"
+2R R 5% ~BR® [V, (7%, ) -V, () | (A21)

befg

+2R,™ [Vc (0% ) =V (o )]

halini alir ve esitligin sag yanindaki son iki terim ig¢in de (A.8) ve (A.9) bagintilari
kullanilirsa

6G =(2RR,, —8R Ry, + 2R R, ) 5¢*
+2Rg,059* —4R,059* -2RV,_V,59% (A.22)
+8R°, V.V 59® -49,,R*V V69" -4R “ .V V_ 59%

veya, 8R°, V.V .59 =4R°.V,V 59% +4R°V,V.69% oldugu gdzdniine alinirsa

6G =(2RR,, —8R Ry, + 2R R, ) 5¢”
+2Rg,,009* —4R,059* —-2RV,V,59%
+4R°,V,V_ 59% +4R°, V.V 59
-49,R¥V_V,69*" -4R* V V.59

(A.23)

yazilabilir. Bu durumda (A.12) ifadesi, (A.5) ve (A.23) kullanilarak

SF(R,G) = FyR,,69™ + F,0,,0(09% ) - RV, V, (9™
+(2F,RR,, —8F;R, Ry, + 2FsR, R, ) 5™
+2F,Rg,,009* -4F,R,069* -2F,RV_V,59% (A.24)
+4R° V,V_ 59® +4R°, V.V 69%
—4F,9,,R“V V,69® -4F,R“ V V. 50%
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olur. Bu son bagintiyla birlikte (A.10) ve (A.2) de kullanilarak (A.11)
=——J.d X\/—-gTlsg®

+2—’F;‘;\J;d4x\/§{—%gabFégab +F,R, 09"
+ Fe0,0(59% )~ FV,V, (59%)
+(2F,RR,, —8F;R Ry, + 2F;R, R, ) 59 (A.25)
+2F,RQ,069%® —4F,R, 069% —2F,RV_V,69%
+4F,R°.V,V.60® +4F,R°, V.V _50%
—4F50,R7V V,09™ ~4F,R %\ V,V 59"}

olur. Simdi, bu ifadedeki

jd XyJ~gFr0,,0 ((Sgab = jd xyJ-gF,V,V (égab)
|35%jd4xﬁzFGR 0.,069%, 1, s—éjd“XHZFGRVaVbéga",
\ "

a chbﬁg ® !

jd xyJ-g4F;R, 059"

|7E%J.d4x [_g4FGRCbVCVaé‘gab, IBE_ij‘d[lX [—g4FGRCd chd5gab,
v \%

=— j d*x\-g4F,R", V,V 59 (A.26)
\Y

integrallerini tek tek goz 6niine alalim. Once, 1, ile ilgilenelim. I, in hesabi igin,

M' = Fog,V' (9% )-V' (F;) 0,09 (A.27)
vektorii tanimlansin [88]. M vektoriiniin diverjansi

V.M = FRgabu(chab)—gab(mFR)5gab (A.28)

olup her iki yaninin da integrali alinirsa

jd“xﬁVtM‘ = _[d“xHFRgabn(Egab)—_fd“xﬁgaanRégab (A.29)
\% \% \%
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elde edilir. Bu esitligin sol yanindaki integral i¢in Gauss teoremi kullanilirsa,
¢ d’ye,|nnM* = [d*xJ-gF,0,,0(69% ) - [d*xJ~90,0F:50"  (A:30)
ov \% \Y

olur. Ote yandan, (A.4) smir kosullar1 alinda M vektoriiniin 6V smirindaki degerinin
M ‘LN =0 oldugu kolayca gdrilmektedir. O halde (A.30) ifadesi

O:jd4xHFRgabm(6gab)—Id“xﬁgabuFRégab (A.31)
\% \%

bigiminde olacaktir. Bu son ifade ile, (A.26) da tanimlanan |, integralinin
karsilastirilmasindan

l; :jd4x\/§gabDFR5gab (A.32)

\%

oldugu goriilmektedir. Simdi, (A.26) da tanimlanan |,—1, integrallerinin hesaplari

icin, yukaridaki |, integralinin hesabina benzer sekilde:

1, igin: M'=-F0,,V, (69™)+V, (F,)5g" (A.33)
l, igin:  M"=2F;Rg,,V'(59%)-2V" (Fs) 0, (59%) (A.34)
l, igin: M'=-2F.RV, (59" )+2V, (FsR)5g" (A.35)
lg icin:  M'=-4FR,V'(59™)+4V' (F,R,, )50 (A.36)
lg igin: M'=4FR°,V (5¢°)-V,(FR', )59 (A.37)
I, igin: M'=4F;R°V,(59")-V,(F:R,)59® (A.38)
ly igin:  M'=-4F,g,,R"V, (59%)+4g,,V, (FsR™)og™ (A.39)
lg igin: M'=-4FRV (59%)+4V, (FsR, ) 59® (A.40)

vektorlerini tanimlayalim. |, in hesabr igin izlenen yol takip edilerek

|, = —jd“xﬁ (V,V,F,)5g® (A.41)
Vv

I, = [d*x/-9[ 20,,R0F; +49,,V,F,V°R+29,,F,0R |59 (A42)

\Y%
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= [d*xJ-g[-2RV,V,F; -4V, RV,F, 2RV V,R]5¢" (A.43)

\

—
Il
<e—

d*x/-g | -4R,,0F —8V F, V'R, —4F,0R,, |59 (A.44)

Iy = [d*xJ=g[ 4R°,V,V,F, +4V,F,V R,
\

(A.45)

+4V F.V R, +4F.V V,R®, |5¢*
I, = [d*x /=g [ 4R", V.V, F, +4V,F,V R,

v (A.46)
+4V FV R, +4F.V VR, |5¢¥

l, = [d*x-9[ ~49,,R*V,V,F, ~80,,V,F,V,R"

v (A.47)

—~49,,F;V. VR |5g™
Iy = [d*xJ=g [ 4R,V V,F; 4V R ",V
v (A.48)

~4V,R ™V F, —4F, V.V, R™, |59
bulunur. Simdi bunlar1 aksiyona yerlestirmeden once, |I.-1, integrallerini, Bianchi

Ozdesliklerinden elde edilen (B.1)-(B.5) bagmntilar1 1s13inda tekrar ele alalim: (A.43) ve
(A.44) integralleri, (B.2) ve (B.5) ozdeslikleri; (A.47) integrali, (B.2) ve (B.4)
Ozdeslikleri; (A.48) de (B.1), (B.3) ve Riemann tansorinin simetri 6zellikleri
kullanilarak

l, = [d*xJ-g[4R°,V.V,F; +2V,F,V,R+4V F,V,R",
7 (A.49)
+2F,V,V,R+4F:R°,R, —4F;R,,R" |5¢*

= [d*x-g[ 4R,V V,Fs + 2V, F,V,R+4V F.V R,
7 (A.50)
+2F,V,V,R+4F:R%R, —4F,R,,,R™ |5¢

l, = [d*xJ-g[-40,,R"V VF, ~49,,V,F,V'R-2g,, F,0R] 59" (A51)
\

l, = jcl“xw [-g| -4R, %,V .V Fs +8V°R,,V F, —4V,R°,V F, -4V RV F,
v (A.52)
+4F,o0R,, —2F.V,V,R+4F,R R —4FGRCaRbC]5ga"

G achd
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bigiminde yazilabilirler. Simdi (A.32), (A.41)-(A.44) ve (A.49)-(A.52) ifadeleri (A.25)
denklemine yerlestirilerek, F(R,G)-gravitenin aksiyonunun varyasyonu igin

5S = —%jd“xﬁﬂé‘&gab
\

+

1 1
0.2 jd4XV—g {—E 9apF + FeRey +950F: =V, V, Ry
v

+ (2R Ry —4R,Ryy —4R, ;o R™ + 2R, R ) Fs (A.53)
+2Rg,0F, -2RV_V,F, —49,R“V_V F, —4R oOF,
+4R°,V,V Fs + 4RV, V F, -4FR“ V,V |59

elde edilir ve §S =0 stasyoner olma kosulundan, F(R,G)-gravitenin

R *ab

1
_E 9.,F+FRy +09,0F -V, VR

+ (ZR Rab - 4Rac Rcb - 4Racbd RCd + 2Ra9fg Rbefg ) FG (A54)
+2Rg,,0F, -2RV_V,F, -49,R*V_ V,F, —4R, oF,
+4R°. V.,V F, +4R", V.V F, —4F,R*.V V =«"T]
bi¢imindeki alan denklemlerine ulasilir. Burada suna isaret edelim, Pir Gauss-Bonnet

terimi 4-boyutta topolojik invaryant oldugundan, yani, alan denklemlerine katkisi
olmadigindan F=R+G = F;=1,F =1 i¢in standart EAD’ye diisiilmelidir. Bu

takdirde (A.54) ten
% 0,6+ (—2 RR, +4R_R°—2R ““R . —4R ,R" ) =0 (A.55)
0zdesligi elde edilir. Bu kullanilarak (A.54) yeniden ifade edilirse, alan denklemleri

1
5 U (F —GF)+ FRy, +0,0F -V, V, R

+2Rg,,0F, -2RV_V,F, -4g,R*V_V F, —4R, OF, (A.56)
+4R°.V,V_F, +4R", V.,V F, —4F,R* .V V =«"T

seklinde bulunur.
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EK B. TEMEL BAGINTI VE OZDESLiKLER

B.1. Yararh Ozdeslikler

Asagidaki ifadeler burulmasiz (V,V,¢—V,V, ¢ =0) bir uzay-zaman i¢in ifade edilmis
olup burada ¢ bir skaler ve X, de bir 2-tansordr.

VPR.s = VR = V4 Rye (B.1)
V°R,, =%va (B.2)
V,V,R"™® =gR™ —%V”VC‘R ~RP"RY +R"™R (B.3)
V.V,R® = %DR (B.4)
VV,R, = %V(avb)R +R Ry, — Ry R™ (B.5)
(oV,-V,0)¢=R,V°¢ (B.6)
R™V V.,V ¢= —% R™R! V¢ (B.7)
2V, VX g = R™ 0 X + R™ X o (Ricei Gzdeslikleri) (B.8)

(B.1)-(B.5) bagmtilari, (2.7.b) ile verilen Il. Bianchi Ozdesliginden elde edilmektedirler.

B.2. h,, U, ve n,. ninBaz Turev Ozellikleri

Dchab =0, hab = 2u(aub) = h<ab> =0 (Bg)

DY, =0, U, =-2u, b, =-h, = U, =0 (B.10)

(ab)
Daae =0 T, = U ThggqU” = (UaThog +UpTlcag +Uellang )U* = Ty =0 (B.11)

B.3. Diger Baz1 Ozdeslikler

V,, W, birer uzaysal vektor ve A, B, de birer uzaysal tansor olmak Gzere,
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Oznabcpbd Vc Wd _nabCA)d Wc Vd _Aab and Vc Wd

(B.12)
0= nabCBbd AceBde + Baband Bcep\ie (513)
o=V <a77b>cd (Dch ) + ncd<avc (de b>) _ ncd<aVC (Db>\/d ) (814)
0= UabcA)d (DVy) - nabcpbd (DyV,) - A%, and (D.Vy)
(B.15)

0=7"V,(D,A") -2V, (D, A",) (B.16)

0=7""D, (A, A") "D, (A" A") (B17)
dir. (B.12)-(B.17) 6zdeslikleri Henk Van Elst’in [89] ¢alismasindan alinmustir.
EK C.
S, =V, V¢ nin gesitli izdiistimleri : V,V ¢-V,V.¢=0 = S, =S,
S,, nin 143 kovaryant ayrisimi, (3.4.b) uyarinca

S, =USUY S, +U°hY S +h° U S +h,h" S, (C.1)
dir.

1 c
Uab = Daub = Hab + a)ab =0y +§9hab + nabcw (CZ)

olmak tizere U, =-u,u, ve h, =g, +U,U, izdiisim operatorleri kullanilarak S nin
cesitli izdlistimleri i¢in

S,,u%U’ =¢ —U‘Dg (C3)
S,hu’ =—v,"D,4+ D¢ (C.4)
S,,h*.u’ =D.4-0v. "D,s (C.5)
S,,h*.h°, =—v,,¢+D.D,s (C.6)
S,,h® =DD,¢— 64 (C.7)

bulunur ve bunlar (C.1) e tasinirsa,
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S,, =u,u, [gb —u° DC¢] —u, [—ub¢5 +(Dyg) —u,U° DC¢}

. ' (C.8.3)
—U, [ Da¢ - Uac Dc¢:| + Da Db¢ - Uab¢
olur ya da (4.241) 6zdesligi de kullanilarak
Sab = U, ':¢ —u’ Dc¢] —U, I:Db¢ - ch DC¢]
(C.8.b)

—U, [Da¢ - Uac Dc¢] + Da Db¢ - Uab¢

biciminde ifade edilebilir. Bu ifadeden S, nin simetrik oldugu agikca
anlasilamamaktadir. Fakat, (4.244) ozdesligi goz Oniinde bulundurulursa S,, =S, ,
oldugu kolayca goriiliir.

Ote yandan R, Ricci tansorinin R =AuUU, +Ehy, +2u, Y, + X, bicimindeki

ayrisimindan, yine izdlisim operatdrleri kullanilarak

R,U* =—-Au, — Y, (C.9)
R,UU’ =A (C.10)
R,.N*=-2h"+u Y’ +=° (C.11)
R,h?.h°, =Zh, +Z, (C.12)
R,h® =32 (C.13)
R=-A+3% (C.14)

ifadeleri ve bunlar1 kullanarak da

R.R% =—A%Uu, —Au, Y, —Au Y, +E°h, +ZuU, Y, +ZU Y, + 25T (C.15)
FUU Y, Y=Y, Y, +U, Y E, +U, Y8, 30 5, '

R, U'RU® =—A% + Y Y° (C.16)
R,.R%h® =38° - Y'Y, +2° 2°, (C.17)
R,.R°,h°.u* =-3u A= -3, (C.18)

R, ,u%U" =-E —%Ahcd +%ch (C.19)
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1 1

R,%.h* =-E% —§(A+3E)hCd —Auu? —ut Y —utY? — =3

R, U URY =—E X% — AZ +%Ecd2°"

R, “U’R, .U’ =uu"C,“C, . —%Az + Y0, —%Zabzab

R, ™R, ,* =C,“C, n® +A*+32* + 2AZ -3Y°Y, + Ezabzab
2

ve Gauss-Bonnet teriminin ifadesi i¢gin ise, uzun hesaplardan sonra
_ D2 ab abcd
G=R"-4R,R®” +R_ 4R

= —%AZ —4AE+4Y,Y* -2, 2* +C°

elde edilir. Burada C?, Weyl tansorintn karesi olup yine uzun bir hesaptan sonra

C2 — CadeCabcd :8(EabEab _ HabH ab)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

bulunur. (C.19)-(C.24) ifadelerinin elde edilmesinde (3.41) bagntis1 da kullanilmistir.
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