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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

: R nin tiim kapali araliklarinin olusturdugu kiime

: R lineer uzayinin kapali, sinirli, alt kiimelerinin ailesi

: R lineer uzayinin kapali, sinirli, konveks alt kiimelerinin ailesi

: Bir M quasilineer uzayinin quasi-gereni

: [a,b] arahigindan Iy ye tamimh karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
: G nin kiime degerli Fourier transformu

: Interval degerli fonksiyonun iist smnir1

: Interval degerli fonksiyonun alt sinir1
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verildi.
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uzaylardaki kargsiliklarina yer verildi.

Doérdiincii boliimde interval degerli fonksiyonlarin olusturdugu uzay Lj([a,b],Ir)
quasilineer uzayindan bahsedildi. Bu uzayin diger adinin interval degerli sonlu enerjili sinyaller
uzay1 oldugu ifade edildi. Bu uzayin iizerindeki normla Hilbert quasilineer uzay oldugu da
belirtildi. Ayrica bazi eksik bilgiye sahip non-deterministik sinyallerin enerjilerinin tahminine
yonelik bir yontem gelistirildi. Daha sonra bazi non-deterministik sinyallerinde Fourier
Transformlar1 tahmin etmeye c¢alisildi. Burada da daha 6nceden bilinen Kiime degerli Fourier
Transformu kullanildi. Bunun i¢in i¢ carpim quasilineer uzaylar kullanilmaktadir.
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1. GIRIS

Lineer Uzayin bir genellestirmesi olan “Quasilineer Uzay” yaklasimi, ilk olarak Aseev [1]
tarafindan sunuldu. Aseev makalesinde, quasilineer uzaylarda, quasilineer operatorler vererek
lineer uzaylardaki lineer operatorleri genellestirdi. O zamandan beri birka¢ makale ¢alismasi
quasilineer fonksiyonel analiz ve kiime degerli analizle ilgilenmistir. ( Cakan ve Yilmaz, 2015;

Levent ve Yilmaz, 2018b; Bozkurt ve Yilmaz, 2016a; Bozkurt ve Yilmaz, 2018b;)

Son zamanlarda Yilmaz ve digerlerinin 2016°da yaptig1 calismalarda, i¢ carpim quasilineer
uzay1, Hilbert Quasilineer Uzay1 ve diklikle ilgili baz1 yeni yaklagim serileri igeren sonuglarin
elde edilmesi amaclanmustir. I¢ ¢arpim uzaylar ile i¢c carpim quasilineer uzaylar1 arasindaki
onemli temel ayrim “kiime-degerli” fonksiyon olarak tanimlanmistir. Aradaki bu fark,
quasilineer fonksiyonel analizde, lineer fonksiyonel analizde olmayan bazi yeni analizler

yapmaya izin vermektedir.

Sinyal isleme son yillarda Ozellikle etkin olarak kullanilmaya baslanmigtir. Bunun
onciiliigiinde bir cok bulus ortaya cikmistir.Biz bu calismada quasilineer uzaylarin sinyal
islemede Onemli bir yere sahip oldugunu ifade ettik. Eksik bilgiye sahip belli oranda
ozelliklerini bildigimiz bazi sinyallerin deterministik otokorolasyonu eksik bilgiye sahip
sinyaller i¢cinde yaklasik olarak hesaplayabilmekteyiz. Burada onemli bir nokta ise sinyalin
ozelliklerini tam olarak bilmesek bile bazi1 noktalarda hangi araliklarda oldugunu biliyorsak
sinyalin otokorelasyonu ile ilgili tahminlerde bulunabiliriz. Bu bize sinyal islemede cok 6nemli

katkilarda bulunuyor.

Bu tezde L(R,Ir) quasilineer uzayinin L, (R,Q(R)) quasilineer uzaymin bir alt quasilineer
uzay1r oldugu gosterilmistir. Ayrica bir interval degerli fonksiyonun sinyalinin enerjisini
hesaplanmaya iliskin uygulamalar yapilmistir. [a,b] — Ig’ ye tamiml fonksiyonlarin ig
carpimlarinin kolay olarak nasil hesaplandigina yonelik uygulamalara yer verilmigtir.Bir
uygulama ile non-deterministik bir sinyalin enerjisini hesaplamaya yonelik bir tahmin
geligtirilmigtir. Bu uygulama ile Hilbert-quasilineer uzaylarin klasik sinyal islemede bize
onemli katkilar sagladigin1 gostermektedir. Ayrica non-deterministik bazi sinyallerin Fourier

transformlarinin tahmini olarak belirlenmesine yonelik bilgilere yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Onemli Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.1.1. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere ve "X" X iizerinde ki baginti, her

v,t,u € X icin

Hv=v,
i)v<uveu=tisev=<t,

i)y uveu=3visev=u,

sartlarin saglyorsa, < bagintisina X iizerinde kismi siralama bagintisi denir. (X, <) ikilisinede

kismi sirali kiime denir. [2]

Tamm 2.1.2. (X, =) kismi swral bir kiime ve a € X olsun. Her x € X icin x < a olacak sekilde
a € X varsa, a elemanina X'in maksimum elemani denir. Ayrica her x € X icin b < x olacak

sekilde bir b € X varsa, b elemanina X ’in minimum elemant denir. [2]

Tanm 2.1.3. (X, <) kismi surali bir kiime ve a € X olsun. Her x € X i¢in a = x olmast x = a
olmasi durumunda gerceklesiyorsa a elemanina X’ in bir maksimal elemani denir. b € X olmak
iizere, her x € X icin x X b olmasi x = b olmasi durumunda gerceklesiyorsa b elemanina X’ in

minimal elemani denir. [2]

Tamm 2.1.4. (X, <) kismi sirali bir kiime olmak iizere M C X olsun, her b € M igin,
b=<x
ve
b =y sartint saglayan hery € X icinx <y

icin oyle bir x € X varsa, x elemanina M ’ nin iist sinirlarimin en kiiciigii veya baska bir ifadeyle
supremumu denir. Eger her b € M icin,

x=<b

ve

y X b sartini saglayan hery € X iciny < x

icin oyle bir x € X varsa, x elemanina M’ nin alt simirlarumn en biiyiigii veya baska bir ifadeyle

infimumu denir. [2]



Tamm 2.1.5. (X, <) kismi sirali bir kiime ve her a,b € X icin,
a=bveyab=a
ifadesini saglayan bu bagintiya X iizerinde ki tam siralama bagintist denir. Bu sartlari saglayan
X kiimesine ise tam sirall kiime denir. [2]
2.1.1 Metrik uzaylar

Tamim 2.1.6. X bostan farkli bir kiime olmak iizere, her o, B,A € X icin

M1)d(a,B) >0, d(a,p)=0<vea=p,

d(B, o),
M3) d(a,B) <d(a,A)+d(A,B)

M2)d(a,B)

d: X xX — Rbuii¢ sarti saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. (X,d)’ ye ise

metrik uzay denir. [2]

R reel sayilar kiimesi

d:RxR—RT, d(x,y)=|x—y|

metrigi ile bir metrik uzaydir. Bu metrie mutlak deger metrigi veya alisilmig metrik denir.

Kompleks terimli ve sinirli biitiin dizilerin kiimesi olan
loo = {x: (xx) C C: sup|xy| <°°},
k
d(x,y) = sup ke — ¥l
seklinde tanimlanan d fonksiyonu ile bir metrik uzaydir.

Tamm 2.1.7. (X,d) bir metrik uzay olsun ve M C X bogstan farkli bir kiime olmak iizere,
diamM = sup{d(x,y) : x,y € M}
degerine M kiimesinin ¢apt denir. [2]

Tanmm 2.1.8. (X,d) metrik uzayinda M C X olsun, her a,p € M i¢cin d(a,B) < K sartim

saglayan bir K pozitif reel sayist varsa M kiimesine sinirlidir denir. [2]

Tamm 2.1.9. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, X’ deki her Cauchy dizisi X 'de yakinsak ise
(X,d)’ ye bir tam metrik uzay denir. [2]



2.1.2 Topolojik Uzaylar
Tamm 2.1.10. X bos kiimeden farkl: bir kiime olmak iizere ve X ’in alt kiimelerinin ailesinden
olusan 7T icin

tl) DeTveX €T,

T2) T’nun elemanlarimin sonlu sayida kesigimi T’nun elemanidir,

13) T’nun elemanlarun keyfi birlesimi T’ nun elemanidur.

Bu sartlar saglaniyan (X, t) ikilisine de topolojik uzay denir. [3]
Onerme 2.1.1. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. [2]
A kiimesi kompakttir < A’daki her dizi yakinsak bir alt diziye sahiptir.

Tamm 2.1.11. M ve N iki topolojik uzay olmak iizere, f : M — N doniisiimii birebir, orten,
stirekli ve tersi de siirekli ise f doniisiimiine homeomorfizm (toplojik esyapt doniisiimii) denir. M

ve N uzaylarina da homemorf topolojik uzaylar denir. [3]

Tamm 2.1.12. M ve N toplojik uzaylar ve f : M — N bir homeomorfizm olsun. Bu doniisiim

altinda M iizerindeki toplojik ozellikler korunur. [3]

2.1.3 Lineer Uzaylar

Tamm 2.1.13. W # 0 ve K reel veya kompleks sayilar iizerinde bir cisim olsun. W iizerinde,

+:WXW =W, (vyw) =v+w
ve

KXW =W, (A,v) Ay
islemleri tamumlansin. Her vyw,u € W ve her A, 3 € K icin,
L1 v+w=w+v,

L2 (v+w)+u=v+(w+u),

L3 v+ 08 = 0 +v =v olacak sekilde bir 6 € W vardir,



L4 v+ (—v) = (—v) +v = 0 olacak sekilde bir —v € X vardur,
LS A-(v+w)=4-v+A-w,
L6 (A+B)v=A-v+fB-v,
L7 A-(B-x)=(AB) v,
L8 1-v=v olacak sekilde bir 1 € K vardr.
Bu sartlarin hepsi saglantyorsa X e K cismi tizerinde bir lineer uzay (vektor uzayv,dogrusal
uzay) denir. X ’in elemanlarina ise vektor denir. [2]

Teorem 2.1.1. W bir vektor uzayive V.C W olsun.V kiimesinin W’in bir alt vektor uzayt olmasi

icin gerek ve yeter kosul her A, 1L € K ve her vi,vy €V icin A -vi + W -vy €V olmasidir. [2]

Tamm 2.1.14. W bir vektor uzayi ve A C W olsun. Her a,b € A i¢in [a,b] C A ise A’ya konveks
kiime denir. [2]

Tamm 2.1.15. V, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. vi,vy,...,v, €V ve A1, A2, ..., A, € K

olmak iizere Y i _; Ax.vk toplamina vy,v2, ..., v, vektorlerinin lineer kombinasyonu denir. [2]

Tamm 2.1.16. V lineer uzay ve A’ da bostan farkli bir kiime A C 'V olsun, A’nin tiim muhtemel
lineer kombinasyonlarimin kiimesine A’nin gereni denir. SpA ile gosterilir. SpA =V oluyorsa A

kiimesi Vi geriyor denir. [2]

Tamm 2.1.17. V bir lineer uzay ve W = {wy,wy,....wy} CV olsun. A1,2,,...,A, € K olmak

lizere
n
Z lk.wk =0
k=1

ifadesi A = 0 (1 < k < n) olmasi ile miimkiinse W kiimesine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde

W kiimesine lineer bagimlidir denir. [2]

Tanim 2.1.18. V bir lineer uzay olsun. V’in lineer bagimsiz ve Vi geren bir alt kiimesi varsa

bu kiimeye V icin bir baz denir. [2]

2.1.4 Normlu Uzaylar



Tamm 2.1.19. X bir lineer uzay olmak iizere X’ den R’ ye tamumli ||-|| fonksiyonu her u,v € X

ve her A € K icin

N1 [[uf >0 ve Jul| =0 < u=6.

N2 A -ulf = [A] [|u

’

N3 fJutv]| < lfull + v

ozelliklerini gercekleyen fonksiyona X iizerinde bir norm, (X, ||-||)’a ise normlu uzay denir.
[2]
Tamm 2.1.20. (X, ||||) bir normlu uzay olmak iizere,
d(x,y) = [lx—|

olarak tamimlanan d : X x X — Rt d metrigine normdan dogan metrik ya da norm metrigi

denir. [2]

Tamm 2.1.21. (X, ||-||) bir normlu uzay olsun. Eger (X,

|I) norm metrigi ile tam ise (X,|-||)

ikilisine Banach uzay: denir. [4]

Ornek 2.1.1. p > 1 olmak iizere Lyla,b] p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzay:

f€Lpla,b,] igin
b ’
1= ([ 17eorax)

normuyla bir normlu uzay olup norm metrigi ile de tam olan bir normlu uzaydir. Dolayistyla

Lyla,b] fonksiyon uzayr bu normla bir Banach uzayudur.

Baska bir ornek olarak R" ve C",

n %
2
sz(zuu)
k=1

oklid normu olarak adlandirilan norm ile birer Banach uzayudtr.

Tanim 2.1.22. V ve W birer vektér uzayi olsunlar. V' den W'ye giden T operatériide her u,v € V
ve her A,B € K icin T(Au+ Bv) = AT (u)+ BT (v) sartimt gerceklestiriyorsa bu T operatiriine

lineer operator denir. [2]



Tamm 2.1.23. V ve W normlu uzay olmak iizere,. T : V — W lineer operatorii her v €'V icin
TG <m|v]

esitsizligini saglayacak sekilde bir m pozitif reel sayist varsa T ye sinirli lineer operator denir.

[2]

2.1.5 I¢ Carpim Uzaylan

Tamm 2.1.24. V bir lineer uzay olsun. {.,.) : V x V — K fonksiyonu verilsin. her o, 3, |t €V ve
A €K igin

IC1) (o,0) >0ve (a,0) =0 =6,

I€2) (a.B) = (B, ).
IC3) (A-a,B) =2 (a,B),

IC4) <O‘+ﬁa#> = <O£,‘U,> +<ﬁ7.u>,

fonksiyonu sartlarun saglarsa 'V iizerinde bir i¢c carpum adn alir. (V, (., .>)’de bir i¢ carpim

uzayi denir. [4]

Teorem 2.1.2. V bir i¢ carpim uzayi ve her y, L €'V icin

vy [ <[yl el
saglayan esitsizlige Cauchy-Schwarz Esitsizligi denir. [4]

Teorem 2.1.3. V bir i¢ carpim uzayi ve her y, L €'V igin
Fy+all<lyi+1al

saglayan egitsizlige iicgen esitsizligi denir. [4]

Teorem 2.1.4. (Paralelkenar Ozelligi) V bir i¢c carpum uzayt ve her y, 1L € V icin
ly+ullP+ly=pmlP=2(7 1P+l e )

‘dir. [2]



Bu teorem Onemlidir. Bir normlu uzayin bir i¢ carpim uzayt olup olmadigim1 anlamak
icin paralel kenar kanununu saglayip saglamadigina bakariz. Eger saglarsa o normlu uzayn
normunun bir i¢ c¢arpimdan geldigini yani aslinda bir i¢ ¢arpim uzayi oldugunu sdyleriz.

Saglamiyorsa o normlu uzay bir i¢ ¢carpim uzay1 degildir.

Tamm 2.1.25. V bir i¢ carpum uzayr ve y,lL € V olsun. V, i¢ carpum metrigi ile yani d(y, 1) =
ly—ul|l = /{y—u,y— u) metrigi ile tam ise Ve bir Hilbert uzayt denir. [5]

Ornek 2.1.2. [a,b] araliginda taniml siirekli fonksiyonlarin uzay

<p76>=/01p(t)-mdt

ile bir i¢ ¢arpim uzayidir.

Il =)= ([ pt0Fr) y

Hilbert uzayt degildir.

Burada Q(R") dedigimiz kiime R™ lineer uzayinin kapali ve sinirh alt kiimelerinin ailesi
olarak adlandirilir. Q¢ (R”) ise R™ lineer uzaymin kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerinin
ailesi olarak adlandirilir. Ayrica Q(C)’yi C’nin tim kompakt kiimelerinin ailesi olarak

gosterecegiz.

Tamm 2.1.26. V ve W kiimeleri R nin bostan farkly iki alt kiimesi ve oo € R olmak tizere toplama

ve skalerle carpma islemleri sirastyla

V+W={v+w:veV, weW},
ve

o V={a-v:iveV}

olarak tamumlanir. [6]

Cogunlukla Qc(R") ’nin bir X elemant igin X + (—1)-X # 0 dir. Ornegin; n =1 icin X =
[—3,1] olsun. O halde (—1) -X = [—1,3] olur. Buradan

X+ (=1)-X=[-3,1]+[1,3] = [-4,4]

olur. Burdanda anlagilacagu iizere X + (—1)-X = [—4,4] # 0’ dur.



Qc(R™)’nin bir elemanimin —1 katini alip daha sonra kendisiyle topladigimizda birim
eleman olmak zorunda degildir. Bu durum Q¢c(R") ve Q(R") kiime aileleri lineer uzay degildir.
Bu kiime aileleri ilerideki kisimda ifade edilecegi iizere quasilineer uzay yapisina uymaktadtr.

[7]
Uyari 2.1.1. Cogunlukla Qc(R")’de (ot + B)-X = a- X + B - X sarti saglanmaz. Ornek olarak
n=1icinA=[-3,1] CQc(R") olsun.
(1+(=1)-[-3.1]=0-[-3,1] = {0}
oldugu halde
1-[-3,1]+(=1)-[-3,1] = [-3,1] + [~ 1,3] = [-4,4]
dir. {0} C [—4,4] olup her X € Qc(R") icin (a+B)-X Ca-X+B-X’dir.
Tamm 2.1.27. X ve Y kiimeleri bostan farkli ve reel sayilarin alt kiimeleri olmak iizere
dy(X,Y)=sup{d(b,X):beY}
degerine Y’ nin X’ den Hausdorff ayrumi denir.

Tamm 2.1.28. R"’ nin bostan farkli X,Y ve Z alt kiimeleri arasinda
D(X,Y) =max{dy(X,Y),dy(Y,X)} (2.1.1)

ifadesine Hausdorff uzakligt denir. Bu D fonksiyonu, metrik sartlarini saglar. Dolayistyla R"

iizerinde bir metrik tamimlar ve bu metrige Hausdorff metrik denir.

Q(R")’yi ele alalm. Bu kiime D fonksiyonu iizerinde bir metrik tanimlar. Sonug¢ olarak

(Q(R™), D) bir metrik uzay yapisina sahip olur. /6]

Qc(R") kilmesinde n = 1 hali 6nemli bir hal tutmaktadir. Yani Q¢ (R) kiimesi i¢in R’ nin tiim
kapal1 araliklarinin olusturdugu kiime olmaktadir ve bu kiime Ir olarak daha ¢ok adlandirilir.
Bizde bu sekilde adlandiracagiz. Bu kiime interval analizinde olduk¢a Onemli bir yer tutar.
Yukarida tanimlanan Hausdorff metrigi daha kolay bir sekilde Ir i¢in su sekilde verilir fakat
vercegimiz tanim sadece n = 1 hali i¢in gecerlidir yani I i¢in verilebilir. X, Y € Q¢ (R) = Iy ise
X = [X,X] ve Y = [Y,Y] seklinde yazilir. Burdan X araligin alt sinirin1 ,X araliin iist siirini

gostermektedir. Boylece I lizerindeki Hausdorff metrik se sekilde verilir,

D(X,Y) =max{|X - Y|,[X Y|}
9



dir.

D’nin bu sekilde verilen tanimi yukaridaki D tanimiyla aymidir. Fakat sadece I iizerinde
D'yi bu sekilde hesaplayabiliriz. Mesela Q¢(R?)’nin elemanlari bir aralik olmak zorunda
olmadigindan Q¢(R?)’nin elemanlar: arasinda ki mesafeyi boyle kolay yoldan hesaplamak

miimkiin degildir. Diger ana tanimla hesaplamak gereklidir.

Bu calismada siirekli-zaman sinyallerinden siklikla bahsedildiginden siirekli zaman Fourier

doniistimiinden bahsedelim.

Tamm 2.1.29. Fourier doniisiimii, her f € Li(R)fonksiyonuna
F(o) = /R F0)e %y, o € R
ile verilen f : R — C fonksiyonunu karsilik getirir. Yani f’ nin Fourier doniigiimii
(FF)(0) = /}R Fx)e 2Oy o eR

dir. [8]
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3. QUASILINEER UZAYLAR

3.1 Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.1.1. Bir X # 0 olmak iizere, her u,v,y,z € X ve her A, € R icin asagidaki verilmis
olan sartlart saglayan” X kismi stralama bagintisi, cebirsel toplama ve reel sayilarla carpma

islemi tammliysa bu X uzaymna quasilineer uzay denir. [1]:

ql) u = u,

qQ2) u=v,vy=u=xy,

qQd) uxv,vu=u=yv,

q4) u+v=v+u,

q5) u+(v+y)=(u+v)+y,
q6) u+ 6 = u olacak sekilde bir 6 € X vardr,
a7 A-(B-u)=(A-B)-u,

q8) A-(u+v)=A-u+A-v,
q9) 1 -u=u,

ql0) 0-u=206,

qll) (A +B) u=2A-u+p-u,
ql2) u=v,y<z=u+y=v+z,
ql3) u<xv=24-u=<A-v,

Ornek 3.1.1. Reel normlu lineer uzayimiz E olsun. Q(E) ve Qc(E) kiimeleri bir > C > bagintust

asagida verilen P,R € Q¢(E) veya P,R € Q(E) i¢in

P+R={p+r:peP reRr}

cebirsel toplama islemi ve
o-P={o-p:peP}
11



skalerle carpma iglemleriyle quasilineer uzay olmaktadir. Burada eger E sonlu boyutlu ise
P+R={p+r:peP reRr}
seklinde tanmimhidir. [1]

Ornek 3.1.2. Q(R") ve Q¢ (R") kiimeleri, kismi siralama bagntist olan "C" bagntist, N,M €
Qc(R") veya N,M € Q(R")

N+M={n+m:neN, mec M}
ile tanmimlanan cebirsel toplama ve
o-N={a-n:neN}

skalerle carpma islemleri ile birlikte birer quasilineer uzaydur.

Q(R") ve Qc(R") verilen islemlerle kapalidir: Ayrica her N, M, L, T € Qc(R") ve at, B €

R icin asagidaki ozellikler saglanmr. [1]:
N+M=M+N,

N+(M+L)=(N+M)+L,
N+ 60 =0+ N = N olacak sekilde 0 birim elemant vardir,
I.LN =N,
0.N=6,
.(B.N) = (aB).N,
o.(N+M)=a.N+oaM,
(a+pB).N Ca.N+B.N,
NCMiseLCTise N +LCM+T,

NCMisex.N C ox.M.

Genel olarak N € Q¢ (R") i¢in N+ (—1).N # 6 olmaktadir.
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Ornek 3.1.3. n = 1 olmak iizere Qc(R) kiimesi ve X = [—1,5] € Qc(R) eleman: igin,
(~1).X = [5,1]

olur.

X+(=1).X = [~1,5]+[-5,1] = [6,6]

olur. X + (—1).X = [—6,6] # 0 dur.

Bu ornekten anlagilacag gibi Q(R) ve Q¢ (R") kiimeleri lineer uzay degillerdir. Bu uzaylar

quasilineer uzay yapisina sahiptir.

Lemma 3.1.1. X bir quasilineer uzay olsun. Bu durumda birim eleman yani 0 elemani

minimaldir. [1]

Tamm 3.1.2. X quasilineer uzayinda . }// + v = 0 olacak sekilde bir Y € X mevcut ise }//
elemanina y’nin tersi denir. Bir elemaninin tersi mevcut ise bu elemana regiiler eleman, Eger
bu 7y elemaninin tersi mevcut degilse singiiler eleman denir. X ’in regiiler elemanlarindan olusan
kiime X, ile gosterilir. X’in tiim singiiler elemanlarinin kiimesi X e sifirinda dahil edilmesiyle

olusan kiime denilen X ile gosterilir. [18]

Lemma 3.1.2. X bir quasilineer uzay olsun. X’ de her elemanin tersi varsa kismi siralama

bagintist esitlik bagintist olur. Sonug olarak X bir lineer uzay yapisina sahip olur. [1]
Sonug 3.1.1. Her reel lineer uzay bir quasilineer uzaydir fakat bunun tersi dogru degildir.
Onerme 3.1.1. Bir X quasilineer uzayinda her regiiler eleman minimaldir. [9]

Teorem 3.1.1. M bir quasilineer uzay olmak iizere ve N C M olsun. N’nin alt uzay olmast igin

gerek ve yeter kosul her u,v € N, her A, ot € Ricin A -u+ o -v € N olmasidwr. [9]

Tanmm 3.1.3. M bir quasilineer uzayr olmak iizere bir y € X icin —y = Yy olacak sekildeki y

elemanina simetriktir denir. M’nin simetrik elemanlarindan olusan kiime My, ile gosterilir. [9]

3.1.1 Quasilineer Uzaylarda Quasilineer Bagimhilik-Bagimsizhik

Tamim 3.1.4. X bir quasilineer uzay, ay,ay,...,a, € X ve A, Ay, ..., A, € R olmak iizere,

i lk.ak =da
k=1
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olacak sekildeki a elemamna {ay}}_, kiimesinin bir lineer kombinasyonu denir.
n
Z M.ag =< a
k=1

olacak sekilde a elemamina ise {a}}_, kiimesinin bir quasilineer kombinasyonu denir.Kisacasi

ql-kombinasyonu olarak ifade edilir. [10]

Tamm 3.1.5. (X, X) bir quasilineer uzay ve M C X olmak iizere, M ’'nin gereni
n
SpM = Z M.ay, ap,ar,as...,a, € Mve A, A2, A3..., A, € R
k=1
olarak tamimlanir.
n
OspM =< aeX: Y M.ay=a, ai,ay,a3...,a, € Mve A, A2, A3...., A, €R

k=1
olarak tamumlanr. [10]
OspM = X oldugunda M kiimesi X’ quasi-geriyor denir. SpM C QspM’dir.

Ornek 3.1.4. Q¢(R) quasilineer uzayinda A = {[1,4]} kiimesinin quasi-gereni asagidaki sekilde
ifade edilir.
Osp{[1,4]} = {x € Qc(R) : 1.[1,4] C x,A € R}

Burada A =1 i¢in A.[1,4] C [1,4] oldugundan [1,4] € QspA’ dir. Diger taraftan A.[1,4] C
[2,4] olacak sekilde bir A reel sayisi olmadigindan [2,4] ¢ QspA’dir. Biylece QspA # Qc(R)

sonucuna varilir.
Diger taraftan, 2.[1,4] C [2,9] oldugundan [2,9] € QspA, fakat A.[1,4] = [2,9] olacak
sekilde hi¢bir A reel sayisi olmadigindan [2,9] ¢ SpA’dir. [10]

Ornek 3.1.5. Q¢(R) quasilineer uzaymda B = {{2}} kiimesi verilsin. Her x € Q¢(R) icin

A {2} C x olacak sekilde bir A € R mevcut oldugundan B’nin quasi gereni,
Osp{{2}} ={x € Qc(R) : L.{2} Cx,A € R} = Q¢(R)

dir.

Sonug olarak b € R olmak iizere {{b}} kiimesi Q¢ (R)’yi quasi gerer. [10]

Teorem 3.1.2. (X, =) bir quasilineer uzay ve M = {1, %,..., Yu} C X olmak iizere, QspM, X ’in
bir alt uzayidir. [10]
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Tamm 3.1.6. (X, <) bir quasilineer uzay, ay,as,as...,a, € X ve A1, A2, A3..., A, € R olmak iizere
Ox < A1.a1 +A.ar+...+Aya,

siralamast sadece Ay = Ay = ... = A, = 0 olmasi halinde gerceklesiyorsa {a;}}_, kiimesine

quasilineer bagimsiz, diger durumda quasilineer bagimli denir. [10]
Ornek 3.1.6. Q¢ (R) quasilineer uzayinda {[1,3]} kiimesi verilsin. Bu durumda
{0} C a.[1,3]
kapsamasiun saglanmast sadece oo = 0 olmastyla miimkiindiir. [1,3] kiimesi gl-bagumsizdur.
diger taraftan
{0} CA.[-1,3]
kapsamast tiim A € R sayilari icin saglandigindan {|—1,3]} kiimesi ql-bagimlidir. [10]

Sonug¢ olarak Qc(R)’de 0'1 igeren bir kapali araligin olusturdugu tek nokta kiimesi
ql-bagimlidir. Bu durum lineer cebirde {0} tek nokta kiimesinin lineer bagimli olmasina benzer.
Buray1 daha genel olarak soyle bir gercekle ifade ederiz. Bir quasiliner uzayinda 6 (sifir)
elemanina bagintili olan her eleman lineer bagimlidir. Yani 6 C {x} ve x € X i¢in X bir
quasilineer uzay oluyorsa {x} gl-bagimli olmak zorundadir. Eger 8 £ {x} oldugunu biliyorsak

{x} ql-bagimsiz olmak zorundadir.
Ornek 3.1.7. Q¢ (R) quasilineer uzaynda {[1,3],[—3,—1]} kiimesi verilsin. A1 = Ay = 1 iin,

kapsamast  saglanacagindan {[1,3],[-3,—1]} kiimesi Qc(R) quasilineer uzayinda

ql-bagimlidir. [10]

Tamm 3.1.7. X quasilineer uzayimn bir M alt kiimesi verilsin. M kiimesi quasilineer bagimsiz

ve OspM = X ise M’ye X'’in bir bazi (Hamel Bazi) denir. [10]
Ornek 3.1.8. Q¢(R) quasilineer uzayimda M = {{2}} kiimesi verilsin. Bu durumda {0} C
A {2} kapsamasi sadece A = 0 olmastyla miimkiin olacagindan M kiimesi ql-bagimsizdur.
Ayrica, her x € Qc(R) igin
A{2} Cx
olacak sekilde bir A € R bulunabileceginden QspM = Qc(R)’ dir.

Sonug olarak x € R ve x # 0 olmak iizere {{x}} kiimesi Q¢(R) i¢in bazdir. [10]
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Ornek 3.1.9. Q¢ (R?) quasilineer uzayimda A = {{(1,0)},{(0,1)}} kiimesi icin

{(0,0)} € (1,0} +2{(0, 1)} = {(A1,42)}

kapsamasimin saglanmasi A; = Ay = 0 ile miimkiin olacagindan A kiimesi ql-bagimsizidir.

Ayrica, her x € Qc(R?) icin
M A(1,0)}+22{(0,1)} Cx

olacak sekilde Ay,2, € R meveut oldugundan QspA = Qc(R?) olur biylece A kiimesi Qc(R?)

icin bir bazdir ve bu baza QC(RZ)’nin standart bazi denir. [10]

3.1.2 Normlu Quasilineer Uzaylar

Tanmm 3.1.8. X quasilineer uzayinda X’ den R’ye tamumly ||.|| fonksiyonu verilsin. Asagidaki
sartlart saglayan bu fonksiyona, X iizerinde bir norm denir.

nql) [y||=0<=v=20,

nq2) ([v+wl < |lv][+wl],

ng3) [lo-vl| =l |[v],

ngd) v=w= |vl| <|w

b

nq5) Vr > 0igin v, € X var dyle kiv <w+v, ve |v,|| <r = v < wolur.

Bu sartlart saglayan X normlu uzayina, normlu quasilineer uzay denir. [1]
Tamm 3.1.9. X normlu quasilineer uzay olmak iizere, her u,v € X icin
hx(u,v) =inf{e >0:u<v+aj, vu+ds, |ai|ly <r} [14]
seklinde tanimli metrige X iizerindeki Hausdorff metrik denir. [1]

Ornek 3.1.10. X bir reel Banach uzay: olsun. Bu durumda X bir tam normlu quasilineer uzaydur.

X esitlik bagintistyla bir quasilineer uzaydir. [1]

3.1.3 I¢ carpim Quasilineer Uzaylar
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Tamm 3.1.10. M bir quasilineer uzay olsun. M iizerinde (-,-) : M x M — Q(R) adlandirilan
bir i¢ carpim fonksiyonu asagidaki sartlar: saglayan bir fonksiyondur. Eger her m,n,z,k € M ve

o € R icin;

ipql) m,n € M, ise (m,n) € (Q(R)), =R’ dir,

ipq2) (m+n,z) C (m,z) + (n,z),

ipq3) (a-m,n) = a - (m,n),

ipgd) (m,n) = (n,m),

ipq5) m € M, i¢in (m,m) >0 ve (m,m) =0<=m =0,

ipg6) [[(mm)| = sup {|[(@b)|[:a € )Y, be R,

ipq7) m <nvez < kise (m,z) C (n,k), dir.

ipg8) Her & > 0 i¢in m € M olacak sekilde bir eleman vardir, 6yleki; m < n-+mg ve (mg,mg) C

Se(0) olursam < nolur. [11]

Bu i¢ carpim ile birlikte M quasilineer uzayina quasilineer i¢ ¢arpim uzayi denir. m € M i¢in

[lmll =/ [[{m,m) o ()
seklinde taniml1 fonksiyona i¢ carptm normu denir. [11]
Lemma 3.1.3. (Schwarz Esitsizligi) X bir i¢c carpim quasilineer uzayt olmak iizere, her a,b € X
icin
e, b)) < llallx [1B1[x
olur. [12]
Onerme 3.1.2. X bir quasilineer i¢c carpim uzayt olsun. a, — a ve b, — b ise {a,,b,) — {(a,b)
dir. [12]
Uyan 3.1.1. Bir i¢ carpim quasilineer uzaym diigiinelim. Bu uzayin normu paralelkenar

kuralimi saglamak zorunda degildir.

Tanmm 3.1.11. Normlu bir quasilineer uzay, norm metrigi dedigimiz yani Hausdorff metrigine
gore tam ise bu uzaya Banach quasilineer uzay adi verilir. Diger taraftan bir i¢c carpim
quasilineer uzayt verildiginde norm metrigine gore tam oluyorsa Hilbert quasilineer uzay adt

veriliv. [11]
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4. INTERVAL DEGERLI KARESI INTEGRALLENEBILEN FONKSiYONLARIN
QUASILINEER UZAYI

4.1 Karesi Integrallenebilir Interval Degerli Fonksiyonlarm Simifi

Ly([a,b],Ir) uzay1 [a,b] araligindan I kiimesi iizerine tanimli karesi integrallenebilen
fonksiyonlar uzayidir. L([a,b],Ir) uzayida L,(R,Q(C)) uzaymn alt quasilineer uzayidir. f €

Ly([a,b],Ir) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(/ "\f(r)\zdr)é <o

Ly([a,b],Ir) uzayt Ly(R,Q(C)) uzaymm alt quasilineer uzay1 oldugundan o uzay iizerindeki
i¢c carpim Ly([a,b],Ir) iizerine etki eder ve bu i¢ carpim ile i¢ ¢ arpim quasilineer uzay1 olur.
[13] elde edilen bilgilere gore bu i¢ ¢arpim Ly (R, Q(C)) uzayinda Aumann anlaminda integral

kullanilarak su sekilde verilmistir:

Teorem 4.1.1. F,G € L,(R,Q(C)) i¢in

(4)
(F,G) — /R (F(x),G(x))qdx @.1.1)

esitligi Lr(R,Q(C)) iizerindeki i¢ ¢arpim olarak tamumlamir. Bu i¢ ¢arpimla Lr(R,Q(C))

quasilineer i¢ carpim uzayidir. Ayrica Aumann integrali tanumi kullanilarak 4.1.1 egitligi

(4)
(7.6)= [ ).G0)ads = { [ (70 et)edv < S(F)g € 500}
olarak verilir. [13]
Fakat biz bu i¢ ¢arpimui L, ([a,b],Ir) uzayi iizerinde daha basit bir gekilde tanimlayabiliriz.
Bu teoremden ¢ikan bir sonug olarak su teoremi verebiliriz.

Tamm 4.1.1. F : [a,b] — Ir ye interval degerli bir fonksiyon ve f : [a,b] — R bir fonksiyon
olsun. Her x € [a,b] icin f(x) € F(x) oluyorsa f’ ye F’ nin bir selektorii denir. [14]

Teorem 4.1.2. F,G € L,([a, b],IR) icin

|
A
)
SN~—
—~~
=
=
U
o

:{/b dx:fESz(F),geSz(G)}
7/

f(x)g(x))dx: fESZ(F),gESZ(G)}
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dir. [13]

Burada S?(F) ve $?(G) kiimeleri F ve G interval degerli fonksiyonlarin tiim integrallenebilir

selektorlerinin kiimesidir. Burada f, F’ nin g, G’ nin integrallenebilir selektorleridir.

Buradaki i¢ carpim bize sinyal isleme dedgimiz alanda bir uygulama kapisi agmaktadir.
Eksik bilgiye sahip belli oranda ozelliklerini bildi§imiz bazi1 sinyallerin deterministik
otokorolasyonu veya zaman fonksiyonu olarak verilmis sinyalin frekansin bir fonksiyonu olarak
ifade edebilmek i¢in gerekli Fourier Transformunu eksik bilgiye sahip sinyaller i¢inde yaklagik
olarak hesaplayabilmekteyiz. Bunun 6rneklerini [15] ve [16] isimli makalelerde goriiyoruz.
Bunun i¢in bu kisimda bu tip uygulamalardan siklikla bahsedecegiz. Bu uygulamadan

bahsedebilmek i¢in bazi temel tanimlar1 kisaca verelim.

Genel olarak sinyal islemenin tarihsel gelisiminden biliyoruz ki sinyal kavrami elektrigin
icadindan sonra goz Oniine alinmaya baglanmistir. Evrenden bazi sinyallerin dogal olarak
iletisimde ve haberlesmede kullanilabilecegi fark edildiginde insanoglunun bunlar1 nasil ve
ne amagcla yararli bir yolda kullanabilecegi diisiincesi ortaya c¢ikmistir. Bunun yolunun
matematiksel bir modellemeyle yapilacag: fikri ortaya atilarak evrenden herhangi bir sinyalin
ozellikle de ilk olarak, bir zaman sinyalinin reel sayilardan kompleks sayilara bir fonksiyon
olarak modellenmesi fikri ortaya atilmistir. Sunu belirtelim ki zaman1 en iy1 modelleyebilecek
kavram reel sayilar kiimesidir ve sik sik reel sayilar siirekli-zaman (Continuous-time)
modellemesinde kullanilmistir. Bunun alt kiimesi olan tam sayilarsa bazen kesikli zaman
(Discrete-time) modellemesinde kullanilmaktadir. Buna gore bir siirekli zaman sinyali ¢ zaman
degiskeninin x(¢) fonksiyonu olarak yazilir ve x : R — C’ ye bir fonksiyon veya A C R olmak
tizere x : A — C’ye bir fonksiyondur. Genel olarak sinyal islemede biliyoruz ki sinyal enerjisinin
sonlu ( enerjisini hesaplayabildigimiz) veya sonsuz olmasi énemli bir yer tutmaktadir. Tiim sonlu

enerjili sinyallerin olusturdugu kiime L, (R) ile gosterilir. L, (R)’nin

() = [ o) 500

i¢ carpimiyla bir Hilbert uzay1 oldugunu biliyoruz ve buradan dogan norm ile bir x sinyalinin

enerjisini su sekilde hesaplayabiliriz.
2 2
> = (x,) =[x

Sinyal iseme dedgimiz alan 20. yiizyilda etkin olarak kullanilmaya baglanmis ve bir

cok yeni bulusun Onciiliigiinii yapmistir. Sinyallerin bazi djital orneklerinin belirlenmesi,
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sinyallerin otokorolasyonlarinin hesaplanmasi, parazitli sinyallerin parazitten arindirilmasi ve
bazi sinyallerin iglenmeyen Ozelliklerinin daha elverigli hale getirilmesi gibi bir cok islemi
icra etme isine sinyal isleme diyoruz. Ozellikle sinyal islemede bir siirekli zaman sinyalinin
otokorolasyonunun belirlenmesi de icra edilen onemli islerden biridir. Bir sinyalin deterministik
otokorolasyonu sinyalin kendi i¢ oOzelliklerinin uyum ve tutarlilifimin bir Olgiisiinii bize
verdigi i¢in onemlidir. Bil hassa sinyalin kendi i¢cinde zaman gecikmelerinden veya sinyalin
zaman gecikmeli versiyonundan ne kadar etkilenip etkilenmedigini bize sOyler ve sinyal
senkronizasyonunu 6l¢gmede bunu kullaniriz. Eger sinyalin tanimui bilinmiyorsa diger bir ifadeyle
fonksiyonun 6zellikleri tam olarak bilinmiyorsa deterministik otokorolasyonuda belirleyemeyiz.
Fakat sinyalin 6zelliklerini bilmesek bile sinyalin degerlerinin bazi anlarda hangi araliklarda
oldugunu biliyorsak otokorolasyonuyla ilgili tahminlerde bulunabiliriz. Eger belirsizlik aralig
cok kiiciik ise tahminimiz daha dogru hatamiz daha az olacaktir. Bu gibi sinyalleri tahmini olarak

belirlemek i¢in quasilineer uzaylari kullanabiliyoruz.

Klasik olarak L;(R)* de bir x sinyalinin deterministik otokorolasyonu su sekilde belirlenir.
L>(R)’de bir x siirekli-zaman sinyalinin otokorolasyonu bir
ay(T) = (xr,x_g) = / M) (1 — 7)dt, TER
R
fonksiyonudur. Buradaki i¢ carpim L(R)’yi Hilbert uzay1 yapan i¢ c¢arpimdir yani bir x
sinyalinin otokorolasyon sinyali dedigimiz a,, L,(R) tizerindeki i¢ ¢arpima gore tanimlanan

bir fonksiyondur.

[13] de Lp(R,Ig) uzayinin yukarda yazdigimiz i¢ ¢carpimla bir i¢ carpim uzayi oldugunu
belirtmistik. Simdi biz de siirekli zamanli interval sinyal adini verecegimiz bir kavrami yazacagiz
ve bunu kullanarak eksik bilgiye sahip bazi siirekli zaman sinyallerinin otokorolasyonunu
yaklagik olarak, bu i¢ carpim vasitasiyla hesaplayacagiz. Sunu belirtelim ki genel olarak
quasilineer uzaylar iizerinde i¢ carpim kavrami [/7] isimli makalede tanimlanmistir. Bu i¢
carpim tamimi kullanilarak L;(R,/g)’nin bir Hilbert quasilineer uzay oldugu gosterilmisgtir.
Aslinda [13]’de L, (R, Q(C))’nin Hilbert quasilineer uzay oldugu gosterildi. Fakat bizim model
adligimiz uzay olan Ly(R,Ig) uzayida Lr(R,Q(R)) uzaymin bir alt uzayr oldugu asagidaki
teoremde gosterilmistir. Dolayisiyla L, (R, Ig) 4.1.1° deki i¢ ¢carpimla bir i¢ ¢arpim quasilineer

uzayidir.
Teorem 4.1.3. L, (R,Q(C)) kiimesi C cismi iizerinde bir quasilineer uzaydur. [13]

Teorem 4.1.4. L, (R, Ig) uzayt L (R, Q(R)) quasilineer uzaywn bir alt quasilineer uzayudur.
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Ispat: F,G € Lr(R,Ig) v
t € Ricin F(t) = [F(1),

o,B € R olsun. a.F + .G € Ly(R,Ig) oldugunu gosterecegiz.
F(1)] ve G(1) = [G(t),G(r)] seklinde yazilabilir. Ciinkii F(¢),G(r) €

Iz dir. Burada veF(¢),F(r) ve G(t),G(r) fonksiyonlar reel sayilardan reel sayilara tanimli

fonksiyonlardir. Buna gore her t € R i¢in
(a.F+B.G)(t) = (a.F)(t)+(B.G) (1)
oF (t)+B.G(t)
= alF (1), F(1)] +BIG(t),G(1)]

olur ve buradan dort farkli durum ortaya ¢ikar

olE@ FOIBICW.CO= \ yp) oaF 0]

S [aF (1), aF(t)] +
+

[0F (1) + BG(1),aF (1) + BG(1)], a,B =0
) [aF(t)+BG(t),aF (t)+BG(1)], & <0, >0
) [aF(t)+BG(r),aF (1) +BG(t)], B <0, & >0

olur. Burada ortaya ¢ikan herbir deger bir kapali aralik oldugundan ve F ve G’ de L (R, Ig)’
nin elemani oldugundan a.F + .G € Ly(R, Iz )’ dir. Sonug olarak L, (R, Ir) uzay1 Lr(R, Q(R))

quasilineer uzayinin bir alt quasilineer uzayidir.

Tamm 4.1.2. [a,b] reel sayilarin bir kapali araligi olmak iizere reel sayilardan Iy’ ye tanimli
herhangi bir fonksiyona interval degerli siirekli-zaman sinyali adini veriyoruz. Tam sayilardan

Ir ’ye tamumli bir fonksiyona da kesik zamanli (Discrete-time) bir interval sinyal adi verilir.

Reel sayilar kiimesi /g ’nin bir alt kiimesi olarak goriildiigiinden klasik olarak bildigimiz
siirekli-zamanli ve ayrik (kesikli) zamanli sinyallerde bir interval degerli sinyal olarak
goriilebilir. Sinyal degerlerinin belli zaman anlarinda ki goriintiilerinin net olarak bilinmedigi
fakat belli bir kapal1 aralikta oldugu bilindigi durumlarda bu sinyallere eksik bilgiye ait sinyaller
ad1 verilir. Bu gibi sinyallerin degerlerini bu deterministik interval degerli sinyalden alan bir
sinyal olarak goriiriiz. Boylece eksik bilgiye sahip klasik sinyalin islenmesini bu interval degerli

sinyalin islenmesini goz oniine alarak bazi durumlarda yaklasik olarak yapabiliriz.
Ornek 4.1.1.

fiR—=Ip, f(1) =[0,:2+1]
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fonksiyonu siirekli-zamanli interval degerli bir sinyal iken

f:Z%IR,f(n):fn:{ B’g%Zig

ise ayrik-zamanli interval degerli bir sinyaldir.

Sinyal islemede tanim kiimesi olan R veya Z’ nin belli aralif1 veya dizinin belli sonlu alt
kiimeleri gbz Oniine alinarak iglem yapilir. Belli aralik veya belli sonlu alt kiimelerine kargsilik

gelen fonksiyon degerlerine pencere adi verilir.

4.2 Sonlu Enerjili Interval Degerli Sinyallerin Uygulamasi

Tanmm 4.2.1. f: L(R) — R ve f € L,(R) olsun. Bu durumda

i=( [ f(t)\zdt)i A

dur, [13].

Tamm 4.2.2. F : Ly([a,b],Ir) — Rve F € Ly([a,b],Ir) olsun. Bu durumda

1]l = (/R HF(I)szt); <o

dur, [13].

|F||** ye F sinyalinin enerjisi ad1 verilir. Boylece Ly(R)’ ye neden sonlu enerjili sinyallerin
uzay1 dedigimiz ortaya ¢ikar. Bircok durumda L,(R) yerine L;([a,b]) uzay1 goz oniine alinir.
Biz de interval degerli sinyal islemede L, ([a,b],Ir)’ yi sik sik goz Oniine alacagiz. Bu uzayin bir
Hilbert Quasilineer uzay oldugunu hatirlayalim. Buradaki i¢ ¢arpimdan dogan norm vasitasiyla

bir interval degerli sinyalin enerjisi

(4.2.1)

I =) = | [ 1) FliE @), Fea

seklinde hesaplanir.

Lemma 4.2.1. F : [a,b] — Iy siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

[a.b) Flea = U{m] Fojar, /[a,b} mdl]

dir, [18].
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Burada F’ nin siirekliliginden F ve F seklinde reel degerli siirekli iki tane fonksiyonun
var oldugunu biliyoruz. Ayrica her ¢ € [a,b} igin F(t) = [F(r) ,F(1)] seklinde yazilabilir. Bu
lemma kullanilarak interval degerli F ve G fonksiyonlarimin enerjisini yukarda verdigimiz i¢
carpim ile daha kolay hesaplanabilmektedir. Ayrica bir aralifin mutlak degeri ise su sekilde
hesaplanmaktadir. [18]

|F| = max{|F],

Fl}.

Ornek 4.2.1. F,G:[0,1] = Iy, F(t) = [0,1+1%] ve G(t) = [0,£?] olmak iizere (F,G)’ yi bulunuz

ve F’nin enerjisini hesaplayiniz.

Coziim: F(r)’ nin ve G(t)’ nin tammindan siirekli fonksiyon oldugunu biliyoruz. F(t) =

0, F(t) = 1 +1> ve G(t) = 0,G(t) = t* fonksiyonlarida reel degerli bildigimiz siirekli

fonksiyonlardir. Buna gore (F,G) intervallerin ¢arpimindan su sekilde bulunur.

#,6) = [ [F0) F@)6t0), Gl

= /01[0, 14-¢%].[0,¢%]dt

1
=/ (0,12 +1*]dr
0
rrl 1
_ / 0d, / (z%z“)dr}
Jo 0
3 s
ane
\375),

[ 8
)

15
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simdi F” nin enerjisini hesaplayalim.

IFI? = I(F,F)]

/ol[F (1), F()][F (1), F(r)]dr

1
/ [0,1472].[0,1 +%)dr
0

o _
/Odt,/ (1+12)2dt H
Jo o _

i 1
0,/ (t* + 202 + l)dt}
o

i 1
0, / (t* + 202 + 1)dt}
L Jo

1

5 3

28
15

[ 2
0,—+=1 +t)dt]

0

0

Ig’de bir araligin normu mutlak degerine esit oldugundan

IF|* = |{F,F)|
28
=lo.=2
os]]
28
— ol.1=2
max{| | 15‘}
- 28
157

Sonug olarak F’nin enerjisini bulmus oluruz. Benzer olarak G’ nini enerjiside bulunabilir.

Simdi bu 6zellikleri kullanarak bazi eksik bilgiye sahip sinyallerin enerjisini hesaplayacagiz

Ornek 4.2.2. G,F:[0,1] = Iz F(t) =

hesaplayiniz.

Coziim:F (1) ve G(t) siirekli fonksiyonlardur. F(t)

[—1,e%], G(t) = [—€*,1] (F,G) yi bulup F ’nin enerjisini

=—1,F(t)=e"ve G(t) = —e*,G(t) =1

reel degerli fonksiyonlarida siireklidir.
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(F,G) intervallerin ¢arpmundan ve lemma 4.2.1 yardimiyla asagidaki gibi bulunur.

#.6) = [ [F() F@)Gte), Glar

1
:/ —1,e%][— e 1)dr
0
1

/ [—e6t,e4t]dt
0

ol 1
/—e6tdt,/ e4ldt}
1Jo 0
Lo b oap
_?e t|OaZ€ ‘lo
[1—¢b ¢*—1

6 ' 4 |

F’nin enerjisini hesaplayalim;
2
IF||" = [{F,F)l

Burdan

olarak hesaplanir.

Problem 1: Non-deterministik bir sinyalin [0, 5] araligindaki degerlerinin siniis ve cosiniis

fonksiyonlart arasinda salindigr olciilmiistiin. Bu non-deterministik sinyalin enerjisi icin bir

tahmin gelistiriniz.

Coziim: Bu gibi non-deterministik sinyallerin enerjilerini kesin olarak hesaplamak miimkiin
olmaz ama bircok durumda yaklasik degerler bulabilmekte sorunu c¢ozebilmektedir. Onemli

olan sinyal enerjisinin krtik bir bant degerini asamamasidir. Simdi bu problemi quasilineer

1—e*
F|* =
1P =max{ |

/01[F(’)=F(t)][F(r),F(t)]d,
/01[—1’€4t]-[—1,€4t]dt
:/01 —e4tdfa/0168’dt}

LT
_Te t (1)7§e t|o}
[1—¢* eS—I]H

4 8

)

e —1
8

e —1
8
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analiz yardimiyla ¢ozmeye calisacagiz. Oncelikle siniis ve cosiniis sinyalleri T de kesistigi
icin ve non-deterministik sinyal bu dalgalar arasinda salindigindan sinyalin iist dalgast ve alt
dalgasi iki aralikta degisik olacaktir. Soyle ki non-deterministik sinyalimizin degerleri su ozelligi
gosterir: [0, %] araliginda sinyal cosiniis sinyalinin altinda, siniis sinyalnini iistiindedir. Diger

taraftan [%, %] araliginda ise siniis sinyalinin altinda cosiniis sinyalinin iistiindedir.

: [0,Z] = R non-deterministik sinyalimizi gostersin. t € [0, %] icin v(t) € [sint,cost] ve
[% %] icin v(t) € [cost,sint] dir. Bu durumda yukardaki Lemma 4.0.1° den interval degerli
F:[0,3] = Ir _

B (i

Y

]
]

&8
SIERSE!

fonksiyonunu goz oniine alalim.
Lemma 4.2.2. Yukarida tanimli F fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: Bu fonksiyonun tanimina bakilarak & 7 harig diger noktalarda siirekli oldugu agikar olarak
goriilmektedir. Simdi £’ de de siirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ' nin F noktasinda
dizisel siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. 7, — Z+ kabul edelim. Bu durumda § <1, < 7,
‘tn - %‘ — 0 (n — oo) oldugunu kabul etmis oluyoruz.Bu durumda

D(F(t,,),F(g)):D([costn,sintn] [\/—_ f])

:max{

dir. Biliyoruz ki n — oo iin t, — 2 gider,

V2

, |sint, — —

2

cost, —

}

sint, — @‘ — 0 dir. Oyleyse

costn—§‘ — 0 ve

n — oo igin max { ’cost,, - ‘/Ti , ‘sint,, — V2 } — 0 dir. Boylece t, — 2 iken D(F (t,),F (%)) —
0 dir. Ayrica benzer sekilde gosterebiliriz ki t, — 7~ iken D(F (t,),F (¥)) — 0 olur. Bu bize F’

nin ¥ noktasinda da siirekli oldugunu sdyler. Diger noktalarda siirekli oldugunu soylemistik.

Oyleyse F siirekli fonksiyondur.

Lemma 4.2.1°1 kullanabilmek icin bu fonksiyonun siirekliligini gosterdik. Simdi bu interval

degerli fonksiyonun enerjisini hesaplayabilmek icin Lemma 4.2.1°i kullanabiliriz. Burada

T sint,t € [0, %]
F:[0,=] >R, F(t)= 4
- [’2]_> ®) {costte[%g]

_ S t,t €0, 2
F: 0,5 =R, F)= {COS €0.3]
2 sint,r € [Z, 7]



seklinde tanimli reel degerli fonksiyonlardir.

i 3
= / [sint,cost][sint,cost]dt%—ﬁ [cost, sint][cost,sint]dt
0 1

= / ! [sin®7,cos? 1]dt + / ’ [cost,sin’1]dt| Lemma 4.2.1 yardimiyla su sekilde yazabiliriz.
0 i

N 2 7 2 ? 2 7 2
= sin“ tdt, cos“tdt| + . cos tdt, _ sin tdt
1 Jo 0 z z

4 4
_ '/f1—cos2tdl,/f1+c052tdt}+{/§1—|—c032tdt’ zl—cosZt }
/o 2 0 2 z 2 z
_|[r, _sin2\F . sin2i i |1y, sin2 P s
]2 2 /2 2 /o 2 2 J:'2 2 )=
L 4 1

|[r-2 Jt—|—2'Jr T—2 w+2
L8 T 8 8 ' 8
S 5]
= _%,%_‘ buradan
(T —2 w+2]
F|P=||2—=2=
IFIP =) |
{n—Z‘ 7r+2‘}
=maxq |[—|,|—
4
w2
==

Boylece non-deterministik olan v sinyalinin enerjisi ”T“Lz degerini agsamaz diye bir yorum
getirebiliyoruz. Boylece non-deterministik sinyalin net olarak enerjisini bilemezsek bile
enerjisinin ”T” degerini asamayacagin biliyoruz. Bu gibi analizler bircok durumda sinyalin

degisik ozellikleri icinde yeterli tahminleri bize verebilme imkani saglamaktadtr.

Uyan 4.2.1. Bu problem bize gisteriyor ki Hilbert-quasilineer uzaylar ozellikle Ly([a,b],IR)

Hilbert-quasilineer uzay: klasik sinyal islemede de kritik tahminleri bize saglamaktadir.

Uyan 4.2.2. Interval degerli sinyalin bu sekilde eksik bilgiye sahip veya non-deterministik
sinyallerin enerjilerini yaklasik olarak tahmin etmede bu sekilde kullanmimi disinda, bu
tip sinyallerin otokorelasyonlarimin tahmini ile ilgili uygulamalarda mevcuttur. [15] da
interval degerli sinyaller kullanilarak analog bir non-deterministik sinyalin otokorelasyonu
hesaplanmistir. Aslinda quasilineer analiz bize interval egerli sinyal kavrami olacagi gibi
interval degerli sistemlerde olabilecegi on goriisiinii vermektedir. Bunlarla ilgili bazi calismalar

da yiiriitiilmektedir.
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Klasik sinyal islemede bir diger dnemli hususta zamanin bir fonksiyonu olarak verilen
bir siirekli zaman sinyalini frekansin bir fonksiyonu olarak ifade edebilmektir. Ciinkii bircok
durumda sinyal analizi 1yi yapilabilmektedir. Biz bu duruma sinyalin zaman alanindan frekans
alanina cevirme diyoruz. Sinyalin frekans alanina yani frekansin bir fonksiyonu olarak ifade
edilmesine sinyalin frekans spektrumuda denilmektedir. Sinyallerin zaman araligindan frekans
alanina gecisi Fourier Doniigiimii dedigimiz ve L(R) hilbert uzaylari arasinda sinirli lineer bir

operator ile gerceklestirilir.

4.3 Non-Deterministik Bazi1 Sinyallerin Fourier Transformlarmmin Tahmini Olarak

Belirlenmesi

Fourier transformlar: klasik analiz yardimiyla ortaya ¢ikmig sinirlt lineer bir operatordiir ve

deterministik siirekli-zaman sinyallerinin Fourier Transformu tanimla verilmistir.

Eksik bilgiye sahip non-deterministik sinyallerin Fourier transformunu belli bir araliga veya
belli bir kiimeye kisitlamak miimkiinmiidiir? Bu sorunun cevabi bize bu tip sinyallerin Fourier
transformlar1 tahmin edilebilirmi sorusunu giindeme getirmektedir. Bu tip sinyallerin Fourier
transformlarin1 tahmin edebilmemiz icin oncelikle siirekli-zamanl sinyalin hangi belirli aralik
veya kiime igerisinde kaldigini bilmemiz gerekir. Bunun disinda non-deterministik sinyalin
deterministik olan herhangi iki sinyal arasinda kaldigini veya belli bir oranda benzerligini
biliyorsak yine bir siirec yiiriitiilebilmektedir. Oncelikle bu 6zelliklere sahip non-deterministik
sinyalin bir interval degerli veya bir kiime degerli fonksiyon olarakverilen bilgilere gore
modellenebilmesi gerekir. Bu islem yapildiktan sonra s6z konusu interval degerli fonksiyonun
hangi cebirsel kiime iizerinde oldugu tespit edilmelidir. Genel olarak biliyoruz ki kiime degerli
fonksiyonlarin uzayi bu tip ozelliklere sahip bu tip 6zelliklere sahip ise bir quasilineer uzay
formundadir. Ustelik baz1 yeterli 6zelliklere de sahip ise bu tip interval degerli fonksiyonlarin
Fourier transformunu tanimlayabilmekteyiz. Buna iligkin 6nemli bir ¢alisma [13]” de verilmigtir.

Simdi bu ¢alismadan interval degerli doniisiimler i¢cin Fourier transformunu verelim.

Tammm 4.3.1. G € L (R, Q(C)) fonksiyonu ve G : R — Q(C) olmak iizere, her ® € R icin
. A . .
G =/ G(x)e  2HOxgx = {/ g(x)e 2mO% gy : g € SI(G)} (4.3.1)
R R

seklinde verilen G~ fonksiyonuna déniistiiren doniigiime kiime degerli Fourier déniisiimii denir.

Bu G fonksiyonunun Fourier doniisiimii

28



(#G(w)) =G (w),meR

seklinde tanimlanir. [13]

Tamm 4.3.2. L; (R, Q(C))NLy(R,Q(C)) seklinde verilen uzayn iizerindeki Fourier doniisiimii
4.3.1 ile verilir. Yani G € L1 (R,Q(C)) NLy(R,Q(C)) igin G’nin Fourier déniigiimii

G(0)={s(@):T(g)=g,g€S(G)

seklindedir. [13]

Ayrica [13]’de gosterildi ki kiime degerli Fourier donitisimi Lp(R,Q(C))” den
L (R,Q(C))’ye sinirh lineer bir doniisiimdiir. Fakat genel olarak kiime degerli fonksiyonlarin

Fourier doniisiimlerini kanitlasak bile Fourier doniistimiinii tespit etmek son derece zordur.

Problem 2: G : [0,5] — Ir ve t € [0,7] icin G(t) = [0,1] sabit fonksiyonunu diisiinelim.

g(t) € L»[0, %] olsun. Bu durumda G' nin Fourier transformu i¢in ne séylenebilir ?

Coziim: Oncelikle G’ nin kiime degerli Fourier transformunu belirlemeye calisalim. @ €

R olmak iizere.

GA — (A)G 727'Ci(l)l‘d
(@)= [ 60

olarak hesaplanacaktir. Ancak G(t) ve G(t) fonksiyonlarim yazarsak bu integrali daha kolay
hesaplayabiliriz. Simdi G(t) = 0 sabit fonksiyonu ve G(t) = 1 sabit fonksiyonunu diisiiniirsek
G(t) = [G(t),G(t)] seklinde tanumly interval degerli sabit fonksiyon oldugu gériilmektedir. Simdi

—2rmiwt >

lemma 4.2.1 bu problemin ¢oziimiinde onemli bir yer tutacaktir. Fakat bundan once e i

reel ve sanal kisumlariyla yeniden ifade edelim.

e IO _ (D@t — i.sin 27Tt

oldugunu hatirlayalim. Buna gore;

A ) )
G (0) = / 0, 1] cos(2m@r)dr — i. / 0, 1] sin(27@r)dt
0.5) 0.5)

seklinde yazabiliriz. Simdi lemma 4.2.1° i kullanarak

. 3 3 Trr. . 3
G(w)= {/ O.cos(27ra)t)dt,/ l.cos(ZEwt)dt} —i. [/ 0.sm(27w)t)dt,/ 1.sm(27ra)t)dt}
0 0 0 0

= [O,/Og COS(Zﬂ:(x)t)dt} —1. [O,/Og sin(Zita)t)dt}
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bu integralleri hesaplayp yerine yazalim;

g

/2 (2rwrt)dt L g 2ncot|%
COS = —SIn
0 2T W 0

= ﬁ (sin mw— O)

sin T2
2T W

—1 T
in(2rwt)dt = ——cos2nwt|;
sin( ) g €08 15

—1 5
=—(cosmw—1

27:(0( )
B 1 —cosmw

- 2nm

S—
S|

olur. Buna gore yerine yazarsak

D) 2
~ Sin 7T° @ 1—cosm o
G (o) = —1i -
(@) [’an}l{’ 21 }
— o, sin 12 @ +i. cosnzw—170 .
2T W 2T W

Buna gore G interval degerli fonksiyonun Fourier transformu yukarida belirledigimiz G

fonksiyonudur. Dikkat edilirse G kompleks interval degerli bir fonksiyondur.

Uyari 4.3.1. (Problem 2 ile ilgili uyari ve yorumlar)

Klasik Harmonik analiz, Fourier analizi ve hatta sinyal igsleme teorisinden bilindigi iizere
stirekli-zamanli bir fonksiyonun (sinyalin) klasik Fourier transformu f zaman- sinyalini frekans

alanmina tasir. Yani frekansin bir fonksiyonu olarak ifade eder.

Simdi yukarida elde ettigimiz G(t) = [0, 1] interval degerli fonksiyonun Fourier transformu
yukaridaki G interval degerli fonksiyona doniistiirdii. Burdan anliyoruz ki biitiin g(t) degerleri
[0,1] araliginda oldugunu bildigimiz bir g(t) sinyalinin Fourier transformu olan g (o)

fonksiyonu su ozellikleri saglamak zorundadr.

g cikti sinyalinin frekanst icin su kisitlamalar zorunludur:

2 COS 7172

ow—1
—,0} ,weRT
2T

Sin T
2T W

Re g () € {0, 1 veImg (o) € {

bu ise g zaman-sinyalinin frekansina iliskin bize bir tahmin veya sinirlama verir. Sinyal islemede

bir ¢cok durumda sinyal frekanst icin boyler bir tahmin elde etmekte onemli bir yer tutabilir.
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Problem 3: F: [}, L] » R, w € RT icin
[t70]7 re [_l,()]
F(t) = ®
0= onl Loy

seklinde tamimli F fonksiyonunun Fourier transformunu bulalim.

Coziim: F’ nin Fourier transformu asagidaki sekilde hesaplanir:
. (4) omiet
Fl(o)= / F(t)e 2™ gy
[

te [—%,O] icin F(t)=t, F(t)=0

ve

re [o,%] igin F(1) =0, F(1) =1

olur. Yine
1
F(0)= /‘f F(t)e 2™ gy
0 ‘ L .
- / Flt)e M0 gy 4 / F(t)e 270! gy
2L 0
olur.
e 2O _ 082 @t — i.sin 2T Wt
kullanarak

el—

Fl(o)= / 01 11,0] cos(2mr )di —i. / ? 1,0 sin(27eor )di + /O %[o,z] cos(2mar)di —i. /O 0, ] sin(27eor)dr

F fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur dolayisiyla lemma 4.2.1° i kullanarak su sekilde

yvazabiliriz:

F(o)= { / (1 tcos(27ta)t)dt,0} i { / (i I sin(27ra)t)dt,0]

o

(0]
1

1 1
0,/wtcos(27'ca)t)dt] —i. [O,/wtsin(27ta)t)dt]
0 0

yazabiliriz. Simdi bu integralleri kismi integrasyon yaparak hesaplayalim.

_|_

0 t cos 2wt
tcos(2mot)dt = —— sin2mot|®, + ————19, =0
/wl ( ) 2Tw |Fl Am?w? |Fl
0 —t sin2mw ot —1
tsin(2met)dt = —— cos2mot|, + 0 =
=1 ( ) 21w |W] 4m? w? |Fl 2nw?
1
® t 1 cos2mwt L
tcos(2rwt)dt = ——sin2nwt|® + ————|2 =0
/o ( ) 2T 6 4712 2 o
sin2mwwt L —1

—t 1
tsin(2rwr )dt = ——cos2mwt |y
sin( ) g €08 5+

o\‘
S|~

w
412 2 6 2T 0>
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N [ -1 . —1
F (0)=1[0,0] —i. —27[@2,01 +1[0,0] —i. [—27”02,01
R 1

=10,0|+1i. |0, —— .10, ——

0,0]+i I ’Zﬂwz}Jﬂ { ’2%@2]
1

=10,0|+1i. |0, —=

0,0]+7 _,mz],

f(¢) sinyalinin Fourier transformu olan f (®) fonksiyonu su dzellikleri saglamak zorundadir:

Ref (@) = {0} ve Smf (@) [o, #1 weR*
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