BELIRSIZLIK iICEREN SINIRLI LINEER
OPERATORLERIN SPEKTRAL OZELLIKLERI
Yiiksek Lisans Tezi
Oguz YALCINTUG
Haziran, 2022



BELIRSIZLIK ICEREN SINIRLI LINEER OPERATORLERIN SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Oguz YALCINTUG

YUKSEK LiSANS TEZI
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Programi/ Matematik Anabilim Dah
Prof. Dr. Vakif CAFER

Eskisehir
Eskisehir Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Haziran,2022



21/06/2022
DANISMAN ONAYI

Danismanhigini yiirtittiiglim Liitfen seginiz 6grencisi Liitfen doldurunuz Belirsiz
Smirli Lineer Operatdrlerin Spektral Ozellikleri bashkli tez calismasini tamamlamustir.
Hazirlamis oldugu tez tarafimca incelenmis ve 6grencinin tez savunma sinavina alinmasi

bilimsel ve etik agidan uygun goériilmiistiir.

Tez Danismani

Prof. Dr. Vakif CAFER



OZET
BELIRSIZLIK ICEREN SINIRLI LINEER OPERATORLERIN SPEKTRAL
OZELLIKLERI

Oguz YALCINTUG
Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran, 2022
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Bu tez calismasinda kompleks Banach uzaylarinda tanimli lineer operatorlerin ve
operatorler ailesinin spektrum ve rezolvent kiimeleri incelenmektedir. Bu cesit
problemler, birgok uygulamada karsilasilan cebirsel denklem sistemleri, diferansiyel
denklemler, integral denklemlerin ¢6ztimleri i¢in 6nemlidir.

Tez ¢alismasi, Giris kismi, dokuz boliim ve Kaynaklar boliimiinden olugsmaktadir.
Ikinci ve Uciincii Béliimlerde lineer operatdrlerin tersinir olmasi, smirli lineer
operatorlerin goriintli kiimelerinin kapali olmasi kosullar1 arastirilmis, Agik Doniisiim ve
Smirli Ters Doniisiim Teoremleri ifade edilmistir. Dordiincii Boliim kompleks Hilbert
uzayinda tanimli 6zeslenik, liniter ve normal operatorlerin 6zellikleri ifade edilmistir.
Besinci, Altinct ve Yedinci Boliimlerde sonlu boyutlu ve sonsuz boyutlu Banach ve
Hilbert uzaylarinda tanimli sinirli lineer operatorlerin spektrumunun 6zellikleri ifade
edilmistir. Burada, operatoriin resolvent kiimesiyle birebirlik ve ortenligi arasinda
baglantilar incelenmistir. Sekizinci Boliim sonlu boyutlu uzaylarda tanimli parametrik
operatorlerin spektrumunun konumu ele almmaistir. Dokuzuncu Boliim Hilbert uzayinda
tanimli afin ailenin spektrumu incelenmis, spektrum kiimesinin bos veya tiim kompleks
diizleme esit olma kosulu verilmistir. Onuncu Béliimde uygulamalarda sik sik karsilagilan
bir kuadratik ailenin spektrumu ele alinmis, bu spektrumun kapali iist yari, agik {ist yar1
diizlem, sanal eksen lizerinde olmas1 durumlar1 ele alinmis, 6zdegerlerin basit veya yar1

basit olmasi kosullar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Smirli Lineer Operatdr, Spektrum, Rezolvent, Ozdeger, Operatorler
Ailesi.



ABSTRACT
SPECTRAL PROPERTIES OF LINEAR BOUNDED OPERATORS CONTAINING
UNCERTAINTY

Oguz YALCINTUG
Mathematics Department
Eskisehir Technical Universty, Institute of Graduate Programs, June, 2022
Advisor: Prof. Dr. Vakif CAFER

In this thesis the srectrum and the resolvent sets of linear operators and operator
penscils defined on a complex Banach space are considered. Such problems arise in the
solutions of systems of linear equations, differential equations, integral equations which
are important in applications.

The thesis consists of the Introduction, nine paragraphs and the Reference list. In
the second and third paragraphs invertible linear operators, bounded operators with closed
ranges are defined, the Open Mapping Theorem and the Bounded Inverse Theorem ate
formulated. The fourth paragraph contains the properties of self-adjoint, unitary and
normal operators defined in a complex Hilbert space. In the fivth -seventh paragraphs the
propersies of the spectrum and resolvent sets of bounded linear operators defined on finite
and infinite dimensional Banach spaces. Here some connections between the resolvent
set and the one-to-one, onto properties are established. The eighth paragraph contains the
properties of the spectrum of a parametric operators defined on a finite dimensional
normed space. In the nineth paragraph for an affine family of linear operators defined on
a complex Hilbert space the conditions under which the spectrum is empty or is whole
complex plane are considered. In the last paragraph one class of quadratic opertor pencil
which is important in applications is considered. The conditions under which the
spectrum is contained in the upper open, upper closed half planes, on the imajinary axis

are given.

Key Words: Bounded Linear Operator, Spectrum, Resolvent, Eigenvalue, Operator
Pencil.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Gergel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

R™ . n-boyutlu gercel vektorler uzayi
cm : N-boyutlu kompleks vektorler uzayi
X : Kompleks vektor uzayi

boy(X) : X uzaymin boyutu

H : Hilbert uzay1

T : Lineer operator

T-1 : T operatdriiniin tersi

R™™ : Nxn boyutlu gercel matrisler uzayi
N(T) : T operatoriiniin ¢ekirdegi

R(T) : T operatOriiniin goriintii uzayi
o(T) : T operatdriiniin spektrumu

p(T) : T operatdriiniin rezolventi

I . Birim operator

B(X) : X uzayinda tanimli simirlt lineer operatorler uzayi
R,(T) : Rezolvent operatorii
L,[a,b] : [a,b] araliginda tanimli Lebesque oOlglilebilir ve modiiliin karesi

integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

Cla,b] : [a,b] araligindaki stirekli fonksiyonlar uzayi
T* : T operatdriiniin eslenegi

Y+ : 'Y kiimesinin ortogonal tiimleyeni

span{ M} : M kiimesinin gerdigi altuzay

[~ : Smurh diziler uzayi

Z : z karmagik sayismin eslenegi

Re(z) : z karmagik sayisinin reel kismi

Im(z) : z karmagik sayismin sanal kismi

|z] : z karmagik sayisinin modiilii

S : Kronecker toplami1



S» : Uzayda tanimli tiim kompakt operatdrler kiimesi

det(A) : A matrisinin determinant1

iz(A) : A matrisinin izi

T>0 : T operatorii pozitiftir

o, (T) : T operatdriiniin noktasal spektrumu
o.(T) : T operatdriiniin stirekli spektrumu
o, (T) : T operatdriiniin restidal spektrumu
1,(T) : T operatdriiniin spektral yarigap1
L(Z) : Lineer operatérler ailesi

o(L(A)) : L(A)’nin spektrumu

op(L(2) : L(A)’nin noktasal spektrumu



1. GIRIS

Spektral analiz teorisi modern fonksiyonel analiz ve fonksiyonel analizin
uygulamalar1 agisindan 6nemli teoridir. Bu teori, normlu uzayda tanimli lineer operatorler
icin ters alma islemleri, bu terslerin Ozellikleri ve operatorlerle ters operatorlerin
arasindaki baglantilar1 arastirmaktadir. Lineer operatorler igin ters alma islemleri
denklem ¢oziimlerinde dogal olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Boyle denklemlere 6rnek
olarak lineer cebirsel denklem sistemleri, diferansiyel denklemler, integral denklemler
gosterilebilir. Ornegin, Sturm-Liouville denklemleri i¢in smir deger problemleri ve
Fredholm integral denklemler teorisi spektral teorinin gelismesinde ©nemli rol
oynamistir.

Ayrica, lineer operatorlerin spektral teorisi, operatorlerin 6zelliklerinin daha iyi
anlasilmasi i¢in de onemlidir.

Bu tez calismasinda kompleks normlu uzaylarda tanimli sinirli lineer operatorlerin
spektrumlar1 ve rezolvent kiimeleri incelenmektedir. Bilindigi gibi, sonlu boyutlu uzayda
tanimli her lineer operator, bu uzayda bir taban segildiginde bir kare matrisle ifade
edilmektedir. Bir matris i¢in spektrum kiimesi bu matrisin 6zdegerleri kiimesi olup sonlu
kiimedir. Matrisler i¢in 6zdegerler teorisi hem teorik hem de uygulama agisindan ¢ok
gelismistir. Ancak sonsuz boyutlu normlu uzaylarda tanimli lineer operatorlerin spektral
teorisi matrislere gore daha karmasiktir.

Boliim 2 de vektor uzaylarinda tanimli lineer operatorler ve bu operatorlerin bazi
onemli Ozellikleri ifade edilmistir. Bolim 3 de Banach uzaylarda tanimli smirli lineer
operatorler i¢in baz1 6nemli teoremler (A¢ik Doniisiim Teoremi, Siirli Ters Operator
Teoremi vs.) verilmistir. Bolim 4 de kompleks Hilbert uzayinda tanimh 6zeslenik, tiniter
ve normal operatorlerin o6zellikleri incelenmistir. Bolim 5 ve Bolim 6 da lineer
operatoriin spektrum ve rezolvent kiimeleri tanimlanmis, 6rneklerle agiklanmigtir. Boliim
7 de Ozeslenik operatorlerin spektrumlar1 incelenmistir. Boliim 8 de polinomial matris
ailesinin Hurwitz kararliligi yani spektrumunun sol acik yari diizlemde bulunmasi
problemi ele alinmistir. Burada Kronecker toplami ve bir matris ailesinin ‘’koruyucu
doniistimleri’” (“guardian maps”) kavramlar1 kullanilmigtir. Boliim 9 da bir parametreye

bagli ailenin, Boliim 10 da ise bir kuadratik ailenin spektrumlar1 incelenmistir.



2.LINEER OPERATORLER VE SINIRLI LINEER OPERATORLER

X ve Y aym cisim iizerinde tanimli vektér uzaylar1 olmak lizere T: X —Y
bicimindeki doniisiime operator denir. Eger her x,y € X ve a skaleri i¢in

i) T(x+y)=Tx+Ty

i) T(ax) =alx
esitlikleri saglaniyorsa T’ye lineer operator adi verilir. Deger kiimesi R reel sayilar veya
C kompleks sayilar olan operatorlere fonksiyonel denir. T lineer operatdrii igin

R(T)={yeY: y=Tx, x € X},
N(T)={xeX: Tx=0}

kiimeleri tanimlansin. Birinci kiimeye T’nin goriintii kiimesi, ikinci kiimeye ise T’ nin

cekirdegi (sifir uzayi) denir.

Teorem 2.1. T: X —Y lineer operatdr olsun. O zaman

1) R(T) ve N(T') kiimeleri alt uzaylardir.
2) boy(X) = nise boy(R(T)) <n dir.
Kanit 1.

y1 € R(T),y2 € R(T), y1 = Txy, ¥, = Tx, ise ay;+ Py, = aTx; + fTx, = T(ax,)
+ T(Bx,) = T(ax; + Bx;) € R(T) oldugundan R(T) alt uzaydir.

Herhangi bir x,,x, € N(T) alalim. Tx; = Tx, =0ve T lineer oldugundan herhangi
a, [ skalerleri i¢in T(ox; + Bx,) = aTx,; + BTx, = 0 yazabiliriz. Bu da (ax; + Bx,) €

N(T) oldugunu gosterir. Dolayistyla N(T) de bir alt uzaydir.

Kanut 2.
Vi, Y2 oo s Va1 € R(T), y;, =Tx; (i=1,2,...,n+ 1) olmak lizere {xq, X,, ...,
Xn4q } lineer bagimlidir (boy(X) = n oldugu i¢in). Enaz bir tanesi sifirdan farkli o, o,
s QiGN Xy ¥ A Xt o+ A1 Xy 1= 0, T(ag X+ Xt oo+ g1 Xpgq) = T(0)
=0, yTx1+ & Txst ... + A1 Txp1= 0= oy Y1+ Yot ... + A1 Yns1 = 0, yani her

(V1) Y2, -+ » Yns1) lineer bagimhidir. Celiski elde ettik, bu ylizden boy(R(T)) < n’dir.



Tamm 2.1. x; # x, = Tx; # Tx, veya Tx; = Tx, = x; = x, oluyorsa T ye bire-bir

operator denir. Eger T birebir ise T~1: R(T) — X ters operator vardir ve

T lx=y<oTy=x.

Teorem 2.2. X ve Y vektor uzaylar1 T: X — Y lineer operatdr olsun. O zaman

a) T1vardr < Tx=0=x=0.
b) T~1 varsa lineerdir.
C) boy X =n <o ise ve T~1 varsa boy R(T) =boy X =n

onermeleri gecerlidir.

Kanit a.

(=) T~ 1varsa T operatérii birebirdir. O halde;
Tx, = Tx, iken x; = x, olur. Tx = 0 = x = 0 oldugunu gosterelim. Tx =0 =T0ve T
operatorii birebir oldugundan x = 0 olur.

(<) Tx=0= x=0olsun. Tx; =Tx, = x; = x, oldugunu gosterelim. Tx; = Tx,
=>Tx;—Tx, =0=>T(x; —x;) =0= x; — x, = 0= x; = x,bulunur. Dolayisiyla, T

operatdrii birebirdir ve T~1 vardur.

Kanut b.

Herhangi y;, vy, € R(T) alirsak Tx; = y;ve Tx, =y, olacak bigimde x; €X, x,eX
vardrr. T~1 var oldugundan x; = T~ 1y,ve x, = T~ 1y, yazabiliriz. ay,;+ By, = T(ax; +
Sx,) oldugu igin ax, + Bx, = T Y ay,+ By,) = ol 1y, + ST ~1y, ve T1 in lineerligi

kanitlanmis olur.

Kanait c.

Teorem 2.1. e gore boy R(T) <boy X dir. Aym sonucu T~ 'doniisiimiine
uygularsak
boy X <boy R(T)

elde edilir. Bu iki esitsizlikten esitlik sonucu ortaya cikar.



Teorem 2.3. T: X —»Y, S:Y — Z iKi tane bire-bir ve Orten lineer doniisiimleri verilsin.
Burada X, Y ve Z ayni cisim iizerinde tamimli vektor uzaylaridir. O zaman (SoT)™1:
Z — X doniigiimii de bire-bir ve ortendir ve
(SoT)1=T"1oS51
Kant.
SoT: X—Z doniisiimii bire-bir ve drtendir. Buna gore (SoT)™1: Z — X vardur.
(SoT) o (SoT) =1,
esitliginde her iki tarafa soldan S~ uygularsak
S7to(SoT) o(SoT)™*=T o(SoT) 1= §71
bulunur. Bu esitligin her iki tarafina soldan T~ uygularsak
T 10T 0o(Sol) ™t =T 1oS™?!
bulunur. Yani sonug olarak (SoT)™! =T 1o S~ elde edilmektedir.

Simdi ise normlu uzaylarda tanimli sinirli lineer operatdrler ve onlarin bazi
ozelliklerini ele alalim.

X ve Y aymi cisim tizerinde tanimli normlu vektor uzaylar1 ve T: X —Y olmak
tizere, eger her x;, x, € X ve her o, fsayilari i¢in T(ay,+ By,) = aTx; + fTx, ise T’ye
lineer operator, eger bir k > 0 sayis1 varsa ki her x € X icin ||[Tx|| < k||x|| ise T’ye sinirh
lineer operator denir. Buna gore |[Tx|| < k||x]|| esitsizligi, sinirli bir lineer operatoriin

X’deki sinirl kiimeleri, Y igerisindeki smirl kiimelere doniistiirdiigiinii gostermektedir.

Tx v e ue . . .. ‘e .
T = Sup% sayisma T operatoriiniin normu denir. T’nin normu i¢in diger formiil su
x#0

sekildedir:
ITIl = Sup [ITxl|

x|l =1
1 . .
Gergekten, ||x|| = a yazalim ve x # 0 olmak tizere y = X diyelim. Bu durumda |y||
= % = 1 olup T’nin bir lineer operatér olmasi nedeninden dolay1 ||T|| = Supi (| Tx]||
xeX

X#0

xeX
x#0

=Sup ”T(% X) ” :”S|1|1p1||Ty|| ve y yerine x yazarsak ispat tamamlanir.
y =

Teorem 2.4. T — ||T||fonksiyonu norm aksiyomlarini saglamaktadir. Yani
1) IT|| >0, |IT||=0<T =0.
2) lloT || = [al.[[T]].



3) Ty + T2l < Ty 01+ 1Tl

Kanut.
1) 0]l = Sup0 = 0, |IT]] = 0 ise Sup 2! = 0 = x % 0 igin || Tx|| = 0= Tx =

xz0 1%l x#0

0, TO =0 oldugundan T = 0 yani T sifir operatordiir.

2) Sup [[aTx|| = Suplal ITx]l = lal. Sup [|Tx]|.
I =1 Il = Xl =1
3) (T, + T)x =Ty x [+ Tox || < S|1|1p1(|IT1x|I)+”S|l|1p (ITx )= NIT Il + [T I.
X = X

Yukaridaki esitsizlik her [|x|| = 1 i¢in saglandigindan ||T; + T || < ||T; || + || T,]l.

Ornek 2.1. (Integral Operatorii). C[0,1] uzay1 [0,1] araliginda tanimli tiim gercel degerli
stirekli fonksiyonlar uzayi olsun. Burada T integral operatori T: C[0,1]—>C[0,1]
y(t)= fol K(t,©)x(7)d(t) olmak lizere y = Tx bigiminde tanimlayabiliriz. Burada K,
verilen bir fonksiyon olup, T’nin ¢ekirdegi admni alir ve J = [0,1] olmak {izere, tt-
diizlemindeki G = J x J kapali karesi {izerinde siirekli oldugu varsayilir. Bu operator
lineerdir. Ayrica T smirhdir. Bunu ispatlayabilmek i¢in, oncelikle K’nin kapali kare
iizerindeki siirekliliginin, K’nin sinirlihgini gerektirdigine dikkat etmemiz gerekir. Oyle
K, reel bir sayis1 vardir ki her (t,7) € G igin |K(t,1)| <K, esitsizligi saglanmaktadir.

Bunun yani sira |x(t)] < ntlalxlx(t)l = ||x|| yazabiliriz. O halde;

Iyl = 7]l = max | [y K& DX (D@ < [ IKE D@1 < Kol

Sonug olarak her x = x(t) e C[0,1] igin ||Tx|| < K,|x|| saglanmaktadir, dolayisiyla T
smirhdir.

Sonlu boyutlu uzaylarda Temel Lemma su sekildedir: X normlu uzay1 n-boyutlu,
{x1, X3, ..., xp} X lineer bagimsiz alt kiime olsun. O zaman 6yle ¢ > 0 sayis1 vardir ki

herhangi a,, a,, ..., a, sayilartigin |[a,x; + -+ + apx,ll = c(lai| + -+ + |a,]).

Teorem 2.5. (Sonlu Boyut). Eger normlu bir X uzay1 sonlu boyutlu ise X iizerindeki her

lineer operatdr smnirhdir.

Kanat.



boy(X) =nve {e;, e,, ..., e,} alt kiimesi X’ in bir taban1 olsun. Her x € X i¢in x

= Lj=1 &J. e; yazabiliriz ve X lizerindeki herhangi bir T operat6riinii goz dniine alalm. T
lineer oldugundan

Ixll =[|2 &¢; || <2 | | I7el<tmax I7e,) 2|4
yazabiliriz.

a; = §j Ve x; = e; olmak lizere Temel Lemmaya gore dyle ¢ > 0 vardir ki

Slgl< |z ge || =2

c
max ||Tegl|

elde edilir. Buldugumuz bu iki sonug birlikte ele alinirsa y = - olmak tizere

x|l < »lixl

esitsizligi elde edilir, o halde T smirhidir.

Ornek 2.2. X, Y normlu uzaylar, T: X —Y lineer operator olsun. O zaman T sinirl

operatordiir < T doniisiimii sinirli kiimeyi sinirh kiimeye doniistiirmektedir.

Kanut.

(=)T smirh olsun. Oyle ¢ sayis1 vardir ki her x € X icin ||Tx|| <c|lx|| ve B < X
sinirh kiime olsun. Yani her X € B i¢in ||x|| <k, 0 zaman |[Tx|| < c|[x]|| < ck, yani {Tx:
x € B} =T(B) kiimesi sinirhdir.

(<) S = {xeX: x| = 1} smurli kiimedir. T(S) smirli olmahdir. Bir m sayis1 vardir

Kiher x € Si¢in ||Tx|| <m;hery € X, y#0i¢in —qu eS> ”T(—”;l)” <m olur. Buradan
y 1 1
A = ||— = — < <

su sonuca varilmaktadir, ”T(”y”)” ””y”T(y) ” o ITyll < m = |ITyll < mlyll

oldugundan T smirhdir.

Ornek 2.3. [” uzayr siirh diziler uzayr olmak iizere T: [* — [* doniisiimii soyle

tanimlansin x = (&, &,, ..., &; ...) igin Tx = (%1, %2, %, ...) olsun.

a) T lineer operator miidiir?
b) IITN=?

Coziim.



1+C1 &2+(C2 j+Cj 1 &2 j 1 &2 j
a) T(x+y):(§ 1C,E_» g g].C] )=(§_§_ §j )_I_(C_C_ g )_

2 o o RTINS 1,2,...17,...

Tx + Ty ve T(ox) = oT (x) oldugundan T lineer operatordiir.

b) IITx|l = Sup |%| < Sup|£|= llxll o halde |7l < llxll = T sk ve IT]| <1
J j

oldugu sonucu ortaya cikar.

g, = (LL1, ..) diyelim, & € 1%, |

= sup|1|= 1, |IT|| =Sup||Tx]|| > ||T§*|| =

lIx|l =1

5*

Sup{l,l, 1_, ...} = 1 sonucu elde edilir. Bu iki esitsizlik esitlik sonucunu verir yani ||T]|
1°2 Jj

= 1 olmaktadir.

Ornek 2.4. X normlu uzay ve T: X — X orten lineer doniisiim olsun. Eger k > 0 sayis1
varsa ki her x € X igin ||Tx|| > k||x|| 0 zaman T’nin tersinin oldugunu ve sinirl oldugunu

gosterelim.

Kanut.
T~ V’in varhig1 i¢cin Tx = 0 = x = 0 oldugunu gostermeliyiz. Tx = 0 ise ||Tx]|| =
0°drr. 0 > kl||x|| = |lx|| <0.0O halde x =0, yani T~! vardir. T operatdrii drten oldugu i¢in

T~ X — X dir ve her y € X igin y =Tx, x =T~y ve [Tyl = |lx]l < ITxll = Iyl

saglanmaktadir. Buradan ||T~1y/|| S% ||l oldugundan T~ operatérii smirlidir.

Ornek 2.5. X = R™™ uzay1 n x n boyutlu gergel matrislerin vektdr uzayi olsun. 4, €
R™™ sabit bir matris, A € R™™ ise degisken matris olmak {izere T: X — X lineer
doniisimii

T(A)=A4,A
bi¢ciminde tanimlansin. Bu doniisiim 6rtendir ve tersinin olmasi i¢in (birebir olmasi i¢in)
T(A) = O(sifir matris) = A = O(sifir matris) saglanmalidir. EgerA,’n tersi varsa yani
det(A,) = 0 ise Ag.A = 0 esitliginin her iki tarafin1 soldan Ag* ile carparsak A = 0 elde

edilir. T~1: X — X var olmas1 i¢in A, matrisi tersinir olmalidir.



Ornek 2.6. T: 12 — 12, T(xy, X3, X3, X4, ...) = (0, 3x1, X5, 3X3, Xy, ...) lineer operatorii
icin ||T|| = 3°diir. T2(xy, x5, X3, X4, ...) = (0, 0, 3x;, 3x5, 3x3, 3x,, ...), |T?x]|| =9(x2 +
xZ 4+ x2 4+ x2+ ...) =9||x|I?, IT?x]|| = 3||x]|. Dolays1yla;

1721 = sup =2 = sup 3 =3 = |77

x#0 llcl x#0

Bu 6rnek, ||T"|| # ||T||™ oldugunu ifade etmektedir. Genel durumda ||T™|| < [|T||™

esitsizligi gegerlidir.

Ornek 2.7. Banach uzaymnda smirli lineer operatdr igin goriintii kiimesi kapali

olmayabilir.

T: 17— 1% T(xq, X3y --. 5 Xps ...)=(x—11 =z

X

B

, ... ) lineer smirli operatdrii verilsin.
R(T) = T(l*) kapali degildir.

Gergekten x* = (1, 0, 0, ...), x2 = (1,v2, 0, 0, ...), x3 = (1,v2,+3, 0,0, ...),
x*=(1,v2,V3, ...Vk, 0,0, ...), ... dizisi alahm. x* € [* saglanir. ||x¥|| = Vk.

1

k=Tyk=(1 L L
ye=Tx —(Lﬁ,ﬁ,...,v_,o 0,...)
Budiziy = (1, = \/— \/—, ,\/i? 1+1, 0,0, ...) € [” elemanma yakinsaktir: k — oo
iken
_ 1 1 _ 1
ly* = yll =sup{0, .., 0, ==, ==, ..} = =0

Ancak y ¢ T(I”). Eger 6yle olmasaydi x € [* eleman1 bulunurdu ki;

T(x)=T(xq, x5, ..., Xp, ...)Z(x—l, x—z, - x—", )=y,

X1 XZ 1

1l2’ ) (,\/— \/—’.‘.’\/_ﬁ’-..).
Buradan x; = 1, x, = V2, x5 = \/§, ..., Xp =4/, ... bulunurdu ve x ¢ 1% geliskisi

ortaya ¢ikardi ¢linkii |[x|| = oo

Ornek 2.8. Onceki drnekte verilen operatdrii [? uzayinda ele alalim.

I ..)olsun. T(I?) goriintii kiimesi

T: 12512, T(xq, Xp, ..., Xp, ...)Z(XT1 2
[?>de yogundur. Yani her y = (y;, ¥, ... » ¥, ...) € 1% igin her £ > 0 i¢in dyle x = (x4,

Xg,y ... ...) € 2 vardir ki ||Tx — y|| < e veya X_; | < . Gergekten x € [?,

y € 12 oldugu i¢in X, |x,|% < 00, Y| yp]? <0



K sayis1 yeteri kadar biiyiik olmak tizere x = (y;, 2y, 3y,... , Kxg, 0,0,0, ...) €

12=3

Xn 2_ K Xn 2 o0 2
n=1|3, ~Vn| T Zn=1|;, ~In + Ym=k+1Ynl

12 secelim. Bu durumda ||Tx — y]|
seklinde yazarsak birinci toplam sifirdir, ikinci toplam ise K’ya baghdir ve yakinsak
serinin kalan serisidir ve K— oo iken limiti sifirdir. Bundan dolay1 € > 0 i¢in K, vardir ki

K = K, degeri igin ikinci toplam £ dan kiigiiktiir yani [|Tx — y|| < €.

Teorem 2.6. X ve Y Banach uzaylari, T: X —Y smirli lineer doniisiim olsun. Oyle ¢ > 0
bulunsun ki her x € X igin [|Tx|| > c||x]|. O zaman R(T) = T(X) goriintii kiimesi Y

uzaymda kapalidir.

Kanit.

T(x) =0ise c|lx|| <0 ve x =0 olur. Yani T’nin tersi vardir x,, € R(T), x,, — x ise
x € R(T) oldugunu gosterelim.
lxn = Xl = ITT " o — TT 2 |l = IT(T ™ 2 = T ) | 2 ClIT ot — Tl

{x,} yakinsak oldugu i¢in Cauchy dizisidir: n — o0, m — oo iken ||x,, — x,,|| = 0.
O zaman yukaridaki esitsizlikten T ~1x,, dizisinin de Cauchy dizisi oldugu ortaya ¢ikar. X
tam uzay oldugu i¢in T™'x,, = z € X. O zaman T(z) = T(lirrln T 1x,) = lir{n TT 'x, =
lign Xn = x saglanir, yani x € R(T)’dir. Dolayisiyla R(T) kapalidur.

Sonraki boliimde yukarida verilen ||Tx|| > c||x|| esitsizliginin T doniisiimiiniin
R(T) goriintiisliniin kapali olmasi i¢in gerekli kosul oldugunu gosterecegiz. Bu 6nerme
Acik Doniisitm Teoreminden elde edilecektir. Yani T birebir ve R(T) kapali ise yle ¢ >

0 sayis1 vardir ki |[Tx]|| > c|[x]|.



3.BAZI ONEMLI TEOREMLER

Bu boliimde lineer operatorlerin spektrumlari teorisinde kullanilan bazi teoremleri

verecegiz.

Teorem 3.1. (Acik Doniisiim Teoremi). X ve Y Banach uzaylari, T: X — Y Orten sinirh
lineer doniisiim olsun. O zaman T doniisiimii agik doniisiimdiir, yani X uzaymndaki her

acik kiimenin T altindaki goriintiisti Y uzayinda agiktir.

Teorem 3.2. (Sinirli Ters Operatdr Teoremi). Onceki teoremin kosullarma ek olarak

T doniisiimii birebir ise T~ doniisiimii sinirhidir ve dolayisiyla siireklidir.

Kanit.

T birebir ve érten oldugu i¢in T~1: Y — X vardir ve lineerdir. A —X agik kiimesi
verilsin. Onceki teoreme gore T (A) aciktir. Ote yandan (T~1)~1(4) = T(4) oldugu i¢in
T~1: Y —X doniisiimii ile X deki her agik kiimenin ters goriintiisii Y de agiktir yani T 1

smirhidir.

Teorem 3.3. X ve Y Banach uzaylari, T: X — Y birebir siirh lineer operatér olsun. O

zaman T~1: R(T) — X operatorii sinirhidir < R(T) alt uzay1 Y de kapaldir.

Kanut.

<). R(T) alt uzayi kapali ise Y Banach uzayi oldugundan R(T) de Banach uzayidir.
Bu durumda T: X — R(T) birebir-6rten, X ve R(T) Banach uzaylar1 oldugu i¢in 6nceki
teoreme gore T~1: R(T) — X smurhdir.

=). T™: R(T) — X smirl ise ¢ > 0 vardir ki her y € R(T) igin ||T ~1y|| < c||y]l.
Ote yandan R(T) = {Tx: x € X}oldugundan dolay1 her x € X icin ||T~Tx|| < c||Tx]|,

|1 Tx]|| > % |[x|| bulunur, 2.B6liimdeki Teorem 2.6 ya gore R(T) kapalidir.

Sonug¢ 3.1. Onceki teoremin kosullar1 saglansin, yani X ve Y Banach uzaylari, T birebir

olsun. O zaman R(T) kapalidir < Oyle ¢ > 0 vardir ki [|Tx|| > c||x]|.
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Tamm 3.1. X Banach uzayinda tanimli T smurli lineer operatorii verilsin. Eger bir n > 1
1
dogal sayisi igin T™ = 0 ise T ye nilpotent operator denir. Eger lim ||[T™|[» =0 ise T ye
n—coo

quasi-nilpotent operator denir. Her bir nilpotent operatdr quasi-nilpotenttir.

Ornek 3.1. X = L,[a, b] uzay: verilsin. Bu uzay, [a, b] araliginda tanimli Lebesque

Olciilebilir ve modiiliin karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Yani:
L,[a, b] = {x(t): x(t) fonksiyonu Lebesque 6l¢iilebilir ve f:lx(t)lzdt <40},
T: X — X lineer simirli operatorii soyle tanimlasin:
Tx(t) = fat K(t,u)x(w)du
Burada K(t,u): [a, b] x [a, b] — C siirekli fonksiyondur. Bu operatére Volterra

operatorii denir. Bu operator quasi-nilpotent operatordiir. Bunu kanitlayalim. x(t) € L,[a,

b] i¢cin Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak, ||x(t)]|? = fablxz(t)l dt olmak iizere;
t t 1 1
|Tx(t)| < falK(t, w)| |x(w)|du < (faIK(t, w)[2d)z(|lx ()] < M(b — a)z]|x]],

IT2x()] < 11K (& w)] Tx(w)]du < (t=a)M2(h — @)z]lx]

elde edilir. Boyle devam edersek n > 2 i¢in;

ta)
(n—

bulunur. Her tarafin integralini alirsak, C bir sabit olmak iizere

IT(0)] < LK 6w 1T 2wl du < C2 " Mn (b — ayllx]

MM (b-a)" cn
n L 7 < 2
IT"x| < s el < 2 Ml

esitsizligi bulunur. Son esitsizlikten ||T™|| < % ve ||T"||n < ’V__ — 0 bulunur ki bu da

Volterra operatdriiniin quasi-nilpotent operatér oldugunu gostermektedir. Yukaridaki
limitin sifir oldugunu goésterelim.

Eger n tek ise;
() =(1.2... ) (1.2. ... 1) = (Ln)2.(n-D)% ... (ED).CN?> 2 G2 ... G

n+1
bulunur, burada nTH tane ¢arpan vardir. O halde (%)2. (%)2 e (%)2 :(%)Z'T = (%)””, n

n+1

n iyl
> ( )Zn (5)2 2n,
Eger n cift ise;

11



2 1
Benzer yolla, (n!)(n!) > (2)” bulunur, burada Z tane ¢arpan vardir. (n!)» > %, (nhHn >
1 1 1 1
(3)?, dte yandan Yn — 1 ve V2 — 1 oldugu i¢in (3)zn = (?T")z = (2n)znV/2. Sonug
olarak
1
lim 3/n! > lim (3)z = 0
n—w n— 2

ve buradan Volterra operatoriindeki limitin sifir oldugu kanitlanmus olur.
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4. OZESLENIK, UNITER VE NORMAL OPERATORLER

Bu boliimde kompleks Hilbert uzaymda tanimli sinirlt lineer operatoriin eslenigi
tanimlanip baz1 6zellikleri ifade edildikten sonra 6zeslenik, tiniter ve normal operatorler
ele almacaktir.

H kompleks Hilbert uzayi, T:H —H sinirli lineer operatér olsun. T
H — H eslenik operatorii

< Tx,y >=< x,T"y > 4.1)
esitligi ile tanimlanmaktadir. Baska bir deyisle T* operatorii her x,y € H i¢in (4.1)

esitligini saglayan operatordiir.

Teroem 4.1. (Varlik teoremi) (4.1) ile tanimli T *operatorii vardir, tektir ve siirli lineer

operatordiir. Bu operatoriin normu ||T *|| = ||T||kosulunu saglamaktadir.

4.1. Eslenik Operatoriin Ozellikleri

S:H —-H ve T:H —» H smirh lineer operatorler olsun ve « skaleri verilsin. O
Zaman;

) <TY,x>=<y,Tx >

i) (S+T)=S*"+T*

iii) (aT)*=aT”*

iv) (TH*=T

v) WT*TIl =TTl = ITII?

vi) T*T=0T=0

Vi) (ST)*=T*S*

Tanim 4.1. T: H — H smirli lineer operatorii verilsin. Eger;
1) T*=T ise T’ye 6zeslenik veya Hermit operatorii denir.
2) T birebir ve érten olup T* =T 1 ise T ye iiniter operator denir.
3) TT*=T"T ise T’ye normal operatdr denir.
T operatorii 6zeslenik veya iiniter ise normaldir ancak tersi dogru degildir.

Ornegin,I: H — H birim operatdr olmak iizere T = (2i)I ise T normaldir, ¢iinkii T *=

(=20)Ive TT*=T"T =4I, ancak T*=Tve T*# T ! = (—%i)l.

13



Yukarida verilen kavramlar sonlu boyutlu uzaylarda lineer operatorleri temsil eden
matrisler i¢in bilinen Hermit, iiniter ve normal matrisler kavramlarinin genellesmeleridir.
Ayni zamanda matrisler icin bilinen 6zellikler burada da gegerlidir. Ornegin, asagidaki

teorem Hermit matrisler i¢in bilinen 6zelliklerin operatorlere genellesmesidir.

Teorem 4.2. T: H — H sinirhi lineer operatorii verilsin. O zaman
a) T*"=Tise her x e H igin < Tx, x > gergeldir.
b) Eger H kompleks uzay ve < Tx,x > her x € H i¢in gergel ise T operatorii
0zesleniktir.

Kanut.

a) T"=Tise<Tx,x>=<x, T'x>=<x,Tx>=<Tx,x >yani < Tx,x >

gerceldir.

b) <Tx,x > gergelise < Tx,x >=<Tx,x>=<x, Tx>=<T)X,x>,0=<
Tx,x > —<T"%xx>=<(T—-T"%x>A =T-T" <Ax,x > =0 (her
x eH). Her v = ax + yi¢in 0 = < A(ax + y),(ax + y) > = |d* <
Ax, x> + <Ay, y> + a<Ax,y > + o< Ay, x>= a<Ax,y> + a<
Ay,x >.Son esitlikte ¢ =1 ve o =i alirsak < Ax,y > + <Ay, x> =0, <
Ax,y > — < Ay,x >=0, o halde buradan sirasiyla < Ax,y >=0ve A =0ve
T =T ¢ikar.

Teorem 4.3. T: H — H sinirl1 lineer operatorii verilsin. O zaman T normaldir < ||Tx|| =

T *x|| (her x € H).

Kanait.
Tnormaldir & T'T—-TT" =0 < (T'T—TTHxx>=0< T Tx,x >=

< TTxx><Tx,Tx >=< T*x,T*x > < ||Tx||? = ||IT *x||?.

Sonug¢ 4.1. Eger T normal operator ise N(T) = N(T*) dir.

Kanat.

Yukarida verilen teoreme gére Tx =0< T*x=0.
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Teorem 4.4.Eger T normal operator ise;
N(T) = (R(T)* (4.2)

Kant.

x € N(T) olsun. Tx = 0’dir. Herhangi y € R(T) secelim. O zaman z € H vardir ki
y=Tz.<x,y>=<x,Tz>=<T",z>=<0,z>=0, burada Sonug 4.1 kullanild1.
Yani x € (R(T))*. Tersine x e (R(T))~ olsun. Her y € R(T) i¢in < x,y > =0 baska bir
deyisleherz e H igin < x,Tz >=0,0halde0=< x,Tz > =< T "x, z >, z keyfi oldugu
icin T*x = 0. Teorem 4.3’¢ gore Tx = 0 ve x € N(T)’dir. Buna gore (4.2.) kanitlanmig

olur.

Sonug 4.2. Eger T normal operator ise

N(T)* =R(T) (4.3)

Kanit.
(R(T))* = (R(T))* oldugu i¢in (4.2.)’den
N(T) = (R(T)* (4.4)
elde edilir. R(T) kapal alt uzay oldugu icin bilinen teoreme gore R(T))** = R(T). (4.4)
esitliginin her iki tarafina dik alma islemini uygularsak N(T)* = R(T))** = R(T).

Dolayisiyla (4.3) kanitlanmis olur.

Tamim 4.2. T: H — H smurli lineer operatorii igin T* = —T ise T ye ters-6zeslenik (skew-

adjoint) operator denir.

Tanim 4.3. T: H — H operatorii 6zeslenik operator olsun. Eger her x € H i¢in < Tx, x >
> 0 ise T’ye pozitif operator denir ve T > 0 gibi gosterilir. T; ve T, 6zeslenik operatorleri
icin

T,>T, T, —T, >0.

Teorem 4.5. Eger S ve T lineer sinirlt 6zeslenik operatorleri pozitif operatorler ve ST =

TS ise ST ¢arpimi da pozitiftir.
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Eger T operatorii 6zeslenik ise T? operatorii pozitiftir. Ciinkii < T2x,x > = <
T(Tx),x >=< Tx,T*x >=< Tx,Tx > =||Tx||? > 0. Probleme tersten yaklasirsak,
T pozitif operatdr ise bir 6zeslenik A bulalim ki A% = T olsun. Bu problem bizi pozitif

operatoriin karekokil kavramina getirmektedir.

Tamm 4.4. T: H - H pozitif, sinirli 6zeslenik lineer operatér olsun. Eger A> = T

kosulunu saglayan 6zeslenik, smirly, lineer A operatorii varsa A ya T nin karekokii denir

1
ve A=Tz gibi gosterilir.

Ornek 4.1.T: 12 > 12, T(x4, X5, X3, X4, ... ) =(0, 0, X3, x,, ... ) lineer operatérii verilsin.
ITx||? = x5 + x2 + ... <x? +x3 + x2+ x2 + ... = ||x|I?, ITx|| < ||lx]| oldugu igin T
siirhidir. Ayni zamanda T 6zesleniktir ¢linkii < Tx,y > =< x,Ty >dir. < Tx,y >
=<(0,0,x3, X4, --- ), (V1. Y2, V3, Va» -+ > = < (X1, X3, X3, X4 ... ), (0, 0, ¥3, Yy, ... >

X3V3+ X4Vs T ... = X3Y3 + X4Ys + - =< x,Ty > saglanmaktadir. A = T% karekok
operatorli T nin kendisidir, yani A = T% =T. Cinkii A(xq, x5, X3, X4, ... ) =(0, 0, X3, X4,

) ise A%(xq, x5, X3, Xg, ... )= A0, 0, x3, X4, ... ) =(0,0, x3, x4, ... )=Tx

Teorem 4.6. Her pozitif sinirlt 6zeslenik lineer T: H — H operatoriin pozitif A karekokii

vardir ve tekdir. Eger B sinirli lineer operatorii igin TB = BT ise AB = BA’dur.
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5. LINEER OPERATORUN SPEKTRUMU

X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T: X — X bir lineer operatér oldugunda X
uzayinin bazimna bagh olarak T lineer operatdrii matrisler ile gosterilebilir. A = (aj) reel
ya da kompleks terimli n xn tipinde karesel bir matris ise 6zdeger ve 6zvektorler Ax =

Ax denklemt ile tanimlanirlar.

Tamm 5.1. x # 0, x € C™ olmak lizere Ax = Ax denkleminin bir ¢6ziimii varsa bu A
sayisma, A = (aj,) matrisinin 6zdegeri ve x vektdriine ise bu 6zdegere karsilik gelen
0zvektorii denir. A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler ile sifir vektorii, X uzayinin bir
alt vektor uzaymi olusturur ve bu uzaya A’ya karsilik gelen 6zuzay denir.

A kare matrisinin tiim 6z degerlerinin o(A) kiimesi, A matrisinin spektrum kiimesi
ve kompleks diizlemde bu kiimenin tiimleyeni olan p(A) = C — o(A) kiimesine ise
resolvent kiimesi denir. Buna gore A = (ajk) kare matrisi igin

o(A)={AeC:Ax=Ax,x#0,x € C"}, p(A) = C - o(A).

n xn tipindeki A kare matrisi i¢in 6zdeger ve 6zvektorleri bulmak i¢in oncelikle
n xn tipindeki I birim matrisi i¢in (4 - AI)x = 0 homojen denklemi seklinde yazilir. Bu
ifade, x = (&, &,, ..., &) vektoriiniin bilegenlerini bilinmeyen olarak alan n tane lineer
denklemin homojen bir sistemidir.

(A - AD)x = 0 denkleminin x # 0 seklinde bir ¢ézlimiiniin olmasi i¢in det(A - Al)
= 0 olmalidir. Yani A matrisinin karekteristik denklemi det(4 - AI),

[@11 — A a2 Qin |

| a2 Azp — A Azn |
det(A— Al) =det| as as, |=0

| :

l an1 Apn — /1J

seklinde olmalidir. Ciinkii det(A - Al) # 0 oldugunda (A - Al)x = 0 denkleminin sadece
x = 0 agik ¢oziimii vardir. Bu verilenler A kare matrisinin karakteristik polinomunun,
A’ya bagli n. dereceden bir polinom oldugu c¢ikar. Matrisin 6zdegerlerinin nasil

bulunacagini ifade eden sonug asagidaki teorem ile ifade edilebilir.
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Teorem 5.1. n xn tipindeki A = (a;;) kare matrisinin dzdegerleri, A kare matrisinin
karakteristik denklemi olan det(A - AI) = 0 denklemi ile bulunur. A kare matrisinin en
az bir tane en fazla n tane farkli 6zdegeri vardir.

Kare matrislerdeki bu sonu¢ n boyutlu X normlu uzayi tizerindeki T: X —X lineer
operatoriine soyle uygulanir. e = {eq, e,, ..., e,} , X normlu uzayinin herhangi bir bazi
ve T nin bu baza karsilik gelen matrisi T, = (aj) olsun. Bu durumda T, matrisinin
Ozdegerleri, T lineer operatoriiniin 6zdegerleri olur. Yine bu matrisin spektrum ve

resolvent kiimesi, T lineer operatdriiniin spektrum ve resolvent kiimesi olur.

Teorem 5.2. Sonlu boyutlu X normlu uzayr iizerinde verilmis bir T: X — X lineer
operatoriiniin X uzaymin farkli bazlarmma baglh olarak tiim matris gosterimleri ayni

0zdegerlere sahiptir.

Tamm 5.2. T; ve T, matrisleri n xn tipinde sirasiyla e ve e” bazlarina gore ayn1 T
operatdriinii temsil eden matrisler olsun. Eger T, = C 1T, C esitligini saglayacak sekilde
singiiler olmayan bir C matrisi mevcut ise n xn tipindeki T,’ye, T;’e benzerdir denir.
Buna gore;
a) Sonlu boyutlu X normlu uzay: tizerinde tanimli T lineer operatoriinii temsil eden
iki matris, X normlu uzaymin herhangi iki bazina gére benzerdir.

b) Benzer matrisler, ayni 6zdegerlere sahiptir.

Teorem 5.3. Sonlu boyutlu X # {0} normlu uzayinda tanimli her lineer operat6riin en az

bir tane 6zdegeri vardir.

Teorem 5.4. X vektor uzayi iizerinde tanimli lineer bir T operatdriiniin faklt A4, 4,, ...,

A, 0zdegerlerine karsilik gelen x4, x5, ..., x,, 60zvektorleri lineer bagimsizdir.

Kanut

Kabul edelim ki {x;, x5, ... , X, } kiimesi lineer bagiml olsun. Bu kiimenin lineer
bagimsiz olacak sekilde {xq, x5, ..., x,_1 }alt kiimesi alalim. Diyelim ki x,,, eleman1 bu

kiimenin elemanlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilen ilk vektdér olsun. Bu
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durumda x,, = a;x;+ a,x,t ...+ a,,_1X,_q olacak sekilde a4, a,, ... , a,,skalerleri
vardr.
T — A1 operatorii esitligin her iki tarafina uygulanirsa
(T —Apd) xp, = Z}L‘;l(T — AmDX = ]-“;‘]1 aj(Aj — Am) X;.

X, vektori, A, 60zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor oldugundan bu esitligin sol tarafi
sifirdir. j =1, 2, ..., m— 1 igin x;jvektdrleri lineer bagimsiz oldugundan a;(A; — A,,) =0
olmahdir. j=1,2, ..., m—1i¢in A; # A, oldugundan da a; = 0 olmalidir. Buna gore x,,
= a;x1t ayx,t ..+ a1 Xm—q ifadesindeki x,,, = 0 olur. Ancak x,,, vektorii bir 6zvektor
oldugundan x,, # 0’dir. Celiski elde ettigimiz i¢in {x;, x5, ... , X;,} klimesi lineer

bagimsizdir.

“ _[1r 2 _[a b N A A
Ornek 5.1. A= [_ 8 1 1] ve B = [_ b a] matrislerinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini
bulalim.
Coziim.

A — (izA)A +detA=0ise A* — 124+ 27 =0. O halde (1 -3).(1-9)=0=1=3
ve A =9 bulunur,
(A- ADhx =0
(1-3)x; +2x, =0
—8x; +(11-3)x, =0

Iki bilinmeyenli denklem sistemi ¢dziiliirse x; = x, sonucu elde edilir. Buradan dzvektor

[ﬂ dir.

A* — (izB)A + detB =0 ise

2P~ (2a)A+ (@* +b?)=0=> 4, =a+./a? — (a2 + b?),

dy=a—/a?—(a?+b2)=>M=a + bi, A, =a- bi
(a- a-ib)x, +bx,=0,ix; =x,

Buradan 6zvektor [ﬂ seklinde bulunur.

Teorem 5.5. Hermit matrisinin 6zdegerleri gergeldir.
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Hermit matris karmasik esleniginin transpozesi kendisine esit olan matristir.

3

Ornegin, A:[ 14

1 g l] matrisi hermit matristir.

Kanut.

A=A"=((A)") = (A7), kdsegen elemanlar: gerceldir ¢iinkii @, = a;; dir ve i = j

X1

alirsak a,, = a;; olur. Ax = Ax sayismin gergel oldugunu gosterelim. x = [ : ], x* =
xn

[X1 ** Xu]dir. O halde xx*=|x;|? + ... +|x,|? > 0. Buesitligi Soldan x * ile carpalim.

*

x*Ax = x* Ax 0 halde . = === elde edilir. x"Ax bir say1 oldugu igin;

(x*Ax) = (x*Ax)* = x"A* (x)*=x"Ax = x*
bulunur, yani x *Ax ve A gergeldir.

Normlu kompleks X # {0} uzay1 ve T: X — X lineer operator olsun. A bir kompleks
say1 ve I da X uzay iizerinde birim operator olmak tizere;

1) T, =T - Al operatoriinii tanimlayalim. Eger T, operatoriiniin tersi varsa, bu ters
operatore T nin resolvent operatorii denir ve R;(T) ile gosterilir. Buna gore
2) Ry(T) =T, =(T =AD" olur.
R,(T) mevcut olmak iizere x = T,”'y = R,(T)y olur. Lineer operatérlerin tersi de bir
lineer operator oldugundan R ; resolvent operatorii de bir lineer operatordiir.

Burada 6nemli olan R, resolvent operatoriiniin 6zelliklerinin arastirilmasinin, T
operatoriiniin dzelliklerinin incelenmesi i¢in temel olmasidir. T, ve R ; operatorlerinin bir
cok 6zelligi A kompleks sayisma baghdir. Spektral teoride bu 6zelliklerle ilgilenir. Simdi
spektrum, regiiler deger, rezolvent operatér kavramlarmin daha ayrintili tanimlarini

verelim.

Tanim 5.3. X # {0} kompleks normlu uzayi olmak iizere T: X — X lineer operator olsun.
Eger;

(R1) R,(T) operatorii mevcut ise yani T, operatorii birebir ise,

(R2) R,(T) operatorii tanim kiimesi tizerinde smirl lineer operator ise,

(R3) R,(T) operatoriiniin tanim kiimesi, yani T;’nin goriintii kiimesi X uzayi

icerisinde yogun bir kiime ise,
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A kompleks sayisina T operatoriiniin regiiler degeri ve biitiin regiiler degerlerin
olusturdugu p(T) kiimesine de T operatdriiniin resolvent kiimesi denir. Buna gore
p(T) = {4 € C: Aregiiler deger} = {1 € C: (T — AI)~! mevcut, sinrrli ve X de yogun bir
kiimede tanimli} olarak tanimlayabiliriz. Resolvent kiimesinin C kompleks diizlemdeki
o(T) = C — p(T) tiimleyeni T operatoriiniin spektrumu ve 4 € o(T) kompleks sayisida T
operatoriiniin spektral degeri olur. Buna gore;

o(T) = {4 e C: A spektral deger}

Bu tanima gore o(T) spektrum kiimesi li¢ ayrik kiimeden olusur.

Nokta spektrum: R;(T) resolvent operatoriiniin mevcut olmadigi A sayilarinin
kiimesi olup op(T) ile gosterilir. Bu durumda A € 6,(T) kompleks sayisina T

operatoriiniin bir 6zdegeri denir. Nokta spektrumuna ayrik spektrum da denir.

Siirekli spektrum: R ;(T) operat6riiniin mevcut oldugu , (R3) sartinin saglanip (Rz2)
sartinin saglanmadig1 yani, R;(T) resolvent operatoriiniin sinirsiz oldugu A sayilarinin
kiimesidir ve o, (T) ile gosterilir.

Residii spektrum: R;(T) resolvent operatOriiniin mevcut oldugu(smirli veya
siirsiz) fakat (Rs) sartinin saglanmadigi yani R;(T) operatoriiniin tanim kiimesinin X

uzayinda yogun olmadigi A sayilarinin kiimesidir ve o;.(T) ile gosterilir.

Tablo 5.1 Resolvent ve spektrum kiimeleri

A kompleks sayisinin elemani oldugu kiimeler Saglanan sartlar  Saglanmayan sartlar

p(T) resolvent (R1), (Ra), (Rs)

o, (T) nokta spektrum (R1)
o, (T) siirekli spektrum (R1), (Rs) (R2)
0, (T) residii spektrum (R) (Rs)

C = p(T) Uoy(T) Co(T) Uoy(T)

(Teorem: X, Y normlu uzay ve X tamim kiimesi R(T) c Y deger kiimesi olmak iizere;
T:X—>R(T) lineer operatorii verilmis olsun. T nin tersinir olmasi icin gerek ve yeter sart
¢ekirdeginin sadece sifir vektoriinden olusmasidir.)

Yukaridaki teoremden dolay1 T;* = R;: R(T;)—>X doniisiimiiniin mevcut olmasi
icin gerek ve yeter sart T)x = 0 oldugunda x = 0 olmasidir. Yani T, operatoriiniin

¢ekirdeginin {0} olmasidir. Yani eger bir x # 0 vektori icin T;x = (T — Al)x = 0 ise
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T operatdriiniin tersi yani R, resolvent operatdrii meveut degildir. O halde A € o, (T) dir.
Bu ise A degerinin T operatoriiniin 6zdegeri olmasidir. Bu durumda x vektori T
operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii olur. Sonlu boyutlu uzaylarda
oldugu gibi 6zuzay T nin A 6zdegerine karsilik gelen biitiin 6zvektorler ile 0°dan ibaret
olan, X’in bir alt uzayidir ve T’nin A’ya karsilik gelen 6z altuzayini olusturur.

Buradaki 6zdegerin tanimi ile matrisler i¢in bilinen 6zdeger tanimlar1 uyumludur.
Ciinkii sonlu boyutlu uzay lizerinde tanimli lineer operatoriin spektrumu sadece nokta
spektrumu olup stirekli ve residii spektrumu bos kiimedir. Dolayisiyla sonlu boyutlu
uzaylarda her spektral deger bir 6zdegerdir. Eger X sonsuz boyutlu ise bu durumda T
operatoriiniin 6zdeger olmayan spektral degerleri olabilir. Yani spektrum kiimesinin
eleman1 olup nokta spektrum kiimesinin elemani olmayan degerler olabilir. Ornekle

inceleyelim.

Ornek 5.2. X = [, Hilbert dizi uzay iizerinde x = (ﬁj) € 1, olmak tizere

(€, &y ) > (0,E,,E,, ...) ile tammlanan T: [, — [, lineer operatdriinii tammlayalim.

T operatorii saga 6teleme operatoriidiir, [, uzayindaki norm asagida verildigi gibidir.

- 1
Il = > )2
=1

1Tl = |0, &, &, -l= Ema(lx 2= |6, &, -l = lxl oldugundan T simirhidr.

7|

Ayni zamanda ||T|| = Sup~—— = Sup 1 = 1°dir.
x#0 llxll x+0
a) Tx=0=>x=0dwr. Yani Ry(T) =T"1: T(X) > X, (£, &, ..) > (&, &,

...) operatorii mevcuttur ve sola otelemelidir. Yani Ry(T) operatorii (R1) sartini
saglar.

Fakat (&,,¢,,...) > (0,&,, E,, ...) ifadesinden T(X) kiimesi Y = {(n;): n1 = 0} olup
X in 6z alt uzayidir ve T(X) # X saglanmaktadir. Yani T(X) kiimesi X uzay1
icerisinde yogun degildir. Yani Ry(T) operatorii (Rs3) sartin1 saglamaz. O halde A =
0 degeri T operatdriiniin resolvent kiimesinin bir eleman1 olmayip, spektrum
kiimesinin elemanidir. Yani A = 0 bir spektral degerdir.

b) &, &, ) > (0,8, &, ...)dendolay1 Tx =0 = x = 0°dir ve x=0

vektorii 6zvektor olmayacagi icin Buna gore A = 0 degeri 6zdeger degildir.
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Lemma 5.1 X kompleks Banach uzayi iizerinde T: X — X lineer operatorii verilsin ve
A € p(T) olsun. Eger

a) T kapali operator veya

b) T sinirli operator
ise 0 halde R,(T) resolvent operatorii X uzaymin tamami {izerinde tanimli olup smirlidir.

Simdi verilen bir operatoriin spektrumunun genel 6zelliklerini ele alalim. Bu

ozellikler operatoriin kendisine ve operatdriin tammmlandigi uzaya baghdir. Once
kompleks X Banach uzayi iizerinde tanimli ve smirli T lineer operatorleri ile

baslayacagiz. Yani T € B(X) alacagiz.

Teorem 5.6. X Banach uzay1 olmak iizere T € B(X) alalim. Eger ||T|| < 1 ise bu durumda
(I — T)7?! operatorii X uzaymin tamamu iizerinde smirh bir lineer operatdrdiir ve
I-T)' =32, T =1+T+T%+....

Esitligin sag tarafinda bulunan seri B(X) kiimesinin iizerindeki norma gore yakinsaktir.

Kanut.

Tiimevarimdan ||T7|| < (IT|ldir. TITIY, geometrik serileri ||T|| < 1 oldugu
durumda yakimsak oldugundan verilen seri ||T|| < 1 i¢in mutlak yakinsak olacaktir. X bir
Banach uzay1 oldugundan B(X) uzayi da tam uzaydir.

(Teorem: Eger Y bir Banach uzayt ise B(X,Y) uzayr bir Banach uzayidir.)

Yukaridaki teorem nedeniyle B(X) tam olacaktir. Dolayisiyla mutlak yakinsaklik
serinin yakinsakligin1 gerektirdiginden seri yakinsak olacaktir. O halde Y, T) = S(X)
serisinin toplamini S ile gosterelim. S = (I —T)™! oldugunu gostermemiz yeterli
olacaktrr. S,, kismi toplamlar dizisini gostersin. O halde;

(1-DS,=(-T)(A+T+T2+..+T")
=1 +T+T?+. . +T"-T-T?-T3—..-T"*"!
= | _Tn+1
ve benzer yolla S,,(1 — T) = | — T"*1yazilir ve ||T|| < 1 oldugundan n — oo igin, limite
gegilirse T™*! — 0 oldugundan;
(I-T)S=SU-T)=1
elde edilir. Buradan S = (I — T)~! bulunur.
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Bu teoremin ilk uygulamasi olarak smirli bir lineer operatoriin spektrumunun

kompleks diizlemde kapali oldugunu gosterelim.

Teorem 5.7. X kompleks Banach uzayi iizerinde taniml1 ve smirli T lineer operatoriiniin

p(T) resolvent kiimesi agiktir ve dolayisiyla o(T) spektrum kiimesi kapalidir.

Kanut.

Eger p(T) = O ise ispat agiktir. O halde p(T) # & alalim. Bu durumda Ao € p(T)
sayisin1 ve herhangi bir A € C alalim.
T;=T-Xl=T—Aol + Aol — Al
=T —Xol = (A— Ao)l
= (T — Aol)[I = (X — Ao)(T = 2ol)?]
= Ty, (1= (A = Ro) (Ty,) ™)
=Ty, (I - (A —Xo) R;,)
V =1- (A ko) Ry secelim. O halde T, =T, V yazilr.

Mo € p(T) ve T operatérii siirl oldugundan LemmaS5.1’den dolay:r R resolvent
operatdrii X uzaymin tamamu iizerinde tanimli ve smirhdir. Buradan R ; = (T,lo)'1 e B(X)
elde ederiz.

Onceki teoremdeki T operatorii yerine (A — Ao)(R 1,) € B(X) operatorii alinirsa,
|(2 = A0)R,, || < 1 olmak iizere tiim A degerleri icin (I — (A —Ao)(R;,))™ = V! operatdrii
X uzayinin tamami iizerinde taniml1 ve smirli olur.

VL= (1= (0= ha)(R0)) = B20((h = A)Ry V=50 (h = A) Ry ) Ve [| (2 = Ag)Ry, || <
1
IRz

_r
1Rz

1= 1A= Aol Ry || < 1= 14— A4l < olur. T, =R, € B(X) oldugundan V = -

(A — ko) Ry, ifadesinden [1— 4,| < esitsizligini saglayan her A degeri igin T),

operatoriiniin R, = T;* = (T;LOV)'1 = V'lT[0 1=V1IR J,Seklinde bir tersi vardir. Dolayisiyla

|4 — Aol < m ifadesi T operatdriiniin A, 1n regiiler A degerlerinden ibaret komsulugunu
20

gosterir.
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R, mevcut, R; = VIR 4, 0ldugundan smirl ve X uzayinin tamaminda tanimlidir.

Ao € p(T) keyfi bir sabit oldugundan p(T') resolvent kiimesi a¢ik kiimedir. O halde o(T)
= C — p(T) spektrum kiimesi kapalidir.

Teorem.5.8. X kompleks Banach uzay1 ve bu uzay iizerinde tanimli ve sinirh bir T

operatorii alalim. R, T resolvent operatorii her Ao € p(T) igin kompleks diizlemde |4 — A,|

1
(R4l

< diski iginde mutlak yakimsak olan R; = %2, (A — Lo)'R;. 0j+1 gOsterimine sahiptir.

Bu disk p(T) resolvent kiimesinin bir alt kiimesidir.

Kanit.
Ri.= V'R, ve V*' =32 (L — Ao)'R;,’ oldugundan R, = VIR esitliginde
V=3 o — XO)jR%j esitligi yerine yazilirsa, Ry. = (X2 (A — Ko)ijoj) R, Ve A sayist

disk iginde keyfi bir sabit oldugundan Ry, = X720 (A — ko)ijojH bulunur.

Teorem 5.9. X kompleks Banach uzayi iizerinde tanimhi ve sinirh T: X — X lineer
operatoriiniin o(T) spektrumu kompakttir ve [A] < ||T||ile verilen diskin i¢indedir. Yani

T operatoriiniin p(T) resolvent kiimesi bos degildir.

Kanut.

(Teorem: X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve M, X uzaymin bir alt kiimesi olsun.
M kiimesinin kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart M’nin kapali ve sumirli olmasidir.)
Yukar1 verilen Teorem geregi o(T) spektrum kiimesinin kapali ve sinirli oldugunu
gostermek yeterlidir. Onceki teoremden o(T) spektrum kiimesi kapalidir. O halde

smirliliga bakmak yeterli olacaktir. A # 0 alalim. Buna gore;

RUT)= Tt = (T =2yt = ET - DY =((1 - T == 20 - 2Ty = 2137 Ty

yazabiliriz. Z;":O(%T)j serisi ”%T” = % < 1 esitsizligini saglayan her A degeri i¢in

yakmsaktir. Yani |A| > [|T|| i¢in yakmnsaktir. O halde |A| > ||T|| sartin1 saglayan A
degerleri p(T) resolvent kiimesinin elemanlaridir. Buradan o(T) = C - p(T) spektrum
kiimesinin elemanlar1 [4| < ||T|| diskinin iginde olmahdir. Dolayisiyla o(T) spektrum

kiimesi sinirhdir.
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Tanmim 5.4. X # {0} ve T € B(X) olsun. o(T) kiimesi T nin spektrumu olmak tizere

7,(T) :kSu(I%)Iﬂ.I
€0

sayisina T operatoriiniin spektral yaricapi denir. Eger X bir Banach uzayi ise

ro(T) = lim Y/IIT"]

Teorem 5.10. X # {0}ve T € B(X) olsun. Bu durumda o(T*) < o(T)’dir. Eger X bir

Banach uzayi ise o(T*) = o(T)’dir.

Teorem 5.11. X # {0} kompleks Banach uzay1 ve T € B(X) ise o(T) # &, yani spektrum

kiimesi daima bos degil.

Teorem 5.12. X kompleks Banach uzayi, T € B(X) olsun ve A, p € p(T) alalim. Bu

durumda
a) T operatoriiniin R; resolvent operatorii asagidaki resolvent denklemini
saglar:
Ry~ R, = (= )RR, (k€ p(T)).
b) R resolvent operatorii, T operatorii ile degismeli olan her bir S € B(X)

operatori ile degismelidir.

C) R/IR,u: RﬂRﬂ (}\,, VS p(T))

Kanit.

a) T operatorii smirli oldugundan Lemma5.1’den dolayr R; operatorii X
uzaymin tamaminda tanimli ve sinirlidir. Yani T operatoriiniin deger kiimesi X uzayinin
kendisidir. Yani R;: X - X ve T: X — X. O halde I operatérii X uzay lizerinde birim
operator olmak tizere A, pu € p(T) i¢in

I =T)R;, | =R,T,
(R.—R;) =R -1Ry) =(T;R;) — (R,TIR, =R(T, TR,
ve
T,=T-AL,T,=T—ul
R,—R))=R,(T),-T)R, =R, (T-M—-(T—-ul))R; =R, (Al +ul)R; = (u—-M)R,R,
bulunur.

26



b) S e B(X) operatorii T ile degismeli yani ST = TS olsun.
) ST, =S(T-Al)=ST-SAM =ST-AS=TS-AS
i) T,S=(T—-AlS=TS - AIS =TS — AS esitliklerinden T,;S = ST, olur.
O halde | = TR, = R,T, esitliklerini kullanirsak;
R;S=R,;SI =R,;ST)R;, =R,T,;SR,= ISR, = SR,
bulunur, buradan R;S = SR esitligine ulasilir. Yani R, operatori S ile degismelidir.

C) R;S = SR, esitliginde R, yerine R, ve S yerine de T alirsak T operatorii

kendisi ile degismeli oldugundan R, resolvent operatorii T ile degismeli olacaktir.

Sonra R;S = SR, esitliginde S yerine R, almirsa R;R,, = R R, esitligi bulunacaktir.

Spektral teoride 6nemli bir yeri olan diger bir sonug¢ spektral doniisiim teorisidir.
On hazirlik yapmak amaciyla matrisler i¢in spektral doniisiim teoremini hazirlayalim.

Eger A sayis1 A kare matrisinin bir 6zdegeri ise bir x # 0 i¢gin AA = Ax oldugunu
biliyoruz. Bu esitligi kullanarak A2x = AAX = AAX = AAx = A*x bulunur. Yani A2x = A*x
olur ve bu sekilde devam edilerek her m € Z* i¢in Ax = 7™ x oldugu elde edilir. O halde
A, A kare matrisinin bir 6zdegeri ise A" sayis1 da A™ kare matrisinin bir 6zdegeri olur.
Daha genel bir ifadeyle;

P(L) = oA +ana A" . +ao, P(A) = and™ + o1 A" +. L Foul
matrisinin bir 6zdegeridir.

Simdi sonlu boyutta elde edilen bu sonucun herhangi bir boyuttaki Banach uzayma
da genisletilebilecegini gérmeye calisalim. Fakat bu yapilirken smirli lineer bir
operatoriiniin spektrumunun bostan farkli oldugu sonucu kullanilacaktir. Asagida verilen
teoremde

p(o(1) = {neClp=p(): % € o(T)}

semboliinii kullanacagiz.

Teorem 5.13. (Polinomlar i¢in spektral doniisiim teoremi)
X kompleks Banach uzayy, T e B(X) alalm. p(A) = and™ + onaA™ ' +...+ a0 (an # 0)
olsun. Bu durumda;
o(p(T)) =p(o(T)) dir.
Yani p(T) = onT™ onaT™ +... + ool operatoriiniin o(p(T)) spektrumu, T
operatoriiniin o(T) spektrumuna ait noktalarin p polinomu altindaki goriintiilerinden

ibarettir.
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Kanut.

o(T) # & oldugunu kabul edelim. n > 0 olsun.

o(p(T)) cp(o(T)) ve p(o(T)) < o(p(T))

oldugunu gostermeliyiz.

a) o(p(T)) < p(o(T)) oldugunu gosterelim. p(T) = S olsun ve pe C alalim.
S, =p(T) - pl eger S, ~1varsa S p ~1 operatorii p(T) polinomunun resolvent operatdrii
olur. X kompleks uzay oldugundan S, (1) = p(1) — u seklinde verilen polinomun kokleri
Y1, Y2, ... Yn seklinde ise her polinom garpanlarina ayrilabildigi igin S, (1) = p(r) — pl =
oy (M — y1).(0 — v2) ... (A—yn) ...(1) ve A yerine T yazarsak S,= p(T)— ul= a, (T — 1al).
(T = y2D) ... (T = ynl) ...(5.1) Eger her yj ep(T) ise T — yI’min tersi var ve sinirhi
operatordiir ve lemma5.1 geregince tiim X de tanimlidir ve onlarin ¢arpimlar1 da ayni
ozellige sahiptir. iki operatoriin tersleri varsa onlarm ¢arpimlarinin(bileskesinin) da tersi
vardrr. Yani (A.B)* = B1.A%). O halde (5.1)’a gore S,* = i.(T — )t (T =)t
bulunur. §,= p(T) — ul ifadesinin tersi olup, smirl ve tiim X de taniml1 oldugundan p e
p(p(T)) olur. Buradan her p € o(p(T)) igin Oyle bir yjoVaI‘dlr ki Y, € o(T) aksi durumda

her j igin yj € p(T) olsaydi yukarida verilen sonuglara gére p € p(p(T)) olurdu. Buda p
o(p(T)) ile gelismektedir. Yukaridaki polinom agilimmdan S“(on) = p(yjo) —u=0,pu=

p(y;,) € P(s(T)) yani her p e o(p(T)) igin p € p(s(T)) olur. O halde s(p(T)) = p(s(T))
oldugu kanitlandi.

b) p(s(T)) <= o(p(T)) oldugunu gosterelim. Her kK € p(c(T)) ise k € o(p(T))
oldugunu gosterelim. k € p(o(T)) alalim. O zaman bir B € o(T) vardir ki k = p(p). Simdi
bundan sonra iki durum miimkiindiir. i)T — BI’nin tersi yoktur, ii) T — BI’nin tersi vardir.

i) p(B)—k =0 ; B sayist Si(A) = p(A) — k polinomunun bir kokidiir. O halde g(A)
polinomu S, (A) polinomunun diger tam bdlenlerinin ve on baskatsaymnin garpimini
gostermek tlizere Sy (A) = p(A)—K =(A—p).g(1) yazilabilir. Operatore gegersek;

S = p(T) - KI = (T = Bhg(T) = g(T)(T = BD ... (5.2)
Eger S;’nin tersi olsaydi C = g(T)S, " olmak iizere (T — Bl).g(T). S, ' =
S g(M(T =B =1.
Yani (T — BI)’nin C tersi var, bu ise ¢eliskidir. Yani p(T) — kI’nin tersi yoktur.
Yani k € o(p(T))
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i) B € o(T)’dir, k = p(B) , fakat T — BI’nin tersi var olsun. O zaman;
R(T — B) # X (5.3)
Agik doniisiim teoremine gore (5.2) saglanirsa T — BI ortendir ve T — BI’nin sinirh
bir tersi vardir. Oyleyse B € p(T) olur. Bu ise kabuliimiiz olan B e o(T) ile gelisir. (5.2)
ifadesinden Sy (X) = (T — BDg(T)(X) # X, R(Sx) # X O halde k € o(p(T))’dir. Aksi
durumda k e p(p(T)) ise, lemma5.1’i p(T)’ye uygularsak (p(T) — KI)? tiim X de taniml1
olur yani

R(p(T) — kI) = X, R(S,) = X bu ise R(Sk) # X ile ¢eligir. Dolayisiyla k € o(p(T))’dir.

Ispat tamamland.
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6. BANACH UZAYLARINDA SINIRLI LINEER OPERATORLERIN
SPEKTRUMU
Eger X uzay1 kompleks Banach uzayi ise A kompleks sayisinin regiiler deger olmasi

icin daha basit tanim verilebilmektedir.

Tamm 6.1. X Banach uzayi, T € B(X) operatorii verilsin. Eger bir S € B(X) operatorii
icin S.T =T.S =1 esitligi saglaniyorsa T ye tersinebilir operator denir. Burada I birim

matristir.

Teorem 6.1. X kompleks Banach uzay1 ve T € B(X) olsun. O zaman T operatori

tersinebilirdir & T birebir ve ortendir.

Kanut.

(=) T operatorii tersinebilir olsun. S € B(X) vardir ki ST =TS =1. Eger Tx =0
ise x = Ix = STx = S0 = 0, yani T birebirdir. Herhangi bir y € X i¢in y = Iy = T(Sy),
yani T ortendir, ¢iinkii herhangi y € X eleman1 T operatoriiniin goriintii kiimesindedir.
(<) T birebir ve 6rten olsun. A¢ik Doniisiim Teoremine gore S € B(X) vardir ki ST =
TS =1, yani T doniistimii tersinebilirdir.

Simdi T €eB(X), Aep(T) ve T, = T — Al, R; = T;'olsun. Burada p(T)
rezolvent kiimesi, R, ise rezolvent operatoriidir A sayis1 asagidaki kosullari
saglamaktadir:

R1) R; vardir, yani T, operatorii birebirdir.

R2) R;: R(R;) — X operatorii sinirhdir.

R3) R;’nimn tanim kiimesi X de yogundur.

Bu kosullar yukarida verilen teoreme ( Teorem 6.1) gore altta verilen tanim gibi
degisebilir. Bagka bir deyisle, A’nin regiiler nokta olmasi i¢in, yani rezolvent kiimesinden

olmasi i¢in T; = T — Al operatoriiniin birebir ve drten olmasi gerekmektedir.

Teorem 6.2. X kompleks Banach uzaymnda T e B(X) olsun. O zaman

A € p(T) < T, tersinebilirdir.

Kanat.
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(<&)T, tersinebilir ise Teorem 6.1. e gore R, vardir, Im(T;) = X ve S; € B(X) vardir
kiS,T,=T,S,=1yani R; =S, ve R, sinirhdur.
(=) Eger R1) ve R3) kosullar1 saglaniyorsa R1)’den dolay1 T, birebirdir. R2)’e gére
Im(T,) kiimesi X de yogun oldugu i¢in Teorem 3.3 e gore su esitlik saglanir R(T)) =
R(T,) = X ve Ty ortendir ve Rs)’e gore R, € B(X) vardrr ki R;T;= T;R, =1, yani T,

tersinebilirdir.

Sonug 6.1. X kompleks Banach uzayi, T € B(X) ise A € p(T) < T, doniisiimii birebir ve
ortendir.

Bu sonugtan dolay1 A € o(T) < T, doniisiimii birebir degildir veya orten degildir.
Bir 4 € C sayisi igin T; doniistimii birebir degilse bir x € C™, X # 0 vektori vardir ki T;x
= 0 veya Tx = Ax. Boyle Asayisma T’nin 6zdegeri, x vektoriine ise A’ya karsilik gelen

0zvektorl denildigini hatirlayalim.

Ornek 6.1. X = 1%, T € B(l?) lineer doniisiimii
T(X1, X2, X3, X4, ... ) = (X1, -X2, X3, X4, ...)
seklinde tanimlansin. A =1 ve A = -1 sayilar1 6zdegerler, (1,0,0,0,...) ve (0, 1, 0,0, ...)
e 12 vektorleri ise karsilik gelen 6zvektorlerdir.
(1,-0,0,-0,...)=1.(1,0,0,0,...),
0,-1,0,0,...)=(-1).(0, 1,0, 0, ...).
Ote yandan, her A € C, A # 1, A # -1 i¢in T; doniisiimii drtendir. Herhangi bir y
12 secelim. O halde y = (y1, Y2, V3, V4, ... ) oldugundan T,(x) = y saglayan x € [? vardur.
Gergekten,
(T=ADx=Yy,
(1, =x2, X3, =Xx1, ... ) — (Mxq, AXg, Axg, Axy, ... ) = (Y1, Y2, Y3, V4, ... )
(1-2) x1 = y1,
(—1-2) x2 =y,
(1-2) x5 = y3,
(—1-A) x4 =y, ...
X = (X1, Xg, X3, X4y +.0 ) = (1T1/13’1' ﬁh' i)’sa ﬁﬂa )

x e [?dir, ¢iinkii
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R N R I e = A =

[l ot + =
= |l + lysl2 0+ |2 Uyl vl + o < | 2l + |2 iylie=
- (|11 |1+/1| ) Iyl <co.

A #1, A= —1lise T; donilisiimii birebirdir. Gergekten, (T — Al)x =0 ise,
(g — Axq, =X — Axy, X3 — AX3, —X4 — AX4, ...) =(0,0,0,0, ...),
A-Mx;=0,(1+X)x,=0,(1—=A)x3=0,(L+A)x, =0,
X1 =Xy = X3 =Xx4=...=0, yani x = 0. Dolayisiyla o(T) = {-1, 1}.
o(T) = {-1, 1} oldugu baska bir yolla da gosterilebilir. T? = I"dir ve o(T?) = {1} olur. O
halde polinomlar igin spektral doniisiim teoremine gére o(T'?) = (o(T))? oldugu i¢in o(T)

< {-1,1}. Ancak {-1, 1} = o(T) oldugu i¢in o(T) = {-1, 1} olmaktadir.

Ornek 6.2. T € B(1?), T(xy, X, X3, X4, ... ) = (0, X1, X5, X3, ... ) saga kaydirma
operatoriiniin 6zdegeri bulunmamaktadir. Gergekten Tx = Ax = (0, x4, x5, x5, ... ) =
(Axq, Axy, Axs, ... ). Eger A=01ise x; =x, =x3=...=0, eger A # 0ise Ax; = 0’dan x;
=0, Ax, = x;’den Ax, =0 ve x, =0, ... Simdi o(T) = {A € C: |A| < 1} oldugunu
kanitlayalim. |4| <1 olsun. T * eslenik operatorii soyledir:

T (xq, X3, X3, X4, ... ) = (X2, X3, X4, ... )

T*x = Ax i€ Xp41 = AXp Ve X, = A" bir goziimdiir (A 0) ve X7_; x2 = Yo A°"
<o, {x,} € [2. Ote yandan, 1 = 0 da 6zdegerdir, ¢iinkii x = (1, 0, 0, ...) vektdrii A=0a
karsilik gelen 6zvektordiir. Sonucta {A: [1] <1} < o(T) ve {1 € C: |1] <1} < o(T).

{Ae C: || <1} ={\ € C: || <1} oldugu i¢in {A: |A] <1} < o(T) ve o(T) kiimesi
kapali oldugu i¢in {A: |A] <1} < o(T). Ote yandan |A| > 1 ise ||T|| = 1 oldugu i¢in | 1| >
IT|| ve Teorem 5.9 a gére A € p(T). Sonug olarak ise o(T) = {A: || <1} elde edilir.

Teorem 6.3. Eger X kompleks Hilbert uzayi ve T € B(X) lniter operatdr ise
o(T) c {4 |A] =1}.

Kanut.
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T iiniter ise ||T|| = 1 oldugundan o(T) < {A: |[A] <1}. Ote yandan o(T*) < {1A: |]]
< 1}( T* operatdrii de {initer oldugu i¢in). Ancak T* = T~1’dir ve o(T) = {A™": o(T ")}

< {\: | 2] = 1} oldugu i¢in teoremde verilen esitlik kanitlanmis olur.

Ornek 6.3. X = C[0,1] uzay1 [0,1]’de taniml1 siirekli kompleks fonksiyonlar uzay1, v(t)
€ X fonksiyonu secilsin ve T: X — X operatorii, Tx = vx gibi tanimlansin. 0 ¢ R((t))

oldugunu varsayalim. Buna gore o(T) kiimesini bulalim. Tx = AX, v(t)x(t) = Ax(t), x(t)

=7 (t;—k oldugu icin ve A ¢ R(W(t)) = {v(t): t € [0,1]} i¢in x(t) stirekli olmaktadir. Her

A ¢ R(V(t)) degeri T operatoriiniin 6zdegeridir, ¢linkii (T — Al)x = 0 denkleminin
sifirdan farkli x(t) € X ¢6ziimii vardir. A’nin bu degerlerinde T, doniisiimii 6rten oldugu

icin o(T) = R(UL)).

Ornek 6.4. X =1%, T: 1% — [* doniisiimii x — (x,, X3, ...) gibi tammlansin. o(T) = {1
|A] < 1}°dir. Gergekten ||T|| = 1 oldugu i¢in |A] > L ise A € p(T). |A] <1olsun ve T)x =
0 dan (x, — Axq, x3— Ax, ... )= (0, 0, 0, ...). Buradan x,= Ax;, X3= AX,, X4= AX3,
...cikar.

Egerx; =a#0ise x = (a, ad, ad?, ...)# 0 vektdrii bir 5zvektdrdiir. Bundan dolayz,

kapali birim diskteki her A sayis1 6zdeger olmaktadir ve o(T) = {A: || < 1} dir.
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7. OZESLENIK OPERATORLERIN SPEKTRUMU

Kompleks H Hilbert uzayinda tanimli T operatorii i¢in T = T * ise T’ye 6zeslenik

operator denildigini hatirlayalim.

Teorem 7.1. T: H — H sinirlt lineer operatorii verilsin. O zaman T* =T < Her x e H
eleman icin < Tx, x > sayis1 gergeldir.
H kompleks Hilbert uzayr ve T: H — H smirli lineer operatdr olsun. Eger T nin

0zdegeri varsa asagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 7.2. T: H — H sinirl1 lineer operatdr ve T* =T olsun. O zaman
a) T’nin 6zdegerleri (eger varsa) gerceldir.
b) Farkli 6zdegerlere kars1 gelen 6zvektorler ortogonaldir.
Bu teoremin kaniti sonlu boyutlu uzaylarda matrisler icin verilen kanita benzer yolla

yapilmaktadir.

Teorem 7.3. T* =T ise A sayismin p(T) rezolvent kiimesinde olmasi igin gerek ve yeter
kosul T; = T — Al olmak tizere 6yle ¢ > 0 sayisi vardir ki her x € H igin [|T;x|| > cl|x]|

kosulunun saglanmasidir.

Kanut.

Eger A € p(T) ise Ry = T2t H > H var ve smirhdrr. ||R,|| =k >0ve herx e H

ioin llxll = IR, Toll < IRANT,xll = KIT,xll (e = 1),

Tersine (|[T,x|| > cl|x]|) saglansin. A sayismin rezolventte oldugunu kanitlayalim.
Bunun i¢in asagidakileri kanitlayalim.

1) T;: H— T,(H) birebir ve 6rtendir,

2) T, (H) alt uzay1 H de yogundur,

3) T,(H) kapahdur.

Buradan T,(H) = H (ortenlik) ve Sinirli Ters Doniisiim Teoremine gore R; =
T; *doniisiimii sinirh olacaktir.

1) Tyx; = Tyx, ise 0 = [Ty — Tyl = T30 — 221 = cllxg; — x50 ve x; = x,

oldugu ortaya ¢ikar.
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2) xo LT(H) ise x,= 0 oldugunu gosterelim. x, L T(H)’dir ve her x € H igin 0 =<
T)x,xo>=<Tx, xqg>— A< X, xy>=<x, Txg>— < x, Axy> =< x, Txy —Ax,>,
x € H keyfi oldugundan Tx, = Ax,. Buradan x, = 0°dir. Eger x, # 0 olsayd1 4
sayist T’nin 6zdegeri olurdu. A gercel oldugu i¢in buradan A = 1 ve x, — Ax, =
T;xo =0 ve (1)’e gore 0 = ||T,x]|| > cl||xql| > 0 geliskisi ¢ikardi. Yani x, = 0’dur.
x, keyfi oldugu i¢in (T,(H))* = {0}. Bilinen teoreme gore T,(H) = H, yani T,(H)
altuzay1 H’de yogundur.

3) y eT,(H) olsun, y €T,(H) oldugunu kanitlayalim. y elemani kapanistan oldugu
icin y,, € T;(H) dizisi vardir ki y,, — y saglanmaktadir. x,, € H olmak iizere y,,=
T;x, esitligi gecerlidir ve

1 = % lI1< 213 Cen = %) 1= v = Yol
{y,} dizisi yakinsak oldugu i¢in Cauchy dizisidir. {x,} de Cauchy dizisidir ve
yakinsaktir x, — x ve y, = T,x,, — T;x. Limitin tekliginden T;x =y € T,;(H), yani
T(H) kapahdir. T(H) = T(H) = H saglaniyor, yani R, operatorii tim H uzayinda
tanimli ve smirlidir ve A € p(T)’dir ve A rezolvent kiimesindendir.
Eger T sinirh lineer operatdrii dzeslenik ise onun o(T) spektrumu gergeldir. Ote
yandan o(T)’nin kompakt oldugu da bilinmektedir. Ancak bdyle operatorler i¢in daha

fazlas1 sdylenebilmektedir.

Teorem 7.4.T: H — H smirh 6zeslenik lineer operator ise o(T) spektrumu [m, M] kapali
gergel araliktadir. Burada

M = Sup <Tx,x>,
llxll=1

m= Inf < Tx,x >,
lx|l=1

Kanut.

A € o(T) ise A gergeldir. ¢ > 0 olmak iizere t = (M + c) sayisinin p(T) resolvent
kiimesinde oldugunu gosterelim. Her x # 0 ve v=|[x||~1x i¢in x = |[x||v, ||v|| = 1 buradan
hareketle < Tx,x > = < T(||x||v),llx|lv> = [Ix]|? < Tv,v > < < x,x > M’dir. — <
Tx,x > > — < x,x> M ve Cauchy-Schwartz esitsizligine gore |[T.x||. |[x]| > —< Tyx, x>
=—<(T—tx),x>=—<Tx,x>+t<x,x>>(—M + t)||x||* =cl||x||?, sonug olarak

[T:x]|| > c|[x]|| buradan (teorem...) gore t € p(T). Her t < m sayisi igin de
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t € p(T) oldugu benzer yolla kanitlanmaktadir.

Teorem 7.5. T: H — H sinirl1 6zeslenik lineer operator ise ||T|| = sup |< Tx,x >|
llxl|=1

Teorem 7.6. H # {0} ve T operatorii onceki teoremin kosullarmi sagliyorsa m ve M

sayilar1 T’ nin spektral degerleridir, yanim € o(T) ve M € o(T).
Teorem 7.7. T: H — H sinirh 6zeslenik lineer operator ise o;.(T) = &.

Kant.

Olmayana ergi yontemini uygulayip o, T # & oldugunu varsayalim. A € o;.T olsun.
Tamma gore T, = T — Al’min tersi vardir, ancak T;' tersinin R(T;') tanim kiimesi
H uzayinda yogun degildir, yani W{l) # H. Hilbert uzayinda izdiistimle ilgili temel
teoreme gore y # 0, y € H vardrr ki y elemamR(T;*)’e diktir. Ote yandan R(T»?) alt
uzay1 T; nin deger kiimesidir.

Bundan dolay1 her x € H i¢in <T;x,y >=<(T — ADx,y>=0,<x, (T — A"y >
=0,<x (T*—Ay>=0, <x,(T—Al)y>=0dwr. (Burada T = T*ve A’nin gergel
oldugu kullamld1.) x = T,y alirsak ||T;y||? =0, T;y =0, Ty — Ay = 0 bulunur. y # 0

oldugu i¢in buradan A’ nin 6zdeger oldugu ortaya ¢ikar. Buise 4 € o, T ile gelisir.
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8. POLINOMIAL MATRISLERIN SPEKTRUMU
Burada polinomial bi¢imde verilmis sonlu boyutlu smnirli lineer operatorler
demetinin spektrumu ele alinacaktir. Baska bir deyisle ¢ < C acik kiime ve J = [0,1]
olmak {izere
K(A) = 2K, + 'Ky + ..+ 0K + K, (8.1)
matrisler ailesi verilsin. Burada K; (i = 0, 1, ... , k) matrisleri n x n boyutlu gercel

matrislerdir. Bu ailenin spektrumunun ¢ kiimesinde bulunmasi igin kosul verilecektir.

Tanmim 8.1. n x n bigciminde verilen matrislerin bir x ac¢ik kiimesi ve g: R™"— R
doniigiimil verilsin. Eger her K € x i¢in g(K) # 0 ve her K € dk igin g(K) = 0 ise g
doniisiimiine x ailesini koruyan doniisiim(guardian map) denir. Burada R™" sembolii

n x n boyutlu tiim gergel matrisler ailesini gostermektedir.

Ornek 8.1. o kiimesi sol acik yar1 diizlem (Hurwitz bdlgesi), x ailesi ise spektrumu
¢ de olan n xn matrislerin ailesi ise g(K) = det K&K, burada @ sembolii Kronecker

toplamin1 gostermektedir.

Ornek 8.2. pkiimesi agik birim disk (Schur bdlgesi) ise g(K) = det (K®K — IQI) olur.
n x n boyutlu matrislerin x agik kiimesi verilsin ve g(K) bu ailenin koruyan doniistimii
olsun. f:R™™— R™™ matris fonksiyonu verilsin ve f(K) matrisinin girdileri K’nin
girdilerinin polinom fonksiyonlar1 olsun. Ornegin, f(K) = det(K®K), f (K) = det(KQK

— I®I) fonksiyonlar1 bu kosulu saglamaktadir.

Tamm 8.2. f(K(1)) = XN, /”LiFl- gosterimine f(K(A)) nin matris gdsterimi denir.

Burada F;’ler uygun boyutlu matrislerdir.

Tamm 8.3. Eger g(K) = det f(K) ise g’nin polinomial determinant gdsterimi vardir

denir.
Ornek 8.3. K(A) = K, + 4Ky, F(K) = K? ve K, = _11 g] K, = [411 (2) ise

f(1f<(z))=[;1L 3]%[185 160]”22 é

bulunmaktadir.
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Teorem 8.1. (8.1) ailesi ve g — C agik bolgesi verilsin. Spektrumu  ’de olan timn x n
matrisler ailesinin v(K) = det f(K) gibi polinomial determinant gdsterimi mevcut olsun
ve Fo, Fy, ..., Fy matrisleri f(K(A))’y1 temsil eden matrisler olsun. O zaman K (A)
ailesinin spektrumunun g bolgesinde olmasi igin gerek ve yeter kosul Ko’in

spektrumunun ¢ ’de olmasi ve

| © 0 I 0 |
M(p)=| 0 i
| o 0 0 I
|—F-1F, —F-1F o —F71F ]

0 N 0 N-1 0 1

blok matrisinin [1,00) araliginda gergel 6zdegerinin bulunmamasidir. Burada N = 1 igin

M( ) = —F; 'F, olarak tanimlanmaktadur.

Kant.
Matrislerin 6zdegerlerinin siirekliligine ve g doniisiimiiniin tanimina gore o(K (1))
C  olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 4 €] i¢in v(K (1)) # 0 olmasidir. Son kosulun
ise M(4) matrisinin [1,00)’da 6zdegerinin olmamasina denk oldugunu gdsterelim.
o(Ky) < g oldugu i¢in A e (0,1] almamuz yeterlidir. A=0 i¢in K(L) ailesi - kararh
olmalidir, eger olmazsa probleme devam etmenin anlami yoktur. g(K,) = det (Fy) # 0
oldugu i¢in f(K(4))’y1 soyle yazalim:
fK(D) = Fo(l + ZAF5'F),
buradan
v(K () = det f(K(A)) = det Fy.det (1 +2N, A'F51F)) .
O halde
A e (0,1] igin det (I +¥N, A'F;1F,) #0 (8.2)
kosuluna varilmaktadir. M (D)’ nin karakteristik polinomu
det(t.I - M(D)) =det(t"I + XN tiFy1Fy_;) (8.3)
gibidir. Bu esitlik kanitin bitiminde dogrulanmustir. (8.2)’de A = % doniisiimii yaparsak A

€ (0,1] i¢in t €[1,0) olmaktadir ve (8.2) kosulu

det(tNI + XN L t'Fy Fy_) # 0
kosuluna doniigmektedir. Son determinant ise M (D) matrisinin det(t.I - M(D))
karakteristik polinomu oldugundan bu determinantin sifirdan farkli  olmasi

M (D) matrisinin [1,0) araliginda 6zdegerinin bulunmamasina esdegerdir. Sonugta
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v(K(A)) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M (D) matrisinin t > 1 6zdegerinin
bulunmamasidir.

(8.3)’tin kanit1 : A, B, C ve D uygun boyutlu matrisler olsun. Bu durumda

A B _ _ -1 ’
det ( p D) = detA.det(D — CABYdur.
Bu esitlikten yararlanarak det(t.I - M(D)) = det(t"I + YN ;1 t'Fy Fy_;) oldugunu
gosterelim.
[ 0 I 0 1
| © 0 I 0 |
M(gp) = 0 I
| o 0 o 1 |
l_F()_lFN - 0_1FN—1 - 0_1F1J
ve
[ tl | 0 1
| O tl -1 0 |
|t — M| =] 0 I
| o 0 o -1 |
l_F(;lFN _Fo_lFN_l o 0_1F1J
matrisinde
0 tl 0
A =t Iv B = [_I 0]! C = ve D = [ : k. :
—F;1Fy —F;Fy_, -+ tI+F;'F;
bloklar1 se¢elim.
l.adim:
tl 0 0
det(t.]) det( : : - : &N -1 - 0o]=
|—Fy'Fy_y - tI+F;'F; —F;Fy
tl -1 0 1
0 tl -1 0 | 0 0
=det(t.1).det( : 0 o+ (e I)'l[ “ ] =
0 0 0 -1 —F;'Fy -+ 0
|_F;lF, —F;lFy_, - —F3'F,)
tl 0
|r 0 -1 0 ]|
= det(t.1). det (| : : l.
0 0 —1 J
(tl)_lFo_lFN‘l'_FO_lFN_l A tI+F0_1F1

2.adim:
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[ tl 0 ]
| 0 -1 0 |
det (| : : | determinantinda
| 0 0 -1 |
[(tl)‘lFO‘lFN + —Fy'Fy_; -+ tlI+ F0‘1F1J
0
A=(tI),B=[-I - 0],C= : ve
(D F; Fy + —F5'Fy_4
tl 0
D= : : secimi yaparsak ilk esitlige gore
_Fo_lFN_z b tI + FO_1F1
tl 0 0
det(t.1)%. det( : - : t.n*B
—F;Fy_, - tI+Fj'F, (tD™YFyFy + —Fy'Fy_4
| 0 -1 0 |
det(t.1)2.det(| : : )
I 0 0 -1 |
[(tl)-zFo‘lFN + (D) YFy Fy_y + Fg'Fy_, -+ tI+ F0‘1F1J
ve bu sekilde devam ettirirsek
(N—1). adim:
tl -1

N-2
det(t.I)™.  det(| ;py-wW-2p-1p, 4 (e1)-W-DFAF,_ 4 FoF, tl + FyiF,)

carpimi elde edilir.
Bu determinantta A = (¢.1), B= —I, C=(tI)"W=2F;1Fy + (¢1)~"W=3F;1Fy_; +
Fy'F, ve D = tI + F; *F; segersek

tl —I
D)~ WN-DFE7IFy + (tD) " W=3F;1Fy_ + Fy'F, tl+ Fy'F,

det(tl + F;1F, —((tD)~W=-2DF;Fy + (tD) ™" W=3F;1Fy_; + Fo1F).(t. DL (=) =
=det(t.I).det( (t))"N"VF; Fy + (tD) " N-2F; Fy_y + (t. D)7 F 1 F,+Fy 'F, + t.1)

det( =det(t.1).

ve sonu¢ olarak
det(t.)NYdet((tD) " N-VEF;Fy + (tD) " WV-DFyFy_y + (t. 1) Fy 1 F,+Fy 1F, +
t.1)=
=(Fy*Fy + tFy *Fy_1 + (t. DN 2F Y+t YF F + tN]) =
= (N1 + X Fy  Fy )

bulunur.
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> _[-5 6 1 1 -1 -1 . . o )
Ornek 8.4. Ko —[ 2 _4], Ki= 1 1], Kz = [_1 _1] ve g bolgesi Hurwitz bolgesi
olsun. v(K) = det K&K ve f(K(L)) = K(L)®K(A) =
-10 6 6 0 2 1 1 0 -2 -1 -1 0
_| 2 -9 0 6 1 2 0 1 2|—-1 -2 0 -1
12 0 -9 6|T™1 0 2 1™ 0 2 1
0 2 2 -8 0 1 1 2 [0 -1 -1 -2
70 I
R B A

olup bu matris 8 x 8 boyutludur ve o(K,) —  ’dir. Bu matrisin 6zdegerlerinden 6 tanesi
kompleks olup 1 tanesi sifirdir. Sifir ¢ift katl 6zdegerdir ve bundan dolay1 her 4 € [0,1]
icin K (1) = K, + AK; + 2°K, i¢in o(K (1)) < .
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9. AFIN AILENIN SPEKTRUMU

Bu boliimde kompleks Hilbert uzayinda tanimli lineer sinirli operatdrler ailesinin
spektrumu ele alinmaktadir. Aile spektrumunun bos veya tiim kompleks diizlem olmast
icin kosullar verilecektir.

Matematiksel fizigin bazi problemlerinde(drnegin, kuantum teorisi, ulagim
denklemleri vs.) A ve B operatorleri sinirli lineer operatorler olmak itizere

L(A)=A—-AB (9.2)

ailesinin spektrumunun arastirilmasi 6nemlidir.

Tanmm 9.1. A ve B kompleks H Hilbert uzaymda sinirlt lineer operatorler olsun.
L(A) = A— B
operator demetini alalim. L (A)’nin spektrumu soyle tanimlanmaktadir.
o(L(A)) = {4 € C: L(A) operatorii B(H) uzayinda tersinir degil}.
Eger B birim operator ise o(L(A)) = o(A)’dir ve bu kiime asagidaki o6zellikleri

saglamaktadir.
1) o(L(1)) # Q.
2) Kapal1 ve smirhdir (yani kompakttir).

3) A € o(L(A)) ise | 1| < ||A]l| esitsizligi saglanmaktadir.

Eger B # I ise bu Ozellikler saglanmayabilir.

Eger A operatorii kapali sinirsiz operator ise o(T) kiimesi bos kiime veya tim
kompleks diizlem olabilmektedir. Bundan dolayr A ve B’nin sinirli olmasi durumunda

o(L(A)) spektrumunun bos veya tiim diizlem olmasi i¢in kosullar1 ele alacagiz.

Tanmim 9.2. Bir T: H—H sinirlt lineer operatorii verilsin. Eger T™ = 0 olacak bi¢imde n

1
e {1,2, ...} sayisi mevcut ise T ye nilpotent operator denir. Eger n — oo iken ||T™||» —

0 ise T’ye quasinilpotent operator denir.

Teorem 9.1. X wuzayr bir Banach uzayi olmak iizere T:X-—>X lineer operatorii

quasinilpotent ise I — T operatorii tersinirdir.

Kanut.

|+ T+T2 4. AT ... =27 _T"
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operatdr serisini ve normlardan olusan
Qy+tai+a;+...ta,+...=X5 0a, = Yool
1
Say1 serisini alalim. %{/a,, = ||[T"||» — 0 oldugu i¢in yeteri kadar biiyiik n’ler i¢in
1 . . . . .. o . .
Ya, < > olur ve kok testine gore yukaridaki sayi serisi ve X Banach uzay1 oldugu i¢in

Y. T™ serisi yakinsaktir. Bundan dolayr (I — T)™! =1+ T + T2 +... tersi vardir ve bu ters

operatOr serisinin toplamidir.

Teorem 9.2. X uzayi bir Banach uzayi, T: X —X quasinilpotent operator ise o(T) = {0}

olmaktadir.

Kanit.
o(T) = {1&C: Al — T birebir veya 6rten degil} oldugunu hatirlayalim. Teorem 5.9
a gore spektral yaricap sifirdir:
1
r(T) = lim||T"|[»=0
n—»oo

ve o(T) # I olup kompakt kiime oldugu i¢in o(T) = {0}.

Teorem 9.3. H kompleks Hilbert uzayi, A € B(H), B € B(H) olsun. O zaman
o(L(2)) = & < Atersinirdir ve A~1B(veya BA™1) quasinilpotenttir.

Kanut.

<) A operatérii tersinir ve A~1B quasinilpotent olsun. o(L(2)) = & oldugunu
gosterelim. A =0 ¢ o(L(A))’drr, ¢iinkii A =0 icin A — AB = A ve A tersinirdir. Simdi A #
Oalalm. A — AB=A( — 21A71B) = 1A (%I — A71B) ve A71B quasinilpotent oldugundan
Teorem 9.2 ye gore her t # 0 igin (t.I — A™1B) tersinirdir. AA operatorii de tersinir
oldugundan A # 0 i¢in A ¢ o(L(4)). Yani o(L(1)) = .

=) o(L(A)) =D olsun. A =0 ¢ o(L(A)) oldugu i¢in A — AB = A tersinirdir. A =0
degeri i¢in de A ¢ o(L(A)) saglandigindan

A—JB=3AGI—A7'B)

operatorii tersinirdir. AA tersinir oldugu igin her t # 0 igin (t.I — A~ B) tersinirdir, yani

o(A"1B) = {0} ve
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0=r(4"'B) = lim [|(4"*B)"Ir,
P
dolayisiyla A~1B quasinilpotenttir.
Eger (A — AB) = (I — ABA™1) A gosterimin kullanirsak BA™1 in de quasinilpotent
oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

Tanim 9.3. L(1) ailesi verilsin.
o,(L(2)) ={X € C: A — AB operatdrii birebir degil }
kiimesine L(A) ailesinin noktasal spektrumu (point spectrum) denir.

Eger N(A) " N(B) # {0} ise x# 0, X € H vardir ki Ax =Bx =0. YaniherA € C
igin (A — AB)x = 0 ve A — AB birebir degil. Bundan dolay1 o, (L(%)) =C. Ote yandan
o, (L(A)) < o(L(A)) oldugu igin o(L(A)) = C’dir. Ancak bu esitliklerin tersi dogru
degildir.

Ornek 9.1. H = C? uzaymda
_[0 O _[0 0
> [1 o]’ B_[o 1]
ise
A— B = [(1) _%J ve bu matris her A i¢in tersinir degildir. Yani o(L(A1)) = C ancak

N(A) = {(x1,x2)": 21, = 0}, N(B) = {(x1,x2): x5 = 0}, N(A) N N(B) = {0}.

Lemma 9.1. A ve B operatorleri B(H) uzayindan olup B tersinir ise yeteri kadar kiigiik

>0 sayis1 i¢in €A + B operatorii de tersinirdir.

Kanit.
Teorem 5.6 da T yerine I-T alalm. O zaman ||| = T|| <lise I — (I =T)) ! =
T~ tvardr. T =¢AB ' +1lalirsak [ — T =—gAB~Vdirve || = T|| = ¢||[AB71|| <1 ise

yani g < ise T = éAB~! + I tersinirdir. Sonugta ¢ un yukaridaki degerleri i¢in TB

laB=1|

= (éAB~1 + I)B = ¢A + B tersinirdir.

Teorem 9.4. boyH > 2 olmak lizere H kompleks Hilbert uzayi olsun ve
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1) A € B(H), B € B(H) ve B operatorii (veya A operatdrii) normal operatdr

olsun.

2) p e C, p#0saysi vardir ki BA = pAB saglansin.
O zaman

op(L(A)) =C < N(A) N N(B) # {0}.

Kant.

o, (L(2)) = C oldugunu varsayalim. 0 € o, (L(L)) sayisticin A — AB =Ave A
birebir degildir. O zaman N(A) # . A, € o,(L(X)) / {0}, |4,| — oo say1 dizisi alalim.
A — A, B birebir olmadigi i¢in ﬁA — B de birebir degildir. i — 0 oldugu i¢in Lemma

9.1 e gore B operatorii de birebir degil ve N(B) = {0}.
Simdi olmayana ergi yontemiyle N(A) N N(B) # {0} oldugunu varsayalim. N(B)
altuzay1 A’nin invaryant(degismez) altuzaylaridir. Yani:
a) A(N(B)) = N(B)
b) A(N(B): < N(B)*
y € A(N(B)) ise y = Ax, x € N(B) ve Bx = 0. Buradan By = BAx = pABx = nA0

= 0, yani a) saglanir. Sonug 4.2 ye e gore b) yerine A(R(B)) < R(B) kanitlanmalidir. y
e A(R(B)) ise, y € Az, z € R(B). Oyle z,, € R(B) vardir ki z,, — z ve x,, € H vardir ki
z, = Bx,,’dir. Az, = ABx,, = iBAxn = B(A(/% x,,)) € R(B). Az, — Az = y oldugu icin y

€ R(B) ve b) de kanitlanmis olur.
R(B) altuzay1 B operatérii igin invaryant altuzaydir. Bunu da kanitlayalim.
a) B(R(B)) cR(B),
b) B(R(B)* < R(B)".
B(R(B)) = R(B) c R(B) oldugu igin a) saglanir. i¢ carpimin siirekliliginden R(B)~*
= R(B)"* ve Teorem 4.4 ¢ gore N(B) = R(B)* = R(B)* oldugundan b) nin kanit1 i¢in
B(N(B)) < N(B) kanitlanmalidir. B(N(B)) = {0} oldugu i¢in b) de kanitlanmis olur.

Boylece A ve B operatorleri H = N(B)' @ N(B) ayrisimina gore
_[41 O _[B1 O
A= [ 0 AZ]' B= [ 0 0]

bi¢gimindedir. Bu ayrigimlarin anlamlar1 s6yledir. Hilbert uzaylarinin bilinen 6zelligine

gore eger Y bir kapali altuzay ise H= Y~ @ Y’dir yani her x € H vektériiy € Y,z € Y+
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olmak iizere tek bigimde x = y + z bigiminde yazilabilmektedir. Bundan dolayi, N(B) ve
R(B) altuzaylar1 kapali olduklar icin H= N(B)* ® N(B) = R(B) ® R(B)" yazilabilir.
x; € N(B)*:, x, € N(B), y; € R(B) ve y, € R(B)* olmak lizere x =x, + x,, ¥ = y; +
y, ise A;: N(B)* — N(B)*, A,: N(B) - N(B), B;: R(B) = R(B), B,: (R(B))* - 0

operatdrleri igin,

Ayxq = Axy,

Azxy = Axy,

Biy: = By,
B,y, =0

esitlikleri saglanmaktadir.

A, N(B) — N(B) operatorii birebirdir. Gergekten, t € N(B) olmak iizere A,t = 0
ise A(t) = 0 ve B(t) =0 ve N(A) n N(B) = {0} oldugundan t = 0.
B;: R(B) = R(B) operatorii de birebirdir. Gergekten, t € R(B) olmak iizere B;t = 0 ise
Bt = B;t=0, yanit € N(B). Ote yandan N(B) = R(B)* oldugu i¢in t € R(B)*. Dolay1styla
t = 0. Bundan dolayi, A € C/{0} i¢in A — AB birebir degil < A; — AB; birebir degil <
By(By'A;-MD) birebir degil < C/{0} < op(B;'A4;) sonucu ise op(Bi*4,)’in
siirliligiyla ¢elismektedir. Dolayisiyla N(A) N N(B) = &.

Eger B normal operatér degil ve A normal operatdr ise A ve B’nin yerleri
degistirilerek sonuca varilmaktadir.

<) N(A) N N(B) = {0} ise x € H, x # 0 vardir ki Ax = Bx = 0. Buradan her A € C
icin (A — AB)x = Ax — ABx = 0 yani her A e C i¢in L()) birebir degil, buradan op(L(1))
=C.

A ve B operatorlerinin her ikisi normal ise || = 1 oldugu gosterilmistir, yani A ve
B normal operatorler olup BA = uAB ise |u| = 1 olmalidir. A ve B operatérlerinin bir
carpana gore komutatiflik kosulunu kaldirirsak yukaridaki teorem gecersizdir. Gergekten
A ve B matrisleri soyle tanimlansin:

el el
B matrisi simetrik olup her x € C igin

AB:[g (1)¢y.[(1’ (1’]:ﬂBA
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0 0
1 1-4

matrislerin determinantlari sifir olduklari igin tersinir degiller, yani op (L(A)) = C. Ancak

N(A) = span{(1,—1)T}, N(B) = span{(1,0)T}, N(A)HN(B) = span{(0,0)T}.

dogrudur. Ote yandan A — AB = [ ] ve JA—B = [2, /12 1]. Her A € Cigin bu

Teorem9.5. 4 € B(H), B € B(H) operatorlerinin R (A) ve R(B) goriintii kiimeleri kapali
olmakla beraber B normal operator olsun ve p € C i¢in BA = uAB # 0 esitsizligi saglansin.
O zaman asagidaki 1) - 4) 6nermeleri denktirler.

1) op(L(W))=C

2) N(A)nN(B) = {0}

3) R(A") + R(B”) altuzay1 H’nin kapal 6zaltuzayidir.

1
4) R((AA™ + B*B)2 altuzay1 H’nin kapali 6zaltuzayidir.

Kanit.

R(A) ve R(B) kapali ise R(A”) ve R(B") altuzaylar1 da kapalidir. N(A) n N(B) #
{0} ise H= (N(A) " N(B))* = (N(A)* + (N(B))L=R(A*) + R(B”) saglandig1 i¢in 1)
ve 2) denktirler. (Bouchelaghem, F. and Benharrat, M. (2019). On the spectrum of linear
operator pencils. Mat. Stud., 52, 211-221) makalesindeki Teorem 2.2 ye gore

R(A") + R(B*) = R((AA* + B*B))z

oldugundan 6nceki Teorem 9.4. i de hesaba katarsak gereken sonuca variriz.

Teorem 9.6. A ve B operatorleri H uzayinda tanimli pozitif 6zeslenik operatdrler olmak

tizere N(A) n N(B) = {0} ise op(L(A)) < R saglanmaktadir.

Kanut.

Ao € op(L(L)) ise A — AyB birebir degil, yani A, bir 6zdegerdir. Bir x, € H, x #
0 vektori vardir ki (A — A¢B)x, = 0. Simdi Im(4,) # 0 oldugunu varsayalim. O halde <
(A — AyB)xg,xo > = 0 esitliginden < Axy, xy, > ve < Bxg, xo > gergel olduklar1 i¢in <
Axy,xo > — (Redy + ilmAy) < Bxg,xy >=0, < Axg,x9 > — Redy < Bxy, xy > =0,
ImAy < Bxg,xq > =0, < Bxg, xo > = 0 elde edilir. B operatdrii pozitif oldugu i¢cin B =
T? olacak bigimde T pozitif 6zeslenik operatdrii vardir. < T?x,,x, > = 0 veya <
T(Txg),xo > =0, < (Tx),T"xy > =0, < (Txg),Txo > =0 ||Tx||> =0, Tx, =0, her
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taraftan T alirsak T'(Tx,) = T0=0, T?x, = 0, Bx, =0. Bundan dolay1 x, € N(B). Birinci
denklemden < Ax,, x, > = 0, benzer yolla Ax, = 0 ve x, € N(A), buradan x, €
N(A) nN(B) yani N(A) n N(B) # {0}. Celiskiden dolay1 ImA, = 0. () makalesinde A
ve B matrislerinin 6zeslenik ve BA = uAB # 0 olmasi durumunda p =1 veya p = —1
oldugu kanitlanmistir. Ayrica eger A veya B pozitif ise u = 1 olmaktadir. Yukaridaki

teoremlere gore su sonucu sdyleyebiliriz.

Sonuc 9.1. Eger (A,B) ikilisi pozitif 6zeslenik operatdrler olup AB = BA ise
N(A) nN(B) = {0} < op(L(A)) < R.

Kanut.

=) kism1 Teorem 9.6. den ¢ikmaktadir.
<) kismui ise teorem 9.4. den ¢ikar, ¢iinkii her 6zeslenik operatdr normaldir.

Sonlu boyutlu uzaylar i¢in asagidaki sonuclar gegerlidir.

Sonug¢ 9.2. A ve B matrisleri n xn boyutlu pozitif Hermit matrisleri olsun ve AB = BA
saglansm. O zaman N(A)~N(B) = {0} < dyle A* € C vardir ki A—A"B matrisinin tersi
vardir.

Bu durumda op (L(1)) kiimesi en fazla n tane nokta icermektedir.

Kanut.

(=) N(A) n N(B) = {0} olsun. Olmayana ergi yontemini uygularsak her A € C
icin A — AB tersinir olmazsa her A € C i¢in det(A — AB) = 0 olmalidir. Bu ise miimkiin
degildir. Clinkii det(A — AB) ifadesi A’nin n. mertebeden polinom fonksiyonudur ve
det(A — AB) ifadesi ancak n tane A € C igin sifira esit olabilir.

(<) Bir 1" € C igin (A — A"B) ifadesinin tersinir oldugunu kabul edelim. N(4) N
N(B) = {0} oldugunu gosterelim. Olmayana ergi yontemini uygulayalim. N(4) N N(B)
# {0} olsun. Oyle x* € N(A) N N(B) vardir ki x* # 0 saglanmaktadir. Buradan Ax " =
Bx* = 0 (x*# 0). Buradan su sekilde bir esitlik yazilir: (A—A"B)x* = Ax*— A"Bx* =0,

x* # 0 oldugu i¢in son esitlik (A—A"B) ifadesinin tersinir olmasi ile celismektedir.
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10. KUADRATIK AILENIN SPEKTRUMU

Bu boliimde birgok fiziksel problemlerde karsimiza ¢ikan bir kuadratik operatorler
ailesinin spektrumu ele alinacaktir. Ailenin spektral parametreye gore lineer kismi bir

cubugun kiiciik salinimlarda siirtiinmesini ifade etmektedir.
H uzay1 ayrilabilir kompleks Hilbert uzay1 olsun. M € B(H), K € B(H) ve A ise
H uzayinda tanimli kapali operatorler olmak iizere
L(A)=A*M - ilK - A
operatorler ailesini ele alalim. A’nin tanim kiimesi D (A) altuzaymin H de yogun

oldugunu varsayalim. O zaman L(4)’in tanim kiimesi D (4)’dir.

Tanmim 10.1. ] birim operator olmak tizere, M = I ise L(2) ailesine monik aile denir.

Kosul 10.1. M > 0, K > 0, olup sinirli operatorlerdir, A = A* > -1 (B > 0 sabittir) olup
bir B1 > 0 icin (A + B1l)? € S,, tersi vardir. Burada S, olarak H’de tanimli tiim kompakt
operatorler kiimesi gosterilmistir. Ek olarak N(A) N N(M) n N(K) = {0} oldugunu

varsayalim.

Tanmmm 10.2. L}()) tersinin var olup smirli oldugu tiim A kompleks sayilar kiimesine
p(L(A)) rezolvent kiimesi denir. o(L(A)) = C / p(L(L)) tiimleyenine ise ailenin spektrumu
denir.

Tamm 10.3. y, € D(A), y, # 0 vektorii ve 4, € C sayisiigin L(Ay)y, =0 ise 4, ’a 6zdeger
Vo’ a ise 6zvektor denir. Eger y,, ..., y,,_4 vektorleri i¢in

1 dS(L(\
ks TN A= 20)yie-s =0, (k=12,...,m-1)

esitligi saglaniyor ise bu vektorlere y, ile baglantili vektorler m sayisina ise zincirin
uzunlugu denir. C*(C7) ile agik st (alt) yar1 diizlem gosterilsin.

Teorem 10.1.

1) Eger A > 0 ise, L(A) ailesinin spektrumu (eger bos degilse) kapal iist yar1
diizlemdedir.

2) A >> 0 (su esitsizlik A > gl, € > 0 anlamindadir) ve K > 0 ise L(A) ailesinin
spektrumu (eger bos degilse) acik list yar1 diizlemdedir.
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3) Eger A>>0ve izy — Ay # 0 esitsizligi tim gercel A’lar ve sifirdan farkl tiim y
€ N(K) vektorleri icin saglaniyor ise L(A) spektrumu (eger bos degilse) acik iist
yar1 diizlemdedir.

Kanir 1.

Yo vektorii Ay’a karsilik gelen 6zvektor olsun. O zaman L(4,)y, = 0.
<L(40)¥0, ¥0>=0, ¥o#0, 19=Re(4o) +ilm(%o),
<Ao*My, 20Ky, = Ay, 4> = MP<Myg, 4> — 120<Ky,, y,> — <Ay, 7> =0,
(Re(4) 2~ Im(2o) ?)+ 2iRe(20)Im(2))<Myyg, ¥o> + (Im(%o) — iRe(10))<Kyyo, Yo> —
<Ay, yo>=0.
Buradan asagidaki esitlikleri elde ederiz:
(Re(4) 2~ Im(2o) ?)<Myyg, yo> + Im(ko) <Ky, ¥o> — <Ayp, yo> =0 (10.1)
Re(20)(2Im(%g) <My, ¥,>—<Kyy, ¥9>) =0 (10.2)

Eger Re(4,) # 0 olursa (10.1)’den dolay1 Im () > 0 saglanir. Eger Re(4,) =0 olursa
(10.1)’den dolay1 Im(14) > 0 olur. Ilk iddia kanitlandu.

Kanit 2.

Simdi A >> 0 ve K > 0 olsun. (10.1) ve (10.2) esitliklerinde Im(4,) = 0 yazalim. Buna
gore, eger Re(4y) = 0 olursa (10.1) esitliginden <Ay,, yo> = 0 oldugu ¢ikar bu da A >>
0 esitsizligi ile ¢elisir. Eger Re(4g) # 0, Im(Xy) = 0 ise (10.2) esitliginden <Ky,, yo> =10
celiskisi elde edilir, ¢linkii K > 0 oldugu varsayilmist: ve sonucta ikinci iddia da
kanitlanmis oldu.

Kanut 3.

¥, € N(K) vektorii 4, reel 6zdegerine karsilik gelen 6zvektdr olsun. L(4o) y, = (ﬂo)zyo -
Ay, = 0 geliskisi bulunur, giinkii y, # 0 ve her sifir olmayan y € N(K) ve reel X i¢in Aty
- Ay # 0 oldugu varsayilmisti.

Teorem 10.2.

1) L(A)’nin spektrumunun agik alt yar1 diizlemde bulunan kismi sanal eksende yer
almaktadir, yani ReA = 0.

2) K> 0 ise L(A)’nin spektrumunun kapali alt yar1 diizlemde bulunan kismi1 sanal
eksende yer almaktadir.

Kanur 1.
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Yo vektorii, 1,’a karsilik gelen 6zvektor olsun ve Im(4,) < 0 saglansin. Eger Re(4,)
= 0 ise Re(4o)[2Im(19)<My,, y,> — <Ky, y,>] = 0 esitliginden <My, y,> = <Ky, y,>
= 0 ¢ikar, buradan da sonug olarak My, = Ky, = 0 bulunur. Gergekten M > 0 oldugu i¢in
bu operatdriin karekokii vardir yani T2 = M olacak bigimde T > 0 vardir. 0 = <My,, y,>
= <T2y0, Vo> =<T(Tyy), ¥,>=<Ty,, T y,>=<Ty,, Ty,>= ITy,l|? ve buradan Ty, =
0 ve her taraftan T alirsak 0 = szo = My, ¢ikar ve benzer yolla Ky, =0 da kamtlanir.
Kosul 10.1°¢ gbre Ay, # 0 ve buradan L(2o)y, = Ay, # 0 geliskisi ¢ikar. ilk iddia
kanitland1.

Kanut 2.

Eger K > 0 ise ve Im(4,) < 0 saglaniyorsa Re(4,) = 0 esitligi (10.2) esitliginden
elde edilir. Ikinci iddia da kanitlandi.

Teorem 10.3.

1) L(x)'nin C~ / {0} icinde bulunan tiim &zdegerleri yar1 basittir, yani baglantili
vektorlere sahip degildirler.
2) K>0ise L(A)’nm kapalialt yar1 diizlemde bulunan tiim 6zdegerleri yar1 basittir.

Kanur 1.

Ao sayist L(A) nin agik alt yar1 diizlemde bulunan bir 6zdegeri olsun. Teorem 10.2. ‘ye
gbre bu 6zdeger sanal eksen iizerindedir. y, vektdrii 1y’a karsilik gelen 6zvektor, y, ise
baglantili vektor olsun. Tanima gore

Ao’ My, — i2oKy, — Ay + 22,My, — iKy, =0 (10.3)
yazabiliriz. (10.3) ‘U y, ile carparsak
<(A*M — i2oK = A1, y> + <(2oM — iK) 3, y,> =0 (10.4)
buluruz. 2,’1n sanal eksende oldugunu hesaba katarsak (10.4) esitliginden
<y, (Ag°M = i20K — A)y > + <22oM — iK) y,, y,> =0,
i<2Im(4o)M = K) y,, y,> =0 (10.5)

elde edilir. (10.5) esitligi Im(4,) < 0 oldugu igin sadece <My, y,> = <Ky, y,> =0
olmasi durumunda miimkiindiir. Buradan My, = Ky, = 0 bulunur. Bu durumda L(4,) y,
= —Ay, = 0. Sonug olarak, y, € N(M) n N(K) N N(A). O halde Kosul 10.1 geregi y,
= 0 bulunur ve ¢eliski elde edilir.

Simdi 4, € R/{0} 6zdegerini alalim. (10.2) esitliginden <Ky, y,> = 0 oldugu gikar
ve sonug olarak Ky, =0 ve (/”LOZI\/I—A)y0 = 0 bulunur. Sonra (10.4) esitliginden

<y11 (AOZM + Iﬂ'OI‘< - A)y0> + 2/10<My0| 3’0> = Ol <M3’0, y0> =0

51



bulunur. Buradan My, = 0 elde edilir. Dolayisiyla Ky, = 0’1 dikkate alarak Ay, = 0 elde
edilir, bu ise Kosul 10.1 ile ¢elisiyor. Birinci iddia kanitlandi.

Kanut 2.

K> 0 olsun ve 4, sayist L(A)’nin bir gergel 6zdegeri olsun. y, ve y, vektorleri karsi gelen

Ozvektor ve baglantili vektorler olsun. O halde Teoreml10.2’ye gore 4o = 0 veya y, €
N(A) ve (10.3) asagidaki gibi yazilabilir:

Ay, +iKy, =0 (10.6)
(10.6) esitligini y, ile carpalim:
0=<Ay,,y,>+i<Ky,, y,>=<y,, Ay,> + <Ky, y,> = i<Ky,, y,>,

bu ise K > 0 olmasi ile gelisiyor.
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