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Bu tez çalı̧smasında; negatif olmayan bir tam sayıparametreye bağlıolan Stancu
operatörlerinin iki tür genelleştirilmesi üzerinde durulmuştur. Önce, Stancu oper-
atörlerinin, iki farklıformda, Kantorovich tipten genelleştirilmesi tanımlanarak, bu
operatör dizileri için Lp-yaklaşım incelenmi̧stir. Lp-yaklaşımın oranı için bir üst
eşitsizlik, birinci ortalama süreklilik modülü (τ -modül) kullanılarak elde edilmi̧stir.
Daha sonra, Stancu operatörlerinin, negatif olmayan bir reel parametreye bağlıolan
bir diğer genelleştirilmesi tanımlanarak, bu operatörlerin yaklaşım özellikleri ince-
lenmi̧stir. Ayrıca, Stancu operatörleri için; salınım azaltıcıözellik ve [0, 1] üzerinde
sınırlı salınımlı fonksiyonların uzayında, salınım yarı-normunda yakınsaklık elde
edilmi̧stir. Son olarak, negatif olmayan bir reel parametreye bağlıgenelleştirilmi̧s
Stancu operatörlerinin Lipschitz sınıfınıkoruduğu gösterilmi̧stir.
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In this thesis, two kinds generalizations of Stancu operators depending on a non-
negative integerparameter are considered. Firstly, by defining Kantorovich type
generalizations of Stancu operators in two different forms, Lp-convergence by these
sequences of operators are obtained. An upper estimate for the rate of the Lp-
convergence is given in terms of the first order averaged modulus of smoothness (τ -
modulus). Next, another generalization of the Stancu operators, which depend on
a non-negative real parameter, are constructed and some approximation properties
of them are investigated. Moreover, for the Stancu operators; variation detracting
property and convergence, in the space of functions of bounded variation on [0, 1],
in the variation seminorm are obtained. Finally, it is proved that the generalized
Stancu operators depending on a non-negative real parameter preserve Lipschitz’
class.
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SİMGELER DİZİNİ

N Doğal sayılar kümesi
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V[a,b] (g) g fonksiyonunun [a, b] üzerindeki toplam salınımı
BV [a, b] [a, b] üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyonların sınıfı
AC[a, b] [a, b] aralı̆gında mutlak sürekli fonksiyonların sınıfı
LipM (α, I) I üzerinde, derecesi α ve sabiti M olan Lipschitz sürekli fonksiyonların sınıfı
Lp [a, b] [a, b] üzerinde p’yinci kuvveti mutlak integrallenebilir fonksiyonlar uzayı
M [a, b] {g | g, [a, b] üzerinde sınırlıve ölçülebilir}
‖.‖ C [a, b] uzayının normu
‖.‖p Lp [a, b] uzayının normu
Γ (.) ve B (., .) Gamma ve beta fonksiyonları
pm,τ m’yinci Bernstein temel polinomları
P β
m,τ Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatörlerinin temel fonksiyonları
Gβ
m m’yinci Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatörü

Bm m’yinci Bernstein operatörü
Km m’yinci Kantorovich operatörü
K ∗m,ρ m’yinci Stancu-Kantorovich operatörü
Km,ρ m’yinci Stancu-Kantorovich tipinde operatör
Lm,ρ m’yinci Bernstein-Stancu operatörü
Lβm,ρ Genelleştirilmi̧s Stancu operatörü
Rm,ρ Bernstein-Stancu polinomunun kalan terimi
ei ei (t) := ti, t ∈ [a, b], i ∈ N ∪ {0}
ω1 (g, .; .) g fonksiyonunun birinci dereceden lokal süreklilik modülü
ω2 (g, .) g fonksiyonunun ikinci dereceden süreklilik modülü
τ 1 (g, .)p g fonksiyonunun birinci dereceden ortalama süreklilik modülü (τ -modül)
K2 (g, .) g fonksiyonunun ikinci dereceden Peetre K-fonksiyoneli
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1. GİRİŞ

Analizin bir alanıolan Yaklaşım Teori’nin temel düşüncesi, “fonksiyonlara, daha ba-

sit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlar ile yaklaşım”şeklinde ifade edilebilir.

Basit fonksiyonlar, genellikle iyi bilinen polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar olarak

alınmaktadır. Teorinin kökleri 19’uncu yüzyıla dayanmaktadır. Yaklaşım Teori’de

ilk araştırılan problem, yaklaşımın gerçeklenme olasılı̆gıdır. Verilen, ve elemanları

kullanılarak yaklaşım yapılmasıdüşünülen bir fonksiyon ailesinin, yaklaşılmak iste-

nen fonksiyonların kümesinde yoğun olup olmadı̆gıincelenir. Yani, “kümedeki her-

hangi bir fonksiyona, verilen ailedeki keyfî fonksiyonlar kullanılarak istenildiği kadar

yaklaşılabilir mi?” sorusu araştırılır. İlk önemli yoğunluk sonuçları 1885 yılında

Weierstrass tarafından elde edilen, Yaklaşım Teori’nin temel teoremleri olarak ad-

landırılan sonuçlardır. Bunlar; R üzerindeki kompakt bir aralık üzerinde; cebirsel

polinomların, reel değerli sürekli fonksiyonların uzayında yoğunluğu (cebirsel durum)

ve R üzerinde, trigonometrik polinomların, 2π -periyotlu reel değerli sürekli fonksiy-

onların uzayında yoğunluğudur (trigonometrik durum). Bu iki sonuç birbirine denk

olduğu için genellikle birlikte verilirler.

Bernstein;

(x+ y)m =
m∑
τ=0

(
m

τ

)
xτym−τ , x, y ∈ R, m ∈ N,

binom formülünde y = 1− x, x ∈ [0, 1] alınarak oluşturulan her bir m için

pm,τ (x) :=


(
m
τ

)
xτ (1− x)m−τ ; 0 ≤ τ ≤ m,

0; τ < 0 veya τ > m,
(m ∈ N) (1.1)

polinomunun (binom dağılımının olasılık fonksiyonu)
m∑
τ=0

pm,τ (x) = 1 olduğunu dikkate

alarak, g : [0, 1]→ R için, Bm : C[0, 1]→ C [0, 1]

Bm(g;x) =
m∑
τ=0

g
( τ
m

)
pm,τ (x), x ∈ [0, 1], m ∈ N, (1.2)

operatörlerini inşâ etmi̧stir. (1.1) ile verilen Bernstein temel polinomları

pm,τ (x) = (1− x) pm−1,τ (x) + x pm−1,τ−1(x), x ∈ [0, 1], 0 ≤ τ ≤ m, (1.3)
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indirgeme bağıntısınısağlar. Her bir Bm(g;x), derecesi m’den küçük eşit olan bir

polinomdur. Bernstein, (1.2) ile verilen operatör dizisini kullanarak, Weierstrass

yaklaşım teoreminin cebirsel formunun inşâya dayalıolan ilk ispatınıvermi̧stir:

Teorem 1.1 g ∈ C [0, 1] ise [0, 1] üzerinde

lim
m→∞

Bm(g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Bernstein 1912).

Voronovskaja (1932), Bernstein operatörleri ile yaklaşımın kesin derecesi için, güçlü

bir yöntem geli̧stirmi̧stir.

Teorem 1.2 g fonksiyonu [0, 1] üzerinde sınırlı, bir x ∈ [0, 1] noktasının bir komşu-

luğunda diferensiyellenebilir ve x noktasında ikinci basamaktan g′′ (x) türevi var

ise

lim
m→∞

m [Bm(g;x)− g (x)] =
x (1− x)

2
g′′ (x)

gerçeklenir. Eğer g, [0, 1] üzerinde ikinci basamaktan sürekli diferensiyellenebilir ise

yakınsama, düzgündür (Voronovskaja 1932).

g ∈ C [0, 1] fonksiyonun (birinci) süreklilik modülü; her bir δ > 0 için, her x, y ∈

[0, 1], |x− y| < δ iken |g (x)− g (y)| ifadesinin en büyük değeri olarak tanım-

lanır ve ω (δ) := ω (g; δ) ile gösterilir. Bernstein operatörlerinin dizisi ile g ∈

C [0, 1] fonksiyonuna düzgün yaklaşımın derecesi için bir üst tahmin, Popoviciu

tarafından aşağıdaki şekilde elde edilmi̧stir:

Teorem 1.3 g ∈ C [0, 1] ise

‖Bm(g)− g‖ ≤ 5

4
ω

(
1√
m

)
gerçeklenir (Popoviciu 1935).

Teoremdeki 5
4
katsayısı, Lorentz tarafından elde edilmi̧stir (Lorentz 1953).

Bernstein operatörleri, birçok şekil koruma özelliklerine sahiptir. Bu tez çalı̧s-

masında, sadece aşağıdaki özelliklere değinilecektir.

(i) Salınım azaltıcıözellik: Sınırlısalınımlıfonksiyon için oluşturulan Bernstein op-

eratörlerinin toplam salınımı, fonksiyonun toplam salınımınıgeçmez (Lorentz 1953).
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(ii) Lipschitz sınıfınıkoruma: Lipschitz sınıfından olan fonksiyonlar için oluşturulan

Bernstein operatörleri de aynıLipschitz sınıfındandır (Brown vd. 1987).

Diğer önemli şekil koruma özellikleri için (DeVore ve Lorentz 1993), (Goodman

1989), (Li 2000) ve bu eserlerin kaynaklarına bakılabilir.

Bernstein operatörleri, integrallenebilen fonksiyonlara yaklaşımda uygun olmamak-

tadır (Lorentz 1953). Kantorovich, (1.2) Bernstein operatörlerindeki g
(
τ
m

)
nokta

hesaplama fonksiyonelinin yerine g ∈ L1[0, 1] fonksiyonunun her bir [ τ
m+1

, τ+1
m+1

], 0 ≤

τ ≤ m, üzerindeki

(m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

integral ortalamasınıalarak, Bernstein operatörlerini, Km : L1[0, 1]→ C [0, 1] ,

Km (g;x) :=
m∑
τ=0

pm,τ (x)

(m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

 , x ∈ [0, 1], m ∈ N, (1.4)

şeklinde genelleştirmi̧stir (Kantorovich 1930). Her birKm(g;x), derecesim’den küçük

eşit olan bir polinomdur. Bir g ∈ L1[0, 1] fonksiyonunun F (x) =

x∫
0

f (t) dt + F (0)

belirsiz integrali için Bm+1 (F ;x) operatörü ile Km (F ′;x) arasında

d

dx
Bm+1 (F ;x) = Km (F ′;x) , x ∈ [0, 1] , m ∈ N, (1.5)

eşitliği gerçeklenir.

Lorentz, Kantorovich polinomlarınıkullanarak, [0, 1] üzerindeki cebirsel polinom-

ların Lp[0, 1] uzayında yoğunluğunun, inşâya dayalıilk ispâtınıvermi̧stir:

Teorem 1.4 g ∈ Lp[0, 1], 1 ≤ p <∞, ise

lim
m→∞

‖Km(g)− g‖p = 0

yaklaşımıgerçeklenir (Lorentz 1953).

Jensen; x, y, β ∈ R ve m ∈ N olmak üzere, binom formülünün, bir β parametresine

bağlıolan

(x+ y +mβ)m =

m∑
τ=0

(
m

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 [y + (m− τ)β]m−τ (1.6)
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ve

(x+ y) (x+ y +mβ)m−1 =

m∑
τ=0

(
m

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 y [y + (m− τ)β]m−τ−1 . (1.7)

genelleştirmelerini elde etmi̧stir (Jensen 1902). Jensen formüllerinde β = 0 durumu,

binom formülünü vermektedir. Cheney ve Sharma; (1.6) ve (1.7) formüllerinde

y = 1− x, x ∈ [0, 1], ve β ≥ 0 için

Bβ
m,τ (f ;x) := (1 +mβ)−m

(
m

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 [1− x+ (m− τ) β]m−τ

ve

P β
m,τ (x) := (1 +mβ)1−m

(
m

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 (1− x) [1− x+ (m− τ)β]m−τ−1 (1.8)

olmak üzere, sırasıyla, f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1], m ∈ N için

Pβ
m (f ;x) :=

m∑
τ=0

Bβ
m,τ (x) f

( τ
m

)
ve

Gβ
m (f ;x) :=

m∑
τ=0

P β
m,τ (x) f

( τ
m

)
, (1.9)

şeklindeki operatörleri inşâ etmi̧slerdir (1964). (1.6) ve (1.7) formüllerinden, Bβ
m,τ ve

P β
m,τ temel fonksiyonlarıiçin, sırasıyla,

m∑
τ=0

Bβ
m,τ (x) = 1 ve

m∑
τ=0

P β
m,τ (x) = 1 olduğu

açıktır. Pβ
m ve G

β
m operatörleri, Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatörleri ola-

rak adlandırılmaktadır. β = 0 durumunda, bu operatörler Bernstein operatörlerine

indirgenmektedir:

P0
m = G0

m = Bm, m ∈ N.

Her m ∈ N∪{0} için, derecesi; tam olarak m olan {pm}m∈N polinomlarının dizisine,

bir polinom dizisi, ve pm (x+ y) =
m∑
τ=0

(
m
τ

)
pτ (x) pm−τ (y) özdeşliğini sağlayan bir

polinom dizisine, binom tipindedir, denir. Bernstein ve Bernstein tipinde Cheney-

Sharma operatörlerinin özel bir durum olarak elde edildiği, binom tipinde polinom

dizileri kullanılarak oluşturulan operatörler, ilk kez Popoviciu (1931) tarafından

tanımlanmı̧stır. Bu tür genel operatörler üzerine yapılmı̧s önemli çalı̧smalardan

bazıları; (Lupaş ve Lupaş 1987), (Stancu ve Occorsio 1998), (Crǎciun 2001), ve bu

makalelerde yer alan kaynaklar, olarak verilebilir. Bernstein tipinde Cheney-Sharma

4



operatör dizileri ile g ∈ C[0, 1] fonksiyonuna yaklaşımın derecesi için birinci süreklilik

modülü cinsinden üst tahmin, Stancu ve Occorsio’nun (1998) çalı̧smasındaki Teo-

rem 4.1’de özel durumda elde edilmektedir. Bernstein tipinde Cheney-Sharma op-

eratörlerinin Lipschitz sınıfını koruma özellikleri; Pβ
m için (Başcanbaz-Tunca vd.

2016)’da ve Gβ
m operatörlerinin iki deği̧skenli geni̧slemesi için (Başcanbaz-Tunca

vd. 2018)’de elde edilmi̧stir. Pβ
m operatörlerinin Kantorovich tipinde genelleştir-

ilmesi ilk kez Habib ve Umar (1980) tarafından tanımlanmı̧s ve bu operatörler için,

Voronovskaja tipinde bir teorem ve Teorem 1.3’deki gibi eşitsizlik elde edilmi̧stir.

Daha sonra Habib (1981), Pβ
m operatörlerinin Kantorovich tipinde genelleştirilmesini

L1 uzayındaki fonksiyonlar için dikkate alarak, Teorem 1.3’deki eşitsizliğin bir ben-

zerini, L1 süreklilik modülü cinsinden elde etmi̧stir. Müller (1989), bu operatörlerin

dizisi için Lp-normda yaklaşım ve yaklaşımın oranıiçin eşitsizlikler elde etmi̧stir.

Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatörleri ile ilgili bâzıönemli çalı̧smalar; (Al-

tomare ve Campiti 1994), (Stancu ve Cismaşiu 1997), (Stancu ve Stoica 2009),

(Stancu 2002) ve (Cătinaş ve Otrocol 2013) olarak verilebilir.

Stancu; bir olasılık yöntem kullanarak; negatif olmayan bir ρ tam sayısı, m > 2ρ

koşulunu sağlayan bir m doğal sayısıve negatif olmayan ve τ ≤ m olacak şekildeki

bir τ tam sayısıiçin,

wm,τ,ρ(x) :=


(1− x) pm−ρ,τ (x) ; 0 ≤ τ < ρ

(1− x) pm−ρ,τ (x) + xpm−ρ,τ−ρ (x) ; ρ ≤ τ ≤ m− ρ

xpm−ρ,τ−ρ (x) ; m− ρ < τ ≤ m

(1.10)

şeklinde bir fonksiyon elde etmi̧stir. Her m için bu fonksiyonlar buradaki pm,τ (x),

(1.1) ile verilen temel fonksiyonlar olup

m∑
τ=0

wm,τ,ρ(x) = (1− x)

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) + x

m∑
τ=ρ

pm−ρ,τ−ρ (x) = 1

özdeşliği sağlanmaktadır ve ρ = 0 ve ρ = 1 durumları (1.1) ile verilen Bernstein

temel polinomlarını vermektedir (Stancu 1983). Bu çalı̧smasında Stancu; (1.10)

ile verilen temel fonksiyonlarıkullanarak, Bernstein ve Bernstein tipinde Cheney-

Sharma operatörlerindeki gibi, pozitif lineer operatörler inşâ ederek (bkz. 2.4), bu

operatör dizisi ile yaklaşımın derecesi için, süreklilik modülü cinsinden bir üst sınır,
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yaklaşım formülünün kalan terimi için ikinci dereceden bölünmüş farklar cinsinden

bir gösterim, Voronovskaja tipinde bir formül elde etmi̧stir. Ayrıca, operatörlerin

spektral özelliklerini incelemi̧stir.

Yang vd., Stancu operatörlerinin çok deği̧skenli genelleştirmesini inşâ ederek, çok

deği̧skenli Stancu operatörlerinin Lipschitz sürekli fonksiyonun derecesini ve sabi-

tini koruduğunu göstermi̧slerdir (Yang vd. 2003). Bustamante ve Quesada (2010),

Stancu operatörleri için Voronovskaja tipinde formül ile ili̧skili asimptotik formül

elde etmi̧slerdir. Stancu operatörlerinin kompleks genelleştirilmesinin yaklaşım özel-

likleri, Çetin ve Başcanbaz-Tunca (2019) tarafından çalı̧sılmı̧stır. Stancu, (2.4) ile

verilen operatörlerin, negatif olmayan iki parametreye bağlıolan bir genelleştirmesini; g ∈

C[0, 1], ρ ve s negatif olmayan ve m > 2ρ koşulunu sağlayan tam sayıparametreler

olmak üzere

Sm,ρ,s (g;x) =

m−ρs∑
τ=0

pm−ρs,τ (x)
s∑
j=0

ps,j(x)g

(
τ + ρj

m

)
, m ∈ N, x ∈ [0, 1],

şeklinde tanımlamı̧stır (Stancu 1984). Sm,ρ,s operatörlerinin s = 1 durumu, (2.4) ile

verilen Stancu operatörlerine indirgenmektedir. Kajla (2018), Sm,ρ,s operatörlerinin

Kantorovich tipinde genelleştirmesini tanımlayarak; C[0, 1] uzayında bazıyerel ve

genel yaklaşım sonuçlarıelde etmi̧stir. Ancak, Kajla’nın tanımladı̆gıbu operatörlerin

s = 1 ve ρ = 0 durumunda, (1.4) ile verilen Kantorovich operatörlerindeki fonksiy-

onel m

τ+1
m∫
τ
m

g (t) dt olarak elde edilmektedir. Sm,ρ,s operatörlerinin iki deği̧skenli

geni̧slemesi için nicel Voronovskaja tipinde üst eşitsizlikler Başcanbaz-Tunca, Erençin

ve Olgun (2019) tarafından elde edilmi̧stir.

Bu tez çalı̧smasında, Stancu operatörleri için aşağıdaki incelemeler yapılacaktır:

Birinci bölüm giri̧s için ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde; çalı̧smada kullanılacak olan temel bilgiler ve teoremler verilecektir.

Üçüncü bölümde; Stancu operatörlerinin Kantorovich tipinde iki çeşit genelleştir-

ilmeleri tanımlanarak, bu operatörlerin dizileri ile Lp-normda yaklaşım incelenecek-

tir. Lp-yaklaşımın oranıiçin bir üst eşitsizlik; Popov’un (1982) teoremi (Teorem 2.5)

kullanılarak, birinci ortalama süreklilik modülü cinsinden verilecektir.

Dördüncü bölümde; Stancu operatörlerinin temel fonksiyonlarında, Gβ
m Bernstein tip

Cheney-Sharma operatörlerinin (1.8) ile verilen temel fonksiyonlarıdikkate alınarak,
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Stancu operatörlerinin, negatif olmayan bir β parametresine bağlıbir genelleştirmesi

tanımlanarak, bu operatörlerin yaklaşım özellikleri incelenecektir.

Beşinci bölümde; Stancu operatörlerinin, [0, 1] üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyon-

lar için salınım azaltıcıözelliğe sahip olduğu gösterilecek ve salınım yarı-normunda

yakınsaklık elde edilecektir. Ayrıca, Stancu operatörlerinin, negatif olmayan β para-

metresine bağlıgenelleştirilmelerinin Lipschitz sınıfınıkoruduğu gösterilecektir.

Altıncıbölüm ise tartı̧sma ve sonuç için ayrılmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde, çalı̧sma için gerekli olan bazıtemel kavramlar (reel durumda), teorem-

ler ve sonuçlarıverilecektir.

Tanım 2.1 (Lineer Uzay) Elemanlarının; toplama ve reel sayılarla çarpma i̧slem-

lerinin, vektör cebirinin kurallarınısağlayacak şekilde tanımlandı̆gıkümeye bir reel

lineer uzay, denir (Butzer ve Nessel 1971).

Tanım 2.2 (Pozitif Lineer Operatör) Reel fonksiyonların birW lineer uzayıüzerinde

tanımlıolan bir L operatörü;

her g, h ∈ W , α, β ∈ R için L (αg + βh) = αL(g) + βL(h)

koşulunu sağlıyor ise lineerdir ve

g > 0 olacak şekildeki her g ∈ W için L(g) > 0

koşulunu sağlıyor ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Reel eksendeki herhangi bir I aralı̆gıüzerinde tanımlı, reel değerli tüm fonksiyonların

uzayıF (I) ile gösterilsin.

W, F (I)’nın bir lineer alt uzayıolmak üzere, herhangi bir L :W → F (I) operatörü,

g ∈ W , x ∈ I için L (g;x) := (L (g)) (x) olarak gösterilecektir.

Tanım 2.3 (Pozitif Lineer Fonksiyonel)W, F (I)’nın bir lineer alt uzayıolmak

üzere, F :W → R lineer fonksiyoneli;

g > 0 olacak şekildeki her g ∈ W için F (g) > 0

koşulunu sağlıyor ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Uyarı2.1 Herhangi bir L : W → F (I) pozitif lineer operatörü, pozitif lineer

fonksiyonellerin bir (Fx)x∈I ailesi olarak, herhangi bir sabitlenen x için, Fx : W →

R, Fx (g) = L (g;x) , g ∈ W, şeklinde tanımlanarak ifade edilebilir (Paltanea 2004).
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Lemma 2.1 W, F (I)’nın bir lineer alt uzayıolmak üzere, F : W → R pozitif

lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda, aşağıdakiler gerçeklenir (Paltanea 2004):

(i) g, h ∈ W , g ≤ h için L (g) ≤ L (h) .

(ii) g ∈ W , |g| ∈ W için |L (g)| ≤ L (|g|) .

Teorem 2.1 L : C[a, b] → C[a, b], L (e0) = e0, olacak şekilde bir pozitif lineer

operatör olsun. p, q > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olacak şekildeki p, q çiftleri, g, h ∈ C[a, b] ve

x ∈ [a, b] için

L (|gh| ;x) ≤ {L (|g|p ;x)}
1
p {L (|h|q ;x)}

1
q

Hölder tipinde eşitsizlik gerçeklenir (Pi̧tul 2007).

Tanım 2.4 (Normlu Uzay) W, R üzerinde bir lineer uzay olsun. W üzerinde

tanımlı, negatif olmayan ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir ‖.‖ := ‖.‖W fonksiy-

onuna W üzerinde bir norm, denir:

(i) ‖z‖ = 0⇐⇒ z = 0.

(ii) ‖µz‖ = |µ| ‖z‖ , µ ∈ R.

(iii) ‖z + y‖ ≤ ‖z‖+ ‖y‖ .

‖.‖ ile birlikteW uzayına; normlu lineer uzay, denir. (i) koşulunun sadece yeter şart

olmasıdurumunda; ‖.‖ fonksiyonuna, yarı-norm, denir (DeVore ve Lorentz 1993).

Tanım 2.5 (Cauchy Dizisi ve Tam Uzay) W normlu lineer uzayındaki bir

{xp}p∈N dizisi; eğer t, p → ∞ iken ‖xt − xp‖ → 0 koşulunu sağlıyor ise bir Cauchy

dizisidir, denir. Eğer her Cauchy dizisi yakınsak ise W uzayına tam, denir (DeVore

ve Lorentz 1993).

Tanım 2.6 (Banach Uzayı) Tam, normlu lineer uzaya Banach uzayı, denir (De-

Vore ve Lorentz 1993).

Tanım 2.7 (SınırlıOperatör)W ve Y , reel fonksiyonların lineer normlu uzayları

ve L : W → Y lineer operatör olsun. Her g ∈ W için ‖L (g)‖Y ≤ J ‖g‖W olan bir

J ≥ 0 sabiti bulunabiliyorsa L operatörüne sınırlıdır, denir. Bu eşitsizliğin sağlandı̆gı
9



J değerlerinin en küçük olanına operatörün normu denir ve ‖L‖ ile gösterilir. Bu

tanıma göre, her g ∈ W için

‖L (g)‖Y ≤ ‖L‖ ‖g‖W

ve

‖L‖ := ‖L‖W→Y = sup
g∈W, ‖g‖≤1

‖L (g)‖

olur (DeVore ve Lorentz 1993).

Önerme 2.1 W ve Y , reel fonksiyonların lineer normlu uzaylarıve L : W → Y

lineer operatör olsun. L operatörünün sürekli olmasıiçin gerek ve yeter koşul, sınırlı

olmasıdır.

[a, b], reel eksende kompakt bir aralık olmak üzere, W = Y = C[a, b] alınırsa,

g ∈ C[a, b], ‖g‖ := sup
x∈[a,b]

|g (x)| normu ile, bir Banach uzaydır.

Çalı̧sma boyunca; ei; ei (t) := ti, t ∈ [a, b], i ∈ N ∪ {0}, şeklindeki kuvvet fonksiy-

onlarınıgösterecektir.

Tanım 2.8 L :W → F (I) pozitif lineer operatörü ve i ∈ N∪{0} için ei ∈ W olmak

üzere, L (ei;x) değerlerine, operatörün momentleri ve L
(

(e1 − xe0)i ;x
)
değerlerine,

merkezî momentleri, denir (Gupta ve Rassias 2019).

Pozitif lineer operatör için aşağıdaki temel sonuç gerçeklenir:

Uyarı2.2 L : C[a, b] → C[a, b] operatörü pozitif lineer ise sınırlıdır ve ‖L‖ =

‖L (e0)‖ gerçeklenir (Paltanea 2004).

Teorem 2.2 (Weierstrass Teoremi) g ∈ C [a, b] olsun. Her ε > 0 için bir p (x)

cebirsel polinomu;

her x ∈ [a, b] için |g (x)− p (x)| < ε

sağlanacak şekilde, vardır (Weierstrass 1885).

1953 yılında Korovkin, yoğunluk için aşağıdaki yöntemi elde etmi̧stir:
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Teorem 2.3 (Korovkin Teoremi) Lm : C[a, b] → C[a, b], m ∈ N, pozitif lineer

operatörlerin bir dizisi olsun. [a, b] üzerinde

lim
m→∞

Lm (ei) = ei, i = 0, 1, 2,

düzgün yaklaşımlarıgerçeklenir ise her g ∈ C[a, b] için [a, b] üzerinde

lim
m→∞

Lm (g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir(Korovkin 1953).

Sonuç 2.1 (1.2) ile verilen Bm, m ∈ N, Bernstein polinomlarıiçin

Bm (e0;x) = 1,

Bm (e1;x) = x,

Bm (e2;x) = x2 +
x (1− x)

m

olduğundan, Weierstrass yaklaşım teoreminin [0, 1] üzerindeki cebirsel formu, pozitif

lineer Bernstein operatör dizisi kullanılarak Korovkin teoreminden elde edilmektedir

(Altomare 2010).

Sonuç 2.2 (1.4) ile verilen Km, m ∈ N, Kantorovich polinomlarıiçin

Km (e0;x) = 1,

Km (e1;x) =
m

m+ 1
x+

1

2m+ 1
,

Km (e2;x) =
m (m− 1)

(m+ 1)2 x
2 +

2m

(m+ 1)2x+
1

3 (m+ 1)2

olduğundan (Altomare 2010), Korovkin teoreminden aşağıdaki sonuç elde edilir.

Teorem 2.4 g ∈ C [0, 1] ise [0, 1] üzerinde

lim
m→∞

Km (g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Altomare 2010).

Tanım 2.9 (İkinci Derece Süreklilik Modülü) g ∈ C [0, 1] ve δ > 0 olmak

üzere,

ω2 (g, δ) := sup
0≤h≤δ

sup
z,z+2h∈[0,1]

|g (z + 2h)− 2g (z + h) + g (z)|

fonksiyonuna, ikinci süreklilik modülü, denir (DeVore ve Lorentz 1993).
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Tanım 2.10 (Peetre K-fonksiyoneli) g ∈ C [0, 1] , δ > 0 ve

W 2 := {h ∈ C [0, 1] | h′, h′′ ∈ C [0, 1]} (2.1)

olmak üzere

K2 (g, δ) = inf
{
‖g − h‖+ δ ‖h′′‖ : h ∈ W 2

}
fonksiyonuna, ikinci derece K-fonksiyoneli, denir (DeVore ve Lorentz 1993).

Uyarı2.3 g ∈ C [0, 1] ve δ > 0 iken, pozitif bir C sabiti,

K2 (g, δ) ≤ Cω2

(
g,
√
δ
)

(2.2)

eşitsizliği sağlanacak şekilde, vardır (DeVore ve Lorentz 1993).

Uyarı2.4 [0, 1] üzerinde tanımlıreel değerli Lebesgue ölçülebilen ve |g|p Lebesgue

integrallenebilen g fonksiyonların kümesi Lp [0, 1] , 1 ≤ p <∞, ile gösterilir. Fonksiy-

onların, alı̧sılmı̧s toplama ve skaler ile çarpma i̧slemlerine göre bir lineer uzay olup,

‖g‖p :=

 1∫
0

|g(t)|p dt


1
p

normu ile, bir Banach uzayıdır (DeVore ve Lorentz 1993).

C [0, 1] uzayıLp [0, 1] , 1 ≤ p < ∞, uzayında doğal norma göre yoğundur ve g ∈

C [0, 1] ise ‖g‖p 6 ‖g‖ sağlanır (Altomare 2010).

Lp-normunda yaklaşımın oranınıbulmak için çok kullanı̧slıbir araç; ortalama süreklilik

modülü kavramıdır (bkz. Sendov ve Popov 1983, Quak 1988). M[a, b]

M[a, b] = {g | g, [a, b] üzerinde sınırlıve ölçülebilir}

uzayınıgöstersin.

Tanım 2.11 (Ortalama Süreklilik Modülü) δ > 0, g ∈M[a, b] ve

ω1 (g, u; δ) := sup

{
|g(t+ k)− g(t)| : t, t+ k ∈

[
u− δ

2
, u+

δ

2

]
∩ [a, b]

}
u ∈ [a, b] noktasında g fonksiyonunun birinci dereceden lokal süreklilik modülü olmak

üzere, δ adımlıbirinci dereceden ortalama süreklilik modülü (τ -modül) τ 1 (g, δ)p ile

gösterilir ve

τ 1 (g; δ)p = ‖ω1 (g, .; δ)‖p

olarak tanımlanır (Sendov ve Popov 1983, Quak 1988).
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Yaklaşımın oranıiçin, Popov tarafından ispat edilen aşağıdaki teorem dikkate alı-

nacaktır (Popov 1982):

Teorem 2.5 L :M[a, b] →M[a, b], aşağıdaki koşullarısağlayan pozitif lineer bir

operatör olsun:

L (e0;u) = 1, L (e1;u) = u+ α (u) , L (e2;u) = u2 + β (u) , u ∈ [a, b].

Eğer

A := sup {|β(u)− 2uα(u)| ; u ∈ [a, b]} ≤ 1,

ise g ∈M[a, b] ve 1 ≤ p <∞ için

‖L (g)− g‖p ≤ Cτ 1

(
g;
√
A
)
p

eşitsizliği gerçeklenir. Buradaki C; L operatörüne, Lp[0, 1] normuna ve g fonksiy-

onuna bağlıolmayan pozitif bir sabittir (Popov 1982).

{Km}m∈N Bernstein-Kantorovich operatör dizileri ile Lp[0, 1] normunda yaklaşımının

oranı, birinci dereceden ortalama süreklilik modülü cinsinden bir üst eşitsizlik ile,

aşağıdaki gibi elde edilmi̧stir.

Teorem 2.6 Borel ölçülebilir ve [0, 1] üzerinde sınırlıher g fonksiyonu ve m ∈ N

için

‖Km (g)− g‖p ≤ 748τ 1

(
g;

1√
m+ 1

)
p

eşitsizliği gerçeklenir (Altomare ve Campiti 1994).

Uyarı2.5 Çok deği̧skenli Bernstein-Kantorovich operatörleri için elde edilen (Al-

tomare vd. 2017)’deki Önerme 4.2’nin özel durumunda, Km Kantorovich polinom-

larının dizisi ile Lp [0, 1] normunda yaklaşımın oranı için bir üst eşitsizlik, birinci

dereceden ortalama süreklilik modülü cinsinden,

‖Km (g)− g‖p ≤ Cτ 1

(
g;

√
3m+ 1

12 (m+ 1)2

)
p

(2.3)

şeklinde elde edilir. Buradaki C, g fonksiyonuna bağlıpozitif bir sabittir (Altomare

vd. 2017).
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Tanım 2.12 I, R üzerinde bir aralık ve g : I → R sürekli olsun. Her u, v ∈ I için,

pozitif bir M sayısı,

|g (u)− g (v)| ≤M |u− v|α , 0 < α ≤ 1,

eşitsizliği sağlanacak şekilde bulunuyorsa, g; I üzerinde, derecesi α ve sabiti M olan

Lipschitz sürekli bir fonksiyondur, denir. I üzerinde, derecesi α ve sabiti M olan

Lipschitz sürekli fonksiyonların sınıfıLipM (α, I) ile gösterilir (DeVore ve Lorentz

1993).

Tanım 2.13 (Konveks Fonksiyon) I, R üzerinde bir aralık ve ϕ : I → R olsun.

Her u, h ∈ I ve 0 ≤ λ ≤ 1 için

ϕ (λu+ (1− λ)h) ≤ λϕ (u) + (1− λ)ϕ (h)

eşitsizliği sağlayanıyor ise ϕ fonksiyonuna konvekstir, denir (Altomare 2010).

Tanım 2.14 (Jensen Eşitsizliği) I, R üzerinde bir açık aralık ve ϕ konveks bir

fonksiyon ise her sonlu (xτ )1≤τ≤m ailesi ve
m∑
τ=1

λτ = 1 olacak şekildeki λτ ∈ [0, 1] ,

1 ≤ τ ≤ m için

ϕ

(
m∑
τ=1

λτxτ

)
≤

m∑
τ=1

λτϕ (xτ )

eşitsizliği sağlayanır (Altomare 2010).

Tanım 2.15 (Sigma Cebir) Ω boş olmayan bir küme, U , Ω’nın bir takım alt

kümelerinden oluşan bir sınıf olsun. Eğer

a) Ω ∈ U,

b) ∀S ∈ U için Sc ∈ U,

c) her S, T ∈ U için S ∪ T ∈ U

özellikleri sağlanıyor ise U sınıfına bir cebir denir. Eğer (c) yerine

c*) n ≥ 1 için Sn ∈ U iken
∞⋃
n=1

Sn ∈ U
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özelliği sağlanıyor ise U sınıfına σ-cebir denir (Akdi 2011).

Aşağıda,Jensen eşitsizliğinin integral formu için gerekli olan, olasılık uzayıtanımı

verilmektedir:

Tanım 2.16 (Olasılık Uzayı) Ω boş olmayan bir küme, U , Ω üzerinde bir sigma

cebir olsun. U üzerinde tanımlı,

P : U → [0, 1] , S → P (S)

P küme fonksiyonu,

a) ∀S ∈ U için P (S) ≥ 0,

b) P (Ω) = 1,

c) Sn, n ∈ N, U’daki ayrık (Sk ∩ Sj = ∅, k 6= j) olayların bir dizisi olmak üzere,

P

( ∞⋃
n=1

Sn

)
=
∞∑
n=1

P (Sn)

özelliklerini sağlıyor ise, P küme fonksiyonuna bir olasılık ölçüsü, denir. Ayrıca,

P (S) sayısına S olayının olasılı̆gı, (Ω, U, P ) üçlüsüne de bir olasılık uzayı,

denir (Akdi 2011).

Tanım 2.17 (İntegral Jensen Eşitsizliği) (Ω, U, µ) bir olasılık uzay, I, R üz-

erinde bir açık aralık ve g : Ω → I bir µ-integrallenebilir fonksiyon ise
∫
Ω

gdµ ∈ I

olur. Ayrıca, ϕ : I → R konveks ve ϕ ◦ g : Ω→ R, µ-integrallenebilir ise

ϕ

∫
Ω

gdµ

 ≤ ∫
Ω

(ϕ ◦ g) dµ

eşitsizliği sağlanır (Altomare 2010).

Tanım 2.18 (Gamma ve Beta Fonksiyonları) Re (v) ,Re (w) ,Re (y) > 0 olmak

üzere, gamma ve beta fonksiyonları, sırasıyla,

Γ (v) =

∞∫
0

e−ttv−1dt ve B (w, y) =

1∫
0

tw−1 (1− t)y−1 dt

olarak tanımlanır ve B (w, y) = Γ(w)Γ(y)
Γ(w+y)

sağlanır (Abramowitz ve Stegun 1970).
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Tanım 2.19 (SınırlıSalınımlıFonksiyon) g fonksiyonu bir [a, b] aralı̆gında tanımlı,

sınırlıve reel değerli olsun. Supremum; [a, b] üzerindeki her sonlu u0 < u1 < · · · <

um dizisi üzerinden alınmak üzere, eğer

V[a,b] (g) := sup

m∑
τ=1

|g (uτ )− g (uτ−1)| <∞

ise g fonksiyonu [a, b] üzerinde sınırlısalınımlıdır, denir (DeVore ve Lorentz 1993).

[a, b] üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyonların yarı-normlu uzayı(‖g‖TV [a,b] := V[a,b][g]

yarı-normu ile) TV [a, b] ile gösterilir (Bardaro vd. 2003).

[0, 1] üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyonlar için Bm Bernstein operatörleri, aşağıdaki

şekil koruma özelliğini sağlar:

Önerme 2.2 (Salınım AzaldıcıÖzellik) g ∈ TV [0, 1] ise

V[0,1][Bm (g)] ≤ V[0,1][g]

eşitsizliği gerçeklenir (Lorentz 1953).

Tanım 2.20 (Mutlak Süreklilik) g fonksiyonu bir [a, b] aralı̆gında tanımlı, sınırlı

ve reel değerli olsun. Her ε > 0 için bir δ > 0 sayısı; a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ am <

bm ve
m∑
τ=1

(bτ − aτ ) < δ olacak şekildeki her a1, b1, . . . , am, bm sayılarıiçin,

m∑
τ=1

|g (bτ )− g (aτ )| < ε

sağlanacak şekilde, bulunabiliyor ise g fonksiyonuna [a, b] üzerinde mutlak süreklidir,

denir (Natanson 1961).

[a, b] aralı̆gında mutlak sürekli fonksiyonların sınıfıAC [a, b] ile gösterilir.

Bm Bernstein operatörleri için, aşağıdaki salınım yarı-normunda yakınsama gerçek-

lenir:

Önerme 2.3 g ∈ TV [0, 1] için

g ∈ AC[0, 1]⇐⇒ lim
m→∞

V[0,1] [Bm (g)− g] = 0

gerçeklenir (Lorentz 1937, Bardaro vd. 2003).
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2.1 Stancu Operatörleri

Stancu; negatif olmayan bir ρ tam sayısı, m > 2ρ olacak şekildeki bir m doğal

sayısıve x ∈ [0, 1] için (1.10) ile verilen wm,τ,ρ(x) temel fonksiyonlarıkullanarak,

g ∈ C[0, 1] için

Lm,ρ (g;x) =
m∑
τ=0

wm,τ,ρ(x)g
( τ
m

)
(2.4)

şeklindeki operatörleri inşâ etmi̧stir. wm,τ,ρ(x) fonksiyonlarının tanımındanLm,ρ (g;x)

Stancu operatörleri

Lm,ρ (g;x) = (1− x)

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) g
( τ
m

)
+ x

m∑
τ=ρ

pm−ρ,τ−ρ (x) g
( τ
m

)
=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x)

[
(1− x) g

( τ
m

)
+ xg

(
τ + ρ

m

)]
(2.5)

şeklinde ifade edilir. Buradaki pm,τ (x); (1.1) ile verilen Bernstein temel polinom-

larıdır. ρ = 0 ve ρ = 1 için Lm,ρ Stancu operatörleri Bm Bernstein operatörlerini

verir: Lm,0 = Lm,1 = Bm, m ∈ N. Ayrıca, Stancu operatörleri

Lm,ρ (g; 0) = g (0) ve Lm,ρ (g; 1) = g (1)

uç nokta interpolasyon özelliğini sağlar ve ilk üç momenti

Lm,ρ (e0;x) = 1,

Lm,ρ (e1;x) = x,

Lm,ρ (e2;x) = x2 +

[
1 +

ρ (ρ− 1)

m

]
x (1− x)

m

şeklindedir (Stancu 1981, Stancu 1983).

17



3. STANCU OPERATÖRLERİNİN KANTOROVICH TİPİNDE

GENELLEŞTİRİLMELERİ

3.1 Operatörlerin İnşâsı

Lm,ρ Stancu polinomlarının tanımındaki g
(
τ
m

)
nokta hesaplama fonksiyoneli, g ∈

L1[0, 1] fonksiyonunun [ τ
m+1

, τ+1
m+1

] üzerindeki integralinin (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt ortala-

masıile deği̧stirilirse, wm,τ,ρ, 0 ≤ τ ≤ m, Stancu temel fonksiyonlarıolmak üzere,

negatif olmayan bir ρ tam sayı parametre ve m > 2ρ olacak şekildeki m doğal

sayıları, x ∈ [0, 1] ve g ∈ L1[0, 1] için Stancu operatörlerinin Kantorovich genelleştir-

ilmesi

K∗m,ρ (g;x) :=
m∑
τ=0

wm,τ,ρ(x)

(m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

 (3.1)

olarak tanımlanabilir. Tez boyunca, (3.1) ile verilen K∗m,ρ operatörleri; K
∗
m,ρ Stancu-

Kantorovich operatörleri olarak adlandırılacaktır. (1.10) ile verilen wm,τ,ρ (x) temel

fonksiyonların tanımından

K∗m,ρ (g;x) = (m+ 1)

m−ρ∑
τ=0

(
m− ρ
τ

)
xτ (1− x)m−ρ−τ (1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

+ (m+ 1)
m∑
τ=ρ

(
m− ρ
τ − ρ

)
xτ−ρ (1− x)m−τ x

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

olarak yazılır. İkinci toplamda τ → τ + ρ alınarak; negatif olmayan bir ρ tam sayı

parametre ve m > 2ρ olacak şekildeki m doğal sayıları, x ∈ [0, 1] ve g ∈ L1 [0, 1] için

K∗m,ρ Stancu-Kantorovich operatörleri

K∗m,ρ (g;x) =

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt

 (3.2)

olarak dikkate alınacaktır.

Bir g ∈ L1[0, 1] fonksiyonunun F (x) =

x∫
0

g (t) dt + F (0) belirsiz integrali için

Lm+1,ρ (F ;x) operatörü ileK∗m,ρ (F ′;x) arasında (1.5) gibi bir eşitlik, ρ = 0, 1 dı̧sında,
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sağlanmamaktadır:

d

dx
Lm+1,ρ (F ;x) 6= K∗m,ρ (F ′;x) , ρ 6= 0, 1.

Gerçekten, (2.5) formülünden

Lm+1,ρ (F ;x) :=

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

[
(1− x)F

(
τ

m+ 1

)
+ xF

(
τ + ρ

m+ 1

)]
olur. Yukarıdaki ifadenin iki tarafının x’e göre türevi alınarak

d

dx
Lm+1,ρ(F ;x)

=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

[
(1− x)

{
F

(
τ + 1

m+ 1

)
− F

(
τ

m+ 1

)}
+x

{
F

(
τ + ρ+ 1

m+ 1

)
− F

(
τ + ρ

m+ 1

)}]
+

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

[
F

(
τ + ρ

m+ 1

)
− F

(
τ

m+ 1

)]

=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt


+

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt (3.3)

bulunur. Bu durumda, (3.3) formülünün sağ tarafı, (3.2) ile verilenK∗m,ρ (g;x) Stancu-

Kantorovich operatörlerini içinde barındırdı̆gıiçin, Stancu operatörlerinin bir diğer

Kantorovich tipinde genelleştirmesi, aşağıdaki gibi tanımlanabilir:

Negatif olmayan bir ρ tam sayı parametre ve m > 2ρ olacak şekildeki m doğal

sayıları, x ∈ [0, 1] ve g ∈ L1 [0, 1] için,

Km,ρ (g;x)

: =

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt


+

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt, x ∈ [0, 1], m ∈ N, (3.4)
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olarak tanımlanan Km,ρ operatörleri, Km,ρ Stancu-Kantorovich tipinde operatörler

olarak adlandırılacaktır. Bu durumda,

d

dx
Lm+1,ρ (F ;x) = Km,ρ (F ′;x)

sağlanır. K∗m,ρ Stancu-Kantorovich veKm,ρ Stancu-Kantorovich tipinde operatörleri,

pozitif ve lineer olup, ρ = 0 ve ρ = 1 durumlarıKantorovich operatörlerini verir,

yani

K∗m,1 = K∗m,0 = Km = Km,1 = Km,0

olur. Gerçekten, K∗m,1 ve K
∗
m,0 için durum, (1.10) ve (1.3) formüllerinden, açıktır.

Km,0 için

Km,0 (g;x) =
m∑
τ=0

pm,τ (x) (m+ 1)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt


+

m+1∑
τ=0

pm+1,τ (x)

τ
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

= Km (g;x)

bulunur, bu da (1.4) ile verilen Kantorovich operatörleridir. Diğer taraftan, Km,1

için

Km,1 (g;x) = m

m−1∑
τ=0

pm−1,τ (x)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+2
m+1∫
τ+1
m+1

g (t) dt


+

m∑
τ=0

pm,τ (x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt (3.5)
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elde edilir. (3.5) formülünün sağ tarafındaki ilk terim;

m

m−1∑
τ=0

pm−1,τ (x)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+2
m+1∫
τ+1
m+1

g (t) dt


= m

m−1∑
τ=0

(1− x) pm−1,τ (x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

+m
m−1∑
τ=0

x pm−1,τ (x)

τ+2
m+1∫
τ+1
m+1

g (t) dt

şeklinde yazılır. Son ifadedeki ikinci toplamda; τ yerine τ − 1 alınıp, (1.1) ve (1.3)

kullanılarak

m
m−1∑
τ=0

pm−1,τ (x)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+2
m+1∫
τ+1
m+1

g (t) dt


= m

m∑
τ=0

pm,τ (x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

elde edilir. Bulunan eşitlik (3.5)’de yerine yazılarak, (1.4) ile verilen Km (g;x) Kan-

torovich operatörleri elde edilir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).

3.2 Düzgün Yaklaşım

[0, 1] üzerinde sürekli, reel değerli fonksiyonlara; K∗m,ρ Stancu-Kantorovich ve Km,ρ

Stancu-Kantorovich tipinde operatörlerin dizileri ile [0, 1] üzerinde düzgün yaklaşım,

sırasıyla, aşağıdaki teoremlerde verilmi̧stir.

Teorem 3.1 ρ; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam sayı ve g ∈ C [0, 1] ise

[0, 1] üzerinde

lim
m→∞

K∗m,ρ (g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir.
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İspat. K∗m,ρ (ei;x) , i = 0, 1, 2, için Korovkin teoreminin koşullarının sağlandı̆gının

gösterilmesi yeterlidir.

K∗m,ρ (e0;x) = 1 (3.6)

olduğu açıktır. Diğer taraftan,

K∗m,ρ (e1;x)

=

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) (m+ 1)

{
(1− x)

1

2

2k + 1

(m+ 1)2 + x
2 (k + ρ) + 1

2 (m+ 1)2

}

=

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x)

×
{

(1− x)

(
k

m

)
m

m+ 1
+ (1− x)

1

2 (m+ 1)
+ x

(
k + ρ

m

)
m

m+ 1
+

x

2 (m+ 1)

}
=

m

m+ 1
Lm,ρ (e1;x) +

1

2 (m+ 1)
Lm,ρ (e0;x)

=
m

m+ 1
x+

1

2 (m+ 1)
(3.7)

ve

K∗m,ρ (e2;x)

=

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) (m+ 1)

{
(1− x)

(k + 1)3 − k3

3 (m+ 1)3 + x
(k + ρ+ 1)3 − (k + ρ)3

3 (m+ 1)3

}

=

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x)

[(
k

m

)2
m2

(m+ 1)2 +
k

m

m

(m+ 1)2 +
1

3 (m+ 1)2

]
(1− x)

+

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x)

[(
k + ρ

m

)2
m2

(m+ 1)2 +

(
k + ρ

m

)
m

(m+ 1)2 +
1

3 (m+ 1)2

]
x

= Lm,ρ (e2;x)

(
m

m+ 1

)2

+ Lm,ρ (e1;x)
m

(m+ 1)2 +
1

3 (m+ 1)2Lm,ρ (e0;x)

=

(
m

m+ 1

)2 [
x2 +

(
1 +

ρ (ρ− 1)

m

)
x (1− x)

m

]
+

mx

(m+ 1)2 +
1

3 (m+ 1)2 (3.8)

bulunur. (3.6), (3.7) ve (3.8) momentlerinden, lim
m→∞

K ∗
m,ρ (ei) = ei, i = 0, 1, 2, yaklaşımlarının

[0, 1] üzerinde düzgün olduğu açıktır. ˙Ispat, Korovkin teoreminden elde edilir.
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Teorem 3.2 ρ; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam sayı ve g ∈ C [0, 1] ise

[0, 1] üzerinde

lim
m→∞

Km,ρ (g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).

İspat. Km,ρ (ei;x) , i = 0, 1, 2, için Korovkin teoreminin koşullarının sağlandı̆gının

gösterilmesi yeterlidir.

Km,ρ (e0;x) = 1 (3.9)

olduğu açıktır. Diğer taraftan,

Km,ρ (e1;x)

=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

tdt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

tdt


+

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

tdt

= (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) (1− x)
1

2

{(
k + 1

m+ 1

)2

−
(

k

m+ 1

)2
}

+ (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) x
1

2

{(
k + ρ+ 1

m+ 1

)2

−
(
k + ρ

m+ 1

)2
}

+

m+1−ρ∑
k=0

pm+1−ρ,k (x)
1

2

{(
k + ρ

m+ 1

)2

−
(

k

m+ 1

)2
}

= (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x)

{
(1− x)

2 (m+ 1)2 (2k + 1) + x
2 (k + ρ) + 1

2 (m+ 1)2

}

+

m+1−ρ∑
k=0

pm+1−ρ,k (x)
2kρ+ ρ2

2 (m+ 1)2

=
(m+ 1− ρ)

(m+ 1)2

{
m Lm,ρ (e1;x) +

1

2

}
+

(m+ 1− ρ)

(m+ 1)2 ρ Bm+1−ρ (e1;x) +
ρ2

2 (m+ 1)2

=
(m+ 1− ρ)

(m+ 1)2

{
m x+

1

2
+ ρ x+

ρ2

2 (m+ 1− ρ)

}
=

(m+ ρ) (m− ρ+ 1)

(m+ 1)2 x+
m+ 1 + ρ (ρ− 1)

2 (m+ 1)2 (3.10)
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ve

Km,ρ (e2;x)

=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

t2dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

t2dt


+

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

t2dt

= (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) (1− x)
1

2

{(
k + 1

m+ 1

)2

−
(

k

m+ 1

)2
}

+ (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x) x
1

2

{(
k + ρ+ 1

m+ 1

)2

−
(
k + ρ

m+ 1

)2
}

+

m+1−ρ∑
k=0

pm+1−ρ,k (x)
1

2

{(
k + ρ

m+ 1

)2

−
(

k

m+ 1

)2
}

= (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
k=0

pm−ρ,k (x)

{
(1− x)

2 (m+ 1)2 (2k + 1) + x
2 (k + ρ) + 1

2 (m+ 1)2

}

+

m+1−ρ∑
k=0

pm+1−ρ,k (x)
2kρ+ ρ2

2 (m+ 1)2

=
(m+ 1− ρ)

(m+ 1)3

{
m2 Lm,ρ (e2;x) +m Lm,ρ (e1;x) +

1

3
Lm,ρ (e0;x)

}
+

1

(m+ 1)3

{
(m+ 1− ρ)2 ρ Bm+1−ρ (e2;x) + ρ2 (m+ 1− ρ) Bm+1−ρ (e1;x) +

ρ3

3

}
=

(m+ 1− ρ)

(m+ 1)3

{
m2

[
x2 +

(
1 +

ρ (ρ− 1)

m

)
x (1− x)

m

]
+mx+

1

3

}
+

(m+ 1− ρ)

(m+ 1)3

{
ρ (m+ 1− ρ)

[
x2 +

x (1− x)

m+ 1− ρ

]
+ ρ2x+

ρ3

3 (m+ 1− ρ)

}
=

(m− ρ) (m− ρ+ 1) (m+ 2ρ− 1)

(m+ 1)3 x2 +
2 (m− ρ+ 1) (m+ ρ2)

(m+ 1)3 x

+
(m− ρ+ 1 + ρ3)

3 (m+ 1)3 (3.11)

bulunur. (3.9), (3.10) ve (3.11)’den lim
m→∞

Km,ρ (ei) = ei, i = 0, 1, 2, yaklaşımlarının

[0, 1] üzerinde düzgün olduğu açıktır. İspat, Korovkin teoreminden elde edilir.

Sonuç 3.1 Negatif olmayan ve sabitlenen bir ρ tam sayısı, m > 2ρ olacak şek-

ildeki m doğal sayılarıve [0, 1] üzerinde sürekli diferensiyellenebilen bir g ∈ C [0, 1]
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fonksiyonu için

(Lm+1,ρ (g;x))′ = Km,ρ (g′;x) , x ∈ [0, 1],

elde edilir.

Teorem 3.2’den [0, 1] üzerinde

lim
m→∞

(Lm,ρ (g))′ = g′

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).

3.3 Lp-Yaklaşım

g ∈ Lp [0, 1] , 1 ≤ p < ∞, fonksiyonuna; K∗m,ρ Stancu-Kantorovich ve Km,ρ Stancu-

Kantorovich tipinde operatörlerin dizileri ile Lp-normunda yaklaşım, sırasıyla, aşağı-

daki teoremlerde verilmi̧stir.

Teorem 3.3 ρ; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam sayıve g ∈ Lp [0, 1] , 1 ≤ p <

∞, ise Lp [0, 1] normunda

lim
m→∞

K∗m,ρ (g) = g

yaklaşımıgerçeklenir.

İspat. ρ = 0 ve ρ = 1 durumlarıTeorem 1.4’de verildiği için ρ > 1 durumunun

ispatlanması yeterlidir. Bu durumda, ρ > 1, m > 2ρ, m ∈ N ve
∥∥K∗m,ρ∥∥ oper-

atör normu olmak üzere, her m ∈ N için, önce,
∥∥K∗m,ρ∥∥ ≤ J olacak şekilde bir

J > 0 olduğunun gösterilmesi gerekmektedir. (3.1) ile verilen m’yinci K∗m,ρ Stancu-

Kantorovich operatöründe; ϕ (t) = |t|p , 1 ≤ p < ∞, t ∈ [0, 1] fonksiyonu konveks

ve wm,τ,ρ (x) ≥ 0 ve
m∑
τ=0

wm,τ,ρ (x) = 1 olduğundan, Tanım (2.14) ile verilen Jensen

eşitsizliği ve Tanım (2.17) ile verilen integral Jensen eşitsizliği ve (1.10) fonksiyonu
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kullanılarak,

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p ≤ m∑

τ=0

wm,τ,ρ (x)

∣∣∣∣∣∣∣(m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤
m∑
τ=0

wm,τ,ρ (x) (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

=

{
(1− x)

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) + x

m∑
τ=ρ

pm−ρ,τ−ρ (x)

}
(m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

bulunur. Son eşitsizlikte, iki tarafın [0, 1] üzerinden integrali alınarak
1∫

0

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p dx

≤
m−ρ∑
τ=0

(
m− ρ
τ

) 1∫
0

xτ (1− x)m−ρ−τ+1 dx (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+
m∑
τ=ρ

(
m− ρ
τ − ρ

) 1∫
0

xτ−ρ+1 (1− x)m−τ dx (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

=

m−ρ∑
τ=0

(
m− ρ
τ

)
B (τ + 1,m− ρ− τ + 2) (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+
m∑
τ=ρ

(
m− ρ
τ − ρ

)
B (τ − ρ+ 2,m− τ + 1) (m+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt (3.12)

bulunur. Buradaki B; beta fonksiyonu olup, Tanım 2.18’den, Γ gamma fonksiyonu

kullanılarak,(
m− ρ
τ

)
B (τ + 1,m− ρ− τ + 2) =

Γ (τ + 1) Γ (m− ρ− τ + 2)

Γ (m− ρ+ 3)

=
m− ρ− τ + 1

(m− ρ+ 2) (m− ρ+ 1)

ve (
m− ρ
τ − ρ

)
B (τ − ρ+ 2,m− τ + 1) =

Γ (τ − ρ+ 2) Γ (m− τ + 1)

Γ (m− ρ+ 3)

=
τ − ρ+ 1

(m− ρ+ 2) (m− ρ+ 1)
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olur. Bu sonuçlar (3.12) formülünde dikkate alınarak

1∫
0

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p dx ≤ m−ρ∑

τ=0

(m− ρ− τ + 1) (m+ 1)

(m− ρ+ 2) (m− ρ+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+

m∑
τ=ρ

(τ − ρ+ 1) (m+ 1)

(m− ρ+ 2) (m− ρ+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

bulunur. m > 2ρ olduğundan, m− ρ > ρ olur, böylece, en son ifadedeki toplamlar

aşağıdaki şekilde parçalanabilir:
1∫

0

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p dx

≤ m+ 1

m− ρ+ 2

(
ρ−1∑
τ=0

+

m−ρ∑
τ=ρ

)
m− ρ− τ + 1

m− ρ+ 1

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+
m+ 1

m− ρ+ 2

(
m−ρ∑
τ=ρ

+
m∑

τ=m−ρ+1

)
τ − ρ+ 1

m− ρ+ 1

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

≤ m+ 1

m− ρ+ 2

×
{
ρ−1∑
τ=0

m− ρ− τ + 1

m− ρ+ 1
+

m−ρ∑
τ=ρ

m− 2ρ+ 2

m− ρ+ 1
+

m∑
τ=m−ρ+1

τ − ρ+ 1

m− ρ+ 1

} τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt.

Burada, m−2ρ+1 < m−ρ+1 olacağından, m−2ρ+2 ≤ m−ρ+1 sağlanır. Böylece,

0 ≤ τ ≤ ρ− 1 için m−ρ−τ+1
m−ρ+1

≤ 1 ve m− ρ+ 1 ≤ τ ≤ m için τ−ρ+1
m−ρ+1

≤ 1 olacağından,

1∫
0

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p dx ≤ m+ 1

m− ρ+ 2

(
ρ−1∑
τ=0

+

m−ρ∑
τ=ρ

+

m∑
τ=m−ρ+1

) τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

≤ m+ 1

m− ρ+ 2

1∫
0

|g (t)|p dt

bulunur. Sabitlenen ρ > 1 için sup
m>2ρ

m+1
m+2−ρ = 2ρ+2

ρ+3
:= Mρ alınsın. Buradaki Mρ,

1 < Mρ < 2 şeklinde bir sabit olup,

1∫
0

∣∣K∗m,ρ (g;x)
∣∣p dx ≤Mρ

1∫
0

|g (t)|p dt
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eşitsizliği yazılabilir. Buradan, Lp-normuna geçilerek∥∥K∗m,ρ (g)
∥∥
p
≤M

1
p
ρ ‖g‖p

sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla, K∗m,ρ operatörlerinin normlarının∥∥K∗m,ρ∥∥p ≤M
1
p
ρ

ile sınırlı olduğu elde edilir. Şimdi, ε > 0 keyfi verilmi̧s olsun. C[0, 1], Lp [0, 1]

uzayında yoğun olduğundan, ‖g − h‖p < ε olacak şekilde bir h ∈ C[0, 1] vardır ve

Teorem 3.1’den; bir m0 ∈ N sayısı, her m ≥ m0 için∥∥K∗m,ρ (h)− h
∥∥ < ε

olacak şekilde, vardır. Buradan, J := 2 +M
1
p
ρ olmak üzere,∥∥K∗m,ρ (g)− g

∥∥
p
≤ M

1
p
ρ ‖g − h‖p + ‖Km,ρ (h)− h‖p + ‖h− g‖p

< Jε

eşitsizliğinden, ispat tamamlanır.

Teorem 3.4 ρ; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam sayıve g ∈ Lp [0, 1] , 1 ≤ p <

∞, ise Lp [0, 1] normunda

lim
m→∞

Km,ρ (g) = g

yaklaşımıgerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).

İspat. ρ = 0 ve ρ = 1 durumlarıTeorem 1.4’de verildiği için ρ > 1 durumunu

incelemek yeterlidir. Bu durumda, ρ > 1, m > 2ρ, m ∈ N, ve ‖Km,ρ‖ operatör

normu olmak üzere, her m ∈ N için ‖Km,ρ‖ ≤ J olacak şekilde bir J > 0 olduğu-

nun gösterilmesi gerekmektedir. (3.4) ile verilen m’yinci Km,ρ Stancu-Kantorovich

tipindeki operatör;

Sm,ρ (g;x) :=

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt


ve

Sm+1,ρ (g;x) :=

m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt
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olmak üzere

Km,ρ (g;x) = Sm,ρ (g;x) + Sm+1,ρ (g;x)

şeklinde yazılsın. Burada,

|Km,ρ (g;x)|p ≤ 2p (|Sm,ρ (g;x)|p + |Sm+1,ρ (g;x)|p) (3.13)

eşitsizliği dikkate alınarak, Km,ρ (g;x)’in Lp [0, 1]-normu bulunacaktır. Bunun için,

(3.13)’un sağ tarafının ilk terimi için; t ∈ [0, 1] ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere ϕ (t) = |t|p

fonksiyonunun konveksliği kullanılarak, x ∈ [0, 1] için λ1 = 1− x ve λ2 = x alınırsa,

λ1, λ2 ≥ 0 ve λ1 + λ2 = 1 olur. Böylece,

|Sm,ρ (g;x)|p ≤ (1− x)

∣∣∣∣∣∣∣
m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
p

+x

∣∣∣∣∣∣∣∣
m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

eşitsizliği elde edilir. Daha sonra, τ = 0, . . . ,m− ρ, x ∈ [0, 1] için pm−ρ,τ (x) ≥ 0 ve
m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) = 1 olduğu dikkate alınarak, Tanım 2.14 ile verilen Jensen eşitsizliğin-

den

|Sm,ρ (g;x)|p ≤ (1− x)

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x)

∣∣∣∣∣∣∣(m+ 1− ρ)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

g (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
p

+x

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣(m+ 1− ρ)

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

g (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

bulunur. Son ifadede, t ∈ [0, 1] ve 1 ≤ p < ∞ için ϕ (t) = |t|p fonksiyonu ve

(m+ 1− ρ) dt ölçüsü için, Tanım 2.17 ile verilen Jensen eşitsizliğinin integral formu

uygulanarak

|Sm,ρ (g;x)|p (3.14)

≤
m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x) (m+ 1− ρ)

(1− x)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt+ x

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

|g (t)|p dt


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elde edilir. Şimdi, (3.13)’un sağ tarafının ikinci teriminde ϕ (t) = |t|p, 1 ≤ p <

∞, t ∈ [0, 1], fonksiyonu için; x ∈ [0, 1], τ = 0, . . . ,m − ρ iken pm+1−ρ,τ (x) ≥

0 ve
m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x) = 1 olduğu dikkate alınarak, Jensen eşitsizliği ve ardından

Jensen eşitsizliğinin integral formu kullanılarak

|Sm+1,ρ (g;x)|p ≤
m+1−ρ∑
τ=0

pm+1−ρ,τ (x)

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt (3.15)

elde edilir. (3.14) eşitsizliğinin [0, 1] üzerinden integrali alınıp, beta integrali kul-

lanılarak

1∫
0

|Sm,ρ (g;x)|p dx

≤ (m+ 1− ρ)

m−ρ∑
τ=0

(
m− ρ
τ

) 1∫
0

xτ (1− x)m−ρ−τ+1 dx

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+

1∫
0

xτ+1 (1− x)m−ρ−τ dx

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

|g (t)|p dt


=

1

m− ρ+ 2
Tm,ρ (3.16)

bulunur, buradaki Tm,ρ

Tm,ρ :=

m−ρ∑
τ=0

(m− ρ− τ + 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt+ (τ + 1)

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

|g (t)|p dt


şeklindedir. m > 2ρ, ρ > 1, olduğundanm−ρ > ρ sağlanır. Dolayısıyla, Tm,ρ ifadesi

Tm,ρ =

(
ρ−1∑
τ=0

+

m−ρ∑
τ=ρ

)
(m− ρ− τ + 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+

(
m−2ρ∑
τ=0

+

m−ρ∑
τ=m−2ρ+1

)
(τ + 1)

τ+ρ+1
m+1∫
τ+ρ
m+1

|g (t)|p dt
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şeklinde yazılabilir. İkinci satırda bulunan toplamlarda τ yerine τ − ρ alınırsa, Tm,ρ

Tm,ρ =

ρ−1∑
τ=0

(m− ρ− τ + 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+

m−ρ∑
τ=ρ

(m− 2ρ+ 2)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

+

m∑
τ=m−ρ+1

(τ − ρ+ 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt (3.17)

olarak yazılabilir. Diğer taraftan, benzer şekilde, (3.15) eşitsizliğinin [0, 1] üzerinden

integrali alındı̆gında

1∫
0

|Sm+1,ρ (g;x)|p dx ≤
m+1−ρ∑
τ=0

1∫
0

pm+1−ρ,τ (x) dx

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

=
1

m− ρ+ 2

m+1−ρ∑
τ=0

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt (3.18)

bulunur. Benzer terimler bir araya getirilerek (3.18) formülündeki toplam, aşağıdaki

gibi üç parçaya ayrılabilir:

m+1−ρ∑
τ=0

τ+ρ
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt =

m+1−ρ∑
τ=0


τ+1
m+1∫
τ

m+1

+

τ+2
m+1∫
τ+1
m+1

+ · · ·+

τ+ρ
m+1∫

τ+ρ−1
m+1

 |g (t)|p dt (3.19)

=

ρ−1∑
τ=0

(τ + 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt+ ρ

m−ρ∑
τ=ρ

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt+

m∑
τ=m−ρ+1

(m− τ + 1)

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt.

(3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) kullanılarak; (3.13) formülünden

1∫
0

|Km,ρ (g;x)|p dx ≤ 2p

(
ρ−1∑
τ=0

+

m−ρ∑
τ=ρ

+
m∑

τ=m−ρ+1

) τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt

= 2p
m∑
τ=0

τ+1
m+1∫
τ

m+1

|g (t)|p dt = 2p
1∫

0

|g (t)|p dt
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sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla, Lp-normuna geçilerek, her g ∈ Lp [0, 1] için ‖Km,ρ (g)‖p ≤

2 ‖g‖p bulunur. Yani, her m > 2ρ, m ∈ N, için ‖Km,ρ‖ ≤ 2 şeklinde sınırlı bir

operatördür. Şimdi, ε > 0 keyfi verilmi̧s olsun. C[0, 1], Lp [0, 1] uzayında yoğun

olduğundan, ‖g − h‖p < ε olacak şekilde bir h ∈ C[0, 1] vardır ve Teorem 3.2’den;

bir m0 ∈ N sayısı, her m ≥ m0 iken

‖Km,ρ (h)− h‖ < ε

olacak şekilde, vardır. Buradan,

‖Km,ρ (g)− g‖p ≤ 2 ‖g − h‖p + ‖Km,ρ (h)− h‖p + ‖h− g‖p < 4ε

eşitsizliğinden, ispat tamamlanır.

3.4 Lp-Yaklaşımın Oranı

Pozitif lineer operatör dizileri ile Lp- normunda yaklaşımın oranının ölçülmesi prob-

lemi birçok makalede incelenmi̧stir. Bunlardan bâzılarına, (Quak 1988) ve (Altomare

ve Campiti 1994) eserlerindeki kaynaklardan ulaşılabilir. Bu doğrultudaki en kul-

lanı̧slıyöntem; τ -modülün kullanıldı̆gı, Teorem 2.5 ile verilen Popov’un teoremidir.

Kantorovich operatörlerinin bir genelleştirilmesi için Lp-yaklaşımın oranının τ -modül

cinsinden üst sınırıiçin (Campiti ve Metafune 1996) çalı̧smasına bakılabilir.

Teorem 3.5 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, 1 ≤ p <∞ ve g ∈M[0, 1]

ise ∥∥K∗m,ρ (g)− g
∥∥
p
≤ Cτ 1

(
g;
√
A∗m,ρ

)
p

eşitsizliği, her m > 2ρ, m ∈ N, için gerçeklenir. Buradaki A∗m,ρ

A∗m,ρ =
3m+ 1 + ρ (ρ− 1)

12 (m+ 1)2 ≤ 1

olup, C; g fonksiyonuna bağlıolmayan pozitif sabittir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca

2022).

İspat. g ∈ M[0, 1], 1 ≤ p < ∞ ve negatif olmayan ve sabitlenen bir ρ tam sayısı

için m > 2ρ, m ∈ N olsun. Teorem 2.5’e göre

A∗m,ρ := sup
{
K∗m,ρ

(
(e1 − xe0)2 ;x

)
; x ∈ [0, 1]

}
≤ 1
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olduğunun gösterilmesi yeterlidir. Operatörlerin lineerliğinden, x ∈ [0, 1] için

K∗m,ρ
(
(e1 − xe0)2 ;x

)
=

m− 1 + ρ (ρ− 1)

(m+ 1)2 x (1− x) +
1

3 (m+ 1)2

≤ m− 1 + ρ (ρ− 1)

4 (m+ 1)2 +
1

3 (m+ 1)2

= A∗m,ρ

bulunur. ρ = 0 ve ρ = 1 durumunda

A∗m,0 = A∗m,1 =
3m+ 1

12 (m+ 1)2

olup, Kantorovich operatörleri için elde edilen (2.3) eşitsizliğine ulaşılır. Son olarak,

Am,ρ ≤ 1 olduğunun gösterilmesi gereklidir. ρ ≥ 0 vem > 2ρ olduğundanm−1 ≥ 2ρ

alınır. Böylece m−1
2
≥ ρ olmak üzere

A∗m,ρ =
3m+ 1 + 3ρ (ρ− 1)

12 (m+ 1)2

≤ 3m+ 1 + 3ρ2

12 (m+ 1)2

≤ 3m2 + 6m+ 7

48 (m+ 1)2 ≤ 1

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.6 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, 1 ≤ p <∞ ve g ∈M[0, 1]

ise

‖Km,ρ (g)− g‖p ≤ Cτ 1

(
g;
√
Am,ρ

)
p

eşitsizliği, her m > 2ρ, m ∈ N, için gerçeklenir. Buradaki Am,ρ

Am,ρ =
3m2 + 3mρ2 − 3mρ+ 4m− 2ρ3 + 3ρ2 − ρ+ 1

12 (m+ 1)3 ≤ 1 (3.20)

olup, C; g fonksiyonuna bağlı olmayan pozitif sabittir (Bostancı ve Başcanbaz-

Tunca 2022).

İspat. g ∈ M[0, 1], 1 ≤ p < ∞ ve negatif olmayan ve sabitlenen bir ρ tam sayısı

için m > 2ρ, m ∈ N olsun. Teorem 2.5’e göre

Am,ρ := sup
{
Km,ρ

(
(e1 − xe0)2 ;x

)
; x ∈ [0, 1]

}
≤ 1
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olduğunu göstermek yeterlidir. Operatörlerin lineerliğinden, x ∈ [0, 1] için

Km,ρ

(
(e1 − xe0)2 ;x

)
=

(m− ρ+ 1) (m− ρ) (m+ 2ρ− 1)

(m+ 1)3 x2 +
2 (m− ρ+ 1) (m+ ρ2)

(m+ 1)3 x

+
m− ρ+ 1 + ρ3

3 (m+ 1)3 − 2
(m− ρ+ 1) (m+ ρ)

(m+ 1)2 x2 − m+ 1 + ρ (ρ− 1)

(m+ 1)2 x+ x2

=
m2 + (ρ2 − ρ)m− 2ρ3 + ρ2 + ρ− 1

(m+ 1)3 x (1− x) +
m− ρ+ 1 + ρ3

3 (m+ 1)3

≤ m2 + (ρ2 − ρ)m− 2ρ3 + ρ2 + ρ− 1

4 (m+ 1)3 +
m− ρ+ 1 + ρ3

3 (m+ 1)3

=
3m2 + 3mρ2 − 3mρ+ 4m− 2ρ3 + 3ρ2 − ρ+ 1

12 (m+ 1)3

= Am,ρ

bulunur. ρ = 0 ve ρ = 1 durumlarında

Am,0 = Am,1 =
3m+ 1

12 (m+ 1)2

Kantorovich operatörleri için elde edilen (2.3) eşitsizliğine ulaşılır. Son olarak,

Am,ρ ≤ 1 olduğunun gösterilmesi kalmı̧stır. ρ ≥ 0 vem > 2ρ olduğundanm−1 ≥ 2ρ

olur. Böylece, m−1
2
≥ ρ alınarak,

Am,ρ =
1

12 (m+ 1)3

[
3m2 + 3mρ2 − 3mρ+ 4m− 2ρ3 + 3ρ2 − ρ+ 1

]
≤ 1

12 (m+ 1)3

[
3m2 + 3mρ2 + 4m+ 3ρ2 + 1

]
≤ 1

12 (m+ 1)3

[
3m2 + 3m

(
m− 1

2

)2

+ 4m+ 3

(
m− 1

2

)2

+ 1

]

=
3m3 + 9m2 + 13m+ 7

48 (m+ 1)3 ≤ 1

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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4. STANCU OPERATÖRLERİNİN NEGATİF OLMAYAN

PARAMETREYE DAYALI GENELLEŞTİRİLMESİ

4.1 Operatörlerin İnşâsı

P β
m,τ (x); (1.8) ile verilen temel fonksiyonlar olmak üzere, g ∈ C [0, 1] için (1.9) ile

verilen

Gβ
m (g;x) :=

m∑
τ=0

P β
m,τ (x) g

( τ
m

)
Cheney-Sharma operatörleri, pozitif ve lineer olup

Gβ
m (e0;x) = 1 (4.1)

eşitliğini sağlarlar. Cheney-Sharma operatörlerinin momentleri;

S (τ ,m, x, y) :=
m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+τ−1 (y + (m− v) β)m−v (4.2)

olmak üzere,

S (τ ,m, x, y) = xS (τ − 1,m, x, y) +mβS (τ ,m− 1, x+ β, y)

indirgeme bağıntısı kullanılarak elde edilmi̧stir. Gβ
m (g) operatör dizisinin [0, 1]

üzerinde g fonksiyonuna düzgün yakınsaklı̆gı, β yerine; lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu

sağlayan, negatif olmayan {βm}m∈N reel sayıdizisi alınarak, ispatlanmı̧stır (Cheney

ve Sharma 1964). Stancu ve Cismasiu (1997), Cheney-Sharma operatörlerinin lineer

fonksiyonlarıkoruduğunu göstermi̧slerdir, yani;

Gβ
m (e1;x) = x (4.3)

sağlanır.

Çalı̧smanın bu kısmında; önce, Cheney ve Sharma’nın kullandı̆gı (4.2) indirgeme

bağıntısında küçük bir deği̧siklik yapılarak, Gβ
m operatörlerinin ikinci momenti, daha

basit şekilde hesaplanacaktır. Bu deği̧siklik için, binom formülünün Abel tipindeki

aşağıdaki genelleştirilmesi kullanılacaktır:

Negatif olmayan bir β reel sayısı, x, y ∈ R ve m ≥ 1 için

(x+ y +mβ)m =
m∑
τ=0

(
m

τ

)
(x+ τβ)τ y [y + (m− τ) β]m−τ−1 (4.4)
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eşitliği sağlanır (Stancu ve Stoica 2009). Daha sonra, (2.5) ile verilen Lm,ρ Stancu

operatörlerinin temel fonksiyonlarının yerine, (1.8) ile verilen Cheney-Sharma op-

eratörlerinin temel fonksiyonları, uygun şekilde alınarak, Stancu operatörlerinin,

negatif olmayan bir β parametresine dayalıbir genelleştirmesi tanımlanacaktır.

Bu amaçla, negatif olmayan bir ρ tam sayıparametresi ve m > 2ρ olacak şekildeki

bir m doğal sayısıiçin, (1.8) formülünde m yerine m−ρ alınarak oluşturulan P β
m−ρ,τ

temel fonksiyonlarıve g ∈ C[0, 1] için

Lβm,ρ (g;x) :=

m−ρ∑
τ=0

P β
m−ρ,τ (x)

[
(1− x) g

( τ
m

)
+ xg

(
τ + ρ

m

)]
(4.5)

şeklindeki operatörler dikkate alınacaktır. Çalı̧smada, bu operatörler, Cheney-Sharma

tipinde Stancu operatörleri olarak adlandırılacaktır. Lβm,ρ operatörlerinin; uygun K-

fonksiyonel yardımı ile lokal yaklaşımıelde edilecektir. Yaklaşım sonuçlarınıelde

etmek için, Cheney ve Sharma’nın (1964) çalı̧smasındaki gibi, β yerine pozitif reel

sayıların lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu sağlayan bir βm dizisi alınacaktır. L0
m,ρ; (2.5)

ile verilen Lm,ρ Stancu operatörüne indirgendiği açıktır ve Lβm,0; (1.9) ile verilen

Cheney-Sharma operatörüne indirgenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).

4.2 YardımcıSonuçlar

(1.9) ile verilen Gβ
m operatörünün ikinci momentini daha basit şekilde elde edebilmek

amacıyla, x, y ∈ [0, 1] için

T (τ ,m, x, y) :=

m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+τ−1 (y + (m− v) β)m−v−1 , m∈ N, τ = 0, 1, . . . ,m,

(4.6)

alınırsa, T (τ ,m, x, y) için aşağıdaki gibi bir indirgeme bağıntısıelde edilir:

Lemma 4.1 x, y ∈ [0, 1], m ∈ N, τ = 0, 1, ...,m, ise

T (τ ,m, x, y) = xT (τ − 1,m, x, y) +mβ T (τ ,m− 1, x+ β, y) (4.7)

gerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).
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İspat. (4.6) ile verilen T (τ ,m, x, y)

T (τ ,m, x, y) =
m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+τ−2 (x+ vβ) (y + (m− v) β)m−v−1

= x
m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+τ−2 (y + (m− v) β)m−v−1

+

m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+τ−2 vβ (y + (m− v) β)m−v−1

şeklinde yazılır. İkinci toplamda v yerine v + 1 alınarak

T (τ ,m, x, y) = x
m∑
v=0

(
m

v

)
(x+ vβ)v+(τ−1)−1 (y + (m− v) β)m−v−1

+mβ

m−1∑
v=0

(
m− 1

v

)
(x+ β + vβ)v+τ−1 (y + (m− v − 1) β)m−v−2

= xT (τ − 1,m, x, y) +mβ T (τ ,m− 1, x+ β, y)

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Doğrudan hesaplamalar ile aşağıdaki yargıya ulaşılır.

Yargı4.1 (4.6) ile verilen indirgeme bağıntısı, aşağıdaki sonuçlarıverir:

(i) (1.8) formülünden xyT (0,m, x, y) = (x+ y) (x+ y +mβ)m−1 bulunur.

(ii) (4.4) formülünden yT (1,m, x, y) = (x+ y +mβ)m bulunur.

(iii) (4.7) bağıntısıtekrarlıuygulanarak

T (2,m, x, y) =
m∑
v=0

(
m

v

)
v! (x+ vβ) βvT (1,m− v, x+ vβ, y)

elde edilir. Burada, Cheney ve Sharma (1964)’deki gibi, gamma fonksiyonu gereğince

v! =

∞∫
0

e−ssvds

eşitliği ve binom formülü kullanılarak
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T (2,m, x, y) = xT (1,m, x, y) +mβT (2,m− 1, x+ β, y)

= xT (1,m, x, y) +mβ (x+ β)T (1,m− 1, x+ β, y)

+mβ (m− 1) (x+ 2β)T (1,m− 2, x+ 2β, y)

+mβ (m− 1) (m− 2)T (2,m− 3, x+ 3β, y)

=
m∑
v=0

(x+ vβ)

(
m

v

)
v!βvT (1,m− v, x+ vβ, y)

=
m∑
v=0

(x+ vβ)

(
m

v

) ∞∫
0

e−ssvds βv
1

y
(x+ y +mβ)m−v

bulunur. Buradan

yT (2,m, x, y) =

∞∫
0

e−s
[
x (x+ y +mβ + sβ)m +msβ2 (x+ y +mβ + sβ)m−1] ds

(4.8)

elde edilir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).

(4.6) ve (4.7) formülleri kullanılarak, Gβ
m (e2;x) aşağıdaki şekilde elde edilir:

Lemma 4.2 Her x ∈ [0, 1], m ∈ N için

Gβ
m (e2;x) =

m− 1

m

{
x (x+ 2β)Am + x (m− 2) β2Bm

}
+
x

m

olur. Buradaki Am ve Bm

Am =
1

(1 +mβ)

∞∫
0

e−s
(

1 +
sβ

1 +mβ

)m−2

ds (4.9)

ve

Bm =
1

(1 +mβ)2

∞∫
0

se−s
(

1 +
sβ

1 +mβ

)m−3

ds (4.10)

şeklindedir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).
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İspat. Gβ
m (e2;x) için

Gβ
m (e2;x) =

1

(1 +mβ)m−1

m∑
v=0

v2

m2

(
m

v

)
x (x+ vβ)v−1 (1− x) (1− x+ (m− v) β)m−v−1

=
m− 1

m

1

(1 +mβ)m−1

m−2∑
v=0

(
m− 2

v

)
x (x+ 2β + vβ)v+1 (1− x)

× (1− x+ (m− v − 2) β)m−v−3 +
1

m
Gβ
m (e1;x)

=
m− 1

m

x (1− x)

(1 +mβ)m−1T (2,m− 2, x+ 2β, 1− x) +
x

m

olur ve Gβ
m (e2;x) aşağıdaki şekilde yazılır:

Gβ
m (e2;x)

=
m− 1

m

x

(1 +mβ)m−1

×
∞∫

0

e−s
[
(x+ 2β) (1 +mβ + sβ)m−2 + (m− 2) sβ2 (1 +mβ + sβ)m−3] ds+

x

m

=
m− 1

m

x (x+ 2β)

(1 +mβ)

∞∫
0

e−s
(

1 +
sβ

1 +mβ

)m−2

ds

+
(m− 1) (m− 2)

m

x

(1 +mβ)2β
2

∞∫
0

s e−s
(

1 +
sβ

1 +mβ

)m−3

ds+
x

m

=
m− 1

m

{
x (x+ 2β)Am + x (m− 2) β2Bm

}
+
x

m
,

buradaki Am ve Bm, sırasıyla, (4.9) ve (4.10) ile verilen dizilerdir.

Yaklaşım sonuçlarının elde edilebilmesi için lim
m→∞

Am ve lim
m→∞

Bm limitlerinin hesa-

planmasıgerekmektedir.

Lemma 4.3 {βm}m∈N ; pozitif reel sayıların lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu sağlayan bir

dizisi ise

lim
m→∞

Am = 1 ve lim
m→∞

Bm = 1

gerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).
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İspat. (4.9) eşitliğinde, Am+2 ve u = sβ
1+mβ

deği̧sken deği̧stirmesi yapılarak,

Am+2 =
1

1 + (m+ 2) β

∞∫
0

e−s
(

1 +
sβ

1 + (m+ 2) β

)m
ds

=
1

β

∞∫
0

e−
(1+(m+2)β)

β
u (1 + u)m du.

elde edilir. Cheney ve Sharma (1964)’deki gibi,

emu
(
1−mu2

)
6 (1 + u)m 6 emu (4.11)

eşitsizliği kullanılarak

1

1 + 2β
− 2mβ2

(1 + 2β)3 6 Am+2 6
1

1 + 2β

bulunur. Benzer şekilde, (4.10) eşitliğinden, Bm+3 için

Bm+3 =
1

(1 + (m+ 3) β)2

∞∫
0

se−s
(

1 +
sβ

1 + (m+ 3) β

)m
ds

=

∞∫
0

1

(1 + (m+ 3) β)2

(1 + (m+ 3) β)

β
u e−

(1+(m+3)β)
β

u (1 + u)m
(1 + (m+ 3) β)

β
du

=
1

β2

∞∫
0

e−
(1+(m+3)β)

β
u u (1 + u)m du

elde edilir. (4.11) eşitsizliğinden

1

(1 + 3β)2 −
6mβ2

(1 + 3β)4 6 Bm+3 6
1

(1 + 3β)2

eşitsizlikleri sağlanır. Dolayısıyla, β yerine lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu sağlayan, pozitif

bir βm, m ∈ N, dizisi alınarak lim
m→∞

Am = 1 ve lim
m→∞

Bm = 1 sonucuna ulaşılır.

4.3 Yaklaşım Özellikleri

Bu bölümde, (4.5) ile verilen Lβm,ρ Cheney-Sharma tipinde Stancu operatörlerinin

yaklaşım özellikleri incelenecektir.
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Lemma 4.4 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, m > 2ρ, m ∈ N, β ≥ 0 ve

x ∈ [0, 1] için

Lβm,ρ (e0;x) = 1,

Lβm,ρ (e1;x) = x,

Lβm,ρ (e2;x) =
(m− ρ) (m− ρ− 1)

m2

{
x (x+ 2β)Am−ρ + x (m− ρ− 2) β2Bm−ρ

}
+
x

m2

{
(m− ρ) (1 + 2xρ) + ρ2

}
gerçeklenir, buradakiAm−ρ veBm−ρ, sırasıyla, (4.9) ve (4.10) ile verilmi̧stir (Bostancı

ve Başcanbaz-Tunca 2018).

İspat. (1.9), (4.1), (4.3), (4.5) ve Lemma 4.2 dikkate alınarak;

Lβm,ρ (e0;x) = Gβ
m−ρ (e0;x) = 1,

Lβm,ρ (e1;x) =
m− ρ
m

Gβ
m−ρ (e1;x) +

ρx

m
Gβ
m−ρ (e0;x)

=
(

1− ρ

m

)
x+

ρ

m
x

= x,

Lβm,ρ (e2;x) =

(
m− ρ
m

)2

Gβ
m−ρ (e2;x) + 2xρ

m− ρ
m2

Gβ
m−ρ (e1;x) +

xρ2

m2
Gβ
m−ρ (e0;x)

=
(m− ρ) (m− ρ− 1)

m2

{
x (x+ 2β)Am−ρ + x (m− ρ− 2) β2Bm−ρ

}
+
x

m2

{
(m− ρ) (1 + 2xρ) + ρ2

}
elde edilir ve ispat tamamlanmı̧s olur.

Böylece, Lemma 4.4 kullanılarak, ilk iki merkezî momentleri aşağıdaki gibi bulunur:

Sonuç 4.1 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, m > 2ρ, m ∈ N, β ≥ 0 ve

x ∈ [0, 1] için

Lβm,ρ ((e1 − x) ;x) = 0,

Lβm,ρ
(
(e1 − x)2 ;x

)
=

(
m− ρ
m

)2
m− ρ− 1

m− ρ
{
x (x+ 2β)Am−ρ + x (m− ρ− 2) β2Bm−ρ

}
+

2x2ρ (m− ρ) + xρ2

m2
− x2

= : δβm,ρ (x)

elde edilir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).
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Lemma 4.5 Her g ∈ C [0, 1] için∥∥Lβm,ρ (g)
∥∥ ≤ ‖g‖

gerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018).

İspat. Lβm,ρ operatörünün (4.5) ile verilen tanımıdikkate alınarak∣∣Lβm,ρ (g;x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
m−ρ∑
τ=0

P β
m−ρ,τ (x)

[
(1− x) g

( τ
m

)
+ xg

(
τ + ρ

m

)]∣∣∣∣∣
≤ ‖g‖

m−ρ∑
τ=0

P β
m−ρ,τ (x) {1− x+ x}

= ‖g‖

bulunur. [0, 1] üzerinden sup-norma geçilerek, ispat tamamlanır.

Korovkin teoremi kullanılarak, Cheney-Sharma tipinde Stancu operatörlerinin dizisi

ile [0, 1] üzerinde düzgün yaklaşım, aşağıdaki teoremde verilmektedir.

Teorem 4.1 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, {βm}m∈N; pozitif reel

sayıların lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu sağlayan bir dizisi ise, her g ∈ C[0, 1] için, [0, 1]

üzerinde

lim
m→∞

Lβmm,ρ (g) = g

düzgün yaklaşımıgerçeklenir.

İspat. İspat; Lemma 4.3, Lemma 4.4 ve Korovkin teoreminden elde edilir.

Teorem 4.2 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, {βm}m∈N; pozitif reel

sayıların lim
m→∞

mβm = 0 koşulunu sağlayan bir dizisi ise her g ∈ C[0, 1] için

∣∣Lβm,ρ (g;x)− g (x)
∣∣ ≤ Cω2

(
g,
√
δβm,ρ (x)

)
, x ∈ [0, 1] ,

eşitsizliği gerçeklenir. Buradaki δβm,ρ (x); Lβm,ρ operatörünün, Sonuç 4.1 ile verilen,

ikinci merkezî momenti olup, C; pozitif bir sabittir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca

2018).

İspat. W 2; (2.1) ile verilen uzay olmak üzere, h ∈ W 2 ve x, t ∈ [0, 1] için, Taylor

formülünden

h (t) = h (x) + h′ (x) (t− x) +

t∫
x

(t− y)h′′ (y) dy
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yazılır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafına Lβm,ρ uygulanırsa, lineerlikten ve Lemma

4.4’den

∣∣Lβm,ρ (h;x)− h (x)
∣∣ ≤ ‖h′′‖Lβm,ρ

 t∫
x

|t− y| dy;x


≤ ‖h′′‖Lβm,ρ

(
(t− x)2 ;x

)
= ‖h′′‖ δβm,ρ (x)

elde edilir. Buradan,

∣∣Lβm,ρ (g;x)− g (x)
∣∣ ≤ ∣∣Lβm,ρ (g − h;x)− (g − h) (x)

∣∣
+
∣∣Lβm,ρ (h;x)− h (x)

∣∣
≤ 2 ‖g − h‖+ ‖h′′‖ δβm,ρ (x)

bulunur. Tüm h ∈ W 2 üzerinden infimum alınıp, (2.2) kullanılarak

∣∣Lβm,ρ (g;x)− g (x)
∣∣ ≤ 2K2

(
g, δβm,ρ (x)

)
≤ Cω2

(
g,
√
δβm,ρ (x)

)
elde edilir ve ispat tamamlanır.
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5. YENİ ŞEKİL KORUMA ÖZELLİKLERİ

5.1 Stancu Operatörlerinin Salınım AzaltıcıÖzelliği

Önerme 2.2 ile verilen, Bernstein operatörlerinin sağladı̆gısalınım azaltıcıözelliğin,

her bir Lm,ρ Stancu operatörü tarafından da sağlandı̆gı, aşağıdaki teoremde elde

edilmektedir.

Teorem 5.1 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayıve g ∈ TV [0, 1] ise

V[0,1] [Lm,ρ (g)] ≤ V[0,1] [g]

eşitsizliği, herm > 2ρ, m ∈ N, için gerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).

İspat. (3.3) formülünden

d

dx
Lm,ρ(g;x)

= (m− ρ)

m−1−ρ∑
τ=0

pm−1−ρ,τ (x)

×
{

(1− x)

[
g

(
τ + 1

m

)
− g

( τ
m

)]
+ x

[
g

(
τ + ρ+ 1

m

)
− g

(
τ + ρ

m

)]}
+

m−ρ∑
τ=0

pm−ρ,τ (x)

[
g

(
τ + ρ

m

)
− g

( τ
m

)]
(5.1)

bulunur. Lm,ρ(g) ∈ AC[0, 1] olacağından. Lm,ρ (g) için toplam salınım;

V[0,1] [Lm,ρ (g)] =

1∫
0

∣∣∣∣ ddxLm,ρ (g;x)

∣∣∣∣ dx
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formülü, (5.1) ve beta integrali kullanılarak

V[0,1] [Lm,ρ (g)] =

1∫
0

∣∣∣∣ ddxLm,ρ (g;x)

∣∣∣∣ dx
=

∣∣∣∣∣
m−1−ρ∑
τ=0

(m− ρ− τ)

(m− ρ+ 1)

[
g

(
τ + 1

m

)
− g

( τ
m

)]

+

m−1−ρ∑
τ=0

(τ + 1)

(m− ρ+ 1)

[
g

(
τ + ρ+ 1

m

)
− g

(
τ + ρ

m

)]

+

m−ρ∑
τ=0

1

(m− ρ+ 1)

[
g

(
τ + ρ

m

)
− g

( τ
m

)]∣∣∣∣∣
≤ 1

m− ρ+ 1

×
m−1−ρ∑
τ=0

[
(m− ρ− τ)

∣∣∣∣g(τ + 1

m

)
− g

( τ
m

)∣∣∣∣+ (τ + 1)

∣∣∣∣g(τ + ρ+ 1

m

)
− g

(
τ + ρ

m

)∣∣∣∣]

+
1

m− ρ+ 1

m−ρ∑
τ=0

∣∣∣∣g(τ + ρ

m

)
− g

( τ
m

)∣∣∣∣ (5.2)

elde edilir. Burada, Teorem 3.4’ün ispatında olduğu gibi, (5.2) eşitsizliğindeki ilk ve

ikinci toplamlarda (3.19) formülünde yapılan parçalanma tekniği kullanılarak

V[0,1] [Lm,ρ (g)] ≤ 1

m− ρ+ 1

×
{
ρ−1∑
τ=0

(m− ρ− τ) +

m−1−ρ∑
τ=ρ

(m− 2ρ+ 1) +
m−1∑

τ=m−ρ
(τ − ρ+ 1)

+

ρ−1∑
τ=0

(τ + 1) +

m−1−ρ∑
τ=ρ

ρ+
m−1∑

τ=m−ρ
(m− τ)

}∣∣∣∣g(τ + 1

m

)
− g

( τ
m

)∣∣∣∣
≤ V[0,1] [g]

elde edilir ve ispat tamamlanmı̧s olur.

Önerme 2.3 ile verilen, mutlak sürekli fonksiyonlar için Bernstein operatör dizisi ile

salınım yarı-normunda yakınsaklık özelliği, {Lm,ρ (g)}m∈N Stancu operatör dizisi için

aşağıda elde edilmektedir.

Önerme 5.1 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayıve g ∈ TV [0, 1] ise

g ∈ AC[0, 1]⇐⇒ lim
m→∞

V[0,1] [Lm,ρ (g)− g] = 0

gerçeklenir (Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2022).
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İspat. AC[0, 1], ‖.‖TV [0,1] yarı-normuna göre TV [0, 1] uzayının kapalıalt uzayıdır

(Bardaro vd. 2003), g ∈ TV [0, 1] için,

lim
m→∞

V[0,1] [Lm,ρ (g)− g] = lim
m→∞

‖Lm,ρ (g)− g‖TV [0,1] = 0

eşitliğinden g ∈ AC[0, 1] bulunur. Diğer taraftan, g ∈ AC[0, 1] alınır (g′ ∈ L1[0, 1] ve

g (x) =
x∫
0

g′ (t) dt + g (0) olur). Lm,ρ(g) ∈ AC[0, 1] olduğundan, (Lm,ρ(g)− g) ∈

AC[0, 1] alabiliriz. Böylece, (3.3), (3.4) ve Teorem 3.4 kullanılarak

lim
m→∞

V[0,1] [Lm,ρ (g)− g] = lim
m→∞

‖Km−1,ρ (g′;x)− g′‖1 = 0

bulunur ve ispat tamamlanmı̧s olur.

5.2 Genelleştirilmi̧s Stancu Operatörlerinin Lipschitz SınıfınıKoruma

Özelliği

Bernstein polinomlarının; Lipschitz sürekli fonksiyonunun, sabitini ve derecesini

koruduğu, Brown, Elliott ve Paget tarafından elemanter yöntem ile gösterilmi̧stir

(Brown vd. 1987). Benzer sonuç, uygun Lipschitz sınıf tanımı kullanılarak; çok

deği̧skenli Stancu operatörleri için Yang, Xiong ve Cao tarafından (Yang vd. 2003)

ve Gβ
m Cheney-Sharma operatörlerinin iki deği̧skenli geni̧slemesi için Başcanbaz-

Tunca, Erençin ve İnce-İlarslan tarafından, elde edilmi̧stir (Başcanbaz-Tunca vd.

2018). Bu kısımda, her bir Lβm,ρ Cheney-Sharma tipinde Stancu operatörünün Lip-

schitz sınıfınıkoruduğu gösterilecektir.

Teorem 5.2 ρ; negatif olmayan, sabitlenen bir tam sayı, β ≥ 0 ve g ∈ LipM (α, [0, 1])

ise her m > 2ρ, m ∈ N, için Lβm,ρ (g) ∈ LipM (α, [0, 1]) gerçeklenir (Bostancı ve

Başcanbaz-Tunca 2018).
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İspat. y ≥ x olacak şekilde x, y ∈ [0, 1] olsun. (4.5) ve (1.7) formüllerinden,

Lβm,ρ (g; y) aşağıdaki şekilde yazılır:

Lβm,ρ (g; y) =
1

(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
j=0

j∑
τ=0

(
m− ρ
j

)(
j

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ (j − τ) β]j−τ−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− j) β]m−ρ−j−1

×
{

(1− y) g

(
j

m

)
+ yg

(
j + ρ

m

)}
.

Yukarıdaki toplamların sırasıdeği̧stirilir ve j − τ = l alınırsa,

Lβm,ρ (g; y) =
1

(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
τ=0

m−ρ−τ∑
ι=0

(m− ρ)!

(m− ρ− τ − ι)!τ !ι!
x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− τ − ι) β]m−ρ−τ−ι−1

×
{

(1− y) g

(
τ + ι

m

)
+ yg

(
τ + ι+ ρ

m

)}
(5.3)

elde edilir. Diğer taraftan, Lβm,ρ (g;x) operatörü aşağıdaki gibi yazılır:

Lβm,ρ (g;x) =
1

(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
τ=0

m−ρ−τ∑
ι=0

(m− ρ)!

τ !ι! (m− ρ− τ − ι)!x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− τ − ι) β]m−ρ−τ−ι−1

×
{

(1− x) g
( τ
m

)
+ xg

(
τ + ρ

m

)}
. (5.4)

(5.3) formülünden (5.4) çıkarılarak

Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)

=
1

(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
τ=0

m−ρ−τ∑
ι=0

(m− ρ)!

τ !ι! (m− ρ− τ − ι)!x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− τ − ι) β]m−ρ−τ−ι−1

×
{

(1− y) g

(
τ + ι

m

)
+ yg

(
τ + ι+ ρ

m

)
− (1− x) g

( τ
m

)
− xg

(
τ + ρ

m

)}
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elde edilir. Son ifadede yg
(
τ
m

)
ve xg

(
τ+ι+ρ
m

)
terimleri eklenip çıkarılarak aşağıdaki

sonuca ulaşılır:

Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)

=
1

(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
τ=0

m−ρ−τ∑
ι=0

(m− ρ)!

τ !ι! (m− ρ− τ − ι)!x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− τ − ι) β]m−ρ−τ−ι−1

×
{

(1− y)

[
g

(
τ + ι

m

)
− g

( τ
m

)]
+ x

[
g

(
τ + ι+ ρ

m

)
− g

(
τ + ρ

m

)]
+(y − x)

[
g

(
τ + ι+ ρ

m

)
− g

( τ
m

)]}
.

İki tarafın mutlak değeri alınıp, g ∈ LipM (α, [0, 1]) hipotezi ve x ≤ y varsayımı

kullanılarak, yukarıdaki eşitlikten

∣∣Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (f ;x)
∣∣

≤ M
(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
τ=0

m−ρ−τ∑
ι=0

(m− ρ)!

τ !ι! (m− ρ− τ − ι)!x (x+ τβ)τ−1 (y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− y) [1− y + (m− ρ− τ − ι) β]m−ρ−τ−ι−1{
(1− (y − x))

( ι
m

)α
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)α}

elde edilir. Burada toplamların sırasıdeği̧stirilerek,

∣∣Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)
∣∣

≤ M
(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

×
m−ρ∑
ι=0

(
m− ρ
ι

)
(y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

×
m−ρ−ι∑
τ=0

(
m− ρ− ι

τ

)
x (x+ τβ)τ−1 (1− y) [1− y + (m− ρ− ι− τ) β]m−ρ−ι−τ−1

×
{

(1− (y − x))
( ι
m

)α
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)α}
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bulunur. (1.7) eşitliğinde y yerine 1 − y ve m yerine m − ρ − ι alınırsa, yukarıdaki

formül,

∣∣Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)
∣∣

≤ M
(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

m−ρ∑
ι=0

(
m− ρ
ι

)
(y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− (y − x)) [1− (y − x) + (m− ρ− ι) β]m−ρ−ι−1

×
{

(1− (y − x))
( ι
m

)α
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)α}
şeklinde düzenlenir. Burada x1 = ι

m
, x2 = ι+ρ

m
ve negatif olmayan α1 + α2 = 1

olacak şekildeki α1 ve α2 sabitleri α1 = y−x ve α2 = 1− (y − x) alınırsa, h (t) = tα,

t ∈ [0, 1], 0 < α ≤ 1, konkav olduğundan, son eşitsizlik aşağıdaki forma indirgenir:

∣∣Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)
∣∣

≤ M
(1 + (m− ρ) β)m−ρ−1

m−ρ∑
ι=0

(
m− ρ
ι

)
(y − x) [y − x+ ιβ]ι−1

× (1− (y − x)) [1− (y − x) + (m− ρ− ι) β]m−ρ−ι−1

×
{

(1− (y − x))
ι

m
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)}α
= M

m−ρ∑
ι=0

P β
m−ρ (y − x)

{
(1− (y − x))

ι

m
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)}α
.

Burada, α = 1 durumu açıktır. 0 < α < 1 durumunda; p = 1
α
ve q = 1

1−α eşlenik

çiftleri için Hölder eşitsizliği uygulanırsa, Lemma 4.4 dikkate alınarak

∣∣Lβm,ρ (g; y)− Lβm,ρ (g;x)
∣∣

≤ M

{
m−ρ∑
ι=0

P β
m−ρ (y − x)

[
(1− (y − x))

ι

m
+ (y − x)

(
ι+ ρ

m

)]}α{m−ρ∑
ι=0

P β
m−ρ (y − x)

}1−α

= M
{
Lβm,ρ (e1; y − x)

}α {Lβm,ρ (e0; y − x)
}1−α

= M(y − x)α

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bernstein (1912) tarafından, binom dağılımıkullanılarak elde edilen Bernstein oper-

atörlerinin, çok çeşitli genelleştirilmeleri yapılmı̧stır. Stancu (1983); Binom dağılımının,

negatif olmayan bir ρ tam sayıparametreye dayalıbir genelleştirmesini oluşturarak

elde ettiği temel fonksiyonlar yardımıile, Bernstein operatörlerinin bir genelleştirmesini

inşâ etmi̧stir. Bu genelleştirilmi̧s operatörlerin ρ = 0 ve ρ = 1 durumlarıBernstein

operatörlerini vermektedir. Bu operatörler, tezde; Stancu operatörleri olarak ad-

landırılmı̧stır. Stancu (1983), Bernstein operatörleri için bilinen bâzı özellikleri,

Stancu operatörleri için de elde etmi̧stir. Tezin hazırlanma süresince; Bernstein

operatörlerinin Kantorovich genelleştirilmesinde olduğu gibi (bkz. Teorem 1.4),

Stancu operatörlerinin Kantorovich tipinde bir genelleştirmesi için Lp-yaklaşımın

çalı̧sılmadı̆gıgözlenmi̧stir. Buradan yola çıkılarak, Stancu operatörlerinin iki farklı

düzenekte Kantorovich tipinde genelleştirilmeleri tanımlanarak, bu operatör dizileri

ile Lp-yaklaşım elde edilmi̧stir. Ayrıca, Bernstein operatörlerinin sağladı̆gı, çok

önemli bir şekil özelliği olan;[0, 1] üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyonlar için salınım

azaltıcı(bkz. Önerme 2.2) olma özelliği, ve salınım yarınormunda yakınsama (bkz.

Önerme 2.3) sonucu, Stancu operatörleri için de elde edilmi̧stir. Elde edilen bu

sonuçların derlendiği makale, Filomat (2022) dergisinde yayıma kabul edilmi̧stir.

Diğer taraftan, Cheney ve Sharma; binom dağılımının Jensen (1902) tarafından elde

edilen (1.7) genelleştirmesini kullanarak Bernstein operatörlerinin negatif olmayan

bir reel parametreye dayalıolan ve (1.9) ile verilen genelleştirmesini inşâ etmi̧slerdir.

Bu tez çalı̧smasında; Stancu operatörlerinin çekirdeğinde, Cheney ve Sharma oper-

atörlerinin çekirdeği dikkate alınıp; Stancu operatörlerinin negatif olmayan bir reel

parametreye dayalıolan bir genelleştirmesi tanımlanarak, bu operatörlerin standart

yaklaşım özellikleri ve Lipschitz sınıfınıkoruma özelliği elde edilmi̧stir. Bu sonuçlar,

(Bostancıve Başcanbaz-Tunca 2018) isimli kaynakta yayımlanmı̧stır. Teorem 3.1,

Sonuç 3.1, Teorem 3.3 ve Teorem 3.5 sonuçlarının kapsandı̆gımakale, bir dergiye

sunulmuştur.

50



KAYNAKLAR

Abramowitz, M., Stegun, I. A. 1970. Handbook of Mathematical Functions with
Formulas. Graphs, and Mathematical Tables, Dover Publications, 951 p., New
York.
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Başcanbaz-Tunca, G., Erençin, A. Olgun, A. 2019. Quantitative estimates for bi-
variate Stancu operators. Math. Methods Appl. Sci., 42(16); 5241—5250.

Bernstein, S. N., 1912. Démostration du théorème de Weierstrass fondée sur le calcul
de probabilités. Comm. Soc. Math. Kharkow, 13; 1-2.
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