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Bu tez ¢alismasinda; negatif olmayan bir tam say1 parametreye bagh olan Stancu
operatorlerinin iki tiir genellestirilmesi tizerinde durulmustur. Once, Stancu oper-
atorlerinin, iki farkli formda, Kantorovich tipten genellegtirilmesi tanimlanarak, bu
operator dizileri i¢in LP-yaklagim incelenmigtir. LP-yaklagimin orani igin bir iist
esitsizlik, birinci ortalama siireklilik modiilii (7-modiil) kullamlarak elde edilmigtir.
Daha sonra, Stancu operatorlerinin, negatif olmayan bir reel parametreye bagh olan
bir diger genellegtirilmesi tanmimlanarak, bu operatorlerin yaklagim ozellikleri ince-
lenmigtir. Ayrica, Stancu operatorleri i¢in; salinim azaltici 6zellik ve [0, 1] tizerinde
sinirll salimimli fonksiyonlarin uzayinda, salinim yari-normunda yakinsaklik elde
edilmigtir. Son olarak, negatif olmayan bir reel parametreye bagl genellestirilmis
Stancu operatorlerinin Lipschitz sinifim1 korudugu gosterilmistir.
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negative integerparameter are considered. Firstly, by defining Kantorovich type
generalizations of Stancu operators in two different forms, LP-convergence by these
sequences of operators are obtained. An upper estimate for the rate of the LP-
convergence is given in terms of the first order averaged modulus of smoothness (7-
modulus). Next, another generalization of the Stancu operators, which depend on
a non-negative real parameter, are constructed and some approximation properties
of them are investigated. Moreover, for the Stancu operators; variation detracting
property and convergence, in the space of functions of bounded variation on [0, 1],
in the variation seminorm are obtained. Finally, it is proved that the generalized
Stancu operators depending on a non-negative real parameter preserve Lipschitz’
class.
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SIMGELER DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Porzitif lineer operator

{g|g:1—R, Ireel eksende bir aralik}

{reR|la<z<b —ox<a<b<oo}

{g|g:]a,b] — R, siirekli}

g fonksiyonunun [a, b] tizerindeki toplam salinim

[a, ] tizerinde simrh salimmli fonksiyonlarin smift

[a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlarm siifi

I iizerinde, derecesi a ve sabiti M olan Lipschitz siirekli fonksiyonlarin sinifi
[a, b] iizerinde p'yinci kuvveti mutlak integrallenebilir fonksiyonlar uzay:
{g g, [a,b] iizerinde simrh ve 6lgiilebilir}

C' [a, b] uzaymmn normu

L, [a,b] uzaymm normu

Gamma ve beta fonksiyonlar

m’yinci Bernstein temel polinomlar:

Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatorlerinin temel fonksiyonlar
m’yinci Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatorii

m’yinci Bernstein operatorii

m’yinci Kantorovich operatorii

m’yinci Stancu-Kantorovich operatorii

m’yinci Stancu-Kantorovich tipinde operator

m’yinci Bernstein-Stancu operatorii

Genellegtirilmig Stancu operatorii

Bernstein-Stancu polinomunun kalan terimi

ei(t):=1t' t €la,b], i e NU{0}

¢ fonksiyonunun birinci dereceden lokal siireklilik modiilii

¢ fonksiyonunun ikinci dereceden siireklilik modiilii

¢ fonksiyonunun birinci dereceden ortalama siireklilik modiilii (7-modiil)
¢ fonksiyonunun ikinci dereceden Peetre K-fonksiyoneli
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1. GIRIiS

Analizin bir alani olan Yaklagim Teori’nin temel diisiincesi, “fonksiyonlara, daha ba-
sit ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlar ile yaklagim” seklinde ifade edilebilir.
Basit fonksiyonlar, genellikle iyi bilinen polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar olarak
alinmaktadir. Teorinin kokleri 19'uncu yiizyila dayanmaktadir. Yaklagim Teori’de
ilk aragtirilan problem, yaklasimin gerceklenme olasiligidir. Verilen, ve elemanlar
kullanilarak yaklagim yapilmasi diisiiniilen bir fonksiyon ailesinin, yaklagilmak iste-
nen fonksiyonlarin kiimesinde yogun olup olmadigi incelenir. Yani, “kiimedeki her-
hangi bir fonksiyona, verilen ailedeki keyfi fonksiyonlar kullanilarak istenildigi kadar
yaklagilabilir mi?” sorusu arastirihr. Ilk 6énemli yogunluk sonuclar1 1885 yilinda
Weierstrass tarafindan elde edilen, Yaklagim Teori’nin temel teoremleri olarak ad-
landirilan sonuglardir. Bunlar; R iizerindeki kompakt bir aralik iizerinde; cebirsel
polinomlarin, reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayimmda yogunlugu (cebirsel durum)
ve R iizerinde, trigonometrik polinomlarin, 27 -periyotlu reel degerli siirekli fonksiy-
onlarin uzaymda yogunlugudur (trigonometrik durum). Bu iki sonug birbirine denk
oldugu i¢in genellikle birlikte verilirler.

Bernstein;
m

o =5 (e avemmen

7=0

binom formiiliinde y = 1 — z, x € [0, 1] alinarak olugturulan her bir m i¢in

(T)xT(l —z)" 7, 0< 717 <m,
pmﬂ'(l’) = (m c N) (11)
0; T <0 veyaT>m,

polinomunun (binom dagiliminin olasilik fonksiyonu) > p,, - () = 1 oldugunu dikkate

7=0
alarak, ¢ : [0,1] — R i¢in, B,, : C[0,1] — C'[0, 1]
= T
Bulgia) =39 (=) pmsl@), w€[0,1], meN, (1:2)
7=0

operatorlerini inga etmistir. (1.1) ile verilen Bernstein temel polinomlar:

pm,T(x) = (1 - ZL’) pm—l,T(x) +x pm—l,’r—l(x)u S [07 1]7 0 S T S m, (13)
1



indirgeme bagntisini saglar. Her bir B,,(g; x), derecesi m’den kiigiik egit olan bir
polinomdur. Bernstein, (1.2) ile verilen operator dizisini kullanarak, Weierstrass

yaklagim teoreminin cebirsel formunun ingdya dayali olan ilk ispatini vermistir:
Teorem 1.1 g € C[0,1] ise [0, 1] tizerinde

lim B,,(9) =y

m—00

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Bernstein 1912).

Voronovskaja (1932), Bernstein operatorleri ile yaklagimin kesin derecesi igin, giiglii

bir yontem gelistirmistir.

Teorem 1.2 g fonksiyonu [0, 1] iizerinde sinirli, bir z € [0, 1] noktasimin bir komsu-
lugunda diferensiyellenebilir ve = noktasinda ikinci basamaktan ¢” (x) tiirevi var
ise

Tim m [Bu(gia) — g ()] = “0 D g )

gergeklenir. Eger g, [0, 1] tizerinde ikinci basamaktan siirekli diferensiyellenebilir ise

yakinsama, diizgiindiir (Voronovskaja 1932).

g € C']0,1] fonksiyonun (birinci) stireklilik modiilii; her bir § > 0 igin, her z,y €
[0,1], |z —y| < § iken |g(x)— ¢ (y)| ifadesinin en biiyiik degeri olarak tanim-
lanir ve w(d) := w(g;0) ile gosterilir. Bernstein operatorlerinin dizisi ile g €
C'[0,1] fonksiyonuna diizgiin yaklagimin derecesi i¢in bir iist tahmin, Popoviciu

tarafindan agagidaki sekilde elde edilmigtir:

Teorem 1.3 ¢ < C'0,1] ise

LRORYEENE

gergeklenir (Popoviciu 1935).

Teoremdeki 4—51 katsayisi, Lorentz tarafindan elde edilmigtir (Lorentz 1953).
Bernstein operatorleri, birgok sekil koruma ozelliklerine sahiptir. Bu tez calig-
masinda, sadece asagidaki 6zelliklere deginilecektir.

(1) Salimam azalticr 6zellik: Simirh salimmh fonksiyon igin olugturulan Bernstein op-

eratorlerinin toplam salinimi, fonksiyonun toplam salimmini ge¢gmez (Lorentz 1953).

2



(i1) Lipschitz sinafine koruma: Lipschitz simifindan olan fonksiyonlar i¢in olugturulan
Bernstein operatorleri de ayni Lipschitz simifindandir (Brown vd. 1987).

Diger onemli sekil koruma ozellikleri igin (DeVore ve Lorentz 1993), (Goodman
1989), (Li 2000) ve bu eserlerin kaynaklarina bakilabilir.

Bernstein operatorleri, integrallenebilen fonksiyonlara yaklagimda uygun olmamak-

tadir (Lorentz 1953). Kantorovich, (1.2) Bernstein operatorlerindeki g (Z) nokta

T
m

hesaplama fonksiyonelinin yerine g € L]0, 1] fonksiyonunun her bir [ ;111], 0<

7 < m, lizerindeki

T4+1
m-+1

(m+1) / g(t)dt

T _
m—+1

integral ortalamasim alarak, Bernstein operatorlerini, K, : L'[0,1] — C'[0,1],

T+1
m+1

K, (g;x) = mef(a:) (m+1) / gt)dt], z€][0,1], meN, (1.4)

m—+1

seklinde genellegtirmistir (Kantorovich 1930). Her bir K, (g; z), derecesi m’den kiigiik
egit olan bir polinomdur. Bir g € L'[0, 1] fonksiyonunun F' (x) = / f(t)dt + F(0)
0

belirsiz integrali i¢in B, (F; z) operatorii ile K, (F'; z) arasinda

d

%Bmﬂ (F;2) = K, (F';2), xz€][0,1, meN, (1.5)

esitligi gerceklenir.
Lorentz, Kantorovich polinomlarini kullanarak, [0, 1] iizerindeki cebirsel polinom-

larin L?[0, 1] uzayinda yogunlugunun, ingdya dayal ilk ispatini vermigtir:
Teorem 1.4 g€ LP[0,1], 1 < p < oo, ise

Tim [| K (g) = gll, = 0
yaklagimi gergeklenir (Lorentz 1953).

Jensen; z,y, 3 € R ve m € N olmak iizere, binom formiiliiniin, bir 8 parametresine

bagh olan

NE

ryrmsy =3 ("Jelo A+ - AT (06)

3

3
Il
o



ve

m

)ty md™t =3 (Ma om0yl G- ()

=0
genellegtirmelerini elde etmistir (Jensen 1902). Jensen formiillerinde 8 = 0 durumu,
binom formiiliinii vermektedir. Cheney ve Sharma; (1.6) ve (1.7) formiillerinde

y=1—x, x€]0,1], ve 5 > 0 igin

Bl (fia)i= (0 m) ™ ("ol b ra = ot (=) 6

ve

PS_(z):=(1+mpB) ™ (T)x (z+78) "A—2)1—z+(m—7)8""""" (18)

olmak iizere, sirasiyla, f € C[0,1], x € [0,1], m € N igin

m

P ()= Y B, (01 (Z)

ve

Gi (i) =3P, )1 (), (19)

seklindeki operatorleri inga etmiglerdir (1964). (1.6) ve (1.7) formiillerinden, BY, _ ve
PP _ temel fonksiyonlar igin, sirasiyla, zm: Bf (x) =1 ve i PP _(x) =1 oldugu
agiktir. P2 ve G? operatorleri, Bernstegotipinde Cheney—SL:aOrma operatorleri ola-
rak adlandirilmaktadir. § = 0 durumunda, bu operatorler Bernstein operatorlerine

indirgenmektedir:

P’ =G =B, meN.

Her m € NU {0} icin, derecesi; tam olarak m olan {p,}, .y polinomlarimin dizisine,

bir polinom dizisi, ve py, (x +y) = > (7)pr (¥) Pm—r (y) Ozdesligini saglayan bir

polinom dizisine, binom tipindedir, denir. Bernstein ve Bernstein tipinde Cheney-
Sharma operatorlerinin 6zel bir durum olarak elde edildigi, binom tipinde polinom
dizileri kullamlarak olugturulan operatorler, ilk kez Popoviciu (1931) tarafindan
tanimlanmistir. Bu tiir genel operatorler iizerine yapilmis onemli ¢aligmalardan
bazilari; (Lupag ve Lupag 1987), (Stancu ve Occorsio 1998), (Créaciun 2001), ve bu

makalelerde yer alan kaynaklar, olarak verilebilir. Bernstein tipinde Cheney-Sharma
4



operator dizileri ile g € C[0, 1] fonksiyonuna yaklagimin derecesi igin birinci siireklilik
modiilii cinsinden iist tahmin, Stancu ve Occorsionun (1998) calismasindaki Teo-
rem 4.1’de 6zel durumda elde edilmektedir. Bernstein tipinde Cheney-Sharma op-
eratorlerinin Lipschitz siifim koruma ozellikleri; P2 igin (Bagcanbaz-Tunca vd.
2016)’da ve G operatorlerinin iki degiskenli genislemesi igin (Bagcanbaz-Tunca
vd. 2018)’de elde edilmistir. P? operatorlerinin Kantorovich tipinde genellestir-
ilmesi ilk kez Habib ve Umar (1980) tarafindan tanimlanmig ve bu operatorler igin,
Voronovskaja tipinde bir teorem ve Teorem 1.3’deki gibi egitsizlik elde edilmigtir.
Daha sonra Habib (1981), P2 operatorlerinin Kantorovich tipinde genellestirilmesini
L' uzaymndaki fonksiyonlar i¢in dikkate alarak, Teorem 1.3’deki esitsizligin bir ben-
zerini, L' siireklilik modiilii cinsinden elde etmistir. Miiller (1989), bu operatorlerin
dizisi i¢in LP-normda yaklagim ve yaklagimin orani icin esitsizlikler elde etmistir.
Bernstein tipinde Cheney-Sharma operatorleri ile ilgili bazi énemli ¢aligmalar; (Al-
tomare ve Campiti 1994), (Stancu ve Cismagiu 1997), (Stancu ve Stoica 2009),
(Stancu 2002) ve (Catinag ve Otrocol 2013) olarak verilebilir.

Stancu; bir olasilik yontem kullanarak; negatif olmayan bir p tam sayisi, m > 2p
kosulunu saglayan bir m dogal sayisi1 ve negatif olmayan ve 7 < m olacak sekildeki

bir 7 tam sayist igin,

(1 —2)pm_pr(x); 0<7T<p
wm:ﬂp(x) = (1 - JT) pm—p,’r (I‘) + xpm—p,r—p (I) ; P S T S m — ,0 (110)
TPm—pr—p (T) ; m—p<t<m

seklinde bir fonksiyon elde etmistir. Her m i¢in bu fonksiyonlar buradaki p,, , (z),

(1.1) ile verilen temel fonksiyonlar olup

m m—p m
> Wirp(@) =1 =2) Y prpr (1) + 2D Pnpir—p (x) =1
7=0 T7=0 T=p

ozdegligi saglanmaktadir ve p = 0 ve p = 1 durumlar (1.1) ile verilen Bernstein
temel polinomlarini vermektedir (Stancu 1983). Bu caligmasinda Stancu; (1.10)
ile verilen temel fonksiyonlar: kullanarak, Bernstein ve Bernstein tipinde Cheney-
Sharma operatorlerindeki gibi, pozitif lineer operatorler ingd ederek (bkz. 2.4), bu

operator dizisi ile yaklagimin derecesi icin, siireklilik modiilii cinsinden bir {ist sinir,

5



yaklagim formiiliiniin kalan terimi igin ikinci dereceden boliinmiig farklar cinsinden
bir gosterim, Voronovskaja tipinde bir formiil elde etmistir. Ayrica, operatorlerin
spektral ozelliklerini incelemistir.

Yang vd., Stancu operatorlerinin ¢ok degigkenli genellestirmesini inga ederek, ¢ok
degiskenli Stancu operatorlerinin Lipschitz siirekli fonksiyonun derecesini ve sabi-
tini korudugunu gostermislerdir (Yang vd. 2003). Bustamante ve Quesada (2010),
Stancu operatorleri igin Voronovskaja tipinde formiil ile iligkili asimptotik formiil
elde etmiglerdir. Stancu operatorlerinin kompleks genellestirilmesinin yaklagim 6zel-
likleri, Cetin ve Bagcanbaz-Tunca (2019) tarafindan ¢ahigilmigtir. Stancu, (2.4) ile
verilen operatorlerin, negatif olmayan iki parametreye baglh olan bir genellestirmesini; g €
C10, 1], p ve s negatif olmayan ve m > 2p kosulunu saglayan tam say1 parametreler

olmak tizere

m—ps s q
T+ p)
Sm7p,s (gvx) == Z pm—ps,T(-r) Zps,j(-r)g ( m ) , M € N7 S [07 ]-]a
=0 7=0

seklinde tanimlamigtir (Stancu 1984). S,, , s operatorlerinin s = 1 durumu, (2.4) ile
verilen Stancu operatorlerine indirgenmektedir. Kajla (2018), S, , s operatorlerinin
Kantorovich tipinde genellegtirmesini tammlayarak; C[0, 1] uzaymda baz yerel ve
genel yaklasim sonuglari elde etmistir. Ancak, Kajla’nin tanimladigi bu operatorlerin

s =1 ve p = 0 durumunda, (1.4) ile verilen Kantorovich operatorlerindeki fonksiy-
7—74,1

onel m f g (t)dt olarak elde edilmektedir. S,,,, operatorlerinin iki degiskenli
gen@lemgsi i¢in nicel Voronovskaja tipinde iist esitsizlikler Bagcanbaz-Tunca, Erencin
ve Olgun (2019) tarafindan elde edilmigtir.

Bu tez galigmasinda, Stancu operatorleri igin agsagidaki incelemeler yapilacaktir:
Birinci boliim giris i¢in ayrilmigtir.

Ikinci boliimde; calismada kullanilacak olan temel bilgiler ve teoremler verilecektir.
Uciincii boliimde; Stancu operatérlerinin Kantorovich tipinde iki cesit genellestir-
ilmeleri tanimlanarak, bu operatorlerin dizileri ile LP-normda yaklagim incelenecek-
tir. LP-yaklagimin orani i¢in bir iist esitsizlik; Popov'un (1982) teoremi (Teorem 2.5)
kullanilarak, birinci ortalama siireklilik modiilii cinsinden verilecektir.

Dordiincii boliimde; Stancu operatorlerinin temel fonksiyonlarinda, G, Bernstein tip

Cheney-Sharma operatorlerinin (1.8) ile verilen temel fonksiyonlar dikkate alinarak,
6



Stancu operatorlerinin, negatif olmayan bir § parametresine baglh bir genellestirmesi
tanimlanarak, bu operatorlerin yaklagim ozellikleri incelenecektir.

Besinci boliimde; Stancu operatoérlerinin, [0, 1] iizerinde simirh salimmh fonksiyon-
lar i¢in salimim azaltici 6zellige sahip oldugu gosterilecek ve salinim yari-normunda
yakinsaklik elde edilecektir. Ayrica, Stancu operatorlerinin, negatif olmayan [ para-
metresine baglh genellestirilmelerinin Lipschitz smifini korudugu gosterilecektir.

Altinc1 boliim ise tartigma ve sonug i¢in ayrilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢alisma igin gerekli olan bazi temel kavramlar (reel durumda), teorem-

ler ve sonuclar1 verilecektir.

Tanim 2.1 (Lineer Uzay) Elemanlarinin; toplama ve reel sayilarla ¢arpma iglem-
lerinin, vektor cebirinin kurallarini saglayacak gekilde tanimlandigi kiimeye bir reel

lineer uzay, denir (Butzer ve Nessel 1971).

Tanim 2.2 (Pozitif Lineer Operator) Reel fonksiyonlarm bir W lineer uzay tizerinde

taniml olan bir £ operatorii;
her g,h € W, o, € R igin L (g + Bh) = aL(g) + BL(A)
kosulunu saghyor ise lineerdir ve
g = 0 olacak sekildeki her g € W igin L(g) > 0

kogulunu sagliyor ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Reel eksendeki herhangi bir [ aralig: tizerinde tanimli, reel degerli tiim fonksiyonlarin
uzay1 F (I) ile gosterilsin.

W, F (I)’mn bir lineer alt uzay1 olmak tizere, herhangi bir £ : W — F (I) operatorii,
geEW, xeligin L(g;x) = (L(g)) (z) olarak gosterilecektir.

Tanim 2.3 (Pozitif Lineer Fonksiyonel) W, F (I)'nn bir lineer alt uzay1 olmak

iizere, F' : YW — R lineer fonksiyoneli;
g = 0 olacak sekildeki her g € W icin F'(g) > 0
kosulunu sagliyor ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Uyar: 2.1 Herhangi bir £ : W — F (I) pozitif lineer operatorii, pozitif lineer

fonksiyonellerin bir (F;), ., ailesi olarak, herhangi bir sabitlenen z icin, F, : W —

R, F,(9) = L(g;x), g € W, seklinde tammlanarak ifade edilebilir (Paltanea 2004).
8



Lemma 2.1 W, F (I)'nin bir lineer alt uzay1 olmak iizere, F' : W — R pozitif
lineer bir fonksiyonel olsun. Bu durumda, agagidakiler gergeklenir (Paltanea 2004):
(i) g, heW, g <higin L(g) <L(h).

(1) g €W, |gl € Wigin [L(g)] < L(|g])-

Teorem 2.1 L : Cla,b] — Cla,b], L(eg) = eo, olacak sekilde bir pozitif lineer
operator olsun. p,q > 1 ve 1—1) + % = 1 olacak sekildeki p, g ciftleri, g, h € Cla,b] ve
x € [a,b] i¢in

L(|ghl;x) < {L(|gI”;2)}7 {L (|h|"; 2)} o

Holder tipinde esitsizlik gergeklenir (Pitul 2007).

Tanim 2.4 (Normlu Uzay) W, R iizerinde bir lineer uzay olsun. W iizerinde
tanimli, negatif olmayan ve asagidaki kosullari saglayan bir |.|| := |||, fonksiy-

onuna Y {izerinde bir norm, denir:
(1) ||z|| =0 <= z=0.

(i) [lpzll = [l llzll, »eR.

(@2) |1z +yll <[zl + [lyll -

||.]| ile birlikte W uzayina; normlu lineer uzay, denir. (i) kogulunun sadece yeter sart

olmasi durumunda,; ||.|| fonksiyonuna, yari-norm, denir (DeVore ve Lorentz 1993).

Tanim 2.5 (Cauchy Dizisi ve Tam Uzay) W normlu lineer uzaymdaki bir
{a:p}peN dizisi; eger t, p — oo iken ||z, — x,|| — 0 kosulunu saghyor ise bir Cauchy
dizisidir, denir. Eger her Cauchy dizisi yakinsak ise YW uzayma tam, denir (DeVore

ve Lorentz 1993).

Tanim 2.6 (Banach Uzay1) Tam, normlu lineer uzaya Banach uzayi, denir (De-

Vore ve Lorentz 1993).

Tanim 2.7 (Simirli Operatér) W ve Y, reel fonksiyonlarin lineer normlu uzaylar
ve £ : W — Y lineer operator olsun. Her g € W icin || £ (9)[ly < J 9]l olan bir

J > 0 sabiti bulunabiliyorsa £ operatoriine sinirlidir, denir. Bu esitsizligin saglandig:
9



J degerlerinin en kiiciik olanina operatoriin normu denir ve ||£|| ile gosterilir. Bu

tamima gore, her g € WV i¢in

£ ()lly < I£1 gl

ve

11 = Llhyoy = sup  [[L(g)]

geW, |lgll<i

olur (DeVore ve Lorentz 1993).

Onerme 2.1 W ve Y, reel fonksiyonlarm lineer normlu uzaylari ve £ : W — Y

lineer operator olsun. £ operatoriiniin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul, sinirh

olmasidir.
[a,b], reel eksende kompakt bir aralik olmak iizere, W = Y = ([a,b] almnirsa,
g € Cla,b], |lg]| := sup |g (z)| normu ile, bir Banach uzaydur.

z€[a,b]

Calisma boyunca; e;; e; (t) := t', t € [a,b], i € NU {0}, seklindeki kuvvet fonksiy-

onlarim gosterecektir.

Tamm 2.8 £ : W — F (I) pozitif lineer operatorii ve i € NU{0} i¢in ¢; € W olmak
tizere, L (e;; x) degerlerine, operatoriin momentleri ve £ <(61 — zeg); x) degerlerine,

merkezi momentleri, denir (Gupta ve Rassias 2019).

Porzitif lineer operator icin agagidaki temel sonug gergeklenir:

Uyar1 2.2 £ : Cla,b] — Cla,b] operatorii pozitif lineer ise siirhdir ve ||£| =
|£ (e0)|| gergeklenir (Paltanea 2004).

Teorem 2.2 (Weierstrass Teoremi) g € C'[a,b] olsun. Her € > 0 igin bir p (z)

cebirsel polinomu;

her x € [a,b] igin |g(z) —p(z)| <e
saglanacak sekilde, vardir (Weierstrass 1885).

1953 yilinda Korovkin, yogunluk i¢in agagidaki yontemi elde etmistir:
10



Teorem 2.3 (Korovkin Teoremi) £,, : Cla,b] — Cla,b], m € N, pozitif lineer

operatorlerin bir dizisi olsun. [a, b] iizerinde

lim £, (e;) =¢€;, 1=0,1,2,

m—0o0

diizgiin yaklagimlar: gergeklenir ise her g € C|a, b] igin [a, b] tizerinde
lim £, (9) =g

m—00

diizgiin yaklagimi gergeklenir(Korovkin 1953).

Sonug 2.1 (1.2) ile verilen B,,, m € N, Bernstein polinomlar1 i¢in

B (eg;z) = 1,
B (e1;2) = =,
1—
B (eg;2) = 2%+ 2(1-2)
m

oldugundan, Weierstrass yaklagim teoreminin [0, 1] tizerindeki cebirsel formu, pozitif
lineer Bernstein operator dizisi kullanilarak Korovkin teoreminden elde edilmektedir

(Altomare 2010).

Sonug 2.2 (1.4) ile verilen K,,, m € N, Kantorovich polinomlar1 i¢in

K, (eg;z) = 1,

m 1
Km ; - )
(e137) mr1t amtl
-1 2 1
Km(€2;$> — m(m ) 2 m

ma1)? .m0 3mt 12

oldugundan (Altomare 2010), Korovkin teoreminden agagidaki sonug elde edilir.
Teorem 2.4 g < C0,1] ise [0, 1] tizerinde

lim K, (g) =g

m—00

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Altomare 2010).

Tanim 2.9 (Ikinci Derece Siireklilik Modiilii) g € C[0,1] ve § > 0 olmak
izere,

wz(g,0) :== sup  sup |g(z+2h) —2g(z+h)+g(2)]
0<h<6 z,242he(0,1]

fonksiyonuna, ikinci siireklilik modiilii, denir (DeVore ve Lorentz 1993).
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Tanim 2.10 (Peetre K-fonksiyoneli) g € C'[0,1], 6 > 0 ve
W?:={heC[0,1]|n, K € C[0,1]} (2.1)

olmak {izere

Ky (g,0) = inf {[lg — Al +a[|n"]| : h € W?}

fonksiyonuna, ikinci derece K-fonksiyoneli, denir (DeVore ve Lorentz 1993).
Uyar:1 2.3 g € C'[0,1] ve § > 0 iken, pozitif bir C' sabiti,

K3 (9,8) < Cuw (9, V3) (2.2)
esitsizligi saglanacak gekilde, vardir (DeVore ve Lorentz 1993).

Uyar1 2.4 [0,1] tizerinde tamml reel degerli Lebesgue olgiilebilen ve |g|” Lebesgue
integrallenebilen g fonksiyonlarin kiimesi L? [0, 1], 1 < p < oo, ile gosterilir. Fonksiy-

onlarin, alisilmis toplama ve skaler ile ¢carpma iglemlerine gore bir lineer uzay olup,

P

1
lgll, == / lg(t)[” dt | normu ile, bir Banach uzayidir (DeVore ve Lorentz 1993).
0

C'[0,1] uzayr LP[0,1], 1 < p < oo, uzayinda dogal norma gore yogundur ve g €
C'[0,1] ise [|g]l, < [|g]| saglanir (Altomare 2010).

LP-normunda yaklagimin oranini bulmak i¢in ¢cok kullanigh bir arag; ortalama stireklilik

modili kavramidir (bkz. Sendov ve Popov 1983, Quak 1988). M|a, b]
Mla,b] ={g| g, |a,b] lizerinde smirh ve 6lgiilebilir}
uzayini gostersin.

Tanim 2.11 (Ortalama Siireklilik Modiilii) 6 > 0, g € M[a, b] ve

wy (g, u;9) ::sup{|g(t+k)—g(t)| tt+ke {u—g,u—i-g} m[a,b}}

u € [a,b] noktasinda g fonksiyonunun birinci dereceden lokal siireklilik modiilii olmak
tizere, 0 adimh birinci dereceden ortalama siireklilik modiili (7-modiil) 71 (g, 9), ile

gosterilir ve
71(9:9), = llw1 (g, 50,

olarak tanmmlanir (Sendov ve Popov 1983, Quak 1988).
12



Yaklagimin orani i¢in, Popov tarafindan ispat edilen asagidaki teorem dikkate ali-

nacaktir (Popov 1982):

Teorem 2.5 L : M]la,b] — M]a,b], agagidaki kosullar1 saglayan pozitif lineer bir

operator olsun:
L(eg;u) =1, L(ep;u) =u+a(u), L(eu) = u? + 5 (u), u € |a,b].
Eger
A :=sup{|f(u) — 2ua(u)|; u € [a,b]} <1,

ise g € MJa,b] ve 1 < p < 00 igin

1£(9) = gll, < 071 (9:VA)

p

esitsizligi gergeklenir. Buradaki C'; £ operatoriine, LP[0, 1] normuna ve g fonksiy-

onuna bagl olmayan pozitif bir sabittir (Popov 1982).

{Kn },,en Bernstein-Kantorovich operator dizileri ile P[0, 1] normunda yaklagiminin
orani, birinci dereceden ortalama siireklilik modiilii cinsinden bir iist egitsizlik ile,

asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 2.6 Borel dlgiilebilir ve [0, 1] {izerinde sinirh her g fonksiyonu ve m € N

icin

1
K, (q) — gl < 7487, ( g:
H (g) ng = T1 (g \/m—H>p

esitsizligi gerceklenir (Altomare ve Campiti 1994).

Uyar1 2.5 Cok degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorleri igin elde edilen (Al-
tomare vd. 2017)’deki Onerme 4.2'nin 6zel durumunda, K, Kantorovich polinom-
larinin dizisi ile L? [0, 1] normunda yaklagimim oram igin bir {ist egitsizlik, birinci

dereceden ortalama siireklilik modiilii cinsinden,

1K (9) = 9gll, < Cmi <g; ,/%) (2.3)

seklinde elde edilir. Buradaki C, g fonksiyonuna baglh pozitif bir sabittir (Altomare
vd. 2017).
13



Tanim 2.12 [, R iizerinde bir aralik ve g : I — R siirekli olsun. Her u,v € [ igin,

pozitif bir M sayisi,
g (u) =g (V)| <MJu—0]", 0<a<],

esitsizligi saglanacak gekilde bulunuyorsa, g; I iizerinde, derecesi a ve sabiti M olan
Lipschitz siirekli bir fonksiyondur, denir. [ iizerinde, derecesi o ve sabiti M olan
Lipschitz siirekli fonksiyonlarm smifi Lipy (o, ) ile gosterilir (DeVore ve Lorentz

1993).

Tanim 2.13 (Konveks Fonksiyon) /, R iizerinde bir aralik ve ¢ : I — R olsun.

Her u,h € I ve 0 < A <1 igin

p (Au+ (1= A)h) < Ap(u) + (1= A) ¢ (h)
esitsizligi saglayaniyor ise ¢ fonksiyonuna konvekstir, denir (Altomare 2010).
Tanim 2.14 (Jensen Esitsizligi) I, R iizerinde bir agik aralik ve ¢ konveks bir

fonksiyon ise her sonlu (z.),.. ., ailesi ve > A\, = 1 olacak sekildeki A\, € [0,1],
- =1

@ (Z )\Txf> <> Ao ()

1 <7 <micgin

esitsizligi saglayanmir (Altomare 2010).

Tanim 2.15 (Sigma Cebir) © bosg olmayan bir kiime, U, Q’min bir takim alt

kiimelerinden olugan bir sinif olsun. Eger
a) QeU,
b) VS € U igin S° € U,

c) her S, TeUicin SUT €U

ozellikleri saglaniyor ise U sinifina bir cebir denir. Eger (c) yerine

c*) n>1i¢in S, € U iken USnEU
n=1
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ozelligi saglaniyor ise U simifina o-cebir denir (Akdi 2011).
Asagida,Jensen esitsizliginin integral formu igin gerekli olan, olasilik uzayr tanimi

verilmektedir:

Tanim 2.16 (Olasilik Uzay1) © bos olmayan bir kiime, U, € iizerinde bir sigma

cebir olsun. U iizerinde tanimli,
P:U—[0,1], S— P(S)
P kiime fonksiyonu,
a) VS eUign P(S) >0,
b) P(Q) =1,

c) Sn, n €N, Udaki ayrik (S, N S; = @, k # j) olaylarin bir dizisi olmak iizere,

P(Us)-2res

n=1
ozelliklerini sagliyor ise, P kiime fonksiyonuna bir olasilik 6lgiisii, denir. Ayrica,
P (S) sayisina S olaymin olasiligi, (€2, U, P) iigliisiine de bir olasihik uzayi,
denir (Akdi 2011).

Tanim 2.17 (Integral Jensen Esitsizligi) (Q,U, x) bir olasihk uzay, I, R iiz-

erinde bir agik aralik ve g : @ — I bir p-integrallenebilir fonksiyon ise [ gdu € I
Q

olur. Ayrica, ¢ : I — R konveks ve p o g: 2 — R, p-integrallenebilir ise

@ /gdu S/(soog)du

Q Q

esitsizligi saglanir (Altomare 2010).

Tanim 2.18 (Gamma ve Beta Fonksiyonlari) Re (v), Re (w), Re (y) > 0 olmak

iizere, gamma ve beta fonksiyonlari, sirasiyla,

1

/ vt ve B (w,y) = /tw—l (1—t)Y " dt

0

0
olarak tammlanir ve B (w,y) = )) saglanir (Abramowitz ve Stegun 1970).
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Tanim 2.19 (Siirh Saliniml Fonksiyon) g fonksiyonu bir [a, b] araliginda tanimli,
siirh ve reel degerli olsun. Supremum; [a, b] {izerindeki her sonlu ug < u; < +-+ <

U, dizisi tizerinden alinmak iizere, eger
Viag (9) =sup > g (ur) = g (ur—1)| < 00
=1

ise ¢ fonksiyonu [a, b] tizerinde simirh salinimhdir, denir (DeVore ve Lorentz 1993).

[a, b] tizerinde sirh salimml fonksiyonlarm yari-normlu uzayi ({|glzy, 5 = Via[9]
yari-normu ile) 7V [a, b] ile gosterilir (Bardaro vd. 2003).
[0, 1] tizerinde simirh sahmimh fonksiyonlar igin B,, Bernstein operatorleri, agagidaki

sekil koruma ozelligini saglar:
Onerme 2.2 (Salimim Azaldic1 Ozellik) g € TV[0,1] ise

Vo [Bm (9)] < Vioul9]
esitsizligi gerceklenir (Lorentz 1953).

Tanim 2.20 (Mutlak Siireklilik) g fonksiyonu bir [a, b] arahginda tanimli, sinirh
ve reel degerli olsun. Her ¢ > 0 i¢in bir § > 0 sayis;; a; < by < as < by < -+ < a,, <

b,, ve Z (b, — a,) < § olacak sekildeki her ay,bq,. .., an, b, sayilar igin,

=1

m

> lg(b) —glar) <€

T=1
saglanacak sekilde, bulunabiliyor ise g fonksiyonuna [a, b] iizerinde mutlak siireklidir,

denir (Natanson 1961).

[a, b] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlarin simifi AC [a, b] ile gosterilir.
B,, Bernstein operatorleri icin, agagidaki salinim yari-normunda yakinsama gercek-

lenir:
Onerme 2.3 g c TV(0,1] i¢in
g € AC0,1] <= nll_fgo Vo) [Bm (9) — gl =0

gergeklenir (Lorentz 1937, Bardaro vd. 2003).
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2.1 Stancu Operatorleri

Stancu; negatif olmayan bir p tam sayisi, m > 2p olacak sekildeki bir m dogal
sayist ve x € [0,1] icin (1.10) ile verilen wy, . ,(x) temel fonksiyonlar1 kullanarak,

g € C[0,1] igin
Loy (g: Zwmp ( ) (2.4)

seklindeki operatorleri ingé etmistir. wy, ;. p(x) fonksiyonlarinin tanimindan £, , (g; )

Stancu operatorleri

Ln,(giz) = (1—1) ni)pm—pf () g (%) Tz ipm_p’T_p ()9 <%)
= me o ( [1—96)9(%)%69 (T;pﬂ (2.5)

seklinde ifade edilir. Buradaki p,,,(x); (1.1) ile verilen Bernstein temel polinom-

laridir. p = 0 ve p = 1 icin £,, , Stancu operatorleri B,, Bernstein operatorlerini

verir: L, 0 = L1 = By, m € N. Ayrica, Stancu operatorleri
Linp(9;0) =g(0) ve Lin,(g;1) =g (1)
u¢ nokta interpolasyon ozelligini saglar ve ilk iic momenti

mp(e(]a ) = ]-7

L
Emp(ela ) = T,
L

mp(eg, ) = $2+|i1+

seklindedir (Stancu 1981, Stancu 1983).
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3. STANCU OPERATORLERININ KANTOROVICH TiPiNDE
GENELLESTIRILMELERI

3.1 Operatorlerin Ingas

L, , Stancu polinomlarmin tanmimindaki g (%) nokta hesaplama fonksiyoneli, g €

T4+1
m—+1

| iizerindeki integralinin (m + 1 f g (t) dt ortala-

T+1

L0, 1] fonksiyonunun [-2 T T

m+1
mast ile degistirilirse, w,, - ,, 0 < 7 < m, Stancu temel fonksiyonlar1 olmak {izere,

negatif olmayan bir p tam say1 parametre ve m > 2p olacak sekildeki m dogal

sayilari, z € [0, 1] ve g € L'[0, 1] igin Stancu operatérlerinin Kantorovich genellestir-

ilmesi
T+1
m m—+1
) =Y Wp(z) [ (m+1) / g (t) dt (3.1)
7=0 4
m+1

olarak tammlanabilir. Tez boyunca, (3.1) ile verilen K,  operatérleri; K, | Stancu-
Kantorovich operatorleri olarak adlandirilacaktir. (1.10) ile verilen wy, ; , () temel

fonksiyonlarin tanimindan

Ky () = (mi1)Y (") a-orr e [a@a

m+41

olarak yazilir. Ikinci toplamda 7 — 7 4 p alinarak; negatif olmayan bir p tam say1
parametre ve m > 2p olacak sekildeki m dogal sayilar1, x € [0,1] ve g € L' [0,1] igin

K, , Stancu-Kantorovich operatorleri

T+1 T+p+1
m—+1 m—+1

me @) (m1) (1—x)/g(t)dt+x / gdt]  (3.2)
'm:Ll %ﬁ

olarak dikkate alinacaktir.

Bir ¢ € L'[0,1] fonksiyonunun F (z) = / g (t)dt + F (0) belirsiz integrali icin

0
L1, (F;x) operatoriiile Ky, | (F'; ) arasinda (1.5) gibi bir esitlik, p = 0,1 diginda,
18



saglanmamaktadir:

@
dx
Gergekten, (2.5) formiiliinden

m+1—p
T T+p
£m+1p F l’ = Z DPm+1— pT [(1—$)F(m—ﬂ> +TL‘F (m+1>}

olur. Yukaridaki ifadenin iki tarafinin z’e gore tiirevi alinarak

‘Cm+1vp (FVQ:) 7é K:’L,p (F/;QZ'), p#ovl

d
d ‘Cm+1 p(F l’)

- S [n-n fr (22) - ()]
H{F(%ﬂ;;)—

F
m+1—p
o Z Pmt1—p,r (T) [F<

7=0

m
41 T4p+1
m—p m—+1 m—+1
= me—p;(x) (m+1-—p) ((11:) / g(t)dt+z / g (t)dt
7=0 T

ML i
T+p
m+1_p m—+1
£ purine @) [ g0 (33
7=0 T
m—+1

bulunur. Bu durumda, (3.3) formiiliintin sag tarafi, (3.2) ile verilen K7, , (g; z) Stancu-
Kantorovich operatorlerini i¢ginde barindirdig: icin, Stancu operatorlerinin bir diger

Kantorovich tipinde genellestirmesi, agagidaki gibi tanimlanabilir:

Negatif olmayan bir p tam say1 parametre ve m > 2p olacak gekildeki m dogal

sayilar, z € [0,1] ve g € L0, 1] icin,

K”"hp (g7 )
T4+1 T+p+1
m—p m—+1 m-+1
=Y e @t 1-p) [ (1-2) [g@atra [ g
7=0 T T+p
m+1 m+1
T+p
m+1 p m+1
+ Y priign )/g(t)dt, 0,1), m e N (3.4)
m:—l



olarak tamimlanan K,, , operatorleri, K, , Stancu-Kantorovich tipinde operatorler

olarak adlandirilacaktir. Bu durumda,

d
%£m+1,p (Fyx) = K, (F/§ )

saglanir. K, Stancu-Kantorovich ve Ky, , Stancu-Kantorovich tipinde operatorleri,
pozitif ve lineer olup, p = 0 ve p = 1 durumlar1 Kantorovich operatorlerini verir,

yani

* *
Kn1=Kno0=Kn=Kpn1i=Knp

m

olur. Gergekten, K | ve K ; igin durum, (1.10) ve (1.3) formiillerinden, agiktir.

Ko icin
T+1 T+1
m m+1 m+1
Koo (Gi2) = Y pne @) m+ 1) | (1=2) [ g@yarra [ g0
7=0 T T
m—+41 m—+1

m+1 m+
+ Z Pm+1,r (T) / g(t)dt
7=0 T

bulunur, bu da (1.4) ile verilen Kantorovich operatorleridir. Diger taraftan, K, 1

icin

T+1 T+2
m—1 m—+1 m—+41
Kni(ia) = mY_ poro(o) | 0=2) [ g@devo [ gle)a
7=0 T T4+1
m-+1 m+1




elde edilir. (3.5) formiiliiniin sag tarafindaki ilk terim;

T+l T+2
m—1 m+-1 m+1
mY pnse @) [ (1=a) [g@drra [ g
7=0 _T_ T4+1
m+1 m—+1
T+1
m—1 m+1
— m Y (=) puas () [ o)
=0 T
m—+1
T4+2
m—1 m+1
+m > T paoiy (2) / g (t)dt
=0 T4+1
m+1

seklinde yazilir. Son ifadedeki ikinci toplamda; 7 yerine 7 — 1 almip, (1.1) ve (1.3)

kullanilarak

T+1 T+2
m—1 m—+41 m—+1
m> pnore @) |(1-2) [g@atra [ g
7=0 T T+1
m+1 m—+1
741
m m—+1
— > purle) [ gle)a
=0 m:rl

elde edilir. Bulunan esitlik (3.5)’de yerine yazilarak, (1.4) ile verilen K, (¢; x) Kan-

torovich operatorleri elde edilir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).

3.2 Diizgiin Yaklagim

[0,1] iizerinde stirekli, reel degerli fonksiyonlara; K7, , Stancu-Kantorovich ve K., ,
Stancu-Kantorovich tipinde operatérlerin dizileri ile [0, 1] {izerinde diizgiin yaklagim,

sirasiyla, agsagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 3.1 p; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam say1 ve g € C'[0,1] ise

0, 1] iizerinde

diizgiin yaklagimi gerceklenir.
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Ispat. Ky ,(eisx),1=0,1,2

gosterilmesi yeterlidir.

, icin Korovkin teoreminin kogullarinin saglandiginin

K7 (egiw) =1 (3.6)
oldugu aciktir. Diger taraftan,
K., (e15w)
- Tgpm_mk (z) (m+1) {(1 — ) %(fnk:f)? 22(12”:?1;1}
_ mzpm (@
s {<1_$) <%) mLHJF( B )2(m1+1) " 4 (k;p> mTL 2(m$+1)}
L (€138) + e o ()
B mn—i 1713 (m1+ 1) (3.7)
K%, , (e2; )
- Bovmrmen{u-o GG e
= L K%) T w T sy 0
+mzp"‘ ) (k;p) <mfl>2 i <k:zp) T 3<m1+ 7]
= Lo, (e22) (m—H)2 + Loy (€1 7) <mT1)2 +3 (mi 1)2£m,p (eo; )
L

bulunur. (3.6), (3.7) ve (3.8) momentlerinden, lim K, (¢

[0, 1] iizerinde diizgiin oldugu aciktir. Ispat, Korovkin teoreminden elde edilir.

) =e;, i =0, 1,2, yaklagimlarinin
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Teorem 3.2 p; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam say1 ve g € C'[0,1] ise

[0, 1] iizerinde

lim K,,,(9) =9

m—0o0

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).

ispat. Ky, (e;;2), 4 =0,1,2, i¢in Korovkin teoreminin kogullarimin saglandigimin

gosterilmesi yeterlidir.

Km,p (eo;x) =1 (39)
oldugu agiktir. Diger taraftan,
Km,p(el;x)
41 T4p+1
m—p m+-1 m+1
= me_w(x)(m+1—p) (1—x)/tdt+x / tdt
7=0 T T+p
m+1 1
T+p
m+1—p mid
+ > Patipr () / tdt
7=0 m:—l
m—p 2 2
1 kE+1 k
= 1— . 1) (2= (-
) L >2{(m+1> (mﬂ)}
m—p 2 2
1| (k+p+1 k+p
1 — B bl _(rF
(m+ p)kzopm i (2) x?{( m+ 1 ) (m+1>}
m+1—p 2 2
1 k+p k
+ 2 P (@ 5{(m—+1> (o) }
m—p
(1—2x) Q(k—l—p)—i-l}
1) 3 e 0) g O ) S
m+1—p 2
2kp+p
+ Z Pm+1 ﬂk( ) 2
— 2(m+1)
(m+1—p){ 1} (m+1-—0p) P
= m Ly, (e1;x) + = mil_p (€1;2) +
(m + 1) ples) 3 mt1)? " +1-p (€17) 2 (m + 1)
(m+1—p){ P’ }
= max+S+pr+
(m + 1)? 2 TP S+ 1—p)
_ (mtp)(m—p+1) m+14p(p—1) (3.10)
(m +1)° 2(m+1)*



ve

Km,p(€2§$)
T+1 T4p+1
m—p m+1 m+1
me—p,f(iﬂ)(erl—p) (1—x)/t2dt+x / t2dt
7=0 J K
m—+1 mt1
m+1—p r:zJ—ro—pl
+ Z Pm+1—p,r (l‘) / tht
0 m‘l-—kl
m—p 9 9
1 k+1 k
1-— _ 1—2)= AL R
e p)kz:%pm i () I)Q{(m+1> (m+1> }
m—p 9 9
1 E+p+1 kE+p
1-— _ -
+(m+ P)kop pk(x) 372{( m+1 > (m—|—1> }
m+1—p 9 9
1 k+p k
+ g Pmti—pk (T) 5{(771—}-1) y (m—|—1> }
m—p
(1 -2 2(l<:—|—p)+1}
1) 3 >{2(m+1)2< e O
m+1—p
2kp + p?
== 1 — xr) ——— -
kZ:O Pm+1 p,k( ) 2(m—|—1)2
m+1—p 1
( (m——l- 1)3 ) {m2 ,Cm,p (62;:E) +m [,m,p (el;x) + g £m,p (BO;I)}
1 3
+(m—|—1)3 {(m+1—p)2 me+1fp(€2;fE)+P2 (m+1-p) Bm+1p(el;x)+%}
1 - -1 1— 1
(m + f){m2[:):2+(1+p(p ))az( x)}erH_}
(m—i—l) m m 3
(m+1-p) , a(l—2)] e
- 1_ R S
(m+1)° pm+ 2 $+m+1—p +paH—?)(m—i-l—p)
(m—p)(m—p—irl)(m—l—Qp—1)%2_1_2(m—p_|_1)(77@4_)02)3j
_ 1 3
s eris o
3(m+1)

bulunur. (3.9), (3.10) ve (3.11)’den lim K,,,(e;) = e;, @ = 0,1, 2, yaklagimlariin

[0, 1] tizerinde diizgiin oldugu agiktir. Ispat, Korovkin teoreminden elde edilir. m

Sonug 3.1 Negatif olmayan ve sabitlenen bir p tam sayisi, m > 2p olacak sek-

ildeki m dogal sayilar1 ve [0, 1] iizerinde siirekli diferensiyellenebilen bir g € C'[0, 1]
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fonksiyonu i¢in

(ﬁerLP (gv .Z’))/ = Km,p (gla 1:) 5 YIS [07 1]7

elde edilir.

Teorem 3.2’den [0, 1] tizerinde

lim (L, (g)), =4

m—00

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).

3.3 [P-Yaklagsim

g € L7[0,1], 1 < p < oo, fonksiyonuna; K, , Stancu-Kantorovich ve K, , Stancu-
Kantorovich tipinde operatorlerin dizileri ile LP-normunda yaklagim, sirasiyla, asagi-

daki teoremlerde verilmigtir.

Teorem 3.3 p; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam say1 ve g € LP[0,1],1 <p <
00, ise LP [0, 1] normunda

lim K7 (9) =g

m
m—o00 P

yaklagimi gerceklenir.

Ispat. p = 0 ve p = 1 durumlar Teorem 1.4’de verildigi icin p > 1 durumunun
ispatlanmasi yeterlidir. Bu durumda, p > 1, m > 2p, m € N ve HK;WH oper-
ator normu olmak iizere, her m € N icin, once, HKT*n’pH < J olacak sekilde bir
J > 0 oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. (3.1) ile verilen m’yinci K, , Stancu-
Kantorovich operatoriinde; ¢ (t) = [t]", 1 < p < oo, t € [0, 1] fonksiyonu konveks
ve Wy, 7, () > 0 ve i W7 p () = 1 oldugundan, Tanim (2.14) ile verilen Jensen

7=0

esitsizligi ve Tanim (2.17) ile verilen integral Jensen esitsizligi ve (1.10) fonksiyonu
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kullanilarak,

$)|p

T+1 p
1

g(t)dt

< Zwmmp(x) (m+1)

ﬂk‘§\§

3
t

'm+1
< Zmeﬁ )(m+1) /|g )P dt

= {(1 —2) ) Ppr (@) F2 D Dnpr—y (ﬂf)} (m+1) / lg (D) di

m+1

bulunur. Son esitsizlikte, iki tarafin [0, 1] iizerinden integrali alinarak

IA

1
/ Koy )] o
0

7=0 m:—l
T4+1
m 1 m+1
m — m—T7
+2 (_5) /sf-ﬂ“a )" dw (m+ 1) / g (8)F dt
T=p 0 T

T+1
m—+1

- m—=p P
*Z( p)B<T—p+z,m—T+1><m+1>/|g<t>| at (312)

T=p

PR
m-+1

bulunur. Buradaki B; beta fonksiyonu olup, Tanim 2.18’den, I' gamma fonksiyonu

kullanilarak,

ve

(
(

m—p 'c+1)I'im—-—p—7+2
i, )B(T+1,m—p—7+2) = ( F)(m(—p+3) )
B m—p—17+1
- (m=p+2)(m—p+1)
m—p 'c—p+2)'(im—-—7+1
T_p)B(T—p+2,m—T+1) ( F(m)—p(+3) )
T—p+1

(m—p+2)(m—p+1)
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olur. Bu sonuglar (3.12) formiiliinde dikkate alinarak

1
/ K% (gio)[Pde <
0

T+1
m+

m—p—74+1)(m+1) »
(m—p+2) (m—p+1)/|g(t)| dt

m—+41
2 (r—p+1)(m+1) / P
dt
+sz(m—p~l—2 (m—p+1) lg®)]
m+1

bulunur. m > 2p oldugundan, m — p > p olur, boylece, en son ifadedeki toplamlar

[un

mp

LM

=0

3

asagidaki sekilde pargalanabilir:

< m+1
- m—p+2
Cim—p—7+1 Em—2p+2 i —p+1 o
X + —_— + pdt.
O R = L

Burada, m—2p+1 < m—p+1 olacagindan, m—2p+2 < m—p+1 saglanir. Boylece,
0§T§p—1i§iﬂ"ﬁf—ﬁ<lve7n p+1<7<mign = ”H < 1 olacagindan,

T+1

1 m+1
. +1 p—1 m—p m
/‘me (g;2)["dw < mm—p—i—Z <Z+Z+ Z ) / g ()" dt

0 m—+1
m+ 1
< / lg (1) dt
m — p—|—2
bulunur. Sabitlenen p > 1 icin sup n{i—;’_lp = —p% := M, almsm. Buradaki M,
m>2p

1 < M, < 2 geklinde bir sabit olup,

1 1
/ K (g de < M, / 19 ()P de
0 0
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esitsizligi yazilabilir. Buradan, LP-normuna gegilerek
1
155, @), < 2 lgll,
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla, K7, | operatorlerinin normlarinin
55,01, < M5

ile siirh oldugu elde edilir. $imdi, € > 0 keyfi verilmis olsun. C[0,1], L?[0,1]
uzaymda yogun oldugundan, [|g — hl|, < € olacak sekilde bir i € C[0,1] vardwr ve

Teorem 3.1’den; bir my € N sayisi, her m > my igin
HK;W (h) — h|| <e€
1
olacak sekilde, vardir. Buradan, J := 2 + M, olmak iizere,

1Ko () = gll, < MZ llg = Rll, + [ Ky (R) = hll, + Ik = g,

< Je

esitsizliginden, ispat tamamlanir. m

Teorem 3.4 p; negatif olmayan ve sabitlenen bir tam say1 ve g € LP [0,1],1 <p <
00, ise LP [0, 1] normunda

lim K,,(9) =g

m—0o0

yaklagimi gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).

Ispat. p = 0 ve p = 1 durumlarn Teorem 1.4’de verildigi icin p > 1 durumunu
incelemek yeterlidir. Bu durumda, p > 1, m > 2p, m € N, ve ||K,,,| operator
normu olmak tizere, her m € N i¢in || K, ,|| < J olacak sekilde bir J > 0 oldugu-
nun gosterilmesi gerekmektedir. (3.4) ile verilen m’yinci K,, , Stancu-Kantorovich

tipindeki operator;

m+ m+1
Sy (5 me e @mt1-p) | (1-2) [g@atrs [ g
s +p

ve n
T+p
m41— o m—+1
Swita @)= 3 pstor @ [ gt
mz—l—l
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olmak {izere

Ko (952) = Simp (95 2) + Smgrp (95 1)

seklinde yazilsin. Burada,

Ko (9 2)[" < 27 (ISm.p (95 2) 1" + [t (93 2)[7) (3.13)

esitsizligi dikkate almarak, K, ,(g;2)’in L? [0, 1]-normu bulunacaktir. Bunun icin,
(3.13)’un sag tarafinin ilk terimi i¢in; ¢ € [0, 1] ve 1 < p < oo olmak tizere ¢ (t) = |t|”
fonksiyonunun konveksligi kullanilarak, = € [0,1] igin \; = 1 — x ve Ay = z alinirsa,

A1, A2 > 0 ve Ay + Ao = 1 olur. Boylece,

T+1 p
m—p m+1
Sup @)l < (1 =2)| Y pucpe @t 1=p) [ g(0)de
>’ 'm:»l
Ttp+l p
m—p m—+1
42| Y pncpe @) mt 1=p) [ g(0)dt
7=0 Tjﬁ

esitsizligi elde edilir. Daha sonra, 7 =0,...,m — p, € [0,1] igin py,—,, () > 0 ve

m—p
> Pm—p, (x) = 1 oldugu dikkate alinarak, Tanim 2.14 ile verilen Jensen esitsizligin-
7=0

den
T+1 p
m—p m—+1
Sunp GO £ (=)D g 0) [+ 1) [ g (01
=0 'm:»l
T+p+l p

m—p m+1
+2 ) pmpr () [(M+1 = p) / g (t)dt
7=0 T+p

m—+1

bulunur. Son ifadede, ¢ € [0,1] ve 1 < p < oo igin ¢ (t) = [t|” fonksiyonu ve

(m 41— p) dt dl¢iisii igin, Tamm 2.17 ile verilen Jensen esitsizliginin integral formu

uygulanarak
|Smp (g5 2) | (3.14)
T+1 TEp+1
m—p m+1 m+1
< Y pnpe @1 |=0) [lg@OFatra [ lgora
= = ot
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elde edilir. Simdi, (3.13)’un sag tarafinin ikinci teriminde ¢ (t) = [t|, 1 < p <

oo, t € [0,1], fonksiyonu i¢in; € [0,1], 7 = 0,...,m — p iken pyy1_,, () >

0ve > Pmti—pr () =1 oldugu dikkate alinarak, Jensen esitsizligi ve ardindan
=0

Jensen ggitsizliginin integral formu kullanilarak

m+1 —p 'm+1

‘Ehn+4,p g;x z{: Pm+1- pT u/p k] ‘p‘jt (3'15)

elde edilir. (3.14) esitsizliginin [0, 1] tizerinden integrali alinip, beta integrali kul-

lanilarak
1
/ [Sip (g: )" de
0
T+1
m—p 1 m—+1
P z( ) [oa—oreta [lg@p
7=0 0 T
m—+1
THp+l
1 m—+1
s fetamarrrar [lopa
0 T+p
m—+1
B 1 T (3.16)
oy m— p —‘r_ 2 m,p )
bulunur, buradaki 7, ,
T+1 T+p+1
m—p m+41 m+1
(m—p—7+1) / lg ()P dt + (7 +1) / lg ()" dt
7=0 T T+p
m-+1 m+1

seklindedir. m > 2p, p > 1, oldugundan m—p > p saglamir. Dolayisiyla, 75, , ifadesi

p—1  m—p
Ty = <Z+Z) (m—p—71+1) / lg (t)]” dt
=0 T=p m:-1
T+p+l
m—+1




seklinde yazilabilir. Ikinci satirda bulunan toplamlarda 7 yerine 7 — p alinirsa, T p

T+1

pfl m-+1
=Y m-p-r+1) [lgFd
7=0 .
m+1
T+1
m—p +1
+Y (m=2p+2) [ |g@t)"dt
T=p
+1
T4+1
m m+1
+ > (r—p+1) /|g (t)[” dt (3.17)

T=m—p+1

olarak yazilabilir. Diger taraftan, benzer gekilde, (3.15) esitsizliginin [0, 1] iizerinden

integrali alindiginda

1 ATy s
/WWWWM;ZﬁWmdmeﬁ
0 7=0 0

H

m+1— p m+l

= )P 1
7np+2zj/m ) (3.1

bulunur. Benzer terimler bir araya getirilerek (3.18) formiiliindeki toplam, agagidaki
gibi ii¢ pargaya ayrilabilir:

T+p +p

m+1—p m+1 m+1 p +1 +1
ZL/MWW— /' / P (319)
7=0 m:—l m+1 T:Lill
T+1 T+1

p—l 7n+1 m+1 m m—+1
S (r+1) /|g \pdt—l—pZ/]g mra+ Y (m—r+1)/\g(t)]pdt.
=0 T T T=m—p+1 T

m+ m+1

(3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) kullamlarak; (3.13) formiiliinden

T+

1 p—1 m—p m m'H
/!Km,p(g;x)\pdw < 2p< +Y o+ ) >/\9 ()] dt
0 =

=0 T=p T=m—p+1

T
m+

T4+1

+1 1
|mww:?/mwwt
T 0

m+1
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sonucuna ulagihr. Dolayisiyla, LP-normuna gegilerek, her g € L? [0, 1] i¢in [ Ky (9)]], <
2|lgll, bulunur. Yani, her m > 2p, m € N, i¢gin [|Ky,,[| < 2 seklinde sl bir
operatordiir. Simdi, € > 0 keyfi verilmis olsun. C10,1], L [0, 1] uzayinda yogun
oldugundan, ||g — th < € olacak gekilde bir h € C[0,1] vardir ve Teorem 3.2’den;

bir my € N sayisi, her m > my iken
[ Ko (h) — Rl <€
olacak sekilde, vardir. Buradan,
[ Kmp (9) = 9ll, < 2Mlg = bll, + [[Km,p (h) = hll, + ([ = gl], < 4e
esitsizliginden, ispat tamamlanir. m

3.4 [P-Yaklasimin Orani

Pozitif lineer operator dizileri ile LP- normunda yaklagimin oraninin dl¢iilmesi prob-
lemi birgok makalede incelenmistir. Bunlardan bazilarina, (Quak 1988) ve (Altomare
ve Campiti 1994) eserlerindeki kaynaklardan ulagilabilir. Bu dogrultudaki en kul-
lanigh yontem; 7-modiiliin kullanildigi, Teorem 2.5 ile verilen Popov’un teoremidir.
Kantorovich operatorlerinin bir genellegtirilmesi i¢in LP-yaklagimin oraninin 7-modiil

cinsinden iist siur1 igin (Campiti ve Metafune 1996) caligmasina bakilabilir.

Teorem 3.5 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, 1 < p < oo ve g € M|0, 1]

|55, (9) = 9], < Cm1 (o \/E,p)p

esitsizligi, her m > 2p, m € N, i¢in gergeklenir. Buradaki A7, |

ise

., _3m+1+p(p—1)
e 12 (m +1)°

olup, C'; g fonksiyonuna bagh olmayan pozitif sabittir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca

2022).

Ispat. ¢ € M]0,1], 1 < p < oo ve negatif olmayan ve sabitlenen bir p tam sayisi

icin m > 2p, m € N olsun. Teorem 2.5e gore

Ar L =sup {K;,  ((ex — xeo)z;x) ;v e0,1]} <1
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oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Operatorlerin lineerliginden, z € [0, 1] igin

K ((er — zeg)?; )

—1 —1 1
S —1—p(,02 )x(l—x)—i——z
(m+1) 3(m+1)
m—1+p(p—1) 1
< 2 P
4(m+1) 3(m+1)
— A

bulunur. p =0 ve p = 1 durumunda
. . 3m +1
Am,O = Am,l = T4 2
12 (m + 1)
olup, Kantorovich operatorleri igin elde edilen (2.3) egitsizligine ulagilir. Son olarak,
Ap.p < 1 oldugunun gosterilmesi gereklidir. p > 0 ve m > 2p oldugundan m—1 > 2p

alinir. Boylece mT’l > p olmak {izere

3m+1+3p(p—1)
12 (m + 1)
3m + 1+ 3p?
12 (m 4 1)°
3m? 4+ 6m + 7
48 (m +1)°

2k JR—
Amvp -

<1
elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Teorem 3.6 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, 1 < p < oo ve g € M|0, 1]
ise
1Ko (9) = ll, < Cr1 (9 /A

esitsizligi, her m > 2p, m € N, icin gergeklenir. Buradaki A,, ,

p

B 3m? + 3mp® —3mp +4m —2p* +3p*> —p+ 1

Am
” 12 (m +1)°

<1 (3.20)

olup, C; g fonksiyonuna bagh olmayan pozitif sabittir (Bostanci ve Bagcanbaz-

Tunca 2022).

Ispat. g € M[0,1], 1 < p < oo ve negatif olmayan ve sabitlenen bir p tam sayisi

icin m > 2p, m € N olsun. Teorem 2.5’e gore

Ay i=sup { K, ((e1 — xeo)z;x) ;v e0,1]} <1
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oldugunu gostermek yeterlidir. Operatorlerin lineerliginden, x € [0, 1] i¢in

Ko, ((61 —xeo)2;x)
(m—pt)(m=p)(m+2-1) , 2(m—p+m+p’)

(m+1) (m+1)3
—p+14+p° —p+1 1 —1
m—p+ +3/> _pm—p+ )(T+p)$2_m+ +p(p2 ) 4 22
3(m+1) (m+1) (m+1)
m? 4 (p® —p)m —2p° +p* +p—1 m—p+1+p°
_ (p* =) i et e SR p i
(m+1) 3(m+1)
< m2+(p2—p)m—2,03+02+p—1+m—p+1+p3
- 4(m+1)° 3(m+1)°
~ 3m*43mp? —3mp+4m —2p* +3p* — p+ 1
12(m + 1)°
= Am,
bulunur. p =0 ve p = 1 durumlarinda
3m +1
App=An1=—F—3
12(m+1)

Kantorovich operatérleri igin elde edilen (2.3) egitsizligine ulagilir. Son olarak,
App < 1 oldugunun gosterilmesi kalmigtir. p > 0 ve m > 2p oldugundan m—1 > 2p

olur. Boylece, mT_l > p alinarak,

1

Ay, = ———[B3m2+3mp> —=3mp+4m —2p> +3p*> — p+1

” 12(m—|—1)3[ P P prH gt p ]
1

12 (m+1)°

IN

[Sm2 + 3mp® + 4m + 3p* + 1]

9 m—1\> m—1\2

12 (m + 1)

O 3mP 4+ 9m® 4+ 13m + 7 <1
48 (m +1)° -

elde edilir ve ispat tamamlanir. =
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4. STANCU OPERATORLERININ NEGATIiF OLMAYAN
PARAMETREYE DAYALI GENELLESTIRILMESI

4.1 Operatorlerin Insas:

P5 _(x); (1.8) ile verilen temel fonksiyonlar olmak tizere, g € C'[0,1] i¢in (1.9) ile

verilen
GP : — 2 <l>
w (9:7) ; e ()9 (—
Cheney-Sharma operatorleri, pozitif ve lineer olup

GB (eg;z) =1 (4.1)

egitligini saglarlar. Cheney-Sharma operatorlerinin momentleri;

m

S (r,m,xz,y) = Z (T) (z+0B)" Ty + (m—v)B)"" (4.2)

v=0

olmak {izere,
S(r,m,z,y) =xS(r—1,m,z,y) + mpS(r,m— 1,z + 5,y)

indirgeme bagntis1 kullanilarak elde edilmistir. G? (g) operator dizisinin [0, 1]
iizerinde ¢ fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi, S yerine; nll_rgo mp,, = 0 kosulunu
saglayan, negatif olmayan {/3,,},,cy reel say1 dizisi alinarak, ispatlanmstir (Cheney
ve Sharma 1964). Stancu ve Cismasiu (1997), Cheney-Sharma operatorlerinin lineer

fonksiyonlar1 korudugunu gostermislerdir, yani;
G (ey;z) = (4.3)

saglanir.

Caligsmanin bu kisminda; énce, Cheney ve Sharma’nin kullandigi (4.2) indirgeme
bagimtisinda kiiciik bir degisiklik yapilarak, G? operatorlerinin ikinci momenti, daha
basit sekilde hesaplanacaktir. Bu degisiklik i¢in, binom formiiliiniin Abel tipindeki
asagidaki genellestirilmesi kullanilacaktir:

Negatif olmayan bir g reel sayisi, z,y € R ve m > 1 igin

m

tyrmdy =3 (M) Oyl - AT 0

=0
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esitligi saglanir (Stancu ve Stoica 2009). Daha sonra, (2.5) ile verilen £,, , Stancu
operatorlerinin temel fonksiyonlarmin yerine, (1.8) ile verilen Cheney-Sharma op-
eratorlerinin temel fonksiyonlari, uygun sekilde alinarak, Stancu operatorlerinin,
negatif olmayan bir § parametresine dayali bir genellestirmesi tanimlanacaktir.

Bu amagla, negatif olmayan bir p tam say1 parametresi ve m > 2p olacak sekildeki
bir m dogal sayisi i¢in, (1.8) formiiliinde m yerine m — p alinarak olusturulan Pﬁ_ o

temel fonksiyonlar ve g € C0, 1] igin

an’i o [l—x)g(%>+x9 <%)] (4.5)

seklindeki operatorler dikkate alinacaktir. Caligmada, bu operatorler, Cheney-Sharma
tipinde Stancu operatorleri olarak adlandirilacaktir. Eﬁl, , operatorlerinin; uygun K-
fonksiyonel yardimi ile lokal yaklagimi elde edilecektir. Yaklagim sonuglarini elde
etmek i¢in, Cheney ve Sharmamin (1964) ¢alismasindaki gibi, § yerine pozitif reel
sayillarm lim mf3,, = 0 kosulunu saglayan bir 3,, dizisi alinacaktir. £2 0 (2.5)

m—0o0

ile verilen L,,, Stancu operatoriine indirgendigi aciktir ve L8 (1.9) ile verilen

m07

Cheney-Sharma operatoriine indirgenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).

4.2 Yardimci Sonucglar

(1.9) ile verilen G?, operatoriiniin ikinci momentini daha basit sekilde elde edebilmek

amaciyla, z,y € [0, 1] igin

T (7,m,x,y) —Z( ) (408" y+ m—0) A" mEN, 7 =0,1,...,m,

(4.6)
almirsa, T' (7, m, z,y) i¢in agagidaki gibi bir indirgeme bagintisi elde edilir:
Lemma 4.1 z,y € [0,1], me N, 7=0,1,....,m, ise

gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).
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Ispat. (4.6) ile verilen T (1, m, x, y)

T(r,m,z,y) = Z<U> (x +vB)" T (x4 0B) (y + (m —v) )"

=0

<

- i( ) @08 g (= ) 8

O

seklinde yazilir. Ikinci toplamda v yerine v + 1 alinarak

T(rmey) = wZ( ) 0B g o) )

d Z(m_ )“””ﬁ)“‘l (y+(m—v=1) 5"

- ‘TT(T_ 1,m,x,y) +m6 T(Tam_ 17‘T+B7y)
elde edilir ve ispat tamamlanir. =

Dogrudan hesaplamalar ile agagidaki yargiya ulagilir.

Yarg: 4.1 (4.6) ile verilen indirgeme bagintisi, agagidaki sonuglari verir:
(1) (1.8) formiiliinden zyT (0,m, z,y) = (z 4+ y) (z + y +mB)™ " bulunur.
(i) (4.4) formiiliinden yT (1, m,z,y) = (z + y + m3)™ bulunur.

(73) (4.7) bagintis1 tekrarh uygulanarak
v

v=0

elde edilir. Burada, Cheney ve Sharma (1964)’deki gibi, gamma fonksiyonu geregince

o0

vl = /ess”ds

0

egitligi ve binom formiilii kullanilarak
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T2,m,z,y) = 2T (1, m,z,y)+mpT (2,m— 1,2+ 5,y)
= a7 (L,m,z,y) +mB(z+ )T (1, m—1,2+p5,y)

+mfB (m—1) (x+26)T(1,m — 2,2+ 28,y)
+mp(m—1)(m—2)T(2,m—3,z+35,y)

_ i (@ +vpB) (m)”!ﬁ”mm —v,z+vfby)

v
0

S
Il

3

o0 1 B
) e *s"ds 8" ; (x+y+mp)"
0

I
NE

(x +vp) (

v

S
Il
o

bulunur. Buradan

o0

yT (2,m,z,y) = /es [z (@ +y+mB+sB)" +msB (v +y+mB+s8)" "] ds
0

(4.8)
elde edilir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).
(4.6) ve (4.7) formiilleri kullanilarak, G¥ (eq; z) asagidaki sekilde elde edilir:
Lemma 4.2 Her z € [0,1], m € Nigin
-1
Gfl(eg;x):m {x(x%—Zﬁ)Am+ﬂz:(m—2)ﬁQBm}—|—£
m m
olur. Buradaki A,, ve B,,
1 r B \"?
A =—— [ (1 d 4.9
e () -
0
ve
1 s m—3
B, = —2/86_8 (1 + 50 > ds (4.10)
(1+mp) 1+mp

0

seklindedir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).
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Ispat. GZ (ey;2) icin

el . _
m(20) = T 2
1 2 m -2 .

( )w(x+26+v6) (1-2)

olur ve G (eq; 7) asagidaki sekilde yazilir:

Gy, (e2;)
m—1

= m +mﬁ)m71
x [ e [(w+28) (L+mB + sB)" " + (m = 2) 567 (1+mfB + s5)"*] ds + %

T

0

B m—lx(x+25)oofs sB \"°

T om (l—l—mﬂ)o/e (1+1+mﬁ) ds
(m—D)(m-2 & [ 8\ @
T (1+mﬁ)260/86 (1+1+mﬁ) BT

mrgl{x(x+26)Am+x(m—2)62Bm}—1—%,

buradaki A,, ve B,,, sirasiyla, (4.9) ve (4.10) ile verilen dizilerdir. m

Yaklagim sonuglarinin elde edilebilmesi i¢in lim A,, ve lim B,, limitlerinin hesa-

planmasi gerekmektedir.

pozitif reel sayillarin lim mfg,, = 0 kosulunu saglayan bir

m—0o0

Lemma 4.3 {3,,},.cn:

dizisi ise
lim A, =1ve lim B,, =1
m—00 m—00

gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).
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Ispat. (4.9) esitliginde, A, 5 ve u = 1+ﬁﬁ

B 1 OO_S sp n
Amiz = 1+(m+2)60/6 (1+1+(m+2)ﬁ> ds

1 T (1+(m+2)5)
— —/e1+ 5 “(1+u)™ du.
BO

elde edilir. Cheney ve Sharma (1964)’deki gibi,
e (1 — mu2) <(A+u)”™<e™ (4.11)

esitsizligi kullanilarak

1 2m B> 1
_ BB An <
1+23 (1428 14283

bulunur. Benzer sekilde, (4.10) esitliginden, B,,.3 igin

o

- ; o1y B\
Bes = trrgar) (W irmrwE) @
_ /1+m+3 (1+(mﬁ+3)ﬁ)u6_(1+<";+3>ﬂ)U(1+u)m(1+(mﬂ+3)ﬁ)du
0
1 T (1+(m+3)8)
= = e 7 "u(l4+u)"du
di

elde edilir. (4.11) esitsizliginden

1 _ 6mp? B < 1
(1+36)> (1+3p)*

esitsizlikleri saglanir. Dolayisiyla, 3 yerine lim mf,, = 0 kosulunu saglayan, pozitif

bir 5, , m € N, dizisi alinarak lim A,, =1 ve lim B,, = 1 sonucuna ulagilir. m

m—00 m—00

m?

4.3 Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde, (4.5) ile verilen Lﬁ% , Cheney-Sharma tipinde Stancu operatorlerinin

yaklagim ozellikleri incelenecektir.

40



Lemma 4.4 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, m > 2p, m € N, 8 > 0 ve

z € [0,1] i¢in

Efn’p (eo;z) = 1,

Efn’p(el;x) =
£l (ex2) = (m_mﬂn”é_p_” {2 (2 +28) Aoy + 2 (m—p—2) B}
X

+—5 {(m —p) (1 +22p) + p*}

gerceklenir, buradaki A,,_, ve B,,_,, sirasiyla, (4.9) ve (4.10) ile verilmistir (Bostanci
ve Bagcanbaz-Tunca 2018).

Ispat. (1.9), (4.1), (4.3), (4.5) ve Lemma 4.2 dikkate almarak;

L8 (e0;z) = Gi_,(esz) =1,

DB — G . a ;
(617 ) - m—p (el’x) + momP (‘907 :C)
m m
=— g’/"
2
m — i
L8 (exiz) = ”) leri) + 207G (o) 4+ L GE (i)

- mopm {:c(x+26) A (m = p—2) By}

—i—m {(m p) (14 2zp) + p*}

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. m

Boylece, Lemma 4.4 kullanilarak, ilk iki merkezi momentleri agsagidaki gibi bulunur:

Sonug 4.1 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, m > 2p, m € N, >0 ve
x € [0,1] igin
Ef@,p ((61 - x) ,ZL') = 07

N2
E’Sl,p((e1—x)2;x) = <mm p> mmp {z(z+28)Ap_p+z(m—p—2)5°B,_,}

222p (m — +x2
N p( 20) e
m

= (57‘;4, ()

elde edilir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).
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Lemma 4.5 Her g € C'[0,1] i¢in
1m0 @] < llgl
gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018).

5) ile verilen tanimu dikkate alinarak

n (4.
B ofo-ns() o ()
< WME: m—pr (€) {1 — 2 + 2}

= |l

ispat. Efn’ , operatoriiniin

|£mp 9;x )| -

bulunur. [0, 1] iizerinden sup-norma gegilerek, ispat tamamlamir. =
Korovkin teoremi kullanilarak, Cheney-Sharma tipinde Stancu operatorlerinin dizisi

ile [0, 1] iizerinde diizgiin yaklasim, agagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 4.1 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, {f,,},,cy; pozitif reel

sayillarin  lim m/f3,, = 0 kosulunu saglayan bir dizisi ise, her g € C[0, 1] igin, [0, 1]

m—00

lizerinde

lim L0m L (9) =g

m—00

diizgiin yaklagimi gerceklenir.
iIspat. Ispat; Lemma 4.3, Lemma 4.4 ve Korovkin teoreminden elde edilir. m

Teorem 4.2 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, {3,,} pozitif reel

mEN;

sayllarin  lim mf,, = 0 kogulunu saglayan bir dizisi ise her g € C0, 1] igin

m—00

L, (g:2) — 9.(2)| < Con (g, 5i,p<x>), ve (0,1,

esitsizligi gergeklenir. Buradaki 5% , (T); Ly , operatoriiniin, Sonug 4.1 ile verilen,
ikinci merkezi momenti olup, C'; pozitif bir sabittir (Bostanc1 ve Bagcanbaz-Tunca

2018).

Ispat. W?; (2.1) ile verilen uzay olmak iizere, h € W? ve x,t € [0,1] icin, Taylor

formiiliinden
t

h(t):h(x)+h'<x><t—x>+/<t—y>h"<y>dy
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yazilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafina ££3n7 , Uygulanirsa, lineerlikten ve Lemma

4.4’den

t
L8 (hia)—h(@)| < W) L5, / t— yldy:z

< Inl L, (¢ —2)*52)
= [In"] 67, (2)

elde edilir. Buradan,

L0, (g;2) — g (2)]

IN

£, , (9= h;x) = (g — h) ()]
+ }Efmp (h;z) — h(:c)‘

< 2|lg = hll + [|h"[| 85, , (2)
bulunur. Tiim i € W? iizerinden infimum alimp, (2.2) kullanilarak

125, (g:2) —g(z)| < 2Kz (9,0, ,(2))
< Cuw, (ga \/ 57&,0 ($)>

elde edilir ve ispat tamamlanir. =
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5. YENI SEKIiL KORUMA OZELLIKLERIi

5.1 Stancu Operatorlerinin Salinim Azaltici Ozelligi

Onerme 2.2 ile verilen, Bernstein operatorlerinin sagladigi salinim azaltici 6zelligin,
her bir £,,, Stancu operatorii tarafindan da saglandigi, asagidaki teoremde elde

edilmektedir.

Teorem 5.1 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1 ve g € TV[0, 1] ise

Vo [Lm.p (9)] < Vio lg]

esitsizligi, her m > 2p, m € N, i¢in gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).

Ispat. (3.3) formiiliinden

d

%Em,p<g7 LIZ’)

m—1—p

= (m—p) Z Pm-1-pr ()

Q00 (50) G+ () o (503

St () -5 ()

bulunur. £,,,(g9) € AC[0,1] olacagindan. L, , (g) icin toplam salinim;

dx

1
d
Vi 1o @] = [ | 5Lt
0
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formiilii, (5.1) ve beta integrali kullanilarak

1
d

Vi (e (9 = [ 5L (0)| do

- [ b () 6
Y o (T o ()
S b (5 -0
1
= m—p+1
Y -l () < (2] e () - (222)]
sl () - (3) 62

elde edilir. Burada, Teorem 3.4’iin ispatinda oldugu gibi, (5.2) esitsizligindeki ilk ve

ikinci toplamlarda (3.19) formiiliinde yapilan parcalanma teknigi kullanilarak

1
<
‘/[0,1} [ﬁm,p (g)] = m— ,0+ 1
p—1 m—1—p m—1
X (m—p—1)+ (m—2p+1)+ Z (r—p+1)
7=0 T=p T=m—p
—1 m—1—p m—1 " 1 -
—|—Z(T+1)+ Z P+ (m—T)}'g( - )— (E)'
=0 T=p T=m—p
< Vol

elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. m
Onerme 2.3 ile verilen, mutlak siirekli fonksiyonlar icin Bernstein operator dizisi ile
salinim yari-normunda yakinsaklk 6zelligi, { L., , (9) },,cn Stancu operator dizisi igin

asagida elde edilmektedir.
Onerme 5.1 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1 ve g € TV[0,1] ise

g € AC[0,1] <= lim Vio,1] [»Cm,p (9)—gl=0

m—00

gergeklenir (Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2022).
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Ispat. AC0,1], [-l7v01) yarr-normuna gore T'V[0, 1] uzaymn kapal alt uzayidir
(Bardaro vd. 2003), g € TV|0, 1] igin,

lim Vo) [Lm,p (9) = 9] = lim (L0 (9) = gll7ypp1 =0

m—00

esitliginden g € AC|0, 1] bulunur. Diger taraftan, g € AC|0, 1] almr (¢’ € L'[0,1] ve

g(x) = [¢ (t)dt + ¢ (0) olur). L, ,(9) € AC[0,1] oldugundan, (L., ,(9) —g) €
0

AC0, 1] alabiliriz. Boylece, (3.3), (3.4) ve Teorem 3.4 kullamlarak

hm ‘/[0,1] [Lm,p (9) iy g] = n%l_rgo ”Kmfl,p (gl; .%') - g/H1 = O

m—00

bulunur ve ispat tamamlanmig olur. m

5.2 Genellestirilmis Stancu Operatorlerinin Lipschitz Sinifin1 Koruma

Ozelligi

Bernstein polinomlarinin; Lipschitz siirekli fonksiyonunun, sabitini ve derecesini
korudugu, Brown, Elliott ve Paget tarafindan elemanter yontem ile gosterilmistir
(Brown vd. 1987). Benzer sonug, uygun Lipschitz simf tanimi kullanilarak; ¢ok
degiskenli Stancu operatérleri i¢in Yang, Xiong ve Cao tarafindan (Yang vd. 2003)
ve GP Cheney-Sharma operatorlerinin iki degigkenli geniglemesi icin Bagcanbaz-
Tunca, Erencin ve Ince-Ilarslan tarafindan, elde edilmistir (Bagcanbaz-Tunca vd.
2018). Bu kisimda, her bir ,C'S% , Cheney-Sharma tipinde Stancu operatoriiniin Lip-

schitz sinifin1 korudugu gosterilecektir.

Teorem 5.2 p; negatif olmayan, sabitlenen bir tam say1, 5 > 0 ve g € Lipy (v, [0, 1])
ise her m > 2p, m € N, i¢in Lﬁw (9) € Lipy (a,[0,1]) gergeklenir (Bostanci ve
Bagcanbaz-Tunca 2018).
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Ispat. 3 > 2 olacak sekilde z,y € [0,1] olsun. (4.5) ve (1.7) formiillerinden,
L , (9;y) asagidaki sekilde yazilr:

1
Lo (giy) = = G
3> ) (i | AR R AR T
x(—y)[L—y+(m—p—j)p" 7"

{om(@) ()

Yukaridaki toplamlarin sirasi degistirilir ve 7 — 7 = [ alinirsa,

1
B . _
Eno ) =
% i R P P

(m—p—7—2)7l!

(=) L=y o+ (m = p—r =) B

X {(1 -Y)g (%) +yg (L;fp> } (5.3)

elde edilir. Diger taraftan, £5, , (9; ¥) operatorii asagidaki gibi yazilr:

1

Lh,(gix) = =

’ (14 (m—p)p) """
m—pm—p—T

x{(1—x)g(%)+mg(7;;p)}. (5.4)
(

(5.3) formiiliinden (5.4) ¢ikarilarak

Lo (g;y) — L5, (g;2)




elde edilir. Son ifadede yg (Z) ve zg (Z2£) terimleri eklenip ¢ikarilarak agagidaki

T
m m

sonuca ulagilir:

1
(A (m=p) )"
m—pm—p—T

b ) @] b () o (22)]

Iki tarafin mutlak degeri alimip, g € Lipy (o, [0,1]) hipotezi ve 2 < y varsayim

kullanilarak, yukaridaki esitlikten

M
S m—p—1
(14 (m—p)B)""
m—pm—p—T

X Z = (m — p)! )!m(x%_Tﬁ)Tq(y_z) ly— o+ 18"

(1= L=yt (m—p—r—0)g"r""

elde edilir. Burada toplamlarin sirasi degistirilerek,

|£fn,p (97 y) - ‘Crﬁn,p (g7 117)‘

M
<
T (A (m=p "
Xz<m;p) (y—a)ly—az -+
X S (m—p—b)x(x+75)f 1(1_y)[1_y+(m—p—L—¢)5}m*Pﬂ*T*1




bulunur. (1.7) esitliginde y yerine 1 — y ve m yerine m — p — ¢ alinirsa, yukaridaki

formiil,
L0, () — L7, , (9; 7))
M — <m - p) _
. (y—2)[y—z+0]
(14 (m—p)B)"" Z '
x(1=(y—2)1—-(@y—a)+(m—p—0u)p" """
L\® t+p “
Ja-w-a(2) +u-0 (=) |
seklinde diizenlenir. Burada z; = =, x5 = L%p ve negatif olmayan o + ay = 1

olacak sekildeki a; ve ay sabitleri a; = y—x ve ag = 1 — (y — ) alirsa, h (t) = t*,

t €[0,1], 0 < a < 1, konkav oldugundan, son esitsizlik agagidaki forma indirgenir:

L0 (g;y) — L5, (g; )]

< e mp(m_p)(y—w)[y—aﬂréﬁ]

T (I m=p)B)"TT N
x(I=(y—a))1=(y—a)+(m=p—0) """
A==t rw-o (=)}

= MY P =) {0 - =)+ -0 () |

Burada, a = 1 durumu agiktir. 0 < a < 1 durumunda; p = é ve q = ﬁ eslenik

ciftleri i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa, Lemma 4.4 dikkate alinarak

L0 (g;y) — L2, (g; )]

< {Z ~o) |- =) Lt o) (%)]}{mzpﬂ

= M{ﬁ (e1;y —ZL‘} {Emp €0} Y x)}l_a
= M(y —2)

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
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6. TARTISMA VE SONU(C

Bernstein (1912) tarafindan, binom dagilimi kullanilarak elde edilen Bernstein oper-
atorlerinin, ¢ok gesitli genellegtirilmeleri yapilmigtir. Stancu (1983); Binom dagiliminin,
negatif olmayan bir p tam say1 parametreye dayali bir genellegtirmesini olusturarak
elde ettigi temel fonksiyonlar yardimi ile, Bernstein operatorlerinin bir genellestirmesini
ingd etmistir. Bu genellestirilmis operatorlerin p = 0 ve p = 1 durumlar1 Bernstein
operatorlerini vermektedir. Bu operatorler, tezde; Stancu operatorleri olarak ad-
landirilmigtir.  Stancu (1983), Bernstein operatorleri igin bilinen béazi ozellikleri,
Stancu operatorleri icin de elde etmistir. Tezin hazirlanma siiresince; Bernstein
operatorlerinin Kantorovich genellestirilmesinde oldugu gibi (bkz. Teorem 1.4),
Stancu operatorlerinin Kantorovich tipinde bir genellestirmesi i¢in LP-yaklagimin
calisgtlmadigl gozlenmisgtir. Buradan yola cikilarak, Stancu operatorlerinin iki farkh
diizenekte Kantorovich tipinde genellestirilmeleri tanimlanarak, bu operator dizileri
ile LP-yaklagim elde edilmigtir. Ayrica, Bernstein operatorlerinin sagladigi, cok
onemli bir sekil 6zelligi olan;[0, 1] tizerinde simrli salimml fonksiyonlar i¢in salimim
azaltic1 (bkz. Onerme 2.2) olma ozelligi, ve salimim yar1 normunda yakinsama (bkz.
Onerme 2.3) sonucu, Stancu operatorleri icin de elde edilmistir. Elde edilen bu
sonuglarim derlendigi makale, Filomat (2022) dergisinde yayima kabul edilmigtir.
Diger taraftan, Cheney ve Sharma; binom dagihmimin Jensen (1902) tarafindan elde
edilen (1.7) genellestirmesini kullanarak Bernstein operatorlerinin negatif olmayan
bir reel parametreye dayal olan ve (1.9) ile verilen genellestirmesini inga etmiglerdir.
Bu tez galigmasinda; Stancu operatorlerinin ¢ekirdeginde, Cheney ve Sharma oper-
atorlerinin gekirdegi dikkate alinip; Stancu operatorlerinin negatif olmayan bir reel
parametreye dayali olan bir genellestirmesi tanimlanarak, bu operatorlerin standart
yaklagim ¢zellikleri ve Lipschitz sinifin1 koruma 6zelligi elde edilmistir. Bu sonuclar,
(Bostanci ve Bagcanbaz-Tunca 2018) isimli kaynakta yayimlanmigtir. Teorem 3.1,
Sonug 3.1, Teorem 3.3 ve Teorem 3.5 sonuclarimin kapsandigi makale, bir dergiye

sunulmustur.
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