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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler Aciklama

M : Manifold

R : Gergek sayilar

C : Kompleks sayilar

H : Kuarterniyonlar

O : Oktaniyonlar

ImQO : Sanal Cayley sayilar1 kiimesi

3 : Her mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar kiimesi
Boy(M) : M manifoldunun boyutu

X : Teget vektor alanlarimin kiimesi

xt : Normal vektor alanlarinin kiimesi

T,(M) : p noktasindaki teget uzay

TpL (M) : p noktasindaki normal uzay

D : Distribiisyon doniisiimii

(M,g) : g Riemann metrikli M Riemann manifoldu
h : II. temel form

H : Ortalama egrilik

Ay : Weingarten operatorii

N : Nijenhius tensori

P : M manifoldunun temel 2 formu

J : Jakobyen

J : Hemen hemen kompleks yap1

<,> : I¢ carpim iglemi

X : Vektorel veya capraz carpim islemi

\4 : Kovaryant tiirev islemi

1 : Birim doniisiim veya 6zdeslik doniisiimii
K : Kesit egriligi

0 : Kismi tiirev operatorii

d : Diferansiyel operatorii

: Norm islemi
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o : Ikili islem ve bileske islemi
det(A) : A matrisinin determinant iglemi

by : Q endomorfizminin -1 6zdegerli 6z uzay1
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

YAKLASIK KAEHLERYEN 5° KURESININ EGiK ALT MANIFOLDLARI

Cumhur ARIKAN

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Damsman: Dr. Ogr. U. Beran PIRINCCI

Bu calisma 5 bolimden olugmaktadir. Birinci bdliimde tezin incelendigi yapilarla ilgili
yapilan baz1 onemli caligmalarin varligindan bahsedilmis ve tezin yogunlasti§1 konularla
ilgili yilizeysel bir giris yapilmistir.

Ikinci boliim 6 kistmdan olusmaktadir. Birinci kisminda tezin esas yogunlastigi konularin
temelini olusturan yapilar incelenmis, tanimlar1 verilmis ve 6rneklerle desteklenmistir. Ikinci
boliimiin ikinci kismi Riemann manifoldlarina ayrilmis olup Riemann manifoldlarinda
onemli yeri olan yapilar incelenmistir. Ikinci boliimiin iiciincii kisminda Riemann
manifoldlarinin alt manifoldlar1 ele alinmigtir. Bunun i¢in gerekli olan kavramlar tanitilmas,
alt manifold ingas1 yapilip bir Riemann manifold ile onun alt manifoldunun egriligi
arasindaki bagintiy1 veren Gauss, Codazzi, Ricci denklemleri ifade edilmis ve flat manifold
kavrami tanmimlanmistir. S® ve onun egik alt manifoldlarinda incelenecek olan tiimel
umbilik, tiimel geodezik ve minimal alt manifold kavramlar1 ele alinmis ve teoremleri
kamitlanmustir. Ikinci boliimiin dordiincii kisminda hemen hemen kompleks manifoldlar
J yapist ve Nijenhius tensorii gibi kavramlarla tanimlandiktan sonra hemen hemen
Hermityen manifold kavrami verilmistir. Ardindan hemen hemen Hermityen manifoldlarin
alt manifoldlarindan kisaca bahsedilerek egik alt manifoldlar detaylica incelenmistir. Daha
sonra yaklasik Kaehleryen manifoldlar tanimlanmis ve onun Nijenhius tensorii iizerinde
durulmustur. Ikinci béliimiin besinci kisminda S° kiiresinin cebirsel ingas1 yapilarak yaklagik
Kaehleryen manifold oldugu gosterilmistir. Yaklastk Kaehleryen S® kiiresinin ortalama
egriligi bulunmus, onunla ilgili sonuglar gelil)sllegirilmigtir. Ikinci béliimiin son kisminda



yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin tiimel umbilik ve tiimel geodezik alt manifoldlari ile ilgili
sonuglara ulagilmis ve bir onceki kistmda bulunanlar alt manifoldlar i¢in de ¢alisilmistir.

Ugiincii boliimde tezin olusmasindaki matematiksel yontemlerden bahsedilip tezin yazimi
icin gerekli materyaller ifade edilmistir.

Doérdiincii boliimde tezin bulgular kismi yer almaktadir. Bu kisimda yaklasik Kaehleryen
S kiiresinin egik alt manifoldlar1 iizerinde yeni sonuglar bulunmus olup 6zgiin teoremler
yer almaktadir. Yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin ne zaman Kaehleryen egik alt manifold
olacag1 gosterilmis ve tiimel umbilik has egik alt manifoldlarinin egriligi bulunmustur.
Bunun sonucunda S° kiiresinin tiimel umbilik has egik alt manifoldlarimin Einstein manifold
oldugu gosterilmisgtir.

Besinci boliimde tezin degerlendirilmesine yer verilmektedir.

Haziran 2022, 80 sayfa.

Anahtar Kelimeler: Egik alt manifold, Tiimel umbilik, Yaklasik Kaehleryen SO Kiiresi,
Kaehleryen egik alt manifold, Nijenhius tensorii .



SUMMARY

M.Sc. THESIS

SLANT SUBMANIFOLDS OF NEARLY KAEHLERIAN 5°

Cumhur ARIKAN

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Enstitue

Supervisor: Asst. Prof. Beran PIRINCCI

This study consists of 5 chapters. In the first chapter, we present some important researches
about the structures studied in this thesis and introduce the subjects related to this thesis.

The Second chapter consist of 6 sections. In the first section, we give the definitions
of structures and examples supporting these definitions. In the Second section of the
second chapter, we present Riemannian manifolds and the structures that are important for
Riemannian manifolds. In the third section of the second chapter, we present Riemannian
manifolds and the structures that are important for Riemannian manifolds. In the third
section of the second chapter, we introduce submanifolds of Riemannian manifolds and
express the Gauss, Codazzi, Ricci equations and the concept of a flat manifold. Then we
introduce the concepts such as totally umbilical, totally geodesic and minimal submanifold
and prove theorems involving them. In the fourth section of the second chapter, we first
define almost complex manifolds with J structure and Nijenhius tensor and after that, we
give the concept of almost Hermitian manifold. Subsequently, we give submanifolds of
almost Hermitian manifolds and we study slant submanifolds in detail. Afterwards, we
define nearly Kaehlerian manifolds and give some properties of its Nijenhius tensor. In
the fifth part of the second chapter, we give the algebraic construction of the S® sphere and
we show that it is a nearly Kaehlerian manifold. We find the mean curvature of the nearly
Kaehlerian S sphere and generalize some conclusions on it. In the last section of the second
chapter we give conclusions about totally umbilical and totally geodesic submanifolds of the

xi



nearly Kaehlerian sphere. We use the results found in the previous section for studying these
submanifolds.

In the third chapter, we express the necessary materials and mathematical methods that are
used for writing this thesis.

The fourth chapter includes the findings of the thesis. In this chapter, we give some new
results and original theorems on slant submanifolds of the nearly Kaehlerian S® sphere.
We give the condition when nearly Kaehlerian S® sphere becomes a Kaehlerian slant
submanifold and we give the curvature of totally umbilical proper slant submanifolds of
nearly Kaehlerian S® sphere. As a result, we show that a totally umbilical proper slant
submanifold of S° is an Einstein manifold.

The fifth chapter includes the evaluation of the thesis.

June 2022, 80 pages.

Keywords: Slant Submanifold, Totally Umbilical, The Nearly Kaehlerian $°. Keahlerian
Slant Submanifold, Nijenhius Tensor.
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1. GIRIS

S Kkiiresinin alt manifoldlar1 matematikgiler tarafindan genis bir sekilde calisiimig
ve yogun bir arastirma alan1 olmustur. S® kiiresinin kendi bagina Kaehleryen olmayan
yaklagik Kaehleryen manifold olusu, iizerinde kompleks yap1 tanimlanamamasi gibi ilging
ozellikleri barindirmast matematikg¢ileri bu alanda caligmaya itmigtir. Nitekim Bryant [18],
herhangi Riemann yiizeyinin 6 boyutlu kiirede hemen hemen kompleks manifold olarak
gomiilebilecegini gostermistir. Lin.L.,Vrancken L. and Wijffels [16] bir yaklasik Kaehleryen
manifoldun hemen hemen kompleks alt manifoldunun minimal oldugunu gostermis, A.Gray
[14] bir yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin hemen hemen kompleks alt manifoldlarinin 2
boyutlu ve minimal oldugunu kanitlamis, N.Ejiri [19] S° kiiresinin 3 boyutlu tiimel gercel
alt manifoldlarinin yonlendirebilirligini ve minimalligini ele almis, S.Deskmush [23], S¢
kiiresinde sabit Gauss egrilikli 2 boyutlu tiimel gergel alt manifoldlar: ele almis ve boyutun 2
olmas1 durumunda bu egriligin k¥ = 1, yani bu alt manifoldlarin tiimel geodezik oldugunu
kanitlamigtir. Bunlarin disinda, Sekigawa [20], F.Dillen, B.Opodza [21], L.Werstraelen,
L.Wrancken [11], S% kiiresinin hemen hemen kompleks ve tiimel gercel alt manifoldlariyla

ilgili dnemli sonuglar elde etmislerdir.

Egik alt manifoldlar tiimel gercel ve hemen hemen kompleks alt manifoldlarin
genellestirilmis halidir. Ne hemen hemen kompleks ne de tiimel gercel olan egik alt
manifoldlar has egik alt manifoldlar olarak adlandirilirlar. J/ hemen hemen kompleks
yapisinin teget bileseni olan P endomorfizminin V kovaryant tiirevi sifir ise -P endomorfizmi
paralel ise- e8ik alt manifold, Kaehleryen egik alt manifold yapisina biiriiniir. Egik alt
manifoldlar genellikle Kaehleryen manifoldlarda yogun olarak ele alinmistir. Bu bakimdan
Kaehleryen olmayan yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin egik alt manifoldlar ile ilgili
calismalar yok denecek kadar azdir. Tek calisma, K.Obrenovic ve S.Vukmirovic [24]
tarafindan yaklasik Kaehleryen S kiiresinin minimal yoriingeli egik alt manifoldlar ve egik

olan kii¢iik ve biiyiik kiirelerini inceledigi calismadir.

Egik alt manifoldlarin yar1 egik (semi-slant) ve kismi egik (hemi-slant) alt manifoldlar
gibi genellestirmeleri de vardir. Yine egik alt manifoldlarin bu genellestirmelerinde de S°

kiiresi olarak olmasa da yaklasik Kaehleryen bir manifoldun egik alt manifoldu olarak



calismalar mevcuttur. Her ne kadar tez baghgimiz yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin egik
alt manifoldlar: olsa da egik alt manifoldlarin tiim siniflarin1 detayl bir sekilde ele almamiz
miimkiin degildir. Dolayisiyla biz bu tez ¢calismamizda daha c¢ok tiimel umbilik has egik alt
manifoldlar sinifina yogunlasacagiz. SO kiiresinin yaklasik Kaehleryen bir manifold olmasina
ragmen onun egik alt manifoldlarimin S® kiiresinin burulma tensorii sayesinde ne zaman
Kaehleryen manifold olacagimi inceleyecek ve bu sonugla beraber S® kiiresinin egik alt

manifoldlarinin kazandig1 6zellikleri ifade edecegiz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. DIFERANSIYELLENEBILIR MANIFOLDLAR

2.1.1. MANIFOLD KAVRAMI VE MANIFOLD UZERINDEKI YAPILAR

Bu kisimda Riemann manifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremlerden bahsedecegiz. Bu

boliimde [1,2,3,4,5,6,9] kaynaklarindan yararlanilmastir.

2.1.1 Tanim: M bir Hausdroff uzay1 olmak iizere M nin her p noktasi, M’nin p’yi iceren bir

U acik alt kiimesi ve R”’in U agik alt kiimesi icin
¢:U—UCR"

homeomorfizmasi bulunabiliyorsa, M’ye n boyutlu bir topolojik manifold denir. Buradan
aciktir ki herhangi bir topolojik manifold Oklidyen bir uzaya benzer. Burada (U, ¢) ikilisine

bir yerel harita ve M’yi ortecek sekilde tiim (U;, ¢;);<; haritalar ailesine ise atlas adi1 verilir.

2.1.2 Tanim: M bir manifold olsun. U NV # & olacak sekilde (U,y) ve (V,¢) M’de
iki harita olmak iizere ¢ oy~ ! : w(UNV) — ¢ (UNV) bileske doniisiimiine yw’den
¢’ye gecis doniisiimii denir. Ge¢is doniisiimleri k-inc1 dereceden difeomorfizm olan yani
poyleCh(y(UNV)) ve woop~! € C¥(¢ (UNV)) haritalara C* ortiigiirler ya da
diizgiin(smooth) (her mertebeden siirekli diferansiyellenebilir) olarak bagdasirlar

denir. Bu bagdasma sonucu olusan sisteme C* simifindan koordinat sistemi denir.

Bir M manifoldunda C* smifindan koordinat sistemi tanimli ise M’ye C* smifindan

manifold veya diizgiin (smooth) manifold denir.



2.1.3 Ornek: Sonlu boyutlu vektor uzaylari birer diizgiin manifolddur.

Coziim: V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayr olsun. V iizerindeki normu standart oklid
normu alalim. O halde V iizerindeki 6klid normu bir topoloji dogurur ve bu topolojiyle V,
n-boyutlu bir topolojik manifolddur. $imdi V’nin bir diizgiin manifold oldugunu gosterelim.

{E1,E>, ... ,E,} V’nin sirali bazi olmak iizere

T:R'"—V

n
X—=T(X)=) xE
i=1

biciminde bir izomorfizm tanimlayalim. 7 doniisiimiiniin lineer oldugu acgiktir ve T
doniisiimiiniin tantimindan 7 (X) = x' E| +x?E>+, ..., +x"E,, olacak sekilde X = (x!,...,x") €

R” olup doniisiim ortendir. Ote yandan
TX)=YxE , T¥)=Y yE,
i=1 j=1
icinT(X)=T(Y) ise

— xE\+xX2Ey+, ... +X"E, = V' E| + XEx+,...,+Y'E,

— (=) (E),...,("—YVE, =0

olup 7 doniisiimii birebirdir. Dolayisiyla T bir izomorfizmdir.

Ayrica T bir homeomorfizmadir.



Soyle ki: Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

ITCON = [T Er+22Eat ..., +4"Ey) |

= ||X'T(E)) +X*T(Ey)+,...,+x"T(E,)||
n
SZZMW

(gxfﬁ)é(zw EF)’

= ||X||.M, MEeR

1

IN

[|T(X)|| <M||X||olup T doniistimii sinirlidir. Sonlu boyutlu normlu uzaylar iizerinde taniml
bir doniisiim sinirl ise bu doniisiim aynm1 zamanda siirekli olacagindan R” ve V {iizerinde
tanimlanan normlarla 7'(X) = Y%, x'E; ile verilen T doniisiimii siireklidir. 7(X) birebir
ve rten oldugundan tersi mevcuttur ve 7! ters doniisiimii de benzer sekilde siireklidir.
O halde T déniisiimii homeomorfizmadir. Dolayisiyla (V,7~!) bir haritadir. (E, ..., E,),
V’nin herhangi diger bir baz1 olmak iizere benzer sekilde S(X) = Z?:lﬂf j ile § bir
homeomorfizmadir. O halde (V,S~!) bir haritadir. Bu iki harita arasindaki difeomorfizm;

A{ , S ve T doniisiimleri arasindaki tersinir gecis matrisi olmak iizere £; = Zi:lAlj E; i¢cin
no . n .
Zx’Ei = Zx’A{Ej = Z FE;
i=1 ij j=1

seklinde olup &/ = ¥,_; A/x' elde edilir. Dolayisiyla (S™' o T)(X) = X, X = (&',...,&")

e (T7'08)(X) = X elde edilir. Boylece gecis doniisiimleri difeomorfizm olan (V,S~1)

ve (V, 7! ) haritalar1 ile sonlu boyutlu vektor uzaylari bir diizgiin manifold 6rnegi teskil eder.



Simdi teget vektor tanimina gecmeden Once manifoldlar {izerinde diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin tanimini verecegiz.

2.1.4 Tamm: Bir M manifoldunun C* sinifindan koordinat sistemi (U, ¢;);c; olmak iizere f,
M’nin bir U agik kiimesinde tanimli reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Eger ¢ € U
noktasiin bir V' komgulugunda ¢;(V) C R" agig1 tizerinde tanimli fo q)l._l fonksiyonu,
@;(g)’nun herhangi bir komsulugunda C’ (I < k) smifindan diferansiyellenebiliyorsa f
fonksiyonuna g € U noktasinda C' simfindan diferansiyellenebilir denir. ¢ € M noktasinin
herhangi bir komsulugunda tanimli reel degerli C** sinifindan fonksiyonlarin kiimesi 3 (g) ve
biitiin M manifoldu iizerinde taniml reel degerli C' simifindan fonksiyonlarin kiimesi 3 (M)

ile gosterilecektir.

2.1.5 Tamm: y(¢); (c <t <d),(c,d) € Rve v(ty) = po olacak sekilde M manifoldu

tizerinde bir egri ve f € 3(po) olsun.

Vi 1 3(po) = R

st - (0

doniisiimiine y(r) egrisinin py noktasindaki teget vektorii denir. Bir bagka deyisle V,, (f)’e,
f’in po noktasinda y(z) egrisi yoniinde yonlii tiirevi de denir. M bir manifold ve M
tizerindeki diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi 3(M) olsun. Her f,g € S(M) ve
c,d € Rigin V), : 3(M) — R doniisiimii asagidaki 6zelikleri saglar.

(i) Vp(cf+dg)=cVp(f)+dVy(g),
(i) V,(fg) =V,p(flg+fVp(g)

Bu ozelikleri saglayan teget vektorlerin uzay1

U+V)(f) =U)+V() ve (KV)(f)=kV(f)

seklinde toplama ve skalerle ¢carpma iglemlerine gore bir vektor uzay: yapisina sahiptir. Bu

uzay T,,(M) ile gosterilecektir.



Simdi manifoldlar arasinda taniml1 bazi doniisiimlerden bahsedecegiz.

2.1.6 Tammm: M ve N sirast ile iki manifold ve S : M — N bir doniisiim olsun. p € M
noktast komgulugundaki harita (U, @) ve S(p) € N noktas1 komsulugundaki harita (V,¢)
olmak iizere @(U) C R™ kiimesinden ¢(V) C R" kiimesine olan ¢ o So ¢~ doniisiimii

diferansiyellenebiliyorsa S doniisiimii p € M noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

2.1.7 Tammm: ¢ : M — N diferansiyellenebilir bir doniisiim olmak iizere M nin her p elemant
i¢in

d@, : Ty(M) — Ty, (N)

doniisiimiine p noktasindaki teget vektorii ¢, noktasindaki d¢,(v) teget vektoriine tastyan

tiirev doniisiimii denir.

2.1.8 Tamm: n = (y',y?, ... ,y"), bir M manifoldunun p noktasinda bir koordinat sistemi
olsun. Eger f € 3(M) ise (u',u?, ... ,u"), R"’in dogal koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere
df _d(fon!) -
a—y,-:T(TI(P)) (1<i<n).

Simdi bir manifoldun boyutunun onun teget uzayinin boyutuna esit oldugunu ifade eden

baz teoremini verelim.

2.1.9 Teorem (Baz Teoremi) [4]: n = (y!,y?, ... ,y") n-boyutlu bir M manifoldunun p
noktasinda bir koordinat sistemi olsun. O halde (d; |, |p, ..., |p) koordinat vektorleri

T,(M) teget uzayinin bir bazidir ve

v:Zv(y’)&\p Vv e T,(M).

n
i=1



Kamt: v € T,(M) ve U, n’nin bir koordinat komsulugu olsun. v(c) = 0 oldugu icin
genelligi bozmaksizin y;(p) = 0 dolayisiyla 17(p) = 0 oldugunu varsayabiliriz. ¥V € > 0 i¢in
NU)={q € R:|q| < & } olmak iizere n(U) iizerinde diferansiyellenebilir bir g fonksiyonu
icin Vg € n(U) ve (1 <i <n) olmak iizere

1 9g
gi(q) = A ﬁ(tQ)df

ifadesini ele alalim. Kalkiiliisiin temel teoremini kullanarak 1n(U) iizerinde

n

g=g(0)+Y g
i=1
ifadesine ulasinz. f € 3(M) ise g diferansiyellenebilir oldugundan g = fon~! yazarak U

tizerinde
f=rp+ Y.
i=1

d
ifadesini elde ederiz. Bu ifadeye teget vektor uygulanir ve f;(p) = a_fz( p) oldugu dikkate
x

alinirsa

n

W) (p) = v(f(p) + iyifl-) —v(£(p)) +v( iyl‘f,-) =Y [0 i+ yi(p)v(fi))

i=1
ve buradan y;(p) = 0 oldugundan

v="13 v(y): |,
i=1
ifadesi elde edilir. Geriye d; [, (0 < i < 1) koordinat vektorlerinin lineer bagimsiz
oldugunu gostermek kalir. Bunun i¢in by,b,...,b, € R olmak iizere Y.} | b;d; |,= 0 iken
1 < j < nigin her iki tarafa x; uygularsak
9%y

b; > b= bi6ij=b;=0

n
i=1 i=1

elde edilir ve M manifoldunun J; |, koordinat vektorleri 7,,(M)’nin bazi olur. |



Bu teorem yardimi ile manifoldun herhangi bir p noktasindaki teget uzay ile Oklidyen

uzay arasinda bir izomorfizma kurulabileceginden Boy(M) = BoyT,(M).

2.1.10 Tamm: V p € M noktasma Y, € T,(M) vektoriinii karsilik getiren ¥ : p — Y,
fonksiyonuna M iizerinde bir vektor alani denir. M iizerindeki tiim vektor alanlar1 kiimesini

x (M) semboliiyle gosterecegiz.

Eger f, M iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyonsa f’in X vektor alanina gore tiirevi
olan X f(p) = X,,(f) ifadesi de bir fonksiyondur. Her diferansiyellenebilir f fonksiyonu i¢in

X f fonksiyonu da diferansiyellenebiliyorsa X vektor alam1 diferansiyellenebilirdir denir [3].

X bir vektor alam ve &, X vektor alammin (x',x%, ... ,x") yerel koordinatlarina gore

koordinat bilesenleri olmak {izere baz teoremi yardimiyla
n .
X=Y ¢
i=1
seklinde yazilabilir. &’ fonksiyonlar: diferansiyellenebilirse X  vektor —alam

diferansiyellenebilirdir.

2.1.11 Tanim: Bir M manifoldu iizerinde teget vektor uzayinin dual uzaymna kotanjant
uzay, kotanjant uzayin elemanlarina ise ko-vektor adi verilir. Kotanjant uzaylar1 7,(M)*

semboliiyle gosterecegiz.

Bir M manifoldunun her p noktasina 7,(M)* kotanjant uzaymnin ¢, elemanini atayan

¥ fonksiyonuna 1-form denir. Yani

VpeM ©O:p—19,eT,(M)".
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2.1.12 Ornek: f: R® — R diferansiyellenebilir f fonksiyonu icin

af

of af af
P dz

df = Gede+Gody+5odz

ifadesi en genel haliyle 1-formdur. Bu ifadeye kalkiiliiste dis tiirev (exterior derivative) de

denir.

2.1.13 Tammm: M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M manifoldunun bir W

agik kiimesi tizerinde herhangi U ve V vektor alanlari ve f € 3(M) i¢in
Ll: xM) x (M) = x (M)

U, V)= U V]f=UVf)-V{UYS)
seklinde taniml [, ] doniigiimiine U ve V' vektor alanlarimin Lie parantez operatorii denir.

Simdi [U, V] nin bir vektor alani oldugunu gosterelim. Bunun igin (u',u?, ... ,u™) bir yerel

koordinat sistemi olsun.

v= 38 aw) v =L ()

olmak iizere f € C~ alalim. O halde Tanim 2.1.10 ’dan

wvir= L ¥ [0 (o) (€ 5]

ifadesi elde edilir. Burada f € 3(M), dolayisiyla siirekli oldugundan

non aZf ) aZf
k Jnk —
L) ( T Suiouk —o’n auk8u1>

j=lk=1

olur ve

L (L ont of 9/ of
Mir=L L < eV am)

j=lk=1
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esitligi elde edilir. Burada j, k ayn1 indis kiimesi tizerinde oldugundan

elde edilir. Her f i¢in bu ifade dogru oldugundan
n n agj aéj
—_ k k
o= L (E 5 )aa
ifadesi elde edilir ki bu ifade [U, V] nin bir vektor alan1 formunda oldugunu gosterir. |

.. d d
2.1.14 Ornek: (x,y,z) € R? icin U = y— R veV = 50 alalim. Diferansiyellenebilir bir f
y

fonksiyonu igin,
Jd 4
U, Vlf = {ya_yaza_y}f

’Zf ’f ﬂf

ayz . d . 8y2
— f
—Z_ay

Buradan goriiliir ki her diferansiyellenebilir f fonksiyonu igin [U,V] = —V.

2.1.15 Yardimeir Teorem: M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Her U,V,W € x (M)
icin asa8idaki esitlikler gerceklenir.

iy [U,V]=-[VU],
i) [U,[V.W]]+[v,W,U]] + [W,[U,V]] =0.

I1k 6zellik ters-simetri dzeligi ve ikinci 6zelik Jakobi 6zdesligi olarak adlandirilir.
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2.1.16 Tammm: V, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. A € F, X,Y,Z € V ve V iizerinde

tanimli bir ’o’ ikili iglemi i¢in

i XoYev,

(i) A(XoY)=(AX)oY =Xo(AY),
(i) (X+Y)oZ=XoZ+YoZ,

(iv) Xo(Y+Z)=XoY+XoZ.
kosullar1 saglaniyorsa V’ye bir cebir denir.

Tanimdan goriildiigii iizere bir cebir degismeli ve birlesmeli olmak zorunda degildir. Ek

olarak bu o6zellikleri saglayan cebirlere sirasiyla birlesmeli ve degismeli cebir diyecegiz.

2.1.17 Ornek: M bir manifold ve U,V € x (M) olmak iizere x (M) kiimesi, Tanim 2.1.13’te
Ll: xM) o x (M) — x(M)
(U,v)—=1[U,vi=U({V)-V(U)
biciminde tanimlanan Lie parantez operatorii islemine gore R iizerinde bir cebirdir. Bu cebire

Lie cebri adi verilir. Bunu goérmek i¢in U,V,W € x(M) ve A € R i¢in Tanim 2.1.16’daki

sartlar1 incelersek

(i) Tanim 2.1.13’ten agiktir.

() [AU,V]=A[U,V],

(i) [U+V,W]|=[U,W]+[V,W],

Gv) [U,V4+W]=[U,V]+[U,W].
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Simdi manifoldlar tizerinde bir bagka yap1 olan tensor alanlarindan bahsedecegiz.

2.1.18 Tamim: Her biri ayn1 F cismi iizerinde olacak sekilde Vi,V,, ... ,V, ve W vektor

uzaylar1 verilsin.
fVi, ...aVi +avi, ... Vp=af(Vi, .. Vi, . .V) +af(vy, ... Vi, ...,V

bilineer 6zelligini saglayan f: V| x V, X, ... ,x V,, — W doniisiimiine r-inci dereceden lineer

fonksiyon denir.

2.1.19 Uyar: Yukaridaki tanim W ve V;’ler bir K halkas: lizerinde modiil olarak alindiginda
da gecerlidir.

2.1.20 Tammm: R,K halkas1 iizerinde bir modiill olsun. R’den K’ya tiim K-lineer
fonksiyonlarin kiimesi R* olsun. Toplama ve K halkasinin elemanlariyla fonksiyonlarin

carpimi iglemlerine gore R*, K iizerinde bir modiil olur ve R*’a R’nin dual modiilii denir.

2.1.21 Tamim: r > 0 ve s > 0 her ikisi ayn1 anda sifir olmayan tamsayilar olsun.
T:(R*) x R —=K

K-lineer fonksiyonuna R iizerinde (r,s) tipli bir tensor adi verilir. Bu tensdr r-inci
mertebeden kontravaryant, s-inci mertebeden kovaryant tensor seklinde okunur. R® ise
R x Rx ... xR ifadesinin kisaltmasidir. Burada r = 0 ise R — K ve s = 0 ise (R*)" — K ve
r=s=0iseT €K.

Yukaridaki tanimi manifoldlar tizerine genellestirirsek (M) bir vektor alani, x*(M) bu

vektor alaninin duali ve 3(M) € K olmak iizere

A" (M) x (M) —S(M)
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lineer fonksiyonuna (r,s) tipli bir tensor alam denir.

2.1.22 Ornek: R"de determinant fonksiyonu n-lineer oldugundan n-inci mertebeden bir

kovaryant tensordiir.

2.1.23 Tanmm: Bir M manifoldunda M’nin her bir p noktasina 7,(M) teget uzaymin k

boyutlu D), alt uzayini atayan doniigiime bir distribiisyon (dagilim) denir.

2.2. RIEMANN MANIFOLDLARI

Bu kisimda Riemann manifoldlarinin geometrisi incelenecektir. Riemann metrigi,
Riemann manifoldun tanimi, koneksiyon, kovaryant tiirev, egrilik gibi kavramlardan

bahsedilecektir. Bu kisimda [3,4] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

Manifold teorisi yiiksek boyutlarda geometrileri anlamak i¢in bizlere olanak tanir. Bu
anlamda keyfi boyutlarda geometrik 6zelikleri (a¢1, uzunluk vs.) caligmak i¢in uygun bir arag

Riemann manifoldlaridir.

2.2.1 Tammm: M, n-boyutlu bir manifold olsun. V U,V € x(M),
i gU,V)=gV,U),

) gU,U)>0veg(U,U)=0<«<= U=0

kosullarmni saglayan g : x(M) x x(M) — 3(M), (0,2) tipli g tensor alanina Riemann
metrik denir. Uzerinde g Riemann metrigi tanimli bir M manifolduna Riemann manifold
denir ve (M,g) ile gosterilir. Burada g tensor alanina birinci temel form da denir ve g,

manifoldun geometrisinin i¢sel 6zelliklerini belirler.
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Manifold iizerinde bir Riemann metriginin olmasi herhangi bir vektor alaninin uzunlugunu

ve iki vektor arasindaki aciy1 tanimlamamiza imkan saglar.

M, <,> metrik tensorlii bir Riemann manifold olsun. X, teget vektoriiniin uzunlugu

1 Xp [[= V<X, X >,

reel sayisi ile tanimlidir. Sifirdan farkli X,,,Y,, € T,,(M) teget vektorleri arasindaki 6 agisi
<Xp.¥, >=[| X, [[[|, || cos

seklinde tanimlidir.

2.2.2 Tammm: M, n-boyutlu bir manifold ve f,g € S(M) ve X,Y € x(M) olmak iizere
()  Vixier = fVx+gVy,
() Vx(fY)=fVxY+(Xf)Y

kosullarini saglayan V: (M) — x (M) lineer doniisiimiine M tizerinde bir afin koneksiyon
denir. Burada Vy ifadesi X e gore kovaryant tiirev seklinde okunur. Bir A kovaryant tensor

alaninin X’e gore kovaryant tiirevi

s
(VXA)(Xl 7X27 ) 7XY) = VX (A<X1 7X2~~Xv)) - ZA(Xl K 7VXXi7 ) 7XY)

i=1

seklinde tanimlanir.

2.2.3 Tammm: Afin koneksiyonlu bir M manifoldu tizerinde V U,V € x(M),
Tox(M) x  x(M) - x(M)

(U,V)—=T(U,V)=VyV —VyU—[U,V]
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bicimindeki (1,2) tensor alanina M manifoldunun torsiyonu (burulmasi) denir.

2.2.4 Teorem([4]: Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde V U,V,W € x(M) igin
G [U,V]=VyV-VyU
(i) W(<U,V>)=<VyU,V>+<U,VyV >

sartlarim1 saglayan tek bir koneksiyon vardir. Bu koneksiyona Levi-Civita (Riemann)

koneksiyonu denir ve asagida gosterilen Koszul formiilii ile karakterize edilir.
2<VyV,W>=U(<V,W>)+V(<W,U>)-W(<U,V >)—<U,[V,W| >

+ <V, [W,U| >+ <W,[U,V]>.

Bu teorem bize Riemann manifoldlarinin torsiyonsuz ve metrikle uyumlu (compatible)
oldugunu soyler. Metrikle uyumlu olmayr Vg = 0, yani g’nin paralel olmasi anlaminda

kullaniyoruz.

2.2.5 Tamim: M bir manifold ve V bir Levi-Civita koneksiyonu olsun. V U,V,W € (M) i¢in
RV, U)W =VyVyW —VyVyW — Vi )W

ifadesi (1,3) tipinde bir tensor alanidir. Bu tensor alanina Riemann egrilik tensorii denir.

2.2.6 Uyar: Lie operatorii ve kovaryant tiirevin kendileri birer tensor olmamasina ragmen

R(U,V)W’nin bir tensor oldugunu not edelim.

Riemann egrilik tensorii asagidaki 6zelikleri saglar.
(i R(V,U)=-R(U,V),

(i) R(U,V)W+R(V,W)U+R(W,U)V =0,
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Gii) (VyR)(V,W)+ (VyR)(W,U) + (VwR)(U,V) =0.

Burada (ii)’ye I. Bianchi 6zdesligi ve (iii)’e II. Bianchi 6zdesligi ad1 verilir.

2.2.7 Tanm: (M,g) bir Riemann manifold ve R, Riemann egrilik tensor alant olsun. M

manifoldunun teget uzayindaki her V; , 1 <i <4, i¢in

R(V1,Va,V3,Vy) = g(R(V3,V4)Va, V1)
bigiminde tanimli 4-lineer dontigiimii (0,4) tipinde bir tensor alani olup bu tensor alanina
Riemann egrilik tensor alam adi verilir. Bu tensor icin asagidaki ozelikler gecerlidir.
(i) R(V1,Vo,V3,V4) = —R(V2,V1,V3,Va),
(ii) R(V1,V2,V3,Vu) = —R(V1,V5, V4, V3),
(iii)  R(V1,Va,V3,V4) +R(V1,V3,V4, Vo) +R(V,V4, Vo, V3) =0,
(iv) R(V1,V2,V3,V4) = R(V3,V4, V1, Va).

2.2.8 Tammm: (M, g) bir Riemann manifold olsun. M’nin teget uzayindaki her bir & diizlemi

icin V| ve V; p diizleminin herhangi bir bazi olmak iizere

R(Vy,Va,V1,Va)

k()= g(V1,V1)g(V2,V2) —g(V1,V2)?

ifadesine M manifodunun & diizlemine gore kesit egriligi denir. Eger V| ve V, ortonormal

vektor alanlar1 ise bu ifade

K(f@) :R<V17V21V17V2) = g(R<V17V2)V17V2)

halini alir.

2.2.9 Teorem: (M,g) bir Riemann manifold ve k(2?) kesit egriligi olsun. V| ve V,
ortonormal vektor alanlari olmak tizere k(%?) = R(Vy,V,, Vi, V,) ortonormal baz segiminden

bagimsizdir.
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Kamt: V= aV; + bV, ve Vo= V) 4 dV5 olacak sekilde V| ve V, baska bir ortonormal baz

olsun. R’nin lineerligi kullanilarak

x(2) = R(V1,V2,V1,V2)

= R(aVi+bV,,cV, +dv27vlaV2)

= adR(Vl,VQ,Vl,Vz) — bCR(Vl,VQ,vl,Vz)

ve benzer sekilde son iki terim icin de lineerlik kullanilarak k(p)=(ad — bc)*R(Vy, V2, V1, V5)

bulunur. Burada

Vi = aVi+bW,
Vo = cVi+dVs

ifadesi i¢in

ortogonal matrisi goze alinirsa, A’ = A~! = AA" =1 = det(A).det(A") = det(I) ve
det(A) = det(A") oldugu dikkate alimirsa (detA)?= (ad — bc)* = 1 ve boylece

R(V1,V2,V1,V2) =R(V1,V2,V1,V2)
bulunur. m
2.2.10 Teorem: (M, g) bir Riemann manifold olsun. B ve T , T, (M) uzayinda Tanim 2.2.7

deki (i)-(iv) ozeliklerini saglayan 4-lineer doniisiim olsunlar. Vi,V, € T,(M) olmak iizere

B(Vl,Vz,Vl,V2)=T(V1,V2,V1,V2) ise B = T’dir.

Kanit: B(V1,VQ,Vl,V2>=T(V1,V2,V1,Vz) ise (B — T)(Vl,VQ,VI,Vz) =0.T=0 oldugunu

varsayabiliriz ki bu durumda yukaridaki esitlikte B yerine B—T ve T yerine 0 almis oluruz.
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Dolayisiyla her Vi, V, € T (M) i¢in B(V}, V5, V1, V,)=0 oldugunu varsayabiliriz. Son esitlikte
V5 yerine V;, + V, alirsak

BV, Vo + V4, Vi, Vo +Vy) = BV, Vo, V1, Vo + V) + B(Vy, V4, V2, Vo + V) = 0.

Buradan

B(V17V27V17V2)+B(V17V27V17V4)+B(V17V47V17V2)+B(V17V47V17V4) =0

ve Tanim 2.2.7 (iv) kullanilarak B(V},V;,V1,V4)= 0 elde edilir. Son buldugumuz ifade i¢in

V1 yerine V| + V3 alinirsa benzer sekilde lineerlik kullanilarak

B(V15V27V17V4) +B(V17V2;V37V4)+B(V33V27V1;V4) —|—B(V3,V2,V3,V4) =0

elde edilir ve

B(V1,V2,V3,V4) +B(V3,V2,V1,V4) =0

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeye once Tanim 2.2.7 (iv) uygulanirsa

B(Vy,Va,V3,V4) +B(V1,V4,V3,V2) =0,

sonra Tanim 2.2.7 (ii) uygulanirsa

B(V17V27V37V4) = B(V15V47V27V3)

bulunur. Bu durumda

B(V17V27V37V4> :B(V17V37V47V2)

elde ederiz. Bu denklemler bizi

3B(V17V27V37V4) = B(V17V27V37V4) +B(V17V47V27V3) +B(V17V37V47V2)

sonucuna gotiiriir ki son ifade Tanmim 2.2.7 (iii)’den dolay1r sifirdir. Dolayisiyla

B(Vl,Vz,V3,V4)= 0 bulunur. [ |
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2.2.11 Sonug: Tanim 2.2.8’den (M, g) Riemann manifoldunun 7, (M) teget uzaymdaki tiim
2 diizlemleri i¢in k(4?) degerlerinin x noktasinda Riemann egrilik tensoriinii belirledigini

sOyleyebiliriz.

2.2.12 Tammm: (M, g) bir Riemann manifold olsun. x(%?), M’nin tiim x noktalar1 ve 7,,(M)
deki tim & diizlemleri icin sabitse M’ye sabit egrilikli uzay denir. Sabit egrilikli bir

Riemann manifoldu uzay formu olarak adlandirilir.

2.2.13 Teorem: (M,g) k sabit egrilikli bir Riemann manifold ve R, onun egrilik tensorii
olsun. O halde

2.2.14 Tammm: (M, g) bir Riemann manifold ve V bu manifoldun Levi-Civita koneksiyonu
olsun. R Riemann egrilik tensorii ve {Eq,E», ... ,E,} bir yerel ortonormal c¢at1 alan1 olmak

uzere
Zg (Ei,U)V,E))

ifadesi (0,2) tipinde simetrik bir tensor tanimlar. Bu tensore Ricci egrilik tensorii denir. Bu
tensoriin simetrik oldugu Riemann egrilik tensoriiniin 0zeliginden agiktir. Eger a € R icin
Ricci tensorii

S(U,V)=ag(U,V)
seklinde ise M’ye Einstein manifoldu denir. Ricci tensoriinden hareketle M’nin r skaler

egriligi

is (E;,E;)
=1

. 1
formiilii ile tanimlanir. Ozel olarak n=2 ise G= Er Gauss egriligidir. Ger¢cekten
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I
(gl

S(E;,Ej)

.
I
—_

I
™
(aglS

<~
I
—_
-
I

. 18((R(Ei7Ej)EjaEi))

I
1o

g((R(Ej,E\)E1,E;)) +&((R(E;,E2)E2,Ej))

.
I
—_

= g(R(E1,E1)E\,E1) +g(R(E1,E2)Ey, Er) +g(R(E2,E )E1, E2) +8(R(E, E2 ) Er  E)

= g(R(E1,E2)Es,E1) +g(R(Ey,E1)E, Er)

= R(El,Ez,El,E2> —I—R(Ez,El,Ez,El)

— 2R(E\,E,E,E). u

2.3. RIEMANN MANIFOLDLARIN ALT MANIFOLDLARI

Bu boliimde Riemann alt manifold kavrami , Riemann alt manifoldlarinda ikinci temel
form, Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri, minimallik, tiimel geodezik ve tiimel umbilik

kavramlar tanitilacaktir. Bu boliimde [1,2,3] kaynaklarindan yararlanilmisgtir.

2.3.1 Tanim: M ve N Riemann manifoldlar ve Q : N — M , bir diizgiin doniisiim olsun.
her p € M noktasinda dQ,, : T,(N) — Tp,M tiirev doniisiimii bire-bir ise Q doniigiimiine
bir daldirma (immersion) denir. Eger Q : N — M daldirmasinin kendisi bire-bir ise Q
bir gomme adim1 alir. Q doniisiimii ayrica bir izometri ise yukaridaki tanimlar sirasiyla

izometrik daldirma ve izometrik gomme bicimini alir.
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2.3.2 Ornek:

y:R — R?
s = Yo =(s—4s , $£—4)
doniigiimii bir daldirmadir. Fakat gomme degildir. Gercekten J, y doniisiimiiniin Jakobyen
matrisi olmak tizere [Jy] = (3s*> —4,2s) ve [J¥]|o # 0 oldugundan Rank[Jy]=1. Dolayisyla y
bir daldirmadir. Ancak ¥ bir gomme degildir, ¢iinkii y(2)=y(—2), fakat -2 # 2 oldugundan y

doniistimii bire-bir degildir.

Simdi bir Riemann manifoldun metrik yapisi ile onun alt manifoldunun metrik yapisi

arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

2.3.3 Teorem[2]: M ve N diferansiyellenebilir manifoldlar ve Q : N — M bir izometrik
daldirma olsun. Q,¢@, Q doniisiimiiniin tirev doniisimiinii ve Q*¢ ise geri c¢ekme
doniisiimiinii (pullback map) gostermek iizere eer ¢, M iizerinde pozitif tanimli, simetrik

bilineer form ise Q* ¢ de N iizerinde pozitif tanimli, simetrik bilineer formdur.

(M,g) ve N sirasiyla m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve n-boyutlu keyfi bir manifold
olsun. Teorem 2.3.3’e gore herhangi bir i : N — M izometrik daldirmasi icin i*g, N
tizerinde bir Riemann metriktir. Bu metrigi g ile gosterelim. Bu durumda (N, &) bir Riemann

manifoldu olur.

Buradan acikca soyleyebiliriz ki ¢calismamiz boyunca bir Riemann manifoldun metrigini
onun alt manifoldunun metrigi olarak kabul edecegiz. Bir bagka deyisle indirgenmis metrik

olarak yine g’yi alacagiz.

2.3.4 Tammm: M bir Riemann manifold ve N de onun alt manifoldu olsun. Her X € T,(N)
icin g(V,X) = 0 kosulunu saglayan bir V € T,(M) vektoriine x noktasinda N’nin normal

vektorii denir.

T,(N) uzaymin normal vektorlerinden olusan uzayi TpL (N) ile bir p € N noktasinda N alt
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manifoldunun tiim normal vektor alanlarinin kiimesini de y*(N) semboliiyle gosterecegiz.

Bu durumda 7},(M) uzay1 igin
Ty(M) =T,(N) ® T, (N) (2.1)
toplami elde edilir. Bu denklem yardimiyla N alt manifoldunun teget demeti olan

TN = |J T,(N) (2.2)
PEN

esitligini ve normal demeti olan

TN = |J T,/ (N) (2.3)
PEN

esitligini ve
TM =TN® TN+ (2.4)

denklemini elde edebiliriz.

V ve V sirasiyla M Riemann manifoldu ve onun N alt manifoldunun koneksiyonlari
olsun. V koneksiyonu M manifoldundan indirgenmis koneksiyon olarak tanimlanir (2.1)
denkleminden V Levi-Civita koneksiyonunun N alt manifoldunda iki ayr1 bileseni olacaktir.

Bu bilegenleri X,Y € x(N) i¢in

(Vx¥) T =VyxY ve (Vx¥)t=h(X,Y) (2.5)
seklinde tanimlarsak

VxY =VxY +h(X,Y) (2.6)

elde edilir. (2.6) denklemi Gauss formiilii olarak bilinir. Burada V afin koneksiyon ve &
(1,2) tipinde simetrik bir tensor alanidir. Bu tensor alanina N’nin ikinci temel formu denir.

Gergekten, koneksiyonun lineer oldugu kovaryant tiirevden agiktir. Ustelik f,g € 3(N) ve
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X,Y € x(N) olmak iizere V Levi-Civita koneksiyonunun lineerligi ve (2.6) denkleminden

Vi) (@Y) = fVx(gY)

= fl(Xg)Y +gVxY]

= f(XQ)Y +[fgVxY + fgh(X,Y)]

ve (2.6) denklemine gore teget ve normal kisimlari kiyaslanirsa
Vix)(8Y) = f(Xg)Y + fgVxY

h(fX,gY) = fgh(X,Y)

elde edilir ve V bir afin koneksiyondur. Ek olarak burada h(X,Y) normal vektor alaninin

bilineer oldugu da goriilmiis olur.

Simdi V koneksiyonunun Levi-Civita koneksiyonu oldugunu gosterelim.

2.3.5 Yardimcr Teorem: V ve V sirasiyla M Riemann manifoldunun Levi-Civita
koneksiyonu ve N alt manifoldunun bir koneksiyonu olmak iizere V, N alt manifoldu

tizerinde bir Levi-Civita koneksiyondur.

Kamt: Keyfi U,V,W € x(N) icin Vg = 0 oldugundan U(g(V,W)) = g(VyV,W) +
g(V,VyW) oldugunu biliyoruz.

Ug(Vv,W)) = g(VuV),W)+g(V,VyW)

= g(VyV+h(U,V),W)+g(V,VyW +h(U,W))

= g(VyV,W)+g(V,VyW)

Buradan Vg = 0 oldugu goriiliir. Simdi torsiyonsuz oldugunu gérmek icin V Levi-Civita
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koneksiyonu ve (2.6) denkleminden
[U,W]=VyV —VyU = VgV +h(U,V) = VyU +h(V,U).
Son denklemin teget ve normal bilesenleri kiyaslanirsa
U,V]=VyV-VyU |, hU,V)=h(V,U)

elde edilir. Buradan V’nin torsiyonsuz ve A’ nin simetrik oldugu goriilmiis olur. |

V € x*(N) olmak iizere Ay : T,(M) — T,(M) bilineer, simetrik (1,1) tensor alanina
Weingarten operatorii denir. V € x-(N) ve X € x(M) igin AyX = (VxV)T olarak
tanimlanir. Ay operatoriiniin  bilineer ve simetrik oldugu Yardimci Teorem 2.3.5’in

kanitindaki gibi gosterilebilir.

VxV koneksiyonunun normal bileseni ise V)%V ile gosterilir. V)%V kovaryant tiirevinin

T,(M)’de bir afin koneksiyon olduguda kolayca goriilebilir. Bu bilgilere gore
?XV =—-AyX + V)J('V

yazabiliriz. Bu denklem Weingarten formiilii olarak bilinir.

Simdi Weingarten operatorii ile ikinci temel form arasindaki iligkiyi ifade edelim. V €
X+ (N)ve X,Y € x(M)igin g(V,Y) = 0 dir. Bu ifadeye kovaryant tiirev uygularsak Yardimci

Teorem 2.3.5°e benzer bir kanitla

esitligi bulunur.

Simdi Riemann geometride onemli bir yeri olan bir Riemann manifold ile onun alt
manifoldunun egrilikleri arasindaki iliskiyi veren Gauss, Codazzi, Ricci denklemlerini ifade

edelim.
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X,Y,Z € x(N) veV € x-(N) igin h(X,Y) (1,2) tensoriiniin kovaryant tiirevini alirsak
(Vzh)(X,Y) = VZh(X,Y)—h(VzX,Y) —h(X,VY)
denklemini elde ederiz. Benzer sekilde (2.7) ifadesinin yardimiyla
(VZA)yX = Vz(AyX) —AV%VX —AyVzX

denklemini elde ederiz. R ve R’yi sirasiyla M Riemann manifoldu ve N alt manifoldunun

egrilik tensorleri olarak yazalim. Gauss ve Weingarten formiilleri yardimiyla
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z—Apy X +Anxz)Y + (Vxh)(Y,Z) — (Vyh)(X,Z) (2.8)

denklemi elde edilir. Bu denkleme N’ye teget bir vektor alani ile i¢ ¢carpim islemi uygulanirsa
g(R(X,Y)Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)—g(h(Y,Z),h(X,W)) +g(h(X,Z), h(Y,W))

denklemi elde edilir. Bu denkleme Gauss denklemi adi1 verilir. (2.8) denkleminin normal

bileseni olan
(R(X,Y)2)* = (Vxh)(Y.Z) — (Vyh)(X,Z)

denklemine Codazzi denklemi denir.

Simdi normal demetteki egrilikleri inceleyelim.

TN+ normal demetinin egrilik tensorii R, V X,Y € x(N) ve V V € x(N) igin
RE(X,Y)V =VyVyV —VyVyV = Vix )V (2.9)
ile ifade edilir. Bu denklemde Gauss ve Weingarten formiillerini kullanirsak
R(X,Y)V=R+(X,Y)V—h(X,AyY) +h(Y,AyX) — (VxA)yY + (VyA)yX  (2.10)

denklemine ulagiriz. [Ay,Ay| = AyAy — Ay Ay olmak iizere N alt manifolduna normal bir U
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vektor alani ile - A(X,AyY) + h(Y,AyX) denklemine i¢ carpim uygularsak
g(—h(X,AvY)+h(Y,AvX),U) = g(|[Av,Av]X,Y)

elde ederiz. (2.10) denklemine U normal vektor alani ile i¢ carpim islemi uygular ve son

esitligi dikkate alirsak
g(RX,Y)V,U) = g(R*(X,Y)V.U) +5([Av,Av]X.Y) @11

seklindeki Ricci denklemi elde edilir.

2.3.6 Tamm: R', N alt manifoldunun normal egrili§i olmak iizere R*= 0 ise N alt

manifoldunun normal konneksiyonuna flat (diiz) denir. R = 0 ise manifoldun kendisi flattir.

2.3.7 Yardimca Teorem[3]: R ve R sirastyla M Riemann manifoldu ve onun N
alt manifoldunun egrilik tensorleri olmak iizere X,Y € x(N) ve V € x*(N) igin
(R(X,Y)V)* = 0 oldugunda, N alt manifoldunun normal koneksiyonu flattir ancak ve

ancak N alt manifoldunun ikinci temel formu komutatiftir (degismeli).

Kamt: Ilk olarak N’nin normal koneksiyonunun flat oldugunu varsayalim. Bu durumda

Tanim 2.3.6’dan R = 0. (2.10) denkleminin normal kismindan
R(X,Y)V=R+(X,Y)V—h(X,AyY) +h(Y,AyX)
oldugundan R*(X,Y)V = 0ise —h(X,AyY) +h(Y,AyX) = 0 elde edilir. Buradan
0=g(—h(X,AvY)+h(Y,AvX),U) = g(|[Av,Av]X,Y)

elde edilir ki ikinci temel form komiitatiftir.

Tersine, ikinci temel form komiitatif olsun. Bu durumda [Ay,Ay] = 0 ve (R(X,Y)V) =0

oldugundan g(R(X,Y)V,U) = g(R-(X,Y)V,U) + g([Au,Av]X,Y) denkleminden
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R-(X,Y)V = 0 elde edilir. u
2.3.8 Uyan: Sabit egrilikli uzaylarda (R(X,Y)V)* = 0 oldugundan Yardimci Teorem

2.3.7" den N alt manifoldunun normal koneksiyonunun flat olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N alt manifoldunun ikinci temel formunun komiitatif olmasidir diyebiliriz.

Eger R(X,Y)Z, N’ye tegetse ,yani (R(X,Y)Z)* = 0 ise, Codazzi denklemi
(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X,Z)

halini alir. Eger M, c sabit egrilikliyse
g(R(X,Y)Z,W) =g(R(X,Y)Z,W) = g(h(X,W),h(Y,Z)) + g(h(Y,W),h(X,Z))

seklindeki Gauss denklemi Teorem 2.2.13’ten

C[g(Y7Z)g(X7W) —g(X,Z)g(Y,W)] :g(R(va)ZaW) _g(h(X7W)7h(sz))+g(h(Y7W)7h(XvZ))'

Boylece

g(R(X,Y)Z,W) :C[g(Y,Z)g(X,W)—g(X,Z)g(Y,W)]—i—g(l’l(Y,Z)J’l(X,W))—g(h(X,Z),h(Y,W)).

2.3.9 Tamm M Riemann manifoldunun N alt manifoldu i¢in /4 ikinci temel form, Ay
Weingarten operatorii olmak tlizere 7 = 0 ya da Ay = 0 ise N alt manifolduna tiimel

geodezik denir.

2.3.10 Tannm: M bir Riemann manifold ve N onun alt manifoldu ve I, N’nin birim
doniisiimii olsun. V € y(N) ve 8 € 3(N) olmak iizere Ay = 61 ise V ye N lizerinde bir
umbilik (tiimsek) kesit denir. Eger N alt manifoldu her bir V yerel normal kesitine gore

umbilikse N’ye tiimel umbilik alt manifold denir.



29

N bir alt manifold ve {ej, e, ... ,e,} ise Tx(N) de bir ortonormal baz olsun.

n
izh= Z h(e,', ei)

i=1

olmak tizere

1
H= —(izh
n(lZ)

ifadesine N alt manifoldunun ortalama egrilik vektorii denir. (izh, h ikinci temel formunun

izidir.) Eger H = 0 ise N’ye minimal alt manifold denir.

2.3.11 Teorem: N, bir M Riemann manifoldunun alt manifoldu olsun. H, N alt manifoldunun
ortalama egrilik vektorii ve 4 ikinci temel formu olmak iizere N alt manifoldunun tiimel
umbilik olmast icin gerek ve yeter sart V X, ¥ € x(N) ve V € x*~(N), h(X,Y) = g(X,Y)H

olmasidir.

Kamt: N tiimel umbilik bir alt manifold olsun. Bu durumda Tanim 2.3.10’dan Ay X = 06X ve

(2.7) esitliginden

g(AVX7Y> :g(h(X=Y)7V) — Og(XvY) :g(h<X7Y>7V>'

Son esitlikte X =Y = e; yazilir ve i lizerinden toplam alinirsa

G(ig(ei,ei)) = Zg(h(e,-,e,-),V) < On=ngH,V) < 0=gHV)

n
i=1 i=1
ve 0’y1 0g(X,Y) = g(h(X,Y),V) ifadesinde yerine yazarsak
= g(HV)g(X,Y)=g(h(X,Y),V)

= g(Hg(X.,Y),V) =g(h(X,Y),V) (W e€x (N))

& h(X,Y)=Hg(X,Y)

olur ve istenen elde edilir. [ |
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2.3.12 Yardimci Teorem: Minimal ve tiimel umbilik olan herhangi bir N alt manifoldu tiimel

geodeziktir.

Kamt: VX,Y € y(N),V € x*(N) ve 8 € 3(N) icin H= 0 ve Ay = 61 ise h = 0 oldugunu

gosterecegiz.
g(AVX7Y) :g(h(X7Y)7V) = g((@X),Y) :g(h(X7Y)7V)

yazalim. Buradan 0g(X,Y) = g(h(X,Y),V) olur. Burada X =Y = ¢; yazar ve i {izerinden

toplam alirsak

eg(éebel') = g(Zh(eiaei)7V)7

i=1
yani

1
0 =g( izh,V) = 0=g(HV)

denklemine ulasilir. H = 0 oldugundan Ay = O olur ki istenen elde edilir. |

2.4. HEMEN HEMEN KOMPLEKS MANIFOLDLAR

Bu kisimda hemen hemen kompleks manifoldlara giris yapacagiz. Yaklasik
Kaehleryen manifoldlarin yapisimt olusturan manifold tiplerinden bahsedecegiz. Bu

kisimda [3,7,9,17,28] kaynaklarindan yararlanilmistr.

2.4.1 Tamim: M bir reel diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M’nin her x noktasinda /,
T (M) teget uzaymin 6zdeslik doniisiimii olmak tizere

JrP=—1 (2.12)

0zeligini saglayan J lineer endomorfizmine hemen hemen kompleks yapi, hemen hemen

kompleks yapili bir manifolda ise hemen hemen kompleks manifold denir.
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2.4.2 Onerme[28]: Her hemen hemen kompleks manifold c¢ift boyutlu ve

yonlendirilebilirdir.

2.4.3 Tammm: (M,g) bir Riemann manifold ve J, M’nin teget uzayindaki hemen hemen

kompleks yapisi olsun. V U,V € y(M) igin
N x(M) x 2(M) = x(M)

(U,V) = N (U,V)=[JU,JV]=J[U,JV]—IJU.V]-[U,V] (2.13)

seklindeki (1,2) tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin burulma tensor alani

denir. Ozel olarak Nijenhius tensorii olarak adlandirilir. Nijenhius tensor alaninin
N(UV)=-N¢V,U) , HNJUV)=N(UJV)=-J(N(U,V)) (2.14)

ozellikleri (2.12) denklemi ve Lie parantez operatoriiniin ters-simetrik 6zeligi kullanilarak

kolayca goriilebilir.

2.4.4 Uyarr: J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhius tensorii .4~ = 0 ise hemen hemen
kompleks manifold kompleks manifold halini alir [24]. Ayrica J hemen hemen kompleks

yapisi integrallenebilirdir ancak ve ancak ./ = 0 [3].

J hemen hemen kompleks yapist (1,1) tipinde bir tensor oldugundan tensor tiirevi
almabilir. Bu tiirevle J hemen hemen kompleks yapisi iizerinde kovaryant tiirev yorumuyla

birlikte yeni sonuglar elde edebilecegiz. Soyle ki X,Y € x (M) olmak iizere VJ tiirevi
(VxJ)Y =VxJY —JVxY (2.15)

biciminde tanimlanir. Eger VJ = 0 ise J hemen hemen kompleks yapisina paraleldir
diyecegiz. Bu tiirev bize bundan sonra calisacagimiz manifoldlarin siniflandirilmasinda

belirleyici olacaktir.
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2.4.1. Hemen Hemen Hermityen Manifoldlar

2.4.5 Tammm: M, J hemen hemen kompleks yapili bir hemen hemen kompleks manifold

olsun. M iizerinde V U,V € x (M),
SULIV) = g(U.V) (2.16)

kosulunu saglayan bir Riemann metrigi varsa g’ye Hermityen metrik denir. Hermityen
metrikli bir hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermityen manifold denir.
(2.16) esitligi bize bir hemen hemen Hermityen manifoldun herhangi iki vektor alaninin
J hemen hemen kompleks yapisi altindaki uzakliginin korundugunu ifade eder. Yani J
hemen hemen kompleks yapisinin izometri 6zelligi kazandig1 manifoldlar hemen hemen
hermityen manifoldlardir. Bir hemen hemen kompleks manifold iizerinde bir Hermityen
metrik tanimlanmasi olmasi i¢in bu manifoldun parakompakt olmasi gerekir. Bu sebeple

bu kisimda bir kag topolojik hatirlatmaya ihtiya¢ duyacagiz.

2.4.6 Tanim (Yerel Sonluluk): X bir topolojik uzay olsun. I bir indis kiimesi ve
U= { Uy | o €I}, X uzayimnn bir acik ortiisii ,yani X C (Jyc; Uq, olsun. Her x € X i¢in
A={ae€A:Uy NV, # & } kilmesi sonlu olacak sekilde bir V, komgulugu varsa X
topolojik uzayina yerel sonludur denir. Bir bagka deyisle X uzaymin bir U acgik oOrtiisii
uzayin her x noktasi i¢cin U ortiisiindeki sonlu sayida kiime ile arakesiti olan bir komsuluga

sahipse X topolojik uzay1 yerel sonludur.

2.4.7 Tamm (Armmus Ortii): X bir topolojik uzay A ve B farkli iki indis kiimesi olsun.
U={Uq: o €A}, X uzaymn bir agik ortiisii ve V = {Vp : B € B}, X uzaymn bir bagka
agik ortiisit olsun. Her Vg € V icin U ortiisiinde Vg C Uy olacak sekilde bir Uy agik kiimesi

varsa V’ye U’dan arinmis (refinement) bir Ortii denir.

2.4.8 Tamim (Parakompakt): Bir X topolojik uzayinin her acik ortiisii yerel sonlu acik bir

arinmis ortiiye sahip bir Hausdroff uzayiysa X’e parakompakt uzay denir.
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2,49 Tammm: M bir topolojik manifold olsun. M iizerinde bir f fonksiyonu ig¢in
M’nin { fp)#£0 | peM } alt kiimesinin kapanisina f fonksiyonunun destek kiimesi

denir ve suppf ile gosterilir.

2.4.10 Tanim (Birimin Parcalamsi): M n-boyutlu bir topolojik manifold ve A bir indis
kiimesi olsun. {Ugy } ¢eca yerel sonlu agik ortiisii i¢in asagidaki sartlari saglayan {fo : ¢ € A}

seklindeki f, € 3(M) fonksiyonlarinin var oldugunu varsayalim.
(i) VaecAd, 0<foa<lI

(i) {suppfq : o € A} kiimesi yerel sonludur. Yani Va ic¢in suppfy kiimesi Uy agik

ortiisiindedir.
(iii) Za f a=1.
Bu durumda fy’ya {Uq } qeca agik Ortiistine bagh birimin parcalanisi denir.

Birimin parcalanisi, yerel olarak tamimli nesnelerden global nesnelere gecmek igin

vazgec¢ilmez bir aragtir. Bu 6zeligini agagidaki teoremde daha iyi anlayabiliriz.

2.4.11 Teorem[9]: M parakompakt bir topolojik manifold olsun. O halde M {izerinde bir

Riemann metrik tanimlidir.

Kamt: (Uy), M manifoldunun herhangi bir koordinat sistemine gore agik ortiisii ve
fo € C=, bu ortiiye bagh yerel sonlu birimin bir parcalanisi olsun. M parakompakt
oldugundan Tanim 2.4.8 ve Tanim 2.4.10’dan bu secimi yapabiliriz. Simdi X, ... , X%, Uy
ile iligkili herhangi bir koordinat sistemi olsun. O halde X ]‘?‘ ile Uy iizerinde tamimli <, >
Riemann i¢ ¢arpimi vardir ve M iizerinde sonlu « sayilart i¢in Tanim 2.4.9’dan fy(p) # 0

oldugundan
<7 >= ZfOC(<7 >OC)
04

ile taniml toplamin sag tarafi sonlu olup <,>, T,(M) iizerinde pozitif tanimlidir. Ote

yandan yeterince kiiciik p’ler ve sonlu o sayisi i¢in p’nin bir U koordinat komsulugu alarak
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UNUy # @’dir ve Tanim 2.4.10’dan suppf, Uy’da icerildiginden <,>’nin bilesenlerini
U'nun koordinat sistemine gore < e;,e; >= Yo fo(< €;,ej >q) olarak yazabiliriz. Boylece

<, > i¢ carpimu diizgiindiir ve dolayisiyla M iizerinde <, > ile bir Riemann metrik tanimlidir.

2.4.12 Onerme[3]: Her parakompakt hemen hemen kompleks manifold iizerinde bir

Hermityen metrik tanimlidir.

Kamit: M manifoldu parakompakt olsun. O halde Teorem 2.4.11°den M {iizerinde bir g
Riemann metrigi tamimlidir. Burada her U,V € (M) i¢in

hU,V)=g(U,V)+g(JU,JV)
yazarsak
h(JU,JV)=gJU,JV)+g(J(JU),J(JV))=g(JU,JV)+g(-U,-V)=h(U,V).

Boylece A bir Hermityen metriktir. |

2.4.13 Tanim: M, g Hermityen metrikli ve / hemen hemen kompleks yapili bir hemen hemen

Hermityen manifold olsun. Her X, Y € x (M) igin
P:x(M) x x(M)—S3(M)

(X,Y) = ®(X,Y) = g(X,JY) (2.17)

seklinde tanimli (0,2) tensor alanina M manifoldunun temel 2-formu denir.
®(JX,JY) = ®(X,Y) oldugu kolayca goriilebilir. d® = 0 ise temel 2-form kapalidir
denir. Bir hemen hemen kompleks manifold iizerinde taniml1 g Hermityen metriginin temel
2-formu kapaliysa bu metrige Kaehleryen metrik adi verilir. Kaehleryen metrikli bir

kompleks manifolda Kaehleryen manifold denir.
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2.4.14 Teorem|[3]: M, g Hermityen metrikli ve J hemen hemen kompleks yapili bir hemen
hemen Hermityen manifold olsun. V, g ile taniml1 Levi-Civita koneksiyonu olsun. O halde

asagidaki onermeler birbirine denktir.
i VJ=0.
(i) Vo =0.

(ili) J yapisi burulmasiz ve temel 2-formu kapalidir. Yani; 4" =0 ve d® = 0.

Bir hemen hemen kompleks manifold iizerinde tanimli g Hermityen metrigine temel
2-formu kapal1 ise Kaehleryen metrik ve Kaehleryen metrikli bir kompleks manifolda ise
Kaehleryen manifold dendigini ifade etmistik. Bu bilgilere gére Teorem 2.4.14’ten (iii), (i)
ye denk oldugundan bir Hermityen manifoldun Kaehleryen manifold olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart VJ = 0 olmasidir.

2.4.2. Hemen Hemen Hermityen Manifoldlarin Alt Manifoldlari

Bir M Riemann manifoldunda J hemen hemen kompleks yapisinin M’nin N alt manifoldu
icin nasil davranig gosterdigi geometriciler i¢in bir merak konusu olmustur. Bu agidan N,
M’nin alt manifoldu ve J, M’nin hemen hemen kompleks yapisi olsun. M {izerindeki } vektor

alanlarim N’ye kisitlayarak

X(N) =2 (N)®x*(N)

yazarsak J yapisinin N alt manifoldunun teget uzaymnda ve normal uzayinda degismez

olmasina gore cesitli durumlar ortaya cikacaktir. Buna gore;

J(X(N)) C x(N) (2.18)
ise N alt manifolduna M’nin hemen hemen kompleks alt manifoldu,

J(X(N)) C x-(N) (2.19)
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ise N alt manifolduna M’nin tiimel gercel alt manifoldu denir.

2.4.15 Tammm: N, M hemen hemen Hermityen manifolduna izometrik olarak daldirilmig bir
Riemann manifold olsun. N manifoldunun bir p noktasinda 0 # Y, € x(N) igin 7,,(N) teget
uzay1 ile JY), arasindaki 6, (Y) agisina ¥,,’nin Wirtinger acisi1 denir ve V X,Y € x(N),

ot (1) — EUY X1
P = ]

ile tanimlanir. VY # 0, 6,(Y) Wirtinger agis1 sabitse N Riemann manifolduna M hemen
hemen Hermityen manifoldunun egik (slant) alt manifoldu denir. 6,(Y) = 0 olmasi
durumunda bu egik alt manifold, (2.18) denklemine karsilik gelen hemen hemen kompleks
alt manifold ve 6,(Y)= g olmas1 durumunda bu egik manifold, (2.19) denklemine kargsilik
gelen tiimel gercel alt manifolddur. Ne tiimel gercel ne de hemen hemen kompleks olan egik
manifoldlara has egik (proper slant) alt manifold denir. Bizim iizerinde yogunlagacagimiz

manifold tipi has egik alt manifoldlar olacaktr.

2.4.16 Uyar1: 0(Y),) nin sabit olmas1V p € N ve Y, € T,(N) segiminde bagimsiz olundugunu

ifade eder.

N, M hemen hemen Hermityen manifolduna izometrik olarak daldirilmis bir Riemann
manifold olsun. p € N ve Y € T,(N) i¢in PY ve FY, swrasiyla JY nin teget ve normal

bilesenlerini gostermek iizere (2.4) denkleminden
JY = PY +FY, (2.20)
benzer sekilde U € T+(N) igin
JU =1tU + fU (%)

yazabiliriz. Burada P : TN — TN, teget demet iizerinde bir endomorfizm ve

F : TN — TN ise teget demet iizerinde normal degerli 1-formdur ve P ile F doniisiimleri
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lineerdir. Bunu gormek adina her X,Y € T,(N) ve a,b € R igin (2.20) denkleminden

J(aX +bY)=P(aX+bY)+F(aX+bY)
elde edilir ve J hemen hemen kompleks yapisinin lineerliginden

aJX +bJY =P(aX +bY)+F(aX +bY).
Tekrar (2.20) kullanilirsa

aPX +aFX +bPY +bFY = P(aX +bY )+ F(aX +DY).
Bu denklemde teget ve normal kistmlar kiyaslanirsa
P(aX+bY)=aPX+bPY ve F(aX+bY)=aFX+bFY

seklinde P ve F doniisiimlerinin lineer oldugu gosterilmis olur.

2.4.17 Tanim: Bir N has egik alt manifoldun P endomorfizmi paralel ,VP = 0, ise N’ye

Kaehleryen egik alt manifod denir.

2.4.18 Onerme: Bir egik alt manifoldun P endomorfizmi g(X,PY) = —g(PX,Y) esitligini

saglar.

Kamt: g(J/X,Y) i¢in (2.16)’dan —g(X,JY) = g(JX,Y) yazilirsa (2.20)’den her X,Y € TN
icin g(X,PY) = —g(PX,Y) oldugu goriiliir. [

2.4.19 Onerme: Bir hemen hemen Hermityen manifoldun egik alt manifoldlari
P? = —(cos*0)I

ile karakterize edilir.

Kamt: Uyann 2.4.16’dan dolayr cosO(Y), PY ile JY arasindaki a¢1 olarak
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diisiiniilebileceginden (2.20)’den

_ llsUy,PY)|| _ llg(PY,PY)|| _ |IPY]> _||PY]]
cosO(Y) = = = =
WYILIPYL Y ILIPYLE Y LPY L (Y]]
Buradan
200y IPYIP? 20V —
cos“0(X) = |2 = g(JY,JY)cos“0(Y) = g(PY,PY)

ve (2.16)’dan
g(Y,Y)cos’0(Y) = g(PY,PY).

Burada Onerme 2.4.18 kullanilirsa

g((cos*6(Y)Y.Y) = g(—P?Y.Y),

yani P?> = —(cos*8)I oldugu goriilii. A = —cos®6 dersek A € [—1,0] araliginda oldugu
aciktir. |

2.4.20 Uyar1[23]: Uyan 2.4.16’da 6(Y},)’nin sabit olmasinin her p € N i¢in ¥, € T,(N)
vektoriiniin seciminden bagimsiz oldugunu sdylemistik. Simdi bu sonucu 2 boyut i¢in
gorebiliriz. Soyle ki M bir hemen hemen Hermityen manifold ve N C M onun bir yiizeyi
olsun. P> = Al , A = —cos*0 ve A € [—1,0], olmak iizere Onerme 2.4.19’un ispatina
benzer bir sekilde cos6,(Z), PZ ile JZ arasindaki ac1 olarak diisiiniilebileceginden (2.20)

ve (2.16)’dan
_|[Pz]| _ [|PZ]|

bzl 1zl

cos0,(Z)

yazilabilir. Simdi (X,Y) T,(N)’nin ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda herhangi bir

PZ € T,(N) i¢in PZ = aX + BY olmak iizere PZ = aX + BY = g(PZ,X)X + g(PZ,Y)Y



oldugundan

2
1PZ]|
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§(PZ,PZ)

g(¢(PZ,X)X +¢(PZ,Y)Y,PZ)

g(PZ,X)g(PZ,X)+g(PZ,Y)g(PZ,)Y)

8(PZ,X)* +g(PZ,Y)?

denklemi elde edilir. Ote yandan herhangi bir Z € T,,(N) i¢in a,b € R olmak iizere Z = aX +
bY almirsa PZ = aPX + bPY olup g(JZ,Z) = g(PZ,Z) = 0 ve Onerme 2.4.18 kullanilarak

g(PZ,X)* +g(PZ,Y)* =

g(aPX +bPY,X)g(aPX + bPY,X) + g(aPX 4+ bPY,Y )g(aPX + bPY,Y)

= b’g(PY,X)*+a’g(PX,Y)?

= (a®>+b*)g(PX,Y)?

= (a®+b")g(JX,Y)?%,

yani
IPZ]* = (a +b)g(UX Y )

elde edilir. Boylece ||Z|| = va% + b? oldugundan

_IPZ]| _ Va>+D2(g(JX,Y))|

cos0,(Z)

izl Va2

\

cos0,(Z) = |g(JX,Y)|

elde edilir ki bu sonug cos6,(Z) nin Z’den bagimsiz oldugunu ifade eder.
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P? = Q yazarsak Q endomorfizminin g(QX,Y) = g(X,QY) esitligini sagladigi Onerme
2.4.18’den agiktir. Boylece her T,(N) teget uzayi

T(N)=D}e,. . .eDk  (k<n)

biciminde Q’nun 6z uzaylarinin ortogonal direkt ayristmi olarak yazilabilir, burada Df}i
dagilimi Q’nun A; 6z degerine karsilik gelen 6z uzayidir. Onerme 2.4.18 ve (2.12)’den A;
€ [—1,0] oldugu agiktur.

2.4.21 Onerme: N, M hemen hemen Hermityen manifoldunun n-boyutlu egik alt manifoldu

olsun. A; 20, 1 <i <k, ise N egik alt manifoldu ¢ift boyutludur.

Kamt: P(D,’}" )= D%" oldugunu biliyoruz [17]. Bu durumda her ej-L" € Df}" ortonormal baz
eleman1 i¢in g(e;”,P(e;” )) =0 ve g(P(e;L"),P(e%" )) = 0 oldugundan Boy(Df}" ) ¢ift boyutlu
olmalidir. Her D%" dagilimi ¢ift boyutlu oldugundan N egik alt manifoldu da c¢ift boyutludur.
[

2.4.22 Onerme: N, M hemen hemen Hermityen manifoldunun egik alt manifoldu olsun.

A # —1,1 < i <k, icin Boy(F (D)) = Boy(D¥).

Kamt: {ej.L" }s DY dagiliminin bir baz1 olsun. Bu durumda ejti baz vektorleri lineer bagimsiz

oldugundan ay,ay, ... ,a, € R olmak iizere ale/}" +a2e§’+ —|—ane%" =0ikena; =ay=...=

a, = 0. Buradan F doniisiimii altinda goriintii alinirsa
F(ale%i —|—age§i + ... —|—ane,}1“i) =0
ve F' lineer oldugundan
alF(e%") +a2F(e§i) +...4aF(e)=0.

a; = ay = ... = a, = 0 oldugundan Fej.t" vektorleri lineer bagimsizdir. Sonug¢ olarak

Boy(F (Df}’)) = Boy(D)’}") elde ederiz. |
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2.4.23 Onerme: N, M hemen hemen Hermityen manifoldunun egik alt manifoldu olsun. Bu

durumda F (D%i ), 1 <i <k, normal alt uzaylar1 kargilikli diktir.

Kamt: X € F(D ") ve Y € F(Dk ) i # j alahm. Boy(D ) =m; ve ai , by € 3(N) olmak

uzere

m; mj '
X = Z akF(eﬁi) ve Y= ZblF(e;l")
k=1 =1

alalim. Bu durumda
m; A mj A A
—g(ZakFeki),ZblF(el’)) :ZZakblg F(el’)).
k=1 I=1 k1
Diger yandan
g(PX,PY) = _g(P2X7Y) = _A'ig(va) 3 coszeg(X,Y),

ve (2.16)’dan

sUX.JY) . g(PX.PY) g(FX,FY)

= = sin’ .
g(X,Y) F g(X,Y) g(X,Y) =1 = g(FX,FY)— 9g(X7Y)

Boylece

gX.Y =) =Y Y abig(F(ef)), F(e)) = ¥ Y abysin®0g(el’ ;") =0,
k1 )

k

bulunur ki istenen elde edilir. [ |

2.4.24 Onerme: N, M hemen hemen Hermityen manifoldunun egik alt manifoldu olsun. O

halde b, Q = P? endomorfizminin -1 6z degerli 6z uzay1 olmak iizere
Boy(M) > 2Boy(N) — Boy(bx)

esitsizligi gecerlidir.

Kamt: N, M’nin izometrik daldiilmis egik alt manifoldu olsun. Onerme 2.4.22°den
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Boy(F (Df}’)) = Boy(D)’}")) ve Onerme 2.4.23’ten i # j igin F (Dﬁl)) LF (D)/}j )) oldugundan
T (N) = F(D{)®, ... oF (D)

X

yazilabilir. A; = —1 i¢in F = 0 oldugundan A; = —1’e karsilik gelen b, uzaymnin F (f,) normal
uzay1 direkt toplamdan atilabilir. Boylece T (N) = ph D, ..., aDM oldugu da dikkate alinirsa

Boy(T(N)) = Boy(F(DM))+ ...+ Boy(F (D)
= Boy(DiLl)—l—...-i-Boy(Dﬁk)
> Boy(Tx(N)) — Boy(bx)

= Boy(N) — Boy(b,)
ve
Boy(M) = Boy(Tx(M)) = Boy(Tx(N)) + Boy(T;(N)) = Boy(N) + Boy(T;;- (N))
oldugundan Boy(T;“(N)) = Boy(M) — Boy(N) ifadesi yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
Boy(M) > 2Boy(N) — Boy(bx)

elde edilir. [ |

2.4.3. Yaklasik Kaehleryen Manifoldlar

2.4.25 Tamim: M, g Hermityen metrikli bir Riemann manifold olsun. M’nin J hemen hemen

kompleks yapisi M iizerinde herhangi X,Y vektor alanlari i¢in

(VxJ)Y + (VyJ)X =0 2.21)
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kosulunu sagliyorsa M’ye yaklasik (nearly) Kaehleryen manifold denir. Baz1 kaynaklarda
Tachibana uzaylari (Tachibana spaces) ya da K-uzaylari (K-spaces) olarak adlandirilir. (2.21)
sart1 her X,Y icin gegerli oldugundan Y = X alinirsa 2(VxJ)X = 0, yani

(VxJ)X =0 (2.22)

sartina ulagilir. Dolayisiyla bir Riemann manifoldu (VxJ)X = 0 sartim saghyorsa da

yaklagik Kaehleryen manifolddur.

2.4.26 Yardimc1 Teorem([3]: M bir yaklasik Kaehleryen manifold olsun. O halde agagidaki

esitlikler gecerlidir.
(Vx.])Y + (ij.])JY =0. (2.23)
(VxJ)JY +J(VxJ)Y =0. (2.24)

Kamt: Once (2.24) ifadesini kanitlayalim. (2.12) ve (2.15) denklemlerinden

(Vx)JY =VxJ(JY)—JVxJY = —VxY —JVxJY (%)

elde edilir. Diger yandan (2.15) denklemine —J uygulanirsa (*) denklemi elde edileceginden
istenen elde edilir. $imdi (2.23) ifadesini ispatlayalim. M yaklasik Kaehleryen manifold
oldugundan her X,Y € x(M) i¢in (VxJ)Y + (VyJ)X = 0 dir. Bu denklemde Y yerine JX

alinir ve (2.21) denklemi kullanilirsa

(Vix)X 4+ (Vx)JJX =0. (1)

(1) denkleminde X yerine X + JY alinirsa

(ij.])JY + (ij.])JX =0. (2)

Simdi (VxJ)Y + (V;xJ)JY ifadesinde (2) denklemi kullanilirsa

(VxJ)Y — (Vyd)JX
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bulunur ki burada Y yerine JX alinirsa
(VxJ)JX + (VxJ)JX =2(VxJ)JIX.

Bu esitligin sag tarafindaki ifade sifirdir. Bunu gormek i¢in (2.24) denkleminde Y yerine
X almirsa M yaklagik Kaehleryen oldugundan (2.22) denkleminden bu ifade sifir bulunur.
Dolayisiyla (VxJ)Y + (VxJ)JY =0 elde edilir. |

2.4.27 Uyarn [8]: Bir M Riemann manifoldunun J hemen hemen kompleks yapisi
(VxJ)Y + (VyxJ)JY = 0 kosulunu sagliyorsa M’ye Kaehler benzeri (quasi Kaehler)
manifold denir. Yardimci Teorem 2.4.26’dan goriiliir ki her yaklasik Kaehleryen manifold
bir Kaehler benzeri manifolddur. Ayrica bizim iizerinde calisacagimiz S° kiiresi yaklagik

Kaehleryen bir manifold oldugundan bir Kaehler benzeri manifolddur.

Yaklagik Kaehleryen manifoldlarda J hemen hemen kompleks yapisinin .4~ Nijenhius
tensorii A (U,V) = —4J(VyJ)V halini alir. Gergekten

A (U,V)=[JU,JV|-JU,JV]-JJU,V]—[U,V]
seklindeki (2.13) denklemi
N (U, V)=— (VUV—VVU—l—J(VJUV—VVJU)+J(VUJV—VJVU) — (V]UJV—V]VJU)) .
Biciminde yazilir ve
N (U, V)=— (—VUJ(JV) +JIVyJV +V,yJU —JVJVU—VJUJV+JVJUV—VVU—JVVJU>
seklinde diizenlenirse sirasiyla ikiser terimlerden
N W) == (= )2V + (T )0 = TV + (0

denklemi elde edilir. Simdi (2.21) denkleminde V yerine JV alinirsa (VyJ)JV = —(VyyJ)U
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olacagindan (2.21) ve (2.24) denklemleri kullanilarak son denklem

N(UV) = — ( — (Vud)JV + (Y )U = (Vu )V + (VVJ)JU>
= (Vyd)JV + (Vyd)JV — (VyJ)JU — (VyJ)JU
= 2((VuJ)JV = (VyJ)JU)
= =2J((VuJ)V = (VvJ)U)

= —4J((VuJ)V)

olur ve istenen elde edilir. Buradan agiktir ki bir M yaklasik Kaehleryen manifoldun

Nijenhuis tensorii sifirsa M Kaehleryen manifolddur.

2.4.28 Onerme[3]: M bir yaklasik Kaehleryen manifold ve .#” onun Nijenhius tensérii olsun.
O halde ./#” Nijenhius tensorii asagidaki 6zellikleri saglar.

G) A (U,V)+.4(V,U)=0,
() (A (U,V),W)+g(AN(UW),V)=0,
(iiiy A (JU,JV)+.4(U,V)=0,

(V) g(N (U, JV),JW)+g(N (U, V),W)=0.

Kamt: () A (U,V) + A (V,U) = —4J(VyJ)V — 41 (VyJ)U = —4J (VyJ)V + (VyJ)U)
bulunur ki (2.21)’den ve J lineer oldugundan A" (U,V)+ .4 (V,U) = 0.

(ii) Genel olarak her V € (M) i¢in g(V,JV) = 0 oldugundan bu ifadeye U’ya gore kovaryant
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tiirev uygulanir ve Vg = 0 oldugu dikkate alinirsa

0= (Vyg)(V,JV) = Ug(V,JV)—g(VyV,JV)—g(V,VyJV)

= g(U(VuV),V)—g(V,VuJV)

= —g((Vu)V.V)

denklemi elde edilir. Bu denklemde V yerine V +JW alirsak

0 = g((Vu)V+JIW,V+JIW)

= g((VUJ)Vv‘]W) +g((VUJ)V7V) +g((VUJ)JW7V) +g((VUJ)JW7JW)

= g((VUJ>V7JW) +g((VUJ)JW7V)

= —g((J(Vu)V,W)+g((Vy)IW,V)

bulunur ki burada (2.24) kullanilirsa

0= —g(J(VU])V,W) —g(](VUJ)W,V),

yani

0=—g(4J(Vy)V,W)—g(4J(Vy)W,V)=g(AN (U, V),W)+g(AN(U,W),V)

elde edilir.

(i)
N(UV) = —4J(Vyl)V = N (JU,JV) = —4](VyuJ)JV

olacagindan (2.23) denkleminden bu ifade diizenlenirse

N (JU,IV) =4I (VyJ)V = =N (U,V).
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(iv) g(A(U,JV),JW) + g(A(U,V),W) ifadesinin sifir oldugunu gosterelim. (2.16) ve
(2.23) denklemlerinden

g(N(UIV),IW) +g(AN(U,V),W) = —4[g(J(VuJ)IV,JW)+g(J(VyJ)V,W)]

= —4[g(Vu)IV, W) +g(J(Vud)V,W)]

= 4[g(U(Vu)V,W)—g(J(VuJ)V,W)] =0. W

2.5. YAKLASIK KAEHLERYEN $° KURESI

Bu kistmda S® kiiresinin cebirsel insasindan bahsedecegiz. Daha sonra S kiiresinin
sirastyla hemen hemen kompleks, hemen hemen Hermityen ve son olarak yaklagsik
Kaehleryen manifold oldugunu gosterecegiz. Ilk olarak Cayley cebri ile baslayacagiz. Bu

kisimda [8,10,11,13,26] kaynaklarindan yararlanilmisgtir.

Cayley cebri bir diger adiyla oktaniyonlar cebri, Cayley-Dickson metodu ve
kuarterniyonlar yardimiyla tanimli bir normlu cebirdir. Burada normlu cebirden kastimiz:
herhangi bir X cebri i¢in R iizerinde ¢arpmaya gore birim eleman 1, {izerinde tamimh <, >

ic carpimiyla ”’||  ||” normu

|labl| = llal[l[lb]l  Va,beX
ozelligini saglayan ve sonlu boyutlu birlesmeli olmak zorunda olmayan bir cebir yapisidir
[10].
2.5.1 Tanim (Cayley-Dickson Metodu): X bir cebir ve x,y,z,t € X ve X ise x’in eslenigi
olsun. X @ X iizerinde

(x,y) +(z,t) = (x+z,y+1) (2.25)

(x,)(z,1) = (xz —ty,tx +7) (2.26)
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seklinde tamimli toplama ve carpma islemleriyle ¥ = X @& X bir cebirdir ve X cebrinden

Cayley-Dickson metodu ile insa edilen cebir olarak isimlendirilir.
Simdi ¥ = X & X in bir cebir oldugunu gosterelim.

X bir cebir x,y,z,t,k,l € X olsun. a = (x,y),b = (z,t),c = (k,I) ve A skalerini alahm ve

Tanim 2.1.16’daki cebir olma sartlarini inceleyelim.

i) Aaob) = A(xy)(z1)

= Alxz—1ty,tx+)7)

= (Axz—Afy,Atx+ Ay7),

(Aa)ob = (Ax,Ay)o(z,t)

= (Axz— Aty Atx+ Ay7).
Boylelikle A (aob) = (Aa) o b saglanmus olur. Diger esitlik benzer sekilde yapilir.

(i) (a+b)oc = ((x,y)+(z1)) (k1)

= (x+z,y+1)(k,)

= ((x+)k—I(y+1),l(x+2)+ (y+1)k)

= (xk+zk—1Iy—It,Ix+ 17+ yk+tk).
Diger yandan,
aoc=(x,y)(k,0) = (xk—Iy,lx+yk) , boc=(z,t)(k,1) = (zk—It,Iz+1k)

oldugundan (aoc)+ (boc) = (xk + zk — Iy — It,Ix + Iz + Yk + 7k) oldugu goriiliir ve
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(a+b)oc=(aoc)+ (boc) esitlidi saglanmig olur. Aym sekilde X in cebir oldugu
kullanilarak

ao(b+c)=(aob)+(aoc)
oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla Y = X & X bir cebirdir. |

Bu metod ve yukaridaki ispatla C = R & R seklindeki kompleks sayilar cebri insa edilir.
Ayrica C bir normlu cebirdir. Gergekten bir a = (xo,x1) sayisin eslenigi, a = (Xy, —x1)

seklinde tanimlidir ve (2.26) denkleminden ab = @b dir. Bu durumda

ab+ ba
2

<a,b>=

i¢ carpimini tanimlarsak a = (xg,x;) € C’nin normu

la|| = V< a,a>=\/x§+x3.

Aym sekilde b = (yo,y1) igin ||b||=v/< b,b >= \/y%—ky% yazilirsa agikca ||ab|| = ||al|||D||

oldugu goriilecektir. Dolayisiyla C bir normlu cebirdir.

1= (1,00 C,i=(0,1) € C igin (2.26) denkleminden i*> = —1 oldugu agiktir. Bu
durumda {1,i} C = R+ Ri ’nin bir bazidir. Boylelikle C = R @ R ingasim tamamlamig
bulunuyoruz. Benzer sekilde {1,i,j,k}, H = C + Cj’nin standart bazi olmak iizere
H = C® C ingasin1 ve sonra {1,i, j, k,e,ie, je,ke}, O = H + He’ nin standart bazi olmak

tizere O = H & H ingasini1 olugturarak O oktaniyonlar cebri bir Cayley cebri olur.

{eo,e1, ... ,e7} R3’in standart bazi olsun. O halde R®’in her bir B noktasi, A € R ve
x, {e1,ez, ... ,e7} nin bir lineer kombinasyonu olmak iizere § = Aeg + x olarak tek tiirlii
yazilabilir. Burada 8 bir Cayley sayisi olarak goriilebilir. Ciinkii R®, O Cayley cebrine
izomorftur. Dolayisiyla A = 0 durumunda 3 sanal bir Cayley sayist olarak diisiiniilebilir.
O halde x ve y sanal Cayley say1s1 olmak iizere x.y i¢ ¢arpimi R® iizerinde standart i¢ carpim

olarak diisiiniildiigiinde bu carpim
xy=—<x,y>eytxxy

olarak tamimlamir ve < x,y > carpimi R”’nin standart i¢ carpimudir. Burada x X y carpimi

ej X ey i¢cin asagdaki tablo yardimiyla bulunur [19].
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Sekil 2.1:
ilk 1 2 3 4 5 6 7
I 0 € —€3 €5 €4 € ~€s
2 -y 0 € € -€3 —e4 €5
3 € -} e —&; —€ €5 e,
4 —€5 —€ €y 0 € €y —ey
5 €, € €5 -2 0 —&y -y
6 —e; €y - -, [ 0 e
7 €g —€5 £y €3 £ & 0

Tablodaki x X y carpimi1 simdi ifade edecegimiz 6zelikleri saglar.

2.5.2 Onerme[8]: ImO), sanal Cayley sayilar1 kiimesini gostermek iizere u,v,w € ImQ icin

asagidaki esitlikler gecerlidir.

(Duxv=—-vxu,

()< uxvw>=<u,vxw>,

(i) ux (vxw)+uxv)xw=2<uw>v—<uv>w—<wv>u

2.5.3 Uyarni[8]: Bu o6zelikler *x’ vektorel carpimi vektor alanlarina genisletildiginde de
gecerlidir. ilk ii¢ 6zelige ek olarak V, R”’nin koneksiyonu ve keyfi U,V,W € y (R7) igin

(iv) Vy(VxW)=VyVxW+V xVyW.

ozeligi de gecerlidir.

Su andan itibaren S kiiresini tanimlayabiliriz.

Sanal Cayley sayilari i¢in orijin merkezli birim hiperkiire
S6:{x€R7 <x,x>:l}

seklinde tanimhidir (yaricapt birim kabul etmek genellii bozmayacagindan bu tez
calismasinda S° kiiresini birim yaricapli kiire olarak tanimliyoruz). Bu durumda x noktasinda

T, (S®) teget uzayin1 x’e ortogonal olan R”’nin afin alt uzayyla tamimlayabiliriz.
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Soyle ki x € §° ve u € T,.S® olmak iizere S iizerinde (1,1) tensor alanini
Jyu=xxXu

seklinde tanimlayabiliriz. Bu ifade iyi tamimlidir. Gergekten V x € S, Jou € T,.S°.

Bunu gorecek olursak

8(Jxu,x) = g(x X u,x) = —g(u X x,x),

burada Onerme 2.5.2’nin (ii) ifadesi kullanilirsa g(u,x x x) = 0. Bu sonug ta gosterir ki

Jxu L x olup istenen elde edilir.

Simdi R7 iizerindeki % vektor alanlarini $©’ya kisitlayalim ve
X(S°) = x(S?) @ 2 ()
yazalim. O halde N € (S%) birim normal vektor alan1 ve Y € x(S%)igin
7 (S%) = x(S°)

Y 5JY =NxY (2.27)

seklinde tamimli (1, 1) tensor alanyla S%°da bir hemen hemen kompleks yapi tanimlar. Dahasi
bu hemen hemen kompleks yap1 sayesinde S® bir hemen hemen Hermityen bir yapidir. Son

olarak S®’min bir yaklagik Kaehleryen manifold oldugunu gosterelim.

X,Y € x(8%) N € x-(5%) ve V, R”’nin koneksiyonu olmak iizere Onerme 2.5.2 (iv)

kullanilarak

(VxJ)Y = VyxJY —J(VxY)

= Vx(NxY)—NxVyxY

= (VxN) xY.



52

Burada konuya kii¢iik bir parantez agalim: g(N,N) = 1 oldugundan bu ifadenin kovaryant
tiirevi alinirsa

(§Xg)(N7N) :Xg(NvN) _2g(§XN7N)7

yani

g(VxN,N) =0.

Buradan VyN vektoriiniin (S)’ya ait oldugu goriiliir. Boylece Weingarten formiiliinden
VN = —AyX +ViN = VxN = —ApX.

Ote yandan S° sabit egrilikli ve 1 yarigapli oldugundan AyX = —X [12]. Bu bilgilerle
(VxJ)Y + (VyJ)X ifadesinin sifir oldugu goriiliir. Dolayistyla S kiiresi yaklagik Kaehleryen

manifolddur.

2.5.4 Uyan[13]: S° iizerinde kompleks yapi tanimlanamayacagindan S® bir Kaehleryen

olmayan yaklagik Kaehleryen manifoldtur.

2.5.5 Teorem: Yaklasik Kaehleryen S kiiresinin ortalama egriligi sabit ve 1 dir.

Kamt: R uzayi flat oldugundan ¢ = 0 sabit egrilikli oldugu acik ve buradan R, S®’nin egriligi
olmak iizere sayfa 29 (x)’daki

g(R(X,Y)Z,W) = C[g(Y,Z)g(X,W) _g(X7Z)g(Y7W)] +g(h(Y7Z)7h(XaW>) _g<h(sz)7h(Y’W))
denklemi her X,¥,Z,W € x(5°) icin
8(R(X,Y)Z,W) = g(h(Y,Z),h(X,W)) — g(h(X,Z),h(Y,W))

denklemine indirgenir. Kiirelerin her noktas1 umbilik oldugundan $° tiimel umbilik olup H,

S®nin ortalama egrilik vektorii olmak iizere Teorem 2.3.11°den

g(R(X,Y)Z,W) =g (Hg(Y,Z),Hg(X ,W)) — g(Hg(X,Z),Hg(Y,W)).
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Bu denklem diizenlenirse
g(R(X,Y)Z,W) = g(H,H)[g(Y,Z)g(X, W) — g(X,Z)g(Y,W)].
Ayrica S5(1) kiiresi ¢ = 1 sabit egrilikli oldugundan
1g(Y,Z)g(X. W) —g(X,Z)g(Y,W)] = g(H,H)[g(Y, Z)g(X,W) — 8(X, Z)g(Y,W)],

buradan g(H,H) = ||H||?> = 1 oldugundan ortalama egrilik 1 bulunur. [
2.5.6 Sonuc: S° kiiresi paralel ortalama egrilik vektoriine sahiptir ve minimal degildir.

Simdi Teorem 2.5.5’in kanmitina dayanarak Teorem 2.5.5’1 asagidaki teoreme

genellestirebiliriz.

2.5.7 Teorem Flat bir uzayin sabit egrilikli tiimel umbilik herhangi bir alt manifoldu sabit

ortalama egriliklidir.

2.6. YAKLASIK KAEHLERYEN 5° KURESININ ALT MANIFOLDLARI

Bu kisimda S° kiiresinin hemen hemen kompleks, tiimel gercel gibi alt manifold
siiflarina ve bazi tiimel umbilik, tiimel geodezik gibi 6zel sartlar altindaki alt manifoldlarina

deginecegiz. Bu kisimda [3,12] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

S® kiiresinin hemen hemen kompleks alt manifoldlarini ¢alisan bir cok matematikgi
bulunmaktadir. Bunlar arasinda Alfred Gray, S° kiiresinin 4 boyutlu hemen hemen kompleks
alt manifoldunun bulunmadigini ispatlamistir [14]. Hemen hemen kompleks bir manifoldun
¢ift boyutlu olmasi gerektiginden S® kiiresinin hemen hemen kompleks alt manifoldlari

sadece 2 boyutludur.

S° kiiresi sabit egrilikli oldugundan normal koneksiyonunun flat oldugunu biliyoruz.
Simdi % nin bir alt manifoldunun tiimel umbilik olmasi durumunda bu alt manifoldun da

normal koneksiyonunun flat oldugunu kanitlayalim.

2.6.1 Yardima Teorem[12]: N, S° kiiresinin Boy(N) = 2 > 0 olacak sekilde tiimel umbilik

bir alt manifoldu olsun. N alt manifoldunun normal egriligi sifirdir.
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Kamt: H, N’nin ortalama egrilik vektorii olsun. Her X,Y € x(N) ve U € x*(N) keyfi olmak
iizere g(h(X,Y),U) ifadesini ele alalim. Teorem 2.3.11’den

g(h(X,Y),U) = g(Hg(X,Y),U) = g(H,U)g(X,Y).
Diger yandan g(h(X,Y),U) = g(AyX,Y) oldugundan bu iki ifade birlestirilirse
g(AuX,Y) = g(g(H,U)X,Y).
Buradan
AuX = g(H,U)X. (2.28)

Simdi
gR(X,Y)V,U) = g(R*(X,Y)V,U) +¢([Au,Av]X,Y)

Ricci denkleminde S® sabit egrilikli oldugundan sol taraf sifirdir. Ayrica tiimel umbilik N
manifoldu i¢in

g([Av,Av]X,Y) =0.

Bunu gormek icin (2.28) denklemi kullanilirsa

g([Av,Av]X,Y) = —g(AuX,AvY)+g(AuY,AvX)

= —g(e(M,U)X, ¢(H,V)Y)+¢(g(H,U)Y,g(H,V)X)

= —¢(X.Y)[g(®BU)g(HV)] — (Y. X)[g(H,U)g(H,V)]

bulunur. Son elde edilen denklem Ricci denkleminde yerine yazilirsa g(R(X,Y)V,U) = 0.

Bu sonug ile tiimel umbilik N manifoldunun normal egriligi sifir olur. |
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2.6.2 Onerme[3]: S kiiresinin tiimel umbilik alt manifoldu da sabit egriliklidir.

Kamt: N, S° Kiiresinin tiimel umbilik alt manifoldu ve H, N’nin ortalama egrilik vektorii
olsun. N tiimel umbilik oldugundan her X,Y,Z,V € x(N) i¢in h(X,Y) = Hg(X,Y) olmak

gR(X,Y)Z,V)=clg(Y,Z)g(X,V)—g(X,Z)g(Y, V)] +g(h(Y,Z),h(X,V)) = g(h(X,Z),h(Y,V))
denklemi
8(R(X,Y)Z,V)=clg(Y,Z)g(X.V)—g(X,Z)g(Y. V)| +5(Hg(Y,Z),Hg(X,V)) —g(Hg(X, Z), Hg(Y,V))
denklemine indirgenir. Bu denklemde gerekli diizenleme yapilirsa

gR(X.Y)Z,V) = (c+|H|]*)[s(Y. 2)g(X,V) — g(X,Z)g(Y,V)].

Yardimci Teorem 2.6.1 ve Codazzi denkleminden (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X,Z) olur ki 6zel
olarak Boy(N) = 2 icin bu denklemden |[H||? sabit bulunur. Bunu gérmek igin 4 (Y, Z) icin alt

manifoldlarda tanimladigimiz II. temel formun tiirevinden
(Vxh)(Y,Z) = Vyh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)
yazilir ve bu ifade h(Y,Z) = Hg(Y,Z) tiimel umbilik sart1 dikkate alinarak diizenlenirse
(Vxh)(Y,Z) = Vx [Hg(Y,Z)] —Hg(VxY,Z) —Hg(Y,VxZ),

(Vxh)(Y,Z) = g(Y,Z)V)%H—I—HVXg(Y,Z) - HVXg(Y,Z),
(Vxh)(Y,Z) = g(¥,Z)VyH.

Benzer sekilde (Vyh)(X,Z) ifadesi i¢in de ayni islemler yapilirsa
(Vyh)(X,Z) = g(X,Z)VyH.
(Vyh)(X,Z) = (Vxh)(Y,Z) esitliginden

g(X,Z)VyH = g(Y,Z)VxH.
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X ve Y ortonormal baz vektorleri olarak secilirse her Z € y(N) i¢in
(VZH) =0
bulunur. Boylece |[H||? sabit olur. Sonug olarak
g(RIX.Y)Z,V) = (c+|H|*)[s(Y,2)8(X,V) —g(X,Z)g(Y,V)]

denklemi, Boy(N) > 2 icin S’ nin N tiimel umbilik alt manifoldunun ¢ + ||H||? sabit egrilikli
oldugunu ifade eder. S°, ¢ = 1 sabit egrilikli oldugundan S° kiiresinin tiimel umbilik alt

manifoldlariin egriligi,
g(RX,Y)Z,V) = (1+|H|[*)[g(Y,2)g(X,V) —g(X,Z)g(¥,V)]

seklindedir. ]
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda manifoldlar teorisinde 6nemli yeri olan bir Riemann manifoldunun
sagladig1 ozeliklerin onun alt manifoldunun da saglayip saglamayacagi sorusuna cevap
aranmistir. Bu diislince diginda bir manifoldun burulmasinin o manifoldun geometrisi ile
ilgili onemli ipuclar1 verdigi diisiiniilerek 6zellikle S® kiiresinin has egik alt manifoldunun
Kaehleryen yapiya sahip oldugu gosterilirken S kiiresinin Nijenhius tensorii dikkatle

incelenmistir.

Bu tez calismasi1 boyunca kaynak olarak internet web siteleri, kiitiiphane kaynaklarindan

yararlanmilmistir. Tezin sunumu i¢in Latex programi kullanilmagtir.
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4. BULGULAR

4.1. YAKLASIK KAEHLERYEN 5° KURESININ EGiK ALT MANIFOLDLARI
4.1 Yardimer Teorem: S° kiiresinin egik alt manifoldlar 2 boyutludur.

Kamt: Bir egik alt manifoldun ¢ift boyutlu olmas: gerektiginden S° kiiresinin egik alt
manifoldlari ya 4 ya da 2 boyutludur. Fakat S° kiiresinin 4 boyutlu egik alt manifoldu yoktur.
Bu ifadeyi kamitlamak icin b, Q = P*’nin -1 6z degerli 6z uzayi (egik dagilimi) olmak iizere

N, S° kiiresinin egik alt manifoldu olsun. Onerme 2.4.24’teki
Boy(S°) > 2Boy(N) — Boyhy

denkleminden N egik alt manifoldu 4 boyutlu olursa Boy(N) = 4 ve Boybh, > 2 olur.
Onerme 2.4.21’in kamitina gore Boyh, = 4 ya da Boyh, = 2 olmalidir. A = —1 6z degerine
karsilik gelen 6z uzay A = —cos?0 ifadesinden 6 = 0 hemen hemen kompleks dagilimi
olur. Dolayisiyla b, egik dagilimi hemen hemen kompleks bulunur. Buradan agiktir ki
BoyN = 4 = Boyb, esitliginden N egik alt manifoldu 4 boyutlu hemen hemen kompleks alt
manifold olur ki bu durum S kiiresinin 4 boyutlu hemen hemen kompleks alt manifoldunun

bulunmamasi sonucu ile ¢elisir.

Simdi Boyh, = 2 olmasi durumunu inceleyelim. Fakat bu durum da miimkiin degildir.
Gercekten u C T;-(N), b, dagihmina ortogonal 2 boyutlu dagilim olmak iizere (2.1)
denkleminden TN = b, ® u seklinde yazilirsa ortonormal {e1,es} € by ve {e3,e4} € U baz
takimlar1 ve Q = P> = A1 i¢in

1=2g(0(e3),0(e3)) = g(Aes, de3) = A%g(es,e3) = A2

Burada A € [—1,0] oldugundan A = —1 bulunur. Bu ise p dagiliminin hemen hemen
kompleks oldugunu ifade eder. O halde TN = h, & u esitliginden 4 boyutlu TN teget uzayi
hemen hemen kompleks olur ki ayni1 nedenle ¢eliski elde edilir. Sonug olarak S® kiiresinin

egik alt manifoldlar sadece 2 boyutludur. Diger bir deyisle S° kiiresinin egik alt manifoldlar:
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yiizeylerden ibarettir. |

4.2 Yardime1 Teorem: N, S° kiiresinin has egik alt manifoldu olsun. A, 80 kiiresinin
Nijenhius tensorii ve A7 ile AN sirastyla .4 nin teget ve normal bilesenleri olmak iizere

her X,Y € x(N) igin 4T (X,Y) =0.

Kamt: N egik alt manifoldu 2 boyutlu olmasi gerektiginden her ortonormal X,Y ikilisi i¢in

g(X,Y) = 0 ifadesine Vyx kovaryant tiirevi uygulanirsa
g(VxX,Y) = —g(X,VxY) (4.1)
denklemi elde edilir. Ote yandan g(JX,JY) ifadesine Vx kovaryant tiirevi uygulanirsa
g(VxJX,JY)) = —g(JX,VxJY) (4.2)
denklemi elde edilir. Burada (4.1) denklemine (2.16) denklemini uygularsak
g((JVxX,JY) = —g((JX,JVxY) (4.3)
denklemini elde ederiz. $imdi (4.2) ve (4.3) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak
g(VxJ)X,JY) = —g(JX, (VxJ)Y)
esitligini elde ederiz ki S° yaklasik Kaehleryen manifold oldugundan (VxJ)X = 0 ve buradan
g((IX, (VxJ)Y)) =0
elde edilir ki (2.20) denklemleri kullanilirsa

0=g((UX,(Vx))Y)) = —g((X.J(VxJ)Y))=0

= g(X,—4J(VxJ)Y)

= g(X,./(X,Y)).
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N=A#T(X,Y)+ AN (X,Y) oldugundan
Ozg(X,W(X,Y)):g<X,JVT(X,Y))+g(X,JVN(X,Y)):g(X,J/T(X,Y)).

Benzer sekilde g(Y, .47 (X,Y)) = 0 bulunur ve A4 7 (X,Y) = 0 elde edilir. u

4.3 Teorem: N, S° kiiresinin tiimel umbilik has egik alt manifoldu olsun. .#", S° kiiresinin

Nijenhuis tensorii ve .47 ile A4V sirasiyla .4 nin teget ve normal bilesenleri olmak iizere

V X,Yex(N) , P((VxP)Y)=—t((VxF)Y).

Kamt: S° yaklasik Kaehleryen bir manifold oldugundan sifirdan farkli Nijenhuis tensoriiniin
N (X,Y) = —4J(VxJ)Y oldugunu biliyoruz. V, S° kiiresinin ve V, N’nin koneksiyonlar
olmak iizere ortonormal {X,Y} € x(N) icin sirasiyla (2.15), J hemen hemen kompleks
yapisinin lineerligi, Gauss ve Weingarten formulii, (2.20) ve sayfa 37°deki (x) esitlikleri

kullanilirsa

N(X,Y) = —4J(VxJ)Y,

= —4J(VxJY —JVxY)

— —4J(VxJY —JVxY —Jh(X,Y))

= —4J(VxPY +VxFY —PVxY —FVxY —th(X,Y) — fh(X,Y))

= —4J(VxPY +h(X,PY)+VxFY —ApyX — PVxY —FVxY —th(X.Y) — fh(X.Y))

= —4J((VxP)Y +h(X,PY)+ (VxF)Y —ApyX —th(X,Y) — fh(X,Y))

= —4(P+F)((VxP)Y —ApyX —th(X,Y)) —4(t+ f) (h(X,PY) + (VxF)Y — fh(X,Y))
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elde edilir. A4 (X,Y) = 4T (X,Y)+.4#N(X,Y) oldugundan son denklemin teget ve normal

kisimlan karsilagtirilirsa
NT(X,Y) = —4P((VxP)Y —ApyX —th(X,Y)) — 4t (h(X,PY) + (VxF)Y — fh(X,Y)),

AN(X,Y) = —4F (VxP)Y —ApyX —th(X,Y)) —4f (h(X,PY) + (VxF)Y — fh(X,Y)).

N tiimel umbilik has egik alt manifold oldugundan N’nin minimal [15], dolayisiyla tiimel

geodezik oldugu dikkate alinirsa 2 = 0 icin
N T(X,Y)=—4P((VxP)Y) — 4t ((VxF)Y).

Burada Yardimci Teorem 4.2°den .47 (X,Y) = 0 oldugu kullamlirsa istenen esitlik elde
edilir. |

4.4 Sonuc: Eger VF = 0 ise Teorem 4.3’e gére VP = 0 olur ki bu durumda Tanim 2.4.17’ye

gore N Kaehleryen egik alt manifold bulunur.

4.5 Sonuc[25]: Tanim 2.4.13’ten herhangi bir Kaehleryen manifold kompleks manifold ve
her kompleks manifold yonlendirilebilir oldugundan S° kiiresinin tiimel umbilik has egik alt

manifoldu Sonug 4.4’e gore yonlendirilebilirdir.

4.6 Teorem: S kiiresinin tiimel umbilik has egik alt manifoldlarinin kesit egriligi k = 1 .

Kamt: S kiiresinin tiimel umbilik alt manifoldlarinin egriliginin
$(R(X.Y)Z,V) = (c+|[B][*)[s(Y,Z)g(X,V) — g(X,Z)g(Y.V)]

formunda oldugunu Onerme 2.6.2’den biliyoruz. S® kiiresinin N tiimel umbilik has egik alt

manifoldu minimal oldugundan ,bkz. [15], H = 0 olur ki yukaridaki esitlik

halini alir. Dolayisiyla Teorem 2.2.13’den k¥ = 1 bulunur. |
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4.7 Sonuc: S° kiiresinin tiimel umbilik has egik alt manifoldlari Einstein manifolddur.

Kamt: N, S° kiiresinin tiimel umbilik has egik alt manifoldu olsun. Bu durumda Teorem

4.6’¢ gore N manifoldunun egriligi g(R(X,Y)Z,V) = g(Y,Z)g(X,V) — g(X,Z)g(Y,V)

seklindedir. Bu denklemde E; ,1 < i < 2, ortonormal bazi i¢in X =V = E; alinirsa Tanim

2.2.15’ten

2
1 18(Y,Z)g(Ei, E;) — g(Ei, Z)g(Y,E;)]

1

S(Y,Z) = ig(R(Ei,Y)Z,Ei) =
=1

1

= [2¢(Y,2)- ) g(g(Y,E)E;,Z)]

o

1

~

= |25(¥,2)—¢(v,2)]

= g(V,2).

Boylece Tanim 2.2.14’°e gore N bir Einstein manifolddur. |
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5. TARTISMA VE SONUC

Bir manifoldun sahip oldugu 6zeliklerin o manifoldun alt manifoldu i¢in de saglanip
saglanmadig1 matematik¢iler i¢in her zaman temel problemlerden biri olmustur. Biz bu
calismamizda yaklasik Kaehleryen S° kiiresinin alt manifoldlari icin bu problemlerden birini
inceledik. Bu incelemeye Yardimci Teorem 2.6.1°de S®’nin alt manifoldunun tiimel umbilik
oldugu durumda alt manifoldun normal koneksiyonunun da flat olup olmadigini arastirarak
basladik. Daha sonra S kiiresinin sabit egrilikli olmasinin onun tiimel umbilik alt manifoldu
icin de gecerli olup olmadigin1 Onerme 2.6.2’de inceledik. Daha sonra bu sonucu bizim
calisma konumuz olan S nin has egik alt manifolduna tasiyarak tiimel umbilik olma sart:
altinda ele aldik ve S® nin tiimel umbilik has egik alt manifoldlarimin egriliginin 1 oldugunu

bulduk.

S® kiiresinin burulmasindan yola c¢ikarak onun has egik alt manifoldunun ne zaman
Kaehleryen manifold olacagini arastirdik. Bunun igin 6nce S° kiiresinin Nijenhius tensériinii
S8 nin has egik alt manifolduna kisitladik ve buradan .47 (X,Y) = 0 esitligine ulagtik. Bunu
kullanarak VF = 0 kosulu altinda VP ’nin sifira esit oldugu sonucuna ulastik. Boylece S°
kiiresinin has egik alt manifoldlar ile ilgili 6zgiin bir sonucu elde etmis olduk. Bu sonug
yardimiyla S® kiiresinde kompleks yapi tanimli olmamasina ragmen onun tiimel umbilik
has egik alt manifoldunun hangi durumda kompleks yapili ve integrallenebilir olacagin
incelemis olduk. Son olarak S° kiiresinin tiimel umbilik has egik bir alt manifoldunun

Einstein manifold oldugunu has egik alt manifoldun egriligi yardimiyla elde ettik.
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