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OZET

BAGIMSIZ SINIRLAYICILAR VE VEKTOREL CEKIM ALANI
ETKIiSINDEKI PARCACIGIN KAOTIK DINAMIGI

Burcu EMRE
Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dah
Danisman: Do¢. Dr. Mesut KARAKOC
Haziran 2022; 35 sayfa

Bu tez gcalismasinda Serbest bir titresici ve yer ¢ekimi etkisi altinda hareket eden
noktasal bir kiitlenin dinamigi c¢alisilmistir. Modelimizde olusturulan ziplayan-top
sisteminin simirlayici hareketi basitge bir siniis fonksiyonu ile modellenerek sistemin
siradan veya diizenli olarak tanimlanan davranistan kaotik davranisa gegisleri incelenmis,
farkli genlik degerlerinde sistemin periyodik ve kaotik davraniglari hesaplanmistir.
Modelin kaotik davranig gosterdigi durumlar igin sistemin davranigini etkileyen farkli
parametre degerleri detaylica incelenmistir. Bu baglamda, modelin kaotik ve diizenli
davranig gosterdigi durumlar igin sistemin zaman serisi, faz uzay1r ve Bifurkasyon
diyagramlar1 elde edilerek farkli parametreler i¢in sonuglar yorumlanmistir. Elde
ettigimiz sonuglarda, ayni baslangi¢ kosullariyla genlik A < 0,0235 oldugunda sistemin
periyodik davranis gosterdigi ve A > 0,0235 oldugunda ise sistemin kaotik davranig
sergiledigi gozlenmistir. Ayrica, verilen kosullardaki ziplayan top sistemi i¢in garpma
parametresinin kaotik davranis olusum siirecine etkisi agiklanmistir ve yine ayni
kosullarda ziplayan top sistemi i¢in Bifurkasyon diyagramlari elde edilen sonuglar i¢in
yorumlanmistir. Bu ¢alismada yapilan tiim hesaplamalar Python 3 dilinde tarafimizca
yazilan programlarla analitik ve niimerik yontemler kullanilarak elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bifurkasyon, Dinamik sistem, Kaos, Ziplayan top
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ABSTRACT

THE CAOTIC DYNAMICS OF THE PARTICLE UNDER THE INFLUENCE
OF INDEPENDENT LIMITERS AND VECTORAL GRAVITATIONAL FIELD

Burcu Emre
MSc Thesis in Natural Science
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mesut Karako¢
June 2022; 35 pages

In this thesis, the dynamics of a free oscillator and a point mass moving in the
gravitational field are studied. In our model, the oscilating plate motion of the bouncing
ball system which is created is simply modelled with a sine function and the transitions
of the system from ordinary or regularly defined behavior to chaotic behavior are
examined, the results are calculated for the periodic and chaotic behavior of the system
at different amplitude values. In cases where the model exhibits chaotic behavior,
different parameter values effecting the behavior of the system are examined in detail. In
this context, the time series, phase space and Bifurcation diagrams of the system were
obtained for cases where the model showed chaotic and regular behavior and the results
were interpreted for different parameters. In the results we obtained, it was observed that
the system showed periodic behavior when the amplitude A < 0,0235 with the same
initial conditions, and the system displayed chaotic behavior when A > 0,0235. In
addition, the effect of the impact parameter on the chaotic behavior formation process for
the bouncing ball system under the given conditions is explained and the Bifurcation
diagrams for the bouncing ball system under the same conditions are interpreted for the
results obtained. All calculations made in this study were obtained by using analytical
and numerical methods with programs written by us in Python 3 language.

KEYWORDS: Bifurcation, Bouncing ball, Chaos, Dynamical system
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1. GIRIS

Klasik mekanik, duran veya 1s1k hizindan daha diistik hizlarda hareket eden makro
boyutlardaki fiziksel nesnelere etki eden kuvvetleri, bu kuvvetlerin etkisinde kalan
nesnelerin nasil hareket ettigini ve konumlarinin zamana bagli degisimini inceler.

Klasik mekanige gore; dogadaki sistemler dogrusal ve dogrusal olmayan sistemler
olarak ikiye ayrilabilir. Dogrusal sistemler, diizenli yoriingeler olusturur ve ge¢mis
davranigini tekrar ederek hareketini siirdiiriir. Bu diizenli davranig, baslangi¢ durumu
bilindigi takdirde sistemin herhangi bir andaki durumu hakkinda bilgi sahibi olabilmemiz
icin bize olanak saglar. Dogrusal olmayan sistemler ise baslangigta kolay tahmin
edilebilir goériinmekle beraber zaman i¢inde 6ngoriilmesi zor davranis sergilemeye baslar.
Sistemin bu davranisi baslangi¢ kosullarina gosterdigi hassas baglilikla ortaya c¢ikar.
Baslangic kosullarinda yapilan c¢ok kiiclik degisimler sistemin davranisini 6nemli
miktarda degistiriyorsa bu durum sistemin kaotik davranis gosterebilecegi anlamina gelir.
Poincare, Bifurkasyon, Lyapunov iistelleri ve Cobweb gibi yontemler Lojistik harita vb.
dinamik sistemlerde olusabilecek kaotik davranisi tespit etmek ve haritalandirmak igin
kullanilir.

Kaotik davranigin farkina varan ilk kisilerden birisi olan Edward Lorenz 1972°de
anlik hava tahminlerini dogru yapabilmek igin parametreleri atmosferin olgiilebilen
ozelliklerine bagl ii¢ denklem Onermistir. Hesaplamalarinda tahminler i¢in kullandigi
baslangi¢ parametrelerindeki ¢ok kiigiik degisikliklerin sistemin gelecekteki davranigini
tamamen farklilagtirabildigini goézlemlemistir. Lorenz meslektaglarinin onerisiyle bu
davranist “kelebek etkisi" olarak adlandirmistir ve “Tahmin edilebilirlik: Brezilya’da bir
kelebegin kanat ¢irpmasi Teksas’ta bir kasirga basglatir mi1?" baslikli bir sunum yapmustir
(Lorenz 1972). Boylece kaotik davranig gosteren baska fiziksel sistemler iizerine
caligmalarin yapilmasi i¢in oncii olmustur.

Ruelle ve Takens akigskanlarda gerceklesen tiirbiilans davranigi igin acayip
cekicileri dikkate alan yeni bir teorem 6nermislerdir (Ruelle ve Takens 1971).

May popiilasyon biyolojisinde tekrarlamali haritalarin kaotik davranislara sahip
olabilecegini gosterdi (May 1976).

Feigenbaum ise bazi evrensel kanunlar ¢ergevesinde diizenli sistemlerin kaotik
davraniga gecebilecegini gostererek, kaos ve faz gecisleri arasinda bag kurmus oldu
(Feigenbaum 1978).

Gollub, Libchaber, Swinney, Linsay, Moon ve Westervelt gibi deneyciler ise kaos
hakkindaki bu yeni fikirleri akigkanlar, elektronik devreler, mekanik salinicilar ve
yartiletkenleri iceren deneyler gerceklestirdiler (Strogatz 2018). Boylece kaotik
davranigin evrendeki birgok fiziki sistemin ve mekanizmanin isleyisinde etkin olabildigi
kesfedilmis oldu.

“Global ballistic acceleration in a bouncing-ball model” (Kroetz vd. 2015) baslikli
eserden derlenen literatiir bilgisine goére: Kaotik davraniglarin gozlenebildigi bir bagka
caligma alan1 da Enrico Fermi’nin (Fermi 1949) kozmik 1sinlarin yiiksek enerjilerinin
kokenini agiklamak i¢in onerdigi bir mekanizma ile ortaya ¢ikti. Fermi yildizlar arasi
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boslukta salinan manyetik alanlarla etkilesen pargaciklarin ortalama olarak enerji
kazanimi1 sergileyecegini iddia etti (Kroetz vd. 2015). Enerjinin sinirsiz olarak
biiylimesine sebep olacak bu mekanizma “Fermi ivmelenmesi" (FA) olarak adlandirilir.
Literatiirde FA uygulamalar ile plazma fizigi (Lieberman ve Godyak 1998; Milovanov ve
Zeleyni 2001), astrofizik (Veltri ve Carbone 2004; Kobayakawa vd. 2002; Rieger vd.
2007), atom optigi (Lanzano vd. 1999; Saif vd. 1998; Steane vd. 1995) ve ozellikle de
bilardo dinamigi (Loskutov vd. 1999) gibi gesitli alanlarda ¢alismalar gergeklestirilmistir.
FA olgusu hizin ~ +/t ile orantili olarak biiyiidiigii faz uzaymda normal difiizyon ile
iliskilendirilmektedir (Kroetz vd. 2015). Ancak, FA i¢in farkli biiyiime davranislarina
sahip bolgeler de bulunabilir: {istel gelisim bolgesi (Gelfreich vd. 2011; Gelfreich vd.
2012; Shah vd. 2010; Batistic 2014) veya ~ +/t’den daha yavas biiyiime bolgesi ki
yapiskanlik olgusu bu bélge igin 6nemli etkendir (Livorati vd. 2012a; Livorati vd. 2012b).

Calismamizin konusu olan yergekimi etkisi altindaki diizgiin kiitle dagilimina
sahip bir par¢acigin titresen diizlem {izerindeki davraniginin aslinda Fermi’nin 6nerdigi
mekanizmanin mekanik bir sisteme uygulamasidir. Serbest diisen bir cismin titresen bir
smirlayicr ile etkilestigini diisiinelim. Cisim sinirlayiciyla etkilesmedigi siirece serbest
diistis gerceklestirir ve dogrusal dinamige sahip bir davranis gosterir. Fakat sinirlayiciyla
olan etkilesmesine (elastik veya inelastik) veya sinirlayicinin salinimimin periyodik olup
olmamasina bagl olarak dogrusal ve dogrusal olmayan dinamik davraniglari arasinda
gecisler gergeklestirebilir. Hatta bazi1 durumlarda kaotik davranis gosterebilir.

Bu tez ¢alismasinin amaci, serbest bir titresici ve yer ¢ekimi etkisi altinda kalan
noktasal bir kiitlenin dinamiginin hesaplanmasi, sistemde olusabilecek kaotik durumlarin
belirlenmesi ve sistemin siradan davranistan kaotik davranisa gegisinin incelenmesidir.
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2. KAYNAK TARAMASI
2.1. Kuramsal Bilgi
2.1.1. Ziplayan top sisteminin modellenmesi

Z1playan top sistemini modellemek i¢in masanin kiitlesinin topun kiitlesinden ¢ok
bliyiik oldugunu varsayalim ve top ile masa arasindaki etki anlik olsun. Deneysel sistem
icin bu varsayimlar gercekeidir ve anlasilir ki masanin hareketi top ile ¢arpismasindan
etkilenmez. Carpismalar genelde inelastiktir yani her carpmada kiiciik bir enerji
kaybedilir. Eger hi¢ enerji kaybedilmezse carpisma elastik olarak adlandirilir (Tufillaro
vd. 1990).

2.1.1.1. Hareket denklemleri

Ziplayan top sisteminde ashinda iki farkli gézlem gergevesi bulundugunu goz
Oniinde bulunduralim:

e Yerden goriilen top hareketi (zemin gozlem gergevesi)
e Masadan goriilen top hareketi (masa gézlem gergevesi)

Baslangi¢ olarak iki gézlem gergevesinin ayni oldugu ve masanin sabit oldugu
durumu diisiinelim. vy, k. garpma dncesi topun hizi, v k. ¢arpma sonrasi topun hizi olsun.
v, ¢arpmadan hemen onceki hizi gosterir. Eger masa sabitse ve ¢arpma elastikse vy, =
—v), ile ifade edilir. Enerji kaybi olmadigindan top ters yone doner fakat hizinin
biiytikliigii degismez. Eger ¢arpisma inelastikse, her ¢arpismada enerji kaybi olacagi i¢in
topun hiz1 azalacaktir. Bu durumda hiz vy, = —av, (0 < a < 1,k € Z*) olur. Burada a
carpma parametresi olup her etkide enerji kaybinin dlgiisiidiir. Eger a = 1 ise sistem
korunumludur ve c¢arpisma elastiktir. Carpma parametresi, inelastik ¢arpisma igin tam
olarak 1’den azdir (Tufillaro vd. 1990).

Masa hareketli oldugunda topun hizi, bir ¢arpismanin hemen sonrasinda masanin
etkisinden dolay1 ek bir terim alacaktir. Topun hizindaki degisimi hesaplamak icin
masadan topun hareketini diisiinmek gerekir. Masa gozlem ¢ergevesinde masa sabittir.
Top ancak zemin gozlem ¢ergevesinde masanin hizinin ziddina esit olan ek bir hiza sahip
goriiniir. Boylece topun hizindaki degisimi hesaplamak i¢in masa gozlem c¢ergevesinde
hizdaki degisimi hesaplayabiliriz ve sonra zemin gozlem gercevesinde topun hizini
bulmak i¢in masanin hizini ekleyebiliriz.
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e ®
B
(a) (b)

Sekil 2.1. a) Topun zemine gore hareketi; b) Topun masaya gore hareketi (Tufillaro vd.
1990)

Sekil 2.1.a’da verilen u;, masanin yere gore hizini, v, ise topun yere gore hizini
temsil etmektedir. 7, k. garpma sonras1 masa goézlem gergevesine gore topun hizi ve 7',
k. carpma Oncesi masa gézlem gergevesine gore topun hizi olsun. Buna gore, topun masa
gbzlem g¢ercevesinde inelastik carpigmadan dolay1 hiz kaybu,

olur. Topun yere gore hizini bulmak i¢in Sekil 2.1.b’de goriildiigii gibi topun masaya gore
hizina masanin hizin1 eklemeliyiz.

Vg = Uy — Uy, Vi = U + Uy (2.2)
U =V — U, V=0 + U (2.3)

Denklem (2.1)’i denklem (2.2) ve (2.3)’i kullanarak diizenledigimizde;
v = (14 @u, — av'y (2.4)

elde edilir. Bu denklem ‘etki iligkisi’ olarak bilinir. Titresen masanin topun hizina
(1 + a@)uy, kadar katkida bulundugunu ifade eder.

Top ve masa ¢arpistiginda topun hareketini hesaplamak i¢in zamani, bdylece
fazlar1 (6 = wt) hesaplanmalidir. Topun ve masanin konumlar1 arasindaki fark sifir
oldugunda ¢arpma olusur. Carpmalar arasinda hareket basit oldugu i¢in topun durumunu
etki haritas1 ve faz haritasi olarak tanimlayabiliriz. Bu da ¢arpma faz1 ve ¢arpma hizinin
mevcut degerlerini girdi olarak alir ve ardindan bir sonraki ¢carpma fazi ve ¢arpma hizini
uretir.

X(1) = 3+ vt~ 1) — 5 gt~ 6)? (2.5)
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Denklem (2.5) k. ¢arpmadan sonra t zamaninda topun konumu olsun. Burada x; k.
carpmada topun konumu ve t; K. ¢arpma zamanidir. Masanin konumu;

s(t) = A[sin(wt + 6,) + 1] (2.6)

A genligi, w frekansi ve 6, baslangi¢ fazi ile ifade edilebilir. Siniis fonksiyonuna A’y1
daima pozitif tutmak i¢in ‘1’ eklenmistir. Top ve masa arasindaki konum farki;

d(t) = x(t) —s(t) (2.7)

dir. Top asla masanin altinda olamayacagi i¢in bu denklem hi¢bir zaman negatif olmayan
bir denklem olmalidir. d(t) = 0 oldugunda ilk deger, t > t;, bir sonraki ¢arpma
zamanini dolayli olarak tanimlar. Denklem (2.5) ve denklem (2.6), (2.7) bagintisinda
yerine yazildiginda;

1 ) )
0 = xp + Vg (trsr — ty) — Eg(tk+1 — t)* — Alsin(Wtyy1 + 6p) + 1] (2.8)

k. carpma anini veren ifade elde edilir. Faz ve zaman degiskenleri arasinda 8 = 6, + wt
tanimlamasi yapildiginda denklemi faz bakimindan tekrar yazarsak;

0= A(sin@k + 1) + vk<
w w
— Alsin 6,4 + 1]

ki1 O\ 1 (Okeq O\’
(2.9)

denklemini elde ederiz. Bu ifade kapali ‘faz haritasi’ dir. Burada 6y,,.1, d(8) = 0 i¢in bir
sonraki 6 degeridir.

Hiz haritas1 dogrudan (2.4) bagintisindan tiiretilir. K. ¢carpma sonrasi hiz ile
k+1’inci ¢arpma Oncesi hiz biyiikliigii ayni olacagindan k+1” inci ¢arpma 6ncesine kadar
olan siire igin;

Vg1 = Ve — 9(trr1 — t) (2.10)

olur. Denklem (2.4) k+1’inci ¢arpma igin tiiretildiginde;
Vg1 = (T + @upqq — av'iyq (2.11)

olarak yazilir. Buradaki hiz ifadeleri yerine yazildiginda;
Vg1 = (1 + @)Aw cos(Wiy i1 + 6p) — a[vy — g(Eesr — )] (2.12)

‘hiz haritas1’ elde edilmis olur. Faz degiskenine gore ifade edildiginde;
g
Vis1 = (1 + @)Aw cos Oy — [vk — W(Gkﬂ — Hk)] (2.13)

bulunur.
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Faz haritas1 ve hiz haritas1 denklemleriyle ziplayan top dinamigini bilgisayarda
tanmimlamak kolaydir fakat faz haritasindaki 6y, diger degiskenlerden ayrilamadigi i¢in
niimerik yontemlerle ¢oziilmelidir (Tufillaro 1990).

2.1.1.2. Yapiskan coziimler

Tek boyutta diisey diizlemde ziplayan topun siniisoidal titresen bir masa ile
etkilesimi icin hareketini tanimladik. Bu hareket sirasinda olusabilecek bazi durumlari
topun izledigi yoriingeyi takip ederken eklemek gereklidir. Top hareketini siirdiiriirken
iki durumda bulunabilir:

e Ziplama hareketini devam ettirebilir.
e Masanin ivmesi g olana kadar masa ile birlikte hareketini siirdiirebilir.

Topun masa ile birlikte hareket ettigi bolgeye ‘yapigsma bolgesi’ adi verilir ve bu bolge
uzun zaman alsa bile mutlaka olusur.

Masanin titresim fonksiyonunun ¢ukur noktasina denk geldigi yerde carpisma
meydana geldiginde topun hiz1 yeterince biiyiik degilse masa topu tagimak durumunda
kalabilir. Ornegin t = 0 aninda top masanin {izerinde durgun halde duruyor olsun. Masa
titresmeye basladiginda topun masadan ayrilabilmesi igin ivmenin yergekimi ivmesinden
daha biiyiik olmasi1 gerekir. Bu noktaya kadar top ve masa birlikte hareket ederler.

§=—-Aw?sinwt < —g

sinwt > 1

=

Burada, § masanin zamana bagl konum denkleminin ikinci tiirevi alinarak hesaplanmis
ivmesidir ve g = 9,80665 m/s? standart yergekimi ivmesidir. Denklem (2.14)’te elde
edilen ifade topun ‘indirgenmis ivme’si olarak tanimlanmir (Ward 2013). Indirgenmis
ivmenin 1’¢ esit olma durumu yapisma sartidir ve alt limit olarak harekete eklenmelidir,
1’den biiyiik degerlerde ziplama hareketine masadan bagimsiz devam edebilir.

Hareket esnasinda yapigsma durumu olustugunda sistem baslangi¢ kosullarina
dondiiriiliir. Tekrar hesaplansa bile baslangigtaki desenin aynisini ¢izdigi gozlenir. Buna
periyot-1 hareketi denir. Ziplayan top modelinde n tane bu sekilde birbirinden bagimsiz
ziplamalar olusur ve ‘periyot-n hareketi’ olarak ifade edilir (Ward 2013).

2.1.2. Haritalar

Harita, bir fiziksel sistemin davranisini kesikli denklemlerle ifade edilmesini
saglayan bir yontemdir. Lojistik harita, Henon haritas1 vb. haritalar 6rnek olarak
gosterilebilir.
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2.1.2.1. Lojistik harita

Lojistik harita popiilasyon degisimi gibi sistemler i¢in kullanilir. Popiilasyon
degisimini tanimlayan dinamik bir sistem denklem (2.15) ile tanimlanabilir. Bu denklem
‘Lojistik Denklem’ olarak adlandirilir:

N'(t) = %N(t)(l{ ~N@®D) (2.15)

Burada N(t) popiilasyondaki canli sayisi, a popiilasyon biiyliimesinin maksimum oran1 ve

K tagima kapasitesi (popiilasyonun miimkiin maksimum degeri) olarak tanimlanmistir.

Basit bir doniisimle x(t) = %t) (0<x(0) <1) degisimi yapildiginda ‘lojistik

denklem’ elde edilir:
x'(t) = ax(1 —x) (2.16)
Bu dogrusal olmayan fark denkleminin iki durumu tiretmesi amaglanmistir:

e Popiilasyon biiyiikliigii kiiciik oldugunda, popiilasyonun mevcut popiilasyonla
orantili bir oranda artacag tireme.

e Biiylime hizin1 ¢evrenin teorik ‘tasima kapasitesi’ni mevcut niifustan daha az
alarak elde edilen degere orantili bir oranda azalacagi aclik (yogunluktan
kaynakli 6liim) (Wikipedia).

2.1.2.2. Henon haritalar:

Henon haritalari, Lojistik haritalardan farkli olarak iki boyutlu sistemleri kapsar.
Henon denklemleri ile ifade edilir (Henon 1976):

Xp41 = 1—x xrzl + Vn (2 17)
Yn+1 = Bxp

Sekil 2.2. Henon haritalamada «= 1,4 ve § = 0,3 i¢in elde edilen grafik (Wolfram)
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Henon haritalari, EKG sifreleme mimarisi gibi sistemlerde kullanilmaktadir (Gengoglu
2018).

2.1.3. Yontemler

Sistemlerin davranislarinin kaotik olup olmadigini incelemek i¢in Bifurkasyon
diyagramlari, Cobweb diyagramlar1 ve Lyapunov istelleri kullanilabilir. Bu yontemler
asagida detayh sekilde agiklanmistir.

2.1.3.1. Bifurkasyon diyagrami

Dallanma diyagrami olarak da bilinen Bifurkasyon, bir diferansiyel denklem
sisteminin ¢ozlimleri gibi belirli bir sistemin nitel yapisindaki degisikliklerin
matematiksel olarak incelenmesidir. Bu incelemenin sonucunda elde edilen diyagram
basglangigta verilmis sabit parametrenin kiiciik degisimlerinin tamaminda Sistemin
davranigini (diizenli ve kaotik yapisini) net bir sekilde ortaya koymaktadir. Sonug olarak
parametre degisiminin hangi degerlerde sistemi kaotik davranisa gotiirdiigiinii gésteren
net bir harita olusur. Sistem periyodik bolgeden kaotik bdlgeye periyot katlanmasi veya
catallanma ile gegis yapar. Bu catallanma sistemin kararsiz olmasi veya kararli yapinin
yok olmasi sonucu olusur (Tatlipinar 2020). Bu sebeple dinamik sistemlerde kaotik yapiy1
gormek icin Bifurkasyon diyagrami énemlidir.

Bifurkasyon diyagramini elde etmek i¢in, sistemin degistirilecek olan parametresi
kiiciik adimlarla arttirilarak bir liste olusturulur. Bu degerlerde fonksiyon degerleri ayni
x degerleri icin hesaplanir ve bu degerlerle grafik cizdirilir. Lojistik denklem igin
bifurkasyon diyagrami Sekil 2.3’te verilmistir.

10 4
0.8 1 :
i
.——""",.-
06 1 _——— :\
5

04 4

021

00 1

200 225 250 275 300 325 350 375 400

Sekil 2.3. Bifurkasyon diyagrami
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Sekil 2.3’te a’ya karsi ¢izilmis f, (x) degerlerini goriiyoruz. a = 3 degerine kadar
lineer olan sistem diizenli yap1 sergilemektedir. Bu degerden sonra dallanmalar baslar ve
a = 4’e yakin degerlere ulastiginda sistem kaotiklesir.

2.1.3.2. Cobweb diyagram

Cobweb diyagrami, verilen baslangi¢ degerine sistemin verdigi tepkiyi gosterir.
Bifurkasyon diyagramindan farkli olarak, se¢ilen uygun parametrenin farkli degerlerinin
sadece bir tanesi i¢in sistem davranisini gosterir. Popiilasyon sistemi i¢in lojistik denklem
kullanilarak 6rnek bir Cobweb diyagrami olusturmak istersek oncelikle yapilmasi
gerekenler;

e Sistemin tanimlt ve anlamli oldugu ¢o6ziim araliginin bulunmasi gerekir. Bunu
fonksiyonun c¢oziim kiimesi vermektedir. Denklem (2.16) genel fonksiyon
oldugundan fonksiyonumuzu denklem (2.18) ile ifade edebiliriz.

fa(x) = ax(1 —x) (2.18)

Coziim kiimesi i¢in f; (x) = 0 hesaplanmalidir (Lok 2016). Buradan goriilecektir
ki x degerleri [0, 1] araliginda alinmalidir.

e Fonksiyonun ‘sabit noktalari’n1 bulmak i¢in f,(x) = x denkleminin ¢dziilmesi
gerekir. Coziildiginde py =0vep; =1 — % elde edilir. Bu degerler bize grafigi
yorumlamamiza yardimei olur (Lok 2016). Ornegin a = 2 degeri i¢in p; = x* ile

ifade edersek x* = 0,5 olacaktir. Belirledigimiz a degeri i¢in sabit nokta 0,5’tir
ve Cobweb diyagraminda grafigin sabitlenecegi nokta x* olacaktir.

Bu islemler yapildiktan sonra bir x, baslangic degeri verilir ve tiiretme fonksiyonu
kullanilarak iterasyonlar yapilir. Tiiretme fonksiyonu denklem (2.19)’da verilmistir.

Xn+1 = axn(l - xn) (219)

Xn41 Ve Xy, listeleri olusturularak grafik olusturulur. Sekil 2.4’te gortildiigii gibi x’in [0,1]
degerleri arasinda f, (x) fonksiyonuna kars1 grafigi ve a = 2,5 degeri ile beklendigi gibi
x* = 0,6’ya gittigi goriilmektedir.
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Sekil 2.4. x, = 0,2 baslangic degeri ve a = 2,5 i¢in Cobweb diyagrami

10 1 L0

0.5 A B3

—_

00 A T T T T T 00 . T T T T T
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100

10 1 10

05 - 0.5 -

0.0 A 0.0 1

000 025 050 075 100 000 025 050 075 100

Sekil 2.5. Basglangi¢ degeri x, = 0,5 alinarak farkli a degerleri i¢cin Cobweb diyagrami

Sekil 2.5°te sol iist kosedeki grafikte a = 1 oldugunda x* = 0 olmaktadir. Tek
degere gittigi bu grafikte goriinmektedir. Sag list grafikte a = 3,15 degerinde fonksiyonu

10
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kesen iki deger oldugu goriilmektedir. Yani ilk dallanma bu degerde olusacaktir. Sag alt
grafikte a = 3,5 oldugunda ise ikinci dallanmanin meydana geldigi yani 4 farkli degere
gittigi gortilmektedir. Sistemin kaotiklige dogru gittigi sonucunu ¢ikarabiliriz. Sag alt
grafik ise a = 3,9 degerinde anlasildig1 gibi sistemde kaos oldugunu gostermektedir.

2.1.3.3. Lyapunov iistelleri

Bir sistemin kaotik davranis gosterip gostermeyecegini incelemek igin kullanilan
yontemlerden biri de Lyapunov iistelleridir. Yontem bir baslangi¢ degerinde aralarinda
belli bir mesafe bulunan faz yoriingelerinin sistemin evrimi sirasinda birbirinden ne kadar
uzaklasacaginin dl¢iilmesine dayanan eksponansiyel bir tisteldir (Tatlipinar 2020). Rus
matematik¢i A. M. Lyapunov tarafindan lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
kararliligini incelemek igin gelistirilmistir (Wolf vd. 1985).

Faz uzaymin farkli yonelimleri icin ayrilma miktar1 farklilik gdstermektedir.
Neticede, faz uzayimin boyutu miktarinca Lyapunov iistelinden olusan bir spektrum elde
edilir. Pozitif bir iistel baslangigta birbirine yakin olan yoriingelerin zamanla uzaklastig
anlamia gelir. Ayrica pozitif istelin biyikligii yoriingeleri ne kadar hizli oranda
birbirinden uzaklastigini1 belirtir. Benzer sekilde iistelin negatif olmasi da ydriingelerin
birbirine zamanla yaklastig1 anlamina gelir (Bayraktar vd. 2017).

Lyapunov iistellerini hesaplamak igin bir baslangi¢c degeri segilir. Bu deger x,
olsun ve x,’1 ¢ok kiigiik ¢ kadar arttiralim. Bu durumda ikinci yoriingenin baslangic
kosulu x, + &’dur. n tane iterasyon yaparsak n iterasyon sonrasinda fark f™(x, + ) —

f™(x,) ve bagil hata [T+ &) 17x0) 1 caktr. Eger sistem periyodik hareket eden

&
diizenli bir yapidaysa bu fark cok kii¢iik olacak, eger sistem kaotik davranis sergiliyorsa
n iterasyon sonrasinda hata c¢ok biiylik olacaktir. Bu yoriingeleri birbirine ¢ok
yaklastirdigimizda yani &’u  sifira  gotlirdigiimiizde limit almamiz  gerekir;

lirré (f n(x°+81_f n(x")). Aslinda bu limit degeri f™’in x, noktasindaki tiirevine esittir;
fotd
(:—xf"(x)) . Ayrica n sayida iterasyonun f™(xo) = "7 (f(x0) ) = ™ H(xy)

X=Xo

olarak ifade edilebildigini biliyoruz. Zincir kuralini uygularsak;

d
<af”(x)> = f'(xn-)f (xn—2) = f'(x0) (2.20)

—40

elde ederiz. Denklem (2.20) bize biiyiime faktoriinii verir. Bitylime faktorii 1°den kiigiikse
daralmayi, 1’den biiyiikse genislemeyi gosterir.

Ortalama eksponansiyel biiylime faktorii n iterasyonda;

A=~ (tnlf Gene)| 4+l o)) (2.21)

elde edilir. Burada A, Lyapunov iistelidir. Bu ifadede n — oo igin diizenlersek;

11
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n-—1
1
A= lim —Z Inlf' (x| (2.22)
nren ey

olarak buluruz. Elde edilen A’lar kaosu 6lgmek i¢in kullanilir. Eger;

o 1> 0,{x,} kaotik davranig gosterir.
o 1<0,{x,}periyodik davranis gosterir.
e 1 =0, a bifurkasyon olusur (Lok 2016).

Lyapunov {istellerini hesapladiktan sonra grafigini olusturmak icin, Lyapunov
istellerinin oldugu ortalama 500 iterasyonluk bir data hazirlanir. Sonra parametre degeri
degistirilir ve hesaplama ayni baslangi¢ kosullar1 ile yeniden hesaplanir ve kaydedilir.
Yeni bir dosya i¢inde Lyapunov iistelleri yeni parametre setinden hesaplanir. Parametre
degerlerinin istenilen sayisi i¢in Lyapunov iistelleri kaydedildikten sonra data dosyasi
analiz edilir. Her bir set icin ilk birka¢ tahmin ayiklanir ¢linkii bunlar sistemin diizene
girmeden dnceki degerleridir ve yanlis bilgi veren degerlerdir. Kalan Lyapunov degerleri
ile grafik cizdirilir (Ozkaynak 2007).

Sekil 2.6°da lojistik harita i¢in 6rnek Lyapunov tisteli grafigi verilmistir. Lojistik
denklemdeki a degeri, a = 4 alinarak hesaplanmuistir.

& Lyapunov Ustellerinin Grafiksel Gdsterimi

Lojistik Harita icin Lyapunov Usteli

| —— Lyapunov Usteli |
20 m—m————

15 +
10 4
05 ¢

00 ¢

+
+

-D 5 A
v +

4+

-10 +

E
2
=2
@
(=]
£
=
°
7
=
>
o
=
=
[=8
<
>
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20 I
0
iterasyon Sayisi (1043)

Sekil 2.6. Lyapunov iistelleri grafigi (Ozkaynak 2007)

Grafigi daha iyi anlayabilmek i¢in Sekil 2.7°de Lyapunov ve bifurkasyon grafiklerinin
bir arada verilmistir.

12
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Sekil 2.7. Lyapunov iistelleri ve Bifurkasyon diyagrami

Sekil 2.7°de Bifurkasyon diyagramindaki dallanma noktalarin Lyapunov iistellerinde
belirtildigi gibi A = 0 oldugu noktalara karsilik geldigi goriilmektedir. Ustellerin negatif
degerleri periyodik bolgeyle ortlismekte ve pozitif degerleri kaotik bolge lizerindedir.

2.1.3.4. Zaman serisi

Zaman serisi, Cobweb diyagramlari gibi verilen tek bir kosulun sistemde
olusturdugu diizenli ya da kaotik yapiy1 gosteren yontemlerden biridir. Calisilan sistemde
zamanla degisim gOsteren parametrelerden herhangi biri alinarak belirli araliklarla
Olctliir veya hesaplanir. Bu hesaplanmis parametreye karsi zaman araliklar ya da 6l¢tim
sayilan ¢izdirildiginde zaman serisi grafigini verir. Popiilasyon i¢in zaman serisi grafigi
elde etmek istersek uygun parametre x,, ya da x,,; olmalidir. Sekil 2.8’de popiilasyon
icin 0rnek zaman serisi grafikleri goriilmektedir. Bu grafikler daha 6nce verilmis olan
Cobweb diyagram Ornegi ile ayni1 a ve x, baslangic kosullariyla elde edilmistir.

13
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Sekil 2.8. Baslangi¢ degeri x, = 0,5 alinarak farkli a degerleri i¢in zaman serisi (x, ‘e
kars1 n) grafigi

Sekil 2.8’de denklem (2.19) kullanilarak tiiretilen 50 iterasyonluk x;, i¢in Sol {ist
kosedeki grafikte a =1 ahnmistir ve popiilasyonun tek degere (sifira) gittigi
goriilmiistiir. Bu kosulda popiilasyonun zamanla 6lerek yok oldugu goriilmektedir. Sag
iist grafikte a = 3,15 degerinde olup popiilasyon iki deger arasinda degismektedir. Sag
alt grafikte a = 3,5 alindiginda popiilasyon dort deger arasinda degismekte heniiz kaotik
durum gostermemektedir. Sag alt grafikte ise a = 3,9 degerinde popiilasyon belirli bir
diizen olmaksizin degisim gostermektedir.

2.2. Kaynak Taramasi

Andrzej Okninski 2009 yilinda, periyodik hareket eden bir plaka tizerindeki topun
dinamigini Poincare ve Bifurkasyon diyagramlariyla ¢caligmigtir (Okninski 2009).

Wil Ward 2013 yilinda, titresen bir plaka iizerinde ziplayan top sistemini farkli
titresimler i¢in ¢aligmistir. Dalga denklemlerini siniis, kosiniis, testere disli, licgen dalga
vs. alarak top yorlingesinde olusan degisiklikleri incelemis ve yorumlamistir. Matlab
kullanarak yaptig1 hesaplamalarda ikinci bir plaka ekleyerek top ve masa yoriingelerini
elde etmis, sistem davranisini yorumlamistir (Ward 2013).

Hong Han 2013 yilinda, plastik bir topun titresen plaka iizerindeki hareketini hava
siirtlinme etkisiyle incelemistir. Bifurkasyon diyagraminda daha genis ¢izgiler elde etmis
ve Lyapunov kararlilik egrisinde de benzer sekilde genis aralikta degerler gozlemistir.
Aragtirmasinin sonucunda bodyle bir sistemin hep kaotik davrandig1 sonucuna ulagmistir
(Han 2013).

14
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J. Y. Chasting 2015 yilinda, deneysel bir ¢alisma ile ziplayan top modelini siniizoidal
titresimli bir plaka ile olusturmustur. Cihazla yaptig1 calismada ¢arpma parametresi deger
araligin1 elde etmis, topun kaotik davranisindaki ortalama enerjiyi teorik olarak
tartismustir (Chasting 2015).

Kristel Lok 2016 yilinda, dinamik sistemlerde kaosu 6lgmek i¢in iki metot {izerinde
calismistir ve kiyaslamasini yapmustir. Lojistik denklem kullanarak Lyapunov
eksponansiyeli ve 0-1 testinin yorumlamalarini1 yapmustir (Lok 2016).

Marton Gruiz 2017 yilinda, dikdortgen merdivenden asagi dogru ziplayan kiiclik
elastik bir topun dinamigini, kaosun olusup olusmadigini arastirmistir. Yaptig1 calisma
sonucu kaosun bu sistemde olmadigin1 géstermistir (Gruiz 2017).

L. Demeio 2018 yilinda, topun esnek bir zemin lizerinde ziplamasini incelemistir.
Hareketin grafiklerini elde etmis ve baslangi¢ kosullarindaki kiigiik degisimlerin dinamik
sistem lizerindeki etkisine vurgu yapmistir. Bu ¢alismada topun baslangi¢ hizinin ve plaka
top kiitle oranini da arastirmistir (Demeio 2018).

15
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3. MATERYAL VE METOT

Kaos, dinamik bir sistemin herhangi bir dis etki olmaksizin baslangig
kosullarindaki kiigiik degisimlerden etkilenerek diizenli davranigini zaman iginde
degistirmesine gee¢mis hareketini tekrar etmemesi durumuna denir. Ziplayan top
sisteminde olugabilecek kaotik davranisin belirlenmesi ve incelenmesi igin yapmis
oldugumuz hesaplamalar sistemi tanimlayan denklemlerle niimerik hesaplarin
birlestirilmesi seklindedir. Veriler Python 3 kullanilarak elde edilmistir.

3.1. Zaplayan Top Modelinin Matematiksel Olarak Tanimlanmasi

Sinirlayicinin hareket denklemini tanimlarken negatif deger almasini engellenmek
ve topun sinirlayict altinda gegmesi gibi bir sorun olustugunda yakalamak amaciyla
siirlayict denklemi (3.1) bagintisindaki gibi diizenlenmistir.

ye(t) = Alsin(wt + 6,) + 1]/2 (3.1)

Burada A smirlayicinin genligi, w titresim frekansi ve &, baslangigta verilmis olan faz
farkidir. Buna gore, sinirlayicinin hiz ve ivme bagintilar1 kolaylikla elde edilebilir:

v:(t) = wA[cos(wt + &,)]/2 (3.2)
a.(t) = —w?A[sin(wt + 8,)]/2 (3.3)
Yo(6) = Yo + 0ot =5 gt vy(t) = vy — gt (3.4)

Topun hareketi (3.4) denklemi ile ifade edilmis olup g yercekimi ivmesi, y, topun
baslangi¢ diisey yiiksekligi, v, ise topun baslangigta verilen ilk hizidir.

Carpma noktalarinda topun ve sinirlayicinin konumlari ayni olacagindan y, (t) = y.(t)
ile, garpma sonrasi topun hizi ise vy:

Vs = —aVy (3.5)

olarak tanmimlanmistir. Burada a ¢arpma parametresi (0 < a < 1), v, ise smirlayiciya
carpma hizidir. Carpma sonrasinda sinirlayicinin topa saglayacagi katki sebebiyle ek
terim almasi1 gerekir. Boylece topun siirlayicidan ayrilma hizi ‘etki iliskisi’ olarak
bilinen denklem (3.6) her ¢arpma noktasi i¢in hesaplanmigtir.

I = A+ a)v, —av, (3.6)
Burada v, sinirlayicinin yere gore hizi ve vj, topun ¢arpma oncesi hizidir.

Bir onceki boliimde de aciklandigi iizere bu noktadan itibaren analitik ¢6ziim
yapmak zordur. Elde edilen denklem transandantal denklem oldugu i¢in niimerik
coziimlerle devam etmek gerekir. Hesaplamalar1 yapmak i¢in yazdigimiz kod EKLER
boliimiinde bulunmaktadir.
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3.2. Bifurkasyon (Dallanma Haritasi)

Lojistik denklemde popiilasyon icin sabit parametre olan a degerine karsi x,
degerleri ile Bifurkasyon diyagramii elde etmistik. Bizim sistemimizde lojistik
denklemden farkli olarak degistirilebilecek ti¢ farkli parametre bulunmaktadir. Bunlar
carpma parametresi olan «, faz farki degeri §, ve A genligidir. Yani ziplayan top
sisteminde, lojistik denklemdeki a parametresine karsilik gelen parametreler bunlardir.
Bifurkasyon diyagramini elde edebilmek icin bu degerlerden bir tanesi segilip digerleri
sabit tutulmalidir. x,,’lere karsilik gelecek olan deger ise ya carpma noktalari olmalidir
ya da ¢arpma hizlar1. Biz Bifurkasyon diyagrami olusturmak i¢in genlik parametresini ve
carpma noktalarinin konum degerlerini segtik. Bunu belirledikten sonra her bir genlik
degeri icin iterasyonlar1 yapip grafigi elde ettik. Ancak bu islemlerden sonra oldukea kirli
bir grafik elde edilmektedir. Kirliligin giderilmesi i¢in filtreleme yapmak ve net grafigi
ortaya c¢ikarmak sistemin durumunu agik¢a gorebilmek icin dnemlidir. Olusan kirliligin
sebebi grafikte gozlenen fazladan noktalardir ve bunlar aslinda sistemin dengelenmesi
icin gegen siirede olusan carpma noktalaridir. Yani bu noktalar bize gergek bilgiyi
vermeyecegi i¢in filtreleme i¢in ilk birkag degeri olusturdugumuz listeden ¢ikarmanin bir
sakincas1 yoktur.

3.3. Zaman Serisi

Popiilasyon igin zaman serisi bir dnceki boliimde agiklanmis x,,’e karsi n ile elde
edilmisti. Zaman serisi top sistemi i¢in diisiiniildiiglinde x,, degerlerine karsilik y, carpma
noktalari, n’lere karsilik t, carpma siireleri gelebilir. Bu parametreler degistirilebilir.
Ornegin t;, yerine ¢arpma sayisi ya da yy yerine v, yazilirsa da ayn1 sonucu verecektir.
Bu calismada zaman serilerini elde etmek i¢in y,’ya karsi £, degerleri hesaplanmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bir 6nceki boliimde sistem i¢in tanimlanan hareket denklemleri ve Cizelge 4.1°de
belirtilen parametrelerin baslangi¢ degerleri kullanilarak, hesaplanmis sonuglar Cizelge
4.2°de verilmistir. Sekil 4.1 bu veri setleriyle elde ettigimiz grafiklerdir.

Cizelge 4.1. Sistemin baslangi¢ ve karakteristik parametreleri

Vo (cm) Vg (cm/s) a A (cm) f (H2) 6o/2m
0,016910 8,17500 0,5 0,0200 60 0,120
0.05 200 1
0.04
100 |
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Sekil 4.1. Topun ve smirlayicinin konum-zaman (sol tist), hiz-zaman (sag iist), ¢arpma
noktalarinin konumuna kars1 ¢arpma zamanlar (sol alt) ve faz uzayi grafikleri

Sekil 4.1°de konum-zaman grafiginde topun hareketi mavi, masanin yoriingesi
sar1 ¢izgi ile kirmizi noktalar ise top ve masanin garpistigi noktalar1 gostermektedir.
Biitiin ¢arpma noktalar1 ayni hizada goriinse de sol altta bulunan zaman serisi grafigi
farkliliklar1 tam olarak gormemizi saglar ve hareketin ne kadar diizenli davrandigini
anlamamiz i¢in gereklidir. Cizelge 4.1’de verilen A genliginde sistemin periyodik
davranig sergiledigini sOyleyebiliriz. Sag altta bulunan faz uzayr grafiginin hep ayni
yoriinge lizerinde dondiigiinii gostermesi bu diizenli yapiy1 desteklemektedir. Cizelge
4.2°de ayn1 baglangi¢ degerleriyle elde edilen sonuglar verilmistir.
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Cizelge 4.2. A = 0,0200 degeri i¢in ziplayan top sisteminde topun sinirlayiciya ¢arpma siireleri (t;), her ¢arpma arasi gecen siire (dty),
masanin faz parametresi (&,), ¢arpma aninda konum degeri (y;), ¢arpma hiz1 (v, ), masanin ¢arpma anindaki hizi (v ) ve topun ¢arpma

6T

anindaki hiz1 (v, ) N, = 15 ziplama sayisi i¢in elde edilen degerler

Ny ty (s) dty (s) 8o/2m Yr(cm) vy (cm/s) vy (cm/s) vy (cm/s)
0 0,0000000000 0,0000000000 0,1200200000 0,0169100000 8,1750000000 2,7478226618 | 5,4271773382
1 0,0166767553 0,0166767553 0,1206253201 0,0168740593 8,1966345736 2,7379862924 | 4,0896551351
2 0,0333808199 0,0167040646 0,1228691936 0,0169757677 8,1439973248 2,7011792509 | 4,0922284485
3 0,0500043572 0,0166235373 0,1202814339 0,0168583507 8,1944308565 2,7435792649 | 4,0790619592
4 0,0667050233 0,0167006661 0,1223213969 0,0169510648 8,1569860657 2,7102147719 | 4,0916639079
5 0,0833484094 0,0166433861 0,1209245632 0,0168877026 8,1819635760 2,7331089946 | 4,0823000842
6 0,1000299984 0,0166815890 0,1218199042 0,0169283778 8,1662310474 2,7184583924 | 4,0885434587
7 0,1166875227 0,0166575243 0,1212713611 0,0169034835 8,1757767880 2,7274445245 | 4,0846100012
8 0,1333596477 0,0166721250 0,1215988600 0,0169183561 8,1701214111 2,7220833883 | 4,0869963286
9 0,1500231223 0,0166634746 0,1214073357 0,0169096620 8,1734124963 2,7252200302 | 4,0855824511
10 | 0,1666916308 0,0166685085 0,1215178476 0,0169146798 8,1715211560 2,7234106294 | 4,0864052120
11 | 0,1833572464 0,0166656156 0,1214547825 0,0169118168 8,1725973979 2,7244433494 | 4,0859323737
12 | 0,2000245081 0,0166672618 0,1214904887 0,0169134379 8,1719894777 2,7238586963 | 4,0862014332
13 | 0,2166908401 0,0166663319 0,1214704034 0,0169125260 8,1723308380 2,7241875901 | 4,0860494529
14 | 0,2333576941 0,0166668540 0,1214816462 0,0169130365 8,1721400378 2,7240034966 | 4,0861347929
15 | 0,2500242563 0,0166665622 0,1214753784 0,0169127519 8,1722462865 2,7241061292 | 4,0860870928
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Sekil 4.2. A = 0,0220 i¢in topun ve sinirlayicinin konum-zaman (sol iist), hiz-zaman (sag
iist), carpma noktalarinin konumuna karsi ¢arpma zamanlart (sol alt) ve faz uzayi
grafikleri

Sekil 4.2°de biitiin baslangi¢ degerleri sabit tutularak sadece genlik degerini
arttirarak elde ettigimiz grafikler bulunmaktadir. ilk grafige baktigimizda sistem dengeye
geldikten sonra top iki farkli yoriingeyi tekrarlayarak hareketini siirdiirmektedir. Zaman
serisi grafiginde carpma noktalarmin iki deger arasinda gelip gittigini daha net
gormekteyiz. Bu genlik degerinde aslinda ilk dallanmanin gergeklestigini sdyleyebiliriz.
Cizelge 4.3’te elde edilen sonuglar incelendiginde sekizinci ¢arpmadan itibaren her
parametrenin iki deger arasinda degistigi agik bir sekilde goriilmektedir.
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Cizelge 4.3. A = 0,0220 degeri i¢in ziplayan top sisteminde topun sinirlayiciya ¢arpma siireleri (t;), her ¢arpma arasi gecen siire (dty),
masanin faz parametresi (&,), ¢arpma aninda konum degeri (y;), ¢arpma hiz1 (v, ), masanin ¢arpma anindaki hizi (v ) ve topun ¢arpma

T¢

anindaki hiz1 (v, ) N = 15 ziplama sayisi i¢in elde edilen degerler

N ty (S) dty (s) 8o/2m Yi(cm) vy (em/s) vy (em/s) Vpi (cm/s)
0 0,0000000000 0,0000000000 0,1200200000 0,0169100000 8,1750000000 3,0226049280 5,1523950720
1 0,0003133463 0,0003133463 0,1388207771 0,0194234621 7,9342611478 2,6669366768 3,9338561327
2 0,0166229721 0,0163096258 0,1173983234 0,0183979385 8,6334493803 3,0689602503 4,0300090048
3 0,0340067690 0,0173837969 0,1604261376 0,0203033553 7,5260737418 2,2126385577 4,2071159052
4 0,0497067793 0,0157000103 0,1024267585 0,0176005737 8,9112278828 3,3173596199 3,9351884530
5 0,0675267183 0,0178199390 0,1716230994 0,0206929147 7,2230146320 1,9606222175 4,2820813057
6 0,0827869318 0,0152602134 0,0872359051 0,0167319131 9,1801802913 3,5394060043 3,8710712848
7 0,1010312683 0,0182443365 0,1818960960 0,0210081878 6,9369589053 1,7208386110 4,3557009889
8 0,1158838048 0,0148525365 0,0730482851 0,0158733326 9,3907902519 3,7177255724 3,8142018933
9 0,1344553069 0,0185715021 0,1873384115 0,0211583957 6,7970756432 1,5908398086 4,4108159302
10 0,1491093377 0,0146540308 0,0665802620 0,0154686468 9,4707581151 3,7892989061 3,7868097559
11 0,1678013265 0,0186919888 0,1880995875 0,0211784613 6,7886696427 1,5725060812 4,4299105208
12 0,1824420541 0,0146407276 0,0665432463 0,0154663090 9,4690256837 3,7896906110 3,7844897672
13 0,2011308088 0,0186887547 0,1878685262 0,0211723948 6,7963038407 1,5780752569 4,4291909554
14 0,2157821308 0,0146513220 0,0669478486 0,0154918498 9,4639643422 3,7853979323 3,7858674437
15 0,2344632507 0,0186811199 0,1878150407 0,0211709875 6,7970239217 1,5793639234 4,4279780365
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Sekil 4.3. A = 0,0233 i¢in topun ve sinirlayicinin konum-zaman (sol iist), hiz-zaman (sag
ist), ¢carpma noktalarinin konumuna karsi ¢arpma zamanlar1 (sol alt) ve faz uzayi
grafikleri

Sekil 4.3’te genlik degeri biraz daha arttirilldiginda topun hareketi farkl
yoriingeler ¢izse de diizenlidir. Zaman serisinden de anlagilacagi gibi sistem dort farkl
degerde degismektedir. Buradan sistemin 2. dallanmaya gectigini anlayabiliriz. Sistemin
yapist bu durumda kaotik degildir fakat kaotiklige dogru gittigi agik¢a goriilmektedir.
Sistemin kararli yapisi kararsizlasmaya baglamistir. Genligin daha da arttirildigi durumda
sistemin yapisi diizensizlesecek ve kaos olusacak Ongoriisiinli yapabiliriz. Cizelge 4.4
incelendiginde sayisal verilerin de dort deger arasinda degistigi goriilmektedir. Sistem 2.
dallanma bolgesinde oldugundan bu durum beklendigi gibidir.
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Cizelge 4.4. A = 0,0233 degeri i¢in ziplayan top sisteminde topun sinirlayiciya ¢arpma siireleri (t;), her ¢arpma arasi gecen siire (dty),
masanin faz parametresi (&,), ¢arpma aninda konum degeri (y;), ¢arpma hiz1 (v, ), masanin ¢arpma anindaki hizi (v, ) ve topun ¢arpma

(4

anindaki hiz1 (v, ) N = 15 ziplama sayisi i¢in elde edilen degerler

Ny ty (s) dt (s) 8o/2m Yi(cm) vy (em/s) vy (cm/s) vpi (cm/s)
0 0,0000000000 0,0000000000 0,1200200000 0,0169100000 8,1750000000 3,2012134010 4,9737865990
1 0,0005393272 0,0005393272 0,1523796348 0,0211763753 7,6152139807 2,5281091053 3,8230503227
2 0,0163892118 0,0158498846 0,1033727107 0,0186958754 9,2105961355 3,4976597242 3,9641065492
3 0,0347172652 0,0183280533 0,2030559111 0,0227968858 6,2966508001 1,2767391021 4,3815421470
4 0,0487242487 0,0140069835 0,0434749219 0,0147928970 | 10,0634129885 | 4,2291060967 3,7197538434
5 0,0683827172 0,0196584685 0,2229830322 0,0231325498 5,7204329669 0,7419689685 4,6074795141
6 0,0816224659 0,0132397487 0,0173679546 0,0129187971 | 10,1803951814 | 4,3658217216 3,6316625991
7 0,1013666609 0,0197441950 0,2020196557 0,0227745992 6,5471321244 1,3040728075 4,5910229132
8 0,1156831369 0,0143164759 0,0610082121 0,0160071822 9,8560745344 4,0732047719 3,7462673765
9 0,1350341911 0,0193510542 0,2220714670 0,0231210889 5,7105387204 0,7667501206 4,5604135395
10 0,1482674007 0,0132332096 0,0160640439 0,0128238782 | 10,1877943058 | 4,3695939415 3,6334033936
11 0,1680191959 0,0197517952 0,2011717562 0,0227560128 6,5806456279 1,3263971053 4,5910499699
12 0,1823805961 0,0143614002 0,0628557683 0,0161323104 9,8323319746 4,0538623499 3,7515384498
13 0,2016954752 0,0193148791 0,2217485129 0,0231169383 5,7178325424 0,7755237231 4,5545469578
14 0,2149386463 0,0132431711 0,0163387766 0,0128438843 | 10,1878761801 | 4,3688235179 3,6346409032
15 0,2346919239 0,0197532776 0,2015354334 0,0227640234 6,5669755701 1,3168264429 4,5917359058
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Sekil 4.4. A = 0,0250 i¢in topun ve sinirlayicinin konum-zaman (sol {ist), hiz-zaman (sag
ist), carpma noktalarinin konumuna karsi ¢arpma zamanlar1 (sol alt) ve faz uzayi
grafikleri

Sekil 4.4’teki grafiklerde verilen genlik degerinde, sabit titresen sinirlayici
lizerinde topun her ziplamada farkl1 bir yoriingeyi izledigi gozlenmektedir. Ilk grafikte
yapiskan bolgenin varligi net bir sekilde goriilmektedir. Carpma noktalari tamamen
diizensizlesmis, faz uzay1 grafigi belirgin olmayan bir siirii egriden olusmustur. Bu durum
sistemin kaotik davraniginin bir gostergesidir.

Cizelge 4.5’te kaotik bolge i¢in elde edilen sonuglar verilmistir. Daha fazla N,
icin datalar1 elde ettigimizde A = 0,025 genliginde ve biraz daha arttirilmis genlik
degerlerinde parametrelerin 16 belki 32 veya daha fazla 2! (I , dallanma sayis1 olsun.)
degerde bir kendini tekrarladigini gorebiliriz.

Cizelgeler ve grafik sonuglar1 incelendiginde baslangi¢ kosullarini sabit tutulup
sadece bir parametrenin degeri ¢ok kiicliik bir degisime maruz kaldi§inda sistemin
siireclerine ne kadar biiytik etkiler yaptigini gormekteyiz. Daha 6nce de bahsettigimiz gibi
genlik degeri sabit tutulup diger sistem parametrelerinden birini degistirseydik yine
benzer sonuglar elde edecektik. Sistemin kaotik davranisi olusturmasi ve kaos
bolgesinden sonra gegici olarak kisa siireli diizenli davranisa gegmesi ve hizli bir sekilde
tekrar kaotik davranig sergilemesi gergekten ilgi ¢ekicidir.
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Cizelge 4.5. A = 0,0250 degeri i¢in ziplayan top sisteminde topun sinirlayiciya ¢arpma siireleri (t;), her ¢arpma arasi gecen siire (dty),
masanin faz parametresi (&,), carpma aninda konum degeri (y;), carpma hiz1 (v;, ), masanin ¢arpma anindaki hiz1 (v, ) ve topun ¢arpma

Sc

anindaki hiz1 (v, ) N = 15 ziplama sayisi i¢in elde edilen degerler

Ny ty (s) dt (s) 00/2m yi(cm) vy (em/s) vy (cm/s) vpi (cm/s)
0 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.1200200000 | 0.0169100000 | 8.1750000000 | 3.4347783272 | 4.7402216728
1 0.0008475902 | 0.0008475902 | 0.1708754111 | 0.0234867904 | 7.0430930535 | 2.2474627117 | 3.6718989859
2 0.0159250589 | 0.0150774688 | 0.0755235361 | 0.0182114873 | 10.1589901998 | 4.1917091869 | 3.8714264195
3 0.0359732767 | 0.0200482178 | 0.2784166037 | 0.0248012853 | 3.4954197000 | -0.8369186339 | 4.7507976509
4 | 0.0466333842 | 0.0106601075 | 0.9180230510 | 0.0063424837 | 9.6307581689 | 4.1009805865 | 3.4792872892
5 0.0652853335 | 0.0186519493 | 0.0371400102 | 0.0153905673 | 11.2072706124 | 4.5846618378 | 4.3302778556
6 0.0876050224 | 0.0223196889 | 0.3763213425 | 0.0212651489 | 0.3008663497 | -3.3597114585 | 5.3404335374
7 0.0944518719 | 0.0068468496 | 0.7871323161 | 0.0003386672 | 4.8410445121 | 1.0894965502 | 3.2067996868
8 0.0976326848 | 0.0031808128 | 0.9779810857 | 0.0107761501 | 7.8619098132 | 4.6673623083 | 0.8608663508
9 0.1138980205 | 0.0162653357 | 0.9539012302 | 0.0089298243 | 10.8186075099 | 4.5160931195 | 4.0444678306
10 | 0.1344617570 | 0.0205637365 | 0.1877254227 | 0.0240552579 | 7.3695420196 | 1.7971849512 | 4.6737645928
11 | 0.1499224345 | 0.0154606775 | 0.1153660729 | 0.0207879431 | 9.1875584109 | 3.5276378457 | 3.8961016424
12 | 0.1682267559 | 0.0183043213 | 0.2136253528 | 0.0246749531 | 59829120551 | 1.0676584143 | 4.3814244337
13 | 0.1818715329 | 0.0136447770 | 0.0323119733 | 0.0150203787 | 10.6224283880 | 4.6156045284 | 3.6990215954
14 | 0.2025656898 | 0.0206941569 | 0.2739613889 | 0.0248586020 | 3.7756168042 | -0.7067911353 | 4.8358035071
15 | 0.2135302072 | 0.0109645174 | 0.9318324319 | 0.0073083305 | 9.9185233921 | 4.2867150495 | 3.4884508179
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Sekil 4.5. Bifurkasyon diyagrami (y, carpma noktalarinin A genligine karsi ¢izilmis
grafigi)

Sekil 4.5°te genlik degerlerine karsi ¢izilmis carpma noktalariyla @ = 0,5 alinarak
elde edilen Bifurkasyon grafigidir. Yaklastk A = 0,021 degerine kadar sistem tek
degerde, stabil ve diizenlidir. A = 0,021 ve A = 0,023 arasinda iki degere ayrilarak iki
‘sabit nokta’ olusturmaktadir ve parametre degerlerinin iki deger arasinda stirekli
degistigi bolgeyle uyumludur. A = 0,023 ve A = 0,0235 degerleri arasinda ise dort
degerdedir. Bu degere kadar hareket diizenli yapisini korumaya devam eder. Periyodik
davranig1 dort deger arasinda degistirerek siirdiiriir. A > 0,0235 oldugunda ise sistem
kaotiktir. Daha o©nceki sekillerde verilen zaman serileri ve faz uzay1 grafikleri
Bifurkasyon grafigimizle bire bir rtiismektedir.

Ayni baslangi¢ kosullarinda sabit tuttugumuz ¢apma parametresinin kaos olusuma
katkis1 nedir? Yani ¢arpismanin daha elastik veya daha inelastik secilerek hesaplanmasi
kaos olusumunu nasil etkileyecegini géormek i¢in a degerinin 0,1 eksik ve 0,1 fazla
degerleri i¢in Bifurkasyon grafikleri Sekil 4.6 ve Sekil 4.7°de verilmistir.
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Sekil 4.7. @ = 0,6 i¢in Bifurkasyon grafigi
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Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 ayn1 baslangi¢ degerleriyle elde edilmis Bifurkasyon grafikleridir.
Aralarindaki tek fark carpma parametresinin Sekil 4.6°’da 0,1 kadar daha kii¢iik alinmis
olmasidir. Bu iki grafigi inceledigimizde carpma parametresinin yani c¢arpigmalari
inelastik ¢arpismaya dogru gétiirdiigiimiizde ayni genlik araliginda kaotik davranisa
gecmesi i¢in daha biiylik genliklere ihtiya¢ duydugunu gérmekteyiz.

Benzer sekilde Sekil 4.7°de baslangi¢ degerleri sabit tutularak carpma parametresinin
degeri 0.1 arttirilmistir. Yani Sekil 4.7°de sistemdeki ¢arpisma elastiklige daha yakindir.
Sekil 4.5 ile kiyaslandiginda elastiklik arttik¢a ayni genlik araliginda kaotik olusum daha
kiiclik genliklere kaymustir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda ziplayan top sisteminin dinamigi incelenerek, 0,021 ve 0,026
genlik degerleri arasindaki farkli genlik degerlerinde sistemin diizenli davranistan kaotik
davranisa gectigi gozlenmistir. Periyodik hareket 0,022 civarinda ilk dallanmayla sistem
iki deger arasinda salinmigtir: Davranisi yine de diizenlidir fakat iki farkli yoriingeyle
hareketini siirdiirtir. Genligi biraz daha arttirtp 0,023 degerine ¢ikardigimizda, sistem
ikinci dallanmay1 gerceklestirerek dort deger arasinda hareketini siirdiigii gézlenmistir.
Sistemde kaotik davranis genlik 0,0235’ten biraz daha fazla oldugunda ger¢eklesmistir.
Bifurkasyon diyagrami zaman serisi gibi metotlarla ayrica hesapladigimiz parametre
degerlerinin tamami ayni sonuglar1 desteklemektedir. Bunun yami sira carpma
parametresinin ayni aralikta sisteme nasil etki edecegi de incelenmistir. Carpma
parametresi kiigiik oldugunda inelastik, biiyiik oldugunda elastik ¢arpmay1 ifade eder.
Inelastik durumlarda sistemin kaotik olusumu daha biiyiik genliklerde gergeklestigi
gozlenmistir. Benzer sekilde elastik ¢arpisma oldugunda sistem daha kiigiik genliklerde
kaotik durum olusturmustur.

Sistemin Cobweb ve Lyapunov iistelleri gibi metotlar eklenerek kaotik davranisi
incelenebilir, sinirlayict sayist arttirilabilir, hava siirtinmesi gibi farkli etkilere sistem
maruz birakilabilir ve smirlayicinin titresim hareketini olusturan salinim (titresim)
denklemi farkl1 trigonometrik ifadelerle galisilabilir. ileriki zamanlarda, topu kiigiik yiiklii
iletken bir kiire olarak alip manyetik etkiler katilarak sistem daha farkli hesaplamalarla
calisilmasi sistemin diizenli ve diizensiz hareketini tanimlamak kaos limitini belirlemek
acisindan ilgi ¢ekici olacaktir.
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8. EKLER

Kod Listesi:

from numpy import linspace, where, delete, sign, asarray
from numpy import sqrt, fmod, sin, cos, arcsin, arccos
from scipy.optimize import newton, brentq

def impact_maxtime(ve, yo):
:vo: initial velocity
:y0: initial vertical position
ireturn:
time when impact occurs at y = @
vg = vo/g
return vg + sqrt(vg*vg + 2*yo/g)

de

-

reduced_phase(i, w, tpo, tk):
return fmod(w * (sum(tk[:i + 1]) + tpe), 2 * pi) / 2 / pi

def yt(t, A, w, tpo):

it time
:A: maximum height of the table
:tpo: w*tpe = initial phase
:return:

vertical position of the table

return A*(sin(w*(t + tpo)) + 1)/2

def vt(t, A, w, tpo):
it time
:A: maximum height of the table
:tpe: w*tpe = initial phase
ireturn:

vertical velocity of the table

return w*A*cos(w*(t + tpe))/2

def at(t, A, w, tpo):
it time
:A: maximum height of the table
:tpe: w*tpe = initial phase
sreturn:
vertical velocity of the table

return -w*w*A*sin(w*(t + tpe))/2

de

&5

yb(t, te, ve, ye):

it time
:t0: initial time
:v@: initial velocity
:y0: initial vertical position
:t@: initial (or impact) times for every new jump
ireturn:
veritical position of the ball

dt = (t-te)
return yo + vo*dt - g*dt*dt/2

def vb(t, te, ve):
it time
:v@: initial velocity
ireturn:
velocity of the ball

return ve - g*(t-to)
def impact_equation(t, t_total, ve, yo, A, w, tpe):

it time

:t_total: time passed from the beginning

:v@: initial velocity of the ball

:y@: initial position of the ball

:A: maximum height of the table's position

:w: angular frequency of the table's vibration

:tpo: w*tpe = initial phase of the table's vibration
:yb(t, to, ve, ye@): ball's position
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def

def

tyt(t, A, w, tpo): table's position
sreturn:
impact equation of the ball and the table

return yb(t, 0, vo, yo) - yt(t + t_total, A, w, tpe)

impact_time(t_total, tmax, ve, yo, A, w, tpe):
tt: time
:t_max: guessed time impact may occur before this time
:v@: initial velocity of the ball
:y0: initial position of the ball
:A: maximum height of the table's position
:w: angular frequency of the table's vibration
:tpo: w*tpe = initial phase of the table's vibration
:return:
impact time using secant (newton-raphson) method from scipy

return newton(impact_equation, tmax, args=(t_total, ve, yo, A, w, tpo))

ball_jumps(jump_num, alpha, te, ve, ye, A, w, tpd, nt_search=10000):

T=2%*pi/w

tk = [to] # s

vk = [ve] # cm/s

yk = [ye] # cm

ytk = [yt(to, A, w, tpo)]
vtk = [vt(te, A, w, tpe)]
atk = [at(te, A, w, tpo)]
vbk = [vk[e] - vtk[e]]

stick _check = [] # mark @ if the ball did not stick, mark 1 if the ball stuck.

i=zoe
while i<=jump_num:
i e=i T

t_total = sum(tk)
tk_flight = impact_maxtime(vk[-1], yk[-1])
t_search = linspace(@, tk_flight, nt_search)

vector_impact_equation = impact_equation(t_search, t_total, vk[-1], yk[-1], A, w, tpe)
turning_points = where(vector_impact_equation[:-1] * vector_impact_equation[1:] < @)[@]
if len(turning_points) > 1:
if turning_points[@] == © and vector_impact_equation[turning_points[1] - 1] > @:
turning_points = delete(turning_points, where(turning_points == 0))

tk_max = t_search[turning_points[@]]

# the impact time
tk += [impact_time(t_total, tk_max, vk[-1], yk[-1], A, w, tpe)]
t_total += tk[-1]

# physical quantities at the impact time
# yk: ball position

# vbk: ball velocity at the table frame
# vk: ball velocity at the lab frame

# ytk: table position

# vtk: table velocity at the Lab frame
# atk: table acceleration

yk += [yb(tk[-1], @, vk[-1], yk[-1])]
vbk += [-alpha * vb(tk[-1], @, Vk[-1])]

if vbk[-1]<0: vbk[-1]=-vbk[-1]

ytk += [yt(t_total, A, w, tpo)]
vtk += [vt(t_total, A, w, tpo)]
atk += [at(t_total, A, w, tpo)]

vk += [(1 + alpha) * vtk[-1] + vbk[-1]]
stick_check += [0]

# the best solution for now for the sticking case
#1if atk / -g < 1 --> atk = -[atk| --> [atk] / g < 1
# F_N > 0: The ball sticks the table
#if atk[-1] / -g < 1 and (abs(vbk[-2]-vbk[-1])<1e-6) :
if atk[-1] / -g < 1 and abs(vbk[-1]) < 1e-6 and alpha==0:
t_try = (round(t_total / T) * T + t_total) / 2
t_stick = newton(lambda t, A, w, tpe: at(t, A, w, tpe) + g, t_try, args=(A, w, tpo))

tk += [t_stick-t_total]

yk += [yt(t_stick, A, w, tpe)]
vbk += [0]
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ytk += [yt(t_stick, A, w, tpe)]
vtk += [vt(t_stick, A, w, tpe)]
atk += [at(t_stick, A, w, tp@)]

vk #= [(1 + alpha) * vtk[-1] + vbk[-1]]
stick_check += [1]

i+=1

|

return tk, yk, vk, vbk, ytk, vtk, atk, stick_check

def ball_trajectory(jump_num, tk, yk, vk, ytk, vtk, atk, A, w, tpe, stick_check):
tbl, vbl, ybl =[], [1, []

for i in range(1, jump_num+2):
t_ball te = linspace(@, tk[i])
t_ball tn = t_ball_te + sum(tk[:i])
tbl += list(t_ball_tn)

if stick_check[i-1]==0:
ybl += list(yb(t_ball_te, @, vk[i - 1], yk[i - 1]))
vbl += list(vb(t_ball_te, @, vk[i - 1]))
else:
ybl += list(yt(t_ball_tn, A
vbl += list(vt(t_ball_tn, A
return tbl, ybl, vbl

W, tpe))
W, tpe))

<

<

from matplotlib import pyplot as plt
from numpy import asarray, pi

def print_ball_impacts(jump_num, tk, w, tpe, yk, vk, vtk, vbk):
print(("{:78s}"+7 * "{:224s}").format("jump_num", “t_im [s]", “"dt_im [s]", "phase/2pi",
"yk [cm]”, "vk [cm/s]", "vtk [em/s]", "vbk [cm/s]"))

for i in range(jump_num + 1)
print(("{:8d}" + 7 * "{:24.18f}").format(i, sum(tk[:1 + 1]), tk[i], reduced_phase(i, w, tpe, tk),
yk[i], vk[i], vtk[i], vbk[i]))

def print_ball_impacts(jump_num, tk, w, tpe, yk, vk, vtk, vbk):
print(("{:~5s}"+7 * "{:~15s}").format("jump_num”, “"t_im [s]", “"dt_im [s]", “phase/2pi",
"yk [em]™, "vk [cm/s]", "vtk [cm/s]", "vbk [cm/s]"))

for i in range(jump_num + 1):
print(("{:5d}" + 7 * "{:15.10f}").format(i, sum(tk[:i + 1]), tk[i], reduced_phase(i, w, tpe, tk),
yk[i], vk[i], vtk[i], vbk[i]))

def draw_maps(tk, yk, vk, tbl, ybl, vbl, ttl, A, w, tpe, figsize=(12, 9)):
plt.figure(figsize=figsize)
ax = [plt.subplot(2, 2, 1),
plt.subplot(2, 2, 2),
plt.subplot(2, 2, 3),
plt.subplot(2, 2, 4)
]

ax[0].plot([sum(tk[:k]) for k in range(1, len(tk))], [yt(sum(tk[:k]), A, w, tpe) for k in range(1, len(tk))], "ro")
ax[0].plot(asarray(tbl), ybl, label="ball")

ax[0].plot(ttl, yt(ttl, A, w, tpe), label="table", linestyle='dashed")

ax[@].axhline(ybl[@], color="gray", linestyle='dashed', linewidth=1, zorder=-999)

ax[@].axhline(A/2, color="black", linewidth=.5, zorder=-999)

dph = 1 / 2 - 1.318116071652818 / pi

ax[1].plot(tbl, asarray(vbl)/A/2, label='v_b")

ax[1].plot(ttl, vt(ttl, A, w, tpe)/A/2, label="v_t')
ax[1].axhline(y=+1,color="gray', label="+1", linestyle='dashed')
ax[1].axhline(y=-1,color="gray"', label="-1', linestyle='dashed")

ax[1].plot(ttl, (at(ttl, A, w, tpe))/-g, label=r'$\frac{a_t}{-g}$', color="red")

for xxx in [sum(tk[:k]) for k in range(len(tk))]:
ax[1].axvline(xxx, color="gray", linestyle='dashed', linewidth=.5, zorder=-999)

ax[1].axhline(color="gray")

ax[2].plot([sum(tk[:k]) for k in range(len(tk))], yk)
ax[2].plot([sum(tk[:k]) for k in range(len(tk))], yk, "r.")
ax[3].plot(vbl, ybl)

ax[3].plot(vk, yk, "r.")

ax[0].set_xlabel('t[s]")

ax[@].set_ylabel('y[cm]")

ax[1].set_xlabel('t[s]")

ax[1].set_ylabel('v[cm/s]")
ax[2].set_xlabel('t$_k$[s]")

ax[2].set_ylabel('y$ _k$[cm]")
ax[3].set_xlabel('v[cm/s]")

ax[3].set_ylabel('y[cm]")
plt.suptitle('newton-raphson')
ax[0].legend(loc="best")

ax[1].legend(loc="best’, fontsize=12)

plt.show()
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