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Yiiksek Lisans Tezi

DUHAMEL BANACH CEBIR YAPISI VE DUHAMEL CARPIMININ BAZI
UYGULAMALARI
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Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

II. Damisman: Dr. Ramiz TAPDIGOGLU

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi Duhamel ¢arpiminin uygulama alanlart ve bazi uzaylarin
Banach cebir yapisi ile ilgilidir. Bu baglamda bu yiiksek lisans tez ¢alismasit Giris,
Kaynak Ozetleri, Duhamel I¢ Carpimi ve Invaryant Alt Uzaylar ve Arastirma Bulgulari
ve Tartisma olmak iizere dort ana boliimden olusacak bigimde planlanmistir. Bu
boliimlerden ilki giris kismi olarak olusturulmus ve konu hakkinda genel ¢erceve
bu boliimde verilmistir. Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde ise Duhamel ¢arpiminin
uygulama alanlar1 ve invaryant altuzay problemi ile ilgili baz1 teori hakkinda tarihsel
gelisimi sunulmustur. Bu boliimiin devaminda ise C") (Q) uzayi ve Volterra integral
operatoriiniin genisletilmis 6zdegerleri ve genisletilmis 6zvektorleri ele alinmigtir. Tez
calismasinin tigiincti boliimiinde ise devirli alt uzay, devirli operator, konvoliisyon
carpimi, Duhamel ¢arpimi, o.-Duhamel ¢arpimi, Banach cebir, maksimal ideal uzay,
genisletilmis 6zdeger, genisletilmis 6zvektor, invaryant alt uzay, Hardy uzay1 ve Volterra
integrasyon operatorii gibi kavramlarin tanimlar1 verilmis ve bu kavramlarla ilgili
sonuglar hakkinda bilgi verilmistir. Son boliim ise alt bagliklara ayrilarak planlanmustir.
o € C bir say1 ve Q C C bolgesi z = o noktasina gore yildiz sekilli bir bolge, yani her
z€Qved,0<A <1,igin Az+ (1 —A) o € Q olmak tizere Q C C bolgesi o noktasini
iceren basit baglantili sinirli bolge olsun. Baslangi¢ olarak a-Duhamel ¢arpimina
gore Q iizerinde n. tiirevi siirekli Q kiimesinde tiim siirekli fonksiyonlarin C*) (Q)
uzayinin Banach cebir yapis1 incelenmis ve C () (Q) uzaymimn maksimal ideal uzay1
tammmlanmistir.  Ayrica integrasyon o ve z noktalarini baglayan diiz dogru parcasi

Z
tizerinde olmak iizere a-integrasyon operatorii olan Vi, operatorii Vi f (z) := [ f (t)dt
[0

ile C™ iizerinde tanimli olsun. Ayni zamanda, C") (Q) uzayu iizerinde V, Volterra
integral operatoriiniin Malamud-Biswas-Lambert-Petrovi¢ anlaminda genisletilmis
ozvektorleri karakterize edilmistir. Diger taraftan a-Duhamel ¢arpimi yardimiyla

(C (n) (Q),*) Banach cebirinin é—ﬁretegleri tanimlanmistir.  Volterra denkleminin
o

¢Oziimlerinin bu denklemin ¢6ziim kiimesine olan mesafesinin tahmin edilmesi i¢in
o-Duhamel ¢arpiminin kullanimi incelenmistir ve Aleman-Korenblum teoreminin yeni
ispat1 verilmistir. Duhamel ¢arpimini kullanarak H” Hardy uzayinda V-invaryant alt

il



uzaylarinin tanimlanmas1 amaglanmigtir. Son olarak da, 84 (X) := [X,A] ile tanimlanan
B (C(”) (Q)) tizerindeki &4 i¢ tiirevli yoriingelerin normu ¢-Duhamel ¢arpimlari
cinsinden tahmin edilmistir. Bu tez calismasinin dort ana boliimiinden sonra Sonug ve

Oneriler kismi yer almaktadir. Bu kisimda tez ¢alismasi sonunda elde edilen sonuglar
ve bu sonuclardan ortaya cikacak bir takim acik problemler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: o-Duhamel carpimi, Banach cebir, a-integrasyon operator,
Maksimal ideal uzay, Genisletilmis dzvektor, Yildiz sekilli bolge, Uretec, I¢ tiirev
operatorii, Invaryant altuzay, Hardy uzay1, Volterra integrasyon operatorii.

2022, 59 sayfa
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ABSTRACT
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DUHAMEL BANACH ALGEBRA STRUCTURE AND SOME
APPLICATIONS OF THE DUHAMEL PRODUCT

Mevliit ALTINTAS
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

Co-Supervisor: Dr. Ramiz TAPDIGOGLU

This master’s thesis is about the application areas of Duhamel multiplication and
the Banach algebra structure of some spaces. In this context, this master’s thesis is
planned to consist of four main parts: Introduction, Source Summaries, Duhamel
Dot Product and Invariant Subspaces and Research Findings and Discussion. The
first of these chapters was created as an introduction and the general framework on
the subject is given in this chapter. In the second part of this thesis, the application
areas of Duhamel product and the historical development of some theory related to the
invariant subspace problem are presented. In the continuation of this section, expanded
eigenvalues and expanded eigenvectors of cm (Q) space and Volterra integral operator
are discussed. In the third part of the thesis, cyclic subspace, cyclic operator, convolution
product, Duhamel product, o.-Duhamel product, Banach algebra, maximal ideal space,
extended eigenvalue, extended eigenvector, invariant subspace, Hardy space and Volterra
integration operator definitions of the concepts are given and information about the
results related to these concepts is given. The last chapter is planned by dividing
it into sub-headings. Let o € C and Q C C be a simply connected bounded region
containing the point &, which is a star-like region with respect to the point z = @, i.e.,
Az+(1—A)ax e Qforevery z€ Qand A, 0 < A < 1. Firstly, Banach algebra structure
of C(") (Q) space of all continuous functions on Q with the n th derivative continuous
on Q was investigated according to o-Duhamel product and maximal ideal space of
c (Q) space was defined. Also, the a-integration operator Vy, is defined on C ()

Z
by Vo f (z) := [f(¢)dt, where the integration is performed as above over straight-line
o
segments connecting the points & and z. At the same time, extended eigenvectors of
the Vy, Volterra integral operator in the Malamud-Biswas-Lambert-Petrovié sense on
the C") (Q) space are characterized. On the other hand, *-generators of <C () (Q), >|<>
o o

Banach algebra are defined with the help of a-Duhamel product. The use of a-Duhamel
product to estimate the distance of the solutions of the Volterra equation to the solution
set of this equation is examined and a new proof of the Aleman-Korenblum theorem is
given. It is aimed to define V-invariant subspaces in H” Hardy space using Duhamel

v



product. Finally, the norm of inner-derivative orbits 4 on B <C () (Q)> defined by

04 (X) := [X,A] is estimated in terms of a-Duhamel products. After the four main parts
of this thesis, there is the Conclusion and Suggestions part. In this section, the results
obtained at the end of the thesis work and some open problems that will emerge from
these results are given.

Keywords: o-Duhamel product, Banach algebra, o-integration operator, Maximal
ideal space, Extended eigenvector, Starlike region, Generator, Inner derivation operator,
Invariant subspace, Hardy space, Volterra integration operator.

2022, 59 pages



TESEKKUR

Bu yiiksek lisans tez konusunun secilmesinde ve calismalarim esnasinda, ortaya ¢ikan
her tiirlii bilimsel problemin asilmasinda, yaptig1 uyarilar ve verdigi desteklerden dolay1
her zaman yardimlarini gérdii§iim ¢ok degerli bilim insan1 Danisman hocam Prof. Dr.
Mehmet GURDAL a tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica bu ¢alismam igin her tiirlii imkani
saglamak liitfunda bulunan ikinci damisman hocam Dr. Ramiz TAPDIGOGLU’na
tesekkiir ve siikranlarimi sunmayi bir borg bilirim.

Ayrica beni bugiinlere sevgi, saygi ve vefay: bilecek sekilde yetistirerek getiren ve
calismamin her safthasinda beni yalniz birakmayan maddi, manevi destegini esirgemeyen
bu hayattaki en biiyiik sansim olan aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Mevliit ALTINTAS
ISPARTA, 2022
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiINi

C Kompleks sayilar kiimesi

Cyc(V) V operatoriiniin devirli altuzaylarinin kiimesi
(@), %) Banach cebiri

D Birim disk

d(f,g) Oteleme degismez metrigi

D, a-Duhamel operatorii

f®g f ve g iki fonksiyonun Duhamel ¢arpimi
f (2? g f ve g iki fonksiyonun ¢-Duhamel ¢arpimi
Hol(D) Birim diskteki analitik fonksiyonlar

H? Hardy uzay1

h(d) Klasik Borel doniisiimii

I C"(Q) iizerinde bir 6zdeslik operatorii
* Konvoliisyon ¢arpimi

% a-konvoliisyon ¢arpimi

® Duhamel ¢arpimi

gﬂ;) o-Duhamel ¢arpimi

LatV V operatoriiniin latisi

r Gamma fonksiyonu

N I¢ tiirev operatorii

L2(D) Bergman uzay1

R Reel sayilar kiimesi

Vv Volterra integral operatorii

Va o-integral operatorii
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1. GIRIS

Bu yiiksek lisans tezinde o.-Duhamel ¢arpiminin bazi uygulamalari ve bazi uzaylarin
Duhamel Banach cebir yapisi iizerine incelemeler yapilmistir. Ayrica integral
operatoriiniin invaryant altuzaylarinin latisi ve genisletilmis 6zvektorleri karakterize
edilmistir. Yani, Volterra integral operatorleri i¢in o-Duhamel carpiminin bazi yeni
uygulama alanlar1 belirlenmigtir. Burada verilen sonuglarin daha rahat kavranilmasi

icin ihtiya¢ duyulan notasyon ve kavramlar tezimizin li¢iincii kisminda verilmistir.

1800’lii yillarin basinda operator kalkiiliisii’niin temelleri atilmistir. Boole, Cauchy,
Laplace gibi bir¢ok bilim insan1 operator kalkiiliisiinde bulunan metotlart calismacilarin
kullanimina sunmuslardir. Ancak operator kalkiiliisiin fizik ve ilgili problemlerde ilk
kullanim1 O. Heaviside’e aittir. Ayrica, bu teoriyi elektrodinamik ve ilgili alanlarda
yer alan problemlere uygulayan kisi yine Heaviside olmustur. Bu konu i¢in farkli bir
yaklagim 1930’lu yillarda cebirsel mantiktan yararlanarak J. Mikusinski tarafindan

gelistirilmigtir (Mikusinski, 1956). Burada,

Z
(F8)@) = [ Flz=gle)a
0
ile ifade edilen konvoliisyon c¢arpimi matematiksel analiz problemleri ve
uygulamalarinda pek cok bakimdan degere sahiptir (Mikusinski, 1956; Frankfurt
ve Rovnyak, 1977, 1978). Heaviside’in operator kalkiiliisii ile ilgili olacak sekilde

konvoliisyon ¢arpimi verilmistir. Ayrica ortaya konan bu iligki, konvoliisyon ¢arpimi ile

Vi@ = [r0d
0

integral operatorii arasindaki iligkiye dayanmaktadir. Bu iliski, V f = 1 * f ile ifade
edilebilir. Bu sebeple, elde edilen baginti degisik fonksiyon uzaylarinda Volterra
integral operatoriiniin komutantlarinin tasvir edilmesini gergekler. Diger taraftan
Mikusinski’nin konvoliisyon ¢arpiminin tiirevi Duhamel ¢arpimi olarak tanimlanir.

Bu tanimlanan Duhamel carpimi matematiksel analizin farkli problemlerinde, adi



diferansiyel denklemler teorisi, matematiksel fizigin siir de8er problemleri ve

Mikusinski’nin operator hesabi gibi farkli uygulamalara sahiptir.

Matematigin agik olan dnemli problemleri arasinda invaryant altuzay problemi mevcut

olup ¢oziim hala bulunmamistir. Invaryant altuzay problemi;

X kompleks Banach uzayi ve T : X — X doniistimii sinirli lineer olmak tizere M 6zdes
olmayan ve M, T igin invaryant, yani M # {0}, M # X ve T(M) C M olacak sekilde

herhangi M C X kapali altuzayr mevcut mu?

seklinde ifade edilmektedir. Bu konu fonksiyonel analiz ve operatorler teorisininin en
onemli konular1 arasinda bulunmaktadir. Bu nedenle, x # 0 olmak iizere her x € X in A
nin devirli vektorii olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A operatoriiniin 6zdes olmayan
kapal1 invaryant alt uzaya sahip olmamasidir. Eger X Hilbert uzayi ise A operatorii
E gibi kapali bir invaryant alt uzaya sahiptir. Buna baglh olarak, A operatoriiniin
H = E @ E* seklinde ortogonal ayrilist mevcut ve A operatdriiniin matris gosterimi de
ticgen biciminde olur. Bu gosterim ise ¢ogu problemin ¢oziimiinde onemli kolayliklara

sahiptir.

Neumann 20. yiizyilin baslarinda Hilbert uzayinda kompakt operatorlerin 6zdes
olmayan invaryant altuzaya sahip oldugunu vermistir. Diger taraftan ispat bir daha
yapilmis ve Banach uzayinda her kompakt operatoriin 6zdes olmayan hiperinvaryant
altuzaylara sahip oldugu ifade edilmistir (Aronszajn ve Smith, 1954). Daha sonra
20. yiizyilin ortalarinda belli kosullar altinda 6zdes olmayan hiperinvaryant altuzaya
sahip bir skaler operator ile ilgili sonug¢ ispatlanmistir (Bernstein ve Robinson,
1966). Lomonosov ise kisa bir siire sonra Banach uzayi iizerinde her siirli lineer
operatoriin 6zdes olmayan kapali invaryant altuzaya sahip oldugunu sabit nokta
teoremini kullanarak vermistir (Lomonosov, 1973). Daha sonra altnormal operatoriin
0zdes olmayan invaryant altuzaya sahip oldugu Brown (1978) tarafindan verilmistir
(diger ispat i¢cin bkz. (Bercovici vd., 1985; Thomson, 1986)). Ote yandan invaryant
altuzaya sahip olmayan bazi ters ornekler kurularak bu tiirden uzaylar insaa edilmistir
(Beauzamy, 1985; Enflo, 1976, 1987). Buna bir 6rnek o uzay1 verilebilir (Read, 1984,
1985).



Unlii Carleson interpolasyon teoremini veren bir sonu¢ 2004 yilinda Ambrozie ve
Miiller (2004) tarafindan literatiire kazandirilmistir. Bu alanda yapilan en 6nemli
sonuclardan birisi Argyros ve Haydon (2011) tarafindan insaa edilmistir. Diger taraftan
belli kosullar1 saglayan sinirli operator ve bir uzay olusturulmustur (Gowers ve Maurey,
1997). Ayrica Hilbert uzayinda quasinilpotent operatorler icin 6zdes olmayan invaryant
altuzayin mevcutlugunu veren minimal vektorlerin kavrami incelenmistir (Ansari ve
Enflo, 1998; Enflo, 1998; Enflo ve Hoim, 2003). Ayrica yansimali Banach uzay icin
baz1 gelistirici olanaklar incelenmigtir (Troitsky, 2000, 2004). Bu ise Read (1997)
in calismasinda elde edilen sonuclara gore bu yondeki ¢alismalarin motivasyonunu
azaltti. Ansari ve Enflo (1998) de verilen yontemler sayesinde invaryant altuzayin
mevcutlugunun alternatif ispatlar1 olusmustur (Beauzamy, 1985; Anisca ve Troitsky,

2005; Chalendar ve Partington, 2005a,b; Kim, 2011; Chalendar ve Partington, 2013).

Operator teorisinin diger 6énemli problemlerinden biri ise A operatoriiniin hangi

operatorler ile yer degistirdigidir, yani
{AY = {B:AB = BA}

kiimesini aragtirmaktir. Diger durum ise bu B operatoriiniin ne gibi faydasinin
oldugudur. Bu A operatoriiniin invaryant ve hiperinvaryant altuzaylarin1 bulmak A
operatOriiniin hangi operator ile yer degistirebilirligi i¢in 6nemlidir. Lomonosov (1973)
un sonucuna gore, eger A operatorii kompakt ise bu operatoriin tiim komutantlar1 olan
{A} 6zdes olmayan bir invaryant altuzaya sahiptir. Ustte bahsedilen Lomonosov
teoremi arastirmacilar tarafindan genellestirilmeye calisilmistir. Bunlardan biri de A ile
B nin komutatiflik sartin1 daha zayif olan AB = A BA sartiyla degistirmektir. Bu durum
ise genellestirilmis 6zdeger ve genellestirilmis 6zvektor kavramlarinin 6grenilmesini
onemli kilmaktadir ((Nagnibida, 1966; Raichinov, 1970; Kiryutenko, 1975; Crownover
ve Hansen, 1977; Pearcy, 1976; Nagnibida, 1978; Tkachenko, 1979a; Nagnibida, 1981,
1984; Tkachenko, 1997; Karaev, 2006b)).

Bu tezde, ilk olarak, C) () Banach uzaymn normu verilmis ve C) iizerinde
a-konvoliisyonu ve a-Duhamel carpiminin tamimlari verilmistir. Ikinci olarak,

(C (n) (Q) ,®> Banach cebirinin *-iirete¢leri o-Duhamel carpimi yardimiyla
04 04



tanimlanmigtir. Ayni1 zamanda

Caoxf=2¢

Volterra denkleminin ¢6ziim kiimesini aragtirmak i¢in ¢-Duhamel c¢arpimi
kullamlmustir. ~ Ugiincii olarak, HP’nin V-invaryant alt uzaylar1 karakterize
edilmis ve Hilbert uzaylarinda tek nokta spektrumlu Cesaro smirlt operatorler i¢in
Esterle-Katznelson-Tzafriri teoremi ile ilgili olan D ={z € C:|z| < 1} birim disk
icin H? (D) Hilbert-Hardy uzayinda I — Vj, operatoriiniin yoriingelerinin normu
hesaplanmigtir (bkz. Tkachenko (1977)). Ayrica, a-Duhamel carpimlar1 yardimiyla
04 (X) := [X,A] ile tanimlanan B (C () (Q)) tizerindeki 6, ic-tiirevli yoriingelerinin

normu tahmin edilmigtir.  Son kisimda ise (C(”) (Q)’%> nin degismeli bir
Banach cebiri oldugu ispatlanmis ve onun maksimal ideal uzayi ve invaryant
altuzaylar tammlanmustir.  Ayrica C (Q) iizerinde o-integrasyon operatorii Vg
icin Malamud-Biswas-Lambert-Petrovi¢ anlaminda genisletilmis 6zvektorleri de

incelenmistir.

Simdi, detaya girilmeden basliklar halinde yiiksek lisans tez calismasi sonucunda elde
edilen sonuglar verelim. Bu bagliklar ile ilgili detay Arastirma Bulgular1 ve Tartisma

kisminda verilecektir.

« (Q) Banach uzaymin normu verilmis ve C () iizerinde o-konvoliisyonu ve

a-Duhamel ¢arpiminin tanimlari verilmistir.

. (C (n) (Q) ,@) Banach cebirinin *-iiretegleri oc-Duhamel ¢arpimi yardimiyla
04 (04
tanimlanmigtir. Aym zamanda Cy i f = g Volterra denkleminin ¢dziim kiimesini

aragtirmak i¢in o-Duhamel ¢arpimi kullanilmagtir.

* HP’nin V-invaryant alt uzaylar karakterize edilmis ve birim diski lizerindeki
Hardy uzayinda I — V,; operatoriiniin yoriingelerinin normu hesaplanmistir.
Ayrica, a-Duhamel ¢arpimlari yardimiyla B (C (n) (Q)) tizerindeki 94 i¢-tiirevli

yoriingelerinin normu tahmin edilmistir.

. (C (n) (Q) ,@) nin degismeli bir Banach cebiri oldugu ispatlanmig ve onun
04
maksimal ideal uzayir tanimlanmigtir.  Ayrica c (Q) iizerinde Vy icin

genigletilmis 6zvektorleri de incelenmistir.

4



2. KAYNAK OZETLERI

Bu kisimda invaryant altuzay ve a-Duhamel ¢arpiminin uygulama alanlar ile literatiir

ve son yillarda yapilan ¢alismalar detayl olarak incelenmistir.

Duhamel ¢arpimi adi diferansiyel denklemler teorisi (Lavrentiev ve Shabat, 1973),
egimli plaj problemi (Wigley, 1974) ve Mikusinski’nin operator hesabi gibi analizin
cesitli problemlerinde bir¢cok uygulamaya sahiptir. Bu konu ilk olarak birim diskteki
analitik fonksiyonlar uzay: icin incelenmistir (Wigley, 1974). Ayrica bu uzay ve
Duhamel ¢arpimui ikilisinin olusturdugu cebirinin kapali ideallerinin tanimlanmasinda
Duhamel carpimi notasyonu kullanilmistir. Bir diger ¢aligmada Hilbert-Hardy uzayinin
Duhamel carpimi altinda bir Banach cebiri yapisi belirttigini ispatlamistir (Wigley,
1975). Bu elde edilen sonuglardan yola ¢ikilarak H” (D x D) Banach uzayinin bazi
karakteristik 6zelliklerini incelemiglerdir (Merryfield ve Watson, 1991). Diger taraftan
bazi uzaylarda Volterra integral operatoriiniin devirli vektorlerin taniminda, diger
ilgili incelemelerde ve direkt toplamlar i¢in spektral katsayilarin 6grenilmesinde
Duhamel ¢arpimi kullanilmistir (Karaev, 1984, 1995, 2003). Bazi klasik cebirlerin kath
carpimlarinin teorisini iceren problemlerde Duhamel ¢arpimi kullanilmistir (Bozhinov,
1988; Dimovski, 1990). Son yillarda ise baz1 L? (0,1), C*(0,1), W) (0,1) ve W, (D)
gibi fonksiyon uzaylarinda Duhamel carpimi konusu incelenmistir (Karaev, 1990, 2004;
Karaev ve Tuna, 2004; Karaev ve Saltan, 2005; Karaev, 2005a,b, 2006b; Bouzeffour ve
Garayev, 2018).

Duhamel ¢arpimlart methodu Ivanona ve Melikhov (2017a,b, 2019a)’un son eserlerinde
de kullanilmaktadir. Duhamel ¢arpimlari methodunun diger uygulamalari icin Raichinov
(1970); Nikolskii (1974); Karaev (1984); Dimovski (1990); Tsedenbayar (2003); Karaev
ve Tuna (2004); Karaev (2005¢); Karaev ve Tuna (2006); Linchuk (2007); Giirdal
(2009a,b); Leka (2010); Tapdigoglu (2012); Karaev vd. (2014); Giirdal vd. (2015);
Linchuk (2015); Bouzeffour ve Garayev (2018); Garayev (2019) calismalarina atifta

bulunuyoruz.

Ote yandan, giiniimiize kadar matematigin ¢oziilmemis en 6nemli problemlerinden

birisi invaryant altuzay problemidir. Genel olarak problemin ¢6ziimii heniiz bulunmus



degildir. Ancak bazi 6zel uzaylarda belli operatorler i¢in invaryant altuzay1 problemi
¢Oziimiine kavusmustur. Bu problem ilk olarak Gelfand (1938) tarafindan verilmis
olup Agmon (1949) tarafindan L? (0, 1) uzayinda ¢6ziimii verilmistir. Devaminda bu
¢cOziim daha genis integral operatorler icin genisletilmistir (Kalish, 1957; Gohberg
ve Krein, 1969, 1970; Foias ve Williams, 1972). Ayrica, kaydirma operatorii
kullanilarak bazi 6zel durumda invaryant altuzay problemi ¢6ziime kavusmustur
(Sarason, 1965). Hilbert-Hardy uzayinda integral operatorii i¢in invaryant altuzay
problemi cesitli calismalarda yerini almigtir (Donoghue, 1957). Volterra operatorlerin
direkt toplamlarinin invaryant ve hiperinvaryant alt uzaylari, sinirli lineer operatorlerin
invaryant altuzaylari, V¥ Riemann-Liouville kesirli integral operatorii i¢in invaryant
altuzaylarin belirlenmesi, Sobolev uzaylarinda operatdriiniin invaryant altuzaylarinin
latisleri, kesirli integral operatoriiniin spektral teorisi ve benzerlik problemleri gibi
cesitli ¢alismalarda yer almaktadir (Nikolskii, 1974; Malamud, 1988; Domanov
ve Malamud, 2002; Romashchenko, 2004, 2006; Aleman ve Korenblum, 2008;
Domanov ve Malamud, 2009; Malamud, 2019). Son zamanlarda Duhamel ve
genellestirilmis Duhamel carpimlari kullanilarak daha genel Banach uzaylarinda
genellestirme yapilmistir (Karaev, 2005a). Diger elde edilen sonuglara bakiniz (Karaev,
1984; Dimovski, 1990; Karaev, 2005a; Giirdal, 2009a,b; Karaev ve Giirdal, 2011;
Karaev vd., 2011; Saltan ve Giirdal, 2011; Tapdigoglu, 2012, 2013; Saltan ve Ozel,
2014; Giirdal vd., 2015; Saltan, 2018).

Biswas vd. (2002) tarafindan C belli bir kompakt Volterra operator ise (3.7) nin
uygun oldugunu gostererek onemli bir sonug¢ ortaya konulmustur. Ayrica V nin tiim
genigletilmis 6zdegerlerinin kiimesinin (0,00) oldugunu ve her bir A genisletilmis
O0zdegerine karsilik gelen ©Ozvektorlerinin integral operatorii siniflart igerisinde
bulundugunu gostermistir. V ile degismeli tiim boyle A genisletilmis 6zvektorlerinin
olmadigim gostermek kolaydir. Ayni sonu¢ daha sonra daha kuvvetli sekli almistir
(Karaev, 2006b). Shkarin (2007) yaptig1 calismada A = 1 haricinde genisletilmig
0zdegerlere sahip olmayan ayrilabilir Hilbert uzayinda Volterra operatoriiniin mevcut
oldugunu gostererek "her kompakt operator 6zdes olmayan genisletilmis 6zdegere sahip
mi?" problemini ¢ézmiistiir. Ayrica, B > 0 ve A € C 6zelligine sahip VB AV ikilisi

i¢cin baglayici (intertwining) operatorler kiimesi ¢aligilmistir (Malamud, 1994, 1998;



Bourdon ve Shapiro, 2008; Domanov ve Malamud, 2009). Eger A > 0 ise o zaman
VB A VB ikilisi i¢in sifirdan farkli baglayici operatoriin mevcut oldugunu gostermislerdir.
Daha sonra 8 = 1 i¢in diger metotlar ile yeniden calisilmistir (Biswas vd., 2002; Karaev,

2005a, 2006a; Giirdal, 2009a,b).

Bu tez onerisinde ise, a-Duhamel carpiminin bazi uygulamalar1 ve bazi uzaylarin

Duhamel Banach cebir yapisi iizerine bazi incelemeler yapilmisgtir.



3. DUHAMEL ICCARPIMI VE INVARYANT ALTUZAYLAR

Bu tez ¢calismas1 a-Duhamel ¢arpimina gére C (n) (Q) uzaymin Banach cebir yapisi ve
onun maksimal ideal uzay1, C?") (Q) uzayi iizerinde V,, Volterra integral operatoriiniin
genigletilmis 6zvektorleri ve Duhamel carpimi yardimiyla H” Hardy uzayinda
V-invaryant altuzaylarinin tanimlanmasi ile ilgili hedeflere sahiptir. Bu hedeflerin

rahatlikla algilanabilmesi i¢in gerekli terim ve notasyonlar1 bu kisimda verecegiz.
3.1. Baz1 Uzay Ve Operatorlerin Temel Kavramlari

Bu alt kisimda bazi gerekli notasyon ve sonuclar ile ¢o-Duhamel ¢arpim ile ilgili

ozellikleri verecegiz.

Tamm 3.1. A kompleks vektor uzay1 olmak iizere A cebir ve her x,y € A i¢in x.y = y.x

ise o zaman A cebirine degismeli cebir denir. Her x € A i¢in

olacak sekilde e € A varsa A cebirine birim elemanl cebir ve e ye A nin birim eleman:

denir (Rudin, 1991).
Tanim 3.2. A cebir olmak iizere her x, y € A i¢in

eIl < {lx [yl 3.1

ise 0 zaman A ya normlu cebir denir ve (A, ||.||) ile gosterilir. (A, ||.||) normlu cebiri,

normlu lineer uzay olarak tam ise bu normlu cebire Banach cebiri ad1 verilir.
Eger A, her x € A igin
ex=xe=x

olacak sekilde degismeli bir e elemani igeriyorsa, .4 ya birim elemanli normlu cebir

denir.

i) Reel dogru ile kompleks diizlem e = 1 birim elemanina sahip birer degismeli Banach



cebiridir.
ii) C[a,b] uzay1, e = 1 birim elemanina sahip degismeli bir Banach cebiridir.

iii) A(D), uzay1 D ve D da siirekli analitik fonksiyonlar uzay1 olmak iizere bu uzay bir

Banach cebiridir (Maddox, 1970).

Teorem 3.3. X normlu uzay olmak iizere L(X) = {A:A:X — X lineer operatir}
ve B(X) ={A:A: X — X siirekli lineer operatir} operatir cebirleri konvoliisyon

carpumina gore degismeli olmayan cebirlerdir.

Uyar1 3.4. (B(X),||.||) uzay1 degismeli olmayan Banach cebirleri iken H Hilbert uzay

olmak iizere (B(H), ||.||) birimli degismeli olmayan cebirdir.

Tanmm 3.5. X vektor uzay ve A C X olmak ilizere A nin vektorlerinin lineer
kombinasyonlarinin kiimesine A nin gereni denir ve A = spanA ile gosterilir (Maddox,

1970).

Tanmm 3.6. X bir Banach uzayi, A : X — X sirh lineer operatér ve x € X osun.
Eger span {x,Ax,Azx,A3x, ...} = X ise 0 zaman x de8erine A min devirli vektorii denir

(Nikolskii, 1986).

Tamm 3.7. X Banach uzayi, A : X — X sinirh lineer operator ve E C X olsun. Eger
span{A”E :n > 0} = X ise o zaman E uzayina A operatoriiniin devirli altuzay: denir.

Burada A nin devirli altuzaylarinin kiimesi Cyc (A) ile gosterilir (Wigley, 1974, 1975).

Tammm 3.8. X Banach uzayi, A : X — X smirh lineer operatér, E C X ve E, A

operatoriiniin devirli alt uzay1 olsun. O zaman
Ua :=min{dimE : E € Cyc(A)}

degerine A operatoriiniin spektral kat1 adi verilir. Burada 4 degeri sifir, pozitif tamsay1
veya oo degerine sahiptir. Eger uq = 1 degerine sahip ise A operatoriine devirli operator

denir (Wigley, 1974, 1975).



Invaryant altuzaym mevcutlugu ile devirli altuzay arasinda énemli bir baginti mevcuttur.
Yani, A : X — X operatoriiniin 6zdes olmayan invaryant altuzaya sahip olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosulun sifir olmayan x € X i¢in x € Cyc (A) olmasidir.

Teorem 3.9. T operatirii kompakt ve A # 0 olsun. Eger (T — AI)x = 0 denklemi sadece
x = 0 noktasinda tek ¢oziime sahip ise, o zaman T — Al tersinebilirdir (Kantorovich ve

Akilov, 1964).

Tanmmm 3.10. f: M — C,M C C, kompleks fonksiyonu ve zg € M olsun. Eger f

fonksiyonu zp noktasinin

D(zo,r) ={z€C:|z—2z| <r}

komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilir ise, o zaman f fonksiyonuna z
noktasinda analitiktir seklinde ifade edilir. Eger f fonksiyonu M nin tiim noktalarinda
analitik ise f ye M iizerinde analitiktir denir. Tiim kompleks diizlemde analitik ise f ye

tam fonksiyon adi verilir (Rudin, 1991).

Teorem 3.11. Eger zo in komsulugundaki z ler icin f fonksiyonu analitik ise o zaman

z—20)"

£ (!Zo) (

n

@)=Y an(z—z20)" =Y,
n=0 n=0
Taylor agilimina sahiptir. (Rudin, 1991).
Tanim 3.12. Birim disk iizerinde
Hol(D)= {f(z) (f(z) = Zf(n)z"}

seklinde tanimlanan kiimeye tek degerli analitik fonksiyonlarin uzay (veya holomorf
fonksiyonlarin uzay1) denir. Burada f(n), f fonksiyonunun n. Taylor katsayisi olup

F(n) = L2© seKlinde ifade edilir (Furuta, 2001).
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Tanim 3.13. Eger f, g € Hol(D) olmak iizere
(f+8)(z / flz—1)g

ifadesine f ve g nin konvoliisyon ¢arpimi denir (Dimovski, 1990; Rudin, 1991).

Teorem 3.14. f(x) ve g(x) siirekli fonksiyonlar olsun. O zaman her € > 0 ve her
€ (0,x)) icin f(x) # 0 ve

X

(f*g)(x) = /f(x—y)g(y)dy =0

0

ise 0 zaman g(x) = 0 olur (Titchmarsh, 1926).

Tamm 3.15. f,g € Hol(D) olmak tizere

(Fo8)E) = /f -1 /f(—t)g(f)dt+f(0)g(Z) (62

esitligine f ve g nin Duhamel ¢carpimi denir (Wigley, 1974).

Ayn1 zamanda, klasik Duhamel ¢arpimi1

nlm! ~
(fog)@)=) ) f(n)g(m)z™
biciminde de ifade edilebilir (Wigley, 1974).

Simdi bu duhamel carpiminin degisme ve birlesme 6zelligine sahip oldugunu gosterelim.

Gergekten f,g,h € Hol(D) olmak iizere

4 /f g =m(z) ve & 0/ ¢(c— ()t = n(2)

olur.
Z t

/ m(z—1)h(t)di = / / Flz—1—K)g(K)dk| h(t)dt
0

0 0

11



olur. Burada &k = w — ¢ kullanilarak

[m(z=0nie) :=/ /fz w)g(w —t)dw | h(r)dr
0 ~ 0// flz—w)glw —1)h(t)dwd

ve buradan T
/Zm<z—r>h<z>dr /zf(z ) | [0 mcrar]
d d d

elde edilir. Burada tiirev alinirsa
d Z d Z
4 / m(z—1)h(t)dr = - / Flz—1)n()dr,
dz J dz 4

yani, (f®g)®h = f® (g®h) olur. Aym adimlar1 uygulayarak (f®g)(z) = —/f(z —
<

t)g(t)dt esitliginde u = z —t degisken degistirmesi yapilirsa,

(ros d/f (e wdu(~1) =~ [ Flwgle—w)du
le/f c=wdu=(g)()

olup bu ise f ® g = g ® f oldugunu verir. O halde degisme 6zelligi saglanmis olur.

Uyari 3.16. Duhamel ¢arpimina gére Hol(D) uzayi birim elemana sahip olmasina

ragmen konvoliisyon ¢arpimina gore birim elemana sahip degildir.
3.2. a-Duhamel Carpimi

o € C bir say1 olsun. Ayrica Q C C bolgesi o noktasini iceren basit baglantili sinirl

bolge olsun. Burada Q bolgesi z = o noktasina gore yildiz sekilli bir bolge, yani her

12



2€Qved,0< A <1,icin Az+ (1 —A) a € Q dir. Q iizerinde n. tiirevi siirekli olan
Q iizerinde tiim analitik fonksiyonlarmn C* () Banach uzayi tanimli olsun. C () .=
C" (Q) uzay1

|l f1l,, := max {max‘f(") (z)‘ = 1,2,..n}

z€Q
normuna sahip bir Banach uzayidir. o.-konvoliisyonu ve a-Duhamel ¢arpimi sirasiyla
C™ de
Z
(F18) @) = | (c+a—r)gar (3:3)

o

veE

(roe) @i iret a g =7 (4o -0g0d+ 7 (@56 GH

dZa o

ile tanimlanir. Burada integral a ve z (z € Q) noktalarini baglayan parca iizerinden

alinir. V, a-integral operatorii C™ iizerinde

Z

Vaf (2) := [ f(1)dr

a

ile tanimhidir. Burada integrasyon yukarida oldugu gibi & ve z noktalarini birlestiren

dogru pargalar ile gerceklestirilir.

o-Duhamel carpiminin tiim ¢arpma aksiyomlarimi karsiladigi bilinmektedir (ve
dogrulanmasi kolaydir) ve sabit fonksiyon 1 bu ¢arpimin birim elemanidir. Ayrica
herhangi bir f € C™" (Q) icin Vo f = (z— ) ® f olduguna dikkat ediniz. Genel olarak
herhangi bir g € C (Q) i¢in o-Duhamel op:ratérii D, : C(Q) — " (Q),

(Dagf)(2) =& f, f€C(Q)

ile tanimlanir. Klasik Duhamel carpiminin (yani, o = 0) ilk olarak Wigley (1974)
tarafindan tanitildigini ve arastirildigini hatirlayiniz. Devaminda Wigley (1974, 1975) de
bu carpimi ayrintili olarak agikladi ve bu carpimi tiim holomorfik fonksiyonlarin Frechet
uzay1 Hol(D)’ye ve Hardy uzaylarina H? (D), 1 < p < 4o cebir yapist saglamak i¢in
kulland1 ve onlarin maksimal ideal uzaylarini karakterize etti. Merryfield ve Watson
(1991) konuyu ¢oklu diskin vektor degerli Hardy uzaylar1 baglaminda genisletti. Giirdal

vd. (2015) de D C C birim diski iizerindeki analitik fonksiyonlarin Bergman uzay1
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L2 (D), iizerinde

(F®8) (@) =L ffa—1)glt)di = [rG-0s0a+1 00 6

dz

ile tanmimlanan klasik Duhamel ¢arpimi ® a gore Banach cebiri oldugunu gostermislerdir.
Genel olarak Duhamel ¢arpimi ve -Duhamel ¢carpimi Garayev (2019); Garayev vd.
(2016); Giirdal vd. (2015); Giirdal ve Sohret (2013); Linchuk (2015); Merryfield
ve Watson (1991); Wigley (1975) calismalarinda cesitli yazarlar tarafindan bazi
alanlarda kapsamli bir sekilde arastirilmigtir. Duhamel ¢arpiminin bir¢ok uygulamasi
1yl aragtirllmistir, 6rnegin, bakiniz Tkachenko (1979b); Fage ve Nagnibida (1987);
Dimovski (1990); Karaev ve Tuna (2004); Saltan ve Ozel (2014); Giirdal vd.
(2015); Garayev vd. (2015); Karaev (2018); Ivanona ve Melikhov (2021). Ozellikle
Ivanova ve Melikhov, Pommiez operatoriiniin komiitatorii arastirmasina ait Ivanona ve
Melikhov (2017a,b, 2019a,b) son calismalarinda Duhamel ¢arpimini kullandilar. Ayrica
Tapdigoglu (2012, 2013, 2020), klasik Volterra integrasyon operatorii V, V f (x) =

X
[ f (t)dt’nin agikar olmayan invaryant alt uzaylarinin ve ¢ift integrasyon operatorii
0

xy
W, Wf(x,y) = [[f(t,T)dtdt nin bazt W-invaryant alt uzaylarinda genisletilmis
00

Ozvektorlerinin tanimlanmasinda Duhamel ¢arpimini uygulamistir.
3.3. Genisletilmis Ozdegerler ve Genisletilmis Ozvektorler

X Banach uzay1 iizerinde tiim sinirlt lineer operatorlerin cebiri B(X) ile tanimlansin.

C € B(X) sabit operator olmak iizere
AC =CB (3.6)
olacak sekilde 0 # A, B € B(X) vardur.

Ec kiimesi

Ec={A:AC=CB, 3B +0}

seklinde tanimli bir cebirdir. Ayrica,
D gc — B(X), CDc(A) =B
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doniistimii cebir homomorfizmi olup kapali lineer doniisiimdiir. Eger B = AA ise baz1 A

kompleks sayis1 i¢in (3.6) denklemi
AC=ACA (3.7

seklini alir. B(X)\{0} x C de (A, A) ikilisinin (3.7) yi saglamast i¢in gerekli ve yeterli
kosulun ®¢ i¢in A nin bir 6zdeger ve P icin A nin bir 6zvektor olmasidir. Yani $¢ igin
(3.7) denkleminin genisletilmis 6zdegerleri ve genisletilmis 6zvektorleri denir. Daha
sonraki yillarda, Pearcy (1976) ve Brown (1979) un yaptig1 ¢alismalar sayesinde {A}’
y1 igeren bir A cebirinin invaryant altuzaya sahip olup olmayacagi sorusunu ortaya
cikarmustir. Bu sekildeki cebir Lambert ve Petrovi¢ (2005) tarafindan tanimlanmigtir ve
sadece C ile degismeli degil ayn1 zamanda baz1 |A| < 1 igin (3.7) yi saglayan operatorleri

de icerdigini gostermislerdir.

Diger taraftan, C gibi kompakt operator i¢in bdyle bir cebirin 6zdes olmayan invaryant
altuzaya sahip oldugu gosterilmis ve A = {C}’ durumu Lomonosov (1973)’un teoremi

olmasi sebebiyle 6nemli bir hal almistir. Bundan dolay1
{cYca (3.8)

kapsamasinin olup olmayacagimi 6grenme konusu onemli bir problemdir. Lambert
ve Petrovi¢ (2005) tarafindan A nin spektral yaricap: pozitif ise bu durumun miimkiin
oldugu gosterilmistir. Boylece geriye operatoriin spektral yaricapinin sifira esit oldugu
kismin incelenmesi kalmistir. Bununla ilgili olarak Biswas vd. (2002) X = L%(0,1) ve
C =V durumunu incelemis ve olumlu sonuclar almiglardir. Biswas vd. (2002) V integral
operatoriiniin tiim genisletilmis 6zdegerlerinin kiimesinin (0, ) oldugunu ve her bir
A genigletilmis 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorlerinin integral operatorii siniflary
icerisinde bulundugunu gostermigtir. V ile degismeli boyle tiim A genellestirilmis
Ozvektorlerinin olmadigim1 gostermek kolaydir. Shkarin (2007) yilinda yaptig
calismasinda A = 1 haricinde genellestirilmis 6zdegerlere sahip olmayan ayrilabilir
Hilbert uzayinda Volterra operatoriiniin var oldugunu gostererek "her kompakt operator

0zdes olmayan genisletilmis bir 6zdegere sahip mi?" acik problemini ¢ézmiistiir.
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3.4. Hardy Uzaymn Volterra Invaryant Altuzaylan

Bu kisimda Domanov ve Malamud (2002) tarafindan verilen Vka operatOriiniin
hiperinvaryant altuzaylarinin latisi ve invaryant altuzaylarinin latisi ile Aleman
ve Korenblum (2008) tarafindan verilen bir Hardy uzay iizerinde tanimli integral

operatOriiniin bazi invaryant alt uzaylar ile ilgili 6zellikleri verilmistir.

X
Vif— / f(t)ile L, [0, 1] tizerinde tanimlanan Volterra integral operatorii p € [1,00)

0
icin tek hiicrelidir ve invaryant alt uzaylarin latisi [0, 1] par¢asina anti-izometriktir

(Gohberg ve Krein, 1970; Nikolskii, 1986). Benzer durum V integral operatoriiniin

kompleks kuvvetleri olan

X a—1
Ve :f%o/%f(t)dt, Reat > 0

operatorleri igin de saglanir. Yani, V% operatoriiniin invaryant ve hiperinvaryant

altuzaylarinin latisleri
Lat V¥ = Hyplat V¥ = {E, :=x[, ] L, [0,1] : 0 <a <1} (3.9)
bicimindedir (Gohberg ve Krein, 1970; Brodskii, 1971; Nikolskii, 1986).

Diger taraftan Volterra integral operatorii

Z

Vaf(2) = [f(t)dt

o

her |a| < 1ic¢in H' Hardy uzayinda f icin iyi tanimhdir. Operator H' den disk cebirine
bir doniisiim ve onun spektrumu her H? (p > 1) Hardy uzayi iizerinde A = 0 tek

noktasini igerir. Vg nin rezolventi
A=Vo) ' =Y AV A #£0
n=0

ile ifade edilir. Burada seriler operatér normda yakinsaktir. Eger VoM C M ise H?

nin bir M kapali altuzayina Vy-invaryanttir denir. H” uzayinin tiim Vy-invaryant

16



altuzaylarinin latisi p = 2 ve a = 0 oldugu durumda Donoghue (1957) tarafindan
tanimlanmigtir. Donoghue’in metodu piir operatér teori olup |a| = 1 6zel durumunda p

nin diger degerlerine zor bir sekilde adapte edilebilir.

Teorem 3.17. (i) |a| < 1 olmak iizere H? (p > 1) nin bir M 0z altuzaymin Vy-invaryant

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

M =bYHP

olacak sekilde bir N pozitif tamsayisimin mevcut olmasidir. Burada b, (z) = {=: dir.

(ii) |a| = 1 olmak iizere HP (p > 1) nin bir M uygun altuzaywmin Vy-invaryant olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

M =S\ HP

olacak sekilde bir t > 0 mevcut olmasidir. Burada S, (z) = exp éi’—z dir.

Sonuc 3.18. H? (p > 1) nin Vy-invaryant altuzaylarimn latisi kapsamaya gore lineer

stralidir.

Kompleks bolgedeki Volterra operatorlerinin invaryant alt uzaylar tizerindeki sonuglarin
yetersiz olmasinin aksine onlarin reel degiskenli benzerlerinin incelenmesi uzun bir

gecmise ve genis bir literatiire sahiptir. V : L? (0,1) — L?(0,1),

operatorii icin invaryant altuzaylarin tanimi ilk olarak Gelfand (1938) a ait olup Agmon

(1949) tarafindan ¢ozillmiistiir. Agmon L? (0,1) uzaymnn tiim V-invaryant altuzaylarin
M, =X, hL*(0,1), 0<r <1

formunda oldugunu ve bundan dolay1 bir lineer sirali latis formuna sahip oldugunu

gostermistir.
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la| <1 sabit degeri ve H”, p > 1, tlizerinde taniml1 Volterra operatorii

Z

Vaf(2) = [f(t)dr

o

ifadesini gozoniine alalim. Ayrica Aleman ve Siskakis (1995) calismasindan Vj
operatoriiniin H?” den kendisi iizerine bir kompakt operator oldugu iyi bilinen bir
gercektir. Ayrica V nin 0zdegerlere sahip olmadigi, yani Vi quasinilpotent oldugu

kolayca elde edilebilir. Bu operatdriin baz1 diger basit 6zellikleri asagida verilmistir.

Onerme 3.19. (i) 2 € C\{0} degeri icin (A — V)~ : HP — HP rezolvent operatorii
her b € D icin

Z

(A=Va)™ £ () = |[(R=Va)~ ] (b) V2 4 %ez/’t / e A (1)t
b

_ {(A —Va)’lf} (b) =B/ +¥ B f;b)e(z—b)/x

Z

+ %ez/’l /e_t/lf' (t)dt.
b

esitligini saglar.

(ii) Eger M uzayt Vy, icin bir kapali altuzay ise o zaman M uzayt her A € C\{0} ve

(A — V)~ Vicin invaryantnr.
(iii) Her e iistel fonksiyonu Vy, icin bir devirli vektordiir.

Asagidaki onerme V, operatoriiniin invaryant altuzaylari ile ilgili baz1 dogal 6rnekleri

saglar. Simdi Onerme 3.20 icin bazi1 kavramlar1 hatirlatalim.

H* Hardy uzay kompleks birim diskte sinirli analitik fonksiyonlarin uzayidir. H* Hardy
uzayinda herhangi f fonksiyonu g i¢ fonksiyonu ve 4 dig fonksiyonunun ¢arpimi olarak
f = gh seklinde yazilabilir. Burada g i¢ fonksiyonu T birim ¢ember iizerinde hemen
hemen her yerde modiiliisii 1 dir. 4 dis fonksiyonu ise D de sifirlara sahip olmayan ve
tamamiyla birim ¢ember iizerinde | f| nin sinir degerleriyle belirlenen fonksiyondur.

Singiiler i¢ fonksiyon D de sifirlara sahip olmayan ve T birim ¢ember {izerinde hemen
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hemen her yerde modiiliisii 1 olan fonksiyondur. Singiiler bir i¢ fonksiyonun bilinen

ornegi, birim ¢cember iizerindeki herhangi bir ¢ noktasi i¢in

dir. Bu r de temel bir singiilerlige sahiptir. Buradan yola ¢ikarak, en genel singiiler i¢

fonksiyon asagidaki gibi elde edilir:

s(z) :=cexp . i——:d,u (1).
Burada u, T ve |¢| = 1 tizerinde normallestirilmis singiiler bir dl¢iidiir. Cember
tizerindeki bir Olcii, bir Lebesgue sifir dl¢iisii kiimesinde destekleniyorsa singiiler
oldugunu hatirlatalim. Anlamas: en kolay singiiler ol¢iiler, Dirac delta dlgiilerinin
(muhtemelen sonsuz) lineer kombinasyonlar1 olan atomik Ol¢iilerdir. w birimin 6zdes

olmayan besinci kokii olmak iizere

f<z>:lf11exp(”wk)

z—wh

fonksiyonu bir atomik singiiler i¢ fonksiyondur .

Onerme 3.20. (i) Eger a € D ve b, (z) = <=% ifadesi a noktasinda sifir ile Blaschke

l—az

carpimi ise o zaman her N pozitif tamsayt icin bY HP altuzayr Vy icin invaryanttr.

Z+a
z—a

(ii) Eger |a| = 1 ve S, (z) = exp ifadesi a noktasinda singiilerligi ile atomik singiiler

i¢ fonksiyon ise o zaman her t > 0 icin SL,H? altuzayi Vy icin invaryanttir.

Yardime1 Teorem 3.21. Bir sifirdan farkli f € HP fonksiyonu S',HP ye ait olmast i¢in

gerekli ve yeterli kosul
lim sup (1 —r)log|f (ra)| < —2¢

r—1-

olmasidur.
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Teorem 3.22. M uzay:t H?, p > 1, iizerinde Vy, nin 6zdes olmayan invaryant altuzay:

olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir:
(i) Eger a € D ise o zaman M = bg’ HP? olacak sekilde bir N pozitif tamsayist mevcuttur.

(ii) Eger |a| = 1 ise 0 zaman M = S' HP olacak sekilde t > O mevcuttur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu kisimda elde edilen sonuglarin genel degerlendirilmesi yapilacaktir. Yani, yiiksek

lisans tez 6nerisinde hedeflenen problemler ve sonuclari1 detayli olarak incelenecektir.
4.1. o-Duhamel Carpimimin Bazi1 Uygulamalar

Bu kisimdaki elde edilen sonuglar Aleman ve Korenblum (2008), Garayev vd.
(2016), Giirdal (2009b), Karaev (2005b), Merryfield ve Watson (1991) calismalari
dikkate alinarak elde edilmistir. Burada Banach cebiri (C () [0,1] ,®) ve Volterra
integrasyon operatorii V nin bazi 6zellikleri iizerinde ¢aligilmistir. Buailk kisimda ilk
olarak (C ) (Q) ’%) Banach cebirinin *-iiretecleri @-Duhamel carpimi yardimiyla

(04
tanimlanmugtir. Ayni zamanda

Ca,ICf =8

Volterra denkleminin ¢6ziim kiimesini arastirmak i¢in o.-Duhamel ¢arpimi kullanilmistir.
Burada Cy i, formul (3.3) esitligiyle C™ iizerinde tammlanan bir :x;—konvolijsyon
operatoriidiir, yani,

Corxf:= fIC (z+a—t) f(t)dt

dir. Daha sonra Duhamel ¢arpim yontemini dahil ederek H” nin V-invaryant alt uzaylari
karakterize edilmis ve dolayisiyla Aleman ve Korenblum (2008) un makalelerindeki
sonucunun yeni bir ispati verilmistir. Son olarak, Hilbert uzaylarinda tek nokta
spektrumlu Cesaro sinirli operatorler i¢in Esterle-Katznelson-Tzafriri teoremi ile ilgili
olan D={z€ C: 7| < 1} iizerindeki H? (D) Hardy uzayinda I — V,, operatoriiniin
yoriingelerinin normu hesaplanmistir (bkz. (Tkachenko, 1977)). Ayrica, o.-Duhamel
carpimlart yardimiyla 64 (X) := [X,A] ile tanimlanan B (C(") (Q)) tizerindeki 84

i¢-tlirevli yoriingelerinin normu tahmin edilmistir.
4.1.1. C"(Q) cebirinin x-iiretecleri
o

Bir Banach cebiri B icin, B’nin R radikalinin, B’nin tiim (kesinlikle) indirgenemez
temsillerinin ¢ekirdeginin kesisimi oldugunu hatirlayalim. Eger R = {0} ise, o zaman

B’nin yari-basit oldugu soylenir ve R = B ise, B’ye bir radikal cebir denir. Egdeger
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olarak, eger her b € B elemani i¢in birlesme 6zelligine sahip ¢carpma operatorii Mya :=
ba (a € B), B iizerinde yari-nilpotent ise, yani 6 (M) = {0} ise B bir radikal Banach

cebiridir denir.

w17k

klirn f i = 0 olmasi bilinen bir sonugtur. Dolayisiyla (C(”) (Q) ,z) uzay1 (3.3)
—>00

formiilii ile tanimlanan * konvoliisyonuna gore bir radikal Banach cebiridir. Burada

o

*k
o = f k... %
fE = fn
k

c (Q)’ deki f fonksiyonunun k. tekrarli konvoliisyonudur. Agik¢a herhangi bir
fec(Q) igin <f§f> (a) = 0’dir. Ayn1 zamanda,

(f;f;f) (@) Zf;(f;;f) = (jf(era—t)ofjf(tJra—T)f(’c)dr) (@) =0

oldugundan her k = 1,2,... icin ( fzk) (o) = 0 oldugu agiktir. Bu nedenle, f €
C™ (Q)’nin (C(”) (Q), *) ’yi iretmesi yani,
o

span{ £, f.f 5 f 5 fo } = CO (@)

vermesi i¢in gerekli kosulun f (@) # 0 oldugunu goriiyoruz. Ancak bu kosulun o = 0
icin bile yeterli olup olmadig: heniiz bilinmemektedir (bkz. (Ginsberg ve Newman,
1970) ve (Karaev vd., 2014)). Daha fazla ayrint1 icin Garayev vd. (2016) calismasi

incelenebilir.
Simdi, Banach cebiri <C(”) (Q) ,;) icin yukarida ifade edilen soruyu
(@) :={rec(Q): f(a)=0}

altcebiri durumundaki soruya indirgeyen Teorem 4.3 ispatlanmistir. Sonucumuzu ifade
etmeden Once, Garayev vd. (2016) nolu kaynaktaki Yardimct Teorem 2.1 ve 2.2°nin

ispatlarina olduk¢a benzeyen iki Yardimci teoremi ifade edebiliriz.
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Yardimei Teorem 4.1. <c("> (Q), @) birim elemami f = 1 olan degismeli bir Banach
o

cebiridir.

Yardima Teorem 4.2. f € C(") (Q) fonksiyonu ®-tersinebilir olmasi icin yeterli ve
o

gerekli kosul f (o) # 0 olmasidur.

Z
Teorem 4.3. f € C" (Q), f () # 0 olacak sekilde bir fonksiyon ve F (z) = [ f () dt
o

olsun. O zaman f fonksiyonunun <C(”) (Q) ,;) cebirinin bir z—b'ireteci olmast icin

(04

yeterli ve gerekli kosul F nin <C((xn) (Q) ,@) altcebirinin bir ®-iireteci olmasidir.
o

. Z
Ispat. Gergektende, F (z) = [ f (t)dt oldugundan her g € C?) (Q) igin
[0

(Darg) () = diz ijF (040 — 1) g(t)dt = i Flat o—1)g(t)dr

elde edilir. Dolayisiyla Dy p = Cq ¢ dir. Bu nedenle F ® f'= f * f, yani
o

(F @ F) ® f = Do pf =Dar (Darf) =Dar (Casf) =Coyf

olur. Boylece, her k > 0 i¢in tiimevarim yoluyla C’(; of = DQ rf elde ederiz, bu da

span{f,f;f,fzf;f,...} - span{f,F%)f,F%}F%)f,...}
= span {Da,f (F%)k) k> O}
:Da,fspan{ (F%k> k> 0}

:Da7fspan{I,F,F@)F,F@F@F,...}
o a o

oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

span{l,F,F@F,F@F@F,...}
o [0 o

=span{Al: A GC}@span{F,F%)F,F%)F%}F,...}
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gercegini kullanarak, @’nin alt uzaylarin direkt toplamini temsil ettigi yerde,

span{f,f:;f,...}

= clos {Dmf <span{ll : A € C} @span {F,F@F,...}> } 4.1)
o

oldugunu goriiriiz. Yardimci Teorem 4.2 den f(a) # 0 oldugundan, a-Duhamel

operatorii Dy ¢, C (n) (Q) uzayinda tersinebilirdir. Diger taraftan,
" (Q) =span{Al: 1 e C}aC (Q) 4.2)

kullanilarak, teoremin iddialar1 Dy  operatoriiniin tersinebilirliginden ve (4.1) ve (4.2)

temsillerinden elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur. [
4.1.2. Volterra integral denkleminin ¢6ziim kiimesine uzakhg

Bu alt kisimda,
Z

JK(z+a—1) f(t)dr = g(z) 4.3)

o
denkleminin ¢6ziim kiimesine olan uzakligimi cekirdek fonksiyonu K € c (Q)
cinsinden tahmin etmek i¢in a-Duhamel ¢arpim teknigi kullanilmistir. Tabi ki , (4.3)
denkleminin verilen herhangi bir g € C) (Q) fonksiyonu i¢in C (Q) uzayinda bir

¢cOziimiiniin olmas1 bilinen bir gercgektir.
G, = {u e € (Q) : u, (4.2) denkleminin bir géziimijdijr}

alalim. Cg x bir Volterra operatdrii oldugundan, Co x f = K * f ve 6 (Cq ) = {0}
o

oldugunu hatirlayalim. o, (Cm ;C) , Co kc operatOriiniin nokta spektrumu olsun. O zaman

6 (Cac) = @ olup C (”) (Q)deki herhangi bir sifir olmayan g fonksiyonu icin g ¢ G,

anlamina gelmektedir.

G; ={ueGy:|ull,=1}

ifadesi G nin birim kiiresi olsun. Agagidaki problem dogal olarak ortaya ¢ikar:

Soru4.4. gve G;, arasindaki mesafe tahmin edilebilir mi?
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Asagidaki teorem bu problemi ¢ozmektedir. f € <C () (Q), @) tersinebilir elemaninin
o

e - v
®-tersi icin f @ semboliinii kullanacagiz.
04

Teorem 4.5. O zaman

—1e]|!

o

1
n+2

dist (g,G,) >

(—1 +ijIC (t)dt)

n

elde edilir.

. z
Ispat. F (z) = =1+ [K(t)dt alinsin. O zaman Cy xcu = g konvoliisyon denklemi,
o

diz(fF (z+a—t)u(t)dt+u(z) =g(2)

veya kisaca F ® u = g — u olarak yeniden yazilabilir. O halde, Garayev vd. (2016)’deki
(04
Yardimei Teorem 2’ye gore F (o) = —1 oldugunu goz oniinde bulundurarak, f® F = 1
o

olacak sekilde bir f € C(") (Q) fonksiyonu vardir, bu da
fOF®u=f®(g—u)
o o [0

yani u = f ® (g —u)’yi ifade eder. Dolayisiyla, Yardimct Teorem 4.1°i kullanarak,
o
herhangi bir u € G;, icin

< (n+2) £l llg = ull,

n

1=l = 7 )

elde edilir. Bu da her u € Gél, icin

11
lg—ull, = —
" at2l1l,

-1
oldugunu gosterir. f =F o oldugundan, her u € Gé i¢cin

-1
1 1

1
— > =
||g u”n— n 2H _]% n 2

n

(—1+ijIC (t)dt)_l%

n
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ifadesine sahibiz. Sonug olarak,

-1

(—1 +fZIC (t)dt)l%?

inf ||g—ul|, > ——
inf llg—ull, = .=

g o n
olup bu da
1 1 z -1g|~!
dist(g,G,) > —1+ [K(t)dt
ist(6.61) = 1 | (<1 Jear)
n
anlamina gelir. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanur. [

4.1.3. H? uzayinda V-invaryant alt uzaylarin latisi

D karmagik C diizlemindeki agik birim diski gostersin. Hardy uzayr H? = H” (D),
0< p<oo,

2n o\ P dO
1l = sup [ |f(re®)| 5 <+
0<r<10 T

olacak sekilde D {iizerindeki tiim analitik fonksiyonlardan olusur. Bu norm ile H?,
1 < p < e i¢in bir Banach uzay1 0 < p < 1 i¢in ise yerel konveks olmayan, dteleme
invaryant metrigi d (f,g) = ||f —gll%», f,g € H? ile bir topolojik vektdr uzayidir.
p = +oo icin H* = H* (D) uzay1 ||f||y := sup{|f(z)| : z € D} normuna sahip bir

Banach cebiridir.

Bu alt kistmda, Hardy uzay1 H? 1 < p < +oo iizerinde Volterra integrasyon operatorii V
ele alinarak ve onun agikar olmayan kapali invaryant alt uzaylar1 tammmlanmugtir. Ayrica,

(I-Vy)",n=1,2,... yoriingelerinin H? iizerindeki normu hesaplanmustir.

H?’nin tiim Vy-invaryant alt uzaylarinin latisinin, p = 2 ve a = 0 oldugu durumda
Donoghue (1957) tarafindan tanimlandigina dikkat ediniz. Donoghue’nin yontemi
operator teorisidir ve p’nin diger degerlerine ve ozellikle || = 1 ise zorlukla
uyarlanmistir. Aleman ve Korenblum (2008) bu boslugu doldurmustur. Onlarin
yaklagimlari, H?-fonksiyonlarinin karmagik esleniklerinin T = dD birim ¢emberi

tizerindeki klasik Borel doniigiimiine dayanir, bu,

h(X) = [eyhdm
T
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fonksiyonunun tamami tarafindan tanimlanir. Burada e (z) := e* ve dm = %,

T tizerindeki normallestirilmis Lebesgue ol¢iisiidiir. Aleman ve Korenblum (2008)
dan sonra, karmagik alanlardaki Volterra operatorlerinin invaryant alt uzaylar
tizerindeki sonuglarin yetersiz olmasina karsin, onlarin gercek degisken analoglarinin
incelenmesinin uzun bir ge¢cmisi ve kapsamli bir literatiirii oldugunu unutmayinmz (bkz.
Nagnibida (1981)). Klasik Volterra integrasyon operatorii V : L2 [0,1] — L? [0, 1] igin

invaryant alt uzaylarin tanimi,

esasen 1938’de Gelfand (1938) tarafindan ortaya konan ve ilk olarak L? [0, 1] nin tiim

V-degismez alt uzaylarinin
M, =X, nL*[0,1], 0<t <1,

biciminde oldugunu gosteren Agmon (1949) tarafindan coziillen problemdir ve
dolayisiyla V operatoriiniin tek hiicreliligi anlamina gelen dogrusal olarak siralanmis
bir latis olusturur. Devaminda, bu sonu¢ Kalish (1957), Giirdal ve Sohret (2013),
Sakhnovich (1957), Saltan ve Ozel (2014), Brodskii (1957), Saltan ve Ozel (2012)
ve Sarason (1965) tarafindan daha genis bir konvoliisyon operatorleri sinifina

genisletilmistir (bkz. (Sakhnovich, 1957; Sarason, 1965) ve buradaki referanslar).

Asagidaki teoremde, o = 0 oldugu durumda Aleman-Korenblum teoreminin baska
bir ispat1 verilmistir (Aleman ve Korenblum, 2008). Yaklasimimiz Nagnibida (1981),
Wigley (1974), Tkachenko (1977, 1979b), Dimovski (1990), Karaev (1984), Tapdigoglu
(2013, 2020) ve Raichinov (1970) tarafindan erken kullanilan Duhamel carpimina

dayanmaktadir.

Teorem 4.6. V : H? — H?, H? (1 < p < o0) Hardy uzayinda bir integral operatirii

olsun. O zaman

EM = {fe HP: £(0) = f(0) = ...F™ (0) :0}
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olmak iizere

Lm@q:{E@;n:QLz}
elde edilir.

Ispat. Burada
lﬂuv)a{EW:nzo}

yani tim n > 0 icin VE (n) « E() oldugunu gormek kolaydir. Bu nedenle geriye sadece
Lat(V) C {E ) pn> 0}’nin, yani herhangi bir V-invaryant alt uzay E’nin, bazi n > 0
icin E (") formuna sahip oldugunu gostermek kalir. Bunun i¢in asagidaki yardimci

teoremlere ihtiyacimiz olacak. [
Yardimci Teorem 4.7. (Tsedenbayar, 2003). Herhangi iki f,g € HP fonksiyonu icin
If @8l < Cllfll I8l (for p=+eo)
vardir. Burada C > 0 bir mutlak sabittir ve bazi C;, > 0 sabitleri icin
If ®gll, <Cpllfll, llgll, (for 1 < p <o), (4.4)
yani, (HP,®) (1 < p < +4o0) bir Banach cebiridir.

Asagidaki yardimci teoremin ispati, Wigley’in makalesinde bulunmaktadir (Wigley,
1975).

Yardimer Teorem 4.8. f € H? (1 < p <o), sifirdan farkli bir fonksiyon olsun. O
halde f fonksiyonunun ®-tersinebilir olmasi icin gerekli ve yeterli kosul f(0) # 0

olmasidur.

p = o u¢ durumu Wigley’in teoremine dahil edilmistir (Wigley, 1975). O halde sadece

1 < p < 40 durumunu ispatlayacagiz. f € H” ®-tersinebilir ise, 0 zaman

feg=g®f=1
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olacak sekilde bir g € H? fonksiyonu vardir. Buradan (f®g)(a) = f(a)g(a) =1
oldugunu, f(0) # 0’1n nereden geldigini gérmek kolaydir. Tersine, eger f (0) # 0 ise,
o zaman F (z) := f(z) — f () yazilir, ve

Z Z

l%gz(F®gﬂdZ%TWZ—ﬂﬂﬂmz%fﬁz—ﬂﬂﬂm(geHQ

tarafindan tanimlanan Duhamel operatorii D : HP? — HP yi ele alalim. Dr’nin kompakt
oldugunu gosterecegiz. Aslinda, F, birim disk D {iizerinde bir analitik fonksiyon

oldugundan, elimizde

F(z)= ¥ F(n)"
n=0
—~ (n) . .
vardir. Burada F (n) = Fn—!(O), n > 0, dir. Kismi toplami dikkate alinirsa,

N
Fy:=Y F(n)7"=
n=0

™M=

fn)z"
1

elde edilir. O zaman tiim g € H? icin

n=1
N n n
ZZfﬂ@VﬁO
n:
olur. Dolayisiyla
N
Dp, = Y n!f (n)V"
n=1

dir. V kompakt oldugundan, herhangi bir N > 0 i¢in Df,’nin H? iizerinde kompakt

oldugu sonucuna variriz. Yani, (4.4) ile, 1 < p < 40 icin elimizde
|DF —Dpy || = |DF-ry | < Cpl|IF = Fl, (4.5)

vardir. (4.5)’deki limite N — oo olarak gecersek, Dr’nin bir kompakt operator oldugunu

elde ederiz.
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Simdi D operatdriinii ( f sembolii ile) dikkate alalim ve g € ker (Dr) yani

Z

Drg(z) = g"f' (z—1t)g(t)dt+f(0)g(z) =0, Vz€D

oldugunu varsayalim. Buradan f(0) g (0) = 0 ve dolayisiyla g (0) = 0, ¢iinkii f (o) #

0’dir. Benzer sekilde tim z € D i¢in

0= diz (Drg) (z) = (ff” (z—1)g()dt+f(0)g(2) +£(0) &' (2)

aliriz ve 0 degeri icin g’ (0) = 0 verir. Tiimevarim ile g (0) = 0, n > 1 ve dolayisiyla
¢ = 0 elde ederiz. Bu da ker (Dy) = {0} oldugunu gbsteri. Dy = f(0)I + Dr
oldugundan, Teorem 3.9 ile D¢ ’nin HP” de tersinir oldugu sonucu elde edilir. Boylece

Yardimc1 teoremin ispati tamamlanr.

Eger
span{V"f:n=0,1,2,...} = H?

ise f € HP fonksiyonunun V icin devirli bir vektor oldugunu hatirlayiniz. V’nin tim

devirli vektorlerinin kiimesi Cyc (V) ile gosterilir.

Yardimci Teorem 4.9. f € H? olsun. O halde f € Cyc <V | E (”)> ) olmast icin

(n>0

gerekli ve yeterli kogul f € EWNE"D (n > 0) olmasidur.

Ispat. Yardimci teoremin ispati, Sakhnovich (1957) makalesinin bazi argiimanlarini

kullanmugtir. Asagidaki Duhamel ¢arpimimi £ () alt uzayinda tanitalim:

(gééh) (2) = d%/zfz(z__t)?h(t)dz <g,h e E<">> n=01,..  (46)
0

0
Acikca, n = 0 i¢in, ® carpimi klasik Duhamel carpimi (3.4) ile ¢cakismaktadir.

feEMve f ¢ E*+1) olsun. Formiil (4.6) herk > 0ven=0,1,... i¢cin

n+k

n
T ®8 g€ E™ (4.7)

Vg =
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oldugunu ima eder. f € E(" fonksiyonunu Maclaurin serisine genisleterek

110 ,, f"000) , F™00) ,
)= a o (n+1)! < = n +R() (4.8)
elde ederiz. Burada ") (0) # 0 ve
© £k
R(2) = SO) k¢ g

k=n+1

olur. Dy ,g:=f ® g, g€ E" (bkz (4.6)) formiilii ile E\" () altuzayinda hareket eden
Dy, Duhamel operatoriiniti dikkate alalim. (4.7) ve (4.8)’den

Dy = f" (0) Iy +Dpon

elde edilir. Yardimci Teorem 4.8’in ispatinda oldugu gibi ayni1 argiimanlar, Dy ,’nin
E(™)” de tersinebilir oldugu sonucunu ¢ikarmamuza izin verir ki bu ihmal edilir. Ote
yandan (4.7)’ye gore

span {z”+k k> 0} =E™,

oldugundan

Ef::span{ vVIE™ f k>0}_span{ka k>0}

o {Z 8 ko]
{

Dfn kZO} :Df,nspan{z”+k:k20}

= span

=Dy, E (gunku Dy, tersinebilirdir)
elde ederiz. Boylece, eger E( \E (n+1) ise, 0 zaman f € Cyc (V | E ) dir.

Tersine Ef = E () esitligi £("+1) (0) # 0 ve dolayisiyla f ¢ E("*+1) anlamina gelir. Sonug
olarak, eger f € E" ve f € Cyc (V | E (”)> ise, o zaman f ¢ E (n+1) olup Yardimel

teorem ispatlanmis olur. Simdi Teorem 4.6 nin ispatina devam ediyoruz.

{0}c...cEmD cEW cEMD . cE® (4.9)
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zincirinden farkli zincir icermeyen V-invaryant alt uzaylarin oldugunu ispatlayacagiz
ve dolayistyla

Lat(V) = {E(”) :n:0,1,2,...}

olacaktir. Aslinda, tersine H?’de (4.9)’daki invaryant alt uzaylardan farkli olan,
agikar olmayan bir V-invaryant E altuzay: oldugunu varsayalim. £ = UgcpE, temsili
ve Yardimci Teorem 4.8 ve 4.9 sayesinde, f(0) # O olacak sekilde bir f € E
fonksiyonunun var oldugunu goriiyoruz. Bu nedenle, Yardimci Teorem 4.8 ile,
{0} # E # HP varsayimmmizla ¢elisen E = H” oldugu sonucuna variyoruz. Dolayisiyla
(4.9) kapsamasina gore, Lat (V) lineer siral1 bir kiimedir ve dolayisiyla V tek hiicreli bir

operatordiir. Boylece teoremin ispati tamamlanir. [
4.1.4. I —V, yoriingeleri ve i¢ tiirev hakkinda

Bu alt kisimda, ¢cogunlukla Montes-Rodriguez vd. (2005) ve Leka (2013) calismalari

kullanilmistir. Simdi, I — V, operatoriiniin tekrarlanan normu hesaplanmistir. Burada
Z
Vaof = / f (¢)dt, H? iizerindeki Volterra integrasyon operatoriidiir. V = V; operatoriiniin

klasik {x/olterra operatoril olduguna dikkat edelim. Volterra operatoriiniin bircok yonii
genis capta caligilmustir ve genis bir literatiire sahiptir. Ozellikle Montes-Rodriguez vd.
(2005)
1=V o =l # > 1)

normlart iizerinde keskin tahminler saglayan (I —V)" kuvvetlerinin asimptotik
davraniglarini incelediler. Elde ettikleri sonuglar, genel olarak tek tip Kreiss sinirliliginin,
minimal spektral varsayimi altinda gii¢ sinirlilig1 anlamina gelip gelmedigi sorusuna
olumsuz bir cevap vermistir. Ayrica / —V’nin ardisik giiclerinin farkliliklarinin normlari

hakkinda keskin tahminler sunulmus, yani

H(I_V)n_(I_V)nHHLp[o,u Xn*§+’4 zp‘ (n>1)
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elde edilmistir. Bu aym zamanda Tsedenbayar (2003) 1n L2[0, 1]’deki 6nceki sonucunun

keskin oldugunu gostermistir. Leka (2013) makalesinin ana amaci, f,

X

(Vo) @) =i [ (=) f(5)ds, 0w <1

I'a

(@)
tarafindan L” [0, 1] iizerinde tanimlanan Riemann-Liouville kesirli integrasyon operatorii
V% arahiginda oldugunda (I — V)" f yoriingelerine daha yakindan bakmaktir, burada I

standart gamma fonksiyonu anlamina gelir. Daha dogrusu, Leka (2013)’te
I _ g+‘ 1.1 ‘
H(I_V )V HLP[O,H Xﬂ 2 4 2P (I’ZZ 1), (X>0

oldugunu ispatlamstir. Leka (2013) nin sonucunun ispati, daha Onceki
Montes-Rodriguez vd. (2005) (ayrica bkz. (Leka, 2013)) daki yonteminin ve Fejer’in
Laguerre polinomlari tizerindeki asimptotik formiiliiniin kullanilmasina dayanmaktadir.
Ayrica, son zamanlarda Volterra operatorii ile degismeli operatorlerin yoriingelerine
iligkin yeni sonuclarin ve tahminlerin Bermudo vd. (2008) tarafindan sunuldugunu da

ifade edelim. Daha fazla ayrint1 i¢in Leka (2013) caligmasi incelenebilir.

. 1/2
Hardy uzay1 H*> = H? (D) nin || f]|, := (Z ]an|2> < oo olacak sekilde f(z) =
=0

Z a,Z" analitik fonksiyonlarinin Hilbert uzay1 oldugunu hatirlayimiz.
n=0
Onerme 4.10. o € D sabit ve Vy, Vof (2 / f(t)dt tarafindan tammlanan H?

iizerinde Volterra integrasyon operatorii olsun. 0 zaman

k

n!
L (- (n—k)!jt(k—j)!

Jj=0

I =Va)"ll = | X

k=0

elde edilir.

Ispat. o--Duhamel ¢arpimi

<f1®f2> /f1 (z+a—1) fo(t)dt
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/ Cra—0fOd+A0) AR, fi.oheH  (4.10)

ile tanimlanir. (4.10)’dan, tim f € H 2 ve

(z—a)"
n!

VEif= ®f, Vf e H? (4.11)

icin1® f = f®1 = f oldugunu gérmek kolaydir. Wigley (1974) ve Wigley (1975)’deki
a (04
ispat yontemleri 6zellikle (H?, ®) nin bir Banach cebiri oldugunu gosterir (H>’nin bazi
04

esdeger normlarina gore). Dolayisiyla, (4.11)’den
z—a)"
Waslly < AE= 2y, vp e vnz 0 @.12)

cikar, bu da |V} < %, Vn > 0 anlamina gelir. Ote yandan |[VZ1], =

(Z;?)” ® 1“2 = % ve dolayisiyla

Vell ——||(z—06)"|!2,VnZO (4.13)

dir. Benzer sekilde

® —k) ®k
I7=Va)"ll = | 1= - a)&"| = ZC"( %<Z‘“>“)
2
It RNEC,
=k ( =\ k! ( k! )
o) e zwf 3
i=o( )
< n! ‘ k!
= 1Y ol A
,§o<k!>2(n—k)!g<'!><k—j>!( e >
- ii (1) o) e
= Ok' n—k)!jl(k—j)! 5
- 1
3
B Zn: Zk: ocfn' ’
=0|120 Lt (k= j)!
olur. Bu ise ispat1 tamamlar. 0
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1
2

n C n! 2 .
Sonuc 4.11. ||[(I—V)"|| = Lg <m> ] dir

Asagidaki ifade Sonug 4.11°den hemen elde edilir.
1
n 2
Sonuc 4.12. [|(I-V)"| > (Z W) dir.
k=0
Sonug 4.13. O zaman

k
|o=vey——vay | =
k=0;=0

n+1 k

n!

iz(_l)jajkz

(n— k) (k—j)°

(n41)! k—j

_,;)jza(_l)]ajk!(”H_k)!j!(k_j)

dir.

Burada iistteki sonucun ispatr, Onerme 4.10’un ispatina oldukga benzerdir ve bu nedenle

verilmemistir.

Simdi B <C () (Q)) tizerinde i¢ tiirev operatorii ele alinmig ve yoriingesinin normu

tahmin edilmigtir. A € B (C(”) (Q)) olsun. I¢ tiirev operatorii 8, B (C(”) (Q)) tizerinde

!Z

84 (X):=[X,A] = XA —AX, X € B (c("> (Q))

formiilii ile tanimlamr. ||84]] < 2||A|| olmasi temeldir. Burada, 67, n = 2,3,...
yoriingeleri i¢in o-Duhamel carpimi cinsinden daha diisiik bir tahmin oldugu

ispatlanmistir. Bu ise Giirdal ve Sohret (2013)’deki elde edilen sonucu iyilestirmistir.

Onerme 4.14. A ¢ B <C(”) (Q)> (1 < p < Hoo) sabit olsun. Her n > 1 ve X €

B (C(”) (Q)) icin

(65 (X) fax) (@) # 0

olacak sekilde f, x € C () (Q) oldugunu varsayalim. O halde

Co < [I85] < 4[IA[]" (n > 1)
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olacak sekilde C,, > 0 sabiti vardr.

Ispat. ||64]] <2||A| oldugundan ||84| < 4 ||A|| esitsizligi asikardir. Ayrica, elimizde

182 | = II1IX, A} AJll = [I[x,A]A — A X, A]|
= ||XA% —24XA + AX||

<4)A x| tim X € B(c™ (Q))
vardir. Dolayisiyla || 53] < 4 I|A||* olur. Benzer sekilde

83 (X) = [[[x,A] A A]

= XA’ - 3AXA* — A’XA - A°X
olup, bu da H 53 H <4 HAH3 anlamina gelir. Tiimevarim yoluyla, istendigi gibi tiim n > 1

icin

1651 < 4A]"

sonucuna variriz.
Simdi alt esitsizligi ispatliyoruz. Kosullara gore, hern > 1 ve X € B (C(”) (Q)) icin
(64 (X) fux) (@) # 0 (4.14)

olacak sekilde f, x € c) () vardir. g, x := 0} (X) fnx tammlansin. Yardimci Teorem

4.8’e gore gn x (a) # 0 oldugundan,
Gnx ®gnx =gnx®Gyx =1
a a

olacak sekilde tek degerli bir G, x € C (n) (Q) ogesi vardir. Dolayistyla, fax®Gux ®
o o

8nX = fn.,X-

Fn7X = fn,X %‘2 Gn,X

alalim. Dolayisiyla (4.14)’ten

(Da,Fn’X o4 (X)> Jax = fux
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¢ikar, bu da f, x’in 1 € o, (D(LF”XSX (X )) Ozdegerine karsilik gelen DO‘anx(Sfr\l (X)

operatoriiniin bir 6zvektorii oldugu anlamina gelir. Ardindan,

1<r (Dan_x oA (X)) < ‘ Dy, , 64 (X) H

< || Dar, || 187 Ol = 1Fnaxl, 185 GOl

elde ederiz. Burada r(.) ifadesi operatoriin spektral yaricapini gosterir. Buradan

1
= < o4 (X) ||
B, =

elde edilir. || X|| < lileX € B (C(”) (Q)) operatorleri iizerinde supremum alinirsa, bu

esitsizlikten

sup < sup |8} ()] = 18]

i<t 1Exll, ™~ xg<
veya esdeger olarak

0<cC - < 18 x)]
A = = |04
inf { || Fxll, : [IX] <1}

elde ederiz. Bu da onermenin ispatini tamamlar. [

4.2. (C"(Q),®) Banach Cebiri Hakkinda
o

Bu kisimda a-Duhamel ¢arpimina (3.4) gore C () (Q) uzaymin Banach cebir yapisi
incelenmigtir ve maksimal ideal uzayr tanimlanmistir. Bu kisimda elde edilen
sonug¢larimiz Aleman ve Korenblum (2008); Garayev vd. (2016); Giirdal ve Sohret
(2013) calismalar1 kullanilarak elde edilmistir. Yani, (C () (Q) ,@) nin degismeli bir
Banach cebiri oldugu ispatlanmis ve maksimal ideal uzayi tanolcmlanm1§t1r. Ayrica
c (Q) iizerinde «-integrasyon operatorii Vi icin Biswas vd. (2002) anlaminda

genisletilmis 6zvektorleri de incelenmistir. Diger bazi ilgili problemler de tartisilmistir.
Asagidaki yardimci teoremler ile baglayalim.

Yardimer Teorem 4.15. C" (Q) uzayi, f = 1 dzdesligine sahip a-Duhamel ¢carpimi

ile degismeli bir Banach cebiridir.
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Ispat. C" (Q) bir Banach uzayi oldugundan, sadece norm carpim esitsizligini
gdstermemiz yeterlidir. Gergekten, herhangi iki f,g € C) (Q) fonksiyonlari i¢in

tiimevarim yardimiyla

(k) z
(roe) @=Jr Y Era-ngoas ¥ @t e @

(04

elde edilir. Kismi integral metodu yardimiyla

(k) z -
(roe) @= ¥ G ra-ng@a T @M@+l @

o

olup buradan

‘ (r26) @

elde edilir. Boylece

<[l e+, e e+ e )

m=0

< (k+2) 171, llell,

[GORC

olup buradan arzulanan

ras] <@l 16,

n

esitsizligi elde edilir. Bu ise <C () (Q) ,®> ikilisinin bir Banach cebiri oldugunu
04

gosterir. Her f,g € C (Q) i¢in f®g=g® f ve f®1 =1 f oldugundan yardimci
o a [0 o

teoremin ispati tamamlanir. [
Sonraki yardimc1 teorem o-Duhamel ¢arpimina gore bir tersinebilirlik kriterini verir.

Yardimc1 Teorem 4.16. Eger [ € (C(”) (Q) ,@) ise, 0 zaman ®-tersinebilir olmast
o [0

icin gerekli ve yeterli kosulun f (o) # 0 olmasidur.

38



Ispat. Aslinda, eger g € (C(”) (Q) ,®> , f nin ®-tersi ise, o zaman (3.5) den
[0 o

1= (roe) @=ri@s(
olur, yani f (o) # 0 dir.

Tersine f(a) # 0 ise Dy := f %kc) g denklemini kurabiliriz. Simdi o-Duhamel
operatorii Dg ¢ nin C (n) (Q) uzayinda tersinebilir operator oldugunu ispatliyoruz. Bu
amagla f yi f = F + f (&) olarak yazalim, buradan F := f — f () dir. Bu nedenle
Dg.f = f(a)I+DgF, burada I, €™ (Q) iizerinde bir dzdeslik operatoriidiit. Dy, 7
operatoriiniin tersinebilirliginin ispati i¢in aslinda iki yontem kullanabilecegimize
dikkat ediniz. Ik yontem, kompakt operatorler igin klasik sonug olan Teorem 3.9 ve
Teorem 3.10 temel alir (bkz. (Karaev, 2005c¢)). ikincisi, Banach cebirinin elemanlarinin
spektral yarigap1 icin Gelfand formiiliinii kullanir. Burada ikinci yontemi uygulayacagiz.
Mevcut ispat (Garayev vd., 2016, Yardimci Teorem 2.2) calismasindan birine benzerdir.
Dolayistyla, f (o) # 0 oldugunu gz 6niinde bulundurarak, Dy ¢ nin yari-nilpotent bir
operator oldugunu ispatlamak yeterlidir, yani, 6 (D r) = {0} dir. Bunun i¢in Gelfand

formiiliinii Garayev vd. (2016); Karaev ve Tuna (2004) kullanilarak
%
i ] <o

oldugunu ispatliyoruz. (4.16) nin ispatina gegmeden Once, C () (Q) tizerindeki asagidaki

konvoliisyon operatoriinii tanimlayalim.

Z

(Karg) (z) := (f;g) (z):=[f(z+a—r1)g(t)dr. 4.17)

o

Simdi (4.16) nin ispatina baglamaya haziriz. Aslinda

(Da,rg) (z) == diZfZF (z+o—1)g(t)dt = fF’ (z+o—1)g(t)dt

= K:OC,F/;g(Z)7
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herhangi bir g € C(") (Q) igin Dy pg = Ky 7, g dir, ve bu nedenle Dy = Ky pr diir.
Boylece

(’Cépg) (0) = Kar (Kapg) (2) = JF (c+a—1) (Kapg) (1) dr

[04

:fZF’(z—l—a—t) (f[F’(r+a—r)dr) dt

o

elde ederiz. Dolayisiyla,

a.r8) @) = IFI gl =—;

oldugunu goriiyoruz.

k
a8 ) (@) < IFll lslln =

oldugu tiimevarim yoluyla kolayca elde edilebilir. Ote yandan, elimizde

o

(Ké7F1g>/(z) :fZF"(H—Oc—t) (ftF'(z—ira—T)dT) dt

+F () [F (e+a—1)g(1)dr

[0

var. Boylece

2 ! 2 z—af
(K2rg) @ <IFI I, | 5 +1e -

2

2 on (2= al+1)

<IIFI; Nl ——5—-

elde ederiz. Simdi, tiimevarimla

k
, e,y (2=ol+1)
(trs) @) < 11 el E=E

oldugunu varsayalim. Farklilagma ile

Z

(ki) @ = JF" (et o—1) (IKh pig) (1) e+ F" (@) (K ig) (2)

o
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ifadesine sahibiz, dolayisiyla

k+1 k
! k+1 lz—al |z — «of
(kike) @] <lIE ||g||n< e
k+1
< P g, == DT

oldugu sonucuna vartyoruz.

<’C3,F/g)/ (z) = (Z" F'(z+0—1) (Kapg) (1)dt +F' () (Karg) (2),

oldugunu g6z 6niinde bulundurarak, var olan

Z

(K2pg) () = JF" (e +-@—1) (Karg) (1)

(04

+F" () (Kgpig) (2) + F' () (Kerg) (2),

esitligiyle
2 2
d 2 s (lz—a|+1)
[CF) <z>suF||,,Hg||n< o o 2
2
2oy (E—al+2)
<1F12 e, B2

ifadesini elde ederiz. Boylece, timevarim yoluyla tim j = 2,3, ..n i¢in

0 ey (=l )
(i) @] <liElen, E=S
bulunur. Bu ise
k k (n+ 1)
|k mgl| < IFIE gl o = 0, k=
: (k)?

anlamina gelir. Bu da, Ky p+ nin yari-nilpotent bir operator oldugunu gosterir. Sonug

olarak Dy s = f (@) I+ Dg F tersinebilirdir. BSylece ispat tamamlanir. [

Simdi bu kisimdaki ana sonucumuzu vermeye haziriz.
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Teorem 4.17. (C(") (Q) ,®> maksimal ideal uzayi ile M = {@q} olan bir birim
o
degismeli Banach cebiridir. Burada g : C") (Q) — C ve @q (f) = f () dir.

Ispat. Burada o (f) ile (C(”) (Q) ,@) Banach cebirindeki f elemaninin o-Duhamel
(04
carpimi ® ya gore spektrumunu gosterecegiz. Yardimci Teorem 4.16 dan o (f) =
o

{f(a)} cikar ve Gelfand’1n teorisine gore M = { @y } oldugunu goriiriiz. Aslinda

{rec(@): @) =0}

kiimesi bir maksimal idealdir. Bagka herhangi bir uygun ideal, & da kaybolmayan
bir elemana sahip olamaz, dolayisiyla yalnizca bir maksimal ideal vardir. Boylece
Banach cebirinin (C () (Q), ®) maksimal ideal uzay1 M, bir homomorfizmden olusur,
yani o da degerlendirme ve Oéelfand doniisiimii onemsizdir. Boylece teoremin ispati

tamamlanmugtir. 0

%
Vo, Vaf(z) = [f(t)dt, C" (Q) iizerinde Volterra integrasyon operatorii olsun.
(04

a-Duhamel ¢arpiminin tanimindan (bkz. (3.3) formiilii) genel olarak,

Vaf () = (=) @ f

ve
(Z o (X)m

Vo'lf @)= —@&f, m=0 (4.18)

olarak ifade edilmektedir. Eger span{VZg:m >0} = C("(Q) ise g € C"(Q)
fonksiyonunun V, operatoriiniin devirli vektorii olarak adlandirildigini1 hatirlayimiz.
Q, o noktasini igeren yildiz sekilli sinirli blge oldugundan, {(z — )" : m > 0} in
c (Q)’de tam bir sistem oldugu bilinmektedir (bkz. (Fage ve Nagnibida, 1987)). Bu

nedenle asagidaki sonu¢ Yardimci Teorem 4.16 dan hemen elde edilir.

Sonuc 4.18. Sifirdan farkli f € C () (Q) fonksiyonunun Vo operatorii icin devirli olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul f (o) # 0 olmasidur.

Ispat. Gergekten de (4.18)’den

m (Z_a)m
span{V/'g:m > 0} = span T%)f:mZO
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= span{Daf (ﬂ) m> 0}
’ m!
:Dayfspan{ﬂ m 20}

= Doc,fc(n) (Q)

elde edilir. Dolayisiyla
span{Vy'g :m >0} = Dy fC") (Q) (4.19)

olur. Boylece Yardimci Teorem 4.16 ve (4.19) esitligi kullanlarak istenilen sonug

bulunur. []

Teorem 4.17’nin asagidaki sonucu, Wigley (1974), Fage ve Nagnibida (1987) ve
Tapdigoglu (2012, 2013) nun c¢alismalarinin benzer argiimanlariyla ispatlanabilir

oldugundan ispat1 verilmemistir.
Sonuc 4.19. Ozdes olmayan Vy-invaryant alt uzaylarimin latisi
Lat (Vg) = {E(k) k=0,1,2, n}

olup
EW .= {f eC(Q): fla)=f () =...= f® (a) = o}

yani Vo, C"(Q) iizerinde tek hiicreli bir operatérdiir.
4.2.1. V, operatoriin genisletilmis 6zdegerleri ve genisletilmis 6zvektorleri

D:={z€ C: |z < 1} bir birim disk ve & € D sabit bir nokta olsun. Bu alt kisimda,
c (D) uzayinda, Biswas vd. (2002); Malamud (1995, 1998) acisindan Volterra
integrasyon operatorii Vg’ 'nin genigletilmis 6zvektorleri karakterize edilmistir. A,

C™ (D) iizerinde stfirdan farkli bir sinirli lineer operatér ve A,

VoA = LAV, (4.20)
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olacak gekilde karmagik bir say1 ise A’ya Vi, ’nin genisletilmis 6zdegeri ve A operatoriine
de A’ya karsilik gelen genisletilmis bir 6zvektor denildigini hatirlayiniz. Genisletilmis
ozdegerler ve genisletilmis 6zvektorler hakkinda daha ayrintili bilgi Biswas vd. (2002);
Karaev (2006b); Karaev vd. (2011); Cassier ve Alkanjo (2014); Giirdal vd. (2015);
Garayev vd. (2015); Cassier ve Alkanjo (2017); Tapdigoglu (2020) de bulunabilir.

ker (Vi) = {0} oldugundan, (4.20)’den A = 0 noktasinin V,'nin genisletilmis 6zdegeri
olmadig1 sonucu ¢ikar, yani, 0 ¢ ext,(Vy) dir (Vo nin tiim genisletilmis 6zdegerleri
kiimesi). Sonug olarak ext,(Vy) C C\0. Sonraki sonuglarimiz, C\0 kiimesinin V,’nin
genisletilmis nokta spektrumu oldugunu, yani ext,(Vy) = C\0 oldugunu gésterir. Ngili
sonug¢lar icin bakiniz (Domanov ve Malamud, 2009; Giirdal, 2009a,b; Karaev vd., 2011;
Tapdigoglu, 2020).

Teorem 4.20. A € C\ {0} herhangi bir sabit sayt ve Vg, : C™ (D) — C) (D) bir integral

operatorii olsun.

(i) Eger |A| > 1 ise, 0 zaman B1 # 0 olan her B € B (C(”) (D)) operatorii icin T =
D p1Cyy, operatorii

VoT = ATV, 4.21)

denklemini saglar ve tersine (4.21)’i saglayan sifirdan farkli her T € B (C(”) (D))

operatorii T = Da,BICI/}L bigciminde olmalidir. Burada Dy g1, Do p1g = B1® g ve
o

(Cy /A fE)=f (}TZ) ile tamumlanan C™) (D) iizerindeki o.-Duhamel operatériidiir.

(ii) Eger |A| < 1 ise, 0 zaman VoqB = ABVy olmast igin gerekli ve yeterli kosul B nin
BC), = Dg p1 denklemini saglamasidir. Burada (C) f) (z) = f (Az) dir.

Ispat. (i) B € BC"™ (D) operatérii (C (D), ®) Banach cebirinin birim elemani 1 olmak
iizere B1 #0 olacak sekilde herhangi bir oper(;tb'r olsun. Dy p1, Bl eC™ (D) semboliiyle
C") (D) iizerindeki a-Duhamel operatérii ve C /5, C" (D) iizerinde (C, af) (@) =
f (%z) ile tamimlanan basit bileske operatorii olmak tizere Dy p1C} /5, operatoriinii ele

alalim. O zaman bu operatoriin (4.21) denklemini sagladigin1 gérmek kolaydir. Aslinda,
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her f € C (D) igin

Do g1CypVaf (2) = Da.p1 (Vaf) lZ) =B1® (Vo f) (_Z)

I—o
1%%(1%%1‘ )
-

O:

%) Bl® f ) = %)DaBlcl/kf( 2)
_ /l ~ 0) @ Do p1Cijaf (2) VaDa,g1Ci /2 f (2)
= %VaDa,Blcl//'Lf(Z)a
elde edilir. Buradan (DgpiCi/3) Ve = Ve (DapiCija) olup bu ise

A (Dg.51C1/2) Vo = Vo (Do p1Cy /5,) anlamuna gelir.

Diger taraftan, Dy p1Cy /) 'min C (n) (D) uizerinde sifirdan farkli bir operator oldugunu
gostermek zor degildir. Aslinda, boyle degilse, o zaman Dy g1Cy/; = 0 olur ve

dolayistyla tim f € C(") (D) igin Dy p1C /2J = 0 veya esdeger olarak her z € D i¢in

dif(Bl) (z+a—t)f(t)dt =0
Zo

olur. Buradan her z € D i¢in

(B1) (z+ o —1) f (t)dt = const

R—n

elde ederiz. Ozellikle, z = o i¢in const = 0 ve dolayisiyla tiim z € D icin

R—

(B1) (z+a—1) f(1)dt =0 (4.22)

ifadesine sahibiz. f keyfi oldugundan, f =1 i¢in % konvoliisyonunun degisme

ozelligiyle (4.22)’den j(Bl) (t)dt = 0 olur. Bu ise B1=0 anlamina gelir. Boylece
B1#0 Varsaylmlmlzlz celisir. Ashinda Dg p1Cy /5 nin sifirdan farkl bir operator
oldugunu gosterir. Bu sebeple |A| > 1ile A € C’nin V,, operatoriiniin genisletilmis bir
ozdegeri sonucuna vartyoruz; yani A € ext,(Vy) dir. $imdi bu genisletilmis 6zdeger

A’ya karsilik gelen her genisletilmis 6zvektor B € B(C™ (D)) nin Dy 1€ /5, formuna
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sahip oldugunu ispatlayalim. Gergekten,
)uBVa - VaB

olsun. O zaman %VaB = BV, ve dolayisiyla tiim m > 0 i¢in

1 m

(1) v
olur. O halde ( 1 )m VaB1 = BV/'1, dir. Buradan (4.18) formiiliinii kullanarak
—a\m =Za)m a)m
59" a9 (Y
' «a m! o« m!

elde edilir. O halde

>

3

m)!

() -y 2

ve boylece

z—a\"”
Ble-a)) =1 (%) m=0
o A
elde edilir.  Bu nedenle, tim p polinomlar: i¢in Bp(z—a) = Bl ® p(5%).
o
(z— &) polinomlar1 C (D)’de yogun oldugundan, tim f € C (D) i¢in (Bf) (z) =

Dy 1€y /2 f (z) sonucuna variriz. Sonug olarak, gerektigi gibi B = Dy p1C /.-

(ii)
=a)” ®f(2) =Vg'f(2), VS € c (D)

m!
ifadesinden bahsediyoruz (bkz. (4.18)). VyB = ABV, olsun. O zaman herhangi
bir m > 0 tamsayist i¢in A™BV/* = VB, diger bir deyisle, tim f € C (D) igin
AmBVIf =VIBf . Ozellikle A"BV/"1 = V'B1, ve dolayisiyla yukaridaki 6zdeslik

p(RE ) ()

m! m!

sayesinde

ifadesine sahibiz, veya esdeger olarak,

B(A(z—a))" = (Z—a)m%)Bl, m > 0.
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Yine, p (z — o) polinomlart C™) (D)’de yogun oldugundan, her f € C (D) icin

(BCy) f(2) = (Bf)(A2) = B1® f (z) = Dap1f (2)

elde ederiz. Yani, tim f € C" (D) igin (BCy)f(z) = Dgpif(z) dir. Buradan,
Cof (2) = f(Az), f € C" (D) olmak iizere |A| < 1 i¢in C; operatdrii C™) (D) iizerinde

bir sinirl operator oldugundan BCy = Dy, gy oldugu elde edilir.

Tersine, eger BC) = Dq py ise, 0 zaman her p € €™ (D) polinomu igin

)
)

Z
VaBp (z) = VaBCyp (—) = VoD 1P (

A
— DaVap () = BCxVa (

-5, (- a2r(F) )

-1c (50 (7))

ISR

Z
= ABC, (Vap) () = ABVap (2).
dolayistyla, istendigi gibi Vo B = ABV,, olur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. [

c (D) tizerindeki Cy, bileske operatoriiniin genel olarak, uygun bir ¢ : D — D
fonksiyonu icin

(Cof) ()= (fo0)(2) = f(9(2))

seklinde tanimlanan operator olduguna dikkat ediniz. Asagidaki sonucun ispati Giirdal
vd. (2015)’deki Sonug 3.1 in ispatina benzer olup sadece biitiinliik olmasi i¢in burada

verilmistir.

Sonuc 4.21. A,

A| > 1 olacak sekilde bir sayt olmak iizere Cy bileske operatoriiniin

CoVa = AV Cy kosulunu saglamast icin gerekli ve yeterli kosul ¢ (z) = % olmasidur.

Ispat. C, bir bilegke operatérii oldugundan, Cyl =1 (¢ (z)) = 1 oldugu acikur. O

zaman Teorem 4.20’nin (i)’sinden CypVy = AV, Cyp olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

Cp =Da,c,1C1ja =D 1C15 = Cy)a
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olmasidir. Bu ise her z € D i¢in ¢ (z) = £ oldugunu gosterir. Bu da istenilen sonucu

Verir. O]

Sonuc 4.22. {V,} = {Da, rifecC () (D)} , yani Vy, operatériiniin komutantlart f €

c (D) ozelligine sahip a-Duhamel operatorleri Dy, r lerden olusmaktadir.

Sonug olarak Teorem 4.20’nin ayrica ext, (V) = C\ {0} yi ima ettigini soyleyebiliriz.
Ciinkii BC), = Dg p1 denkleminin [A| < 1 olacak sekilde herhangi bir A € C igin sifir

olmayan bir B ¢oziimiine sahip oldugu gosterilebilirdir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu kisim elde edilen sonuclar ve bu sonuglardan ortaya cikacak bir takim agik

problemlerin verilmesini kapsamaktadir.

Bu yiiksek lisans tez calismasinda, o0 € Q degerine gore Q C C yildiz sekilli bir bolge
olmak iizere Q de . tiirevi siirekli olan siirekli fonksiyonlarm C) (Q) Banach uzay1

calisilmigtir. o-Duhamel carpimi
Z
f8g) @ = [ fle+a—ngiar="1 (1)@
ocg Y= dz ¢ & - dz a8) ¢
[0

yardimiyla (C(”> (Q) ,;) Banach cebirlerinin ;-ﬁretegleri tanimlanmis, V, operatorii

Vof (z) = fz f(¢)dr ile tamiml1 integral operatdrii ve 84 operatorii ise 04 (X) := [X,A]
ile tammhaig tiirev operatdrii olmak iizere ||(I — V)™ || tahmini ve ||67'|| normunun
alttan tahmini incelenmistir. Ozel durumda Aleman-Korenblum teoreminin yeni
ispat1 verilmistir. Yani, Duhamel ¢arpimi yardimiyla H? Hardy uzayinin V-invaryant
altuzaylar tasvir edilmistir. Devaminda, o bir sabit kompleks say1 olmak iizere Q
tizerinde analitik fonksiyonlarin bazi Banach uzaylari tamimlanmis ve o-Duhamel
carpimina gore onun Banach cebiri oldugu ispatlanmistir. Ayrica, hy (f) = f () ile
tamiml1 4, homomorfizmini iceren maksimum ideal uzay oldugu ispatlanmistir. Son
olarak, Vi f(z) = [5 f(t)dt integral operatoriiniin invaryant altuzaylarinin latisleri
karakterize edilmis ve a-Duhamel carpimi yardimiyla V, nin genisletilmis 6zvektorleri

verilmistir.

Tez kapsaminda yapilan ¢alismalar dikkate alindiginda bunlarin devami olarak asagidaki

soruyu ortaya koyabiliriz:

Soru 5.1. Bu tez kapsaminda elde edilen sonuglar Banach uzaylarin farkli siniflarinda

Riemann-Liouville kesirli integral operatoriiniin farkli siniflar1 i¢in verilebilir mi?
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