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Bu tezde, klasik Riesz ve Bessel potansiyellerini genellestiren integral operatorler ta-
nimlanmis ve Lebesgue uzaylarindaki davraniglar1 incelenmistir. Bu operatorler, Sobolev
uzaylarinin, Bessel potansiyelleri uzaylarinin ve bunlarin cesitli genellemelerinin ince-
lenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Oncelikle, "operatorlerin makul demeti" kav-
ramu1 tanitilmig ve "makul demet" olusturan operatorler ailesine ¢esitli 6rnekler verilmig-
tir. Daha sonra, klasik Riesz ve Bessel potansiyellerinin tek boyutlu integral gosterimleri
"makul demetler" yardimiyla ifade edilmistir. Bu integral temsillerden esinlenerek, klasik
Riesz potansiyellerini genelleyen yeni bir integral operatorler ailesi tanitilmis ve bu aile
icin iinli Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizliginin benzeri kanitlanmistir. Tezin bir diger
onemli sonucu da, hem Bessel ve hem de Flett potansiyellerini genellestiren, iki paramet-

reye bagl potansiyel tipi operatorlerin Lebesgue uzaylarinda arastirilmasidir.
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a "admissible bundle". Then, one-dimensional integral representations of classical Riesz
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GIRIS S. ISMAILOVA

1. GIRIS

Harmonik Analizde ve onun ¢esitli uygulamalarinda, singiiler integral operatorler

(bir boyutlu uzayda Hilbert doniisiimii ve cok boyutlu uzayda Calderon-Zigmund singii-
ler integral operatorii) ile cekirdeginde zayif tekillik (zayif singiilarite) bulunan integral
operatorler cok onemli rol oynarlar (Stein 1970; Samko vd. 1993; Rubin 1996).

Zayif singiiler integral operatorlerin en iinlii 6rnekleri klasik Riesz ve Bessel potansi-
yelleridir.

Klasik Riesz potansiyeli, Fourier doniigiimii terimlerinde, ¢ Schwartz test fonksiyonu
olmak tizere,

(I“0)"(z) = |z|“ ¢"(2), (x € R*,0 < a < m)

r 1/2
seklinde tanimlanir. Burada, x = (21, ,z,) i¢in |z| = (in) olup, " ile ¢
k=1

fonksiyonunun Fourier doniigsiimii gosterilmistir.

 fonksiyonunun o mertebeden Riesz potansiyeli operatorii olarak bilinen /“¢ ope-

n

ratorii, A = ];% Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, (—A) operatoriiniin «
mertebeden negatif "kesirsel kuvvetinin" ¢ fonksiyonuna etkisi olarak yorumlanir.

Yine klasik Bessel potansiyeli, Fourier doniisiimii terimlerinde,
(JY%)Nx) = (1 + ‘$|>_a/2 o), (xr € R",0 < o < 0)

seklinde tanimlanmis olup, E birim operator ve A Laplace operatorii olmak iizere, (F —
A) operatoriiniin o mertebeden negatif "kesirsel kuvveti" olarak yorumlanir.

Bahsi gecen bu iki integral operator, L,, (1 < p < o00) uzaylar olarak bilinen Le-
besgue uzaylarinin onemli alt uzaylari olan Sobolev uzaylarinin, Bessel potansiyelleri
uzaylarinin ve onlarin ¢esitli genellemelerinin incelenmesinde miistesna rol oynuyorlar.
Bu tez caligmasinin kaynaklar kisminda verilmis Adams vd. 1967; Aliev ve Eryigit 2002;
Aliev ve Rubin 2005; Aliev 2009; Aronszajn ve Smith 1961; Aronszajn vd. 1963; Flett
1971; Johnson 1973; Muckenhoupt ve Wheeden 1974; Perez 1990; Rubin 1986; Rubin
1987; Samko 1976; Sezer ve Aliev 2010; Sobolev 1938 makaleleri ve Aliev vd. 2008;
Hao 2016; Rubin 1996; Samko vd. 1993; Samko 2002; Stein 1970 kitaplar1 bu konudaki
kaynaklarin az bir kismidir. Riesz potansiyellerinin, uygun «, p ve g degerleri i¢in L,

uzaymdan L, uzayina sinirh etki etmesi ile ilgili iyi bilinen Hardy-Littlewood-Sobolev
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teoreminin ve onun agirlikli uzaylardaki versiyonlarinin cesitli ispatlar1 vardir (6rnegin,
bu konuda Muckenhoupt ve Wheeden 1974; Perez 1990; Sobolev 1938; Stein 1970 kay-
naklarina bakilabilir).

Bu tez calismasinda, birbiriyle baglantili olan iki konu ele alinmigtir. Birinci konu,
klasik Riesz potansiyellerinin bir genellesmesi ile ilintilidir. Ikinci konu ise, klasik Bessel
potansiyellerinin ileri bir genellesmesi iizerinedir.

Riesz potansiyellerinin genellesmesini elde etmek i¢in, integral operatorlerin "makul
demeti" kavrami verilmis ve bu kavram yardimiyla da, Riesz potansiyellerini genelle-
yen, zayif singiilariteye sahip integral operatorler ailesi tanimlanmig ve onlar i¢in Hardy-
Littlewood-Sobolev Teoreminin bir benzeri kanitlanmastir.

Bu "makul demet" yerine, klasik Poisson integrali, Gauss-Weierstrass integrali, Riesz-
Bochner integrali veya beta-yarigrup denilen integraller ailesinden herhangi biri alindi-
ginda, bizim tanimladigimiz integral operatorler ailesi klasik Riesz potansiyelleri ailesine
doniisiiyor.

Tez caligmamizin ikinci esas konusu ise, yukarida da bahsedildigi iizere, klasik Bes-
sel potansiyellerinin ileri genellemesi olan, iki parametreye bagl potansiyel tipli integral
operatorler ailesinin L, uzayindan L, uzayina sinirh etki etmesini saglayan kosullarin
ortaya cikarilmasi ile ilgilidir.

Bu tez ¢alismasi, Girig ve Kaynaklar boltimleri harig, iic bolimden olugsmaktadir.

Kaynak Taramasi baghigi altindaki ikinci boliim, kendi i¢inde birkag alt boliime ay-
rilmistir: "Bazi gerekli gosterimler (notasyonlar) ve on bilgiler" alt boliimiinde, basliktan
da anlagilacag lizere, okuyucunun, tez disinda bagka kaynaga bagvurmadan tez calisma-
sin1 rahat okuyabilmesi icin gereken tiim gosterimler, kavramlar, tanimlar ve 6n bilgiler
verilmistir.

"L, uzaylarinda etki eden operatorlerin "makul demeti" (admissible bunch) ve "ma-
kul yarigrubu" (admissible semi-group) kavramlar1” alt boliimiinde, Bulgular boliimiinde
kullanilacak olan "makul demet" ve " makul yarigrup" kavramlar1 tanitilmis ve 2.3 alt
boliimiinde bu kavramlara dnemli 6rnekler verilmistir.

Bochner-Riesz integrali, Gauss-Weierstrass integrali, metaharmonik yarigrup; modi-
fiye edilmis Gauss-Weierstrass; modifiye edilmis Poisson, modifiye edilmis metaharmo-

nik yarigruplar1 ve beta-yarigrup (3-yarigrup) denilen integraller ailesi makul demet kav-
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ramina onemli 6rneklerdir.

Tez ¢alismasinin tigiincii, "Materyal ve Metot" boliimiinde, Riesz, Bessel, Flett ve iki
parametreye bagli potansiyeller tanitilmis ve onlarin "makul demetler" yardimiyla ifade-
leri verilmistir.

Orijinal tanimlar1 ¢ok kath (n katl) intgeraller yardimiyla ifade edilen Riesz, Bessel
ve Flett potansiyelleri, "makul demetler" kullanilarak, tek katli integral biciminde yazila-
bilir ve bu da onlarin baz1 6zelliklerini incelemede kolaylik saglar.

Tez calismasinin "Bulgular ve Tartisma" kismu iki alt boliimden olugmaktadir. Birinci
alt boliimde "makul demetin" dogurdugu zayif tekillige sahip integral operatorler igin
Hardy-Littlewood-Sobolev tipli esitsizlik kanitlanmistir. Makul demetin 6zel se¢imiyle,
buradan klasik Riesz potansiyelleri i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi elde edilir
ki, bu da tez calismasinin dnemli bulgularindan biridir.

Tez calismasinin diger 6nemli bulgularindan biri de "Bulgular ve Tartisma" Boliimii-
niin ikinci alt boliimiinde verilmis olup, iki parametreye bagli potansiyel tipli integral
operatorlerin L, uzaylarinda davramslar ile ilgilidir. Bu sonuglar da yeni olup, operator-
lerin taniminda kullanilan 5 parametresinin 6zel se¢imleri ile (yani, § = 1 veya § = 2
koyarak) sirastyla, klasik Flett ve Bessel potansiyellerinin L, uzaylarinda davraniglari ile
ilgili sonuclar elde edilmis olur.

Tez calismasi teorik nitelikte olup, elde edilen sonuclar, Fonksiyonel uzaylar, Harmo-
nik Analiz, integral doniisiimler ve 6zel olarak, Riesz ve Bessel potansiyelleri ile ilgili

alanlarda calisma yapan arastirmacilar i¢in ek bir kaynak roliinii oynayabilir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Baz Gerekli Gosterimler (Notasyonlar) ve On Bilgiler

Bu tez calismasinda, n € N olmak iizere, n-boyutlu Euclid (Oklid) uzayin1 R” ile

gosterecegiz:
R" = {x:x: (;L'hx%... 75En);$k eER,kE=1,2,--- 7n}.
x € R™ vektoriiniin normu, |z| ile gosterilecektir:

|z = /2l + -+ 2k

x,y € R™ vektorlerinin skaler (i¢) ¢carpimi x - y ile gosterilecektir:
T-y=oTiYr+ -+ Tl :Zl‘z‘yi-
i=1

Normun tanimindan, |z| = /x - x olur.
R" uzayinda ol¢iilebilir olup, 1 < p < oo olmak iizere, mutlak degerinin p. kuvvetinin
Lebesgue integrali sonlu olan fonksiyonlar uzaymm L, = L,(R") ile gosterecegiz:
Ly={f: | If@de<oo},1<p<oc.
R”
Burada, z = (21, -+ ,x,) ve dv = dx1dxs - - - dx,,’dir.

C kompleks sayilar kiimesi olmak iizere, f : R" — C fonksiyonunun L,-normu soyle

1/p
i1, 72 ([ 1) <o

L, uzaymin bir Banach uzay1 oldugu iyi bilinmektedir.

gosterilecektir:

p = oo durumunda, || f||__ gosterimi,
[flloe = ess sup [ f(x)]
rER™
sayis1 i¢in kullanilacaktir. Burada,
esssup | f(z)| = inf{a € [0, 00) : hemen hemen her z € R" i¢in | f(z)| < a}.
z€R™

Schwartz test fonksiyonlari uzay1 i¢in S = S(R™) gosterimi kullanilacaktir.

4
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Zoy = {0,1,2,---} ve Zy = Zo X - -+ X Zo olmak tizere, &« = (ay, - ,a,) € Zg,
6: (617"' 7ﬁn) EZHVGLEZ (.1:1,"' 7':C7L) ERnigil’l,
anim anim 8ﬁ1+m+ﬁ"
g BN g g0 ve 9 f(2) "B ————— f(2)

&'Ef N R
tanimlarsak, Schwartz uzay1 dyle f fonksiyonlarindan olusuyor ki, her o, 8 € Zg multi-
indisleri i¢in,
sup % |0 f(z)] < o0

saglanir. Ornegin, her o € Z3, A > 0 ve k € N icin,
f(z) = el e g

olur.
Her p € [1,00) igin, S uzaymin L,(R") uzayinda yogun oldugu iyi bilinir. Yani,
f € Ly, verildiginde, her ¢ > 0 i¢in 6yle g = g. € S vardir ki, || f — g[|, < € saglanir.

Bir i € S fonksiyonunun Fourier doniisiimii,

(F1) (@) = 1'@) = [ (y)e vy

ve ters Fourier doniisiimi,

(1) () = 1) = [ hla)e=vdy

seklinde tanimlanir. Burada, x - y = z1y; + - - - + x,y, dir.

Bazi1 kaynaklarda,

W) = [ ey hw) = o [ nweay

veya

G [ e 0o = o [ ey

gosterimleri de kullaniliyor.

h(x) =

u,v € S fonksiyonlarinin konvolusyonu (girigimi)

(wx0)@) "2 [ uly)ole - y)dy
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formiiliiyle tanimlanir. Iki fonksiyonun konvolusyonu, fonksiyonlardan biri L, (1 < p <
00) uzayinda ve digeri de, 1 < ¢ < oo olmak iizere, L, uzayinda oldugunda yine tanim-

lanabilir. Dahasi, 6rnegin, u € L, ve v € L, olmas1 durumunda,

[ utwete— vy

integrali hemen hemen her x € R" (h.h.h.x € R") i¢in mutlak yakinsak olup, ¢ < r < oo

ve Z—lj + % = 1 4+ 1 olmak iizere,

[ vll, < Jfull, vl

esitsizligi saglanir (Grafakos 2008). Young konvolusyon esitsizligi olarak bilinen bu esit-
sizlik soyle yorumlanabilir:

Verilmis bir v € L, fonksiyonu i¢in,
Au=ux*xv,(u € Ly, 1 <p<o0)

integral operatorii tanimlanirsa, A operatord, % =14 % — 1 olmak lizere, L, uzayindan

p
L, uzayma sinirl etki eden bir lineer operatordiir. (r = oo i¢in % = ( kabul ediliyor).

Iki fonksiyonun "konvolusyon ¢arpimi” yerine "noktasal carpimi1” alinirsa, Young esit-
sizligi yerine, Holder esitsizligi denilen esitsizlik yazilabilir:

1 <pg<oove ]% + % = 1 olsun. O halde, u € L,,v € L, olmasi durumunda,

uv € Ly olup, [luvl|; < |lull, [|v]|, esitsizligi saglanir (Grafakos 2008). "Agik" yazilirsa,

+ = = 1 olmak iizere,

[ty de < < / Jula)l” dx) Up( 5 |U<x>|qu) "

Not: a) p = oo i¢in,

1.1
P q

ul|, = esssup |u(z)| olarak tanimlanir;
b)p=q=2 durumunflaelertaya cikan esitsizlik Cauchy-Schwartz esitsizligi
olarak bilinir.
Lebesgue anlaminda 6l¢iilebilir bir 2 C R™ kiimesinin Lebesgue dl¢iimiinii m(€2) ile
gosterecegiz. Ornegin, 6lciilebilir bir f : R® — C fonksiyonu ve bir A > 0 sayis1 icin

|f(x)| > X esitsizligini saglayan = € R™ noktalari kiimesinin 6l¢iimiinii,

O ={zeR": [f(x)] > \}
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olmak iizere, m(f2) ile veya
miz: |f(z)] > A}
ile gosterecegiz.
h € L, fonksiyonuna ait klasik Hardy-Litttlewood maksimal fonksiyonu (maksimal

operatorii)

tanim 1
(Mh)(z) 2 sup—s /B bt =)l

r>0 1M

formiiliiyle tanimlanir. Burada,
B, ={yeR": |y| <r},

orijin merkezli ve r yaricapli yuvar olup, m(B,) de onun Lebesgue 6l¢iimiidiir ("hacmi-
dir").
M operatoriiniin L,, (1 < p < 00) uzaylarinda davrams ile ilgili asagidaki Teorem

analizde ¢cok 6nem arz etmektedir.

Teorem 2.1 (Hardy-Littlewood; Stein 1970, syf. 5). 1) h € L, , (1 < p < o0) ise,
h.h.h.x € R icin (Mh)(x) fonksiyonu sonlu deger alir.
2)1 < p < xoise dyle C = C(p,n) > 0 sabiti vardir ki, her h € L, i¢in

IMA], < C A,

esitsizligi saglamr. Yani, sub-lineer M operetérii L,,’den L, ye simirli etki eder:

3) p = 1 durumunda, her h € L, ve her A\ > 0 icin
N A
miz € R": (Mh)(z) > A} < < [|A]l,
saglanacak bicimde A = A(n) sabiti vardir (6rnegin, A = 5" alinabilir).

Not: 1 < p < oo durumunda, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin L,,’den L, ye
stnirli operator oldugu gercegini matematik literatiirtinde, ")/ maksimal operatorii, 1 <
p < oo igin (p, p)-giiclii operatordiir” seklinde de ifade ederler. Diger yandan, p = 1
durumunda ise, M operatoriiniin "(1, 1)-zayif tipli operatér”" oldugu ifade edilir. Daha
genel olarak, L, uzaymnda tanimli ve sub-lineer bir 7" operatorii i¢in 6yle A > 0 sabiti

varsa ki, her h € L, ve her A > 0 igin,

AlR]\?
m{xeR”:|(Th)(:z:)|>)\}§( ”A ”p) *

7
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saglansin, o halde, 7" operatorii "(p, ¢)-zayif tiplidir" veya, "zayif (p, ¢)-tiplidir" denir.

(p, q)-gi¢lii tipli olan operatdr hem de (p, ¢)-zayif tipli olur. Gergekten, her h € L, i¢in

ITh|, < Al|h|, saglanirsa, @ = {z : (Th)(z) > A} dersek, A ||h[], > (Jan (Th)(x)|qu)l/q >
(Jo, (Th)(2)|" dz) e > A(m(€))"? olur ki, bu da yukaridaki (¥*) esitsizligidir.

2.2. L, Uzaylarinda Etki Eden Operatorlerin '"Makul Demeti' (Admissible Bunch)

ve '""Makul Yarigrubu'' (Admissible Semi-Group) Kavramlari

Burada tanimlayacagimiz "Operatorler ailesinin o-tipli makul demeti" ve "Operatorler

ailesinin J-tipli makul yarigrubu" kavramlari, tezin ileriki boliimlerinde kullanilacaktir.

Tamm 2.2 (Aliev, Gadjiev, Aral, 2006). L, = LP(R"), (1 < p < 00) uzaywnda sinirl etki
eden { A}~ operatirler ailesi, asagidaki zelliklere sahip ise, bu aileye 0-tipli "makul
demet" diyecegiz:

a) Bir 6 > 0 sabiti icin dyle ¢ = ¢(0) > 0 sayist vardur ki, her g € L, ve hert > 0
icin

ess sup |(Avg)(v)] < ct~ Ngll, ; 2.1)
reR™

b) Oyle ¢ > 0 sayisi vardir ki, her g € L,, igin,

sup || Awgll, < cllgll,; (2.2)
t>0

, (g € L,) seklinde tanimlanmig A* "maksimal opera-

¢) (A"g)(w) = sup|(Ag)(z)
torii" zayif (p, p)-tipli olsun, yani, her g € L, ve her X\ > 0 igin,

m{z € R : [(A%g)(z)| > A} < (CH§’“P> . 2.3)

(Burada, olciilebilir E C R™ icin m(E) ile E’nin Lebesgue olgiimii gosterilir.)

d)Her g € L, (1 <p < 00) igin H% |Atg — gll, = 0 ve her g € Co N L, igin (A;g)
ailesi g’ye diizgiin yakinsasin.

(L,-normundaki yakinsama, L, — Ilfi_r)%Atg = g seklinde de gosterilir).

Ayrica, eger (a) kosulu her § > 0 sayist icin saglamirsa, o halde {A;}i~o ailesine

sonsuz tipli "makul demet" diyecegiz.
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Tanim 2.3 (Aliev ve Rubin 2005). L, , (1 < p < oo) uzayinda sinirl etki eden {A;}1~0
operatorler ailesi (a)-(d) kosullarimin yamisira, asagidaki yarigrup ozelligine de sahip ise,
bu operatorler ailesine -tipli "makul yarigrup" diyecegiz:

Hert,s > 0icin AyAs = Ayys, yani, her t,s > 0 ve her g € L, icin A (Asg) =
Apts9.

Burada, E birim operator olmak iizere, Ag = E kabul edilir. Yukaridaki d) kosulu, bu

tammlamay destekliyor.

Not: Yukaridaki tanimlardan anlagilacagi iizere, "makul demet" kavrami, "makul ya-
rigrup" kavramindan daha genis bir kavram olup, { A, };~¢ lineer operatorler ailesi, (a)-(d)
kosullarini saglarsa, "¢ tipli makul demet" ve ek olarak,

e)Hert,s > 0icin

AAs = Ayis (2.4)

kosulunu saglarsa, "6 tipli makul yarigrup" diye adlandirilir.

2.3. Birkac Onemli "Makul Demet" ve ""Makul Yarigrup' Ornegi
2.3.1. Riesz-Bochner cekirdegi ve Riesz-Bochner integraller ailesi
Sabit tutulmusg v > 0 parametresi verilsin. Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

(1—|z)”, |z <1ise
b(x) =0"(x) =
0, |z| > 1lise

Burada, x € R" ve |z| = /22 + -+ - + 22.

Yukaridaki b = b(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii 5 = ((x) ile gosterelim:
8(o) = (@) = [ by)e vy,

Burada, z -y = > xpyx ve dy = dyrdys - - - dyp,.
k=1
Bir radyal fonksiyonun Fourier doniisiimii olarak, 5 = ((x) fonksiyonu radial bir

fonksiyon olup, acgik ifadesi asagidaki sekildedir (Stein ve Weiss 1971, syf. 171):

5(x) = T+ ) el B gy (2 ).
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Burada, A\ = % 4 v olmak iizere, J5(t), (0 < t < oo) fonksiyonu, birinci tip Bessel

fonksiyonu olup, acik ifadesi su bi¢imdedir:

_ (t/2)* ' its 2y 221
JA(t)_m/_le (1— )55 ds.

Iyi bilindigi iizere, lim (Jx(t)/t") limiti sonlu olup, ¢ — oo igin /tJ\(¢) ifadesi
t—0
sinirhdir (Stein ve Weiss 1971, syf. 158).

Tamm 2.4. Riesz-Bochner ¢ekirdegi ve bir f € L, fonksiyonuna ait Riesz-Bochner integ-

raller ailesi, sirastyla, asagidaki gibi tanimlanirlar:

i) =175 (). 0 € Rt > 0

(Bi)@) = (B f){@) = (8, + D) = | By)f (@ = y)dy.

Burada, f € L,, (1 <p < o0).

{B.f}+~0 integraller ailesinin asagidaki 6zellikleri vardir (Stein ve Weiss 1971, syf.
172):
(a)

esssup |(Buf)(z)] < at™ " If],. (1 < p < o0);
me n

burada, ¢, = || 3], -

(6) sup B, < ca ], (burada, e, = ]

(©) sup [(Bif)(z)] < es(Mf) (), (1 < p < 00). (Burada, (M f) (z) 6zellikleri Te-
orem 2.tl>’?1€ verilen Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur).

(dHer f € L,, (1 <p < 00)igin
L, —lim(B,f)(z) = f(2)

olup, f € Cy N L, i¢in yakinsama diizgiindiir (ayrica, h.h.h. z € R" i¢in (B, f)(z) ailesi,
t — 0i¢in f(x) degerine yakinsiyor).

Not: Bochner-Riesz integralleri ailesinin (c¢) ozelligine gore, {B;f}:~o ailesi tistten
Hardy-Littlewood maksimal operatorii olan M f ile bastirildigindan ve M f operatorii de
zayif (p, p)-tipli oldugundan, dolayisiyla, (A*f)(x) = Stl>1](;)) |(B:f)(x)| seklinde tanimla-

nan A* "maksimal operatorii" de zayif (p, p)-tipli olur.

10
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Diger yandan, {5, f}:~o ailesinin (a) 6zelligi Tanim 2.2 dikkate alinirsa, {B;f}i~o
ailesinin 0 = 2 tipli "makul demet" oldugu soylenebilir. {B; f};- ailesi i¢in B;(B;) =

B s 6zelligi bulunmadigindan, bu aile bir "makul yarigrup" degildir.

2.3.2. Gauss-Weierstrass Cekirdegi ve Gauss-Weierstrass integraller ailesi (yarig-

rubu)

Integral operatorlerin "makul yarigrubu'na en iinlii 6rneklerden biri asagidaki klasik
Gauss-Weierstrass integraller ailesidir:

(W) () = / wi(y) (7 — y)dy, (0 < t < o0).

n

Burada, w;(y) = &w (Ly) ve w(y) = F~(e”*)(y) olup, F~! Ters Fourier donii-
stimiidiir.
Not: Burada, 6nemli bir hatirlatma yapalim. Riesz-Bochner ¢ekirdegini tanimlarken,

(Stein ve Weiss 1971) kaynagina dayanarak, Fourier ve ters Fourier doniisiimlerinin

(F@ = [ 1)y ve (Ff)(z) = (FF)(-2)

tanimlar1 kullanilmisti.
Bundan sonra, Fourier ve ters Fourier doniigsiimlerinin asagidaki tanimlarini kullana-
cagiz:

(FI)@) = [ ey ve (F71)(@) = s (P (-a).

Gauss-Weierstrass integralleri ailesinin, Tanim 2.3’deki "makul yarigrup" kosullarini

sagladigi ve 0 = zﬂp tipli "makul yarigrup" oldugu iyi bilinmektedir (Rubin 1996, syf.
223).

2.3.3. Poisson cekirdegi ve Poisson integralleri ailesi (yarigrubu)

L, = L,(R"), (1 < p < o0) uzaylarinda etki eden integral operatorlerin "makul

yarigrubu" olan bir diger iinlii 6rnek asagidaki klasik Poisson integralleri ailesidir:

(Puf)(a) = / pi(y) (& — y)dy, (0 < t < o0,z € ).

n

Burada, py(y) = F,3,(e”1*!) = (Zi)n Jon €7 1*le™¥dz: olarak tanimlanmistir. Poisson

cekirdekleri ailesi olarak bilinen {p;(y)};>¢ ailesinin agik ifadesi asagidaki gibidir (Stein

11
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ve Weiss 1971; Rubin 1996, syf. 217):

T((n+1)/2) /

pt(y) = ﬂ_(n_;_l)/Q <|y|2 4 t2)(n+1)/2'

feL,, (1 <p<oo)olmak iizere, { P, f} integraller ailesinin sagladig1 ozellikler,
ornegin, (Rubin 1996, syf. 217-218) kaynaginda bulunabilir. Bu 6zelliklerden anlagilacagi

tizere, { P, f }1~0 ailesi, 0 = % tipli "makul yarigrup" olusturmaktadir.

2.34. L, uzaymda etki eden integral operatorler ailesinin ''makul yarigrubuna"

bir ilgin¢ 6rnek: Metaharmonik yarigrup

L, uzayinda etki eden integral operatorler ailesinin "makul yarigrubuna" bir ilging
ornek de metaharmonik yarigrup ismiyle bilinen agagidaki integral operatorler ailesidir

(Rubin 1996, syf. 257-258):

(M f)(x) = ' 4 my(y) f(z —y)dy, (0 <t < oo,z € R™).

Burada, my(y) = F}, (e7*V LH2*) olup, v = 2+l ve K, (-) fonksiyonu v mertebeden
McDonald fonksiyonu (Rubin 1996, syf. 257) olmak tizere,

ot K.(\/Iyl* +12)
my(y) = . ,(t>0,ycR")
Gl + 2y

f € L, (1 < p < oo) olmak iizere, {M,f};~o ailesinin, (Rubin 1996, syf. 257-

seklindedir.

258) kaynaginda verilmis 6zelliklerinden anlagilacag iizere, bu aile 6 = oo tipli "makul

yarigrup" olusturmaktadir.

2.3.5. Modifiye edilmis makul yarigrup ornekleri

{Witi=0, {Pi}i=0 ve {M;}+~0 yukarida tamimladigimiz Gauss-Weierstrass, Poisson
ve Metaharmonik yarigruplar olsun. Bu yarigruplar yardimiyla olusturulan ve sirasiyla

"modifiye edilmis Gauss-Weierstrass yarigrubu", "modifiye edilmis Poisson yarigrubu"

ve "modifiye edilmis Metaharmonik yarigrup" diye adlandirilan
{7 Witis0. {e " Pi}iso, ve {e7 My} iso

12
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integral operatorler ailelerini ele alalim. Bunlar da 6 = oo tipli makul yarigrup olusturur-
lar. Gergekten, U, ile W;, P, ve M, den herhangi birini gosterirsek ve A; = e *U, dersek,

her f € L,, (1 <p < oo)vehers,t e (0,00) igin

As(Atf> = B_SUS(G_tUtf> - e_se_tUs<Utf)
= ei(s+t)Us+tf = Asief,

yani, her s,t € (0, 00) i¢in
AsAt = As-l—t

olur. Dolayisiyla, A; = e~'U, bir yanigruptur ve U; = W;, U; = P,, U; = M, igin {A;}4~0

yarigrubu, ¢ = oo tipli "makul yarigrup" tur.

2.3.6. Beta-yarigrup

Asagida verecegimiz ve [-yarigrup diye adlandirdifimiz integraller ailesi, Gauss-

Weierstrass ve Poisson yarigruplarinin ikisini de genellestiren bir "makul yarigruptur".

Tanmm 2.5 (Aliev vd. 2008, syf. 11-13; Aliev 2009, syf. 154). f € L,, (1 < p < o0)
olmak iizere, asagidaki integraller ailesini tanmimlayalim:

(BY f)(x) = / W () f (& = y)dy, (0 < t < o0,z € R").

n

Burada, 8 € (0, co) sabit tutulmusg bir parametre olmak iizere,

1 —talf
w?(y) = F, 4, (e )

T—Y

seklinde tanimlanmugtir.
wgﬁ ) (y) cekirdegi, § = 1 i¢in Poisson cekirdegi ve 5 = 2 igin Gauss-Weierstrass

cekirdegi olur:

W) = L((n+1)/2) t .
¢ 1(n+1)/2 (|y|2 + $2)(nt1)/2]

w?(y) = (dmt) e W,

B # 1ve 8 # 2igin w§/8 ) (y) cekirdeginin acik (analitik) ifadesi bilinmiyor. Lakin hem
w? (y) ¢ekirdeginin, hem de { B/ f},- ailesinin birgok dnemli dzellikleri biliniyor. Bu

ozellikleri bir Onteorem seklinde ifade edelim.

13
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Onteorem 2.6 (Aliev vd. 2008, syf. 11-13; Aliev 2009, syf. 154-156). 0 < t < 00,0 <

B < oo,y € R" olsun. w,gﬂ ) (y) cekirdek fonksiyonu yukaridaki gibi tanimlansin. O halde,

yl=Vuyi+--+u;

1) wﬁﬁ ) (y) fonksiyonu y degiskeninin radyal fonksiyonudur (yani,

normuna bagldir) ve her X > 0 icin
Wl NPy) = AP (y)

seklinde "anizotropik homojenlik" ozelligi saglanir,

2)0 < B < 2igin wf@ (y) pozitiftir;

3) Eger B > 0 sayust cift tam sayt ise, wﬁﬁ ) (y) fonksiyonu y degiskeninin sonsuz
diferansiyellenen ve |y| — oo igcin hizla sifira giden bir fonksiyonudur (yani, Schwartz
test fonksiyonlart uzayindandir). Eger 5 > 0 cift tam say1 degil ise, her sabit tutulmus
t > 0ve |y| — oo igin

wi” (y) = O(y| ")

saglanir. Dolayistyla, her 3 > 0 ve her 1 < p < oo i¢in wgﬁ) € L, olur.

4) Hert > Qve 8 > 0 icin

/ w” (y)dy = 1;

5)1<p<oovefeclL,icn

|25 < sl

Burada,

w§6)(y))dy<oo

o= [ Julw]an= [

olup, 0 < 8 < 2 igin cg = 1'dir.
6) sup (Bgﬁ)f) (x)‘ < (M f)(z). Burada M, klasik Hardy-Littlewood maksimal

>0
operatorii olup, f € L, i¢in asagidaki sekilde tanimlanir:

1
(Mf)(z) = 220 1B (@)] J, 0

n

|f(y)| dy;

B, (x), © € R™ merkezli ve r yarigapli yuvar ve | B,.(x)| de bu yuvarin Lebesgue él¢iimii-
diir ("hacmidir”).

7)fe L, (1 <p<oo)igin

(BP5) @)] < et 5 171,

sup
xeR”™

14
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8) (yarigrup ozelligi): hert,s > 0 icin

BB = B,

S

9)f €L, 1<p<oo(Ls = Cy)olsun. O halde, lim+ (Bt(ﬁ)f> (x) = f(x) saglamr.
t—0
Burada, limit L,-normunda veya h.h.h.x € R" i¢cin noktasal limit olarak anlagilir. f € Cy

ise, limit sup-norma gore limittir (yani, yakinsama diizgiin yakinsamadir).

Not: a) {Bt(ﬂ ) f }+>0 ailesinin tamim ve 6zelliklerinden anlasilacagi iizere, bu aile § =

Blp tipli "makul yarigrup" olup, 8 = 2 icin Gauss-Weierstrass ve 5 = 1 i¢in Poisson
yarigrubuna doniisiir.

b) A; = e_tBt(ﬁ), (0 < t < 00) tammlarsak, Ay = E olmak iizere, {.A;}+>o yine

bir yarigrup olup, S = oo tipli "makul yarigrup" olusturur.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Riesz, Bessel, Flett ve Iki Parametreye Bagh Potansiyeller ve Onlarin "Makul

Demetler" Yardimyla Ifadeleri

Klasik Harmonik Analizin 6nemli teknik araglarindan biri Riesz potansiyelleridir. S =
S(R™) Schwartz uzay1 olmak iizere, g € S fonksiyonunun o mertebeli Riesz potansiyeli
sOyle tanimlanir (Stein 1970):

2073 (a/2)
r(52)

2

o _ 1 9(y) o< ny(a) =
1)) = o5 | 0 < o<

Burada, |z —y| = \/(x1 — y1)? + -+ + (z, — yn)? olarak tanimlanmistir. Normallesti-

rici katsay1 olan +,,(«) sayis1 dyle secilmistir ki,
(I1%9)" () = ||~ g"(x)

esitligi saglanir.

n
Her pozitif & tamsayisi ve A = > % Laplace operatorii icin saglanan
k=1 %

(—A)*g(z) = (ly* 6" ()" (z)

esitligi dikkate alinirsa,
(I%g)(x) = (™" 9" ()" (=)

esitliginden, formal olarak

(I%g)(x) = (=A)"*g(x)

yazilabilir. Dolayisiyla, g fonksiyonunun « > 0 mertebeden Riesz potansiyeli (—A) ope-
ratoriiniin (—«a/2) mertebeden negatif "kesirsel kuvvetinin" ¢ fonksiyonuna etkisi olarak
yorumlanabilir.

Riesz potansiyelinin, Poisson ve Gauss-Weierstrass yarigruplari ile asagidaki ifadeleri

1y1 bilinmektedir:

(I%g)(x) = L /OO t*"1(P,g)(x)dt, (Stein ve Weiss 1960) 3.1
F(a) 0
1 SN
(I%g)(z) = (a/2) /O t2 Y (W,g)(x)dt, (Johnson 1973) (3.2)

16
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Riesz potansiyellerinin, yukarida, 2.3.1 alt boliimiinde tanimladigimiz Riesz-Bochner
"makul demeti" ile iligkili tek boyutlu bir integral gosterimi daha vardir. Bu integral goste-
rim, (3.1) ve (3.2) formiilleri gibi yaygin olmasa da, Riesz potansiyelleri teorisi acisindan

ilgingtir. S6z konusu formiilii bir teorem seklinde ifade edelim.

Teorem 3.7 (Karapinar 2006). (B.g)(z) = (B g)(z), g € L, fonksiyonunun dogurdugu

Riesz-Bochner "makul demeti" olsun. Eger, v > ”T_l, O<ac< %, (1 <p<oo)ise,

NSV iy Py
(9w = — [ e By (.3

esitligi saglanir.
Buradaki ¢, (o) "normallestirici” katsayist asagidaki gibidir:

1P(%)P(V+1)
2T ($+v+1)

o (a) = /01 s (1 — s%)"ds =

Ilgilenenler, (3.3) formiiliiniin kanitin1 (Karapinar 2006, syf. 15-19) kaynagindan bu-
labilirler.
Riesz potansiyelleri i¢in, yukaridaki (3.1) ve (3.2) formiillerinin ikisini de genellesti-

ren bir integral gosterim daha vardir. Bunu da bir teorem vasitasiyla ifade edelim.

Teorem 3.8 (Sezer ve Aliev 2010). 0 < a < n, 1 < p < Zve g € L, olsun. Ayrica,
B > 0 olmak iizere, {Bt(’g ) g }iso integraller ailesi g fonksiyonunun dogurdugu [3-yarigrup

olsun. Bu taktirde,

(I%g)(x) =

LI RNt VNG
T E @ G4

esitligi saglanir.

Acikca goriildiigi iizere, 5 = 1 ve § = 2 icin (3.4) formiilii, sirasiyla, (3.1) ve (3.2)
formiillerine doniisiir.
Ilgilenenler, (3.4) formiiliiniin kanitin1 (Sezer ve Aliyev 2010) kaynaginda bulabilirler.

Hatirlatalim ki, (Sezer, Aliyev-2010) kaynaginda, (3.4) formiilii kullanilarak,
n
19(L,)) = {f: f = I°g, g € L,(R")}, (1 <p< E)

seklinde tanimlanan ve Riesz Potansiyelleri Uzay: diye adlandirilan /®(L,) uzaymnm yeni

bir karakterizasyonu bulunmustur.
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Klasik Harmonik Analizin, Riesz potansiyelleri gibi onemli olan bagka bir teknik araci
Bessel potansiyelleri denilen integral operatorlerdir. S = S(R™) Schwartz uzay1 olmak
tizere, g € S fonksiyonunun o« > 0 mertebeli Bessel potansiyeli soyle tanimlaniyor (Stein

1970, syf. 130; Samko vd. 1993, syf. 540):

1

(J%9)(x) = 3 ()

/ ) Ga(y)g(x — y)dy. (3.5)

Burada,
Galy) = / $° T e s, (y € RY)
0

olup, "normallestirici"

katsayis1 dyle secilmistir ki,

(J2g)(@) = (L +[y[*) 29" (y))" (x)

saglanir. Yani, konvolusyon (girisim) tipli (J“g)(x) integral operatoriiniin Fourier ¢carpani
(Fourier multiplier) (1 + |z|*)~*/2"dir.

g fonksiyonunun o mertebeden Bessel potansiyeli, £ birim operatér olmak iizere,
(E — A) diferansiyel operatoriiniin (—a/2) mertebeden negatif "kesirsel kuvvetinin" g
fonksiyonuna etkisi olarak yorumlanir.

A = (=A)"? olmak iizere, (E + A) operatoriiniin (—a/) mertebeden negatif kuvvet-

leri olarak yorumlanan, bagka ifadeyle, Fourier ¢arpanlar1 terimlerinde
(Fg)Mx) = (1 + |z])~%¢"(x), (a > 0,2 € R"™)

seklinde tanimlanan ve Flett potansiyelleri diye adlandirilan (F®g)(x) integral operator-

lerinin agik ifadesi agagidaki gibidir (Flett 1971; Samko vd. 1993; Aliyev vd. 2006):

(F9)(x) = / ) Do (y)g(r — y)dy; (3.6)

taefﬂy‘

Du(y) = (@) \y|a_n/0 Wdt’
An(a) = D20 () /T ((n+1)/2).
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(3.5) formiiliiyle tanimlanan Bessel potansiyeli operatoriiniin ve (3.6) formiiliiyle ta-
nimlanan Flett potansiyeli operatoriiniin Gauss-Weierstrass ve Poisson "makul yarigrup-

lar1" vasitasiyla bir boyutlu integral seklinde ifadeleri vardir: g € L, ise,

1 RN
(J%)(x) = W/o t2te " (Wyg)(z)dt; (Flett 1971) (3.7
1 o
(F%)(x) = m/o t* e t(P,g)(x)dt. (Flett 1971) (3.8)

Bunlarin yanisira, Bessel potansiyellerinin, 2.3.4 alt boliimiinde tanimlanmis olan me-

taharmonik yarigrup yardimiyla tek boyutlu integral ifadesi de vardir:

(J%g)(x) = ﬁ /0 11 (Myg) (2)dt, (Lizorkin 1964)

Yukarida tanimini verdigimiz ve [3-yarigrup (beta-yarigrup) diye adlandirilan {Bt(ﬁ ) g}is0
integraller ailesi yardimiyla, (Aliyev 2009) makalesinde, Bessel ve Flett potansiyellerinin
ikisini de genellestiren ve iki parametreye bagli potansiyeller (bi-parametric potentials)

diye adlandirilan integral operatorler ailesi tanimlanmistir. Bu tanimi verelim:

Tanim 3.9 (Aliev 2009). a > 0,8 > 0,1 < p < cove g € L,(R"™) olmak iizere,
1 T a1 )
J“g:v——/ ts e (B g)(x)dt (3.9
(J59)(x) T/ J, (B g)(x)
seklinde tanimlanan (Jgg)(x) integral operatoriine iki parametreye bagli potansiyel ope-

rator denir.

(J59)M (@) = (1 + [x]”) =P g"(2), (Aliyev 2009, syf. 158)

formiilii dikkate alinirsa, (J§g) operatorii (E + (—A)#/2) operatériiniin (—a/3) mertebe-
den negatif "kesirsel kuvveti" olarak yorumlanabilir. Yine (3.9) formiiliinden ve {Bt(ﬁ ) Hso
yarigrubunun tamimindan kolayca goriilebilecegi iizere, (J§g) operatorii, 8 = 2 igin Bes-
sel potansiyeline ve 5 = 1 icin de Flett potansiyeline doniisiir. Hatirlatalim ki, (Aliev
2009) makalesinde iki parametreye baglh potansiyel operatorler kullanilarak, Bessel po-
tansiyelleri uzayinin yeni bir karakterizasyonu verilmistir.

Riesz potansiyellerinin (3.1)-(3.4) gosterimlerinden esinlenerek, bir sonraki Bulgular
ve Tartisma boliimiinde Riesz potansiyellerini genelleyen integral operatorler ailesi ta-

nimlanacak ve bu aile i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev tipli esitsizlik kanitlanacaktir. Yine,
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Bulgular ve Tartisma kisminda Bessel ve Flett potansiyellerini genelleyen ve (3.9) formii-
lityle tanimlanan J§ opratorlerinin L, uzayindan L, uzayina sinirh etki etmesini saglayan

kosullar bulunacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Makul Demetin Dogurdugu Integral Operatorler icin Hardy-Littlewood-Sobolev
Tipli Esitsizlik

Bu boliimde, yukarida verdigimiz "makul demet" kavramim kullanarak, integral opera-
torler ailesi tanimlayacagiz. Makul demetin 6zel secimleri ile klasik Riesz potansiyelleri
elde edilecektir. Dolayisiyla, bizim tanimlayacagimiz integral operatorler, klasik Riesz
potansiyellerinin bir genellesmesi olacaktir. Riesz potansiyelleri icin iyi bilinen Hardy-
Littlewood-Sobolev esitsizliginin bir benzeri, burada tanimlayacagimiz integral operator-
ler i¢in kanitlanacaktir. Burada 6nemli bir hatirlatma yapalim: B6liim 2.2°de verilen "ma-
kul demet" kavraminda dort kosul vardi. Asagida verdigimiz integral operatorler ailesini

tanimlamak i¢in "makul demetin" yalniz iki kosulu yeterli olacaktir.

Tanim 4.10. {S,},~( operatorler ailesi, L, = L,(R"), (1 < p < 00) uzayinda verilmig
0-tipli makul demet olsun. Yani, 6 > O verilmis bir parametre olmak iizere,

(a)

Sup 1SN, < cllfll,; (4.1)
(b)
ess;{up 1(Sef)(z)| < et™® Hpr 4.2)
TeR™
esitsizlikleri saglansin. O halde,
(A%f) (z) = / t971(S, f) (x)dt, (6 > 0) (4.3)
0

integraller ailesine, {S;}; makul demetinin dogurdugu potansiyel tipli integral operatir-

ler ailesi denir.

Not: {S;}+~0 makul demetinin 6zel segimlerini kullanarak, (4.3) ailesinden, 6 para-
metresine bagl carpan farkiyla, klasik Riesz potansiyellerini elde edebiliriz: I*f, f’nin

Riesz potansiyeli olmak iizere,

DS, =8 = BE”) (Riesz-Bochner), § = 2,6 = « igin,

Af = c,()If, (@) =
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2) S; = P, (Poisson), § = %, 6 = « i¢in,

Af = T()If;
3) S, =

W, (Gauss-Weierstrass), 0 = ﬂp 0 = § igin,

A2 f = r( >Iaf

4) Sy = By (B-yanigrup), 6 = /327 7

:%igin,
Asf=r1(2)
R (6) /

Simdi, (4.3) formiiliiyle tanimlanmuis A°f integraller ailesi icin Hardy-Littlewood-
Sobolev tipli esitsizligi ifade edelim ve kanitlayalim

elde edilir.

Teorem 4.11. {S;},~¢ O-tipli makul demeti, (4.1) ve (4.2) kosullarini saglasin ve f € L

olmak iizere, A f integral operatorleri ailesi (4.3) deki gibi tanimlansin

(A%)(x) = / TS @)dh (0 < 0 < 6)

O halde, 1 < p < oo olmak iizere

11 9
(12
q p( 5)

4.4)
esitligini saglayan her q > p i¢in dyle C = C(p, q,9) > 0 sabiti vardur ki

14°#1, < ¢ irl,

4.5)
esitsizligi saglanir.

Ayrica, 1 < p < q < oo ve q sayist da (4.4) esitligini saglamak iizere, A’ operatorii
zayif (p, q) tipli olur, yani, her X > 0 igin

m{z : |(A’f)(z)| > A} < C (”f” > (4.6)

saglanir.
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Not 2: (4.4) esitligi sOyle de yazilabilir:

1 1
9=5p<———>,(1§p<q<00).
P q

Ispat Biz dnce, 1 < p < ¢ < oo olmak iizere, § = dp (— — —> kosulunu saglayan 6 i¢in

A? operatoriiniin zayif (p, q) tipli oldugunu kamitlayacagiz. Daha sonra, Marcinkiewicz

interpolasyon teoremi kullanilarak, 1 < p < ¢ < oo, é = (1 — —) durumunda A’

operatoriiniin giiclii (p, ¢) tipli oldugu sonucu elde edilir.

(A°f) () = / (5, ) ()t

0

= [ s [ e sn@ar @)

0 H

yazalim. (Stein 1970) kaynagindaki Hardy-Littlewood-Sobolev teoreminin ispatindaki
bazi teknikleri kullanacagiz (kiyaslama icin bakimz: Stein 1970, syf. 119-121).
(4.7)’ye gore, A > 0 olmak iizere,

m{x : }(Agf)(x)‘ > 20} <m{x:

/ ' t971(S, f)(x)dt‘ > AL

0

+m{x :

/ te_l(Stf)(a:)dt‘ > A} (4.8)
nw
x) = [ 1771 (Sef) (x)dt dersek, (4.8)'deki ilk toplanan i¢in
miz : |g(x)| > A} = m{z - [g(x)[" > A"}
olur. Once Chebyshev ve sonra da Minkowski esitsizlikleri uygulanirsa,
1
m{z : |g(z)] > A} = m{z : |g(x)[" > A"} < Ap Ig(w)!p da
R [ P o—1 8
= Slolr = | [ sn@ar| <5 ([ e isa, a
0 P 0

a (cHi‘H ) </O“t“dt)p: (cl\fl!p)p(%")p_ “49)

Simdi de, (4.8)’deki ikinci toplanana bakalim.

o0 (4.2) o0 oo
/ tel(stf)(x)dt‘ < c Hpr/ -1 = ¢ Hpr/ $0-0-1 34
Iz Iz

= cllfll, = ()
= cllfll, 5
= bl fll,n" (4.10)
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burada, b = ﬁ > (.
(4.7) esitligindeki p > 0 parametresinin secimi bizim elimizdedir. Biz, p parametre-

sini Oyle segelim ki, b || f||, pf=% = X olsun. Yani,

Y\ L ||f||)“19
- =50 | 2 4.11
g (bnfup) (5 R

alalim. O halde, ;’nun bu degeri icin (4.10)’a gore,

sup
reR™

/:O tel(Stf)(x)dt’ <\

olur ve dolayisiyla,

> A =0

m{x :

/ TS ) ()t

olur. Bunu ve (4.9)’u (4.8)’de dikkate alirsak,

nta s pi)| 2 < (L) (2

LN 1 o (11,7
y ( X ) 7 (T)
ey, o (I, I71,\ "5
— (5) b5 ( ) B(T) . (4.12)

Burada, B = (g)pb% — (g)p (L) =

Teoremin kosulundan,

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, her A > 0 i¢in,

e (@) > 20 < 8 (L)

veyahutta, her A > 0 igin,

m{z : [(A°f)(z)| > A} < 2B (”f“ ) (4.13)

olur. Yani, A? operatérii zayif (p, q) tiplidir. Marcinkiewicz interpolasyon teoremi uygu-
lanirsa, 1 < p < ¢ < o0, % = % (1- g) i¢in, A% operatériiniin giiglii (p, ¢) tipli oldugu
cikar.

Teorem ispatlandi. 0
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Not 3: 0 = op (% — 1) esitligi kullanilirsa, (4.13)’teki B katsayis1 su sekle diiger:

q
()G
op p

Buradaki ¢ > 0 ve § > 0 sayilart Tanim 4.10’daki (4.1) ve (4.2) ifadelerindeki sabitlerdir.

Not 4: Teoremin ifadesindeki {.S; }+~o makul demeti yerine, Not 1’deki demetlerden
herhangi birini alirsak, klasik Riesz potansiyelleri i¢cin Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi
elde edilmis olur.

Ornegin, S; = B, = B!” (B-yanigrup), § = 55 ve 0 = § alirsak,

B
e (3)e

olacagindan, Teoreme gore, 1 < p < g < oo ve

1 1 0 1 2 1 1

333

q p o) p ) P n p n
1

yani, % =5 < i¢in [ operatorii (Riesz potansiyeli) L, uzayindan L, uzayina sinirli etki
eder (bagka ifadeyle, giiclii (p, ¢) tiplidir). Bu da, klasik Riesz potansiyeli i¢in iyi bilinen

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremidir.

4.2. Iki Parametreye Bagh Potansiyel Tipli Operatorlerin L, Uzaylarinda Davram-

simin Incelenmesi

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde, yukarida, Tanim 3.9°da bahsi gecen ve (Aliev 2009)
makalesinde tanimlanmis olan iki parametreye bagl potansiyel tipli operatorlerin (bi-
parametric potential-type operators) L, = L,(R"™), (1 < p < 00) uzaylarinda davranigini
inceleyecegiz.

Yukarida, 3.1 numaral1 alt boliimde verdigimiz iki parametreye baglh potansiyel tipli
operatorlerin tantmim tekrar hatirlatalim (Aliev 2009):

0<f<o00,0<a<oo,1<p<oovegeE L, olmak iizere,

@) = o [ 7 B )@ (@14

integral operatoriine, 3 ve o parametrelerine bagl potansiyel tipli operator denir.
Bu integral operatorler, = 2 icin klasik Bessel potansiyellerine ve 5 = 1 i¢in Flett

potansiyellerine doniisiir.
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g fonksiyonu Schwartz uzayindan ise,

(J59)" () = L+ |y|7) =% - g"(y). (y € R™)

oldugu goriilebilir (Aliev 2009, syf. 157).
Bu esitlik dikkate alinarak, E birim operator ve A Laplace diferansiyel operatorii
olmak iizere, .J§ integral operatdrler ailesi, (£ + (—A)?/2) operatdrlerinin (—c/3) mer-

tebeden negatif "kesirsel kuvvetleri" olarak yorumlanabilir (Aliev 2009):
Jgg = (E+ (=A)2)/Bg (g € 9).

J 5 (o > 0,8 > 0) integraller ailesinin L,, uzaylarindaki davramgini bir teoremle

ifade edelim.

Teorem 4.12. 0 < « < 00;0 < B < 2 olup, J§ integral operatirler ailesi (4.14) deki
gibi tamimlansin. O halde,

(a) Her g € L, , (1 < p < 00) igin

1759l < llgll, (4.15)

saglanir.
(b)l<p<g<oovea=n (i — é) icin g fonksiyonundan bagimsiz oyle A1 > 0
vardir ki, her g € L, icin,
[759]l, < Avllgll, (4.16)
saglamr. Yani, Jg operatorii giiglii (p, q) tipli operatordiir.
(c)p=1lvea=n (1 — é) ise, g € Ly fonksiyonundan bagimsiz oyle Ay > 0 sabiti

vardir ki, her \ > 0 icin
A q
m{z € R : |(J39)(z)| > A\} < <%> (4.17)

saglamr. Yani, J§ operatorii, p = 1 ve q = -~ icin zayif (1, q) tiplidir.
(d1<p<qg<oovea>n <% — %) ise, oyle Az > 0 sabiti vardir ki, her g € L,
icin
1759l < Asllgll, (4.18)

saglanir.
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()p>la="veq=

=00 olur. Yani, her
g € L, igin
1759l < Adllall,

esitsizligini saglayan A4 sabiti yoktur.

Ispat Onteorem 2.6°daki bilgilerden yararlanacagiz.
(a) 0 < B < 2 oldugundan, Bt(ﬁ ) yarigrubunun cekirdegi pozitif olur ve Onteorem
2.6-5)’e gore HBt(ﬁ ) gH < |lgl|,, saglanir. O halde, Minkowski esitsizligine ve I' (gamma)
p

fonksiyonunun tanimina gore,

o 1 - Z-1
HJﬁQHp = F(Oz/ﬁ)/o £
1 * a
< ol gz [ 7 e =l

t Bt(ﬁ)g dt

p

saglanir.
b)Simdi, 1 <p<g<ocovea=n (l — 1) olsun. 0 < 8 < 2 oldugundan, yukarida

B)

da soyledigimiz gibi, B yarigrubunun c¢ekirdegi pozitiftir: w,E’B )(y) > 0. O halde, her

g € L, ve her z € R" i¢in

(B g)(@)| < B (19)) ()

saglanir. Buradan,

|(J59)(z)| < Jg(lgl

i a/ﬁ / 7 'g')(”d”wi/ﬁ) [mtgle‘tBt(mumxmdt
< ), 0 ’9’>($>d”r<;/ﬁ> | e B ghar
= 43(lgl) (@) + A3(g])(2) “.19)

Buradan, ¢ sayista = n (]% — %) esitligini saglayan say1, yani ¢ = %2 >
1789l < 145 (1gDll, + 14T (gDl (4.20)

yazilabilir.

(4.19)°daki Af integral operatorii, (3.4) formiiliine gore,

mertebeden Riesz potansiyelidir. O halde, Hardy-Littlewood-Sobolev teoremine gore, bir
c1 > 0 sabiti igin
1AG (gDl < exllgll, (4.21)
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olur.

Diger yandan, Minkowski e§itsizligine gore,

439Dl < o | 0

[5oun], = ([ sy

1/q
- (/H(Bt(ﬁ)(|9|)(93))q_p : (Bfﬁ)(lgD(iB))pdaf)

< (burada, Onteorem 2.6-7)’yi kullaniyoruz)

_n ar ||, (3 z
< (et lgl)" T |[(B7 (D))

< (burada, Onteorem 2.6-5)’yi kullaniyoruz)

Mg, ds (422)

veE

A

_2  _n(1_P 1-¢ .
5 Hm 0 gl gl

A m G gl

IN

olur. Sonuncu esitlik (4.22)’de kullanilirsa ve n (}D = %) = « oldugu dikkate alinirsa,

1-2 0o
4 c 1 a_j1_Ll,(1_1y _
143Dl < w75 (/ t5 715 0)e tdt> lgll,

1-2 1-E )

c 1 1t c 1 —t

iz ) Wl < s ( ot
1—-2

¢ g

_ — 4.23
eF(a/ﬂ) ||g||p C2 Hg”p ( )
olur. Burada, ¢y = %

Simdi, (4.21) ve (4.23) esitsizlikleri (4.20)’de dikkate alinirsa ve ¢ + co = c3 denirse,

her g € L, i¢cin
| 756ll, < eslgl,

esitsizliginin saglandiginm soyleyebiliriz.

(c) Simdi, g € Ly ve ¢ = —~— olsun. Yukaridaki (4.19) esitsizligine gore,

[(J59)(2)] < A (lg]) (@) + AT (lg]) ().
Buradan, her A > 0 i¢in,
{z € R":|(J59)(z)| > 27}

C {z e R": Ag(lg)(2) > Ay U{z € R": A¥(lg])(2) > A},
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ve dolayisiyla,
m{z € R":|(J5g)(x)| >2A}

< mi{zr e R": A5(|g)) () > A} + m{z e R" - A7([g])(z) > A} (4.24)

olur.
A$(|g|) operatorii g € Ly fonksiyonunun o mertebeden Riesz potansiyeli oldugundan,

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremine gore, dyle ¢4 > 0 sabiti vardir ki, her A > 0 i¢in,

m{z € R™: A%(|g|)(z) > A} < (ﬂ;’”ly (q - #) (4.25)

saglanir.
Diger yandan, Chebyshev esitsizligine ve (4.23) esitsizligine gore, p = 1 ve ¢ = "~

i¢cin

m{z € R" : A7 (|g])(z) > A} = m{z € R" : [AT(|g])(x)|" > A"}

1 y 1 b,
<& [ sl ae = 3 143l
@23) 1 e gl \?
< atealol e = (20 @20

elde edilir. (4.25) ve (4.26) esitsizlikleri (4.24)’de dikkate alinirsa (4.17) elde edilmis olur.
(d) Simdide, ] < p<g<oovea >n <% — %) olsun. Bir A3 > 0 sabiti ve her
g € L, i¢in
159, < 451171,

kanitlamak istiyoruz.
Oncelikle, girisim icin Young esitsizli§ini ammsatalm: 1 < p,q,r < oo ve % =

—i—%—lise,uELTveveLpigin

S

[w s vl < flull, o]l
Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

o 1 OO -1 _—
30l < a1 B

dt (4.27)

olur.
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oldugundan, Young esitsizligine gore, % =141 —1 olmak iizere,

1
p
|87, <[], -, (4.28)

ve 0 < 8 < 2igin wgﬁ ) (y) > 0 oldugundan,

= (ww) ay (4.29)

2

yazabiliriz.

wgﬁ ) (y) cekirdek fonksiyonunun asagidaki anizotropik homojenlik 6zelligini kullana-
cagiz (Onteorem 2.6 ):

1

wﬁﬁ)(tﬁy) = t_”/ﬁwl(y), (t >0,y € R"). (4.30)

(4.29) esitliginde y = t'/7z, (dy = t"/#dz) seklinde degisken degistirerek (4.30) ozelli-

gini kullanirsak,

‘ p /n /5B <w§ﬂ)(2)>rdz — 4p0-7) /n (wgﬁ)(z))rdz 431)

olur. Onteorem 2.6’daki

WO

wi” (y) = O(ly| ™), (Jy] — o)

asimptotik esitligini kullamrsak, [, (wgﬁ )(z)> dz integralinin yakinsak oldugu goriiliir.

Dolayisiyla, (4.31)’e gore, bir ¢; > 0 i¢in

T

o] <

T

1
ve buradan da, ¢y = ¢ dersek,

o

olur. Boylece, (4.28)’e gore,

11

HBt(B)gH < et3(73) lgll, -
q

Sonuncu esitsizligi (4.27)’te kullanirsak,

; L " g3 Gd)
HJMHS@HQHPF(Q/B)/O e s T dt
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olur. Sagdaki integralin yakinsak olmasi igin, % + % (% — %) > 0 olmali, yani, o« >

n <% — %) olmalidir ki, bu da teoremin kosullarindan biridir.
(e) (Stein 1970, syf. 119) kaynaginda Riesz potansiyellerinin, p = Z i¢in L,’den Lo,’a
sinirh etki etmedigini gostermek icin kurulan fonksiyon ornegi burada da ise yariyor.

0 < € < 1 olmak iizere,

—%(1+e)
2l () T el <

||

g(x) = (4.32)

NI—= N

0, || >

fonksiyonunun p = * i¢in L, uzayindan oldugu agiktir. Gergekten,

—(1+¢)
1
/ lg(2)|P dx = /|< |z| " (ln —) dr < 0.

|z]

Bu fonksiyon i¢in HJggHOO = 0o oldugunu gostermek istiyoruz. Asagida goriilecegi

1
2

izere, bunu kanitlamak, Riesz potansiyellerindeki gibi kolay degildir.

g, (4.32)’deki fonksiyon olmak iizere,

17591l = ess sup[(J39) ()] = | (J59) (0)

olup,

(J59) (0) = ﬁ /ooo t5 e (B g) (0)dt (4.33)

esitligi saglanir. (1 + ¢) = ~ diyelim. a < n oldugundan, € > 0 sayist o kadar kiigiik

almabilir ki, v < 1 olur.

B9)0) = [ ol -y = |

1
|y|§§

—a 1\’
w” (y) [y] (ln —) dy.
vl
w,gﬁ ) (y) cekirdeginin anizotropik homojenlik dzelligi kullanilirsa,
(®) 2 B (=5 Nt (1 L)
B0 = [ el ()bl (o)
lyl<3 vl
olur. Burada, y = t%z, (dy = t%dz) seklinde degisken degistirirsek,

-
o @ 1
BPg)(0) = /| R ECL tﬁ<ln ) -
Z_Et_l

2| ¢

—
Ca 1
/ wgm(z) || In — dz
|2|<§t=1/P |z| t?
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olur. O halde,

= / h e‘tlA(t)dt (4.34)
0 t

olur. Burada,

0 < B < 2 oldugundan, wg’B )(z) > ( ve dolayisiyla, her ¢t > 0 i¢in A(¢) > 0 olur. O halde,
(4.34)’e gore

r (%) (J59) (0) > /01/2 e A(t)dt > —/1/2 A

Jo 1/2 2A(t)dt = oo oldugunu gdstermek istiyoruz. wgﬁ )(z) > 0 fonksiyonu bir radial

(ﬁ)( )

fonksiyondur. Yazilisin kolaylig1 icin w yerine w(|z|) notasyonunu kullanacagiz.

Boylece,

Sonuncu integralde

r=st /8, (dr = t_l/ﬁds)

seklinde degisken degistirmesi yaparsak,

1

2 S 1\ 7
A(t) = cl/ w(st™ /Pl s ' (ln —) t=18ds
0

S

1 -
w(st‘l/ﬁ)s”_o‘_l (hl;) ds. (4.35)

w(0) = wi?(0) = (27)™ Jan e~ 1" dx = 2a diyelim. § > 0 sayisin1 o kadar kiigiik

alalm ki, 0 < 7 < § olan her 7 i¢in w(7) > a olsun. Boyle se¢ilmis 0 sayisi i¢in (4.35)’e
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gore,
5t1/8 1 -
A(t) > / w(st™1/P)gneal (1n—> ds
0 S
5¢1/8 1 -
> clat / (ln ) ds
0 s
5¢1/8 1 -
> clat” / (ln —) ds
;5t1/ﬁ S
-y pott/P
> n—a—1
> cat ( <5t1/5)> /;atl/ﬁ s ds

= 2 T\ 1
= Clat (ln (W)) (5tﬁ) (1 — 2n—a)
2 -
= (g (hl W) .

Burada, ¢s = cjad" ¢ (1 — 2,%&) .

Boylece,
2 9
Buradan,
1/2 1 1/2 1 2 -
&1% = rdersek, t = (g)_ﬁ r=8,(dt = —Br="~1dr) olup, v = 2(1+¢) < 1 oldugundan,

1/2 1 2 - o0 1 .
/0 g(ln (W)) dt:Cgﬁ %;(lnr) dr = o0

5
olur.

O halde,

ve dolayisiyla,
(J59)(0) = o0

elde edilir. 0

Boylece, Teoremin ispati tamamlanmis oldu.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, Harmonik Analizin 6nemli teknik araclarindan sayilan ve Sobo-
lev uzaylarinin, Bessel potansiyelleri uzaylarinin ve onlarin ¢esitli genellemelerinin ince-
lenmesinde miistesna rol oynayan klasik Riesz ve klasik Bessel potansiyel operatorlerini
genellestiren integral operatorler tanimlanmig ve onlarin Lebesgue uzaylarinda davranis-
lar1 incelenmistir. Bunun i¢in, dncelikle "operatorlerin makul demeti" ve "operatorlerin
makul yarigrubu" kavramlari tanitilarak, bunlarin dnemli 6rnekleri hatirlatilmistir. Daha
sonra, klasik Riesz potansiyellerinin ve klasik Bessel potansiyellerinin, "makul demetler"
yardimiyla tek boyutlu integral gosterimleri verilmisgtir.

Makul demetler yardimiyla Riesz potansiyellerinin tek boyutlu integral gosteriminden
esinlenerek, Riez potansiyellerini genellestiren yeni bir integral operatorler ailesi tanim-
lanmis ve bu aile i¢in, iinlii Hardy-Littlewood-Sobolev teoreminin bir benzeri kanitlan-
mustir. Makul demet yardimiyla tanimlanmis integral operatdr, makul demetin 6zel se-
cimleri ile klasik Riesz potansiyeline doniisiir ve sonug olarak, Riesz potansiyeli i¢in iyi
bilinen klasik Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi elde edilir.

Tez calismasinda elde edilen bir diger 6nemli sonug, klasik Bessel ve Flett potansi-
yellerinin ikisini de genelleyen ve iki parametreye bagl potansiyeller (bi-parametric po-
tentials) diye adlandirilan integral operatorler ailesinin, uygun p > 1 ve ¢ > 1 degerleri
icin L,(R™) uzaymdan L,(R") uzaymna sinirli etki etmesini saglayan yeterli kosullarin
bulunmaszyla ilgilidir. Klasik Bessel potansiyelleri Harmonik Analizde 6nemli yere sahip
oldugundan ve iki parametreye bagl potansiyeller de, parametrelerden birinin 6zel seci-
miyle Bessel potansiyeli operatoriine doniistiigiinden, bu tez calismasinda iki parametreye
bagh potansiyellerin Lebesgue uzaylarinda davranisi ile ilgili elde edilen sonuglarin da
Harmonik Analiz agisindan faydali oldugunu diisiiniiyoruz.

Tez calismasi teorik nitelikte olup, elde edilen sonuclar, Fonksiyonel uzaylar, Harmo-
nik Analiz ve integral doniisiimler alaninda c¢alisan arastirmacilar i¢in faydali bir kaynak

roliinii oynayabilir.
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