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OZET
INJEKTIiF MODULLER UZERINE
Kevser SOYTURK

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Nuray EROGLU

Bu ¢alismanin temelini injektif modiiller ve bir modiile gore goreceli injektif modiiller
olusturmaktadir. Tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde; injektif modiillerin kisaca
tarihgesinden bahsedilip literatiirde ©nemli ¢alismalarda bulunan matematikgiler ile
calismalarina deginilmistir. Ayrica, calismanin amag¢ ve kapsamindan da bu bdliimde
bahsedilmistir. Ikinci boliimde; calismada kullanilacak temel kavramlar ve bu kavramlarla ilgili
ozellikler verilmistir. Ugilincii boliimde; injektif modiiller ve injektif zarflar tanimlanip bu
modiillerin farkli karekterisazyonlar1 ile aralarindaki baglantilar ve &zellikle her modiiliin
injektif bir modiil icine gémiilebilecegi sdylenmistir. Ayrica bu boliimde boliinebilir modiiller
tanmitilip injektif modiiller ile iliskisi aragtirllmistir. Dordiincii boliimde; bir modiile gore
goreceli injektif modiiller tanitilip 6zellikle yar1 injektif modiillerden bahsedilmistir. Ayrica bu
boliimde injektiflik, yar1 injektiflik, yar siireklilik ve CS modiil kavramlari arasindaki iliskiye
yer verilmistir ve CS modiillerin injektif modiillerin bir genellemesi oldugu sonucuna
ulagilmistir. Besinci bolimde ise ileride tez konusu ile ilgili calisma yapacak geng

arastirmacilara yardimei olacak onerilerde bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Esas alt modiil, Tiimleyen alt modiil, Injektif modiil, Injektif zarf, Yar
injektif modiil, CS modiil



ABSTRACT
ON INJECTIVE MODULES
Kevser SOYTURK

Department of Mathematics
MSc. Thesis
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Nuray EROGLU

The basis of this study is injective modules and relative injective modules. The thesis consists
of five chapters. In the first part; briefly, the history of injective modules is mentioned and the
studies of mathematicians who have made important studies in the literature are mentioned. In
addition, the aim and scope of the study are also mentioned in this section. In the second part;
The basic concepts to be used in the study and the properties related to these concepts are given.
In the third part; Injective modules and injective envelopes are defined and it is said that the
different characterizations of these modules and the connections between them and especially
each module can be embedded in an injective module. In addition, in this section, divisible
modules are introduced and their relationship with injective modules is investigated. In the
fourth chapter; relative injective modules were introduced and especially the quasi injective
modules were mentioned. In addition, in this section, the relationship between the concepts of
injectivity, quasi injectivity, quasi continuity and CS module is given and it is concluded that
CS modules are a generalization of injective modules. In the fifth chapter, he made suggestions

are made which will help young researchers who will work on the thesis topic in the future.

Keywords: Essential submodule, Complement submodule, Injective module, Injective

envelope, Quasi injective module, CS module
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1. GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Modiil teoride 6nemli yeri olan ve bu ¢alismada da yer alan injektif modiilleri ilk kez
Bear (1940) calismasiyla tanitmis ve literatiire girmesini saglamistir. Ayrica Bear aymi
calismada her modiiliin bir injektif modiil i¢ine gdmiilebilecegini gostermistir. Daha sonralari
ise Eckmann ve Schopf (1953) makalelerinde herhangi bir M modiiliinii her zaman kapsayan
minimal injektif bir modiiliin olabilecegini ve minimal injektif olan bu modiiliin M modiiliiniin
maksimal esas genislemesi ile ayn1 oldugunu gostermislerdir. Bu ¢alismaya kadar injektif
modiillerin yapist ile ilgili pek fazla inceleme yapilmamis olmasina ragmen bu tarihten sonra
pek ¢ok caligma yapilmig ve bunlar i¢inde 1958°deki degismeli Noetherian halkalar tizerindeki

injektif modiil ¢caligsmalari ile Matlis bu alana biiyiik katkida bulunmustur.

O tarihlerden giiniimiize dek pek ¢ok matematikginin ilgisini ¢eken injektif modiiller;
sagladiklar1 bazi kosullara gore adlandirilmiglardir. Bunlardan bazilari; yart (quasi) injektif,
goreceli (relative) injektif, ker injective, principally injektif, essentially injektif, pseudo injektif
modiillerdir. Baer, Eckmann ve Schopf boéliinebilir gruplar ve ardindan injektif modiillerin
tanitilmasinda katkida bulunan (ilk paragrafta bahsedildigi {izere) matematikg¢ilerdendir.
Johnson ile Wong birlikte yaptiklart 1959°daki ‘Self injective rings’ adli makaleleri ile yar1
injektif halkalar ve 1961°deki ‘Quasi injective modules and irreducible rings’ adli makaleleri
ile yar1 injektif modiillerle ile ilgili ilk ¢alismalar1 yapanlar arasinda yer almislardir. Ayrica
gecmiste; Sandomierski (1964) ‘Relative injectivity and projectivity’ adli doktara tezinde,
Birekenmeier (1978) ‘Modules which are subisomorphic to injective modules’ ve Singh (1967)
‘On pseudo —injective modules and self pseudo injective rings’ adli makalelerle injektiflige

derinlik kazandirmiglardir.

Injektif modiillerin genellemesi olarak bilinen CS modiillerin temelleri von Neumann
(1936a, 1936b) ile atilmis sonrada Utumi, von Neumann’in bu ¢alismalarinda ki kavramlari
halka ve modiiller i¢in diisiinmiis ve diistindiiklerini Utumi (1965) calismasinda aktarmstir.

Boylece CS modiillere pek ¢ok katkida bulunmustur.
1.2 Cahsmanin Amaci ve Kapsami

Bu c¢alismanin amaci, injektif modiiller ile ilgili baz1 bilgileri vermek ve

genellemelerinden bahsetmektir. Ayrica injektif modiiller ve genellemeleri {izerine ¢aligma



yapmak isteyen arastirmacilara yol gosterici olacak bulgular vermek amaglanmistir. Konunun
kolay anlagilabilmesi i¢in ¢alisma diyagramlarla desteklenmistir. Calismanin amacina hizmet
edecek kavramlardan 6zellikle esas ve tiimleyen alt modiiller tanitilip, ispatlariyla birlikte
verilmistir. Daha sonra injektif modiiller ve injektif zarflar ile ilgili gerek ve yeter kosullar
verilmigtir. Bir modiile gore goreceli injektif modiiller tanitilip, goreceli injektif modiil ¢esidi
olan yar1 injektif modiiller incelenmis ve ‘Sonug ve Oneriler’ kisminda injektif modiillerin bir

genellemesi olarak CS modiillerin alinabilecegi soylenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar ve bunlarla ilgili bazi
ozellikler verilmistir. Calisma boyunca R halkalari, aksi belirtilmedikge birimli fakat degismeli
olmasi gerekmeyen halkalar ve M modiilleri, aksi belirtilmedik¢ce R halkasi iizerinde sag

modil olarak alinacaktir.
2.1 Bagmtilar

Tamim 2.1.1 Ax B kiimesinin her alt kiimesine A ’dan B ’ye bir baginti denir. A’dan B ’ye

bir bagint1 < olmak lizere x < y ise x ile y bagintilidir denir. Eger A= B ise bu bagmntiya

kisaca A ’da bir baginti denir (Karakas, 2010).

Ayrica A’da bir bagint1 < oldugunda X,y € A iken x < y ise “x’e y ’den dnce gelir”,

X<y ise “X kesin 6nce gelir y ” seklinde okunur.

Tamim 2.1.2 S ’de bir bagint1 < olsun.

i. S ’den alinan her X elemani i¢in x < x ise < bagintisi yansima 6zelligine sahiptir ve <
baglntlsl yanstyandwr denir.

. S’den alinan X, y elemanlar1 i¢in x <y oldugunda y < < bagmtis1 simetri
ozelligine sahiptir ve < bagtis1 simetriktir denir.

iii. S ’den alman X, Yy, z elemanlar1 i¢in x < y ve y < z oldugunda x < z ise < bagtisi
gecisme Ozelligine sahiptir ve < bagintisi gegiskendir denir.

iv. S ’den alinan X, y elemanlari i¢in x < y ve y < x oldugunda x = y ise < bagintisi ters
simetri (antisimetrik) 6zelligine sahiptir ve < bagntis1 ters simetriktir (antisimetriktir)
denir.

(Karakas, 2010)

Tamim 2.1.3 S ’de bir bagint1 < olsun.

i. Bu < bagintis1 yansiyan, simetrik ve gecisken ise < bagmtisina S ’de bir denklik
bagntisi denir.
ii. Bu < bagintis1 yansiyan, ters simetrik ve gegisken ise < bagmtisina S ’de bir kismi

swralama bagintist denir ve (S, <) ile gosterilir.



iii. Bir (S, <) kismi sirali kiimesinden alinan her X, y elemani igin x < y veyay < x ise <
bagintsina tam sirali bagintist denir ve (S, <)’ye de tam sirall kiime denir.
(Karakas, 2010)

Tanim 2.1.4 Kismi sirali bir kiimedeki bir elemandan kesin sonra (6nce) gelen higbir eleman

yoksa, bu elemana maksimal (minimal) eleman denir (Karakas, 2010).

Tanim 2.1.5 Kismi siral1 bir kiimenin tam siral1 bir alt kiimesine zincir denir (Callialp ve Tekir,
2009).

Tanim 2.1.6 (S, <) kismi sirali kiime olmak tizere A S ve se S olsun. Eger her a € A igin

s<a (a<s)ise s’ye A kiimesinin bir alt (iist) stnir denir (Hungerford, 1980).

Teorem 2.1.7 (Zorn Lemma) Bos olmayan S kismi sirali kiimesinin her zincirinin S ’de bir

iist sinir1 varsa, S 'nin en az bir maksimal elemani vardir (Hungerford, 1980).
Tamim 2.1.8 R halkasinin ideallerinin, her artan (azalan)

zinciri sonlu bir adimda durursa (Yani 3k € Z* vardir ki her i>k igin I, =1, olur.) R’ ye

Noetherian (Artinian) halka denir.
Ornegin;

i. F bir cisim olmak iizere F [X] bir Noetherian halkadir.

ii. 1<neZ olmaklizere Z/nZ bir Artinian halkadir.

(Callialp ve Tekir, 2009)

Onerme 2.1.9 R halkasmin Noetherian halka olmas1 icin gerek ve yeter kosul R ’nin her
idealinin sonlu iiretilmis (Sonlu iiretilmis ideal tanimi, her ideal bir modiil oldugundan Tanim

(2.2.9)°da ki ile benzer sekilde verilir.) olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).



2.2 Modiiller ve Alt Modiiller

Tamm 2.2.1 (M,+) degismeli bir grup ve R halka olsun.M ’deki elemanlarin, R ’deki

elemanlarla skaler ¢carpimi, -:M xR —>M (::RxM — M) doniisiimii asagidaki kosullar
sagliyorsa, M modiiliine R iizerinde bir sag (sol) modiil veya kisaca sag (sol) R —modiil denir

ve M; (xM ) ile gosterilir.

i. VreR,Yvm,m'eM i¢in, (m+m)r=mr+m’r (r(m+m’)=rm+rm’),

ii. Vr,r'eR,vYmeM igin, m(r+r")=mr+mr’ ((r+rYm=rm+r'm),
iii. vr,r'e R,¥YmeM i¢in, m(rr") =(mr)r’ ((rr"Ym=r(r'm)),
iv. Vme M i¢in ml; =m (Iym=m).

R degismeli halka ise sol R—modiil ayn1 zamanda sag R —modiil oldugundan M

modiiline R —modiil denir. Bu tezde aksi belirtilmedik¢e modiiller sag R —modiil alinacaktir.
Ornegin; V, K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 ise V bir K —modiildiir (Hungerford, 1980).
Onerme 2.2.2 M bir modiil olmak iizere Yme M icin,

i. m0,=0,,,
ii. m(-1;)=-m,

olur (Hungerford, 1980).

Tamim 2.2.3 M bir modiil ve & # N < M olsun. N modiilii de bir modiil ise N ’ye, M ’nin
bir alt modiilii veya R-alt modiilii ya da M ’ye N ’nin bir genislemesi denir ve N <M ile
gosterilir.

Ornegin; M modiiliniin kendisi ve sifirdan ibaret {0, }=0 alt kiimesi M ’nin birer alt

modiilidiir (Hungerford, 1980).

Onerme 2.2.4 M modiiliiniin @ # N < M alt kiimesinin bir alt modiil olmas1 icin gerek ve

yeter kosul n,n"e N ve r,r'e R i¢in, nr+nr’ e N olmasidir (Kasch, 1976).

Tanmm 2.2.5 M modiil olmak iizere, M modiiliiniin kendisinden farkli her alt modiiliine 6z alt

modiil denir ve N, M ’nin 6z alt modiilii ise N <M ile gosterilir (Kasch, 1976).



Onerme 2.2.6 M bir modiil olsun. M modiiliiniin alt modiiller ailesi {N,},_ olmak iizere

(AN, , M ’nin bir alt modiiliidiir (Hungerford, 1980).

iel

Tammm 2.2.7 M modiill ve X <M olsun. X alt kiimesini kapsayan, tiim alt modiillerin

arakesitine X ’in tirettigi alt modiil denir ve < X > ile gosterilir (Kasch, 1976).
Onerme 2.2.8 M modiil ve X = M olsun.

dYxr:xeX, reRneN},  X=zJ
<X>=3lT

0 , X=0
seklinde tanimlanan < X >, M modiiliiniin bir alt modiiliidiir (Kasch, 1976).

Tanimm 2.2.9 M bir modiil, me M olmak iizere {m} "nin irettigi alt modiil
mR={mr:reR}

seklinde tanimlanir ve <m> ile gosterilir. <m>"ye mile dretilmis alt modiil denir. Eger
M =< m > olacak sekilde m € M bulunabilirse, M ’ye devirli modiil denir. Sonlu bir alt kiime

X < M olmak iizere, M =< X > ise M modiiliine sonlu ziretilmis modiil denir (Hungerford,

1980).
Onerme 2.2.10 M bir modiil ve N <M olsun.

M/NxR—>M/N
(m+N,r)—>mr+N

skaler carpimiile M / N toplamsal boliim grubu bir R —modiildiir ve bu boliim grubuna boliim

modiilti (M ‘nin N ’ye boliim modiilii) denir (Hungerford, 1980).

Teorem 2.2.11 (Modiiler Kurali) M bir modiil ve K,L,N <M olmak iizere K < N ise,
K+(LAN)=(K+L)nN

olur (Sharpe ve Vamos, 1972).



Tanmim 2.2.12 M bir modiil ve A<M olmak tizere M =A®B (A+B=M ve AnB=0)

olacak sekilde B <M varise A alt modiili M ’de dik toplanandir denir ve A% M ile gosterilir

(Kasch, 1976).

Tamm 2.2.13 M bir modiil olsun. M ’nin kendisinden ve sifirdan baska dik toplanani yoksa

M ’ye ayrisamaz (indecomposable) modiil denir (Kasch, 1976).
2.3 Modiil Homomorfizmalari

Tanim 2.3.1 M ile N modiilleriigin f:M — N doniistimii;

i. mm eM olmak iizere f(m+m’)=f(m)+ f(m’),

ii. reR,meM olmak iizere f(mr)=f(m)r,

esitliklerini saglarsa, f doniisimine M ’den N ’ye bir modiil homomorfizmas: veya
R —homomorfizma denir ve M ’den N ’ye olan tiim homomorfizmalarin kiimesi Hom,(M, N)
ile gosterilir. Eger f € Hom,(M,N) ise f(M)’e f 'nin gorintisii denir ve Im(f) ile
gosterilir. Ayrica f € Hom;(M,N) i¢in {Xe M : f(x) :ON} kiimesine de f ’nin ¢ekirdegi

denir ve Cek(f) ile gosterilir (Hungerford, 1980).

Ayni zamanda f,, f, e Hom,(M,N) ve me M keyfi elemanlari i¢in (f, + f,)(m)=
f.(m)+ f,(m) ile tammh +:Hom,(M,N)xHom,(M,N)— Hom,(M,N) ikili islemine
gore Homy, (M , N) bir abel grup yapisina sahiptir. Hom, (M N ) ‘nin sifir elemant M — N

sifir homomorfizmasidir. M =0 veya N =0 ise, Hom, (M, N)=0"dur.

Eger R degismeli halkaise; reR, f e Hom,(M,N) ve meM keyfi elemanlari i¢in
(rf)(m) =rf (m) ile tammli -:RxHom, (M,N)— Hom, (M,N) isleme gore Hom, (M, N)

bir modiil yapisina sahiptir (Sharpe ve Vamos, 1972).



Onerme 2.3.2 M ile N modiilleri icin f:M — N homomorfizma ise asagidaki dzellikler

saglanir.

i. f(0,)=0, ve meM i¢in f(-m)=—1f(m) olur.

ii. Cek(f) kiimesi M ’nin bir alt modiliidiir.

iii. f ’nin 1—1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cek(f)=0,, olmasidir.
iv. Im(f) kiimesi N ’nin bir alt moduliidiir.

(Hungerford, 1980)

Tanim 2.3.3 f : A— B homomorfizma olsun. Eger

i. f 1-1ise f ’ye monomorfizma,

ii. f ortenise f ’ye epimorfizma,

iii. f hem 1-1 hem orten ise f ’ye izomorfizma,

iv. A=B ise f ’ye endomorfizma,

v. A=B ve f izomorfizmaise f ’ye otomorfizma,

vi. f izomorfizmaise A ile B birbirine izomorf modiiller ( A = B ile gosterilir.)

denir (Hungerford, 1980).

Tamm 2.3.4 Bir M modiilii i¢in

i. N <M olmak iizere i: N - M monomorfizmasina icerim doniisiimii,
X X

ii. 1, :M — M homomorfizmasina ise (M iizerinde) birim doniisiimii,
X > X

denir (Hungerford, 1980).
Tamim 2.3.5 A, B ve C birer modiil olsun.
i. a:A— B monomorfizmasi i¢in Im(a)% B oluyorsa « ’ya split monomorfizma,

ii. f:B— C epimorfizmasi i¢in Qek(ﬂ)%B oluyorsa £ ’ya split epimorfizma,

denir (Kasch, 1976).



Onerme 2.3.6 A,B ve C birer modiil olmak iizere;

A—% B diyagrami degismeli (1 = fa) ise asagidaki ifadeler dogrudur.
A B

C
i, Im(a)+Cek(B) = A1(Im(A)) dir.
ii. Im(a) N Cek(B) = a(Cek(A)) *dir.

Ayrica Onerme (2.3.6)’dan asagidaki ifadelerin dogru oldugu goriiliir.

i. A epimorfizma ise Im(a)+Cek(p5) = £7(C) = B ’dir.
ii. 4 monomorfizmaise Im(a) N Cek(S) = «(0) =0 dir.
iii. 4 izomorfizmaise Im(a) ® Cek(f) = B dir.

(Kasch, 1976)

Onerme 2.3.7 A B ve C birer modiil olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.

i. a:A— B homomorfizmasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.
a. a split monomorfizmadir.

b. 30:B — A vardir ki ca =1, olur.

ii. f:B — C homomorfizmasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.
a. [ split epimorfizmadir.
b. 3y:C — B vardirki Sy =1, olur.
(Kasch, 1976)

Tanim 2.3.8 M bir modiil olmak lizere A<M igin

7:M—> M/A
mez(m)=m+ A

ile taniml1 doniisiim bir 6rten homomorfizmadir ve bu homomorfizmaya dogal epimorfizma

denir (Hungerford, 1980).



Teorem 2.3.9 (1. izomorfizma Teoremi) A ve B birer modiil olmak iizere bir f:A— B

modiil homomorfizmasi igin,

_A ~ f(A)
Cek(f)
olur (Hungerford, 1980).

Teorem 2.3.10 (2. izomorfizma Teoremi) M modiilii icin K,L<M ise;

K+L L
K KnL

olur (Hungerford, 1980).

Teorem 2.3.11 (3. izomorfizma Teoremi) M modiil ve A,B<M olmak lizere Ac B ise;

M/A_M
B

olur (Hungerford, 1980).
Tanmm 2.3.12 Bir modiill M olsun.

i. N<M olsun. M ’nin N ’yi kapsayan N ’den bagka hicbir 6z alt modiilii yoksa, N
modiiliine bir maksimal alt modiil denir.

ii. @#N <M olsun. M ’nin N ’de kapsanan sifirdan ve N ’den baska higbir alt modiilii
yoksa, N modiiliine bir minimal alt modiil denir.
(Kasch, 1976)

Onerme 2.3.13 A sonlu iiretilmis bir modiil ise A’nim her 6z alt modiiliinii kapsayan bir

maksimal alt modiilii vardir (Kasch, 1976).

Sonug 2.3.14 Sonlu iiretilmis sifirdan farkli her modiiliin en az bir maksimal alt modiilii vardir
(Kasch, 1976).
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2.4 Modiillerin Direkt Toplam ve Carpimlari

Tanim 2.4.1 Bir modiiller ailesi {M,}. ve m, e M, (iel) olmak iizere,

iel

[ITM; ={(m):m eM,, iel}

iel

kartezyen ¢arpim kiimesi almsin. (m,), (m) e[ [M, ve r e R igin;

() +(m)) = (m; +m;) ve (m)r=(mr)

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpim islemleri ile, [[M,; bir R—modildiir. Bu

iel

[ M, modiiline, {M,}.  ailesinin direkt ¢arpim: denir. Bu carpimda, bilesenlerinden ancak

1 iel
iel

sonlu tanesi sifir olmayan elemanlarin olusturdugu alt kiimede bu modiiliin bir alt modiildiir.

Bu alt modiile de {M, }.  ailesinin (dus) direkt toplami denir ve @I M, seklinde gosterilir (Kasch,

1976).

Tanim 2.4.2 Bir modiiller ailesi {M, },

., olsun. Vj el icin,

ﬂjZHMi—>Mj

(mi)Hﬂj((mi)):mj
ile taniml1 doniisiime j. projeksiyon ve her i # j igin, m, = 0 olmak iizere;
i M, >[IM,
m, > i,(m;)=(m,) (Burada icl igin mi:{g"j;; ':J seklindedir.)

ile taniml1 doniisiime de j. injeksiyon doniisiimii denir.

Projeksiyon doniisiimii orten, injeksiyon doniisiimii 1-1 homomorfizma olup, ayrica

;i =1y, ve k# J igin, m,i; =0 dir (Sharpe ve Vamos, 1972).
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Onerme 2.4.3 Bir modiiller ailesi {M,}.

., olsun. Vi J icin,

M ={(mi)e§>||v|i ielizjicinm :o}
kiimesi, GL)I M, direkt toplaminin bir alt modiiliidiir. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i. Viel i¢in M{ =M, dir.

i. Y M/= S M, olur.
iel le

iii. Vjel igin M{ N (3 M/)=0"dur.

i#]

(Kasch, 1976)

Onerme 2.4.4 M bir modiil ve alt modiiller ailesi {M,}._ olsun. M =@ M; olmas igin gerek

iel
ve yeter kosul
i M=>M,
iel

ii. Viel igin M;n(3_M;)=0

i#]

olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Onerme 2.4.5 M modiiliiniin bir alt kiimesi olan X eger M ’yi iiretiyorsa (yani < X >=M

ise) Oyle bir f : EI?( R — M homomorfizmasi vardirki M = f((—BX R) olur. Yani bir M modiili,

R halkasinin kopyalarinin bir dig direkt toplaminin homomorfik goriintiisiidiir. Eger M sonlu
tiretilmis modiil ise M modiilii R halkasinin sonlu sayida kopyalarinin dis direkt toplaminin

homomorfik goriintiisti olur (Sharpe ve Vamos, 1972).
2.5 Tam Diziler
Tanim 2.5.1 Modillerin bir dizisi ve bunlar arasinda da

fn—l fn fn+1
pp—— v —>M

n

homomorfizmalari verilsin. Eger Vn € Z igin, Im(f,_,)=Cek( f,) ise bu diziye tam dizi denir.
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Eger belli bir yerden sonra modiiller hep sifirsa,

seklinde veya belli bir yerden 6nce modiiller hep sifirsa,

fn—l fn
0—M, —M

n

seklinde gosterilir. Ozel olarak,

seklinde ki tam diziye kisa tam dizi denir. Agiktir ki,

f
i. 0——> A—— B dizisi tamdir. & f 1-1’dir.
f
ii. A——B——0 dizisi tamdir. & f ortendir.

f
iii.0——> A——>B——0 dizisi tamdir. & f 1-1 ve ortendir.

onermeleri dogrudur.
Ornegin; A ve B birer R—modiil ise i, injeksiyon ve 7z, projeksiyon doniisiimleri olmak
uzere;
i, m
0—A—>A®B——>B——0
bir kisa tam dizidir (Hungerford,1980).
2.6 Esas Alt Modiiller

Tamm 2.6.1 M modiil ve N <M olmak iizere her 0K <M i¢in NnK =0 ise N ’ye
M ’de esas alt modiil (essential submodule) ya da M ’ye N ’nin esas genislemesi (essential

extension) denir ve N<M ile gdsterilir. Buna denk olarak N <M i¢in U <M olmak iizere

UNN=0iken U =0 olursa N<M olur.

Ornegin; n#0 ve neZ olmak iizere NZ<Z, olur (Goodearl,1976).
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Onerme 2.6.2 M modiilii icin asagidakiler dogrudur.

i. 0<M olmast ancak M =0 olmasi ile miimkiindir.
ii. M=0ise 0#A<M igin 0 A= AnM oldugundan M <M olur.

(Goodearl, 1976)
Sonug¢ 2.6.3 Her M modiiliiniin en az bir esas alt modiilii vardir (Goodearl, 1976).

Tanmim 2.6.4 M modiil olmak iizere her 0= K,L<M i¢in KNL=0 ise M ’ye diizgiin

(uniform) modiil denir. Baska bir deyisle; M ’nin diizgiin modiil olmasi igin gerek ve yeter

kosul M =0 ve M ’nin sifirdan farkli her alt modiiliiniin M ’de esas alt modiil olmasidir.
Ornegin;
I. Her basit modiil diizgiin modiildiir.
ii. Z, modili diizgiin modiildiir.
(Goodearl, 1976)

Tanim 2.6.5 f:A— B 1-1 modiil homomorfizmas: ve f(A)<B ise bu homomorfizmaya

esas monomorfizma denir (Goodearl, 1976).

Onerme 2.6.6 M modiil ve K,N <M ise asagidaki ifadeler dogrudur.

i. N<M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VO=me M i¢in N "mR =0 olmasidir.
ii. K< Nolmak iizere, K<M olmas: i¢in gerek ve yeter kosul K<N ve N<M

olmasidir.

iii. N%M ise NmK%K olur.

v. N,K%M ise NmK%M olur.

V. K < N olmak iizere, N/K%M/K ise N%I\/I olur.

vi. N<M ve me M ise m~—"N :{reR:mreN}§RR olur.

vii. M (4 € A) modiillerinin direkt toplam1 M =(JADM/1 ve N}EMA ise (7\9N1§M olur.

(Dung, Huynh, Smith ve Wisbauer, 1994)
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Ispat:i. (=) N<M olsun. Boylece m =0 iken mR =0 ’dir. NR<M ve N<M oldugundan

N ~mR = 0 ’dir.

(&) YVO£zmeM igcin NnmR=0 olsun. 0K <M alnsin. 0k e K i¢in kabulden

N K #0 olacagindan N nkR #0 olmalidir. 0# N "kRc N K kapsamasindan N %M
oldugu goriiliir.

ii. (=) K%M olsun. 0U <N <M alinsin. K%M oldugundan 0=U nK olup K % N ’dir.
Simdi de 0%V <M alinsin. K % M  oldugundan 0=V nK’dir. K< N oldugundan

0#U NN olup tanirmdan N <M oldugu goriiliir.

(<) K<N ve N<M olsun. 0£U <M alinsin. N<M oldugundan 0#U NN ’dir. K<N

oldugundan 0 U "N <N i¢in 0= (UNN)NnK=UN(NNK)=U K olup K<M ’dir.

iii. N<M olsun. 0=U<K alimsm. UNnK<K<M ve N<M oldugundan

0% (UNK)AN=UN(NAK) olup N K <K *dir.

iv. N,K<M olsun. 0£U <M alimsin. N<M oldugundan 0U NN <N <M ’dir. Yine
K<M oldugundan 0= (U N N)nK =U N (N nK) olup NNK<M oldugu goriiliir.

v. N/K<M /K olsun. U<M ve UnN=0 oldugu kabul edilsin. Modiiler Kuralindan

0

U+K N U+K)AnN K+UNN) K N M

yararlanilarak LA U+K)n = +UAN) =—=0 bulunur., —<—
K K N K K KeK

oldugundan K =0 olup U+ K =K ’dir. Dolayisiyla U <K olur. K< N oldugundan

0=UNnN=U olup N<M oldugu goriilmiis olur. o
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Onerme 2.6.7 R —modiiller i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
i. KEN<M ve K'SN'<M ise KNK'SNAN' olur.
ii. f:L— N bir modiil homomorfizmasi ve K<N ise f*(K)<L olur.

(Goodearl, 1976)

Ispat: i. K<N <M ve K'<N'<M olsun. 0#U <NAN’'<N almsm. K<N kabuliinden

0UnNnK’dir. 0#U<NANN'<N" ve K<N oldugundan U K <N'~N <N'’dir.
K'<N" alindigindan 0= (U nK)nK'= U (KN K') olup KNnK'<NN"dir.

ii. f:L— N bir modiil homomorfizmas: ve K<N olsun. U <L ve U f™*(K)=0 olsun.

xeKnfU) igin x=f(u) olacak sekilde ueU wvardir. x=f(u)e K oldugundan
fuef(UnK ve ueUnf?(K)=0’dir. Dolayisiyla x=fu)=7f(0)=0 olup
f(U)NnK =0dir. K<N kabuliinden f(U)=0 dir. Béylece U <Cek(f)=f*(K) dir. O

alde U =f " (K)nU =0 olu “(K)<L’dir. o
hald fl() Olpfl di

Onerme 2.6.8 R —modiiller i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
i. KSL<M <N ve K<N ise L<M olur.
ii. i=1...,n i¢in A<M ise (A<M olur.
e i=1 e

iii.a:K—> L, g:L—>M esas monomorfizmalarise fa:K — M esas monomorfizmadir.
(Kasch, 1976)

fspat:i. K<L<M <N ve K<N olsun. U<M ve UNL=0 almsm. U<M <N ve

K<N oldugundan U "K =0 iken U =0 olup L<M ’dir.

ii.i=1...,n i¢in A<M olsun. (YA <M oldugu tiimevarim yontemiyle ispatlanacaktir. n =1
e i=1 e
icin 6nermenin dogru oldugu agiktir. n—1 i¢in 6nermenin dogru oldugu kabul edilsin. Simdi

n-1
n i¢in dogru oldugu gosterilecektir. U <M alinsin. Kabuliimiizden A=()A <M ’dir.
-1 ©
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UNn(AnA)=UnNA)NA=0 olsun. A<M oldugundan UNnA =0’dir. A<M

oldugundan U =0 olup (A <M ’dir.
=1 °

iii. a:K—>L,:L—>M esas monomorfizmalar olsunlar. U <M alinsin. Im(Ba)nU =0
olsun.  monomorfizma oldugundan 0= 47(0) = 8~ (Im(Ba))n B (U) =Im(a) N ()
olur. Buradan o esas monomorfizma oldugundan £'(U) =0 dir. Béylece U nIm(3) =0

bulunur. Im(#)<M kabuliinden U =0 bulunur ki bu Im(fa)<M olmasi demektir. Yani

Pa:K —> M esas monomorfizma olur. o

Onerme 2.6.9 M modiil ve K,L<M olmak iizere L alt modiili KL =0 o6zelligine gore

maksimal ise K@ L<M ’dir (Goodearl, 1976).

Ispat: U <M almsm. UN(K®L)=0 olsun. Boylece U +(K®L)=U®K®L olur.
Buradan KN (L@U)=0 elde edilir. L alt modiliiniin segcilisi geregi U@L =L olup
U =0’dir. O halde K@ L<M ’dir. o

Sonug¢ 2.6.10 M modiil olmak iizere M ’nin her alt modiilii, M ’nin bir esas alt modiiliiniin

dik toplananidir (Goodearl, 1976).

Onerme 2.6.11 M bir modiil ve 0% K <M olmak iizere L<M alt modiili KNL=0
ozelligine gore maksimal ise (K@ L)/ L<M /L ’dir (Dauns, 1994).

Ispat: L C N olacak sekilde N <M alt modiilii alinsin. Bu durumda 0= N /L <M /L “dir.
Varsayilsin ki N/LNn(K®&L)/L=0 olsun. Bu durumda NN(K®&L)=L"dir.
NNKcNn(KéL)=L ve NNnKcK olduygundan NNKcLNK=0 bulunur.
Boylelikle KN =0 ozelligini saglayan L & N alt modiilii bulunmus oldu. Bu durum L alt
modiiliiniin se¢ilisiyle c¢eliseceginden varsayim yanlistir. O halde O=#N/LN(K®L)/L
olmalidir. Buradan (K @ L)/ L% M /L bulunur. o
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2.7 Modiillerde Sokul

Tamm 2.7.1 M modiiliiniin tim minimal alt modiillerinin toplamima M ’nin sokul (socle) alt

modiilii denir ve Soc(M) ya da Soc,(M) ile gosterilir. Eger M ’nin minimal alt modiili
bulunamazsa Soc(M) =0 olarak tanimlanir (Beachy, 1998).
Ornegin;

I. K cismi iizerindeki V uzay1 i¢in V = Soc, (V) olur.
ii. Soc,(Z)=0 olur.

(Tercan ve Yiicel, 2015)
Onerme 2.7.2 M bir modiil ve N <M olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
i. Soc(Soc(M))=Soc(M)
ii. Soc(N)=N nSoc(M)
iii. Soc(M) :ﬂ{N ‘N §|v|}

iv. (Soc(M +N))/ N < Soc(M / N)
(Beachy, 1998; Tercan ve Yiicel, 2015)

Onerme 2.7.3 Modiillerde asagidaki ifadeler dogrudur.

i. M, (4 €A) modiillerinin direkt toplam1 M = 610\-) M, ise Soc(M) = GA-) SocM , *dir.
ii. Soc(M)<M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin sifirdan farkli her alt modiiliiniin

bir minimal alt modiil igermesidir.

(Anderson ve Fuller, 1992)
Onerme 2.7.4 Modiillerde asagidaki ifadeler dogrudur.

i. N<M ise Soc(N)<Soc(M) dir.

ii. N<M olmak iizere Soc(M) <N olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N ’nin, M ’nin esas

alt modiillerinin arakesiti olmasidir.
iii. f:M — N homomorfizma ise f(Soc(M))< Soc(N) ’dir.

(Goodearl, 1976)

18



Onerme 2.7.5 Modiillerde asagidaki ifadeler dogrudur.

i. N %M ise Soc(M /N)=(Soc(M)+N)/N dir.

ii. SocM <N <M ve Soc(M/N)<M /N ise N<M “dir.

iii. f:M —> N homomorfizma ve Im(f)%N ise  f(Soc(M))=Soc(N) ve
Soc(M) = f *(Soc(N)) *dir.
(Kasch, 1976)

2.8 Yaribasit Modiiller

Tamm 2.8.1 0 # M modiiliiniin, sifir ve kendisinden baska hi¢ alt modiilii yoksa M ’ye basit

(simple) modiil denir.
Ornegin; her cisim kendisi {izerinde bir basit modiildiir (Kasch, 1976).
Teorem 2.8.2 A bir modiil olmak iizere agsagidaki ifadeler denktir.

I. A’nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamidir.

ii. A basit alt modiillerin toplamidir.

iii. A basit alt modiillerin direkt toplamidr.

iv. A’nm her alt modiilii A ’nin dik toplananidir.
(Kasch, 1976)

Tanim 2.8.3 M modiilii, minimal alt modiillerin toplam1 olarak ifade edilirse M ’ye yaribasit
(semisimple) modiil denir. M ’nin hi¢ minimal alt modiilii yoksa minimal alt modiillerin

toplam1 O olarak alinir (Beachy, 1998).
Onerme 2.8.4 Yaribasit modiiller igin asagidaki ifadeler dogrudur.

I. Bir yaribasit modiiliin her alt modiilii yaribasittir.
ii. Bir yaribasit modiiliin epimorfik goriintiisii yaribasittir.
iii. Yaribasit modiillerin toplami yaribasittir.

(Kasch, 1976)
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Tammm 2.8.5 M bir modiiliiniin her alt modiilli M ’nin dik toplanam1 ise M ’ye tam

indirgenebilir (completely reducible) modiil denir (Beachy, 1998).
Onerme 2.8.6 M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.

i. M yaribasit modiildiir.
ii. Soc(M)=M "dir.
iii. M tam indirgenebilir modiildiir.

iv. M basit modiillerin direkt toplamina izomorftur.
(Beachy, 1998)

Onerme 2.8.7 M modiiliiniin yaribasit olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin her alt

modiliiniin M ’nin bir dik toplanani olmasidir (Beachy, 1998).

Boylece Onerme (2.8.7) geregince Teorem (2.8.2)’deki kosullarin her birisi M ’nin

yaribasit modiil olmasina denktir.

Onerme 2.8.8 M modiiliiniin yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin esas 6z alt

modiiliiniin olmamasidir (Beachy, 1998).

Ispat: (=) M yarbasit olsun. N <M alinsmn ve N<M oldugu kabul edilsin. Onerme
(2.8.7)’den N ®K =M olacak sekilde K % M vardir. Buradan N K =0 olup kabuliimiizden

K =0 olur. Boylece N ® K =M oldugundan N @®0=N =M bulunurkibu N alt modiiliiniin

secilisiyle celisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup M ’nin esas 6z alt modiilii yoktur.

(&) M ’nin esas 6z alt modiilii olmasin. Sonu¢ (2.6.10) geregince her N <M igin

N @ K<M olacak sekilde K % M vardir. Buradan N ® K =M olup Onerme (2.8.7) geregince

M yaribasittir. O

Onerme 2.8.9 M modiiliiniin yaribasit olmas: icin gerek ve yeter kosul her N <M icin

Soc(M /' N)=(Soc(M + N))/ N olmasidir (Kasch, 1976).
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2.9 Tiimleyen ve Kapal Alt Modiiller

Tamm 2.9.1 M bir modiil ve L <M olmak iizere KL =0 06zelligine gére maksimal olan

K <M alt modiiliine L ’nin M ’deki tiimleyeni (complement) denir ve K<M ile gosterilir.

K<M < 3L<M vardirki KnL=0 olurve K bu dzelligi saglayan M ’nin maksimal

alt moduludiir.

Ornegin; Bir M modiiliinde her zaman 0, M <M olur (Dung vd., 1994).

Ayrica asagidaki Ornek (2.9.2)’de gériilecegi iizere, M ’nin bir alt modiiliiniin timleyeni

her zaman tek degildir.

Ornek 2.9.2 C cisim olmak iizere M. =C ®C almirsa, A=C®0c M igin
(x,)C ={(xc,c):ceC} (xeC)

alt modiilic A’nin C ’deki tiimleyenidir. Dolayisiyla X € C oldugundan A ’nin tiimleyeni tek

degildir (Goodearl, 1976).

Onerme 2.9.3 M bir modiil ve L,N <M ve N~L=0 olsun. Budurumda; N c K olacak

sekilde L 'nin M ’de bir K tiimleyeni vardir (Dung vd., 1994).

Ispat: 5={A<M:ANL=0,Nc A} kiimesi tanmlansn. NN ve NNL oldugundan

Nesd vyani 6#< olur. & kapsama bagintisina gore kismi sirali  kiimedir.

M={Aed:iel}cs ailesi § nin bir zinciri olsun ve X =M =JA alinsm. Eger X,

iel
I zincirinin bir ust sinir1 olarak bulunursa 6 ’nin Zorn Lemmadan bir maksimal elemani var

olacaktir. Simdi bu islem ii¢ adimda yapilacaktir:

e abeX,reR ahnsin. 3i,jel >aeA,beA; olur. M zincir oldugundan A < A; ya
da Aj c A olur. Eger A C Aj =ar+be Aj = ar+be X ya da benzer sekilde

AcA= ar +b e X bulunur. O halde X <M olur.
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e Viel igin N < A oldugundan N c|JA =X olur.

iel

iel iel

. XﬁL—(UAjﬁL—U[mJ—O olur.

Boylece X; 9t zincirinin ¢ ’deki bir tist sinirt olur. O halde Zorn Lemmadan & ’nin bir

maksimal elemani vardir. Bu elemana K dersek; K e igcin K<M, KnL=0 ve NcK
olur. Buradaki K alt modiilii; L ’nin N ’yi kapsayan tiimleyenidir ve K<M olur. K<M alt
modilii L ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan K c K'<M ve K'nL=0

ise K =K' olmalidir.

Aciktir ki Onerme (2.9.3) geregince herhangi bir T <M iginT *nin M iginde bir tiimleyeni

vardir. Ciinkii en azindan 0<M i¢in T n0=0 olur.

Onerme 2.9.4 M bir modiil ve L <M olsun. L%M ise L<M ’dir (Goodearl, 1976).

Ispat: L§ M oldugundan M = K @ L olacak sekilde K <M alt modiilii vardir. Bu durumda

KNnL=0’dir. L<N<M i¢in NnK =0 olsun. M =K@ L oldugundan N =N n(K®L)
olur. Modiiler kuralindan N = L& (N nK) yazilir. Dolayisiyla N WK =0 oldugundan N =L

olup L, K’nin M ’de tiimleyeni olur. O halde L<M ’dir. o

Onerme (2.9.4)’iin tersinin dogru olmadig1 Ornek (2.9.5)’de goriiliir.

Ornek 2.9.5 p asal say1 olmak iizere M, = z@ Z

PZ  pZ
alt modiilii M *de tiimleyen alt modiildiir. Fakat K £M dir (Dung vd., 1994).
d

modiiliiniin K = (1+ pZ, p+ p*Z)Z

Onerme 2.9.6 M bir modiil olsun. AL B<M ve B, A’nin M ’de tiimleyeni olmak iizere

asagidaki ifadeler dogrudur.
i. A@B<M ’dir.
ii. (A@B)/B<M /B ’dir.

(Fuller ve Anderson, 1992)
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Onerme 2.9.7 M bir modiil ve K,L,N <M olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.

i. N % K % M olacak sekilde N ’yi kapsayan K <M alt modiilii vardir.

i. K % M ve K<N<M olmak iizere, N %M olmas: i¢in gerek ve yeter kosul
N/K % M /K olmasidir.

ii. K % M olmasi igin gerek ve yeter kosul K % L<M i¢in K =L olmasidir.

iv. K, L% M olmak tlizere; K ’nin, L nin M ’de tiimleyeni olmasi igin gerek ve yeter kosul

L ’nin, K ’nin M ’de tiimleyeni olmasidir.

v. K<N ve N<M ise K<M ’dir.

(Dung vd., 1994)
Onerme 2.9.8 M modiil olmak iizere N <K <M icin asagidaki ifadeler dogrudur.

i. K<M ise K/N<M /N °dir.
ii. K/IN<M /N olmak iizere N<M ise K<M ’dir.

(Dung vd., 1994)

Onerme 2.9.9 M bir modiil olsun. L<N icin K, L’nin M ’de timleyeni ve N, K ’nin

M ’de tiimleyeni olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.

i. K, N ’nin M ’de tiimleyenidir.
ii. N, M ’nin L’yi esas alt modiil olarak iceren alt modiiller kiimesinin maksimal

elemanidir. Yani N, { A<M :L<A} kiimesinin maksimalidir.

(Wisbauer, 1991)

Tanim 2.9.10 M bir modiil ve K <M olsun. Budurumda K<L<M iken K=L ise K<M

alt modiiliine kapali (closed) alt modiil denir.
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Ornegin;

i. Bir M modiiliinde her zaman 0 ve M kapal1 alt modiillerdir.

ii. Bir M modiiliiniin her dik toplanan1 M ’nin kapali alt modiiliidiir.

(Goodearl, 1976)

Onerme 2.9.11 M bir modiil ve A,B<M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

I. A, M ’de kapali alt modiildiir.

ii. A<M ’dir.

iii. A, B’nin M ’de tiimleyeni ise B, A’nin M ’de tiimleyenidir.

iv. AKB<M ise B/A<M /A’dr.

(Goodearl, 1976)

Onerme 2.9.12 M bir modiil olsun. K,L,N <M ve K c L olmak iizere asagidaki ifadeler
dogrudur.

i. N <A olacak sekilde M ’nin A kapali alt modiilii vardir.

ii. L, M ’de kapali alt modiil ise L/K, M /K ’de kapal alt modiildiir.
iii. K, L’de kapali alt modiil ve L, M ’de kapali alt modiil ise K, M ’de kapali alt

modiildir.

(Dung vd., 1994)
2.10 CS Modiiller

Tammm 2.10.1 Eger M modiiliindeki her K tiimleyen alt modiilii ayn1 zamanda M ’de dik
toplanan oluyorsa M ’ye CS modiil ad1 verilir (Dung vd., 1994).

Onerme 2.10.2 M modiiliiniin CS modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul X <M alindiginda

X <K § M olacak sekilde K <M bulunmasidir (Dung vd., 1994).

Ispat: (=) M modiilii CS modiil ve. X <M alinsin. Zorn Lemmadan X <K <M olacak

€ C

sekilde K <M bulunur. M modiilii CS modiil oldugundan K%M olur.
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(<) U<M alinsin. Kabulden U <K < M olacak sekilde K <M vardir. U<M oldugundan

K=U %M olur ki bu M ’nin CS modiil olmasi demektir. O

Onerme 2.10.3 CS modiiliin her dik toplanani da CS olur (Dung vd., 1994).

Ispat: M modiilii CS modiil ve N %M alinsin. Eger K<N alinirsa K<M olur. M CS modiil

oldugundan M =K ® K’ olacak sekilde K'<M alt modilii vardir. Buradan
N=NN(K®K)=K®(NNK") esitligi saglanacagindan K%N olur. Bu da N ’nin CS

modiil olmast demektir. o

Sonug¢ 2.10.4 M modiili CS modiil olmak tizere K<M ise K modiilii CS modiildiir.
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3. INJEKTIF MODULLER VE iNJEKTIiF ZARFLAR

Bu boliimde bir modiiliin injektif modiil olmasini saglayan kosullar ve injektif modiiller
ile ilgili 6zelliklere yer verilmistir. Injektif modiiller i¢in oldukca 6nemli olan Bear Kriterinin
birbirine denk kosullar1 verilip tiglincii ve dordiincii boliimdeki 6rnek, 6nerme ve teoremlerde
uygulamasi yapilmistir. Sonrasinda boliinebilir modiil tanitilip injektif modiil ile iligkisine
deginilmistir. Bir modiiliin bir modiile gdmiilmesi ve genislemesi irdelenmis ve devaminda esas
injektif genisleme, maksimal esas genisleme ve minimal injektif genisleme tanitilip birbirine
denk kosullar1 verilmistir. Bu kosullardan yararlanarak injektif zarf tanimi yapilip ilgili
ozelliklerden bahsedilmistir. Ayrica Bear, Eckmann-Schopf, Shoda Teoremiyle her modiiliin
bir injektif zarfi oldugu ve tek olmadigina deginilmistir. Bu boliimiin sonunda da literatiirde
onemli yeri olan Bass-Papp Teoremiyle injektif modiillerin hangi kosulda Noetherian halka

oldugu yer almaktadir.

i 1

> kisaltmalar1 3. ve 4. bolimlerde diyagramlarda

~
~
v

kullanilacaktir.

Burada i;, 7, i vel,, sirastyla j. injeksiyon, j. projeksiyon, igerim ve M modiilii

tizerinde birim doniisiimii gosterecektir.
3.1 Injektif Modiiller
Onerme 3.1.1 A ile B birer R—modiil olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

i. Keyfi bir 0—— A—— B tam dizisi i¢in

f
0 > A >B diyagrami degismeli (hf = g) olacak sekilde bir h:B — M
homomorfizmas: vardir.
g h
M

ii. I, R ’nin bir sag ideali olmak iizere keyfi bir 0—— | —— R tam dizisi i¢in
0—>l—" R diyagrami degismeli (i = ¢) olacak sekilde bir ;R —> M
homomorfizmasi vardir.
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iii. R—modillerin keyfi bir 0 >A >B >C >0 kisa tam dizisi ig¢in

0——> Hom, (C, M) —— Hom, (B, M) ——> Hom, (A, M) ——0 dizisi tamdr.

Ayrica (i)’de A<B ise f:A— B bir monomorfizma oldugundan genelligi bozmadan

A— 5B icerim doniisiimii olarak alinabilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tanim 3.1.2 Onerme (3.1.1)’deki kosullardan birini saglayan M modiiliine injektif (injective)
modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ornegin;

i. Bir cisim tizerinde modiil yapisina sahip olan vektor uzaylar injektiftir.

ii. Her sifir modiilii injektiftir.

M  modili injektif olsun. B modil ve A<B olmak iizere bir f:A—>M
homomorfizmast verilmigse, bu homomorfizma bir g:B—>M homomorfizmasina

genigletilebilir. Yani A alt modiiliine kisitlanisi 9, f ’ye esit olan bir g:B—>M

homomorfizmasi bulunur. Gergekten i:A— B igerim monomorfizmas: alindiginda, M

injektif modiil oldugundan gi= f olacak sekilde bir g:B—> M homomorfizmasi bulunur.

f=gi= g, oldugu aciktir (Alizade ve Pancar, 2016).

Onerme 3.1.3 (Bear Kriteri) M bir modiil olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

I. M injektif modiildiir.

ii. R’ninher | sagideali ve her f € Hom(l,M) igin f ’nin ¢ € Hom(R,M) genislemesi
vardir.

iii. R ’nin her | sag ideali ve her f e Hom(I,M) igin f(a)=ma (Vael) olacak sekilde
me M vardir.

(Hazewinkel, Gubareni ve Kirichenko, 2004)

Ispat: ()= (ii) M injektif modiil olarak kabul edilirse, injektif modiil tanimindan | <R

alinirsa f : 1 — M homomorfizmasi i¢in,
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00— —'> R diyagrami degismeli olacak sekilde ¢ € Hom,(R,M) bulunur.

Boylece @i = f oldugundan f ’nin ¢ genislemesi vardir.

M

g
(i)=(i) Herhangi A ile B alt modiilleri i¢gin 0——> A——>B monomorfizmasi ve

t: A—> M homomorfizmasi alinsin. Ek olarak,
o= {(Ca,ha):ha e Hom(C_,M) ve Im(g)<C_ <Bigin h | = h} kiimesi  tanimlansin.
& lim(g)

tg™:Im(g) > M oldugundan tg™ €S olur. Demek ki 6= @ dir. § kiimesi iizerindeki
T
bagmti, (C,,h,)<(C,,hy) — C,<C, ve her xeC, icin h,(x)=h,(x) seklinde

tanimlanirsa, § bu baginti ile kismi sirali kiime olur. & ’nin bir J zinciri igin C, = [ JC, ve

ael

h,:C, > M doénisimi, xeC; i¢in hy(x)=h,(x) olarak tanimlansin. Bu durumda,
xeC,NC,ise (C,,h,)<(C,, h,) yada (C;,h,)<(C,,h,) olup h,(x) =h,(x) olur. Béylece
h, iyi tanimlidir. O halde Zorn Lemmadan ¢ ’nin (C,, h) seklinde bir maksimal elemani vardir.
Eger C=B oldugu gosterilirse ispat bitecektir. Bunun i¢in be B ve I ={reR:breC}

kiimesi tanimlansin. | <R oldugundan

f:l >R
r — h, (br)

seklinde tanimlanirsa homomorfizma olur. Varsayim geregi f 'nin ¢:R — M genislemesi

vardir. Boylece,

7:C,+bR—>M
c,+br—h(c)+e(r)

seklinde tanimlanirsa r‘q =h, olur. Buradan (C,,h)<(C,+bR,7) € 5 oldugu sdylenir. Diger

taraftan (C,,h) 0Ogesi 0 'nin maksimal elemani oldugundan (C,h)=(C +bR,7)olmaldir.

Boylece b e C olacagindan B =C oldugu gdsterilmis olur.
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(i)=(iii) i:1 >R igerim donisimi ve feHom(I,M) olsun. f =¢i olacak sekilde
pe Hom(R,M) vardir. m=¢(l)e M olmak ilizere f ile ¢ modil homomorfizmalari

oldugundan her ae | igin f(a)=g¢i(a)=¢(la)=¢p@)a=ma’dwr. o

Onerme 3.1.4 M modiiliiniin injektif olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her f:M — N

monomorfizmasinin split monomorfizma olmasidir (Nicholson ve Yousif, 2003).

Ispat: (=) M injektif olsun. Béylece f:M — N monomorfizmaise gf =1, olacak sekilde
g:N —> M homomorfizmas1 vardir. Onerme (2.3.6) geregince Im(f)@Cek(g)=N olup

Im( f )% N ’dir. O halde f split monomorfizmadir.

(<) f split monomorfizma olsun. Onerme (2.3.7) geregince ¢f =1,, olacak sekilde

g:N — M homomorfizmasi vardir. O halde M injektiftir. o

Onerme 3.1.5 Bir modiiller ailesi M, } .. Olmak iizere [ M, modiiliiniin injektif olmas
AeA

icin gerek ve yeter kosul her 4 € A igin M, ’nin injektif olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Ispat: M =]]M, olsun.Her A€ A igini,:M, ->M ve z,:M — M, sirastyla injeksiyon
AeA

ve projeksiyon doniisiimleri olsun.

(<) Her A€ A i¢in M, modiilleri injektif olsun. Keyfi bir tam dizi 0——> A—*— B olmak

uzere,
0 > A v >B diyagrami degismeli (gw = f) olacak sekildle g:B—> M

J/ homomorfizmasi bulunmalidir.

tl
v

M

0 >A d >B Her 1€ A i¢in M, injektif oldugundan g,y =x,f yazlr.
., fJ/ 4 Keyfi beB elemamt i¢in g(b)=(g,(b)),., ile tanimh
g:B — M doniisiimii homomorfizmadir.
M
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Keyfi ae A igin,
gy (a) =9(w(a)) = (9, (¥ (a))) cr
=(9,%(2)) 1

= (7, 1(a)) s

= (7, (f(a))) cn

= f(a)

bulunur. Boylece gy = f olacak sekilde g:B —> M homomorfizmasi bulundugundan M
injektiftir.

(=) M injektif olsun. Keyfi bir tam dizi 0—— A——>B ve 1€ A i¢cin u:A—>M,
homomorfizmasi verildiginde

v
>B diyagrami1 degismeli (h'y = ) olacak sekilde h':B—> M,

.
.
!
,
’
4
4
4
4
/

0 >
y7,

(L
Y

A
J/ ’ homomorfizmasi bulunmalidir.
M

M injektif oldugundan

4 .
0 > A >B diyagrami degismeli (hy =i,u) olacak sekildle h:B— M
_ 4 vardir. Her b € B i¢in h'(b) = 7, (h(b)) ile tanimli h":B —> M,
A
doniisiimii homomorfizmadir.
M

Keyfi ae A igin,

=1y,

hy(a) =(z,hy(a)=7,(hy)(@)=7,(,w)(@)=(7, = A 1y, u(@) = p(a)i,) u(a)

olup 4 € A i¢in h'y = u kosulunu saglayan h'e Hom(B,M ;) bulundugundan A € A igin M,

injektiftir. o
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Onerme 3.1.6 Bir modiiller ailesi {M,} _ olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
I. g\ M, injektif ise her 1 € A i¢in M, injektiftir.
il. A sonlu bir indis kiimesi ve her 4 € A igin M injektif ise g\MA injektiftir.
(Sharpe ve Vamos, 1972)
Onerme 3.1.7 M ve N birer modiil olsun. M iN olmak lizere M ’nin injektif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul N ’nin injektif olmasidir (Faith, 1967).

Ispat: Keyfi bir 0—— A—'>B tamdizisive g:M — N izomorfizmas1 alinsin. N modiilii

injektif olsun. Dolayisiyla,

t
0—A—8B diyagrami degismeli (ht=gf) olacak sekilde h:B— N

homomorfizmasi vardir. Burada k = g 'h alinirsa,

kt=(g'ht=g"(ht) =g~ (of) = f

olur. O halde M injektiftir. Benzer olarak M injektif iken N

modiiliiniin injektif oldugu gosterilir. o

Sonuc 3.1.8 Injektif modiillerin izomorfizma altindaki goriintiisii de injektif olur (Sharpe ve
Vamos, 1972).

Onerme 3.1.9 Bir injektif modiiliin dik toplanan injektiftir (Faith, 1967).

Ispat: M injektif ve P%M alinsin. Boylece M =P @ Q olacak sekilde Q <M vardir. Keyfi

A ve B modiilleri i¢in keyfi bir tam dizi 0——>B——>A ve f:B—>M homomorfizmasi

olmak lizere

0

diyagrami degismeli (gt= f) olacak sekilde g:A—>M
homomorfizmas: vardir. Eger 7x,:M — P  projeksiyon

doniislimii tanimlanirsa 7,9 : A— P homomorfizmas1 i¢in

(mpg)t =7, f olur. O halde M modiiliiniin dik toplanani olan

/ P modiilii injektiftir. o
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Onerme 3.1.10 M modiil ve N <M olmak iizere N injektif ise N, M ’nin bir dik

toplananidir ve N 'nin M ’de M =K @ N olacak sekilde K <M tiimleyeni vardir (Rotman,
2008).

Ispat: N <M ve N injektif modiil olsun. 1, : N — N birim homomorfizmasi bir h: N — M

homomorfizmasina genisler. Yani;

> M diyagrami igin hi=1, oldugundan Onerme (2.3.6)

0 >N
. ( geregince M =Cek(h)® N olur. K =Cek(h) alinirsa K alt
" modiiliiniin N ’nin timleyeni oldugu kolayca goriiliir. O
N

Onerme 3.1.11 M bir Z-modiil olmak iizere Hom,(R,M) injektif sag R -modiildiir
(Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat: f:A— B bir monomorfizma ve g:A — Hom,(R,M) bir homomorfizma olsun. Her
a € Hom, (R,M) i¢in h(a)=a(1) alarak bir h: Hom,(R,M) —> M doniisiimii tanimlansin.
Her o, f € Hom,(R,M) i¢in h(a + f) =(a+ B)D) = a(1) + f(1) = h(a) + h(B) oldugundan h
modiil homomorfizmasidir.

M injektif modiil oldugundan

diyagrami  degismeli (pf =hg) olacak sekilde bir

p:B—>M homomorfizmasi vardir. q:B — Hom,(R,M)
doniisimii her beB ve her reR icin q(b)(r) = p(br)

islemi ile tamimlansin. Her r,s € R i¢in,

q(b)(r +s) = p(b(r +s)) = p(br) + p(bs) = q(b)(r) +a(b)(s)

oldugundan q(b) € Hom, (R, M) dir. q iyi tanimlidir. Simdi g *nun homomorfizma oldugunu

gostermek i¢in keyfi a,b e B ve se R alnsin.
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Her r eR igin,
q(a+b)(r) = p((a+b)r) = p(ar)+ p(br) = q(a)(r) +a(d)(r) = (a(a) +q(b))(r)
ve

q(as)(r) = p(asr) = q(a)(sr) = (a(a)s)(r)

oldugundan, gq(a+b)=q(a)+q(b) ve g(as)=q(a)s ’dir. Dolayisiyla g bir homomorfizmadir.

Simdi of =g esitliginin dogru oldugunu gostermek i¢in keyfi a A almsin. Her r € R igin,
(af (@))(r) =q(f (a))(r) = p(f (a)r)

= pf (ar) =hg(ar) = (g(ar)))

=(g(a)r)@) =g(a)@r) =g(a)r)

oldugundan gf = g dir. O halde Hom, (R, M) injektiftir. o

Onerme 3.1.12 M injektif R —modiil ve f :R — S halka homomorfizmasi ise Hom,(S,M)

injektif S —modiildiir (Enochs ve Jenda, 2000).

Tamim 3.1.13 R bir halka ve r € R olmak tizere sr =0 (rs =0) olacak sekilde 0# s e R varsa
r € R’ye sag (sol) sifir bolen denir. M bir R—modiil ve me M iken sag sifir bolen olmayan
her r e R elemani i¢in m = m’r olacak sekilde m"e M varsa, me M elemanina boliinebilirdir
denir. R halkasinin sag sifir bolen olmayan her r elemani igin M modiiliiniin her elemant

boliinebilirse, yani M = Mr ise, M modiiliine béliinebilir (divisible) modiil denir.
Ornegin;

i. Cisim tizerindeki her vektor uzayi boliinebilirdir.
ii. Her sifir modiilii boliinebilirdir.

(Sharpe ve Vamos, 1972)

Yardimcir Teorem 3.1.14 M bolinebilir modil ve N <M olmak lizere M / N boliinebilir

modiildiir (Sharpe ve Vamos, 1972).
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Ispat: meM olmak iizere m+ N e M /N keyfi elemanini ve sag sifir bélen olmayan r e R
elemani alinsin. M bdliinebilir modiil oldugundan m=m'r olacak sekilde m’e M vardir.

Boylece m+N =m'r+ N =(m'+ N)r olacak sekilde m"+ N e M /N eleman1 var oldugundan

M /N boliinebilir modildiir. o

Yardimer Teorem 3.1.15 {M,}  boliinebilir modiillerin ailesi ise [[M, ve oM,
AeA €

boliinebilir modiillerdir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Keyfi (m,),., €e[[M, elemanmi ve keyfi sag sifir blen olmayan reR elemani
AeA

alinsin. Her A € A igin M, boliinebilir oldugundan her A € A i¢in m, =rn, olacak sekilde

n, e M, vardir. Boylece (m,)=r(n,)er[[M, olup [[M,cr[[M, bulunur. Zaten

AeA AeA AeA

r[IM, c ][ M, oldugu agiktir. Dolayisiyla [ [ M, béliinebilir modiildiir. o

AeA AeA AeA

Onerme 3.1.16 Her injektif modiil boliinebilirdir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Injektif bir modiil M olmak iizere me M ve sag sifir bolen olmayan r € R eleman:

alinsi. Keyfi se R elemani i¢in f(sr)=ms ile tanimli f :Rr - M doniisimii alinsin.
s,r =s,r kosulunu saglayan s;,s, € R elemanlar igin (s, —S,)r =0, yazilir. r e R sag sifir
bolen olmayan eleman oldugundan s, —s, =0, bulunur. O halde s, =s, olup ms, =ms, elde
edilir. f(s;r)= f(s,r) oldugundan f iyitanimlidir. Ayrica f modiil homomorfizmasidir. M

injektif modiil ve rR, R ’nin sag ideali oldugundan

0—>rR >R diyagrami degismeli (gi=f) olacak sekilde g:R—>M
homomorfizmasi vardir. Dolayisiyla her a € IR i¢in,
f g
f(a) =g(a)’dir.
M

Boylece m=ml, = f@,r)=f(r)=9g(r)=9;r)=9@,)r yazilirr Her meM igin

m = g(1;)r olacak sekilde g(1;) € M eleman1 var oldugundan M béliinebilirdir. o

Onerme 3.1.17 Her Z —modiil boliinebilir bir modiiliin alt modiiliidiir (Hazewinkel vd., 2004).
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Onerme 3.1.18 M béliinebilir Z—modiil ise Hom,(R,M) injektif sag R—modiildiir
(Hazewinkel vd., 2004).

Tamim 3.1.19 Birimli ve sifir bolensiz bir R halkasina bdlge denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 3.1.20 R bir bolge ve M bir modiil olsun. R ’nin sifirdan farkli r elemani i¢cin rm=0
sartin1 saglayan me M elemanina M ’nin burulma elemani denir. M modiiliiniin her elemani
burulma elemani ise M ’ye burulma modiilii denir. M ’nin tek burulma eleman sifirise M ’ye

burulmasiz modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Onerme 3.1.21 R degismeli bolge ve M burulmasiz modiilii icin M injektiftir (Sharpe ve
Vamos, 1972).

Ispat: R halkasmin keyfi bir ideali | ve f:1 — M bir homomorfizma olsun. Eger | =0 ise,

00— —'> R diyagrami degismeli (gi=f) olacak sekilde g:R—>M
f homomorfizmas1 vardir. | #0 olsun. Boylece 30; #sel
t g

elemani vardir. R bir bolge oldugundan s sifir bélen olmayan

M elemandir.
M Dboliinebilir oldugundan f (s) =ms olacak sekilde me M elemani vardir. te | igin,
sf (t) = f(st) = f (ts) =tf (s) =tms = smt

bulunur. M burulmasiz oldugundan s(f(t)—mt)=0 kosulunu saglayan O, #sel icin

f(t)—-mt=0 yazilir. Dolayisila f(t)=mt bulunur. Her reR igin g(r)=mr ile tanimh

g:R —> M homomorfizmadir. Her a €| igin,
f(a)=ma=g(a)=gi(a)
oldugundan M injektiftir. o

Tamim 3.1.22 Her sag (sol) ideali temel ideal olan R bolgesine sag (sol) temel ideal bélgesi

denir. reR omak ilizere R sag (sol) temel ideal bolgesinin sag (sol) idealleri rR(Rr)

formundadir. Eger R degismeli bolge ise R ’ye temel ideal bolgesi denir.

Ornegin; Z temel ideal bolgesidir (Sharpe ve Vamos, 1972).
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Teorem 3.1.23 M bir modiil ve R sag temel ideal bolgesi olsun. M ’nin injektif olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M ’nin boliinebilir olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: (=) M injektif olsun. Her injektif modiil boliinebilir oldugundan M béliinebilirdir.

(<) M boliinebilir modiil olmak tizere |, R halkasinin sag ideali olsun.

0——1 —I>R diyagrami g6z Oniine alinirsa | =0 i¢in R sag temel ideal
bolgesi oldugundan | =sR olacak sekilde O, #s el elemani
f ) vardir. M boéliinebilir oldugundan 6yle bir me M vardir ki

M/ f(S) =sm yazilr.

re R keyfi olmak tizere, g(r)=mr ile tanimh g:R—> M doéniisiimii homomorfizmadir.
ael =sR keyfi olsun. Boylece a=st olacak sekilde bir te R elemani vardir. Boylece

g(a)=g(st)=smt= f(s)t= f(st)= f(a) olup 9, = f ’dir. Dolayisiyla diyagram degismeli

olacak sekilde g:R — M homomorfizmasi vardir. Boylece M injektiftir. o

Sonuc 3.1.24 Her abel grup bir Z —modiil ve Z temel ideal bolgesi oldugundan bir abel grubun

injektif olmast i¢in gerek ve yeter kosul boliinebilir olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Onerme 3.1.25 M bir modiil ve R temel ideal bélgesi olsun. M injektif olmak iizere M ’nin

her boliim modiilii injektiftir (Rotman, 2008).

Tamim 3.1.26 A ve B birer modiil olmak {izere f :A— B bir monomorfizmaise A= Im(f)
olur. Bu durumda f gomiilme monomorfizmasi adin1 alir ve' A modili B modiili igine

gomiilebilirdir denir (Tercan ve Yiicel, 2015).

Yardimei Teorem 3.1.27 Her abel grup bir injektif abel grup i¢ine gémiilebilirdir (Sharpe ve
Vamos, 1972).

Ispat: G bir abel grup olsun. Z ve Q sirasiyla tamsayilar abel grubu ve rasyonel sayilar abel

grubu olmak iizere F = G—% Z ve H = EBG Q alinsin. Sonlu sayida g € G igin n, #0 kosulunu
ge ge

saglayan (n,),. € F keyfi elemani i¢cin ¢((n,) ) = Z(; n,g ile tanmh ¢ F — G doniisiimii
ge

alinsin. (n,),.c =(M,),s kosulunu saglayan (n,),..(M,),.c €F keyfi elemanlar olmak

geG

lizere her geG igin n,=m; yazilir. Dolayisiyla her geG i¢in n,g=m,g olup
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2. n,g =2 m.g bulunur. Buradan ¢((n,),.s) = @((M,),.) olup ¢ iyi tammhdir.Her g €G

geG geG
igin (N;),c,(My),c € F keyfi elemanlar olmak iizere;

P((Ng)ges +(My)gec) = ZG(ng +my)g =2 nyg+myg =p((N;)4ec) + (M) gec)

geG

ve her a, € Z igin,

¢)((ng)geG ag) = ZG(ngg)ag :(z nggjag :w((ng)geG)ag

geG

olup ¢ doniisiimii bir Z —modiil homomorfizmasidir. G, Z —modiil olarak alindiginda g € G
elemanlar1 G grubunun bir iirete¢ kiimesini tegkil eder. Dolayisiyla x € G keyfi elemani i¢in

X=> n,g olacak sekilde n, € Z elemanlari vardir. ¢ homomorfizmasinin tanimi geregince
geG

x=> n,g=0((n,),.) olacak sekilde (n,),c € F elemanlari mevcut oldugundan ¢ bir Z -
geG

modiil epimorfizmasidir. 1. Izomorfizma Teoremi geregince F/Cek(p)=G yazilr.
Cek(p) =K almirsa F/K =G ’dir. Q boliinebilir Z —modiil oldugundan Yardimci Teorem
(3.1.14) ve (3.1.15) geregince H /K injektiftir, G=z=F/KcH/K ve H/K injektif
oldugundan G bir H /K injektif abel grubu i¢ine gomiilebilirdir. o

Yardimei Teorem 3.1.28 M, modiilii Hom, (R,M) R —modiilii i¢ine gémiilebilirdir (Sharpe
ve Vamos, 1972).

Ispat: Oncelikle meM ve reR keyfi elemanlart igin (@(m))(r)=mr ile tammh
@:M — Hom,(R,M) doniisiimiiniin R-modiill homomorfizmas1 oldugu gosterilecektir.

Keyfi me M ve her r,seR igin,
(@(m))(r +s) =m(r +s) =mr+ms = (p(m))r +(¢(m))s

oldugundan ¢(m) € Hom, (R, M) elde edilir. Dolayisiyla ¢ iyi tanimlidir.
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Simdi m,neM ve seR alinirsa r e R i¢in,

(@(m+n)(r) = (m+nr=mr+nr = (p(m)(r) +(e()(r) = (p(m) +o(n)(r)
ve
(9(ms))(r) = msr = (p(m))(sr) = (p(m)s)(r)

oldugundan ¢ doniisiimii R —modiil homomorfizmasidir. Keyfi x € Cek(p) i¢in ¢(x) =0 ve
r € R keyfi elemant igin de (¢(x))(r) = xr =0 olur. Dolayisiyla 6zel olarak r =1, elemant igin
X1, =0 saglanir. Buradan x=0 olup ¢ bir monomorfizmadir. O haldle M modiili

Hom, (R,M) R -modiilii i¢ine gdmiilebilirdir. o

Teorem 3.1.29 Her R—modiil bir injektif R —modiil icine gdmiilebilirdir (Sharpe ve Vamos,
1972).

Ispat: Bu teoremin 6zel hali Yardimci Teorem (3.1.27)’de ispatlanmuistir. M modiilii
R —modiil olsun. Boylece M abel gruptur. Yardimci Teorem (3.1.27) geregince M bir N

injektif abel grubu i¢ine gomiilebilirdir. Dolayisiyla bir ¢ :M — N monomorfizmas1 vardir.
0——>M—2>N tam dizisi i¢gin Onerme (3.1.1) geregince 0—— Hom,(R,M)—%—
Hom, (R,N) dizisi tamdir. « bir Z—-modiil homomorfizmast oldugundan Hom, (R,M),
Hom, (R,N) igine gomiilebilirdir. Yardimct Teorem (3.1.28) geregince M, Hom,(R,M)
icine gomiilebilirdir. Buradan monomorfizmalarm bir M ——>Hom,(R,M)——>
Hom, (R,N) dizisi elde edilir. Burada N injektif oldugundan Hom,(R,N) bir injektif
R —modiildiir. Boylece M injektif modiilii R—modiil Hom, (R, N) igine gdmiilebilirdir. O

halde her R —modiil bir injektif R —modiil i¢ine gémiilebilirdir. o

Onerme 3.1.30 Ave B birer R-modiill ve A<B olmak iizere i:A— B icerim
monomorfizmasi ise A modiiliiniin bir C genislemesi ve i monomorfizmasinin her ae A

elemani igin g(a) =i(a) olacak sekilde bir g :C — B genisleme izomorfizmasi vardir (Sharpe

ve Vamos, 1972).
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Ispat: i igerim monomorfizmasi oldugundan i(A), B modiiliiniin 6z alt modiilii olup A=i(A)
olur. Simdi B\i(A) kiimesinin elemanlariyla, elemanlar1 6zdes olacak sekilde A ’dan farkli

herhangi bir X kiimesi diistiniilsiin. Bu durumda bir f : X — B\i(A) 1-1 ve 6rten dontligiimii

vardir. C=AuU X olsun. Her ce A i¢in g(c)=i(c) ve ce X igin g(c)= f(c) seklinde
tanimli g:C — B doniistimii goz 6niine alinsin. i ve f 1-1 oldugundan g 1-1°dir. x,yeC
ve reR keyfi elemanlan i¢in g(x),g(y) € Hom,(R,B) olup g(x)+g(y)eHom,(R,B) ve
rg(x) e Hom, (R, B) *dir. C kiimesi iizerinde X+ Yy =g7(g(x)+g(y)) ve xr=g(g(x)r) ile
taniml1 +:CxC — C ve -:CxR — C islemleri ile birlikte C kiimesi R —modiildiir. X,y €C

keyfi elemanlari i¢in,

g(x+y)=9(g7(g(x)+9(y)) = 9(x)+9(y)

ve r e R, ceC keyfi elemanlari igin,

g(cr)=g(g(g(c)) =g(c)r
oldugundan g:C — Hom, (R, B) modiil homomorfizmasidir.

b € B keyfi olsun. Dolayisiyla b € B\i(A) veya b €i(B)’dir. be B\i(A) ise, f orten
oldugundan f(k)=b olacak sekilde 3k € X < C elemani mevcuttur. bei(A) ise b=i(a)
olacak sekilde a e A vardir. § homomorfizmasinin tanimi geregince b = g(a) olacak sekilde
ae AcC celemant vardir. Dolayisiyla g:C — B modiil homomorfizmasi R —modiil

izomorfizmasidir. Ayrica g izomorfizmasiin tanimindan her a € A igin g(a) =i(a) olur. o

Tamim 3.1.31 M injektif modiil ve N <M ise M modiiline N ’nin injektif genislemesi denir
(Enochs ve Jenda, 2000).

Teorem 3.1.32 Her R —modiil bir injektif genislemeye sahiptir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: A bir R—modiil olsun. Béylece A bir abel gruptur. Teorem (3.1.29) geregince B

injektif R —modiil olmak tizere, A bir Hom, (R, B) injektif R —modiilii i¢ine gomiilebilirdir.
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Boylece bir i:A— Hom,(R,B) monomorfizmasi vardir. Onerme (3.1.30) geregince C,
A’nin bir genislemesi olmak tlizere her ae A i¢in g(a)=i(a) kosulunu saglayan bir
g:C — Hom, (R, B) izomorfizmasi vardir. Dolayisiyla C injektif modiil oldugundan C, A

modiiliiniin injektif genislemesidir. o
Teorem 3.1.33 M bir modiil olmak tizere asagidaki ifadeler denktir.

i. M injektiftir.
ii. M modiilii kendisinin her genislemesinde dik toplanandir.

(Sharpe ve Vamos, 1972)

Ispat: (i)=(ii) M injektif ve M modiiliiniin bir genislemesi A olsun. Dolayisiyla i: M — A

monomorfizmasi vardir. M injektif oldugundan Onerme (3.1.10) geregince M %A olur.

(if)=(i) Teorem (3.1.32) geregince M Dbir N injektif genislemesine sahiptir. M modiilii
kendisinin her genislemesinde dik toplanan olsun. Dolayisiyla N =M @ K olacak sekilde N
modiiliiniin bir K alt modiilii vardir. N injektif oldugundan Onerme (3.1.9) geregince M

injektiftir. o

Teorem 3.1.34 M modiiliiniin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ’nin 6z esas

geniglemeye sahip olmamasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: (=) M injektif olsun ve M modiiliiniin 6z esas genislemesinin A oldugunu kabul

edilsin. Teorem (3.1.33) geregince M injektif oldugundan M %A ’dir. O halde A=M ®N

olacak sekilde A modiiliniin bir N alt modili vardir. M # A oldugundan N =0 ’dur.

0+ N <A alt modiilii icin M "N =0 oldugundan A, M ’nin bir esas genislemesi olamaz.

Demek ki kabul yanlis olup M 6z esas genislemeye sahip degildir.

(<) M o6z esas genislemeye sahip olmasin ve B modiilii de M ’nin bir genislemesi olsun.
Teorem (3.1.33) geregince M modiiliiniin injektif olmasi i¢in M ’nin B ’nin bir dik toplanani
oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir. B=M ise M =M @0 oldugu agiktir. B, M ’nin bir
0z genislemesi olsun. M N X =0 kosulunu saglayan B ’nin sifirdan farkli X alt modiillerinin
kiimesine Q denilsin. Hipotez geregince M 0z esas genislemeye sahip olmadigindan

Q= dir. Q, < bagintisina gore kismi sirali bir kiimedir.
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v, Q kiimesinin keyfi bir zinciri olmak tizere X'= | J X,  ’nin bir iist simridir. Zorn
Xey

Lemma geregince Q bir Z maksimal elemanina sahiptir. M c N ve Z < N oldugundan
M+ZcN olur. Buradan 2. Izomorfizma  Teoremi  geregince
N/Zo(M+Z)/IZ=MIMNZ yazilir. Z, Q’nin bir maksimal elemani oldugundan
MNZ=0’dir.Ohalde N/Zo>(M+2Z)/Z=M/0=M bulunur.

N #M +Z oldugunu kabul edilsin. Boylece N ’nin Z ’yi kapsayan alt modiilleri ile

N / Z ’in alt modiilleri arasinda izomorfizma var oldugundan N/Z > (M +Z)/Z yazilir. M

0z esas genislemeye sahip olmadigindan (M +Z)/Z 6z esas genislemeye sahip degildir.
Dolayistyla Z ’yi kapsayan F ’nin dyle bir Y alt modiili i¢in Y/Z n(M +2)/Z =0 yazil.
OhaldeYN(M+2)/Z=Z1Z olupY "n(M+2Z)=Z bulunur. Y nM cYN(M+2Z)=Z ve
YNM cM oldugundan Y "M <M nZ =0’dir. Buradan Y "M =0 olup Q ’nin tanimi
geregince Y € Q bulunur. Buise Z ’nin Q ’nin bir maksimal elemani olusu ile gelisir. O halde

N=M+Z olmahdir. Z€Q oldugundan M "NZ =0 esitliginden N =M @®Z bulunur.
Teorem (3.1.33) geregince M injektiftir. o

Onerme 3.1.35 M bir modiil olsun. E modiilii M *nin bir esas genislemesi ve N modiilii
M ’nin bir injektif genislemesi ise M *den N ’ye icerim doniisiimii E *den N ’ye bir gomiilme

monomorfizmasina genisler (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: N injektif oldugundan

0——>M —I> E diyagrami  degismeli  olacak  sekilde bir g:E—>N
homomorfizmasi vardir. Béylece § homomorfizmast i:M — N
icerim doniisiimiiniin bir genislemesidir. Keyfi me M nCek(g)

elemani alinsin. Béylece g(m) =0 olur. Buradan
g(m) =g(i(m)) = gi(m) =i(m) =0

olup M nCek(g)=0 elde edilir. E, M ’nin bir esas genislemesi oldugundan g bir

monomorfizma olup g, N modiiliinde M ’nin gémiilmesidir. O
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3.2 Injektif Zarflar

Tamm 3.2.1 M modiilii A modiiliiniin bir genislemesi olsun. M, A ’nin bir esas genislemesi
ve M ’nin bir N 6z esas genislemesi i¢in N, A ’nin bir esas genislemesi olmuyorsa, M ’ye

A’nin bir maksimal esas genislemesi denir. Baska bir deyisle; M modiili A modiiliiniin bir
esas genislemesi ve M 6z esas genislemeye sahip olmuyorsa M ’ye A ’nin bir maksimal esas
genislemesi denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 3.2.2 M modiili A modiiliiniin bir genislemesi olsun. M injektif ve M ’nin A’y1
kapsayan N 0z alt modiilii igin N injektif olmuyorsa, M ’ye A’nin bir minimal injektif

genislemesi denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Onerme 3.2.3 A bir modiil olmak iizere N, A ’nin bir injektif geniglemesi ise N, A’nin

maksimal esas genislemesi olan E alt modiiliine sahiptir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Onerme 3.2.4 M modiilii A nin bir genislemesi ise asagidaki ifadeler denktir.

I. M, A’nin esas injektif genislemesidir.
ii. M, A’nin maksimal esas genislemesidir.
iii. M, A’nin minimal injektif genislemesidir.

(Sharpe ve Vamos, 1972)

Ispat: (i)=(ii) M, A’nin esas injektif genislemesi olsun. M injektif oldugundan Teorem
(3.1.34) geregince M 6z esas genislemeye sahip degildir. Dolayisiyla M, A modiiliiniin bir

maksimal esas geniglemesidir.

(i)=() M, A’nin maksimal esas genislemesi olsun. Dolayisiyla M 6z esas genislemeye
sahip olmayip Teorem (3.1.34) geregince injektifti. O halde M, A’nin esas injektif

genislemesidir.

(i)=(iii) M, A’nin maksimal esas genislemesi olsun. Boylece M injektif olup Teorem
(3.1.32) geregince M ’de kapsanan A ’nin bir F injektif genislemesi vardir. M, A ’nin esas
genislemesi oldugundan Ac F < M i¢in M, F ’nin esas genislemesidir. Ayrica F injektif

oldugundan Teorem (3.1.34) geregince F 06z esas genislemeye sahip degildir. Dolayisiyla

E =F olmalidir. M, A’nin bir minimal injektif genislemesidir.
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(iii)=(ii) M, A’nin minimal injektif genislemesi olsun. Onerme (3.2.3) geregince M,
A’nin bir maksimal esas genislemesi olan F alt modiiliine sahiptir. Burada F 06z esas

genislemeye sahip olmadigindan Teorem (3.1.34) geregince F injektiftir. M, A ’nin minimal
injektif genislemesi F, A ’nin injektif genislemesi oldugundan F =E olup M, A’nin bir

maksimal esas genislemesidir. o

Teorem 3.2.5 M bir modiil olmak iizere asagidaki kosullar birbirine denk olacak sekilde bir
E(M) modiili bulunabilir.

i. E(M), M ’nin esas injektif genislemesidir.
ii. E(M), M ’nin maksimal esas genislemesidir.
iii. E(M), M ’nin minimal injektif genislemesidir.

(Sharpe ve Vamos, 1972)
Tamm 3.2.6 M ve E birer modiil olsun.

i. Teorem (3.2.5)’deki denk kosullar1 saglayan E(M) modiiliine M modiiliiniin injektif
zarfi (injective envelope) denir.

ii. ¢:M —> E monomorfizma olmak iizere E injektif ve ¢ esas monomorfizma
(¢(M)<E) ise ¢ ’ye M ’nin injektif zarf doniisiimii denir.

(Sharpe ve Vamos, 1972; Kasch, 1976)
Ornegin; E(Z,) = Q, dir (Nicholson ve Yousif, 2003).

Onerme 3.2.7 Bir ¢:M — E monorfizmasinin M ’nin injektif zarf doniisiimii olmasi igin

gerek ve yeter kosul E = E(M) olmasidir (Kasch, 1976).

Ispat: (=) ¢:M — E monomorfizmast M ’nin injektif zarf doniisiimii olsun. Boylece E

injektif ve ¢ esas monomorfizma olur. Buradan ¢(M)<E ve ¢(M) =M oldugundan M <E

olur ve injektif zarf tanimindan E = E(M) bulunur.

(<) E=E(M) olsun. Dolayisiyla E injektif ve M <E ’dir. Buradan ¢ monomorfizma
oldugundan ¢(M)=M olup ¢(M)<M ’dir. O halde ¢ monorfizmast M ’nin injektif zarf

doniistimiidiir.
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Teorem 3.2.8 (Bear, Eckmann-Schopf, Shoda) M bir modiil olmak {izere asagidaki ifadeler

dogrudur.

i. M bir injektif zarfa sahiptir.
i. M—“>E ve M—£>F homomorfizmalar1 M ’nin injektif zarf doniisiimleri ise

f =rta olacak sekilde 7:E — F izomorfizmasi vardir.

(Nicholson ve Yousif, 2003)

ispat: i. M *nin bir Q injektif genislemesi almsin ve 5:{K <Q:M<K sQ} kiimesi

tamimlansin. M € § oldugundan & # & dir. § kismi sirali kiimedir. & = {Ki<és:iellco

ailesi & ’nin bir zinciri olsun. | JK;, 8" ’mn bir iist smirt oldugundan Zorn Lemma geregince

iel

J ’nin bir maksimal A elamani vardir.

A’nin bir esas genislemesinin B oldugu varsayilirsa i:A—B ve i:A—>Q igerim
dontigiimleri i¢in Q injektif oldugundan
A—I> B diyagrami degismeli olacak sekilde h:B — Q homomorfizmasi

vardir.

Onerme (2.3.6) geregince Cek(h)A=0’dir. A<B oldugundan Cek(h)~A=0 iken

Cek(h) =0 olup h monomorfizmadir. Buradan 1. izomorfizma Teoremi geregince Im(h) = B
olur. Boylece Im(h), A’nin bir esas genislemesidir. Bu durumda Im(h), M ’nin de bir esas
genislemesidi,. M c AcIm(h)cQ ve A maksimal elaman oldugundan A=Im(h) dir.

Dolayisiyla A=B’dir. Bu durumda A 06z esas genislemeye sahip olmadigindan Teorem
(3.1.34) geregince A injektiftir. O halde A, M modiliiniin esas injektif genislemesi

oldugundan E(M) = A olup M injektif zarfa sahiptir.
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li.a:M — E ve f:M — F monomorfizmave F injektif oldugundan

M————>E diyagrami degismeli olacak sekilde 7:E — F homomorfizmasi
vardir.
B ST
L
F

o, M ’nin injektif zarf doniistimii oldugundan o esas monomorfizma olup a(M)<E ’dir. S

monomorfizma oldugundan ve Onerme (2.3.6) geregince a(M)NCek(zr) =0 dir. Boylece
Cek(r) =0’dir. Dolayisiyla 7 monomorfizmadir. E ’nin injektif olmasindan ve Onerme

(3.1.4) geregince 7 split monomorfizma olup r(E)%F ’dir. O halde F =7(E)® K olacak

sekilde @~ K<F alt modili vardir. Buradan 7(E)nK=0’dir. Hipotezden
PM)=ra(M)c z(E)’dir. S, M ’nin injektif zarf doniisimii oldugundan S esas

monomorfizma olup S#(M)<F *dir. Buradan 7(E)<F elde edilir. 7(E) K =0 oldugundan

K =0 olup 7z(E) = F ’dir. 7 ortendir. O halde = izomorfizma olur. o

Onerme (3.2.8)’in bir sonucu olarak, bir modiiliin injektif zarflarmin birbirine izomorf

oldugu soylenir.

Onerme 3.2.9 B bir R—modiil olsun. A<B ve E(B), B ’nin bir injektif zarfi ise E(A),
E(B) ’nin dik toplananidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Ac Bc E(B) oldugundan E(B), A’nmn injektif genislemesidir. Onerme (3.2.3)
geregince E(B), A’nin bir maksimal esas genislemesi olan alt modiile sahiptir. A ’nin
maksimal esas genislemesi A ’nin injektif zarfi olan E(A) *dir. Dolayisiyla E(A) < E(B) olur.
E(B), E(A) ’nin bir genislemesidir. Teorem (3.1.33) geregince E(A) her genislemesinin bir
dik toplananidir. O halde E(A), E(B) genislemesinin bir dik toplananidir. o

Onerme 3.2.10 Modiiller icin asagidaki ifadeler dogrudur.

i. M ’nin injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul E(M) =M olmasidir.
ii. B, A’ninesas genislemesiise E(A)=E(B) *dir.
(Fuller ve Anderson, 1992)
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Ispat:i. M injektif iken M ’nin minimal injektif genislemesi kendisi oldugundan E(M) =M

olur.

ii. B, A’ninbir esas genislemesi olsun. E(B), B ’nin injektif zarfi oldugundan E(B), B ’nin
maksimal esas genislemesidir. Onerme (2.6.6) geregince E(B), A ’nin bir esas genislemesidir.

E(A) c E(B) ve E(A), A’nin bir maksimal esas genislemesi oldugundan E(A) = E(B) ’dir.o0

Onerme 3.2.11 A, A,,...,A, birer R—modiil olmak {izere @E(A) modiili _(éA’nin bir

injektif zarfidir. Bagka bir deyisle; E(A @A ®---@A)=E(A)PE(A)®---@E(A) ’dir
(Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Her 1<i<n icin E(A), A’ nin bir injektif zarfi oldugundan ve Onerme (3.2.3)
geregince i(—:BlE(A) modiili IEE—)l A ’nin bir esas genislemesidir. Ayrica her 1<i<n igin E(A)
’ler injektif oldugundan ve Onerme (3.1.6) geregince .{Bl E(A) injektiftir. Dolayisiyla I(—ZBl E(A),
|6:91A "nin esas injektif genislemesidir. O halde I(J:r)l E(A), I(J:r)lA ‘nin bir injektif zarfidir. Buradan

E(i(—:BlA) :i(—:DlE(A) elde edilir. 0

Onerme 3.2.12 M bir modiil olmak iizere E(M) = E(Soc(M)) *dir (Hazewinkel vd., 2004).

Ispat: Keyfi X <M alt modiilii alinsin. Soc(M), M ’nin tiim minimal alt modiillerinin

toplam1 oldugundan X nSoc(M)=0’dir. Boylece Soc(M)<M ’dir. E(M), M ’nin

maksimal esas genislemesi oldugundan ve Onerme (2.6.6) geregince E(M), Soc(M)’nin

maksimal esas genislemesidir. O halde E(M) = E(Soc(M)) *dir. o

Onerme 3.2.13 M bir R—modiil ve ¢:M — E déniisiimii M ’nin injektif zarf doniisiimii
olsun. F injektif ve f:M — F bir monomorfizma ise F 'nin F = A® B ayrismasi vardir
oyleki AE,Im(B)<Ave f:M — A doniisiimii M ’nin injektif zarf doniistimdi olur (Fuller

ve Anderson, 1992).
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Sonu¢ 3.2.14 ¢:M — E R -—modiil homomorfizmasi olmak tizere asagidaki ifadeler denktir.

i. @:M — E homomorfizmasi1 M ’nin injektif zarf dontisiimiidiir.

ii. E injektif modiildiir ve Q injektif olmak tizere her f :M — Q monomorfizmasi i¢in

L) E diyagrami degismeli (ge=f) olacak sekilde g:E—Q

M
f \I/ monomorfizmasi vardir.
g

Q

iii. ¢ esas monomorfizmadir ve her f :M — N esas monomorfizmasi igin

f
— >N diyagrami degismeli (gf =¢) olacak sekilde ¢g:N —E

M
monomorfizmasi vardir.
Q g
E

(Fuller ve Anderson, 1992)

Tanmm 3.2.15 f:M — N esas monomorfizma ve her g:N — K esas monomorfizma

izomorfizmaise f ’ye maksimal esas monomorfizma denir (Alizade ve Pancar, 2016).

Teorem 3.2.16 f :M — N esas monomorfizmasinin maksimal esas olmasi igin gerek ve yeter

kosul f monomorfizmasinin M ’nin injektif zarf doniisiimii olmasidir (Alizade ve Pancar,

2016).

Ispat: (=) N modiliniin g:N — | injektif zarf doniisimii almsm. f maksimal esas
monomorfizma oldugundan g izomorfizmadir. Dolayistyla N injektif ve f, M ’nin injektif

zarf doniisimidiir.

(<) Herhangi bir h:N — K esas monomorfizmasi alinsin. Boylece h(N)= N injektif

modiildiir. Dolayisiyla bir L<K alt modiilii icin K=h(N)®L elde edilir. h(N)<K

oldugundan L =0 olup h izomorfizmadir. O
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Teorem 3.2.17 (Bass-Papp) R ’nin sag Noetherian halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
injektif modiillerin dik toplaminin injektif olmasidir (Lam, 1998).

Ispat: (=) R sag Neotherian halka ve i € | elemanlariigin A ’ler injektif modiil olmak {izere
i(-EBI A=A alnsin. N<R alinrsa R Noetherian oldugundan Onerme (2.1.9) geregince
N=xR+XR+---+xR olacak sekilde x eN(i=12...,t) vardrr f:N—->A
homomorfizma olsun. f(x.) € A oldugundan f(x,) ’lerin sonlu bileseni disindaki bilesenleri

sifirdir. Boylece bir |, <1 (r=12,...,t) sonlu alt kiimesi igin f(Xr)e_G-l) A olur. Eger

I'=1Lul,u---Ul, ve Az(—BIA ise f(x)eA olacagindan f(N)< A olur.

I sonlu indis kiimesi oldugundan Onerme (3.1.6) geregince A injektif olur. Bu durumda f

homomorfizmas1 g:R — A c A homomorfizmasina genigletilebilir. Yani A injektif olur.

(<) J;’ler (i=12,...) R’nin sag idealleri olmak tizere J, = J, —... artan zincir dizisi

verilsin. J=J J, ve neZ" i¢in E(R/J,)’ler R/J, ’nin injektif zarfi E= & E(R/J,)

.
neZ* nez

olmak tizere J <R ve kabulden E injektif olur. f:J —> E homomorfizmasi xeJ igin,

f(x)=(x+J,, x+J,,...) seklinde tanimlanirsa x € J ve J = (J J,, oldugundan x € J, olacak

neZ*
sekilde k € Z" vardir ve n>k’lar igin x+J, =0 olur. Buradan da f(x)eE elde edilir. E

injektif modiil oldugundan Bear Kriterinden her x e J igin f(X)=cx olacak sekilde ce E

bulunur. ¢=(c,¢,,...,c,,0,0,...) olacak sekilde ueZ" ve ¢, e E(R/J,) (ieZ") vardir. Her

AR

v=u i¢in ¢, =0 oldugundan xeJ ig¢in, (X+J,,x+J,,...)=f(x)=(c,c,,...,C,,0,0,...)X

AR

esitliginden x+J, =c,x=0 ve buradanda x € J, olur. O halde J, =J,,,=J,,, =-- bulunur.

u+

Bu ise R ’nin Noetherian halka olmasi demektir. o
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4. BIR MODULE GORE GORECELI iNJEKTiF MODULLER

Bu béliimde bir modiile gore goreceli injektif modiil olma tanimlanip bu modiiller ile
ilgili 6zelliklere yer verilmistir. Her modiile gére goreceli injektif olan modiiliin injektif modiil
oldugu belirtilmistir. Goreceli injektif modiillerin yar1 basit modiillerle olan iliskisine
deginilmistir. Daha sonra yari injektif modiil tanim1 yapilip bazi 6rneklere yer verilmistir. Her
injektif modiiliin ve her yar1 basit modiiliin, yar1 injektif modiil oldugu séylenmistir. Ayrica
tersinin dogru olmadigina iliskin 6rneklere deginilmistir. Yari siirekli modiiller tanimlanip, bu

modiillerin yar1 injektif modiiller ve CS modiillerle iliskisi belirtilmistir.

Tammm 4.1 A ve N birer R—modil olsun. Her ¢: X — N homomorfizmalar1 ve her
g: X — A monomorfizmalari i¢in g = ¢ olacak sekilde y: A— N homomorfizmasi varsa
N modiliine A 'ya gore goreceli injektif (relative injective) modiil ya da A—injektif modiil
denir. Yani, verilen kosullar altinda
X _g—) A diyagrami  degismeli (wg=¢) olacak sekilde w:A—>N

\I/ homomorfizmasi bulunabilirse N modiiliine A—injektif modiil denir.
® S
[,/,/
N

Bagka bir deyisle, her X <A igin her ¢:X — N homomorfizmast y:A—> N

homomorfizmasina genisletilebilirse N modiiliine A—injektif modiil denir.

Her N modiilii igin M modiilic N —injektif ise M modiilii injektif olur (Mohamed ve
Miiller, 1990).

Onerme 4.2 M ile N birer modiil olsun. M modiiliiniin N —injektif olmasi icin gerek ve yeter

kosul her f :K — M homomorfizmasi igin

0 > K >N diyagrami degismeli (gi= f) olacak sekildle g:N — M

0 homomorfizmasinin var olmasidir.

Ispat: L herhangi bir modiil olmak iizere g:L—>N monorfizmasi ile f:L—>M

homomorfizmasi alinsin.
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0 s L > N diyagrami degismeli olacak sekilde h homomorfizmasi
//’ g
¢ h bulunursa M modiilii N —injektif olacaktir. 0——>L——> N
l,'/ ve g monomorfizma oldugundan,
M

k:g(L) > L homomorfizmasi izomorfizma olur. g(L) <N ve kabulden
g(x) = x

0— > g(L)— 5N 3t Hom, (M, N) dyle ki ti = fk ve f =tik™ olur. Eger
/ g
k ,,'/ h=t olarak alinirsa, f =hg esitligini saglayan h
L ,t homomorfizmast bulunmus olur. Bu da M modiiliiniin
f ,’/ N —injektif olmas1 demektir. O
Y
M

Ornek 4.3 Z-modiil olarak Z, modiilii Z —injektif degildir. Ciinkii;

Eger Z, modiilii Z —injektif olsayd1 Bear Kriterinden 2Z < Z ideali i¢in

0 >2Z >Z f(2n)=n (neZ) scklinde tamimlanan f:2Z —>Z,
f g homomorfizmasi ¢ :7Z — Z, homomorfizmasina genislemesi
L gerekirdi. Yani; 9),, = f olmalidur.
27
Z4

Fakat f(2)=1=9(2)=9(1-2)=g1)2=g()@g(®)&{1,3} oldugundan geliski bulunur. O

halde Z, modiili Z —injektif degildir (Nicholsan ve Yousif, 2003).
Ornek 4.4 Z, modiilii Z — injektif degildir. Ciinkii;

f :27Z—7 homomorfizmasi igin

2X > X
0——27 ! N/ diyagrami degismeli (gi=f) olacak sekilde §:Z —Z
f homomorfizmasi var olsaydi X € Z igin,
G
4 gi(2x) = g(2x) = g(2)x = f (2x) = X esitligi saglanird1.
Z
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Yani g(2) =g(1)+g(@) =1olurdu. Buise g(1) :% olmasi ile miimkiin olur. Fakat g :Z — Z
oldugundan g(2) =% olamaz. O halde Z modiili Z — injektif degildir (Lam, 1998).

. - - - - f .
Onteorem 4.5 N modili A-injektif ise N—— A monomorfizmasi split monomorfizma

olur. Ayrica A ayrisamaz modiil ise f bir izomorfizmadir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: Oncelikle f ’nin split monomorfizma oldugu yani Im(f) % A oldugu gosterilecektir. N

modiili N —injektif oldugundan

f
0——N — A diyagrami degismeli (hf =1,) olacak sekildle h:A— N

homomorfizmasi vardir.
1 h
N

=2

Onerme (2.3.6) geregince Im(f)+Cek(h)=h"(Im@1,))=h"(N)=A ve Im(f)nCek(h)
= f(Gek(@,))=f(0)=0 olur. Buradan A=Im(f)®Cek(h) olup Im(f)%A’dir. O halde

f split monomorfizmadir.

Ayrica f split monomorfizma ve A ayrisamaz modiill olsun. Bu durumda
A=Im(f)®Cek(h) oldugundan Cek(h) =0 olmak zorundadir. Boylece A=Im(f) olup f

ortendir. O halde f bir izomorfizmadir. o

Onerme 4.6 N modiilii A—injektifolsun. Eger B < A ise N modiilii hem B —injektif hem de

% —injektif olur (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: N modiili A-injektif olsun ve B<A alinsmm. N modiiliiniin B—injektif oldugu

agiktir.

A
%S% ve ¢:%—) N homomorfizmas: alinsin. 7:A—>— dogal epimorfizma ve

7r'=7z‘x olsun.
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N modiilii A-injektif oldugundan,

O— s X—  SA diyagrami  degismeli olacak sekilde 6:A— N
homomorfizmasi vardir. Yani €i = ¢z' olur. Bu durumda,
7Z_7
B<X <A ve 6i(B)=0(B) =¢(x'(B)) =¢(0) =0
X
B 0 oldugundan Cek(7z) < Cek(6) olur.
¢ l
N
Boylece,

wr =60 olacak sekilde w :% — N homomorfizmasi

alinirsa X € X i¢in,

y (x+B) =yz(x) = 0(X) = pz'(X) = p(x+B)

y ... AL
esitligi saglanir. Boylece N modiiliiniin E—Injektlf

oldugu ispatlanmis olur. o

Onerme 4.7 N modiiliiniin A—injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her ae A igin N

modiiliiniin aR —injektif olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: N modiilii A—injektifise ae A icin N modiiliiniin aR — injektif olacagi Onerme (4.6)

geregince aciktir.

ae A i¢in N modiiliiniin aR — injektif oldugu kabul edilsin ve X <A ve ¢: X > N

homomorfizma olsun.

5:{(K,f):X£K£A,f:K—>N,f‘X =(0}

olmak iizere @ € & oldugundan & = olur.
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0 kiimesi lizerinde;

(U,9)<(V,h)<g>u <V veh =g

lu

seklinde tanimlanan baginti kismi siralama bagintisidir. ¢ ’deki her zincirin bir st sinir1

oldugundan Zorn Lemmadan ¢ ’nin (B, l//) € 0 olacak sekilde maksimal 6gesi vardir. Boylece

X<B<A ve v, =9 olur. Buradan B = A olacag aciktir. Ciinkii, B= A ise Jae A\B

vardirve K ={r e R:ar e B} =& olur. Kabulden N modiilii aR -injektif oldugundan aK =0

oldugu aciktir.
Eger y:aK >N seklinde tanimlanirsa kabulden,

ak — w(ak)
0— saK— saR 360:aR — N &yle ki 6i = u esitligi saglanir. Buda 6, =Y

, aK
U 9 olmas1 demektir.
e
N

Eger y:B+aR—N seklinde tanimlanirsa,

b+aR - w(b)+ u(ar)

b+ar =0 olmasi ancak r € K olmasi ile miimkiin oldugundan y iyi tanimli olur. Bdylece,

w(b)+6(ar) =y (b) + u(ar)

=y (b)+y(ar)

=y(b+ar)=0

olur ki bu (B+aR,y) e d olmasi demektir.

Bu ise (B,y) ’nin ¢ ’nin maksimal 6gesi olmasiyla gelisir. O halde B = A olmalidir. Yani;

0— X—A diyagrami degismeli (ywi=¢) olacak sekilde w:A—>N
0 homomorfizmasi vardir. Bu da N ’nin A-—injektif olmasi
demektir. o
(52
N
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Onerme 4.8 N modiiliiniin C—BI A —injektif olmasi icin gerek ve yeter kosul Viel igin N

modiiliiniin A — injektif olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: (=) N modiilii @ A —injektif iken A <® A oldugundan Onerme (4.6) geregince her

iel i¢gin N modili A —injektif olur.

(<) Her iel igin N modilinin A —injektif oldugu kabul edilsin. U = (JBI A, X<U ve

@: X > N homomorfizma olsun. Zorn Lemmadan, X <X’ ve #:X'— N oyle ki

49‘X =0 = ¢ olacak sekilde X' <U alt modiilii yoktur. Burada X <U olur. Eger X =U oldugu

gosterilirse ispat bitecektir. Bunun i¢in X #U oldugu kabul edilsin. O zaman, 3Jjel

bulunabilir ki ue A, fakat u¢ X olur. N modiilii A; —injektif oldugundan Onerme (4.7)

geregince N modiilii uR — injektif olur. w: X +uR — N oyle ki v, =9 seklinde alirsak bu
@ 'nin maksimal olusu ile ¢elisir. O halde X =U olmalidir. Buise N 'nin U = @I A —injektif

olmasi demektir. o

Onerme 4.9 [[ M, modiiliiniin A-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her « € A igin

aelA

M, 'nin A-injektif olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: M =[] M, seklinde ifade edilsin.

ael

(=) M A—injektif olsun. g: X - A monomorfizmasi ve ¢ : X - M homomorfizmasi igin,

g .
X— A diyagrami degismeli (yg=i,p) olacak sekilde y:A—>M
homomorfizmasi vardir. Eger h=7_y seklinde alinirsa hg = ¢

olur. O halde her & € A igin M ’nin A—injektif oldugu goriiliir.
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(<) Her aeA icin M, A-injektif olsun. g:X — A monomorfizmasi ve ¢: X - M

homomorfizmasi i¢in,

diyagrami degismeli (g =7, @) olacak sekilde w:A—> M,
homomorfizmasi vardir. Eger h=i_y seklinde alinirsa hg = ¢

olur. O halde M =]]M, modilinin A-injektif oldugu

aeA

S

M
, v et
/, gorilir. o
- I/I
i, | | 7.,
4
¥
M(Z

Onerme 4.10 A bir modiil olsun. % modiili A—injektif olacak sekilde K< N <A alt

modiilleri var ise %, é nin bir dik toplananidir (Tercan ve Yiicel, 2015).

. . ) N A . N N ..
Ispat: Onerme (4.6) geregince K modiilii E—Injektlftlr. 1, :__)E birim dontlisimii

K

A N . .
tanimlanirsa 1,  doniisiimii 6 K - K homomorfizmasina genigler. Yani,
K

=

)A olur. 8i =1 oldugundan A:E@Qek(é?) olur. o
K K K

K

H
x|z
<X
N

x|z

Onerme 4.11 A bir modiil olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

I. A yaribasittir.

ii. Her modiil A—injektiftir.

iii. A’nin her alt modiili A—injektiftir.

iv. Bir A—injektif modiiliiniin her alt modiilii A— injektiftir.
(Tercan ve Yiicel, 2015)
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Ispat: (i)=>(ii) X herhangi bir modiil olsun. N < A ve ¢ € Hom, (N, X) alinsmn. A yaribasit
oldugundan A=N @K olacak sekilde K< A vardirr neN ve keK igin 8:A— X

doniisimi @(n+Kk) = @(n) ile tanimlansin. & € Hom, (A, X) dir. Boylece ¢ homomorfizmasi

0 ’ya genisler. O halde X modiili A—injektiftir.

(iv) = (iii) Bir A—injektif modiil olarak E(A) alnsin. E(A) 'nin her alt modiili A-injektif

oldugundan A ’nin her alt modiilic A—injektiftir. o

Tamim 4.12 Bir M modiili M —injektif ise M ’ye yar: injektif (quasi injective) modiil denir
(Mohamed ve Miiller, 1990).

Ornegin;

i. Her neZ" igin Z—modil olarak Z  yar1 injektif modiildiir.

ii. Her injektif modiil ve her yaribasit modiil yar1 injektif modiildiir. Fakat tersi her zaman

dogru degildir. Z—modiil olarak Z, Ornek (4.3)’de gosterildigi iizere bu duruma 6rnek

olarak verilebilir.
(Nicholsan ve Yousif, 2003)

N a b
Ornek 4.13 K # 0 halka olmak iizere R = {(0 j ra,b,ce K} ist ticgen matris halkasi yar1
c

injektif degildir. Clinkii;

0 k
R ’nin ideali S = {(0 0) ke K} <R almrsa f:S — R  homomorfizmasi i¢in,

L

f
S—— R Bear Kriterinden dyle bir g : R — R homomorfizmasi bulunabilirki
g, = f veher AcsS icin f(A)=g(A)=BA olacak sekilde
i e
: B eR vardir.
L
R
0 k o
A= € S ig¢in,
00
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(63 3 5D 9
w3 0 o
(6366 26 6 212

oldugundan celiski bulunur. O halde R yar1 injektif degildir. Dolayisiyla injektif de degildir
(Lam, 1998).

Onerme 4.14 M bir modiil olmak iizere M *nin A—injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her v € Hom(E(A), E(M)) i¢in w(A) <M olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Ispat: (<) X <A ve ¢:X = M bir homomorfizma olsun. E(M) injektif oldugundan ¢,
w:A— E(M) homomorfizmasina genisletilebilir. Varsayim geregi w(A)<M oldugundan
w : A— M homomorfizmast ¢ ’ye genisler. O halde M modiili A-injektiftir.

(=) X={aeA:y(a)eM} olsun. X < A’dir. M modiilii A-injektif oldugundan v, bir

v:A— M homomorfizmasina genisletilebilir. M N (v—w)(A) =0 oldugu gosterilirse ispat
bitecekdir. m=(v—y)(a) olacak sekilde me M ve ac A alinsin. v ile ¥ homomorfizma
oldugundan m=v(a)—-w(a)’dir. Buradan w(a)=v(a)-meM olup ae X ’dir. Boylece
v(a)=w(a) olup m=v(a)-y(a)=w(a)—w(a) =0 bulunur. Dolayisiyla M n(v—-w)(A) =0
olur. M %E(M) oldugundan (v—y)(A) =0 elde edilir. O halde y(A)=v(A) <M ’dir. O

Sonug¢ 4.15 M bir modiil olmak iizere M ’nin yar1 injektif olmas1 igin gerek ve yeter kosul her

f eEnd (E(M)) igin f(M)<M olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Sonug¢ 4.16 Her modiiliin bir minimal yar1 injektif genislemesi vardir ve izomorfizma farkiyla

tektir (Mohamed ve Miiller, 1990).
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Sonuc¢ 4.17 A ve B birer modiil olsun. A modiilii B —injektif ve B modiilii A—injektif olmak
tizere E(A)=E(B) ise Az=B’dir. Gergekten de E(A) > E(B) izomorfizmast1 A— B

izomorfizmasina kisitlanir. Ayrica A ve B yari injektif modiillerdir (Mohamed ve Miiller,
1990).

Ispat: g:E(A) - E(B) izomorfizmas1 alinsin. B modiilii A—injektif oldugundan Onerme
(4.14) geregince g(A) < B ’dir. Benzer sekilde g™ : E(B) — E(A) izomorfizma ve A modiilii
B —injektif oldugundan g '(B)<A’dir. B=gg'(B)=9(g"(B))<g(A)<B olur.

g, A—>B bir izomorfizma olur. O halde A= B ’dir.

A modiilii B—injektif ve B = A oldugundan A modiilii A-injektiftir. Dolayisiyla A
yar1 injektif modiildiir. Benzer sekilde B ’nin yar1 injektif modiil oldugu gériiliir. o

Onerme 4.18 M, ® M, 'nin yar1 injektif modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul i, j =1,2 icin

M, nin M — injektif modiil olmasidir (Mohamed ve Miiller, 1990).

Sonug¢ 4.19 Bir modiiller ailesi i=1,2,...,n igin {Mi} olmak iizere @Mi ‘nin yar1 injektif

modiil olmast igin gerek ve yeter kosul j=1,2,...,n M;’nin M —injektif olmasidir (Mohamed

ve Miiller, 1990).

Onerme 4.20 M yari injektif modiil ise M *nin her dik toplanani yari injektif modiildiir

(Nicholsan ve Yousif, 2003).

Ispat: X <N olmak iizere M =N@®K ve B:X — N homomorfizmasi alinsmn. M yari
injektif modiil oldugundan S homomorfizmasi & :M — M homomorfizmasina genisler. Eger

7y M — N projeksiyon doniisiimii tanimlanirsa j = ma|, € End(N), f ’ya genisler. O halde

M ’nin dik toplanani olan N yar1 injektif modiildiir. o
Onerme 4.21 M yari injektif modiil olsun. E(M) = @I K, ise M = 69|(M N K;) ’dir (Nicholsan

ve Yousif, 2003).
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Ispat: Her k; € K, olmak iizere m=>k €M alinsin. K, iizerinde 7,: E(M) — K, c E(M)

i=1

projeksiyon doniisiimii tanimlanirsa k; € 7,(m) e 7,(M) < M olur. Boylece k. e M nK, ve

iel

M c ®(M nK,) dir. _@I(M NK;) <M oldugu agiktir. O halde M = _@I(M N K;) dir.

Tanmm 4.22 M ’nin injektif zarfi E(M) ve olmak iizere, f>=f esitligini saglayan

f e End(E(M)) igin f(M)<M oluyorsa M ’ye yar siireklidir denir (Dung vd., 1994).
Onerme 4.23 Her yar1 injektif modiil yar siireklidir.

Ispat: M yar injektif olsun. Sonug (4.15) geregince her f < End (E(M )) icin f(M)<M
olur. Boylece f?=f esitligini saglayan f e End(E(M)) i¢in f(M)<M oldugundan M

yar1 siireklidir.

Onerme (4.23)’iin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin; Z, modiilii yari siireklidir

fakat Ornek (4.4)’de goriildiigii iizere yari injektif degildir (Tercan ve Yiicel, 2015).

Onerme 4.24 M modiiliiniin injektif zarfi E(M) olsun. Asagidaki 6nermeler denktir.

i. M yar siireklidir.
ii. E(M)=E ®E,®---®E, iken M =(EnM)B(E,nM)D---®(E,nM) olur.
iii. EMM)=E, ®E, iken M =(E,nM)®(E, "M) olur.
iv.a) M CS modiildiir.
b) K,L%M ve KNL=0 ise K@L%M olur.
v. LM)=L®L,®---®L <M ise M=M,®M,D---®&M_,, oOyleki LiéMi olacak

seklinde M, <M (i=12,---,n+1) alt modiilleri vardir.
vi.L,LL<M ve LNnL, =0 ise M=M,®M,®M, oyleki LiéMi olacak sekilde
M, <M (i =12,3) alt modiilleri vardir.
vi, L,LL<M ve LnNL,=0 ise M=M,®M, oyleki L <M, olacak sekilde
M,,M, <M alt modiilleri vardir.

(Mohamed ve Miiller, 1990)
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Onerme 4.25 Her yar siirekli modiil CS modiildiir (Dung vd., 1994).

Ispat: M yari siirekli modiiliive N <M alt modiilii alismn. M *de N ’nin tiimleyeni L olsun.

Onerme (2.9.6) geregince N®L<M olup E(M) =E(N)® E(L) ’dir. Buradan Onerme (4.24)
geregince M =(M NnE(N))® (M nE(L)) olur. Dolayisiyla N<M N E(N)% M oldugundan

Onerme (2.10.2) geregince M CS modiildiir. o

Onerme (4.25)’in tersi her zaman dogru degildir. Ornegin; Z —modiil olarak Z®Z
modiilii CS modiildiir fakat yar siirekli degildir (Tercan ve Yiicel, 2015).

Sonug olarak; M injektif = M yar injektif = M yan siirekli = M CS gerektirmeleri

dogrudur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde injektif modiillerle ilgili calisma yapmak isteyen arastirmacilar ic¢in yol
gosterici olabilecek bilgiler yer almaktadir. Ayrica injektif modiillerin bir genellemesi olarak
bilinen CS modiiller ve temsil teori (representational theory) alaninda c¢alisma yapacak

arastirmacilar icin de tezdeki bilgiler faydali olacaktir.
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