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Birnbaum-Saunders dagilimi, su kalitesi, tarim, hava kirliligi, riizgar hiz1 gibi konular
ile isletme ve ekonomi, tip, miithendislik bilimleri, ¢evre bilimi gibi bircok alanda
kullanima sahip bir dagilimdir. Bu dagilim is diinyasinda o6zellikle makinelerin
dayanikliligin1 ve pargalarin yorulma veya bozulma omriinii modellemek igin tercih
edilmektedir. Bu nedenle, dagilim parametrelerinin etkin bir sekilde tahmin edilmesi
onemlidir. Birnbaum-Saunders dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in momentler
yontemi, uyarlanmis momentler yontemi, en ¢ok olabilirlik yontemi, robust yontemler
ve Bayes yontemi kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada amag, Birnbaum-Saunders dagiliminin parametrelerini tahmin etmek igin
bagvurulan yontemleri arastirmak ve Bayes yonteminin en ¢ok olabilirlik yontemine
kiyasla etkinligini saptamaktadir. Bu nedenle, simiilasyon programi yazilmis ve
Birnbaum-Saunders dagiliminin parametreleri hem klasik yontemle hem de Bayesci
yontemle tahmin edilmistir. Bu kapsamda, Birnbaum- Saunders dagiliminda iki
parametre icin farkli 6nsel dagilimlar kullanilarak, farkli kayip fonksiyonlar: altinda
Bayesci sonu¢ c¢ikarimina deginilmistir. Dagilimin parametrelerini tahmin ederken
kullanilan yontemleri karsilastirmak ic¢in hata kareler ortalamasi 0Ol¢iit olarak
kullanilmistir. Daha sonra literatiirde yer alan iki farkli gercek veri seti ¢alismaya dahil
edilmis ve parametrelere iligkin tahmin sonuclari elde edilmistir.
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Anahtar Kelime: Bayesci Yontem, Birnbaum-Saunders, Lindley Yaklagimi, Markov
Zinciri Monte Carlo, Metropolis Hastings algoritmasi,
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The Birnbaum-Saunders distribution is used in many fields such as water quality,
agriculture, air pollution, wind speed, business and economics, medicine, engineering
sciences, and environmental science. This distribution is preferred in the business
world, particularly to model the durability of machines and the fatigue or failure life of
components. Therefore, it is significant to estimate the distribution parameters
effectively. Moment method, adapted moment method, maximum likelihood method,
robust method and Bayesian method are used for the estimation of the parameters of the
Birnbaum-Saunders distribution.

The aim of this study is to investigate the methods which are used to estimate the
parameters of the Birnbaum-Saunders distribution and to determine the efficiency of the
Bayesian method compared to the maximum likelihood method. Therefore, a simulation
program is written and the parameters of the Birnbaum-Saunders distribution are
estimated by both the classical method and the Bayesian method. In this context,
Bayesian inference under different loss functions is mentioned by using different prior
distributions for two parameters in the Birnbaum-Saunders distribution. The mean
squared error is used as comparison criteria for the methods whic are used while
estimating the parameters of the distribution. Then, two different real data sets in the
literature are used in the study and estimation results are obtained.

June 2022, 65 pages

Key Words: Bayesian Approach, Birnbaum-Saunders, Lindley Approach, Markov
Chain Monte Carlo, Metropolis Hastings algorithm
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1. GIRIS

Birnbaum-Saunders dagilimi, adim1 Birnbaum ve Saunders tarafindan 1969 yilinda
yapilan c¢alisma ile alan siirekli bir olasilik dagilimidir. Bu dagilim ayni zamanda
yorgunluk omrii (fatigue life) dagilimi olarak da adlandirilir. Birnbaum-Saunders
dagilim ilk olarak makinelerde bulunan metalik pargalarin yiizeylerinde meydana gelen
catlaklarin veya kirilmalarin biiyiimesi sonucu olusan arizayr modellemek amaciyla

Onerilmistir.

Iki parametreli Birnbaum-Saunders dagilimi, bir yorulma catlag: biiyiimesi siirecinden
basarisizlik siiresini tamimlamak igin tiiretilmistir. Olgek parametresi ayni zamanda
dagilimin medyanidir. Dagilimin medyan1 i¢in ¢ikarimlar ¢ogunlukla en ¢ok olabilirlik

yontemine dayanir ve biiyiik 6rnek gereksinimlerine tabidir.

Birnbaum-Saunders dagilimi giiniimiizde, su kalitesi, tarim, hava kirliligi, riizgar hizi
gibi konular ile isletme ve ekonomi, miihendislik bilimleri, ¢evre bilimi ve tip bilimi
gibi farkli birgok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Birnbaum-Saunders dagilimi,
bu alanlarda yaygin olarak kullanilan diger yasam dagilimlari olan Weibull, LogNormal
ve Ters Gamma dagilimlarina alternatif olarak kullanilmaktadir. Birnbaum-Saunders
dagilimi ile ilgili bilimsel alanlarda en yaygin kullanilan gercek veri Birnbaum ve
Saunders (1969) makalesinde kullanilan ve saniyede 18 dongiide salinim yapan 6061-

T6 Aliiminyum kaliplarinin yorulma 6mri verileridir.

Klasik ve Bayes yaklagimlar1 kullanilarak Birnbaum-Saunders dagilimi iizerinde ¢esitli
aragtirmalar yapilmigtir. Birnbaum ve Saunders (1969) saniyede 18 dongiide salinim
yapan 6061-T6 Aliiminyum kaliplarinin yorulma 6mri ile, Desmond(1985), Birnbaum
Saunders dagilimina uygunluk gosteren biyolojik verileri ile, Pescim vd. (2014) fiber
kompozit malzemelerinde kullanilan karbon fiber iireten bir islemde bu fiberlerin
gerilme mukavemetleri ile, Mohammadi vd. (2017) Kanada’nin Ontaria eyaletindeki 10
istasyona ait riizgar verileri ile, Levia vd. (2009) Santiago sehrindeki hava kirletici
konsantrasyonu (SO;) verileri ile, Sha (2018) hizlandirilmis bir testte yaliim yagina

batirilmisg bir ¢ift disk elektrotun bozulma siiresi ile ilgili ¢alismalar yapmislardir.



Achcar (1993) yaptigi ¢alismada, 6l¢ek parametresinin bilinmedigi ve hem sekil hem
Ol¢ek parametresinin bilinmedigi iki farkli durum igin, en ¢ok olabilirlik yontemi ve
Bayesci tahmin yontemlerini kullanarak Birnbaum-Saunders dagilim parametrelerini
tahmin etmistir. Bayesci yontem ile parametre tahmini yaparken Onsel bilgi olarak
Jeffreys onselini almistir. Sonsal Dagilimi kullanarak parametre tahminlerini elde

ederken Laplace yontemi ve Simpson kuralini kullanmustir.

From ve Li (2006) yaptiklar1 ¢alismada, hem kompleks hem sansiirlii veriye dayanan iki
parametreli Birnbaum-Saunders dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin tahmini igin
istatistiksel ¢ikarimini ele almiglardir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde etmek
icin alternatif 4 farkli yontem 6nermislerdir. Elde ettikleri tahmin edicilerin hata kareler

ortalamalarini karsilastirmis ve sonuglari literatiirdeki verilere uygulamiglardir.

Xu ve Tang (2010) yaptiklari g¢alismada, hem sekil hem 6l¢ek parametresinin
bilinmedigi durum igin Bayesci tahmin yontemini kullanarak Birnbaum-Saunders
dagilim parametrelerini elde etmislerdir. Onsel dagilim olarak Jeffreys onselini
kullanmiglardir. Sonsal dagilimi kullanarak parametre tahmini yaparken Lindley
yaklagimi, Laplace yontemi ve Gibbs Ornekleme ydntemini kullanarak parametrelere
iliskin tahmin degerlerini elde etmis ve en ¢ok olabilirlik yontemi ile

karsilastirmislardir.

Wang vd. (2015) yaptiklar1 ¢alismada, Birnbaum-Saunders dagiliminin hem sekil hem
Olgek parametresinin bilinmedigi durum igin, en ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayesci
tahmin yontemlerini kullanarak Birnbaum-Saunders dagilim parametrelerini elde etmis
ve karsilastirmiglardir. Bayesci tahmin yOnteminde parametreler icin Ters Gamma
dagilimimi 6nsel bilgi olarak almislardir. Markov Zinciri Monte Carlo simiilasyonu ile
parametre tahminlerini standart sapma ve %90, %95 giiven araliklarina gore

karsilastirmis ve sonuglari gercek verilere uygulamislardir.

Mohammadi vd. (2017) yaptiklari ¢alismada, riizgar hiz1 ve riizgar giicii gibi verilerde
Birnbaum-Saunders ~ dagiliminin =~ yasam  dagilimlarina  alternatif  olarak
kullanilabilecegini gostermislerdir. Riizgar hizi verileri ile ortalama, maksimum,

varyans, carpiklik katsayis1 ve basiklik katsayisi arasindaki iligkiyi grafiksel ve



matematiksel olarak gostermiglerdir. Birnbaum-Saunders dagiliminin parametrelerini en
¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin etmislerdir. Gergek veri ¢alismasinda ise Weibull,
Ters Gamma, Rayleigh gibi yasam dagilimlari ile Birnbaum-Saunders dagiliminin
parametrelerini en ¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin etmis ve modelleri Akaike Bilgi
Kriteri, Bayesci Bilgi Kriteri, agiklama oran1 ve hata kareler ortalamasi kriterlerine gore

karsilagtirmiglardir.

Balakrishnan ve Kundu (2018) yaptiklar1 ¢alismada, Birnbaum-Saunders dagiliminin
parametrelerini en ¢ok olabilirlik yontemi, robust tahmin yontemleri, momentler ve
uyarlanmig momentler yontemlerini kullanarak tahmin etmisler, parametrelerin tahmin
edicilerini teorik olarak elde etmislerdir. Birnbaum-Saunders dagiliminin 6lgek
parametresini medyan olarak almiglar ve daha sonra doniistimler ile sekil parametresinin
tahminini bulacak sekilde yeni bir tahmin edici elde etmislerdir. Tahmin edici

yontemlerini karsilastirmak i¢in standart sapma ve giiven araliklarini kullanmislardir.

Pedroso vd. (2021) yaptiklar1 ¢aligmada, sirali kiime 6rneklemesini kullanarak en ¢ok
olabilirlik yontemi, Anderson Darling yontemi, momentler ve uyarlanmis momentler
tahmin yontemleri ile Birnbaum-Saunders dagilimmin parametrelerini tahmin etmis ve
karsilastirmiglardir. Monte Carlo simiilasyonu ile tahminlerin yan, hata kareler
ortalamasi ve integral kare hata ortalamalarim1 karsilagtirmis ve sonuglart literatiirdeki

verilere uygulamiglardir.

Costa vd. (2021) yaptiklar1 ¢alismada, hata kareler, karesel, Linex ve entropi kayip
fonksiyonlar1 altinda, Ters Gamma dagilimini 6nsel dagilim olarak belirleyerek,
Birnbaum-Saunders dagilimina ait 6lgek parametresinin Bayes tahmin edicisinin genel

yapilarinm elde etmislerdir.

Lu wvd. (2022) yaptiklar1 ¢alismada, Birnbaum-Saunders dagiliminin 6lgek
parametresinin medyan oldugu varsayimini kullanarak, sekil parametresinin bilindigi ve
bilinmedigi durumlarda medyana bagli olarak en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini teorik
olarak elde etmislerdir. Monte Carlo simiilasyonu ile tahminlerin giliven araliklarini

karsilastirmis ve sonuglari literatiirdeki verilere uygulamiglardir.



Calismanin geri kalan kismi su sekilde organize edilmistir: 2. Boliimde Birnbaum-
Saunders dagilimi ile ilgili genel bilgiler verilmistir. 3. Boliimde Birnbaum- Saunders
dagilimmin parametrelerinin tahmini i¢in kullanilan yontemler (momentler yontemi,
uyarlanmis momentler yontemi, en c¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes yoOntemi)
anlatilmistir. 4. Bolimde Bayesci tahmin yOnteminde sonu¢ ¢ikariminda kullanilan
Lindley yaklasimi ve Markov Zinciri Monte Carlo yontemlerinin algoritmalari
verilmistir. 5. Bolim uygulama ¢alismalarina ayrilmistir. Bu boliimde ilk olarak
Birnbaum-Saunders dagilimindan veri tiireterek simiilasyon g¢alismalar1 yapilmis, daha
sonra literatiirde yer alan gergek veriler kullanilarak sonug¢ ¢ikarimina gidilmistir. Son

boliimde, ¢alisma ile elde edilen sonuglar tartisilmistir.



2. BIRNBAUM-SAUNDERS DAGILIMI

Birnbaum-Saunders dagilimi, pozitif deger alan verileri modellemek i¢in kullanilan
asimetrik ve pozitif (saga) carpik bir dagilimdir. Genel olarak, o sekil ve B 6l¢ek

parametresi olmak tizere iki parametreli bir dagilimdir.

T~BS(a,p) dagilimma sahip bir rasgele degisken olmak f{izere olasilik yogunluk

fonksiyonu,

feta ) = s |0 + () |owf- (G +2-2)), >0 @m0 @

dagilim fonksiyonu,

F(tla,B) = @ (i [(é) a (f)l) £>0, a,f >0 )

bi¢imindedir. Burada, ® standart Normal dagilimin dagilim fonksiyonudur. Birnbaum-

Saunders dagilimimin beklenen deger ve varyansi,

E(T) = f(1+5a?) 3)
Var(T) = (af)? (1 + %az) (4)

bi¢imindedir (Wang vd., 2016 ve Mohammadi vd., 2017). Carpiklik katsayisi § ve
basiklik katsayis1 ¢ sirasiyla,

443 424a 558a*+240a?
=" p=3+>""2 (5)
(5a2+4)3/2 (5a2+4)2

bigimindedir (Balakrishnan ve Kundu, 2018).

T~BS(a, ) dagilimia sahip bir rasgele degisken olmak iizere bu degiskene ait bazi

ozellikler



L (3) <\/%—\/§>~N(0,1),

2. CT ~BS(a,CB), C > 0 ve
3. 1/T~BS(a, 1/B)

bigiminde verilebilir. Ozellik (3) kullanilarak 1/T” ye iliskin beklenen deger ve varyans,

ET™) =p"(1+5a?) (6)

Var(T™1) = a?p 2 (1 + %az) @)
bi¢iminde elde edilir (Balakrishnan ve Kundu, 2018).

Sekil parametresi () sabit tutulup, dlgek parametresi () nin farkli degerler aldig:

durumda Birnbaum-Saunders dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi
sekil 2.1 deki gibidir.

Birnbaum-Saunders Probability Density Function

1.4
o=13=05
ol o=1,3=09
o=14=1.3
— =1 ,p=1.9

Sekil 2.1 Sekil parametresi a’nin degeri sabit iken farkli f°nin degerleri i¢in Olasilik

Yogunluk Fonksiyonlar1



Sekil 2.1’e bakildiginda, a sekil parametresinin sabit oldugu durumda B Olgek
parametresinin  degerleri arttikca olasilik  yogunluk fonksiyonunun grafiginin

carpikliginin arttig1 goriilmektedir.
Ayni sekilde, B Olgek parametresi sabit, @ sekil parametresinin farkli degerler aldigi

durumda Birnbaum-Saunders dagilimmnin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigi
sekil 2.2 deki gibidir.

Birnbaum-Saunders Probability Density Function

1.5

o=0.5 p=1
o=0.9 p=1
a=1.3 p=1
— =1.9,p=1

Sekil 2.2 Olgek parametresi B°nin degeri sabit iken farkli a degerleri igin Olasilik

Yogunluk Fonksiyonlari

Sekil 2.2° ye baktigimizda, § parametresinin sabit oldugu durumda a parametresinin
degerleri arttikca olasilik yogunluk fonksiyonu grafiginin basikligmin arttig

gorilmektedir



3. IKi PARAMETRELI BIRNBAUM-SAUNDERS DAGILIMINDA
PARAMETRE TAHMINi

Glinlimiizde bozulma oranlar1 ile iliskili verilerin analizinde sik¢a kullanilan
Birnbaum-Saunders dagilimi, genellikle iki parametreli model ile ifade edilir.
Birnbaum-Saunders dagilimimin parametrelerini tahmin etmek igin cesitli yontemler
kullanilabilir. Bu yontemlerden; momentler yontemi, uyarlanmis momentler yontemi,

en ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes yontemi en sik kullanilanlar arasindadir.

3.1 Momentler Yontemi

Momentler tahmin edicileri kitle momentlerinin hesaplanarak érneklem momentlerine
esitlenmesi ile bulunmaktadir. Parametrelerin momentler tahmin edicilerini
bulabilmek i¢in Once kitle momentlerinin var olmast gerekmektedir. T;,T5, ..., T,
olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(t|8) olan kitleden alinan bir 6rneklem olsun.

6 = (04,0,,...,6,)" olmak lizere, kitle momentleri bu parametrelere baghdir. Yani,

s =1,23, .., k igin Eg(T*) = g,(6) kitle momentleri ve

—1lyn _1 2 _1 3 _lgn 5k
my = Niea Toy My = 200 T my = X T, mye = 22004 T (8)

orneklem momentleri hesaplanir (Akdi, 2011).
Birnbaum- Saunders Dagiliminin parametreleri a ve f’nin momentler tahmin
edicileri, sirasiyla 6rneklem ortalamasinin kitle ortalamasina ve 6rneklem varyansinin

kitle varyansina esitlenmesi ile elde edilir. Orneklem ortalamasi s ve orneklem

varyansi v ile gosterilmek iizere a ve ’nin momentler tahmin edicileri,
s=p (1 +%a2), v = (af)? (1 +2a2)
esitlikleri kullanilarak elde edilir. Buna gére, a’nin momentler tahmin edicisi

a*(5s2 —v) +4a%(s?—4)—4v =0 9)



lineer olmayan denkleminin kokiidiir. Denklem (9) ile verilen lineer olmayan
denklemin kokleri elde edilmek istendiginde, koklerin 6rneklem degisim katsayisinin
V5’ten kii¢iik oldugu durumlarda mevcut oldugu gorilir. Bu durumda a’nin

momentler tahmin edicisi,

1/2
~ _ [-2(s?-4)+2y/(s?-4)2+v(552—v)
a= [ (552-v) J (10)
bigiminde elde edilir. f’nin momentler tahmin edicisi ise
5 2s
b= (11)

olarak bulunur. Orneklem degisim katsayisinin v/5’ten bityiik oldugu durumlarda

a’nin momentler tahmin edicisi elde edilemez (Balakrishnan ve Kundu, 2018).

3.2 Uyarlanmis Momentler Yontemi

Ng vd. (2003) yaptiklar1 calisma ile denklem (3) ve denklem (6)’y:1 kullanarak
uyarlanmig yeni bir momentler tahmin edicisi 6nermislerdir. Birnbaum-Saunders
dagilimimin parametrelerine ait uyarlanmis momentler tahmin edicilerini bulabilmek

icin. Orneklem aritmetik ortalamasi (s) ve Orneklem harmonik ortalamasi (r)’yi

sirastyla denklem (3) ve denklem (6)’ya esitlemislerdir. Buna gore
— 1.2 -1 _ p-1 1 2
S—,B(1+;a ),r = (1+Ea) (12)

olmak tizere (9) ile verilen denklemi kullanarak a ve f’nin uyarlanmis momentler

tahmin edicilerini,

Q= {2 [(i); ~1 l} ve fi = (sr)1/? (13)



biciminde elde etmislerdir. Balakrishnan ve Kundu, (2018) yaptiklar1 ¢aligmada
uyarlanmis momentler tahmin edicilerinin 6nemli 6zelliginin, momentler tahmin
edicilerinin aksine her zaman var olmalar1 ve daha agik formlara sahip olmalari

oldugunu sdylemisler ve @ ve ’nim asimptotik ortak dagiliminin,

(3)-v

O (F e |
2, ap)? [ 1+ % a? (14)
e <<1+é>)a2>2>/J

bigiminde iki boyutlu Normal dagilima sahip oldugunu ifade etmislerdir.

Ng vd. (2003) yaptiklart g¢alisma ile kapsamli bir Monte Carlo simiilasyon
calismasinin sonuglarma dayanarak en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin ve
Uyarlanmig Momentler tahmin edicilerinin hem yanlililk hem de hata kareler
ortalamasi agisindan ozellikle kiigiik a degerleri icin ¢ok benzer sekilde performans
gosterdigini gozlemlemislerdir. Uyarlanmis momentler tahmin edicilerinin sapma
modellerini incelediklerinde, sapma i¢in tam olarak asagidaki formiillerin gegerli
oldugunu bulmuslardir
o2

Bias(@) = —%, Bias (/3) ~—. (15)

4an

3.3 En Cok Olabilirlik Yontemi
En ¢ok olabilirlik yontemi, tahmin edicileri elde etmede kullanilan yontemler arasinda
en popiler olan yontemdir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin en 6nemli

ozelliklerinden biri, asimptotik olarak yansiz ve minimum varyansli olmasidir.

Ty, T, ..., T, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(t|€) olan kitleden alinan bir 6rneklem

olmak tizere, 6’nin olabilirlik fonksiyonu,
n
LOITy Ty, To) = (T3 T Tol0) = | | £(T116)
1=

10



bicimindedir. Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger (6rneklemin bir
fonskiyonu), 6’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olarak bulunur. Yani 6’nin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisi,

é\(Tlr TZ; L] Tn) = maX@E@ L(HlTl' TZI LLLR] Tn) (16)

dir. Genellikle olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi yerine fonksiyonun

logaritmasi alinarak maksimize edilir. Bu fonksiyon,
2(0|Ty, Ty, ..., Ty) = log(L(O|Ty, Ty, ..., Ty)) (17)

bi¢cimindedir. Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan degeri bulabilmek icin

parametreye gore birinci tiirev alinip sifira esitlenir

dlog(L(6|TyTy,...Tn)) _
- = 0. (18)

Denklem (18) ile elde edilen degerin maksimum oldugunu gostermek i¢in parametreye

gore ikinci tiirev alinir ve bu tiirev sonucunun sifirdan kiigiik olmas1 gerekir. Yani

02 1og(L(OIT, T,...Ty)
002 <0 (19)

olmalidir.

Birnbaum-Saunders dagilimmin sekil ve 6lgek parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri ilk olarak Birnbaum ve Saunders (1969) tarafindan ele alinmig, tahmin
edicilerin asimptotik dagilimlart Engelhardt vd. (1981) tarafindan yapilan ¢alisma ile

elde edilmistir.

T, iki parametreli Birnbaum-Saunders dagilimina sahip bir rasgele degisken olmak

tizere olasilik yogunluk fonksiyonunun,

11



1 3

e

a,B>0
biciminde oldugu daha 6nce ifade edilmisti.

T, Ty, ..., T, iki parametreli Birnbaum-Saunders dagilimindan alinan n birimlik

rasgele bir 6rneklem olmak tizere olabilirlik fonksiyonu,

Tll Tz, ...,Tn "’BS(“, B)

S
I
w

L(a,Blty, ty, .y ty) = | ﬁ (g)z + (g)i exp {—Tiz(% + tﬁl — 2)}

LY L L7, Rl
:<\/T_n) )" gn L1 Bzt 2 (t;+ ) eXp{_ZTcZ;<E+E_2)}
zzin(zysn/za_lnﬁi/z [H?=1ti_% (ti+ﬁ)]exp{—2i2 n (B+E_ )}

(20)

bigiminde olur. Denklem (20) de elde edilen olabilirlik fonksiyonunun dogal

logaritmasi alindiginda,

InL = — g In(2n) —nin(2) —nin(a) — g In(B) — ; R, Int) + X, In(t; + B)

—Lyn (B+ﬁ—2) 1)

2a2

elde edilir. Denklem (21)’in a’ya gore kismi tiirevi alinip sifira esitlendiginde;

(R i)

i=1
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B2 _siia, psiiect
2 _ i — Zi=1 l+ i=1"%i -2 (22)

n np n

n -1
Zi:l ti

olur. Burada, s = ve k =

Yiati .. . . .
%‘ olmak iizere sirasiyla 6rneklem aritmetik ve

harmonik ortalamasidir (Mohammadi vd., 2017). Buna gére, @ parametresinin en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisi

1/2

D
Il
N
%]
+
=)
|
N
—

(23)

olarak elde edilir.

B parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi 8’y1 belirlemek icin (21) esitliginin

B’ya gore kismi tiirevi alinip sifira esitlenmelidir. Buna gore,

gk _ _n yn 1 1 (yn (2t 1))_
B 2[5'+ =1 (¢, 48) 2a2( l=1(ﬁ2+ti))_0 (24)

olup B’ya gore lineer olmayan bu denklemin ¢oziimii igin iteratif yontemler
kullanilabilir.  Newton-Raphson yontemi bu yoOntemlerden yaygin olarak
kullanilanlarindan bir tanesidir. Burada, parametreleri en ¢ok olabilirlik yontemiyle
tahmin etmek i¢in Newton-Raphson yonteminin ¢ok degiskenli durumu kullanilmustir.

Buna gore ¢oziimler agsagida verildigi gibi elde edilmistir.

il n o~ -1 1 [~ 2t
ap? =2_ﬁ2+i=1(ti+ﬁ)2_2a2<z(ﬁ>>

d?InL 1
dfda a3




olmak {izere birinci tiirevler i¢in f vektor,

2oy £-2)

f= _t.
—%+Z?=1 @ }_ﬁ) _2312( ?=1(ﬁ_£l+tli>)

ve ikinci tlirevlerin yer aldig1 Hessian matrisi,

L-A(D6E-)  FX D)

. =

H — =1

S2GE) e ®)

dir. Buna gore, a Ve [ i¢in ayVe [, baslangi¢ degerleri ile baslanip asagidaki adimlar
(“i) y (“i—l) g1 <f(ai—1'ﬁi—1)>
B Bi-1 flai1,Bi-1))

secilen durdurma kurali gergeklesinceye kadar tekrar edilir. Boylece,a ve f
parametrelerinin en c¢ok olabilirlik tahmin edicileri olan & ve £ elde edilmis olur.
Biiyiik 6rneklem durumunda, yani n — oo iken en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin

dagilimlarinin asimptotik Normal dagilim oldugu bilinmektedir.

Engelhardt vd. (1981) yaptiklar1 ¢alisma ile Birnbaum-Saunders dagiliminin diizenli

bir dagilim ailesinden geldigini ve Fisher bilgi matrisinin,

2 0
1@ p) ="
o g+ ()
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2n
— 0

- ‘[ n . ]
[0 <1+a(27r) 2 (06)>J

a?f?
bi¢iminde oldugunu gostermislerdir. Burada,

2

h(a) = a\/n/2 — mea?[1 — ®(2/a)]

dir.  Fisher Bilgi Matrisinin tersi, asimptotik varyans-kovaryans matrisidir ve
hesaplanmas1 EK-2 ile verilmistir. Hesaplamalar sonucunda & ve #’nin ortak olasilik

dagiliminin,

(%)’VN (Z) Zg B2 (25)

n(0.25+a2+I(a))

iki degiskenli Normal dagilim oldugunu géstermislerdir. Burada,

o)

(@) = 2 fo {(1 +glad)) - %}2 do(t)

ve

2 o\ 1/2
Y Y
9g) + 5 +y < + 4>
dir. @ ve f’nin asimptotik olarak bagimsiz oldugunu belirtmek ilgingtir. a icin
asimptotik bir giiven araligi denklem (25)’ten kolayca elde edilebilir ve belirli bir a
igin £’nin asimptotik giiven araliklarin1 da denklem (25) kullanilarak elde edilebilir
(Engelhardt vd., 1981). Buna gore, @ ve [ parametrelerine iliskin %100 (1 — «)

giiven araligi,

at Za/2 %
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A p?
FE Za/z\/n(O.ZS +a2+1(a))

ile verilir. Burada, z,/, ile Standart Normal dagilimin a/2. ci yiizdeligine karsilik

gelen iist sinir noktasi ifade edilmistir.
3.4 Bayesci Tahmin Yontemi

Birnbaum-Saunders dagiliminin parametrelerinin - Bayesci  yontemle tahminine

gecmeden Once Bayesci yontemin genel hali verilecektir.

Istatistik biliminde temel olarak iki farkli felsefi yaklasim s6z konusudur. Bunlardan
birincisi, klasik veya frekans¢i yaklagim digeri ise Bayesci yaklasimdir. Bayesci
yaklasim, Thomas Bayes tarafindan 1763’de ortaya atilan ve matematiksel istatistigin

onemli bir teoremi olan Bayes teoremine dayanir.

Bayesci sonug ¢ikariminda, p(t|8) olasilik (yogunluk) fonksiyonu ile tanimli modelde
yer alan @ parametresi t = tq, t, ..., t,, gozlemleri kullanilarak tahmin edilmek istenir.
Bu yaklagimda 6 parametresi kendine ait dagilimi olan bir rasgele degisken olarak
diisiiniiliir. Bayesci sonu¢ ¢ikariminda, parametreye iliskin bu dagilim onsel dagilim
olarak bilinir. Bu 6nsel dagilim ve verilen veri bilgisi kullanilarak parametreye ait son
dagilim olan sonsal dagilim elde edilir. Bu ¢ikarimda, parametreye iliskin tim bilgi bu
sonsal dagilim ile elde edilir. Buna gore Bayesci sonu¢ ¢ikariminda ilk olarak 6
parametresi i¢in bir 6nsel dagilim (I1(6)) segilir. Daha sonra, g6zlemlenen y degerleri
icin L(6]|t) olabilirlik fonksiyonu belirlenir. Son asamada, onsel dagilim bilgisi ve
olabilirlik giincellenerek p(0|t) sonsal dagilimi elde edilir. 6, igin elde edilecek tiim

istatistiksel sonug ¢ikarimlart bu sonsal dagilim kullanilarak yapilir.

Bahsedilen adimlar Bayes teoremi kullanilarak,

_p@n _ LOIYn®) _ _ LOIOT(6)

IG) p(t)  JLOI)N(O)do (26)

p(6]t)
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ile ifade edilebilir,

Burada, paydadaki [ L(6|t)t(68)d6 ifadesi sonsal dagilimin normallestirme sabitidir.
p(t) marjinal dagilimi bir integral olup sonlu degerler aldig siirece Sonsal dagilim

hakkinda herhangi bir ek bilgi igermez. Buna gore p(6]t),
p(8lt) < L(0]t)m(P) (27)

bigiminde orantisal olarak yazilabilir. Sonug olarak, Bayesci sonug¢ ¢ikarimi var olan

bilginin yeni bilgi ile giincellenmesidir.

Burada anlatilanlar kisaca su sekilde 6zetlenebilir, 6nsel dagilim veriyi analiz etmeden
once parametre hakkinda kesin olmayan bilgileri iceren olasilik dagilimidir. Onsel
dagilim ile olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi orantisal olarak sonsal dagilimi verir.
Elde edilen, sonsal dagilim kullanilarak parametreye iliskin istenilen ¢ikarimlar

yapilabilir.

Bayesci yaklasimda parametreler i¢in 6nsel dagilimi belirlemek en énemli sorunlardan
biridir. Temel olarak 6nsel dagilimlar, bilgi vermeyen ve bilgi veren 6nsel dagilimlar
olmak tiizere iki gruba ayrilir. Bayesci sonu¢ cikariminda, Onsel dagilim analize
baslamadan 6nce parametreye iliskin sahip olunan bilgi g6z oniine alinarak arastirmaci
tarafindan secilir. Parametreye iliskin Onsel bir bilginin olmadigi veya gozlem
sayisinin ¢ok ve parametre sayisinin az oldugu durumlarda, veriden gelen bilgi daha
baskin olacagindan bilgi vermeyen 6nsel dagilim kullanilabilir. Parametrelere iliskin
daha once yapilmis ¢alismalardan elde edilen bilgi, ge¢miste elde edilen deneyimler
veya mevcut bilgi ile birlestirilebilen uzman goriislerine uygun Onsel dagilimlar
kullanildiginda bilgi veren onsel dagilim kullanilmis olur ve bu durumlarda Bayesci

yontemin giicii artar.

0, 0 parametresinin tahmin edicisi olmak iizere L(Q, @) kayip fonksiyonu goz Oniine

alinsin. Kayip fonksiyonu, 6 ile  arasindaki farki géz éniine alan bir cezalandirma
fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Literatiirde tanimli olan ¢ok farkli yapida kayip

fonksiyonu vardir. Bayesci sonug¢ ¢ikariminda amag, beklenen kaybi minimize
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etmektir. Beklenen kayip risk olarak ifade edilir. Amag, parametre tahmini yaparken
riski minimize etmektir. Aslinda, bir optimizasyon problemi vardir. Risk fonksiyonu
kayip fonksiyonunun beklenen degeridir ve Bayesci sonu¢ ¢ikariminda bu beklenen
deger daha Once de ifade edildigi gibi sonsal dagilim kullanilarak hesaplanir. En ¢ok

kullanilan kayip fonksiyonu hata kareler kayip fonksiyonudur ve
L(6,6)=(0-8)"

ile tanimlidir. Sonsal dagilim kullanilarak beklenen kayip,
~ ~ ~\2
E(L(6.8)) = R(6,0) = f(e —0)°n(6lt)do

ile ifade edilir. Amag¢ bu kaybi minimum yapacak sekildeki & tahmin edicisini
belirlemektir. 8 parametresinin hata kareler kayip fonksiyonu altindaki Bayes tahmin
edicisi sonsal dagilimin beklenen degeridir. 85z ile 6 ’nin hata kareler kayip

fonksiyonu altinda tahmin edicisi gosterilmek iizere;

Bserr = E(O]8) (28)
bi¢iminde elde edilir.
3.4.1 Farkh kayip fonksiyonlar: altinda Bayes tahmin edicileri
Calismamiz kapsaminda literatiirde yer alan baz1 kayip fonksiyonlar1 incelenmistir.
3.4.1.1 Genellestirilmis Entropi kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicisi

T rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f (t, 8) ve 8 dagilimin parametresi

olsun. Genellestirilmis Entropi Kayip fonksiyonu,

1(8,6) « (%)

f 6
_len<5>_1’ k+0
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bi¢iminde verilir. 8, 6°nin genellestirilmis entropi kayip fonksiyonu altinda tahmin

edicisi gosterilmek iizere;

Bex = (E(0110) (29)

bigiminde verilir. Denklem (28)’de k degeri simetrinin bilyiikliigiinii ve derecesini
yansitmaktadir (Fuad, 2021).

3.4.1.2 Linex kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicisi

Asimetrik bir fonksiyon olan Linex kayip fonksiyonu,
L(6,0) xbx[eX0=®) —q(6—-8)—1], b>0, a#0

bigiminde ifade edilir. 8,iygx, 8 *nin Linex kayip fonksiyonu altinda tahmin edicisi

olmak tizere;

Buinex = — 7 InE(e™0|t) (30)

bi¢ciminde verilir. Denklem (29)’da k degeri simetrinin biiyiikliigiinii ve derecesini

yansitmaktadir (Ahmadi vd., 2005).

3.4.1.3 Agirhklandirilmis Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin

edicisi
Agirliklandirilmis Hata kareler kayip fonksiyonu,

(6-6)

U6.0) =5a =5

bigiminde ifade edilir. Bysg r, 6 "mn agirliklandirlmis hata kareler kayip fonksiyonu

altinda tahmin edicisi olmak tizere;
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o -1
OwseLr = (E (9_1|t)) (31)
bi¢iminde tanimlanir (Sun ve Tian, 2014).

Bu agiklamalarin 15181 altinda artik Birnbaum-Saunders dagiliminin parametreleri i¢in

Bayesci sonug ¢ikarimina gegilebilir.
3.4.2 a ve B parametreleri icin Bayesci tahmin
3.4.2.1 Sekil parametresi a’nin bilinmedigi durumda Bayesci tahmin
Bu kisimda, 6lgek parametresi B biliniyor olsun. b parametreli Ustel dagilim, sekil
parametresi a i¢in 6nsel dagilim olarak alinsin. Buna gore, a sekil parametresine ait
onsel olasilik yogunluk fonksiyonu,

n(alb) = be™b¢ a>0 (32)

bi¢imindedir. Birnbaum-Saunders dagiliminin olabilirlik fonksiyonu,

L@ B) = 57 G s [Tes 72 (ot )] exp (= 31 (5 +£ — 2))

(33)

bigiminde verilmistir. Bayes tahmin edicisini elde edebilmek igin Oncelikle onsel

olasilik yogunluk fonksiyonu ile olabilirlik fonksiyonu ¢arpilmalidir. Buradan,

P(t,a) = n(t|a) X L(t,a,B)

=bere Lo L LT 67 o+ ) exp{— 25w (B4 £-2)}

(34)
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olup daha sonra sekil parametresi a’ya goére integral alinarak t’nin marjinali elde

edilir. Buna gore,

f(ty, ty, o ty) =ff(a,ﬁ’,t1,t2,...,tn) da

=b21nmfowaln;%e_b“[ a -2(t +,8)]exp{ — {‘=1(%+tﬁi—2)}da

(35)

bigiminde yazilir. Son adimda da bunlar birbirine oranlanarak sekil parametresi i¢in

sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(altl' t2' "'rt '.8)

be~b¢ 2i 2 1)n/2 % 'Br}/z [H?=1 ti_% (t; +,3)] exp {—% X (F ﬁ - 2)}

b21" (2711)11/2 [ ;nﬁln ‘4 [H 4 E (& +ﬁ)] exp{ 2a7 2i- ( - 2>}

A TR AT
vt Tho (2

-b
€ aan Bn/z [Hl 1ti 2 (t:+8)

f(altlf t2, LA tnl ,B) = (36)

Iy e —ba[n? 672 )
B2

bi¢iminde elde edilir.

« parametresinin Bayes tahmin edicisi, karesel kayip fonksiyonu altinda, bu dagilimin

beklenen degeridir. Buna gore,

ool 5 T (144-2)

exp{ 7 Die 1( +£—2)}da

e~ba_l_ [l‘[l 1t 2 (t-+ﬁ)

an—1 ﬁn/z

da

a = E(a'tl,tz;---;tn) = fooo

fo om 1ne-b“[nl 67E )

(37)

bi¢iminde elde edilir. Goriildiigii tizere parametre i¢in Bayes tahmin edicisinin kapali
formu bulunamamistir. Bu tiir integrallerin ¢6ziimii i¢in niimerik hesaplama

yontemleri kullanilabilir. Fakat, bu yontemlerle sonuc¢ elde edilmek istendiginde
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biiyiik hatalarla ve 6rneklem duyarliligi ile karsilasilir. Bunun yerine, bu gibi durumlar
icin gelistirilen simiilasyon tabanli drnekleme yontemlerini uygulamak daha uygun
olacaktir. Bu c¢alismada, daha sonraki boliimlerde anlatilacak Metropolis Hastings

algoritmasi kullanilarak sonug ¢ikarimi yapilmistir.

3.4.2.2 Jeffreys onsel bilgisi kullamlarak Birnbaum-Saunders dagilim

parametreleri icin Bayesci tahmin

Bu baslik altinda, a ve [ parametreleri i¢in bilgi vermeyen 6nsel dagilim kullanilarak
sonu¢ c¢ikarimi yapilmistir. ¢ ve [ parametrelerinin birbirinden bagimsiz oldugu

varsayimi altinda Jeffreys onsel olasilik yogunluk fonksiyonu,
n(tla, ) <z, @B >0 (38)

olarak alinabilir. Birnbaum-Saunders dagiliminin olabilirlik fonksiyonu denklem

(20)°de,

Lt @) = o ooz s [T 672 e+ )] exp = o5 T, (442 - 2))

an B
(39)

olarak bulunmustur. Bayes tahmin edicisini bulmak icin 6ncelikle onsel olasilik

yogunluk fonksiyonu ile olabilirlik fonksiyonu ¢arpilir.

P(t a,B) = n(tla, B) X L(t,a, B)

_11111”_; 1~ B
_@Z_n 22 E'Bn/z [Hfi (t;+B) exp{_ﬁZ(E+t_i_2>}

i=1

= & g [Tt oo 3 (£ - 2)

+1

(40)
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a ve [ parametreleri igin ortak sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu, denklem (40)’1n

denklem (26)’da yerine yazilmasi ile,

f(a,Bit)
2i (zﬂl)n/z an+1 T [H =1L 2 (t + ﬁ)] { Tiz i (% + tﬁl — 2)}
f fo o (27T1)n/z an+1 T [H ti_% (t; + ﬁ)] exp{ % X (% + tﬁl - 2)} da dp

ﬁﬁ[ =it 2('f +8) exp{ SoZ Si= 1(5‘ E—Z)}
flapit) = ————= (41)

o Jo an+1 n [Hl 1 i 2(t +8) exp{ a2 Z (EL %—2)}(10! ag
gzt

bigiminde elde edilir. a parametresine iliskin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

filalt) = [” f (a, Bt) dB

1 1 Yy, 3 1 «n (ti
riEs! BEH i=1ti 2(t;+pB)|exp 342 Yi=1
2

=
+
S
|
[\]
N—
N’

dp
—[ 1 n -3 1 n (ti, B
N anﬂ ﬁ%‘” [l‘[i=1ti 2 (¢ +ﬁ’)] exp{—rxz Zi=1(ﬁ+t—i—2)}da dp
ve [§ parametresine iliskin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
fB10) = J; f(a,Blt) da
1 1 i ﬁ_
e pfos|on (52 -2)
- fo o 1 1 [ da

1t 2(t +,8)]exp{ 2 N 1(t— E—Z)}dadﬁ

Jo fo WF

‘m

biciminde elde edilir. Karesel kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicileri daha

once ifade edildigi gibi bu dagilimlarin beklenen degerleri olacaktir. Buna gore,

beklenen degerler,

= E(alty, ty ., ty) =

exo{-z T (42))

exp{ 2z rh 1(ﬂ+tﬁ—2)}d0{ dp

an g [Hl 1ti Z(t +5)

I,

dp da
fo fo a”+1 ﬁ7211+1

[ it 2 t+B)
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ve
B = EBlty, ty, .., t,) =

a,n+1 n[l_[l 1t Z(t +ﬁ)]exp 242 T 1(ﬁ t 2)}

[ee] [e¢]
fO fO J-oo J.oo 1
0 J0 gntl /}%+1

dad 42
exp{ 222 (+E—Z)}dadﬁ ¢ B ( )

[ Tt 2 t+p)

olarak elde edilir. Denklem (42)’ de goriildiigii gibi parametrelere iligkin Bayes tahmin
edicisinin kapali formunu elde etmek miimkiin degildir. Boliim 3.4.2.1° de bahsedilen

yontemler ile parametrelere iliskin sonug ¢ikarimi yapilacaktir.

3.4.2.3 Ustel dagihm o6nsel bilgisi kullamlarak Birnbaum-Saunders dagilim

parametreleri icin Bayesci tahmin

Bu kistmda, @ ve f parametreleri i¢in onsel dagilim olarak Ustel dagilim alinarak
sonu¢ c¢ikarimi yapilmistir. ¢ ve [ parametrelerinin birbirinden bagimsiz oldugu

varsayimi altinda onsel olasilik yogunluk fonksiyonlari,

m(alc) =ce ™%, a>0

m,(B|b) = be PP, B >0 (43)

olarak almmustir. Birnbaum-Saunders dagiliminin olabilirlik fonksiyonu denklem
(20)’de,

1 1 1 1 3 1 ti B
L(a,Blty by s tn) = 35 e o gz [H?=1 t; 2 (6 + ﬁ)] exp {_ﬁ i=1 (E to T 2)}

(44)

olarak bulunmustu. Bayes tahmin edicisini bulmak i¢in oncelikle 6nsel olasilik

yogunluk fonksiyonu ile olabilirlik fonksiyonu ¢arpilir.

f(a, ﬁ’ t1’t2' ""tn) = T[l((ZlC) X T[Z(.Blb) X L(C(,,Bltl,tz, Ty tn)
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pcapgop L1 11 3
= ce™be ™ o T nti 2 (t,

i=1
+ ) exp{—zi Z( +——2)}
i=1
= che~(ca+bp) Zln (27;“/2 = []‘[? 1t 2 (t + ﬁ’)] exp {—— Di= ( + E - )}

(45)

Daha sonra t’nin marjinali

f(tl' t2' ey tn) = fooo fooof(al ﬁi t1; tZi L] tn) dadﬁ

1 001 1 _ B
=cb (Zﬂ)n/zf Jo an ze (C“J’bﬁ)[l_["lt 2(1: +ﬁ)]exp{ — Ik (ﬁ+——

2)} da dp (46)

bi¢ciminde elde edilir. Son olarak bunlar birbirine oranlanarak iki parametre igin ortak

sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(a'ﬁltl' t2' AR tn)

i Cbe—(ca+b/3)zin (an)n/ %é [ . -3 (t; +,8)] exp{ o N 1(3’ tﬁl_ 2)}
S cbemtearom) L T i"é (11672 Gt ) exp = o Sty (5 + £ - 2)}awap

—(ca+bB) 1 1n[ not z(ti+ﬁ)

f(a,Blty, ty, ., ty) = " gz

I I e <C“+b5>——[r{?1tl 2 (¢;+PB)

1 ti
ool 5 2)

exp{ Z?zl(Ei+t£i—2>}da dp

bi¢iminde elde edilir.  Parametrelere ait sonsal marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonlarimi elde edebilmek i¢in sirasiyla parametrelere gore integral alinir. Buna

gore marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

filalty, ty, s ty) = [ f@, Blty, ta, ..., tn) dB
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a
= [ 8
O e e‘(“”b/”inin[nl Lt 2 (G B)
/3’2

e—(ca+bp) L E[ notT z(t +B)
2

ool ez T 2]

exp{—# Z?=1<Ei+§—2)}da ag

dp (48)

f2 (.Bltli tZJ R tn) = fooof(al ,8|t1, tZ: ey tn) da

expl=z Y (-2)]

t.
exp{—# ?=1(Fl+tﬁi_2)}da dap

—(ca+bl3) 1 1 [l‘[l Lt z(ti+/3’)
ﬁ

= da (49)

ICIs e <w+bﬁ>ii[nl N 2 (t+B)
ﬁZ

bigiminde elde edilir. Karesel kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicileri daha
once ifade edildigi gibi bu dagilimlarin beklenen degerleri olacaktir. Buna gore,

beklenen degerler,

& = E(alty, ty o, ty) =

ool 2 ()

1

1—1_2[ ?=1tl 2 (t;+p)

o 0o a™t B2
dp da
fo f f f e (ca+bB)iL[Hl Lt 2(t +8) exp{ —= )N ( +£—2)}da’dﬂ

BZ

ve
B = EBlty,ty, .., ty) =

_(ca+bB) 1 i 1tl z(t +B) exp{ 7aZ 2 ( +E_2)}
Jo s da dp (50)

[P e <w+bﬁ>——[nl Lt (6 B)
BZ

exp{ Sz PN ( +£—2)}da dapg

olarak elde edilir. Goriildigi gibi, parametrelere iliskin elde edilen Bayes tahmin
edicilerinin kapali formu bulunamamistir. Yine, Bolim 3.4.2.1° de bahsedilen
yontemler ile parametrelere iliskin sonug ¢ikarimi yapilacaktir. Simiilasyon ve gercek
veri ¢aligmalarinda, sonu¢ c¢ikarimi i¢in Lindley yaklasimi ve Metropolis Hastings

algoritmas1 kullanilmistir.
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3.4.2.4 Weibull dagihm o6nsel bilgisi kullamlarak Birnbaum-Saunders dagilim

parametreleri icin Bayesci tahmin
Bu kisimda, a ve [ parametreleri i¢cin Onsel dagilim olarak Weibull dagilim

kullanilarak sonug ¢ikarimi yapilmistir. @ ve § parametrelerinin birbirinden bagimsiz

oldugu varsayimi altinda 6nsel olasilik yogunluk fonksiyonlari,

1, (a|b,c) = beab~le=c®" o> 0,b,c>0

m,(B|d, e) = defte=¢F", >0, de >0 (51)

olarak alimmistir. Parametreler birbirinden bagimsiz varsayilmak tizere, a ve f

parametrelerinin ortak onsel olasilik yogunluk fonksiyonlari,
n(e, ) = bedeab=1pd-1g-(ca’+eB? (52)

bigiminde yazilir. Birnbaum-Saunders dagiliminin olabilirlik fonksiyonu denklem
(20)’de,

1 1 1 1 _3 1 t;
L(Of,,gltl,tz, ...,tn) = 2_’”‘ W ﬁ W [H?=1 ti 2 (ti + ﬁ)] exp {—m Ln=1 (E +
B
o 2)} (53)

olarak bulunmustu. Bayes tahmin edicisini bulabilmek igin 6ncelikle 6nsel olasilik

yogunluk fonksiyonu ile olabilirlik fonksiyonu ¢arpilir.

fla,B,t1,ts, ., ty) =H(a, B) X L(a, Blty, ta, .., ty)

n
1 1 1 1 3
— b-1pd-1,—(cal+ep* | | -5
= bcdeaP~ 14 1e—(ca”+ep") T RE P g7 [ t; 2 (¢

i=1




= _bede b-n-1pd-1-3,—(cab+eph [ ¢.75 (¢, _loyn (G B
= ngmnz ¢ TR e [Hi:ltl 2(t1+’3)] exp{ 202 i=1(/3+ti
2)} (54
Daha sonra t’nin marjinali her iki parametreye gore integral alinarak
f(tlitZ' "'Jtn) = fO f() f(aﬂﬁi t1; tZi ""t‘n) dadﬁ
bcde 0 00 p o 4 qg-1-1 _ b d _3 1 t;
T o dy @B e B ML 17 (1 + ) | exp (= o S (5 4

£ —2)}da ap (s5)

t

bi¢iminde bulunur. Son adimda da bunlar birbirine oranlanarak iki parametre i¢in

ortak sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(a,ﬁ|t1, tZ' B tn)

bcde 1 pd-1-2 _ 2 1 t;
proede - ronmiptite (cab+epd) [H}thi 2 (ti+ﬁ)] exp{—ﬁ s (Fl-l_tﬁi_Z)}

bcde ® oo _1-n _3 1 t:
W fo fo ab—n—1ﬁd 1-7 o—(cab+ep?) [H?=1 t; 2 (t; + ﬁ)] exp {_ﬁ ?=1 (EL + tEL — 2)}da dap

f(a,Blty, ty, ..., ty) =
3 .
N D [HL 72 )| expl - Tika(E-2))

exp{—# Z?=1(%+t£i—2)}da dp

n 3
I I ab-"-lﬁd‘l‘?e-@““eﬁd)[HL ti72 (t+B)

(56)
bigiminde bulunur. Parametrelere ait sonsal marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini

elde edebilmek igin sirasiyla parametrelere gore integral alinir. Buna gore marjinal

sonsal olasilik yogunluk fonksiyonlari,

filalts, ty, o t) = [ f @, Bty b, oo, t,) A
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n 3
ab—n—lﬁd—l—fe—(cab +epd) [H?:l t;72 (t;+B)

1 t;
exp{-5az X +E-2)]

t.
exp{—# Z?zl(E‘+tﬁi—2)}da dap

=" dp

T 3
f(;” f(;” ab—n—1ﬁd—1—5e_(cab+e/3d)[l‘[{lzl t;" 2 (ti+B)

(57)

f2 (.Bltli tZJ R tn) = fooof(al ,8|t1, tZ: ey tn) da

-1 b, pd 3 t;
ab—n-1pd1-zo-(ca’+ep )[H’L-Ll t; 2 (t+h) exp{—# Z?ﬂ(ﬁﬂﬁi—z)}

da

=

n 3
I [ ab-n=1p9 1 e (cab +eph) [Hz;l ti"2 (t+8)

exp{—# Z?=1(%+tﬁi—2)}da dap

(58)

biciminde elde edilir. Karesel kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicileri daha
once ifade edildigi gibi bu dagilimlarin beklenen degerleri olacaktir. Buna gore,

beklenen degerler,

C’f = E(d|t1,t2,...,tn) ==

n 3
ab_nﬁd—l—ie—(cab+eﬁd) [H?:l ti_i (ti‘l‘ﬁ)

1 t;
exp{~5az X E-2)]

NS

dB da

n 3
I Iy ab—"—lﬁd‘l‘ie-<wb+eﬁd>[H?=1ti‘f (ti+B)

t.
exp{—% 2?=1(El+t£i—2)}da d,B
ve

ﬁ = E(ﬁltl, tz, ey tTl) =
ab=ni s gmCealres®h [H;L R R )

t.
exp{—# Z?zl(E‘+tﬁi—2)}da dp

sty

da dp

n 3
f0°° f0°° ab—n—llgd_l‘fe—(cab+el3d) [H'lflzl t;" 2 (¢;+P)

(59)

olarak elde edilir. Goriildigi gibi, parametrelere iligskin elde edilen Bayes tahmin
edicilerinin kapali formu bulunamamistir. Yine, Bolim 3.4.2.1° de bahsedilen
yontemler ile parametrelere iliskin sonug ¢ikarimi yapilacaktir. Simiilasyon ve gercek

veri ¢aligmalarinda, sonug ¢ikarimi i¢in Metropolis Hastings algoritmasi kullanilmistir.
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3.4.3 Lindley yontemi

Bayes tahmin edicisi elde edilirken, hesaplanmasi gereken iki integral oran1 genellikle
giicliikler ortaya cikarmaktadir. Lindley (1980) yaptigi ¢alisma ile, n’in yeterince
bliyiik olmasi durumda ¢ok parametreli dagilimlarda zorlanilan integrallerin yaklagik
¢Oziimiinii bulmak i¢in Lindley yaklasimi olarak bilinen bir yontem gelistirmistir.

U(a, B), a ve B’nin bir fonksiyonu olsun. Denklem (56)’y1 kullanarak U(a, )’ nin

beklenen degeri,

I 17 U B)v(aB)L(aBx) dadp

U=EU@Blx) = Moo o dads

(60)

seklinde elde edilir. Burada v(a,3) ortak onsel dagilim ve L(a,[3;x) olabilirlik
fonksiyonudur. Lindley yontemi kullanilarak U yaklasik olarak asagidaki gibi elde

edilir;

U~ {U(a,B) + 0.5[uy1011 + Up202, + 2wy (01191 + 0210) + 2uy (01201 +
02202)] + O.5[L111(u10121 + u,091012) + L112(3u1011012 + u3 (011022 + 20122)) +
L1221 (011095 + 208) + 3u012053) + Loy (uy01,05; + uZGZZZ)]}ﬁMLE.EMLE

(61)

Burada @, o parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Ayn1 sekilde Bz
de 8 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. a ve ’nin bir fonksiyonu olan

U(a, )’ nin tiirevi,

__du(a,p) _ d?u(a,p) _dU(ap) _ d?u(a,p) _ d?u(a,p)
T T ae M1 T T 0 W2 T dp » Uaz = dp? Uiz = dadf

Uy

ve Onsel dagilimin tiirevi,

_ dv(a,pB) _ dv(ap)
17 T aa P2 = a4

30



olabilirlik fonksiyonunun tiirevleri,

dLnL n
Ll - - =

da ¢4
b =G = 5 (L G+ E-2))
Li11 = %__Z_Z-I_%( (/3’+E_2))

S N
LL—ﬁ—( ta (2 +3)

d®lnl -3 (wn (-t
L1 = L1z =L =5 = _(Zi=1 (—

da?2dp  a* B? i
d3LnL 1 2t;
Ly1z = Lyp1 = Liz2 = dadp? ;(Z?ﬂ (B_;))

olmak lizere

S [L11 le]‘l
Y L21 L22

olup

_ 1 L22 _Lz]

1

(- (mm G+ - 2) (G o e (o (B)) - (B2 G +1)

Sy (U (7)) s (kG )
G EaEmGeE-2)
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= (@ G- 2) (o D () -

U = 55+ i g~ 5 (50 (52))

V = —%( ?=1(;g_t21+tll))

NI <
IR RS

elde edilir. Yukaridaki islem sonuglar1 denklem (61)’de yerine koyularak

parametrelere iliskin tahmin degerleri elde edilir.

3.4.3.1 Farkh kayip fonksiyonlar: altinda Lindley yaklagimi

Boliim 3.4.1°de bahsedilen kayip fonksiyonlari altinda Bayes tahmin sonuglarini elde

etmek i¢in Lindley yontemi ile elde edilen sonuglar verilecektir.

v' Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda Lindley yaklagimi
Hata kareler kayip fonksiyonu altinda a@’nin Bayes tahmin edicisi,
u(a, ) = aalnirsa u; = 1,Uy; = Ujp = Uy = Uy = Uy, =0

~ ~ 1 2
OsgLr = Oyrg + 011P1 T 01202 + 5(L111011 + 3L112011012 + L122(01102; +

2012%) + L232012057)
Hata kareler kayip fonksiyonu altinda 3’nin Bayes tahmin edicisi,
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u(o, B) = Balinirsa u, = 1,u; = Uy = Uy; = Uy = Uy, =0

GSELF = GMLE + 021P1 + 022P02 ‘|‘%(142220222 + L112(011022 + 20122) +
3L12201202, + L1110110132)

seklinde elde edilir.

v' LINEX kayip fonksiyonu altinda Lindley yaklasim

u(a, B) = e *® alinirsa u; = —ke %%, u;; = k?e % u, =u;, =uy; =uy, =0

E(e ™ |x) = e7*@ + 0.5(uy1011) + U1 (01191 + 021P2)
+ 0.5[L111(u10121) + L112(3uy041012) + L122(u1(011022 + 20122))

+ Lzzz(u1012022)]-
Linex kayip fonksiyonu altinda a’nin Bayes tahmin edicisi,
ALinex = —%lnE(e‘kalx)
u(a, B) = e alinirsa u, = —ke ™%, u,, = k?e™*F ju; =uy, =uy; =ugy; =0

E(e_kﬁlx) =e *F + 0.5[uz,02;] + U (01201 + 022p2)
+ 0.5[L111(u2011012) + L112 (u2(011022 + 20122)) + L122(3u301207;)

+ Lzzz(uzazzz)]-

Linex kayip fonksiyonu altinda 8’ nin Bayes tahmin edicisi,
A~ 1 _
Brinex = —ElnE(e “Flx)

olarak bulunmustur.
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v Genellestirilmis Entropi kayip fonksiyonu altinda Lindley yaklagimi

u(o, B) = a®almirsa u; = —ka * Y u;; = k(k+1Da 2 ,u, =u, =uy =

u22=0

E(a™ |x) = a™ + 0.5(uy1011) + us (01191 + 021p2)
+ 0.5[L111(u10121) + L112(3uy041012) + L122(u1(011022 + 20122))

+ Lzzz(u1012022)]-

Genellestirilmis Entropi kayip fonksiyonu altinda a’nin Bayes tahmin edicisi,

1

dge = (E(@™ ) *

u(e, B) = p*alimirsa u, = k% L uy, =k(k+ D% 2,0y =upp = uy, =

U1 = O
E(B7*|x) = B~ + 0.5[u,,02,] + (01201 + 022p2)
+ 0.5[L111(u2011012) + L1 (u2(011022 + 20122)) + L122(83u30120%7)

+ Lzzz(uzazzz)]-

Genellestirilmis Entropi kayip fonksiyonu altinda ’nin Bayes tahmin edicisi,

Ber = (E(,B‘k|x))_%

olarak bulunmustur.
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v Agirhklandirnilmis Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda Lindley
yaklasimm

u(e, B) = atalmirsa u; = —a 3,u;; =2a73,u; = Uy = Uy = Uy, =0

E(a™™x) = a™ + 0.5(u11011) + uy (01191 + 02192)
+ 0.5[L111(u10121) + L112(3uy041012) + L122(u1(011022 + 20122))

+ Lzzz(u1012022)]-

Agirliklandirilmig Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda a’nin Bayes tahmin edicisi,

A~ s, -1
AwsELF — (E(a 1|x))
u(O(, B) = B_l allnlrsa U, = _3—2, Upo = Zﬁ_3 yUT = Uqp = U1 = Uqq = 0

EB7x) = B~1 + 0.5[uz,02,] + up (01201 + 02202)
+ 0.5[L111(u2011012) + L1 (u2(011022 + 20122)) + L122(8u301,0%7)

+ Lzzz(uzazzz)]-

Agirliklandirilmig Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda ’nin Bayes tahmin edicisi,

N -1
Bor = (E(B~|x))
olarak bulunmustur.

Bayesci sonug¢ ¢ikariminda, denklem (37), (42), (50) ve (59)’da elde edilen
parametrelere iliskin integrallerin ¢oziimii icin Lindley yaklasiminin yaninda
gelistirilen simiilasyon yontemleri kullanilabilmektedir. Markov Zinciri Monte Carlo
(MZMC) simiilasyon yontemleri olarak bilinen bu yontemlerle sonsal dagilimdan
bliylik capta orneklem cekilmekte ve sonug¢ ¢ikarimi yapmak i¢in bu Orneklemler
kullanilmaktadir. Parametrelerin  sonu¢ ¢ikariminda MZMC  yontemlerinden

Metropolis Hastings algoritmasi kullanilmistir.
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3.4.4 Markov Zinciri Monte Carlo yontemleri

Bayesci sonug ¢ikariminda, en biiyiik problem sonsal dagilimlar1 elde edilebilmek igin
yiikksek boyutlu integrallerin hesaplanmasidir. Bu gibi durumlarda, karmasik
dagilimlardan simiilasyon yontemleri ile Orneklem ¢eken MZMC yontemleri
kullanilir. ik olarak fizikgiler tarafindan kullanilan bu ydntemler, son yillarda
Ozellikle Bayesci istatistik alaninda birgok problemin ¢oziilmesi i¢in yaygin olarak

kullanilmaktadir.

Metropolis- Hastings ve Gibbs algoritmalart en yaygin kullanilan MZMC
yontemleridir. Bu yontemleri kullanarak, ilgilenilen dagilimdan 6rneklem gekilir ve

orneklem ortalamalar1 hesaplanir.
3.4.4.1 Metropolis algoritmasi

Metropolis algoritmasi, karistk dagilimlardan 6rneklem se¢gmek icin kabul-red
yontemini kullanan bir rasgele yiiriiylis algoritmasidir. Metropolis algoritmasinda
istenilen dagilimdan sayi liretmek i¢in, say1 liretmesi kolay olan g (| ) oneri dagilimi
kullanilir. Oneri dagilimu iizerindeki tek kisit, dagilimin simetrik bir dagilim olmasidir.

Metropolis algoritmasinin adimlari:

1. i = 0igin 8° baslangi¢ noktas1, f(8°|y) > 0 seklinde segilir.
2. q(.16") oneri dagilim1 kullanilarak By en; Uretilir.

f(eyenib’)
(64

4. U~U(0,1) olmak tizere bir u tretilir.

3. Kabul olasihigy, r = min{ , 1} hesaplanir.

5. u<rise 8 = 6, kabul edilir, degilse 6" = 6° olur.
6. i=1i+1 almr ve i <[ (I belirlenen 6rneklem sayisi) ise 2.nci adima doniiliir,

degilse durulur.
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3.4.4.2 Metropolis-Hastings algoritmasi

Metropolis algoritmasindan farkli olarak hem simetrik hem de simetrik olmayan 6neri

dagilimi kullanilabilir. Metropolis-Hastings algoritmasinda kabul olasilig: olarak,

o ( p(67) g(9f‘1|9*)>
a =min|( 1

‘p(6t-1) g(b*|6t1)

kullanir (Metropolis vd., 1953, Hastings, 1970, Peskun, 1973).
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4. UYGULAMA CALISMALARI
4.1 Simiilasyon Calismasi

Bu bolimde Matlab programi yardimiyla bir simiilasyon programi yazilarak
100 deneme (N) yapilmis ve Birnbaum-Saunders dagilimmin parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik yontemi ve Bayesci tahmin ydntemiyle elde edilen tahmin sonuglar
karsilastirilmistir. Orneklem buyiikligi (n=30, 60, 90, 120, 150 veya 20, 50, 80, 110,
140) olarak se¢ilmistir. Her bir 6rneklem biiyiikligii icin farkli a ve [ degerleri alinarak

ornekler simiilasyon yardimiyla {iretilmistir.
4.1.1 Simiilasyon calismasi (a parametresinin bilinmedigi durum)

Bayesci sonu¢ ¢ikariminda kullanilan Metropolis-Hastings  yonteminde, f8
parametresinin bilindigi durumda, denklem (32)’de verilen Ustel dagilim bilgisi
parametresi i¢in Onsel dagilim bilgisi olarak alinmistir. Simiilasyon ¢alismasinda say1
uretilirken B = 2,3 alinmistir ve a = 2, 3,4 degerleri alinarak o6rnekler tiretilmistir ve

onsel dagilim parametresi a = 2, 3 farkli degerler alinarak segilmistir.

En ¢ok olabilirlik ve Bayesci tahmin yontemlerine gore elde edilen tahmin sonuglarinin
performanslarini karsilastirmak hata kareler ortalamasi olgiit olarak segilmistir. Buna

gore segilen Olciit,
N
(a; — @)?
HKO, = ) =
i=1

biciminde hesaplanmistir. Buna gore f# = 2 alindigr durum i¢in simiilasyon sonuglari

cizelge 4.1°de verilmistir.
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Cizelge 4.1 B=2 iken a Parametresi i¢in Tahmin Sonuglari

Bayes Yontemi

% % Dgg:ﬁlm En Cok Olabilirlik Yontemi (MCMC)

S 5 Parametre

s & Degeri n a HKO a HKO
20 1.934699 0.250782 1.998363 0.231449
50 2.054508 0.129018 2.033861 0.125208

a=2 a=2 80 2.098776 0.092329 2.080907 0.092096
110 2.066976 0.092274 2.061408 0.092074
140 1.965142 0.020218 1.972280 0.015175
20 3.15453 0.99804 3.118379 0.998006
50 2.861992 0.095618 2.864611 0.098309

a=3 a=2 80 2.939394 0.051118 2.955202 0.050374
110 3.040402 0.082894 3.040774 0.088320
140 2.993526 0.086539 2.995558 0.085924
20 2.904542 0.69309 2.969700 0.678503
50 2.973064 0.247188 2.988316 0.246707

a=3 a=3 80 3.032729 0.210132 3.031856 0.204851
110 2.85384 0.288485 2.856617 0.285246
140 3.022283 0.103004 3.028646 0.103738
20 4.170403 0.622088 4.163655 0.603457
50 3.990946 0.177261 3.999454 0.176209

a=4 a=3 80 3.99883 0.171268 3.994796 0.174705
110 3.926753 0.183338 3.929831 0.146903
140 4.034498 0.098192 4.029779 0.098492
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Yukaridaki tabloya bakildiginda g = 2 alindiginda a parametresine iliskin tahminlerin
gercek degerlere oldukga yakin olduklart goriilmektedir. MCMC yontemi kullanilarak
elde edilen Bayes tahmin sonuglarinin en ¢ok olabilirlik tahmin yontemine gore gercek
degerlere daha yakin oldugu goriilmiistiir. Orneklem degeri arttik¢a iki tahmin ydntemi

icin a parametresine iliskin hata kareler ortalamasi1 azalmistir.

B = 3 alindig1 durum i¢in simiilasyon sonuglari ¢izelge 4.2 de verilmistir.

Cizelge 4.2 =3 iken a Parametresi i¢in Tahmin Sonuglari

° En Cok Olabilirlik Bayes Yontemi
5 § Ustel Dagihm Yontemi (MCMC)
% )Q;;D Para[net.re
s & Dezgal n a HKO a HKO
20 4.227134 2.208847 4.205699 2.103049
50 4.003215 0.709676 4.00838 0.717761
a=4% a=2 80 4.062075 0.479365 4.025054 0.449127
110 4.016549 0.322810 4.023646 0.318796
140 3.982344 0.247209 3.991558 0.238239
20 1.948167 0.171807 1.948798 0.177146
50 1.965586 0.317869 1.973873 0.282281
a=2 a=3 80 1.983578 0.043585 2.006691 0.044263
110 1.997484 0.035881 1.997480 0.034051
140 2.062039 0.034961 2.053680 0.034001
20 3.155570 0.88818 3.15374 0.880528
50 2.921375 0.205111 2.939810 0.193779
a=3 a=3 80 3.070569 0.192867 3.058169 0.187338
110 3.096695 0.15823 3.099727 0.151430
140 3.075503 0.150260 3.035406 0.149748
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Yukaridaki tabloya bakildiginda g = 3 alindiginda a parametresine iliskin tahminlerin
gercek degerlere oldukga yakin olduklart goriilmektedir. MCMC yontemi kullanilarak
elde edilen Bayes tahmin sonuglarinin en ¢ok olabilirlik tahmin yontemine gore gercek
degerlere daha yakin oldugu goriilmiistiir. Orneklem degeri arttik¢a iki tahmin ydntemi

icin a parametresine iligkin hata kareler ortalamasi azalmstir.

4.1.2 Simiilasyon ¢calismasi (Ustel dagilim 6nseli kullanildigi durum)

Bayesci sonug¢ ¢ikariminda kullanilan Lindley yaklasimi ve Metropolis-Hastings
yonteminde, denklem (43)’te verilen Ustel dagilim bilgisi a ve B parametreleri icin
onsel dagilim bilgisi olarak alinmigtir. Simiilasyon ¢alismasinda sayi iiretilirken a = 2
iken B =3,4, 5 degerleri alinarak Ornekler dretilmistir ve Onsel dagilimlarin

parametreleri b ve c farkli degerler alinarak segilmistir.

En ¢ok olabilirlik ve Bayesci tahmin yontemlerine gore elde edilen tahmin sonuglarinin
performanslarin1 karsilastirmak hata kareler ortalamasi Olgiit olarak secilmistir. Buna

gore segilen Olciit,

—@)2 )2

bi¢iminde hesaplanmistir. Buna gore simiilasyon sonuglari ¢izelge 4.3 te verilmistir.
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Cizelge 4.3 0=1,2,3 ve f=3.,4,5 i¢in simiilasyon sonuglar1

Bayes i¢in Bayes Yontemi Bayes Yontemi
. En Cok Olabilirlik Yontemi

T Ustel (Lindley Yaklasimi) (MCMCQC)

= =

S ?:.: Dagilim

T > _ - s

s £ | Parametre | n a HKO B HKO a HKO B HKO a HKO B HKO

Degeri

30 | 2.158785 | 0.33924 | 1.77646 | 0.179839 | 2.23067 | 0.57149 | 1.881563 | 0.210345 | 2.222934 | 0.40695 | 1.86366 | 0.161796
60 | 2.09629 | 0.12379 | 1.921177 | 0.029867 | 2.15988 | 0.377179 | 1.930417 | 0.027180 | 2.123258 | 0.119968 | 1.95351 | 0.02699

a=2 b=2

g=2 ) 90 | 1.881995 | 0.10028 | 2.031276 | 0.025697 | 1.92935 | 0.11789 | 2.156669 | 0.09259 | 1.90228 | 0.101718 | 2.05994 | 0.027238

= Cc =

120 | 1.970187 | 0.06561 | 1.976119 | 0.010143 | 1.938596 | 0.184097 | 2.110401 | 0.049727 | 1.984213 | 0.062772 | 2.00964 | 0.011572
150 | 1.924531 | 0.04929 | 2.038896 | 0.018710 | 1.946319 | 0.070366 | 2.083584 | 0.026779 | 1.926706 | 0.052650 | 2.05708 | 0.021739
30 | 2.400706 | 0.39530 | 3.037595 | 0.204523 | 2.23812 | 0.831429 | 3.195697 | 0.21205 |2.448543 | 0.475181 | 3.19569 | 0.253289
60 | 1.871809 | 0.12269 | 3.051635 | 0.044700 | 1.970978 | 0.141041 | 3.058414 | 0.043950 | 1.91065 | 0.127194 | 3.03491 | 0.041581

a=2 b=2

g=3 ) 90 | 1.997197 | 0.13914 | 2.99381 | 0.021610 | 2.071161 | 0.16807 | 3.002162 | 0.021139 | 2.004144 | 0.14077 | 3.03066 | 0.02125

= c=

120 | 2.110646 | 0.12269 | 2.90218 | 0.03648 | 2.20052 | 0.20707 | 2.90561 | 0.03562 | 2.037128 | 0.114106 | 2.93396 | 0.031769
150 | 2.128397 | 0.04451 | 2.97678 | 0.02774 | 2.184257 | 0.06654 | 2.98139 | 0.02709 | 2.124883 | 0.043125 | 2.99195 | 0.026884




ev

Cizelge 4.3 0=1,2,3 ve f=3,4,5 i¢in simiilasyon sonuglar1 (devami)

Bayes icin Bayes Yontemi Bayes Yontemi
. En Cok Olabilirlik Yontemi
I Ustel (Lindley Yaklagimi) (MCMC)
5 £
% j;‘.; Dagihim A A A
s & Parametre | n a HKO B HKO a HKO B HKO a HKO B HKO
o
Degeri
30 | 2.09584 | 0.17887 | 3.98898 | 0.23238 | 2.34269 | 0.42264 | 3.99672 | 0.22992 | 2.16305 | 0.22125 | 4.13179 | 0.29340
60 | 2.12474 | 0.43399 | 3.992156 | 0.11550 | 2.261913 | 0.651866 | 4.005209 | 0.11878 | 2.15610 | 0.457469 | 4.07827 | 0.140989
a=2 b=2
g4 ) 90 | 2.084774 | 0.09407 | 3.91569 | 0.07582 | 2.15501 | 0.126813 | 3.917498 | 0.07556 | 2.110789 | 0.11155 | 3.96734 | 0.075243
= Cc =
120 | 2.05506 | 0.07923 | 3.85183 | 0.097357 | 2.10831 | 0.09941 | 3.85334 | 0.09673 | 2.07583 | 0.08470 | 3.90494 | 0.086324
150 | 2.00577 | 0.02582 | 3.87475 | 0.09939 | 2.043582 | 0.030807 | 3.87586 | 0.09869 | 2.01207 | 0.02515 | 3.91378 | 0.093195
30 | 2.08439 | 0.19416 | 3.415573 | 0.171046 | 2.054329 | 0.177326 | 3.431330 | 0.162598 | 2.031109 | 0.172529 | 3.47897 | 0.154201
60 | 1.94664 | 0.14332 | 3.428091 | 0.051754 | 1.944999 | 0.164946 | 3.43204 | 0.050531 | 1.969052 | 0.122304 | 3.48235 | 0.04944
a=2 b=2
g=35 ) 90 | 1.915835 | 0.08108 | 3.448599 | 0.05373 | 1.981490 | 0.09012 | 3.451145 | 0.05536 | 1.939135 | 0.051324 | 3.48699 | 0.052926
= . Cc =
120 | 2.05988 | 0.06346 | 3.56118 | 0.056172 | 2.10491 | 0.056172 | 3.56363 | 0.055761 | 2.05446 | 0.052407 | 3.51087 | 0.054777
150 | 2.032170 | 0.05215 | 3.498322 | 0.052674 | 2.086053 | 0.05112 | 3.49144 | 0.05116 | 2.047216 | 0.050618 | 3.49686 | 0.050604




Yukaridaki tabloya bakildiginda tahminlerin ger¢ek degerlere oldukca yakin olduklari
goriilmektedir. MZMC yontemi kullanilarak elde edilen Bayesci tahminlerin diger
tahmin yontemlerine gore gercek degerlere daha yakin oldugu gériilmiistiir. Orneklem
sayis1 arttikca her bir parametreye iliskin hata kareler ortalamasmin diistiigi
goriilmiistiir. Lindley yaklagimi ile hesaplama yapilirken parametrelerin en c¢ok
olabilirlik tahminleri kullanildigindan, bu yontemle bulunan sonuglar en gok olabilirlik
yontemi ile elde edilen sonuglara yakin olarak elde edilmis ve kii¢iik 6rneklemlerde hata

kareler ortalamasinin oldukca biiyiik ¢iktig1 goriilmiistiir.

4.1.3 Simiilasyon ¢calismasi (Weibull dagilim 6nseli kullanildigi durum)

Bayesci sonug ¢ikariminda kullanilan Metropolis-Hastings yonteminde, bilinmeyen a
ve B parametreleri i¢in denklem (52)’de verilen Weibull dagilim bilgisi 6nsel dagilim
olarak alinmistir. Simiilasyon ¢alismasinda sayi tretilirken ¢ = 2,3 iken g = 2,3,4
degerleri alinarak ornekler iretilmistir ve onsel dagilimlarin parametreleri b = 2,3,
c=2,d= 2,3 ve e = 2 olarak se¢ilmistir.

En ¢ok olabilirlik ve Bayesci tahmin yontemlerine gore elde edilen tahmin sonuglarinin

performanslarint karsilastirmak hata kareler ortalamasi 6lgiit olarak se¢ilmistir. Buna

gore segilen Olciit,

HKO ZN (al a) ’ HKOB ZN (ﬁl ﬁ)

biciminde hesaplanmistir. Buna gore simiilasyon sonuclar ¢izelge 4.4’ te verilmistir.
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Cizelge 4.4 0=2,3 ve =2,3.,4 i¢in simiilasyon sonuglar1

Bayes Yontemi

. Bayes i¢in En Cok Olabilirlik Yéntemi
£ 5§ | weibull (MCME)
E %
© oo Parametre
= D
@ 2 | Degerleri - 5
egeriert | p @ HKO B HKO @ HKO B HKO

30 | 3.08579 | 0.26934 | 1.99443 | 0.05485 | 3.07577 | 0.15512 | 2.04345 | 0.07656

60 | 3.03742 | 0.70627 | 1.99325 | 0.02874 | 3.03863 | 0.51415 | 2.06431 | 0.03824

90 | 3.13016 | 0.18882 | 1.95764 | 0.01911 | 3.12260 | 0.16732 | 2.00224 | 0.01969

120 | 3.04741 | 0.14256 | 1.92632 | 0.02425 | 3.06985 | 0.12775 | 1.96017 | 0.01950

150 | 3.02507 | 0.05637 | 1.98625 | 0.02062 | 3.02336 | 0.04770 | 1.99045 | 0.01989

30 | 1.79982 | 0.10538 | 1.87558 | 0.06171 | 1.85199 | 0.06445 | 1.97310 | 0.04458

60 | 2.01539 | 0.08621 | 1.9064 | 0.02652 | 2.02285 | 0.06848 | 1.94479 | 0.02029

2
: 90 | 2.01919 | 0.01141 | 1.93963 | 0.02394 | 2.02919 | 0.01394 | 1.95835 | 0.02319
2

120 | 1.98660 | 0.09551 | 1.92169 | 0.01291 | 1.98516 | 0.07564 | 1.95077 | 0.00976

150 | 1.98262 | 0.04812 | 1.89361 | 0.02069 | 1.99299 | 0.04607 | 1.91302 | 0.01672

30 | 1.92116 | 0.39307 | 3.97378 | 0.35078 | 1.89396 | 0.23532 | 3.75580 | 0.24457

60 | 1.97497 | 0.10469 | 3.87315 | 0.03576 | 1.97969 | 0.07453 | 3.78074 | 0.06479

c=2 90 | 2.05860 | 0.20913 | 3.92807 | 0.14959 | 2.06003 | 0.18098 | 3.86824 | 0.13457

e=2
120 | 2.12592 | 0.07617 | 4.07445 | 0.05179 | 2.13523 | 0.07655 | 4.01717 | 0.04033
150 | 2.18780 | 0.17746 | 3.98655 | 0.03411 | 2.18162 | 0.15152 | 3.96037 | 0.03081
30 | 2.08467 | 0.15957 | 2.99125 | 0.12782 | 2.07681 | 0.09413 | 3.00839 | 0.08186
60 | 2.08980 | 0.40785 | 2.99162 | 0.06515 | 2.06457 | 0.27375 | 2.98194 | 0.06235
=2 b =3
c=3 90 | 2.08857 | 0.09504 | 2.93631 | 0.04281 | 2.08798 | 0.08632 | 2.93596 | 0.04714
p=3 d=3
e=3

120 | 2.04708 | 0.07649 | 2.8888 | 0.05481 | 2.05511 | 0.06822 | 2.89518 | 0.05215

150 | 2.01164 | 0.02651 | 2.83023 | 0.06185 | 2.02116 | 0.02175 | 2.82924 | 0.06439
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Yukaridaki tabloya bakildiginda tahminlerin ger¢ek degerlere oldukca yakin olduklari
goriilmektedir. MZMC yontemi kullanilarak elde edilen Bayes tahmin sonuglarinin en
cok olabilirlik tahmin yontemine gore gercek degerlere daha yakin oldugu goriilmiistiir.
Orneklem sayis1 arttikga, her bir parametreye iliskin hata kareler ortalamasinin diistiigii

gorilmiistiir.

4.1.4 Simiilasyon c¢alhismasi (Farklhh kayip fonksiyonlar1 altinda Bayesci Sonug

cikarimm)

Bu kisimda, Bolim 3.4.1. ’de anlatilan kayip fonksiyonlar1i goz Oniine alinarak
parametre tahminleri yapilmistir. Bayesci sonug ¢ikariminda, a ve B parametreleri igin
onsel dagilim bilgisi olarak denklem (43) ile verilen Ustel dagilimlar alinmigtir. Bunun
icin, a sekil parametresi 2 olarak alindigi durumda Birnbaum- Saunders dagilimindan
n =40,70,100,130,160 birimlik o6rneklemler farkli Olgek parametresi f =
2,3,4,5 degerleri icin iretilmistir. Linex ve Genellestirilmis Entropi Kayip
Fonksiyonundaki k degeri literatiir taramasi sonucunda 1 olarak alinmistir. Hangi kayip
fonksiyonunun daha iyi sonu¢ verdigini gorebilmek i¢in 100 deneme (N) yapilmis ve
karsilastirma yapmak icin hata kareler ortalamasi (HKO) 6lgiit olarak kullanilmistir.

Buna gore segilen 6lciit,

HKO ZN (al a) ’ HKOB ZN (ﬁl ﬁ)

bi¢iminde hesaplanmistir. Simiilasyon sonugclari ¢izelge 4.5’ te verilmistir.
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Cizelge 4.5 a ve B parametresinin farkli degerleri igin ¢esitli kayip fonksiyonlar1 altinda elde edilen simiilasyon sonuglari

Kayip Fonksiyonlar:
Agirhiklandirilmis . .

P Hata Kareler Entropi Linex

g 5 Hata Kareler

E 3

g o8

g A n a HKO B HKO a HKO B HKO a HKO B HKO a HKO B HKO
40 | 2.0141 0.2705 3.9106 0.2444 2.0609 2.3714 3.8538 13.9408 2.0252 2.2768 3.8538 13.9408 2.0319 3.5419 3.8078 15.8044
70 | 2.0419 0.0878 3.9126 0.0886 2.0113 2.2649 3.9126 13.0106 1.9413 2.2106 3.8538 13.0106 2.0017 3.4796 3.8733 15.8041

a=

g=4 100 | 2.0675 0.1411 3.9594 0.0878 2.0306 2.2478 3.9385 13.0335 2.0727 2.3074 3.9385 13.0335 2.0185 3.4349 3.9199 15.8016
130 | 2.0901 0.0657 3.9079 0.0707 2.0697 2.3042 3.8990 13.0365 2.0282 2.2741 3.8990 13.0365 2.028 3.4087 3.8917 15.8000
160 | 2.0428 0.0225 3.9861 0.0625 2.0385 2.2796 3.9696 13.0284 2.0081 2.2572 3.9696 13.0284 2.0335 3.3939 3.9535 15.7498
40 | 2.1705 0.2059 2.9226 0.1738 2.0400 2.3029 2.8776 7.0378 1.8944 2.1883 2.9331 7.0374 2.0170 3.4916 2.9584 8.659
70 | 2.0178 0.2037 3.0114 0.0671 1.9335 2.2134 2.9874 7.1045 1.8586 2.1506 2.9874 7.1040 1.9259 3.4423 2.9874 8.6974

a=2

p=3 100 | 2.1025 0.0862 3.0053 0.0422 2.0789 2.3114 2.9899 7.1056 2.0152 2.2654 2.9889 7.1052 2.0682 3.4115 2.9841 8.6961
130 | 1.9676 0.0833 2.9068 0.0485 1.9534 2.2172 2.900 7.0506 1.9499 2.2194 2.9001 7.0507 1.9502 3.4026 2.9003 8.6731
160 | 2.1061 0.0859 2.9028 0.0468 2.0762 2.2093 2.8858 7.0416 2.0300 2.2157 2.8794 7.0416 2.0669 3.4008 2.8794 8.6663




Cizelge 4.5 a ve B parametresinin farkli degerleri i¢in ¢esitli kayip fonksiyonlar1 altinda elde edilen simiilasyon sonuglar1 (devami)

Parametre
Degerleri

Kayip Fonksiyonlar:

Agirhklandirilns i
Hata Kareler Entropi Linex
Hata Kareler

1S
2

n a HKO B HKO HKO B HKO

HKO B HKO HKO B HKO

Y

87
= ]
I

40 | 20674 | 04218 | 49243 | 03798 | 20251 | 22892 | 49463 | 229798 | 1.9867 | 22111 | 49463 | 22.9798 | 20079 | 34862 | 49422 | 24913

70 | 20115 | 01892 | 49395 | 01201 | 20145 | 22797 | 49157 | 220172 | 1.9605 | 22377 | 49157 | 220172 | 20174 | 34802 | 49821 | 24.904

100 | 1.9949 | 0.1354 | 49428 | 00951 | 1.9473 | 22158 | 49242 | 220106 | 19133 | 21884 | 49242 | 22.0106 | 19405 | 34477 | 48979 | 24.9025

130 | 2.0826 | 0.0642 | 49433 | 00714 | 20611 | 21978 | 4.92934 | 220126 | 20298 | 21751 | 4.9293 | 220126 | 20554 | 34051 | 49094 | 24.906

160 | 1.9596 | 0.0602 | 4.9516 | 00531 | 1.9304 | 21015 | 49519 | 22.0103 | 1.9093 | 21744 | 49519 | 220103 | 19295 | 34016 | 49263 | 24.908

([l
NN

= |

40 | 21402 | 12428 | 20998 | 04795 | 21407 | 24049 | 2.1484 23769 | 1.9702 | 2.2346 | 2.1484 23769 | 20866 | 35332 | 21515 | 35551

70 | 1.9881 | 1.6929 | 20675 | 03762 | 1.9669 | 22052 | 2.0661 26063 | 20135 | 22183 | 20661 | 26063 | 19514 | 33387 | 21836 | 35593

100 | 20713 | 09561 | 20822 | 03942 | 1.9519 | 22014 | 2.0895 24108 | 20026 | 2.2087 | 20896 | 24108 | 19377 | 34633 | 20952 | 35259

130 | 2.1041 0.3114 2.0232 0.1382 2.0466 2.2032 2.0056 2.2617 2.0209 2.2012 2.0056 2.2617 2.0311 3.4576 2.0044 3.4814

160 | 2.0767 | 01315 | 19819 | 00199 | 20553 | 21650 | 19764 | 22333 | 20663 | 22015 | 19764 | 22333 | 20409 | 34452 | 19756 | 3.4648




Cizelge 4.5’te elde edilen sonuclara gore; farkli @ ve B parametre degerlerine iliskin
biitiin durumlarda Hata Kareler kayip fonksiyonu i¢in hata kareler ortalamasi (HKO)
degerlerinin daha diisiik oldugu gorilmektedir. Buna goére, ayn1t @ ve [ parametre
degerleri igin Orneklem sayisi arttikca, her bir parametreye iliskin hata Kkareler
ortalamasimin diistiigli goriilmiistiir. Genellestirilmis Entropi Kayip fonksiyonunun k
degeri 1 alindigi durumda parametrelere iliskin parametre degerleri ve hata kareler
ortalamas1 degerleri Agirliklandirilmis Hata Kareler kayip fonksiyonu ile benzer

sonugclar verdigi goriilmiistiir.

4.2 Gergek Veri Uygulamalar

Bu boliimde bir dnceki boliimden farkli olarak gercek veri seti iizerine uygulama

calismasi yapilmistir.

4.2.1 Gergek veri uygulamasi-1

Gergek veri ¢alismasinda, Birnbaum ve Saunders’un 1969 yilinda yaptiklar ¢calismada
kullandiklart veri seti kullanilmistir. Bu veriler saniyede 18 dongiide salinim yapan
6061-T6 Aliiminyum kaliplarinin yorulma dmriine iligkindir. 31,000 psi basinca maruz
kalan aliminyum kaliplariin yorulma Omiirlerine iliskin degerleri igeren 101 adet

gozlem asagida yer almaktadir.

31,000 psi basinca maruz kalan aliiminyum kaliplarinin yorulma omiirleri

70 90 96 97 99 138 138 139 139
100 103 104 104 105 141 142 142 142
107 108 108 108 109 142 142 144 144
109 112 112 113 114 146 148 148 149
114 114 116 119 120 151 152 155 156
120 120 121 121 123 157 157 157
124 124 124 124 124 162 163 163
128 128 129 129 130 166 168 170
130 130 131 131 131 212 151 196
131 131 132 132 132 141 157 158
133 134 134 134 134 142 159 164
134 136 136 137 138 145 166 174
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Yukaridaki veriler igin program calistirilmis ve tahmin sonuglar ¢izelge 4.6°da

verilmisgtir.

Cizelge 4.6 31,000 psi basinca maruz kalan aliiminyum kaliplarinin yorulma omiirlerine
iliskin parametre tahmin sonuglari

ECO Bayes (Lindley) Bayes(MCMC)

— — —

a B a B a B

131.818792 | 0.170385 | 130.545722 | 0.170381 131.403263 | 0.171470

Sonuglara bakildiginda, en ¢ok olabilirlik yontemi, MZMC kullanilarak elde edilen
Bayes ve Lindley yaklasimi kullanilarak elde edilen Bayes tahminleri birbirine oldukga
yakindir. Ayrica 8 igin ECO ve Lindley yaklasimi benzer tahmin degerini elde
edilmistir. Elde edilen bu tahmin sonuglarinin modele uygunlugunu gorebilmek igin
verilerin olasilik yogunluk fonksiyonu ve birikimli dagilim fonksiyonlarma iliskin

grafikler sekil 4.1 ve sekil 4.2°de verilmistir.

Histogram ve Olasilik Yogunluk Fonksiyonlan Grafikleri

40 T T T T T T T
I i
- m—FEco [
s Linlley
= MZMC
30

25

20

60 80 100 120 140 160 180 200 20

Sekil 4.1 Histogram ve tahminlere iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlari
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Sekil 4.1°deki grafikler birbirleri ile ve 31,000 psi basinca maruz kalan aliiminyum
kaliplarinin  yorulma oOmiirleri verisine iliskin histogram ile uyumlu olduklari

goriilmektedir.

Birikimli Dagilim Fonksiyonu Grafikleri
1 T T T T

0.9

ver
w— )
s | indley
——— MZIMC
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T

0.4

0.3

0.2

01

1 1 1 1
140 160 180 200 220
X

D PO~ == = 1 1
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Sekil 4.2 Ampirik dagilim ve tahminlere iliskin birikimli dagilim fonksiyonlari

Grafiklere bakildiginda kullanilan tahmin edici yontemlerinin ti¢iinlin de birbirine yakin

sonuglar verdigi goriilmektedir.

4.2.2. Gergek veri uygulamasi -2

Araba verisi orijinalinde 23 Mart 1985 Cumartesi giinii Ingiltere Bedfordshire’de
Junction 13’e yakin sabit bir noktadan M1 otoyolu iizerinde kuzeye dogru hareket eden

araglarin 41 ardisik gegis zamanini igermektedir. Veri Hand (1994) tarafindan 40 ardisik

olaylar arasi gegen zaman olarak revize edilmistir (Pekalp ve Aydogdu, 2019).
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12,2,6,2,19,5,34,4,1,4,8,71,21,6,11, 8, 28,6,4,5,1,18,9,5,1,21, 1,1, 5, 3,
14,5,3,4,5,1,3,16, 2

Yukaridaki veriler igin program calistirilmis ve tahmin sonuglar1 gizelge 4.7°de

verilmistir.

Cizelge 4.7 Araba verilerine iliskin parametre tahmin sonuglari

ECO Bayes (Lindley) Bayes(MCMC)

—~

a B a B a B

4.838767 1.103873 4837177 1.103668 4.823583 1.104123

Sonuglara bakildiginda En c¢ok olabilirlik yontemi, Bayes i¢in Lindley yaklasimi ve
MCMC yontemleri kullanilarak elde edilen tahmin sonuglarinin birbirine yakin oldugu
goriilmektedir. Elde edilen bu tahmin sonuglarinin modele uygunlugunu goérebilmek
icin verilerin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ve birikimli dagilim fonksiyonlarina

iliskin grafikler sekil 4.3 ve sekil 4.4°de verilmistir.

Histogram ve Olasilik Yogunluk Fonksiyonlan Grafikleri

-veri
16+ m—FC0 S
‘ s Lindley
14+ : - MZIMC |H

Sekil 4.3 Histogram ve tahminlere iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlari
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Sekil 4.3’teki grafiklerin birbirleri ile ve araba verisine iligkin histogram grafigi ile

uyumlu olduklar1 goriilmektedir.

Birikimli Dagiim Fonksiyonu Grafikleri

09F
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e Lindley
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Sekil 4.4 Ampirik dagilim ve tahminlere iliskin birikimli dagilim fonksiyonlari

Grafiklere bakildiginda tahmin edici yontemlerinin birbirine yakin sonuglar verdigi

gorilmektedir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu c¢alismada, ilk olarak Birnbaum-Saunders dagilimindan genel hatlar1 ile
bahsedilmistir. Daha sonra Birnbaum-Saunders dagilimimin parametrelerini tahmin
etmek i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes yontemi anlatilmigtir. Bayesci sonug
cikariminda, parametrelere iliskin onsel dagilimlar Ustel dagilim olarak almmis ve
islemler yapilmistir. Bu islemler sonucunda sonsal dagilimin kapali formu elde
edilememis ve bu nedenle Lindley yaklasimi ve Metropolis Hastings algoritmalar
kullanilarak parametrelere iliskin tahmin degerleri elde edilmistir. Hata Kkareler
ortalamas1 Olgiitii  elde edilen tahmin yOntemlerini karsilastirmak amaciyla

kullanilmustir.

Simiilasyon calismasinda, farkli 6rneklem biiyiiklikleri ve farkli parametre degerleri
icin program tekrar tekrar calistirilarak sonu¢ ¢ikariminda bulunulmustur. Elde edilen
bu tahmin sonuglarina gore, 6rneklem sayisi arttikca tiim tahmin yontemleri i¢in hata
kareler ortalamasinin azaldigr goriilmiistiir. Lindley yaklasgiminin hata kareler
ortalamasmin kiiciik orneklemlerde biiyiik c¢iktigr gozlenmistir. Kullanilan tahmin
edicilerin parametre tahmin degerleri gercek degerlerine yakin cikmaktadir. Lindley
yaklasimi en cok olabilirlik tahminini kullandig1 icin parametre tahminlerinde en c¢ok

olabilirlik tahminlerine yakin sonuglar ¢ikmaktadir.

Birnbaum- Saunders dagilimina iliskin Bayesci yontemle elde edilen simiilasyon
sonuglarina bakildiginda, Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda elde edilen tahmin
sonuglarinin gercek degerlere daha yakin oldugu ve hata kareler ortalamasinin c¢alisma
kapsaminda arastirilan diger kayip fonksiyonlarina goére daha disik oldugu
gozlenmistir. Ayrica Agirliklandirilmis Hata Kareler ve Genellestirilmis Entropinin
kayip fonksiyonlarinin benzer sonuglar verdigi goriilmiistiir. Sonug olarak, Hata Kareler
kayip fonksiyonunun hemen hemen tiim durumlarda diger kayip fonksiyonlarina kiyasla

daha iyi sonug verdigi sdylenebilir.

Gergek veri calismalarinda elde edilen sonuglara gore de parametre tahmin degerlerinin
birbirine yakin ¢iktiklar1 goriilmektedir. Grafiklere bakildiginda elde edilen sonuglar ile

gercek verilerin uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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Simiilasyon ve gercek veri sonuglarima gore, Lindley ve Metropolis Hastings
algoritmalar1 kullanilarak elde edilen sonuglarin en ¢ok olabilirlik yontemine gore
bulunan sonuglara benzer ¢iktig1 goriilmiistiir. Bu sonuglara gére, Bayesci yaklasim

yonteminin en ¢ok olabilirlik yontemine gore iyi bir alternatif olarak kullanilabilecegi

sOylenebilir.
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EK 1 Lindley Yaklasinu Kullanilarak Integrallerin Yaklasik Coziimleri

Bilgi veren oOnsel kullanilmasi durumunda, Birnbaum-Saunders dagilimina iliskin

Lindley yaklasim1 adimlar1 asagidaki gibi elde edilmistir.
Ustel Onsel Bilgisi kullanildiginda,
g(a,B) = ce™** x be P | log(g(a,B)) = logc + logh — (ca + bp)

_ dlog(g@p) _ _ ain(g@p) _ _ b

1= da ¢ g2 = ap
olabilirlik fonksiyonu ve tiirevler,
_ 1 1 1 n A 1 «n (ti, B
Lt B &) = 355 iz an 5o [Hi=1 t; 2z (¢ + ﬁ)] exp {—ﬁ Di=1 (EL oo 2)}

InL = —%1n(2n) —nlIn(2) —nln(a) —% In(B) —%(Z?=1 Int;)) + X In(t; + B) —

. ?:1(5"'[3_2)

2a? B t_l
b=t S (G E-2)
L1 :d;ZZL:%_%( ?=1(%+t£i_2))

L111=%= _i_z-"%( ?=1(%+tﬁi_2))
L2=d§_ZL=_%+ ?=1(tiiﬁ)_$( ?=1(;3_?+tli))

L T S s N N i)
Lo = ap? g T A=l gy 2a2( i=1 <ﬁ3)

_dnL _  n n 2+ 1 (yn (=6t
L222 - dp3 - B3 i=1 (t;+p)* Zaz( izl( B4 ))

e = Ly = g = o (2 (5 )

Low = Lo = L _dilnl _ -3 (on (-4
211 7 P21 7 M2 T Gazgp T g4 \Ai=1\g2

2)

t
_ _ _dilnl 1 (@n (2t

L212 = L221 = L122 = _dadﬁz = ; i=1 E

. [Ln le]‘l
Y L21 L22
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o 1 L22 _LZ]
Y7 det(Gyj) | =Ly Lig

2
(g S e (B (3)) (e (o (3 2)))
Sy e (O (F)
~FELGEY))  aaCEmG
P (E B @ G- 2)) (i B (B ()
2
(é( ?=1(;—?+%)))
2,/32 + 20 1(t;+p)? +ﬁ)2 _ﬁ( ?=1(%))
v=—$( LG+ d)

)

ij —

D
I
NI<NI<
S[SH1s

U(a,B) = aalimirsa U; =1,U, =U;, = Uy =U;; =Uy =0

Qpaves = Qe + G1191 1 G129> +%(L111G112 + 3L112G11G12 + L122(G11G22 +
2G12°) + L323G12G32)

U(a,B) =Balimirsa U, =1,U; = Uy, = Uy = Uy =Uyy =0

Boaves = Buie + G2191 + G2292 '|‘%(14222Gzz2 + L112(G11Go2 + 2(;122) +

3L122GIZGZZ + L111011012)

Burada @z, a parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Ay sekilde Bz

de (3 parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir.
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EK 2 Asimptotik Normallik

d
(T,,) rasgele degiskenlerin bir dizisi, » dagilimda yakinsamay1 ve Z, standart Normal

dagilima sahip bir rasgele degiskeni gostermek iizere,

Tn—aniz

n

olacak sekilde reel sayilarin (a,) ve pozitif reel sayilarin (b,) dizileri varsa (T;,)
dizisine asimptotik Normal veya daha agik olarak “a,, ortalamas1” ve “b2 varyans:” ile
asimptotik Normal dizisi denir ve T,,~ AN(a,,b?) biciminde gosterilir. Burada, a,
degeri T,’nin beklenen degeri ve b2 degeri T,’nin varyansi olmayabilir. a, ve b2

sirastyla T, ’nin asimptotik ortalama ve asimptotik varyansdir (Akdi, 2011).
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EK 3 Fisher Bilgi Matrisi

Ty, Ty, ..., T, Orneklemi, olasilik yogunluk fonksiyonu f (x; 6),8 € R™ olan kitleden

alinan n birimlik bir 6rneklem olsun. Bu 6rneklem i¢in Fisher Bilgi Matrisi,

1(6) = —E {(% log(L(6; x))>}
(o)

1921(6)  921(0) 921(6) T
9602 96,00, " 06,00,
921(0) 921(6) 921(0)
=—100,00, 062 " 36,00,

9210) 9%U(0) ™ 821(6)
36,06, 96,06, 302 |

seklinde tanimlanir (Kog,2020).
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EK 4 Asimptotik Giiven Araliklar

6’nin ego tahmin edicisi baz1 diizgiinliik sartlar1 altinda,

V(8 - 6) S N(0,171(8))

olmak iizere asimptotik Normaldir. Burada, I=1(8), Ek-3’te gésterilen 8 nin asimptotik
varyans-kovaryans matrisi ve Fisher Bilgi Matrisinin tersidir. Bu matrisin bilindigi
durumda, biiyiik 6rneklemler igin, 91, 92, . ép tahmin edicilerinin ayr1 ayr1 asimptotik

varyanslarinin bilinmesi anlamina gelmektedir. I~1(6) nin tutarli tahmin edicisi,

CRIONERIC) 921(0) 1

062 00,00, T 06,06,
921(6)  921(6) 921(6)
I7'(0) = —|36,00, 062 " 36,00,

92(0) 92(8) - 9%1(0)
106,00, 06,00, 06?

dir. Buradan 6;,i = 1,2, ..., p icin 8’ya dayah asimptotik giiven aralig,

P (91' — 7, a Vi <6; < 0; + Zg\/Vii) =1-q
2 2

seklinde elde edilebilir. Yukaridaki giiven araliginda bulunan V;; degeri Fisher Bilgi

matrisinin tersinde bulunan i. diagonal elemanidir (Kog, 2020).
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