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OZET

SONLU SiSTEM DENKLEMLERI TEORISi UZERINE

Yal¢in SIMSIR
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Yakup HACI
15/01/2013, 61

Bilim ve miihendislikteki bazi uygulamali problemler sonlu sistem denklemleri
yardimiyla ¢oziilebilir. Sonlu sistem denklemleri, elektronik bilgisayarlarin tasariminda, farkl
dillerin sentez analizinde, tipin bir ¢ok alaninda énemli rol oynadigindan bu problemlerin daha

derinden arastirilmasi gerekir.

Tez konusunun amaci sonlu sistem denklemleri iizerine bazi ¢alismalar yapmaktir. ilk
olarak sonlu sistemin temel modeli incelenmistir. Sonlu sistem deneylerinde temel kavramlar
aciklanmigtir. Daha sonra durum teshis deneylerinin tasnifi yapilarak bu konuda Onemli
algoritmalar arastirilmistir. Son olarak son durum agacinin 6nemli 6zellikleri incelenmis ve bu
agac yardimiyla teshis deneylerinde uygulama amacli sonuglarin bulunmasi yoniinde ¢alismalar

yapilmaistir.

Anahtar sozcukler: Sonlu sistem, Teshis deneyleri, Son durum agaci
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ABSTRACT

ON FINITE SYSTEM EQUATIONS THEORY

Yal¢in SIMSIR
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School
Mathematics Thesis, Master of Science
Advisor : Prof. Dr. Yakup HACI
15/01/2013, 61

Most applied problems encountered in scientific and engineering investigations can be
solved with the help of finite state equations. Since finite state equations played an important role
in many areas such as, design of electronic computers, analysis of language syntax, medical

science, these problems require deep investigations.

The aim of this thesis is to study on finite state equations. Firstly some properties of basic
model were investigated. Basic concepts of the state experiments were given. Also algorithms
concerning classification of the state identification experiments have been constituted. Finally
some properties of the homing tree and state identification have been carried out for application

of results with the help of the homing tree.

Keywords: Finite system, Identification experiments, Homing tree
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BOLUM 1 - GIRIS Yalcin SIMSIR

BOLUM 1
GIRIS
Bilim ve miihendislikteki bazi uygulamali problemler sonlu sistem denklemleri
yardimiyla ¢oziilebilir. Sonlu sistem denklemleri, elektronik bilgisayarlarin tasariminda,

farkli dillerin sentez analizinde, tipin bir ¢ok alaninda 6nemli rol oynadigindan bu

problemlerin daha derinden arastirilmasi gerekir.

Tez konusunun amaci sonlu sistem denklemleri {izerine bazi ¢alismalar yapmaktir.
4 boliimden olusan ve ilk bdliimii girig olan bu tezde ilk olarak sonlu sistemin temel modeli

incelenerek,
ZV = fz(xv7sv)
Sv+1 = fz(xv’sv)

karakteristik fonksiyonlar1 yazilmis ve sonlu sistem denklemleri i¢in bazi Ornekler

verilmistir.

2. boliimde bazi temel kavramlar agiklanmis, sonlu dinamik sistemlerde deneyler
tanimlanarak baslangi¢c durumunu bulmaya yonelik ¢alismalar yapilmistir. Bunun i¢in de,
teshis problemi ile sonlu dinamik sistemin hangi durumda oldugu belirlenmis; son durum

problemi ile de sonlu sistemi, bu duruma goétiiren deneyler incelenmistir.

3. boliimde durum teshis deneyleri incelenmistir. Durum teshis deneylerinin tasnifi
yapilarak 4 alt baglikta toplanmistir. Sade kosullu teshis deneyleri, sade kosulsuz teshis
deneyleri, tekrarli kosulsuz teshis deneyleri ve tekrarli kosullu teshis deneyleri dnemli

algoritmalar verilerek incelenmistir.

4. bolimde son durum agacinin Onemli Ozellikleri arastirilmis ve bu agag
yardimiyla teshis deneylerinde uygulama amagli sonuglarin bulunmasi yoniinde ¢alismalar
yapilmistir. Son durum deneylerinin de tasnifi yapilarak; sade kosulsuz son durum deneyi,
sade kosullu son durum deneyi, tekrarli kosulsuz son durum deneyleri ve tekrarli kosullu
son durum deneyleri alt basliklar1 ile arastirilmistir. Dordiincii boliimiin son kisminda

durum belirleme deneyleri ile ilgili sonuglar incelenmistir.
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1.1. Cok Terminalli Kara Kutu

Fen bilimleri ve miihendislikte cogu problemler analiz ve sentez diye adlandirilir.
Analiz problemler 6zel bir sistemin 6ngorisu, sentez problemleri de 6zel bir sistemin
lizerine bir seyler bina edilisidir. Incelemelerimizde daha ¢ok analiz problemlere

deginecegiz. Bu iki probleme gore degiskenleri lice ayirabiliriz.

1- Hareket degiskenleri : Sistem goriisiinii belirtir.
2- Tepki degiskenleri : Aragtirmacinin sistem hakkindaki goriislerini sunar.
3- Orta degiskenler : Bu ikisi de olmayan

Bir sistem *“kara kutu” yontemi ile sonlu terminallerle ifade edilebilir. Girdi
terminaller; kutuya dogru yonelen oklarla ifade edilen hareketli degiskenleri, c¢ikti
terminaller; kutudan uzaklasan oklarla gosterilen tepkili degiskenleri belirtirken orta

degiskenlerin de kutunun iginde gémull oldugu varsayilir.

x (t) o E E o E{i}m
x{z}{t}c - ’ o 1{2}'{t}
| Sistem I
| |
| |
X! }{t}a > > o 2™ (1)

Sekil 1.1. Sistemin Kara kutu gésterimi

Sistemin kara kutu gosterimi sekil 1.1. ile gosterilmistir. Burada u girdi degiskenleri ve

weiktt degiskenlerinin zamana bagli oldugu sistemi gosterir. x® t) , i=123..u
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olmak Uzere girdi degiskenleri ve Z(j)(t), j=123,...,w olmak lizere ¢ikt1 degiskenleri

gosterir.
1.2. Zaman Ayira¢

Sonlu sistem modeli ile gosterilen her sistemin bagimsiz es zamanli kaynaklarla
kontrol edildigi kabul edilir. Sistem degiskenleri devamli bir sekilde 6l¢lilmez, her olayin

belirli bir aninda gosterilir ve “es zamanl sinyal” olarak adlandirilir. Bu anlar se¢cme

zamanlar diye de adlandirilir ve v ’inci segme zaman t, (v =12,...) seklinde gosterilir.

Bir baska goriisle de her hangi bir t, zaman1 t, ve t,_, zaman araliginda bagimsizdir.
v(t) sistem degiskeni v ’inci segme zamanindaki vdegerini gosterir. v ’Inci se¢cme

zamanindaki degiskenlerin degerleri v sayisina baghdir, {, degerine bagli degildir.

Yukaridaki zaman ayira¢ tezine uyum saglayan sistemler senkronize diye
adlandirilirlar. Bu teze uymayanlar ise es zamanli olmayan seklinde ifade edilirler. Dogal
olarak es zamanli olmayan sistemler bazi amaclar i¢in es zamanli varsayilir. Mesela
ampuliin agma kapama diigmesi i¢in, girdi degisken diigmenin agik veya kapali hali, ¢ikt1
degisken de ampuliin yanip yanmamasidir. Es zamanli kaynak agma diigmesi, es zamanl
sinyal de agma kapama hareketidir. v ’inci segme zamaninda her degiskenin degeri segme
zamanlardan bagimsizdir. Bu sistem es zamanli sanilir. Ama kesinlikle bu sistem es
zamanli degildir, clinkii ampuliin agma kapama iglemleri agma kapama islemlerine

baglidir.
1.3. Sayilabilir Alfabe

Temel sonlu sistem denklemleri i¢in One siiriilen bir goriiste her degisken sonlu

13

sayili ayrik degerlerle kabul edilir. v degiskeninin kabul edildigi degiskenler kiimesi “v

alfabe” diye adlandirilir ve V ile gosterilir.

Her V elemanma v sembolii denir. K® K@ K™ KO KL KM™ le

gosterilen sonlu kiimeler olsun. Ve sirasiyla K® @ K@ ®...® K™ sirali m ¢arpanlilar

da (K® K® .., KM) ile gostersin. Eger verilen sistemin hareketli degerleri

x®, x@ . x" ise bu sistemin “girdi alfabesi” X ile gosterilir.

X=XPX?®..exW (1.1)
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seklinde gosterilir ki , X®,i=12,.,ux®  alfabesini belirtir. Ayni sekilde tepkili

W ;@ LW

degiskenler z ise cikt1 alfabelerde Z ile gosterilir.

2=29729®.®z2W (1.2)

ile tammlanir ki 29, j=12,.,w de Z alfabesini belirtir. X p,nin boyutu ve

2P ’de g, ninboyutu ise sonlu olan Pve § sdyle verilir.

p=1p (L3)
a=1]o, (1.4

X ’in tanimlanmasi sade bir girdi semboliiniin herhangi bir {, zamanindaki tim “u girdi

degiskenlerinin” tanimlanmasii saglar. Ayni sekilde Z ’nin tanimlanmasi sade bir ¢ikti

semboliintin herhangi bir t, zamanindaki tim wgikti degiskenlerinin tanimlanmasini

:{1&, 0 ¥ Sistem b 0 Zy

saglar.
Sekil 1.2. Sonlu sistem denkleminin kara kutu gosterimi.

x® x@ g

Sonugta girdi degiskenleri alfabesi, X ’in (1.1)’de tanimlanan

sade x girdi degiskenleriyle yer degistirebilir. z¥,2? ...,z

cikt1 degiskenleri alfabesi
Z’nin (1.2) de tammlanan sade z ¢ikt1 degiskenleriyle yer degistirebilir. Ayrica u
girdi terminalleri bir girdi terminalle ve w ¢ikt1 terminalleri bir ¢ikti1 terminalle yer
degistirebilir. Iste bu sonlu sistem modelinin temelinin standart gosterimidir. Gosterim

olarak x® ve z® girdi dogrusuna sahip hesaplama cihaz diisiinelim ve x® dogrusu,
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0 ve 1 rakamlari ile z? dogrusu da 1,2,3 rakamlarindan olussun. t, secilmis zamanlarinda

cihaz su degerleri iiretir.

z® = xOx® 4 x® x@vez® =|xWx - xﬁlflxﬁ)l‘ boylece elimizde,

X®={1 x?={23} z¥={02123456} 2 ={0123}olur.

Sonug olarak;
X ={(0,1),(0,2),(0,3), (11), (1,2), (1,3)}

Z ={(0,0).(01),(0,2).(0.3),(1,0),(11),(1.2),(1.3).(2.0),(2.1).(2.2),(2,3),(3,0).(31).(3,2),(3.3),
(4,0),(4.1),(4.2),(4.3).(5,0),(51).(5,2),(5,3).(6,0).(6.1),(6,2), (6,3)}

seklinde olur.

1.4. Durumlar

Hareketli ve tepkili degiskenler gozlenip Olgiiliirken, orta degiskenler de genellikle
belirsizdirler ve degerleri de cogunlukla Olciilemez. Orta degiskenlerin 6nemi onlarin

kendilerine 6zgii davraniglarina dayanmiyor, aksine girdi ve c¢ikti1 degiskenleri ile yaptigi

etkiye dayaniyor. Bu birlesik etki zaman ayrilig1 ve sonlu alfabeye konudur. Bu etkiye f,

zamaninda sistemin durumu denir ve S, ile gosterilir. Bu kiimeye ise durum kiimesi denir

v
ve S ile gosterilir. Durumun esas noktasi, temel sonlu sistem modelle rol oynamasiyla

dogru bir sekilde tanimlanabilir. Bu rol iki sekilde soylenebilir:
(1) Se¢me zamandaki ¢ikti sembol, segme zamandaki girdi sembolle gergeklesir.
(2) Bir sonraki segme zamandaki durum se¢me zamandaki girdi sembolle gergeklesir.

Bdylece sonlu sistem denkleminin herhangi bir secme zamandaki durumunun girdi
sembolii, secme zamandaki ve bir sonraki se¢gme zamandaki ¢ikti sembolii Ongoren
degiskendir. Mesela havaya para atilmasini ele alalim. Her atista yazi gelenler iginde ilk
yaz1 i¢in say1 yazilsin ve tura gelen durumlarda ilk iki tura hari¢ her tura i¢in say1 yazilsin.
Boylece oyunumuz bir sistemdir. Es zamanli kaynak; oyuncu, es zamanh sinyal; paray1
havaya atma islemi. Girdi degisken paranin yiizii, ¢cikti degiskende her atistaki sayidir.
Girdi alfabe (yaz1 , tura), ¢ikt1 alfabe de (say1, say1 yok) seklindedir. Durum kiimesini ise

5
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o sart altindaki bilgi gerektirirken, paranin yiizii de o anki say1y1 ve diger sart1 gerektirir.

Oyunun tanimindan su sdylenebilir, sayty1 tahmin etmek i¢in o anki ve paranin iki 6nceki
yiizli bilinmesi gerekir. {Ali ilk tura, Ali iki tura, Ali yaz1} kiimesini disiiniin ki burada
eger yaziyi tura takip ederse “Ali ilk tura” sistemin durumu, eger tura turayi takip ederse
“Ali iki tura” ve eger yazi veya turayr takip ederse “Ali yaz1” sistemin durumu olur.
Sistem “Ali iki tura” durumunda ve girdi yaz1 oldugunda veya sistem Ali yazi ve girdi de
yazi ise say1 yazilir. O anki durum “Ali ilk tura” veya “Ali iki tura” ise bir sonraki durum
girdi tura ise “Ali tura” , girdi yaz1 ise “Ali yaz1” olur. Buradan sunu sdyleyebiliriz o anki
durumu ve girdiyi bilirsek o anki ¢ikt1 ve bir sonraki durumu tahmin edebiliriz ve boylece

secilen durum kiimesi tiim sartlarla ¢akisir.

Bir problemde verilen durumun se¢imi ne tek ne de sade olmak zorundadir. Ciinkii bu
secim ig¢in genel kurallar uygun degildir buna iiglii ve hatali yaklagim denir. Segilen

sistemin hiz1 o anki idrake, goriise, boyuta ve o anki bilgiye de baghdir.
1.5. Temel Modelin Tanim

Sonlu sistem denklemleri diye adlandiracagimiz sistemlere bir tanim getirecegiz. Bu

tiir sistemlere kisa olsun diye sistem denklemi diyecegiz.
Tamm 1.1. M sonlu sistem denklemi, sonlu X :{51,52,...,§p} girdi alfabesi ile
sonlu Z =1{¢,,¢,,...¢,} ¢kt alfabesi ve sonlu S =10y,0,,..,0,} durumu ile bir e

zamanl sistemdir ve T, ve f, “karakteristik fonksiyonlarr”
z, =f,(x,,s,) (1.5)

Sv+l = fz (Xv’sv) (16)
seklindedir.

Burada X, , Z, ve S, sirasiyla; girdi sembol, ¢ikti sembol ve t, (v =12,...) zamanindaki
M * nin durumudur.

Karakteristik fonksiyonlar kesin olmayan bir duruma konu degildir. Ayrica M yi
sinirsiz farz ettigimizde, OGrnegin her hangi bir girdi sembolii her hangi bir t{, zamaninda

M ’ye uygulanabilir.
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fz(xv’sv) = fZ(Xv) (1'7)

oldugu zaman sonlu sistem denkleminin 6zel bir durumu da ortaya ¢ikar. Bu sistem
denklemine sade sistem denklemi diyebiliriz. Sade sistem denkleminin orta degerler girdi

cikt1 iliskisi tizerine bir etkisi yoktur ve bu durumun esas noktasi oldukc¢a karisiktir. Eger
f,(x,,s,)# f,(X,) (1.8)

ise sistem denklemi sade olmayandir.

1.6. Sonlu Sistem Denklemleri icin Ornekler

Temel sonlu sistem modelleri igin birka¢ 6rnek sunacagiz. Girdi alfabe igin X

cikt1 alfabe i¢in Z ve durum icin S kullanilacaktr.

Ornek 1. Verilen: uyarici tarafindan “pozitif” ve “negatif” seklinde etkilenen bir
organizma. Organizmada negatif uyaric1 hi¢ bir reaksiyon gostermezken pozitif uyarici

reaksiyon gosteriyor.
X = { pozitif uyaric1, negatif uyarici }
Z ={ reaksiyon, reaksiyon yok }
S = { en son pozitif uyariciya reaksiyon, en son pozitif uyariciya reaksiyon yok }

Eger o anki durum “en son pozitif uyariciya reaksiyon” ve girdi de pozitif uyarici
ise, ¢ikt1 “reaksiyon yok” ve bir sonraki durumda “en son uyariciya reaksiyon yok” olur.
Eger o anki durum “en son pozitif uyariciya reaksiyon yok™ ve girdi de “pozitif uyarici” ise

¢ikt1 reaksiyon ve bir sonraki durumda “en son pozitif uyariciya reaksiyon” olur.

Girdinin “negatif uyarict” oldugu durumda ¢ikt1 her zaman “reaksiyon yok” olur ve
bir sonraki durumda uyarici gibi olur.

Ornek 2. Verilen: 26 harften olusan Ingilizce bir metin ve araliklar “un” ile
baslayan “d” ile biten kelimeleri saymak i¢in metin taraniyor. Sadece araliklar ~ ile

gosterilecek, diger harflerde d, n, veu dal ile gosterilecek.
X={dnu =, 1}

Z = { say1, say1 yok }
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S = { yeni kelime, yeni kelime icin bekle, Ali u, Ali u-n, Ali u-n-d }

Girdi “ 7 ” ise bir sonraki durum her zaman “yeni kelime” olur. Eger o anki durum ““ Ali u-
n-d” ve girdi de 7 ise ¢ikt1 “say1” dir diger tiim sartlarda ¢ikt1 “say1 yoktur”. Eger o anki
durum “yeni kelime” ve girdi de “u” ise bir sonraki durum “Ali u”, eger girdi “d” , “n”
veya “A” ise bir sonraki durum “yeni kelime igin bekle” olur. Eger o anki durum “Ali u”
ve girdi de “n” ise bir sonraki durum “Ali u-n” olur. Eger girdi “d”, “u” veya “4” ise bir
sonraki durum “yeni kelime i¢in bekle” olur. Eger o anki durum “Ali u-n” veya “Ali u-n-

€C_ 9 (1))

d” ve girdi de “d” ise bir sonraki durum “Ali u-n-d” olur. Eger girdi “n”, “u” veya “1” ise

bir sonraki durum “Ali u-n” olur. Eger durum “yeni kelime i¢in bekle” ve girdi de “~

ise durum degismez.

Ornek 3. Verilen: yénii iki pozisyonlu diigme tarafindan kontrol edilen motor
tekerlegi. Sag ve sol pozisyonlar sirasiyla tekerin saat yonli ve saat yOniiniin tersine

donmesine yol agtyor. Tekerin yoniinii degistirdigi an gosterge yantyor.
X ={sag, sol }
Z = { lamba agik, lamba kapali }
S ={ saat yondi, saat yoniniin tersi }

Eger o anki durum “saat yonii” ve girdi “sag” veya o anki durum “saat yoniiniin tersi” ve

girdi “sol” ise durum degismez ve ¢ikt1 “lamba kapali” dir. Eger o an durum “saat yonii”

~99

ve girdi “sol” ya da o anki durum “saat yoniiniin tersi” ve girdi “sag” ise durum degisir ve

¢ikt1 da “lamba agik™ olur.

Yukaridaki Ornekler gosterilirken sonlu sistem denklemlerinin bazen bir oyun,
bazen bir algoritma, bazen bir dil, bazen bir organizma, bazen bir makine oldugunu
sOyleyebiliriz.

Teorem 1.1. Agik olmayan M sonlu otomatasi verilmis olsun. Eger sonlu
otomatanin f, ve f, karakteristik fonksiyonlari belirli ise istenilen giris dizisine uygun

cikis dizisi tek degerli olarak belirlenemez.

Eger karakteristik fonksiyonlarin disinda o;, baslangic durumu da verilmis ise

istenilen giris dizisine uygun ¢ikis dizisi tek degerli olarak belirlenebilir.
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BOLUM 2
SONLU DINAMIiK SISTEMLERDE DENEYLER
2.1. Deneylerin Siniflandirilmasi

Sonlu dinamik sisteme giris dizisinin uygulanmasi, buna uygun ¢ikis dizisinin
gbzlenmesi ve bu gozlemlere dayanarak sonuca varilmasi asamalarinin tiimiine deney

denir. Deneyler asagidaki tanimlarla siniflandirilir.

Tammm 2.1. Sonlu dinamik sisteme uygulanan giris dizisi 6nceden tamami ile

belirlenmis ise bu deneye sartsiz deney denir.

Tamm 2.2. Sonlu dinamik sisteme uygulanan giris dizisi bir sonraki alt dizinin
verdigi tepkiye uygun bi¢cimde belirlenen iki veya daha ¢ok alt diziden olusmus ise boyle

deneye sartli deney denir.

Genellikle sartsiz deneylerin yapilmasi sartli deneylerin yapilmasina gore daha sade
ve sadedir. Sarthh deneyler durumunda bazi ara sonuglarin ayri ayri1 incelenmesi

gerektiginden daha zordur.

M
. X, z,
. .Se‘;llien . I - Dinarpik S——
Girig Degerleri Sonlu Sistem

Sekil 2.1. Sartsiz Deney



BOLUM 2- SONLU DINAMIK SISTEMLERDE DENEYLER Yalcin SIMSIR

M
. X, z,
_ _Se‘;llfn _ - - Dinamik —
Giris Degerleri Sonlu Sistem

Sekil 2.2. Sartli Deney

Gegis cizelgeleri ayni olan sonlu dinamik sistemler deneylerin basladigi zaman ayni

durumda bulunuyorsa bu sistemlerden biri digerinin kopyasidir.

Deneyler gerekli sonlu dinamik sistemlerin kopya sayilarina gore asagidaki gibi

ifade edilir.

Tanim 2.3. Sonlu dinamik sistemin sadece bir kopyasina ihtiya¢ duyan deneylere

sade deneyler denir.

Tamim 2.4. Sonlu dinamik sistemin birden fazla kopyasina ihtiya¢ duyan deneylere

de tekrarli deneyler adi verilir.

Uygulamada incelenen sonlu dinamik sistemlerin genellikle bir kopyasi
oldugundan sonlu sistemler teorisinde sade deneylerin daha avantajli oldugu kabul edilir.
Deney yapildigi zaman uygulanan giris dizisini olusturan sembollerin sayisina deneyin
uzunlugu, alt dizilerin sayisina deneyin derecesi, sonlu sistemlerin sayisina ise deneyin
tekrarlilik derecesi denir. O halde sartsiz deneyler birinci derecen, sartli deneyler ise ikinci
veya daha fazla dereceden deneylerdir. Sade deneyin tekrarlilik derecesi 1 dir. Tekrarl
deneylerin derecesi ise 2 veya ikiden ¢oktur. Uzunluk, derece ve tekrarlilik dereceleri gibi

kavramlar sonlu sistem teorisinde deneylerin 6l¢ileri olarak ifade edilir.
2.2. Teshis Ve Son Durum Deneyleri

Tammm 2.5. Gegis cizelgesi ile verilmis olan M sonlu dinamik sistemi

OOy o, durumlarindan birindedir. Bu durumun bulunmast i¢in gerekli probleme

Teshis problemi denir.

10
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Tammm 2.6. Gegis cizelgesi ile verilmis olan M sonlu dinamik sistemi

O O e o. durumlarindan birindedir. M sonlu dinamik sistemi bu duruma

[P Rl P

gotiiriilmelidir. Yapilan bu isleme son durum problemi denir.
Teshis problemi M sonlu dinamik sisteminin baglangi¢ durumunu, son durum

problemi ise M sonlu dinamik sisteminin son durumunun belirlenmesi igin gergeklestirilen

problemlerdir.

Teshis problemi ile yapilan deneye teshis deneyi, son durum problemi ile yapilan
deneye son durum deneyi denir. Bu durumda her bir teshis deneyine ayni zamanda son
durum deneyi diyebiliriz. M Sonlu dinamik sisteminin baslangi¢ durumunu bilerek ve giris
dizisine uygulayarak son durumu belirlenebileceginden dolay1 teshis deneyi ayn1 zamanda

son durum deneyidir. Ancak bunun tersi her zaman i¢in dogru degildir.

Uygulama yaparken incelenen M Sonlu dinamik sisteminin minimal oldugu
diistintilir. Eger M Sonlu dinamik sistemi minimal olmazsa o zaman bilinen minimal

yapma tekniklerinden birisi uygulanarak sistem minimallestirilir. {Gil’aiz’ ------ o, } M

Sonlu dinamik siteminin her hangi sartli durumlar kiimesi olsun. Eger bu kiimenin
elemanlarindan biri M sisteminin baglangic durumu ise bu kiimeye baslangic durumlar
kiimesi denir ve A(M) ile gosterilir. Bu nedenden dolayr A(M) kiimesinin durumlar1 da
miimkiin durumlar olarak adlandirilir. Eger A(M) tek elemanli bir kiime ise yani m = 1
hem teshis hem de son durum problemleri dogrudan ¢oziiliir. Bu ylizden m>2 durumlari

incelenmektedir.
2.3. Iki Durum I¢in Teshis Deneyleri

m = 2 durumu igin incelenen teshis problemi iki durum igin teshis problemi olarak

adlandirilir. n durumlu bir M Sonlu dinamik sistemi diisiinelim. A(M) = {o-io T }Olsun.
M yukarida belirttigimiz gibi minimal Sonlu dinamik sistem oldugundan o, Ve o,
durumlar farkh, yani (n—1) farki durumlardir. Bu nedenle Mo, ve Mo, icin
uygulandiginda fakh ¢ikis dizileri olusturan, uzunlugu n — 1 veya daha kii¢iik olan giris
dizileri bulunabilir. Boyle giris dizisi {O-io T } icin teshis dizisi olarak ifade edilir.

Verilen M Sonlu dinamik sistemi icin A(M) = {o, ,o, | seklinde iki duruma gore

teshis deneyi agagidaki gibidir.

11
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a) M Sonlu dinamik sistemine {o, , o, | durumu igin teshis dizisi uygulanir.

b) Bu uygulamaya gore ¢ikis dizisi gozlenir

c) Alnan tepkiye gore baslangi¢ durumu belirlenir.

Kabul edelim ki | i¢in 5, ve o, durumlart | farkli, -1 e denk durumlar olsun. O
zaman {o, ,o, | i¢in en kisa teshis dizisinin uzunlugu | olur. Uzunlugu bu ézellige sahip
ve | olan, {aio,ajo} ye gore istenen teshis dizisi {aio,ajo} icin minimal teshis dizisi
olarak isimlendirilir. Bu minimal teshis dizisi £(o; ,0, ) seklinde gosterilir. Eger o, Ve
o, durumlart | farkli, |-1 e denk durumda iseler o zaman bu durumlar P, de

boliinmiis, P,; de komsu durumlardir. Buna gore yukarida bahsedilen | asagidaki gibi

bulunabilir.

M Sonlu dinamik sisteminin bilinen yontemle k-denk bdlinmiisleri olusturularak o,
Ve o, durumlarinin P, da iki farkli smifta oldugu en kiigiik k belirlenir. Bu k degeri |
olarak alinir.

Bu durumda M|c7io ve M |0' , @agore g(o, ,0,) uygulandiginda ¢ikis dizileri yalmz

sonuncu sembol ile yani | nci sembol ile farklilik gésterir. Ilk |-1 sayida olan sembolleri

ayni olacaktir. Bu nedenle her 0<k<I-1 i¢in 5, ve o, durumlarnin ¢(o, o, )’a

gore k nc1 gegisleri |-k farkli ve (1 -k-1) denk olacaktir.

Algoritma 2.1. o, Ve o, M sonlu dinamik sisteminin iki durumu olsun. {aio,ajo}

icin minimal teshis dizisinin belirlenmesinde asagidaki adimlar kullanilir.

(1) Migin P cizelgeleri olusturulur. o, ve o, durumlarmm P, ; komsu, P, de
béliinmiis durumu olan | bulunur. k = 1 almur.

(2) (a) Sayet |-k)0 ise (3) adimina gegis yapilir.

12
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(b) Sayet |-k =0ise ¢,, o,

k-1

ve ¢, satirlarmnin farkli oldugu siituna uygun

herhangi bir ~ z, alt ¢izelgesine karsilik gelir. Bu durumda ¢, s, - £

lo:.,0,, | ¢ gbre minimal teshis dizisidir.

@3 &, P_. ¢izelgesinde o, , Ve o,  satirlarimin dyle siitununa uygundur ki, bu
stitunda o, ve o, alt indisleri farkli olan o, ve o hUcrelerine sahiptirler. Bu

durumda Kk, 1 arttirilir ve (2)’ye dondlir.

Cizelge 2.1. Al Sonlu dinamik sistemi igin gizelge

n B W N =
= = O O O
[ N e
MW = =
N o= = N B

13
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Cizelge 2.2. Al igin P, Gizelgesi

Cizelge 2.3. Alicin P, cizelgesi

S'I-'—].
a | B
1 15 | 4c
a
2 la 5C
4 3p 4c
C
5 25 | 5c
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Cizelge 2.4. Al igin P, cizelgesi

Se1

2 a | B
1 15 4.

a
2 13 5d
b 3 5d 15
c 4 3b 4.
d 5 23 5d

Cizelge 2.5. Alicin P, cizelgesi
5

a 1 1a 44
b 2 1, 5e
c 3 Se 1,
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Cizelge 2.6. A1 Sonlu dinamik sisteminin durum ¢iftleri i¢in minimum teshis dizisi

a, | e, |ela,.a )&, |
1 2 Poaoo 1 ]
1 3 o 0 1
1 4 o 0 1
1 5 o 1] 1
2 3 oL 0 1
2 4 o 0 1
2 5 o4 0 1
3 4 (o4 0 1
3 5 o 0 1
4 5 oo asd 1 0

2.4. Deneyler Teorisinde Graf Uygulamalari

M sonlu dinamik sistemi icin verilen durumlar kiimesinin istenilen sonlu alt kiimesi
o —kiime olarak isimlendirilir. Bir elemandan olusan o —kimesine sade o — klimesi
denir. ki veya daha fazla ayn1 elemana sahip olan o —kiimesi tekrarli & — kiimesi olup,

biitiin elemanlar1 ayni olan o —kiimesi ise homojen & — kiime olarak ifade edilir.

Baslangi¢ durum kiimesinin elemanlarinin sayis1 m olan Sonlu dinamik sistemi géz
Oniine aldigimizda olusan Sonlu dinamik sistemin biitiin elemanlarinin sayisi m olan & —
kiimelerinin kiimesine A-grup denir. A-gruptaki o —kiimelerinin sayisina ise grubun
¢OzUimi denir. Bu durumda A-grubun ¢6ziimii m den biiyiik olmayacaktir. A-grubunu
olusturan & —kumelerinin hepsi sade ise A-grubu da sade, o —kimelerinin hepsi

homojen ise A-grubu da homojendir.
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Kabul edelim ki G,g,,g,,--- g, ve o —kumelerini de igine alan A-grup olsun. G nin

EE &, gegisi asagida verilen sekilde kurulan baska bir A-grup ile de isim alabilir.

(1) g;kimesinig g, ------ g, girls dizisine uygun ayni ¢ikislara sahip iki durumu ayni
kiimede olan alt kiimelere bol. Her alt kimeye o — kiimesi gibi bak ve butiin boyle
o —kiimelerinin olusturdugu A-grubu G’ ile gosterilir.

(2) G’ kiuimesindeki her bir durumu onun £ & &, gegisi ise degistirilir.

Bu islemler sonucunda elde edilen A-gruba G-nin g, gegisi denir.

Buradan goériiliiyor ki, k’nc1 diizey pk sayida dali i¢ine alir. k’nct dali k’nci
dizeyde (k=1,2,...... , 1) olan ve her bir (k + 1) nci dalin1 k’nc1 dala ayiran | sayida dallar
dizisi agagta yol alarak adlanir. |ye yolun uzunlugu denir. Bu yolda k’nc1 dal & ise 0
zaman bu yol &, g, dizisini olusturur. Bu adimlar izlenerek olusturulan agaca gecis

agaci denir. M ve A(M) icin olusturulan her bir gecis agaci A-grup ile baglantilidir.
Baslangi¢ dalin bagl oldugu A-grup A(M) dir. Eger b dal1 olan G, A-grup ile baglantili ise

o zaman b dalinin dogurdugu &, dali G nin gegisi ile bagli olacaktir. Béylece k’nc1 (k>1)

diizeyin dallarinin bagli oldugu A-grup, (K — 1) nci diizeyin bagli oldugu A- grup ile
belirlenebilir. Eger yolun sonuncu dali G ile bagl is o zaman agagtaki uygun olan yol G, A

grubuna yonelir.

seviye

!
BN Wsls Ll Bl 33
Sekil 2.3. Al i¢in gegisler agac1 ve {2,3,4,5} gecerli kiimesi
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Yukarida incelenen kurallar1 dikkate aldigimizda M ve A(M) ye gore yapilan gegisler

agaci i¢in asagidaki sonuglarin dogru bir sekilde ortaya ¢iktigi goriiliir.
(1) Farz edelim ki, A(M) ile G,, A grubu ile isaret edilmis olsun ve G, agagtaki yolun
k nc1 dalina baglantili olan A-grup olsun.
(@) G, nin ¢oziimii ya G, ; in ¢dziimiine esittir veyahut ta G, ; in
¢ozimiinden blyuktar.

(b) Eger G, , tekrarli & —kiimesini iceriyorsa 0 zaman G, da tekrarli & —

kiimesini i¢ine alir.
(2) A(M) = {Gil L O e o, } ve G agacta ¢ giris dizisinin belirttigi yolun gittigi A-

12

grup olsun ve yine varsayalm ki o, ’, g "yegore o, nin gecisi olsun. O halde,

(a) O'ill : o-izl, ------ o-im' ler G’nin o — kiimelerini igeren m sayida
durumlardir.

(b) o—ik've o-ie’ lerin G nin farkli & —kimelerini icermesi icin gerek ve yeter
kosul aik’ ve aie, lerin ¢ giris dizisine uygun olan farkl ¢ikis
dizilerine sahip olmasidir.

(3) b,veb,, A grubuna bagl ayni iki dallar olsun. O zaman G,A grubuna bagl dalin

b, dalindan | sayida daldan sonra ulagmak i¢in gerek ve yeter sart G, A grubuna

bagh dalin b, dalindan | sayida daldan sonra ulagilmasinin miimkiin olmasidir.

2.5. Teshis Agaci

Gegisler agaci sonsuza kadar devam ettirilebilir. Bu yizden deneyler teorisinde her
zaman uygulanmasi ve her zaman tercih edilmesi miimkiin olmaz. Bu eksikligi gidermek
icin gegisler agacinin kesilmis agaci olan yeni bir kavramin ortaya ¢ikarilmasi gerekir.
Bunun ic¢in gegisler agacinda dallar dizisinin sonuglanmasini saglayan kurallardan

yararlanabiliriz. bu sekildeki aga¢lardan birisi asagida tanimini verdigimiz teshis agacidir.
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Tamm 2.7. Asagida belirtilen sartlarin biri saglandiginda k nc1 diizeyin b dalinin

sonuncu oldugu hesaplanan geg¢isteki agaca teshis agaci denir.
(1) b ile baglantili olan A grubu tekrarli & — kiimesini icerir.

(2) b ile bagli olan A grubu k dan 6nce gelen seviye de her hangi bir dal ile
baglantilidir.

(3) k seviyesinin sade A grubu ile baglantili bir dali bulunsun.(bu b dalinin kendisi de

olabilir)
seviye
|
0 . 2345 5
| . | - |

1 15:8.24 (5.14.5)

o | B

]

DR e BBE b

Sekil 2.4. Al igin teshis agaci ve gegerli kiimesi {2,3,4,5}
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seviye I
0 o {1.2} 8
l -
1 -f1|1} 04 I.;
(G5 L_I'_"-'}
e
2 6.2} 4.5}
a | Yei
[ ]
3 (5.1} 1.5}
a | A a | A
- - - -
. 245 5.4y {1h{2} {4.5}

Sekil 2.5. Al i¢in Teshis agaci ve gegerli kiimesi {1,2}

Sekil 2.4 e bakildiginda 0 nc1 seviye baslangi¢ dali gegerli baslangi¢ durumlar kiimesi olan

{2,3,4,5} ile baslamaktadir. Durumlar kiimesine of teshis dizisi uygulanarak sonraki
dallar elde edilmistir. {2,3,4,5} kiimesine A uygulandiginda 1. seviyede (1) kuralmin
uygulanmasi ile sonlanan {51,45}, A grubu ile baghdir. {2,3,4,5}kiimesine«

uygulandiginda ise bu 3 kuraldan herhangi birine uygun A grup olmadigindan dal
sonlanmamustir. 1. seviyedeki {1,5},{3,2} A grubuna « ve g uygulandiginda yine bu

ti¢c kurala uyan A grup bulunmadigindan 2. seviyede de dallar sonlanmamuistir. 3. seviyede

ise (3) kurali kullanilarak buna uyan bir dal A grup ile sonlanmustir.

Sekil 2.5 teki teshis agaci 0 nc1 seviyede baslangi¢ dali gegerli kiimesi {1,2} olan baslangig
durumlar kiimesi ile baglamistir. af teshis dizisi uygulanarak sonraki dallar belirlenmistir.
{1,2} kimesine « uygulandiginda birinci seviyede (1) kuralma uyan {11} A grup ile
sonlanmistir. {1,2} kiimesine A uygulandiginda {4,5} bulunur. Bu A grup her hangi bir

kurala uymadigindan bu dal sonlanmamistir. {4,5} kimesine S uygulandiginda ikinci
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seviyede (2) kurali devreye sokularak sonlanan {4,5} A grubu ile baghdr. «

uygulandiginda ise bulunan {3,2} A grubu, her hangi bir kurala uymadigindan dal
sonlanmamistir. Ugiincii seviyede de (3) kuralina uyan bir A grup bulunmadigindan dallar
sonlanmamistir. Ugiincii seviyede {51} A grubuna o« ve g uygulandiginda dérdiincii
seviyede (3) kuralina gore sonlanan {2},{1} A grup ile baghdir. Yine tiglincii seviyede ki
{15} kimesine « ve B uygulandiginda dérdiincii seviyede (3) kuralina gore sonlanan

{1},{2} sade A grubu ile bagldir.

Teshisler agacinda sonuncu dali sade A grubu ile bagli olan yola teshis yolu denir.

M ve AM) = {o'.l,o'.z, ------ ,aim} verilmis olsun. Mo, ,M|o - Mo,

ip !
durumlari i¢in m sayida fakli ¢ikis dizileri olusturan giris dizisine de M ve A(M) i¢in teshis
dizisi denir.

Bahsettigimiz bu tanimlar ve yukaridaki yorumlarimiz neticesinde asagidaki

teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.1. M ve A(M) i¢in olusturulan teshis agacinda teshis yoluyla elde edilen
giris dizisi M ve A(M) i¢in teshis dizisidir.

M ve A(M) i¢in olusturulan teshis dizilerinin en kisa olanina M ve A(M) igin

minimal teshis dizisi denir.

Gegcisler agacinda bulunan fakat (1) ve (2) kurallarina gore teshis agacinda

bulunmayan yollara M ve A(M) i¢in olusturulan teshis agacinin kesik yollar1 denir.

Teorem 2.2. M ve A(M) i¢in meydana getirilen teshis agacindaki kesik yollar

minimal teshis dizilerini belirleyemezler.

Ispat: Eger karsilastigimiz bu yol (1) kuralina gore kesilmis bir yol ise o halde
bahsedilen yol tekrarli & — kiimesini kapsayan A gruba bagli olan b dali ile sonuglanir. Bu
durumda gegisler agacinda b dalindan gegen yol tekrarli o —kiimesini kapsayan A gruba

ulagir.

Dolayisiyla bu yol sade A gruba ulasamaz ve bu nedenle teshis yolu olamaz. (2)

yoluyla sonuglanan kesik yolu goz oniine aldigimizda varsayalim ki bu yol j nci seviyede
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G, A grubu ile bagh olan b ; dalinda sonuglanmis olsun. Bu durumda i( jolanb; dah

vardir. O halde eger gegisler agacinda sade A gruba bagli olan b ; ye | sayida dallardan
sonra ulasilirsa o zaman sade A gruba b; dalindan gegen | sayida dal yardimiyla ulasilir.

Sonug olarak gegisler agacinda teshis yolu b ; dalindan gegerse b; dalindan da gegmek
zorundadir. i( joldugundan sonuncu yol dnceki yoldan daha kisa olacaktir. Bu yiizden
gecisler agact b, dalindan gegen teshis yoluna sahipse bu yol minimal teshis dizisini
belirleyemez.

Teorem 2.3. M sonlu dinamik sistemi ve gecerli baslangi¢ kiimesi A(M) igin

olusturulmus teshis agacinda teshis yollarmin dizileri kiimesi M ve A(M) i¢in biitiin

minimal teshis dizileri kiimesidir.

Ispat: Bir onceki teoreme gore teshis agaci ile verilen teshis yollar1 kilmesi M ve
A(M) i¢in biitiin minimal teshis dizileri ile elde edilen yollar i¢ine alir. (3) maddesinde
belirtilen kurala gore biitiin teshis yollarinin uzunluklart ayni oldugundan onlarin hepsi
minimaldir. Eger teshis agacinin ¢oziimii esnasinda teshis yollarina rastlanmigsa bdyle
yollarin hepsi (1) ve (2) kuralina gore sonlandirilir. Bu nedenden dolay1 bir dnceki teoreme

gore M ve A(M) i¢in teshis dizisi yoktur.

Elde edilen bu sonuclardan faydalanarak m sayida durum igin teshis probleminin ¢éziimii

asagida yazdigimiz algoritma kullanilarak yapilabilir.

Algoritma 2.2. M ve gegerli baslangi¢ durumlar kiimesi A(M) = {ail,oiz ------ o }

verilsin. M sisteminin baslangic durumunun bulunmasi gereklidir. Bunun i¢in asagidaki

adimlar izlenir.
(@) M ve A(M) igin teshis agaci olustur.
(b) Bu agagla elde edilecek herhangi bir minimal teshis dizisi bul.

(c) Bu diziye uygun M|o; ,M|o -+ Mo, ¢ikislarim gozle.

[P

(d) M sonlu dinamik sisteminin s6z konusu minimal teshis dizisine uygun ¢ikis dizisini

gozle.
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(c) adiminda gozlenen tepki ile aym olan o; durumu M sonlu dinamik sisteminin

baslangi¢ durumudur.
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BOLUM 3

DURUM TESHIS DENEYLERI

3.1.Sade Kosulsuz Teshis Deneyleri

Sade kosulsuz m sayida duruma uygun teshis probleminin ¢éziimii i¢in asagidaki

algoritma verilmistir.

Algoritma 3.1. M sonlu dinamik sistemi ve onun gegerli A(M) = {o-il,O'iz, ........ ,o-im}

klimesi verilsin. En kisa sade kosulsuz deney ile M’nin baglangi¢c durumunu bulmak igin;
1. M ve A(M) icin teshis agaci1 kurulur.

2. Agag ile tanimlanan herhangi bir €(A) teshis dizisi segilir. Eger bu tanimlanmazsa

kurulan sade denklem igin ¢oziim yoktur.

3. Mlg, ,Mlg, ,Mlg,,........ , M 1o, tepkileri listelenir.

4. &(A), M ye uygulanarak tepkiler gozlenir.

Baglangi¢ durumu ile (3) icinde o, icin listelenen tepkiler, gézlenen tepkilere esittir.
Algoritma 3.1 sayesinde gecerli kiumesi {1,2,3,4,5} olan A2 sonlu dinamik sistemi
gosterilebilir.

Bu durumda teshis agaci, minimal teshis dizisi aoa’y1 ortaya koymaktadir.
Beklendigi gibi bu tepkiler 6zel tanimli kiimeler {izerine uygulandigi zaman A2’nin

baslangi¢ durumu igin farkli bir kriterdir. Bagka bir 6rnek ise A2 ve onun gecerli kiimesi

icin Poao ve Poapo minimal teshis dizileri ortaya ¢ikmaktadir.
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£1.2.3.4.5}

{1.1.5} , {3.2} 14,5.1,4.5}

Sekil 3.1. A2 i¢in teshis agac1 ve gegerli {1,2,3,4,5} kiimesi

m = 2 icin m sayida teshis problemi ikili teshis problemine indirgenir. Algoritma 3.1 ile
de sade kurulan deney icin daima bir ¢oziimii vardir. Bu durumda minimal teshis dizisi

ikinci boliimde tanimlanan P, cizelgeleri ile uygun bir sekilde tanimlanabilir.

m ) 2 icin A2 nin teshis agacinda kurulan sade deney ile daima bir ¢ozimi

olmayabilir.

iLK oo
purum | iciN TEPKI
2 000
3 0410
4 101
5 100

Sekil 3.2 aac icin A2’ye gore tepkiler

Teorem 3.1. m sayida n-durumlu sonlu dinamik sistem icin timu sade deney ile
¢oziilebilen teshis problemi,

I<(m-Dn" (3.1)
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esitsizligini saglayan | uzunlugundaki sade deney ile c¢ozilebilir. m-sayida teshis
probleminin ¢oziimii asagidaki sistem i¢in dogrudan uygulanabilir. Bilindigi gibi verilen M
sonlu dinamik sisteminin m baslangi¢ durumunu tanimlamak igin bu sistem asagidaki

sekilde verilir.

A(M ) kimesine ait M sonlu dinamik sistemi veya

A(M ) kumesine ait M, sonlu dinamik sistemi veya

A(M ) kimesine ait M, sonlu dinamik sistemidir.

M, M,, Mg, ......... .M, nin denklemi ve gegis ¢izelgelerinin oldugunu kabul
edersek ustteki AM,,M, M5, ......... M) ayrik sonlu dinamik sistemi ve onun tanimli
kimesi AM,)UAM,)UAM;)U ...... w A(M ) gecerli kimeleri i¢in m-sayidaki
teshis problemidir. Bu durumda verilen M sonlu dinamik sistemi minimal olmay1 gerektirir
ve M; sonlu dinamik sistemleri iginde de minimal olmay1 gerektirir. Fakat i j i¢in M;

ve M ; sonlu dinamik sisteme esdeger olma durumu s6z konusu degildir.

3.2. Sade Kosullu Teshis Deneyi

Teshis agacinda sade bir & kiimesini igeren G nin bir A grubuna yonlendirilmis M
ve A(M) i¢in bir yol diisiinelim. Bu yola {ai'} diyelim. (Ciinkii G sade olmayan diger o
durumlarimni igerebilir. Gergekte de G nin kendisi de sade degildir.) Eger bu yol, giris dizisi

& Yi gosterirse A(M)’ & ’a karsilik gelen sonraki durumu ai' olmali ve o;’yi icermelidir.
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{O’i,} , G nin iginde tek elemanli oldugu i¢in o nin &’a gore tepkisi o; disinda A(M)
icindeki hichir duruma denk olmaz. Bu nedenle eger o;, M’nin gercgek baslangic durumu

ise teshis yoluna gerek duyulmadan bu durum bulunabilir.

Bu nedenle minimal teshis dizisini biitliinliyle uygulamak yerine par¢a parga
uygulamak daha dogrudur. Bunu da baglangi¢ durumundaki tiim dizilerin bir bdliimiinii
belirleyerek tahmin edebiliriz. Bu plan sade kosullu deneyle m-sayida teshis problemi igin
bir ¢6ziim olusturur. Minimal teshis dizisinin alt dizilere boliinmesi de benzer bir diisiince

ile yapilabilir.
&, k. alt dizi ve G, da A grup olsun. A(M)’i G, ile gosterelim. G, ,den farkli
olan en az bir sade G kiimesini iceren bir A grubu icin G, ;, den olusan alt yol ile &, alt

dizisi tamimlanir. Ciinkii G, m yeniden ¢6ziimii 1 dir ve ayrica A grubundaki o
kiimelerinin sayilar1 A(M)’in terimi olan m — 1 i gegemez. Ornek olarak sekil 3.2’nin A2
sonlu dinamik sistemi ve gecerli kimesi {2,3,4,5} olsun. Buna gére G, = {2,3,4,5} :
G, = {1},{2}, {51}, G, = 1}, {1}, {2}, {1} i olusturur ve boylece &, =aa Ve &, = a olur. Alt
diziler belirlenince kosullu deney asagidaki gibi uygulanir.

Algoritma 3.2 : M sonlu dinamik sistem, onun gegerli  A(M) = {ail,oiz, ............. O, }
kiimesi ve boliinmiis teshis dizileri ¢, ¢,,........ ,&, verilsin. Buna gore sade kosullu deney

ile M nin baslangi¢ durumunu belirlemek i¢in;

(1) M‘Uil, M‘a- ............ Mo,

[P In

lerin &,&,,........, g, a olan tepkileri listelenir ve her

bir tepkisi giris dizisinin boliimleriyle eslestirecek sekilde r tane alt diziye bolundr.

k =1 yapilir.
(2) &, , M’ye uygulanir.

(3) (8 M’ nin gé,........ &, ya tepkisi (1) de bahsedilen bir duruma karsilik geliyorsa

bu durum M’ nin baslangi¢ durumudur.
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(b) M ningg,........ &, ya tepkisi (1) de bahsedilen iki veya daha fazla duruma

karsilik geliyorsa k’ y1 1 arttirip ikinci maddeye geri dondlur.

(B10) (BI0) (BI0) (BI0)

(x/0v BI) (x/1v gi0)

Sekil 3.3. A3 Sonlu dinamik sistemi

Elde ettigimiz & = aa Ve &, =« i¢in Algoritma 3.2; A2 sonlu dinamik sistem ve onun

gecerli kiimesi ile gosterilebilir. Birinci adimda belirtilen aaa ya verilen boliinmiis
tepkilerin listesi ¢izelge 3.1 de verilmistir. Eger A2 nin ilk durumu 2 olursa aa’ ya tepki
00 dir. 00 sadece 2 durumuna atanabilir. Bu durumda teshis deneyi 2 giris semboliine
ihtiya¢ duyar. Eger ilk durum 5 ise a«a’ ya tepki 10 dur. 10 tek basina 5 ¢ atanamaz (Bu
tepkilerin temelindeki ilk durum 4 veya 5 olabilir) ve bu ylzden 2. alt dizi deneyi
tamamlamak icin gereklidir.

Kurulan sade deney ile ¢oziilebilen teshis probleminin uzunlugu, kurulandan biiyiik
degildir. Buna gore bir deney m — 1’i gegmeyen sade kosullu deney ile de ¢oziilebilecegi
gortliir. Bu kosullu deneyin sade kurulan deneye gore avantaji erkenden sonuca

varilmasidir. Kosullu deneyin tam uzunlugu tabi ki bilinemez. Cunku deney tamamlanana
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kadar bilinmeyen, gergek baslangi¢c duruma bagl oldugu icin deney iptal edilene kadar

bilinmeyen olarak kalir.

m-sayida teshis probleminin sade kurulum deneyi ile ¢6ziimii sade kosullu deney
ile bir ¢oziim gerektirmesine ragmen tersi dogru degildir. Sade kurulum deneyiyle ilk
durumun agiklanamadigir birgok durum vardir. Fakat bunlar uyarlanabilir deney ile
aciklanabilir. Sekil 3.3 {n A3 Sonlu dinamik sistemi ve {1,2,3,4} gegerli kimesi buna
ornek olarak verilebilir. Agikca goriilityor ki bu problem i¢in herhangi bir minimal teshis
dizisi « ile baslatilmalidir. Simdi eger A3, 1 veya 2. durumda ise aa ile baslayan
herhangi bir dizi benzer tepkiler olusturur. Eger A3, 3 veya 4. durumda ise of ile baslayan
her hangi bir dizi benzer tepkiler olusturur. Sonug olarak 4. durum i¢in tepkileri farkli olan
bir dizi yoktur. Buna karsihk o uygulanirsa ve bir tepki gozlenirse ilk durumun {1,2} nin
icinde mi(tepki 0 oldugunda) yoksa {3,4} Un iginde mi(tepki 1 oldugunda) oldugu
belirlenebilir. Ilk durumun {1,2} nin iginde oldugu bulunursa S uygulanabilir. ilk durum 1
ise 0 olusturur, ilk durum 2 ise 1 olusturur. {lk durumun {3,4} Un icinde oldugu bulunursa
o uygulanabilir. Bu durumda ilk durum 3 ise 1 olusturur, ilk durum 4 ise 0 olusturur.
Boylece ilk durum 2. dereceden ve 2 uzunlugunda uyarlanabilir deney ile gosterilebilir.
Ozel olarak asagidaki ¢izelgeyi elde ederiz.

Cizelge 3.1 «aoo icin A2 Sonlu dinamik sistemine gore tepki cizelgesi

CEVAPLAR
LK
DURUM

e 4

2 o0 0

3 041 0

- 10 1
10 0
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Teorem 3.2. Uzunlugu | olan sade kosulsuz deney ile ¢oziilen m sayida teshis
problemi, uzunlugu | ya da daha az ve derecesi m-1 veya daha az olan sade kosullu deney
ile c¢oziilebilir. Sade kosulsuz deneyle c¢oziilemeyip fakat sade kosullu deney ile

cozllebilen m-sayida teshis problemleri vardir.

Aslinda sonlandirilan olaydaki gozlenen tepkiler algoritma 3.1 de tanimlanan
kosullu deney i¢in bir kosulsuz deneydir. Bunun i¢in boylesi kosulsuz deneyin varligina
bagl olan kosullu deneyler genelde higbir sey ifade etmez. En genel kosullu deney her
giris semboliiniin uygulanmasindan sonra ortaya cikan gecerli kiimelerin tepkilerine
dayanan deneydir. Yani sadece bu gegerli kiimelerin ge¢mis tepkilere atanmasi
diisiniilebilir. Ardil aga¢ yardimiyla birden fazla o kimesini iceren bir A grubunu
olusturan yol, teshis deneyi tasarlamak i¢in kullanilabilir. Clinki bu o kumeleri dnceki
gegerli durumlardan ¢ikmus olabilir. Bu durum A3 sonlu dinamik sistemi ve {1,2,3,4}
gecerli kiimesi i¢in sekil 3.4 de gosterilmistir. @ ve af3 yollart bir cok o kimelerini

iceren A grubunu olusturuyor olmasina ragmen bu o (swrasiyla {9,9} ve {10,10})

kiimeleri o« semboliine verilen tepkiler baz alinarak elenebilir.

{5,6},|{7,a} {1,2.3,4}
a | B

< —

19.93.163.73 {6}.173. 11010}

Sekil 3.4. A3 i¢in teshis agaci ve kabullenilmis kiime

30



BOLUM 3- DURUM TESHIS DENEYLERI Yalcin SIMSIR

a uygulandiktan sonra ya 1 ve 2. durum gegerli kiimeler olarak ({9,9} goz ard edilir)
ortaya ¢ikar ya da 3 ve 4. durum gegerli kiimeler olarak ({10,10} goz ard1 edilir) ortaya

cikar.

Eger sekil 3.5 de gosterilen ardil agagc M ve A(M) icin m yol icerirse bu M sonlu
dinamik sistemi ve A(M) = {ail,aiz, ............. ,aik} gecerli kiimesi icin bir uyarlanabilir

deney olarak gerceklesmis olur. Sekil 3.5 de goriildiigli gibi higbir yol {iist liste gelmez.
Burada o, , o, n ardigigidir. Bu yollara ek olarak sade kosullu deney birkag kurala ihtiyag

duyar. Ornegin;
1. Deneyde ilk giris sembolii se¢iminde bir kural vardir.

2. Deneyde 6nce k semboliine verilen tepkilere karsilik (k + 1) giris semboliinde bir

kural vardir.
3. Eger o, durumu A(M)nin dogru tespit edilen bir durumu ise,

{a{h }: (h=1.2,.....,m) icindeki engelleme ile olusan yollar bir dizi kurallar seklinde

sonuclandirilmalidir

(mM=1)n™ uzunlugunda veya daha az uzunlukta yollar sekil 3.5 ile incelenen Gzelliklere

sahip degilse bu 6zelliklere sahip bir uzunlukta yol igeren kiime yoktur.

o

1

2 i}
3

' (o)
[ (g, }ens o} o}

Sekil 3.5. Sade kosullu teshis deneyi icin yollar
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Teorem 3.3. m gecerli kimeli, n-durumlu dinamik sistem i¢in teshis

problemleri sade kosullu deneyle ¢oziilebilirse, | uzunlugundaki bir sade kosullu

deneyle de ¢ozilebilir. Burada | <(m-1)n" olmalidur.

Sade kosullu deneyde verilen M ve A(M) icin sade kosullu deneyin tutarli olup
olmadigimi belirlemek i¢in, ilk olarak gegerli olan yollarin kiimesinin var olup olmadigi
belirlenmelidir. Eger varsa, giris dizisini se¢gmekte kullanilacak olasi kurallar listelemek
gerekir. Eger yukarida gegen 1,2 ve 3 sartlarin1 yerine getiren kurallar varsa boyle bir
deney gergeklestirilebilir ve bu kiime onun uygulanmasi i¢in kullanilabilir. Eger bunu
yerine getiren sartlar yoksa M ve A(M) i¢in teshis problemi higbir sade kosullu deney i¢in

cozilemez.

Teorem 3.2°ye gore problem hicbir sade kosulsuz veya uyarlanabilir deneyle
cOziilemez. Herhangi sade kosulsuz ya da kosullu deney ile ¢oziilemeyen teshis
problemlerinin oldugu durumlar1 géstermek igin sekil 3.4 deki A3 sonlu dinamik sistemini
ve {5,7,8,9} gecerli kiimesini diisiinelim. « ile baglayan herhangi dizi veya alt dizi 5 ve 6
dan 9’a gegince 6zdes tepkiler vermesine neden olur. B ile baslayan herhangi bir dizi

veya alt dizi 7 ve 8 den 10’a gegince 6zdes tepkiler vermesine neden olur. Bundan dolay1
ilk girdi sembolii uygulandiginda kosulsuz veya kosullu deney 5,6 durumlar1 veya 7,8

durumlarin birbirinden ayirt etmek imkansizdir. Bu yiizden asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.4: Sade kosulsuz deneyler veya sade kosullu deneylerle ¢oziilemeyen

m-sayida teshis problemleri vardir.

3.3. Tekrarh Kosulsuz Teshis Deneyleri

Kosulsuz deneyin baslica kusuru 6nceden tahrip edici olmasidir. Yani mevcut sonlu
dinamik sistemin sadece bir kopyasi mevcut oldugundan genel olarak bir 6nceki deneyin
basarisiz olacagini gosterdigi zaman yeni bir deneyi baslatmak i¢in baglangi¢ durumlarini

kurtarmanin (veya tahmin etmenin) hi¢bir yolu yoktur.
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Bu nedenle sade deneyde, basarisiz deney ile iletilen yararli bilgi gelecek deneme
icin kullanilamayabilir. Ciinkii bilgi hazir oldugunda baslangi¢ durumu artik tanimli
olmayabilir. Eger eldeki sonlu dinamik sistem denkleminin yeterli sayida kopyalar1 mevcut
ise teshis problemini ¢6zmek i¢in her biri tek basina yeterli olmayan birka¢ deney yapmak
miimkiindiir. Boylece ortaklagsa olarak baglangic durumlarini tanimlamak icin gerekli
veriler elde edilmis olur. Ornegin sekil 3.4 deki A3 sonlu dinamik sistemi ve onun gegerli

kiimesi {5,6,7,8} i¢in higbir sade deney olmadig1 sonucunu ¢ikartmistik. Buna karsilik eger

A3 in iki kopyas1t mevcutsa sonuca su sekilde varilir;

aa, A3 in ilk kopyasina ve S da diger kopyaya uygulanir. Eger ilk tepki 01 ise baglangic

durumu 8 dir. Eger tepki 00 ise baslangi¢ durumu ya 5 tir veya 6 dir. Ikinci durumda
baslangi¢ durumu 5 ise ikinci kopyanin tepkisi 0 dir. Baslangic durumu 6 ise ikinci
kopyanin tepkisi 1 dir. Boylece iki kopyali ve 3 uzunlugundaki A3 ve onun gegerli kiimesi

{5,6,7,8} i¢in teshis problemi ¢oziilebilir. Bu durumda su teorem ¢ok kullanighdir.

Teorem 3.5. n-durumlu minimal sonlu dinamik sisteminde herhangi r durumlu (
2<r<n) birkimeenaz (n-r +1)tane ayirt edilebilir kiime igerir.
Ispat: n-durumlu sonlu dinamik sistem denkleminin her P, simiflarinmn igindeki

durumlarinin sayist en fazla n—K kadardir. Bu yiizden P, ,,; in smuflari igindeki
durumlari en fazla n—(n—r+1) =r -1 kadardir. Sonug olarak rtane durumun icindeki

en az iki durum P

—r+1 10 1ki farkli stmifinin ig¢inde olmalidir ve bu yilizdende (n—r +1)

ayirt edilebilirdir.

M sonlu dinamik sistem ve onun m boyutlu gecerli kiimesi icin G,, o nmn
Ou1r 942 Oygreeens Oy, KUmelerini igeren bir A grubu olsun. G,tek bir o kiumesi icerir ki
Jo =AM) dir. G,,, G,dan asagidaki kural ile kurulabilir. Eger ¢, nin boyutu
I>2 ise o en azindan iki durumu igerir. Bunlara (n—r+1) ayirt edilebilir o, Ve o

diyelim. g4 nin alt kime bolumleri ki onlar sadece ¢(o;,0,)ye Ozdes tepkiler
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verdiklerinde iki durum ayni alt kiimeye aittirler. Verilen alt kiimeye ait olan &(o,0,)
durumlarma tepki, ¢(c;,0,) Ye gore bu alt kimelerin karakteristik tepkisi olarak

adlandirilir.

G,.; in o kimeleri G, nin bir elemanli kiimeleridir ve bu gibi elde edilen tiim alt

kiimeler bir elemanlidir. Ciinkii o; ve 0} nin &(o;,0,) tepkileri farklidir. Eger g, bir

elemanl ise iki alt kiimeye parcalanabilir. Bu ylizden A sade olmadiginda, B her zaman A

nin uygun bir sekilde elde edilmesidir.

Yukarida M ve A(M) i¢in tanimlanan siireg, tekrarli deney agaci olarak tanimlanir.

Bu agactaki her k 1nc1 seviye dali, baglangi¢c dali §,, olan baz1 g, leri temsil eder. Sade
0, yi temsil eden dal terminaldir. Eger ,; sade degil ve h tane alt kiimeye pargalaniyorsa

0, i temsil eden dal h tane yeni seviyeye pargalanir ki bu h tane alt kiime pargalanma
stireci sonucu olusmustur. Bu kurallar1 kullanarak biitiin aga¢ olusturulabilir. Bu da
tamamlanmis (K —1) nci seviye Ustline K 1nci seviye kurarak yapilir. Ciinkii Kinci
seviyede temsil edilen g,; kiimeleri, G, nin o kiimeleridir. Ayrica agacin yiiksekligi
(m—1) i gegmez. Ek olarak agac¢ her bir gegerli kiimesi igin tam olarak m terminal dal
gosterir.

Goriilen nedenlerden dolay1 tekrarli deney agacindaki terminal dallar hari¢ biitiin
dallar verilen sonlu dinamik sisteminin kopyalarini temsil eden iki kutu i¢inde ¢izilir. Her
dal temsil eden g, ler olarak etiketlenir. Eger 0, bir elemanli degilse, bir sonraki dal ile
ilgili olan teshis dizisine gdre g, nin bélimlemesinin tepkisi da (c;,0,) dizisi ile
etiketlenir. Ornek olarak sekil 3.6, sekil 3.3 teki sonlu dinamik sistem A2 ve onun gegerli
kiimesi {1,2,3,4,5} icin tekrarli deney agacini gosterir. Baslangic dal1 gy, ={1,2,3,4,5} i
temsil eder ki, o baslangigtaki gecerli kiimedir. ¢, in boliimlenmesi icin kullanilan
\o;, o) Gifti {14} tir. Bu durumda durum ¢ifti miimkiin olan en kisa ¢(o;,0,)

sonuglarindan segilirler. Buna karsilik bu se¢im kurali islemlerde ¢ok 6nemli degildir. Bu

secim test edilmis dizi listesi yardimiyla da yapilabilir. Burada £(1,4), « olarak goruldr.

a A2 ye uygulandiginda g, in {1,2,3} alt kimesi O ile tepki verir, {4,5} alt kiimesi ise 1
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tepkisini verir. Bunlarda A2 nin diyagramindan ya da gizelgeden kolayca ¢ikarilabilir.
Bunun igin baglangi¢ dali g,, = {1,2,3} in karakteristik tepkisi, £(1,4) =« Yya gore tepkisi 0
olanve g,, = {4,5} in £(L,4) = « Yya karakteristik tepkisi 1 olan iki dala ayrilir. Durum ¢ifti
1,3} g,, den ve ayni diisiinceyle {1,4} ten secildiler. £(1,3) = aa A2 ye uygulandiginda
g, In {1,2} alt kiimesi 00 ile tepki verir ve g,, in {3} alt kiimesi 01 ile tepki verir. Bundan
dolay1r g,, i temsil eden dal£(1,3) e gore g,, ={1,2} nin Kkarakteristik tepkisi olan 00 il
etiketlenen ve £(1,3) = aa Ya g,, = {3} Un karakteristik tepkisi olan 01 ile etiketlenen iKi

dala ayrilir.

saviye f
u"' g0 = 123,4.5]
2ld=e
A2,
0 1 )
4 g, = {1.2.3} < > g2 = 4.5}
(13 = oo + *.':I_ 4.5) = crover
A2, A2,
. 00 ] 01 101 | 100
2 511 = 1,2
#(1,2) = pacz £:2=03) £ = 4] £ =15
A2,
1101 ! 1100
3 g =l 35::::]

Sekil 4.6. A2 i¢in birden fazla deney agaci ve kabullenilmis kiimesi

Ikinci bahsedilen dal terminaldir. Ciinkii g,, bir elemanlidir. Agacin kalan kismi da bu

yolla tamamlanur.
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M ve A(M) igin tekrarli deney agaci olusturuldugunda, tekrarli deney M nin farkl
kopyalar1 gibi agagta bulunan her kutudaki tim kopyaya teshis dizisi uygulanmasi yoluyla
yapilabilir. Agacin insasi i¢in formiile edilen kurallar soyle devam eder. M nin biitiin
kopyalarina verilen tepkiler gozlenirse, M nin baslangi¢ durumu, yolun terminal dali ile
temsil edilir. O zaman baslangig durumu m farkli yolun tepkileri ile kopyalarin vermis

olduklari tepkiler karsilastirarak kolayca tespit edilebilir.

A2 ve gecerli kiimesi {1,2,3,4,5} i¢in 4 kopya olusturulur. A2,, A2, ,A2;ve A2
, ile simgelenen bu kopyalar swrasiyla @,0Q,Qaq ve pPaaa teshis dizilerine
uygulanirlar. Bu da 4.6 da sunulmustur. Simdi eger A2 nin baslangi¢ durumu 2 olursa,
A2, 0, A2, 00, A2, te 1100 olarak ¢ikmalidir. Ciinkii bu tepkiler ¢, = {2} de kesilen

agacin tepkileri ile eslesmektedir. Bu durumda durumu 2 olarak belirtilir.

0,; kiimesi ile ilgili M nin kopyasinin etkisinin bu kiimeyi 2 veya daha fazla alt

kiimeye ayirma oldugu goriiliir. Clinkii m tane tek eleman i¢indeki A(M) yi diizeltmek i¢in
gerekli bolme islemlerinin sayisi en cok m — 1 tanedir. Tekrarli deney agacinda bulunan
kopyalarin sayisi en ¢gok m-1 tanedir. Cunki n-durumlu sonlu dinamik sistemi icindeki
durumlarin ¢iftleri i¢in kullanilan teshis dizisinin uzunlugu n — 1’ i gegemez. Agag iginde
bulunan biitiin dizilerin uzunlugu (n—1)(m —1)’i gecemez. Bu yiizden asagidaki

teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.6. m gegerli sayida, n-durumlu sonlu dinamik sistemi i¢in uzunlugu |
ve carpant ¢ olan teshis problemi her zaman tekrarli kosulsuz deney ile ¢oziilebilir. Bu

durumda;

I <(n-1)(m-1) (3.2)

c<m-1 (3.3)

dir. (3.3) deki sinir birgok problem iginde karsilasilan | nin degerlerinden oldukga fazladir

(m = 2 deger igin bulunmasina ragmen). Ciinkii teorem 3.6 ile iizerinde ¢aligilan dizilerin
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sadece bir kismi n — 1 uzunlugunda olmalidir. Buna karsilik (3.3) deki sinir, her m<n

olmak Uzere n sayisi igin ulasilabilir.

Cizelge 3.2 de n-durumlu sonlu dinamik sistemi ile bu durum goésterilmistir. Cilinkii

her girig sembolii ile 1 durumundan bir sonraki biitiin 1 durumlarina gegerler.

Cizelge 3.2. A4 Sonlu dinamik sistemi

z, S

\ = = = E = E = i = =

-5',.. =1 =22 =3 D2 | ol el | =22 =3 -2 el
1 |1]0]o0 olo|1 4] 1 |1
2 10 |1 olo] 1 1 1|1
3|o]o o lo|l1]41]1 1| 1
n2|0o oo 1{ol1 1] 1|4
n1{o oo JAEIERERE 1| 1
nlo|olfo olol1 1] 1| 1

Biitiin teshis dizileri tek sembolle sinirlidir. Cilinkii her giris sembolii sadece bir ayirma
islemini yapacak kapasitededir. (bu kiimenin biiyiikligi ne olursa olsun) A4 igin

m-sayida teshis deneyi m-1 kopyaya ihtiya¢ duyar.
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seviye
0
.1
|
2
3
Epmiz = :.u;' —-2.m- l.u;'}
gm=2.m=1)=4__,
Epns = ,rm - l_m]
m-2 slm—Lm)=2L
1 0
m-1
Epry = =1 o2 = i}
Sekil 3.7. A4 icin birden fazla deney agac1 ve gecerli kiimesi
A4 ve gecerli kiimesi {1,2,.......... ,m} igin tekrarli deney agaci sekil 3.7 de gosterilmistir.

Unutulmamasi gerekir ki; her kopyaya uygulanan tekrarli deney icin tasarim islemi giris

dizilerinin uzunlugunu minimize etmesine ragmen, genellikle deneyin ve onun
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carpanlarinin toplam uzunlugunu minimize etmez. Bir ¢ok durumda deneyin uzunlugu ve

carpanlar1 asagidaki gercekle elde edilebilir. Verilen &, ve ¢, giris dizileri M sonlu
dinamik sisteminin & ’e tepkisi bu sonlu dinamik sistemin g, ye verdigi tepkiden
cikarilabilir. Boylece, eger &, Ve g, her ikisi de tekrarli deney i¢inde gegen teshis
dizileri ise sadece &, gergekte uygulanabilir. Ornegin sekil 3.6 da tamimlanan tekrarli
deneyde A2, in « Yya tepkisi ve A2, aa Ya tepkisi, A2;°Un aca Ya tepkisinden
cikarilabilir. Sonug¢ olarak sadece A2 nin iki kopyasi deney i¢in gereklidir. Kolaylikla
goriilebilecegi gibi A2 ve onun gegerli kiimesi {1,2,3,4,5} i¢in teshis problemi sade deney

ile cozulemez.

3.4. Tekrarh Kosullu Teshis Deneyleri

Ayn1 anda biitiin tekrarli deneyler i¢in gerekli olan teshis dizilerini uygulamak
yerine her seferinde bir tanesini uygulayabiliriz. Her dizi (birincisi hari¢) bir Onceki
gOzlenen tepkiler baz alinarak secilir. Bu tiir kosullu deney asagidaki adimlar izlenerek

yapilir.

Algoritma 3.3. M sonlu dinamik sistem ve onun A(M) = {o'.l,a.

gecerli kiimesi olmak tizere M ile A(M) igin tekrarli deney agaci verilmis olsun. Tekrarh

kosullu deney ile M nin baslangi¢c durumunu bulmak i¢in;
1. M nin ilk kopyasina baslangigtaki dal i¢in gosterilen giris dizisini uygula.
2. Son uygulanan ¢ikis dizisi elde edilen tepki ile cakisan dal ise sirali ¢ikis
dizisine gecilir.
3. (a) Eger dal terminal degilse, M nin k nc1 kopyasina bu dal i¢in gosterilen giris

dizisi uygulanir sonra k, 1 arttirilir ve (2) ye donalir.

(b) Eger dal terminalse, dalin bir elemanl {aik } s, M nin baslangi¢c durumunu

icerir.
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Algoritma 3.2; {o, | da sonlandirilan 6zel yol boyunca deneyi uygulayan kisiye yol
gostermektedir. Burada {o, | min M nin baglangig durumu oldugu dogrudur. Sonug olarak
M nin bu yol boyunca var olan kopyalar1 elenir. Bu algoritma sekil 3.6 daki tekrarli deney
agaci ile gosterilebilir. Eger A2 nin dogru baslangi¢ degeri 3 ise o nmn A2 nin ilk
kopyasina uygulanmasi 0’1 verir. Bu da {1,2,3} ile ilgili dali ortaya ¢ikarir. Sirasiyla 2.

kopyaya uygulanan dizi e 01 i verir. Bu da 3 ile ilgili dali ortaya ¢ikarir. Bu yiizden de

A2 nin baslangi¢ durumu 3 olarak ortaya ¢ikmis olur.

m gegerli sayida, n durumlu sonlu dinamik sistemi seklindeki teshis problemini
cozmek i¢in gerekli maksimum kopya sayisi ilgili tekrarli deney agacinin en uzun yolu

icerisindeki kopyalarin sayisi ile belirtilir. Acikca bu sayi, agagtaki toplam kopya sayisini

gecemez. Teorem 3.6 ile tekrarli uyarlanabilir deneyin ¢arpanlari en gok (m - 1) tanedir.
Teorem 3.5 ile eger teshis dizileri miimkiin olan en kisa uzunlukta tasarlanirsa deneyin

uzunlugu,

i(n—r+1):(n+1)(m—1)—zm:r (3.6)

_ %(Zn _m)(m—1)

sonucunu gegemez. Bu nedenle su teoremi elde ederiz.

Teorem 3.7. m sayida gegerli kiimeli, n durumlu sonlu dinamik sistemi igin teshis

problemi | wuzunlugunda ve ¢arpanlari ¢ olan tekrarli kosullu deney ile daima ¢oziiliir.
Burada,
1
I SE(Zn—m)(m—l) (3.7)
c<(m-1) (3.8)
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(3.5) deki sitmir m=2 ve herhangi bir n> 2 igin saglanir. (3.7) deki smr, herhangi bir n
ve M<N igin saglanir. Bu ¢izelge 3.2 deki A4 Sonlu dinamik sistemi ile ve sekil 3.7 nin

tekrarli deney agaci ile gosterilmistir.
Eger A4 Un baslangic durumu (m - 1) veya m ise, A4 ve gegerli {1,2,.........., m}
gegerli kiimeli teshis problemi i¢in tam olarak (m - 1) tane kopya gereklidir.

Tekrarlt kosullu deneyin tekrarli kosulsuz deney iizerine avantaji tekrarli deney
agacindaki kopya sayisinin agacin yiiksekliginden fazla olmasidir. Cizelge 3.3 bu durumu
n durumlu A5 sonlu dinamik sistemi Ustinde gostermektedir. A5 ve gecerli

1,2,.......... ,m} kiimesi i¢in tekrarli deney agaci sekil 3.8 de gosterilmistir. (Burada m ve n

cift olup 2(m({n-1 dir) Goriildiigii gibi tekrarli deneydeki kopya sayisi %+1 ve

yiksekligi 2 dir. Boylece A5 in %+1 kopyasi problemin ©6nceden belirli deneydeki

¢cOzlmu igin gereklidir. Buna karsilik sadece 2 kopyasi da kosullu deneylerde ¢6zum igin
gereklidir. Su dikkate alinmalidir ki tekrarli kosullu deney ve ayni sekilde tekrarli kosulsuz
deney icin verilen sartlar genelde uzunlugu veya c¢arpanlari minimize etmez. Bir c¢ok

problemdeki uzunluk ve ¢arpan 3.3 de tanimlanan teknik ile basitlestirilebilir.
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=L

*f
=

dm-La

=
5 - -

Sekil 3.8. A5 icin tekrarli deney agaci
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Cizelge 3.3. A5 Sonlu dinamik Sistemi

zv sv+1
KU
Sv e B o 5
1 1 1 1 1
2 1 2 1 1
3 2 2 1 1
4 2 3 1 1
5 3 3 1 1
6 3 a 1 1
n-3]l=-1]=-1] 1 1
2 2
n-2] =1 = 1 1
2 2
n-1 n n 1 1
2 2
n - 1 1 1
2
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BOLUM 4

SON DURUM AGACI

4.1. Son Durum Agaci

Son durum agaci, teshis agaci gibi bir Onceki agacin kurallarmi iceren ardil

agacinin kisaltilmis halidir.

Tanmm 4.1. Asagidaki kurallardan biri ile karsilasilirsa son durum agaci, k. seviyede b

dalinin terminal haline geldigi ardil agacidir.
1. byebagh A grubu k. seviyede birkag¢ dalla baglidir.
2. homojen bir A grubu ile bagli k. seviye dal vardir. (blyik ihtimalle b nin kendisi)

2.kural; homojen A grubu ile ilgili bir sube igeren ilk seviyenin son durum agacinda ayni

zamanda son seviye oldugunu gosterir. Sekil 4.1, A6 sonlu dinamik sistemi ve {1,2,3,4,5}
gecerli klimesi igin nasil bir son durum agaci kurulacagini géstermektedir. 3. seviye iginde
A grubu {11}, {1}, {2}, {1} homojen sekilde goriliir. Bunun icin 2.kural ile 3.seviyedeki tim
dallar terminaldir.

M sonlu dinamik sistemi ve m gegerli kiimeleri i¢in son durum agaci igindeki
herhangi bir yolun uzunlugunun (M-1)N" yi gecemeyecegi gosterilebilir. Son durum

agacinin kurulusu sonlu bir islemdir.
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Sekil 5.1. A6 ve {1,2,3,4,5} gecerli kiimesi icin son durum agac

M ve A(M) icin bir son durum dizisi giris dizisi olsun. Bunlar M| ve M|0_ye

uygulandifinda A(M) igerisinde o; ve 0 nin farkli oldugu iki farkli ¢ikis dizisi elde

edilecektir.
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Lemma 4.1. M ve A(M) i¢in olusturulan son durum agaci igindeki son durum

yolu ile tanimlanan giris dizisi M ve A(M) i¢in bir son durum dizisidir.

M ve A(M) icin ¢’(A) ile gosterilen minimal son durum dizisi M ve A(M) igin en
kisa son durum dizisidir. M ve A(M) i¢in yapilan son durum agacinin kesilmis yollari,
ardil agaci icindeki yollarda mevcuttur. Fakat bunlar son durum agaci iginde yoktur. Bu da

kural (1) ile gosterilmistir.

Lemma 4.2. M ve A(M) i¢in olusturulan son durum agacinin kesilmis yollari

minimal, son durum dizileri ile tanimlanamaz.

Teorem 4.1: M ve gegerli kiimesi A(M) i¢in kurulan son durum agac1 i¢indeki son

durum yollari ile tanimlanan dizilerin kiimesi, minimal son durum dizilerinin tamamidir.

4.2. Sade Kosulsuz Son Durum Deneyleri

Bir onceki bolumde elde edilen sonuclar kullanilarak m sayida son durum

problemini en kisa sade kosulsuz deneyle ¢ozebilmek igin bir metot gelistirilmistir.
Algoritma 4.1. M ve onun gegerli kimesi AM) = {5, , 0 ,.coccceeeee. .o, { igin M"nin
son durumlarini en kisa sade kosulsuz deney ile bulmak igin,
1. Mve A(M) icin son durum agaci olusturulur.

2. Agag ile tanimlanan her hangi bir son durum dizisi &'(A) segilir.
3. Mlg, ,Mlg, ,........ M 1o, lerin &'(A) ya tepkileri listelenir.

4. &£'(A) , M ye uygulanir ve tepkiler gozlenir.

Ucgiincii adimda listelenen tepkiler icin son durum o, dir. Bu tepkiler gozlenen tepkiler
ile aymdir. Algoritma 4.1, A2 sonlu dinamik sistemi ve gegerli kiimesi {1,2,3,4,5} i¢in
gosterilmistir. Bu durumda sekil 4.1 den de anlasiliyor ki son durum agaci, aaa nin
minimal son durum dizisi oldugunu ortaya ¢ikarir. Cizelge 4.1 de gorultyor ki 1,2,3,4 ve
5, baslangi¢ durumlar aaa igin uygulandigindaki son durumlarini ve tepkilerini listeler.
Umuldugu gibi ayr1 son durumlart ayri tepkilere karsilik gelir. Bu yiizden tepkiler

belirlenmis gecerli kiimelere uygulandiginda A2 nin son durumunu ayirt etmek igin bir
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Ol¢iit olarak hizmet eder. Uygulanan son durum probleminin ¢dziimii su probleme

dogrudan uygulanabilir.

Verilen M Sonlu dinamik sistemi igin, M, in  A(M,) ‘e, M, nin A(M,)’ye
peerans M, inde A(M ,, ) kiimesine ait olduklari biliniyor. Bu, sonlu dinamik sistem ve onun
son durumunu belirlemek igin gereklidir. M _,...... , M, i¢in uygun ve gecis gizelgelerinin
var oldugu kabul edilirse yukaridaki problem pargali sonlu dinamik sistemi A (M,, M,
..., M) ve gecerli kiimesi AM, )u AM,)u ...... w A(M ) icin m-sade son durum
problemidir. Bu durumda M sonlu dinamik sistemi icin minimaldir. Her M; sonlu dinamik

sistemi de ayni varsayimdan hareketle minimal olmay1 gerektirir. M ; deki higbir durum

M ; deki higbir durumla esdeger degildir. (i = j)

Cizelge 4.1. A2 nin aaa Ya tepkileri

BAsLaNGIg| — dOU SON
purumu | iciN CEVAPLAR | DURUM

000
000
010
101
100

N oW N =
=N e

4.3. Sade Kosullu Son Durum Deneyleri
M ve AM) i¢in son durum agacinda bir yol diisiinelim. Bu homojen o

durumlarinin kiimesine {g.’, .......... ,aj'} diyelim. Burada O'i’ nin h kere goriindiigii bir A

grup, G yi ortaya ¢ikarir. (Clinkii G homojen olmayan diger & ktmelerini icerebilir, G nin
homojen olmasi 6nemli degildir.) Eger bu yol giris dizisi ¢ ’u tanimlarsa A(M), h sayida

durum icermelidir. &’ a gore ardisiginin o, oldugunu sdyleyelim. Cinki o, ,0, ,......0;
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!
G icinde homojendir. o, veya o, veya ....... o, lerin ¢’ na tepkisi olarak o; hari¢ lemma
4.1 ile bir son duruma atanamaz. Bdylece eger o, Veya o, veya ....... veyao, , M nin

gercek baslangi¢ durumu ise M nin son durumu, son durum yolu ile tanimlanmasi énemli
olmayan bir giris dizisi ile tanimlanabilir. Son durum, blttn dizinin sadece belli bolimd ile
tanimlanabildigi i¢in, minimal son durum dizilerinde sade kosullu son durum deneyleri
dizinin tamam yerine parca par¢a uygulanabilir. Bu sema sade kosullu deneyle m-sayida
teshis problemine bir ¢6ziim olusturur. Minimal son durum dizisinin alt dizilere ayrilmasi

asagidaki gibi yapilmstir.
&, k. alt dizi olsun. G, da &¢,......6, yolla tammlanan A grup olsun. A(M) yi G,
ile gosterelim. ¢, alt yol ile G, ; den A ya tanimlanan alt dizidir. A grubu G, ;, den en

azindan bir fazla homojen G kiimesi igerir. Ciinkii G, igin yeni ¢6ztim 1 dir ve A grubu

icindeki kiimelerin sayist A(M) nin boyutunu asamaz. Ornek olarak cizelge 5.3 te de

gorildigi gibi A2 sonlu dinamik sistemi ve gecerli kimesi {1,2,.3,4,5} alindiginda
G, = {12345}, G, ={1},{2},51), G,=01,}{2,4} olur ve bu yiizden de & = aar
Ve g, =« Y1 ortaya cikarir. Bir kereligine alt diziler belirlendiginde kosullu deney su

sekilde devam ettirilir.

Algoritma 4.2. Verilen M sonlu dinamik sistemi ve onun gecerli kimesi

A(M) = {O-H'Giz’ ............. ,aim} ve boliinmiis son durum dizisi ¢¢,.....s, olsun. M nin son
durumunu sade kosullu deneyle belirlemek i¢in;
1. Mlog,,Mlog, ,........ Mo, lerin g¢,....e, icin tepkileri listelenir. Her tepkisi r

tane alt diziye ayirilir. Bunlarda ayrilmis giris dizileri ile eslenir. Her ¢ikis alt

dizisinden sonra bunlara karsilik gelen son durumu listelenir (k = 1)

2. &, ,Myeuygulanir.

3. (a8) M’nin tepkisi ¢¢,......&, , (1) igindeki sadece bir son duruma denk gelirse bu

son durumudur.

(b) M’nin g¢,.....5, ya tepkisi 2 veya daha fazla son duruma denk gelirse k 1

arttirtlir ve 2 ye dondlir.
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Algoritma 4.3. A2 sonlu dinamik sistemi ve gecerli kiimesi {1,2,3,4,5} (ki onlar igin
g =aa Ve g, =qdir) igin yazilmistir. aaa Yya tepkilerin listesi (bélinmeler birinci
adimda belirtilmistir) ve iliskili son durumlar1 ¢izelge 4.2 de verilmistir. Eger son durumu
1 veya 2 olursa aa Ya tepki 00 dir. Bu da sadece durum 1 e atanabilir. Bu yizden son
durum deneyi sadece 2 giris semboliine ihtiya¢ duyar. Eger son durumu 5 ise tepki 10 olur
bu da hi¢bir son duruma tek olarak atanamaz. (son durumu bu tepkiler altinda ya 1 ya da 5
olabilir) ve bu nedenle deneyi tamamlamak icin 2. alt dizi gereklidir.

Cizelge 4.2. A2 nin aaa ya boliinmiis tepkileri

BasLANGIC| ¢ iCIN FiNAL  iciN FiNAL
DURUMU | CEVAPLAR | DURUMU | cCEvVAPLAR | DURUMU
1 00 1 0 1
2 00 1 0 1
3 01 2 0 1
4 10 5 1 2
5 10 1 0 1

sonug olarak asagidaki teoremi ¢ikartabiliriz.

Teorem 4.2. Her | uzunlugunda sade kosulsuz deney ile ¢oziilebilen son durum
problemi | uzunlugunda veya daha uzun, m -1 sayisinda ya da daha az sayida sade kosullu

deney ile de ¢ozulebilir.

Bdylece kosullu deneyin, kosulsuz deneye gore avantaji deneyin daha kisa siirede
sonlandirilabilmesidir. Tabi ki burada tam olarak kosullu deneyin uzunlugu tahmin
edilemez. Clnku bu, dogru baslangi¢ durumuna baghdir ve bu da deney sonuna kadar

bilinemez.
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4.4. Tekrarh Kosulsuz Son Durum Deneyleri

Son durum agacinin kurulmasiyla elde edilen son durum deneylerinin minimal
uzunlugu genis gecerli kiimeler ile elde edildiginden daha fazla islem gerektirir. Eger
minimal olmayacak sekilde son durum deneyi i¢inde kapsarsa daha kolay islemler
mevcuttur. Minimal uzunlugu garanti etmeyen islem ile tasarlanan son durum deneyleri

diizglin son durum deneyleri olarak adlandirilir.

n durumlu M Sonlu dinamik sistemi ve gecerli kiimesi A(M) i¢in ardil agaci
diistinelim. b de A grup G ile iligkili en azindan bir tane homojen olmayan o kiimesi olan
0,,9,,...... 9, kumelerini igeren bir dal olsun. Eger g, , r durum igerirse, 0 zaman
(n — r + 1) e ayrilabilen en az 2 durum i¢ermelidir. Sonu¢ olarak b ile baglatilan ve
&(o;,0;) ile tanimlanan alt yol en azindan (u + 1) o kimeleri iceren bir A grup G " ni

ortaya ¢ikarmalidir. Bundan dolay1 eger G homojen degilse (n — r + 1) veya daha kisa
uzunluktaki G den A ya ve ¢0zUmu G nin uzunlugunu gegen bir alt yol bulunabilir. Bu alt
yol ile tanimlanan alt dizi G nin diizgiin alt dizisi olarak adlandirilir. Boylece verilen
herhangi bir ardil agacinda izledigimiz son durum yolu ile bir metot elde etmis oluruz ve

bu yiizden herhangi M ve A(M) igin bir son durum dizisi kurulur.

Algoritma 4.3. Verilen M ve gecerli kimesi A(M) de son durum dizisini bulmak igin,
(1) A(M) =G, ve k=0 alinr.
(2) (a) Eger G, homojen degilse, G, i¢in &, dizenli alt dizisi belirlenir. G, nin &,
ardisigi G,,; olsun. k bir artirthir ve (2) ye dondlr.
(b) eger G, homojen ise &,¢,......6,;, M ve A(M) igin bir son durum dizisidir.

A(M) nin yeni ¢6zimi 1 dir ve A grubun yeni ¢6ziimi m kabul edilen durum
sayisin1 gegemez. Algoritma 4.3 ile iiretilen alt dizilerin sayis1 en ¢ok (m — 1) sayidadir.
n-durumlu M sonlu dinamik sistemi igin herhangi bir durum cifti minimal teshis dizisinin
uzunlugu (n — 1) i gecemez. Sonug olarak algoritma 4.3 ile Uretilen son durum dizisi

igindeki alt dizinin uzunlugu (n — 1) i gecemez. O halde,
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Teorem 4.3. m-gegerli sayida, n-durumlu sonlu dinamik sistemi i¢in son durum

problemi | uzunlugundaki sade kosulsuz deney ile ¢ozilebilir.

I <(n—1)(m-1) (4.1)

(4.1) e alternatif olan bir formiilde asagidadir:

Yardimer Teorem 4.1. M her durum cifti icin L- ayrilabilir bir sonlu dinamik

sistem olsun. Son durum problemi | uzunlugunda sade kosulsuz deney ile ¢cozllebilir.

| <L(m-1) (4.2)

Dizenli kosulsuz son durum deneylerinin tasarimi i¢in metot gosteren algoritma 4.3,
herhangi bir agacin olusturulmasma ihtiyag¢ duymaz. Bu deneyler son durum yolunu
olusturan alt yollar ile tanimlanmis ¢esitli alt dizilerin belirlenmesine gerek duyar ve bu

deneyler bu sekilde art arda yapilan deneylerle bulunabilir. Cizelge 4.3 te gOsterilen islem
A2 sonlu dinamik sistemi ve gecerli kiimesi {1,2,3,4,5} icin dizayn edilen diizgiin kosulsuz

son durum deneyidir.

Cizelge 4.3. A2 ve gegerli kiimesi {1,2,3,4,5} icin diizglin kosulsuz deney

k G, ..o, |e(o,.c))
0 | 1.2.3.4.5] 1,4 o

1 | L5, 3.2 1,5 p

2 | L. 2}, 5. 1,5 o

3 | Ly, {3,420,

o1
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Gy, {1,2,3,4,5} ve k>1 icin G, G,_; temeli Ustiine kuruludur.G, ; daha kosulsuz alt dizi
(6rnegin: listelenen alt dizideki k — 1 satirinin son siitunudur) ve gegis ¢izelgesi ya da A2’
nin diyagramidir. G, da herhangi homojen olmayan o kiimesi igindeki durumlarin
herhangi {o-i Nes j} ciftidir. £(o,,0,), {ai ,aj} nin minimal teshis dizisidir. Ozel alt dizilerin
uzunluklarin1 minimize eden o; ve o, enkisa &(o;,0;) sonucunu vermesi igin segilmis
olabilir. Bu, A2 sonlu dinamik sistemi igin cizelge 4.3 yardimiyla yapilabilir. Bu gizelge
A2 deki biitiin durum c¢iftleri i¢cin minimal teshis dizilerini listeler. Su da kolaylikla goriiliir
ki genel olarak bu se¢im kurali son durum deneyinin uzunlugunu ya da kisaligin1 garanti
etmez (Bizim deneyimiz minimal bir terazi olmasina ragmen). 3 ncii satir ¢izelgede son

satirdir ¢iinkii G; homojen bir A gruptur. Son durum dizisi son siitunda goriindiigii sirada
£(0y,0;) lerin yazilmasiyla olusturulur. Bunun igin A2 ve gegerli kimesi {1,2,3,4,5} icin

diizenli son durum deneyi uygulanan aaa Ve tepkisini igerir. aaa uygulandiginda 1,2,3,4
ve 5 durumlarinin tepkileri ve bunlarin son durumlari gizelge 4.1 de gosterilmistir. Teshis
problemi ve son durum problemi arasindaki fark, teshis problemi genellikle sade
deneyleme ile c¢oziilemezken son durum problemi ¢oziilebilir. Bu nedenle su teoremi

yazabiliriz.

Teorem 4.4. Verilen M sonlu dinamik sisteminin tek kopyasinda M’nin baslangi¢
durumu daima belirlenemez buna karsilik onun tanimlanabilir bir duruma ge¢mesi her
zaman mumkiindiir. Bir kereligine tanimlanabilir durum elde edildiginde belirlenmis
uyarilara M’nin verecegi tepkiler tabi ki tahmin edilebilir. Bdylece sonlu dinamik sistemi
zorlayan bir yol daima mevcuttur. Ve 0 zaman sistemin gegis ¢izelgesi de mevcuttur fakat

tersi durumda bunu tahmin edemeyiz.

4.5. Tekrarh Kosullu Son Durum Deneyleri

(4.4) de tanimlanan diizenli kosulsuz son durum deneyleri her seferinde bir alt
dizinin uygulanmasi ve bir dncekine verilen tepkilere bagli olarak bir sonraki alt dizinin

secilmesi ile diizenli son durum deneylerine gevrilebilir. Islem 6nceden belirli deney igin
ozetlenenle aymidir sadece gozlenmis tepkilerin temelindeki G, nin (k>1) o
kiimelerinden birinin sonradan elenmesi farklidir.
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Algoritma 4.4. Verilen M sonlu dinamik sistemi ve gecerli kiimesi A(M) icin sade

kosullu deneyle M nin son durumunu belirlemek i¢in,

(1) 9, =A(M) vek=0olsun.

(2) (a) Eger g, homojen degilse §, nin diizenli alt dizisi &, belirlenir. &,, M’ye
uygulanir. gk', g0Ozlenen cevaba atanabilen ¢, nin bir alt kiimesi olsun. g,.,, gk,
nin &, ardisigi olsun. Bu durumda k, 1 arttirilir ve (2) ye donaldr.

(b) Eger g, homojense M’nin son durumu g, nin iginde bulunan durumdur.
Eger algoritma 4.4 deki g, homojen degilse §,,, in biiyiikligii g, nin Kinden kiicik
olmalidir. Sonug olarak A(M)’nin biiyiikligii m ise alt dizlerin sayisi en gok m - 1 dir.

r biyiikligiindeki her ¢, i¢in daima uzunlugu n - r + 1’i gegmeyen bir diizenli alt dizi

vardir. Burada n, M’nin durumlariin toplam sayisidir. Bu yiizden son durum deneyinin

toplam uzunlugu,
o 1
Z(n—r+1):§(2n—m)(m—1) (4.3)
r=2

I gecemez.

Teorem 4.5. m sayida gegerli kiimeli n durumlu sonlu dinamik sistemi i¢in son

durum problemi, uzunlugu | ve boyutu d olan sade kosullu deney ile daima ¢oziiliir.

Burada,

| s%(Zn _m)(m=1) (4.4)

d<m-1 (4.5)
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Gorildigi gibi algoritma 4.4 ile elde edilen diizenli kosullu son durum deneyi, algoritma

4.3 ile dizayn edilen diizenli kosulsuz deneyden daha uzun degildir.
Cizelge 4.4 dogru baslangic durumu 4 oldugunda A2 ve gecerli kiimesi icin
duzenli kosullu son durum deneyini gostermektedir. Bu ornekte g,, {1,2,3,45} ve &, «

dir. & A2’ye uygulandiginda gozlenen tepki 1 dir ki orada gO, {4,5} olarak elde edilir.

Sonra go’ =1{3,2} nin o ardisigr g, dir. &, = o A2’ye uygulanirsa tepki 01 dir ki orada

’ !

g, , {3} olarak ortaya ¢ikar. Sonra @, ,g, ={2} nin aaardisigidir. Ciinkii g, homojendir.

A2’nin son durumu 2 olarak sonuc¢landirilir.

Cizelge 4.4. A2 ve gecerli kimesi {1,2,3,4,5} icin duzenli kosullu deney

3553# k 8. 0,.0; |&(o,.0 )| cevapLaR
a |o 1,2.3.4,5) 1,4 o 1
3 | 1 3.2} 2,3 oo 01
2 | 2 %

Sekil 4.2, M™ olarak etiketlenmis bir sonlu dinamik sistemi gosterir. Burada teorem 4.2
nin smirlar1 esitlik ile saglanir. Sekilde gosterildigi gibi nin M~ durum kimesi

1,2, ,n}, giris alfabesi {«fl,é‘z, ------ 1§n_1} ve ¢ikis alfabesi {01} dir. Cikis sembolii 1,

&, girisi n durumuna uygulandiginda iiretilir. M~ nin yapisindan gbriilebilir ki eger

1,2, i, i} (i), & ;.1 den farkli bir girig semboliine uygulanirsa sonrasinda ardigik
durumlar sirasiyla ya {1,2,------ Ji,j} ya da swrastyla {1,2,---- i, j—1} olurlar. M™ nin son
durum agacina ve gegerli kiimesi {1,2,------ ,m} ye gore {1,2,--...- ,m} den ortaya ¢ikan ve

A grubunda en az iki o kiimesi igeren en kisa yol giris dizisi {cfm_lfm ------ fn_l} y1

tanimlayan yoldur. Bu yolla olusan A grubu {1,2,------ ,m—1},{n} dir. Genelleme ile
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1,2, ,m} den bir homojen A grubuna ait yol, giris dizisi {fm_l e §n_l}
(uzunlugu n- m + 1) y1 tammlayan ve {ﬁfm_zfm_l ------ §n_1} (uzunlugu n = m + 2) y1
tammlayan ...............ve yine {£&—& 4} (uzunlugu n- 1) i takip eden dizidir.

Cizelge 4.4 deki ozellikle bu dizinin uzunlugu (2n- m)(m- 1)/2 dir. Yol, m
(homojendir) sade o kiimelerini iceren {1}, {n},{n},------{n} A grubunu meydana getirir.
Sekil 4.3, M~ Sonlu dinamik sistemi ve gegerli kimesi {1,2,------ ,m} icin son durum
agacin gosterir. Bu sekilde biitiin terminal dallar atilmistir. Gosterilen yol sadece yukarida
tanimlanan son durum dizisini gosteren yoldur. Agik¢a eger M~ nin baslangic durumu 1
olursa, M~ ve gegerli kiimesi {1,2,.---. ,m} i¢in en kisa kosullu son durum deneyi
birlestirilmis, uzunlugu (4.4)’de verilen iist sinir olan, m - 1 diziyi icermelidir. Ayrica M~

sonlu dinamik sistemi en kisa kosulsuz son durum deneyinin (2n - m)(m - 1)/2 sembol

uzunlugunda olabilecegini géstermektedir.
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o’ (&/0)V (& /0)V (&/0)V wrrne vV (4, /0)

o) GOV (&0 (& 0V e (£, /0)

5 0) Ve V(G5 10) V(6 /0) V(6,4 /0)

1 0)V eV (G OV (s /O) V (€ /0)

1/ OV V(G /O V(&5 /0) V(6,1 /0)

Sekil 4.2. M Sonlu dinamik sistemi
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Yalcin SIMSIR

A
n—m+1
seviyeleri

n—m+2
seviyeleri

7
seviyeleri

El:j: ...... m—1, m'}
Lo
{1 . :m_l__m—l}
f.2.
|
2 e :;qr—z:m—l},{?f}
Ema
El D e :,;.r_g:m}: EM}
;"r}j—

{n}

..... ,-”:? 3om— 3}5 E”}, {”}
} ------ o}
51.3_}.@1}.--;--- fn}
i 4;&1} ------ h

Sekil 4.3. M Sonlu dinamik sistemi ve gecerli kiimesi {1,2,34,5}i¢in Son durum agact
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GOz Oniine alinmasi1 gereken (4.5) deki terminal A grubunun sade bir A grup

oldugudur. Gdésterilen yol bir minimal teshis dizisini (bu dizi ayn1 zamanda minimal son
durum dizisidir) tamimlar. Bunun icin M~ sonlu dinamik sistemi, sade kosulsuz teshis

deneyinin (4.4) deki | nin st sinir uzunlugu kadar olabilecegini gosterir.

4.6. Durum Belirleme Deneyleri ile ilgili Sonuclar

M™ sonlu dinamik sistemi icin m-sayida teshis veya son durum probleminin 6zel
durumu M’nin toplam durumunun oldugu n sayida teshis veya son durum problemidir. Bu
problem M igin belirlenen hicbir kabul durumu olmadiginda, M nin n durumlarinin her
hangi birinin baglangi¢ durumu olarak diisiiniilebilecegini ortaya koyar. Bu 6zel durum igin

onceki bolimlerde elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Yardimer Sonu¢ 4.2. M, gegcis ¢izelgesi olan n durumlu bir sonlu dinamik sistem
olsun. M nin baslangi¢ durumu eger deneyle belirlenebiliyorsa, sade kosulsuz veya |

uzunlugunda olan sade kosullu deneyle de belirlenebilir. Burada,
|<(n-1)n" (4.6)

yazilir. M nin baslangi¢ durumu, uzunlugu | olan tekrarli kosulsuz deney ve ¢arpani c ile

her zaman belirlenir.

| <(n-1)? 4.7)

c<n-1 (4.8)

ve yine uzunlugu | olan tekrarli kosullu deney ve ¢arpam ¢ ile her zaman belirlenir.

| s%n(n ~1) (4.9)
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c<n-1 (4.10)

M’nin son durumu | uzunlugunda sade kosulsuz deney ile belirlenebilir.

< (n-1)° (4.11)

ve uzunlugu |, derecesi d olan sade kosullu deney ile belirlenebilir.

| s%n(n—l) (4.12)
d<n-1 (4.13)
M, giris alfabesi {&,&,, - ,&,} ve durum kimesi {o,,0,, ,o,} olan bir sonlu

dinamik sistem olsun. Eger M‘Gj ve Mo, nin & lere tepkileri ayni, o ve o,&; ye gore
ayni ardisiga sahip ise o,ve o, (1= ]j), &, -birlestirilebilir olarak adlandirilir.

&, -birlestirilebilir i¢in durum g¢ifti sekil 4.4 de gosterilmistir.

Sekil 4.4. &, -birlestirilebilir durumlar gifti
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Teorem 4.4. M, giris alfabesi X ={§ [ Ep e ,gp} olan n durumlu sonlu dinamik

sistem olsun.
(@) Eger M, X’in igindeki her giris sembolii & igin &, -birlestirilebilir durumlarinin bir
ciftini igerirse, n sade teshis problemi M i¢in sade deneyle hi¢cbir zaman ¢oziilemez.
(b) Eger M, X’in igindeki her giris sembolii & igin &, -birlestirilebilir durumlarinin bir

ciftini igermezse, n sade teshis problemi M i¢in sade deneyle daima ¢oziiliir.

Ispat: (a) her hangi giris sembolii & nin M’ye uygulanmas1 ayni tepKili durumlarin
¢iftinin aym tepkili durumlarin igine gegmesine sebep olur. Bu giftlere o; ve o, diyelim.

Boylece bu durumlarin herhangi bir alt dizi giris sembolleri ile ayirt edilememesine sebep

olur.

(b) Teorem 4.2 ile M bilinen bir son durumuna mutlaka gegebilir. Bu amag igin
kullanilacak son durum dizisi &, ,& ,------ &, olsun. Miskili ¢ikt1 dizisi de ¢ b1 Gyt G,
ve iligkili durumlarn dizisi de o ,o} ,----- o olsun. Simdi varsayalim ki & 0 6 Ve &y

bazi 1<K <r i¢in bilinsin. Ciinkii varsayalim M i¢indeki hi¢bir durum (ki bu durumlar

aymi giris-gikis ¢ifti (& /¢, ), o, 2 yakinsak dala sahiptirler) tek olarak belirlenemez. M
nin baslangi¢ durumunu o, ile gosterirsek, M nin son durumunun varligt ve son durum
deneyi icindeki giris ve ¢ikis dizilerinin varligi o, 1 arka arkaya uygulanmasiyla
belirlenebilir.

Verilen Sonlu dinamik sistemin gecis cizelgesinde teorem 4.4 e gore ya (a) ya da
(b) i¢indeki bir 6zellige sahip oldugu kolayca ortaya ¢ikar. Bunun i¢in bu problem birgok
durumda guvenli bir sekilde sade deneyle verilen sonlu dinamik sisteminin baslangig
durumunun tanimlanabilir olup olmadigmmi belirlemek i¢in uygulanir. Sonlu dinamik

sistem (a) ya veya (b) ye uygun olmadiginda sistemin baglangi¢c durumu sade deneyle

tanimlanabilir veya tanimlanamaz.
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