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EGIiK KiRiS-KOLON YAPILARIN FARKLI SINIR SARTLARI ALTINDA
DIFERANSIYEL DONUSUM METODU KULLANARAK BURKULMA
ANALIZI

OZET

Bu calismada egik kiris-kolon yapilarin burkulma davranis1 analiz edilmistir. Yapilan
analizlerde kiris agirligi dikkate alinmistir. Egimin, ¢ubuk boyununun ve sinir
sartlarinin degisimiyle egik kiris-kolonun burkulma davranisinin nasil etkilenendigi
ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica bu tip bir yap1 elemaninin burkulma analizinde
daha oOnce bir¢ok yontem kullanilmis olmasina ragmen Diferansiyel Transform
Metodu ilk defa kullanilmistir.

Ikinci boliimde, yap1 mekaniginde enerji yontemlerine deginilmistir. Oncelikle tek
eksenli halde normal ve kayma gerilmesi icin elastik sekil degistirme enerjisinin
ifadesi, ardindan c¢ok eksenli hal i¢in elastik sekil degistirme enerjisinin ifadesi
verilmigtir. Egilme durumunda sekil degitirme enerjisi belirlendikten sonra
deplasman hesab1 yapilmistir. Son olarak, burkulma yiikiiniin tayininde enerji
metodunun nasil kullanildig1 agiklanmastir.

Ucgiincii béliimde, ekstramum kavramina ve varyasyonel metoda deginilmistir. Tek
ve iki degiskenli fonksiyonlarda ekstremum noktasinin varligi i¢in gerek ve yeter
sartlar belirtilmis, daha sonra bagli minimum ve maksimum kavrami agiklanmugtir.
Ardindan Lagrange carpanlart yontemi hakkinda bilgiler aktarilmistir.

Dordiincii boliimde, Diferansiyel Transform Metodu (DTM) ele alinmigtir. DTM’nin
tanimi yapildiktan sonra metodun temel teoremleri ispatlari ile birlikte verilmistir.

Besinci bolimde, kendi agirligi etkisindeki Euler-Bernoulli kiris-kolonlarinin
burkulma kritik yiikiiniin hesab1 yapilmistir. Ankastre-serbest mesnetli diisey ve iki
ucu basit mesnetli yatay kiris-kolon i¢in burkulma yiikii hesaplanmis, iki ucu basit
mesnetli diisey kiris-kolon i¢inse kritik yiik degeri verilmistir.

Ikinci, iiglincii ve dordiincii boliimler tezin asil konusunu olusturan problemin
¢Oziimiinde kullanilan metotlarin tanitim1 ya da kisa bir tekrar1 olarak diistiniilmiistiir.
Besinci bolimde Newton mekanigi ile burkulma kritik yiikiiniin hesab1 verilmistir.

Altinct boliimde, dort farkli sinir sartina sahip egik eksenli, kendi agirlig1 ve dis yiik
etkisi altindaki Euler-Bernoulli kiris-kolonu i¢in burkulma kiritik ytikii ayr1 ayr tayin
edilmistir. Once egik kiris-kolonun toplam potansiyel enerji ifadesi olusturulmustur.
Bir integral denklem olan toplam potansiyel ifadesinin varyasyonu alinarak elastik
egrinin diferansiyel denklemine ulasilmistir. Boyutsuz koordinatlara gecildikten
sonra denklemin Diferansiyel Transformu alinarak elde edilen 6z yineleyen (rekiirsif)
bagintt ve smir sartlarinin boyutsuz koordinatlardaki ifadelerinin diferansiyel
doniigiimleri  kullanilip, burkulma determinanti olusturulmustur. Mathematica
bilgisayar programinda yazilan kodlar ile burkulma determinantinin kokleri olan ve
yik ve agirhgin fonksiyonu 6z degerler bulunmustur. Burkulma determinantnin
sonsuz sayida kokii olacagi ve bu koklerde kiiciik yer degistirme kabiiliiniin
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cignendigi cizdirilen egrilerle ispat edilmistir. Dig yiik F’nin ve kirig-kolon agirlig
q’nun burkulmaya etkilerini daha iyi analiz edebilmek i¢in F’in fonksiyonu olan yiik
katsayis1 ¢ ve q’nun fonksiyonu olan agirlik katsayisi B, tanimlanmistir. Tiim mesnet
sartlar1 i¢in burkulmanin hangi (B., ¢) ikililerinde gerceklesecegi cizdirilen egrilerle
gosterilmistir. Egim agist 0’nin degisiminden (B., ¢) burkulma ikililerinin nasil
etkilenecegi yine ¢izdirilen grafikler ile gosterilmistir. Bir egik kirig-kolonun yer
degistirtirme davranis1 6z degerlerin yakin komsulugu i¢in incelenmistir. Tiim
mesnet sartlari icin elde edilen sonuglar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur. Tki
ucu basit mesnetli egik kiris-kolon i¢in elde edilen sonuglar, ulasilan literatiirdeki
sonuglar ile karsilastirmali olarak verilmistir. Ayrica, egik kiris-kolonun 8 = 0° &zel
hali incelenmis, elde edilen sonuglar literatiirde yer alan hipergeometrik seriler ve
yaklagik ¢6ziim metodlar1 kullanilarak elde edilmis iki ayr1 ¢alismanin sonuglariyla
karsilagtirmali olarak verilmistir.

Yapilan bu ¢calismada asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1. Basit mesnetli egik kiris-kolon i¢in Diferansiyel Transform Metodu kullanilarak
elde edilen sonuglar, literatiirde hipergeometrik seriler kullanilarak elde edilmis olan
sonuclar ile tam bir uyusum igersindedir. Bu durum DTM’nin egik kirig-kolon
yapilarin burkulma yiiklerinin belirlenmesinde de giivenli bir ara¢ oldugunu
gostermektedir.

2. Ayni egilme rijitligine (EI), boya (L) ve e8ime (0) sahip, ayni malzemeden
yapilmis ve agirligi ihmal edilmeyen, egik kiris-kolonlardan mesnet sartlar1 daha siki
olan kendi agirligi nedeniyle olusabilecek burkulmaya karsi daha direnglidir.
Soyleki; iki ucu ankastre mesnetli gubuk ankastre-basite gore, ankastre-basit mesnetli
cubuk ise iki ucu basit mesnetliye gore, iki ucu basit mesnetli ¢gubuk bir ucu ankaste
mesnetli olana gore agirligi kaynakli burkulmaya kars1 daha direnglidir.

3. Aynmi egilme rijitligine (EI), boya (L) ve egime (0) sahip, aym1 malzemeden
yapilmis ve agirligt ihmal edilmeyen, tekil basma yiikiine maruz egik Kkiris-
kolonlardan mesnet sartlar1 daha siki olan burkulmaya kars1 daha direnglidir. Daha
biiyiik (B, ¢) ikililerinde burkulma gergeklesir

ayni tip mesnetler ile mesnetlenmis egik kiris-kolonlardan egim acis1 fazla olanin
burkulmasina neden olacak tekil yliik daha biiyliktiir. Diger bir deyisle, ayn1 tiir
mesnete sahip iki 6zdes cubuktan egim agis1 daha biiyiik olanin burkulmaya karsi
direnci daha fazladir. Burkulma yiikiiniin yiliksek olmasi ise c¢ubugun ezilme
yoniinden de analiz edilmesini gerektirirecektir

5. Aym tiir mesnetler ile mesnetlenmis, boyu disindaki geometrik 6zellikleri aym
olan, 6zdes (kesit geometrisi, egimi ve malzemesi ayni) kolon-kirislerden boyu daha
kisa olan daha zor burkulur; yani kisa olan egik kolon-kiris burkulmaya kars1 daha
direnclidir. Burkulmasina neden olan agirlik bileseni B, kiigiiliirken yiik bileseni ¢
artar, bu ise burkulmasina neden olacak tekil yiikiin daha biiyiilk olmasi anlamina
gelir.

6. Yalnizca agirhigi etkisindeki egik bir kirig-kolonun kritik boyu; diisey kolonun

kritik boyunun 1/3/cos6 kati, kritik agilig1 ise 1/cos6 katidir. Ornegin, yanlizca
agirhigr etkisindeki diisey bir kolona 60 derecelik egim vererek burkulmanin
gergeklesecegi kolon boyunu 1.26 kat, burkulmanin gergeklesecegi agirlign 2 kat
artirabiliriz.
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7. Bu calismada egik kiris-kolonun 6 = 0° &zel hali incelemistir. Elde edilen
sonuglar literatiirde yer alan hipergeometrik seri ¢oziimleri ile tam bir uyusun
igersindedir. Bu durum ankastre-ankastre, ankastre-basit, ankastre-serbest mesnetli
egik kiris kolonlar i¢in yaptigimiz matematiksel modelin ve elde ettigimiz
cozlimlerinde dogrulugunu ispatlamaktadir.
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BUCKLING ANALYSIS OF INCLINED BEAM-COLUMN STRUCTURES
UNDER DIFFERENT BOUNDARY CONDITIONS USING DIFFERENTIAL
TRANSFORM METHOD

SUMMARY

Mainly in aircraft and space vehicles, i.e., thin-walled structures, and in many
engineering fields, beam-column type structures are widely used. When a beam-
column or a slender structure is loaded in compression; for small loads it deforms
hardly any noticeable change in geometry and load carrying ability. However on
reaching a critical load value, the structure unexpectedly shows a large deformation
and it may also totally loss its load carrying capability. Therefore, the structure is
considered to have buckled. In many situations this load would not be sufficiently
great enough to cause mechanical yield of material in the structures. In this type of
structure mechanical behavior and buckling characteristics under various loading and
boundary conditions must be carefully analyzed.

Leonhard Euler pioneered the study of buckling of column. A simple derivation of
the formula for the critical load was given in his work. He examined buckling of
column which had variable cross section under its own weight. Later Greenhill,

found the greatest height as 3/7.837 EI/q to which the pole can reach for the
vertical position to be stable. He expand his work on variable cross section.
Timoshenko and Gere, Li studied the same problem. Another important study which
has related to the slanted columns was concerned by Chang, he examined Mises truss
in this study. Earlier work such as Huang and Vahidi studied the post-buckling
behavior of Mises truss by neglecting the axial deformation and treating the truss as
made of inextensible bars. In Chang’s work, the effect of both bending and normal
thrust taken into consideration. Due to symmetry, he analyzed the truss by a slanted
column. In 1998, Sampaio made a formulation and solution for inclined beam
column with only pinned end. He used hypergeometric functions for the solution. In
2008, Duan and Wang write a paper about buckling of columns including self
weight. They use hypergeometric series for analysis. In this work they investigated
effect of both load and weight on buckling phenomena of columns. In 1988, Wang
and Ang investigated same problem but they used approximate formulas.

In the present study the buckling behavior of inclined beam-column structure and
column which is a special one that has zero inclination angle have been analyzed,
including its own weight, for various boundary conditions, i.e., pinned, built-in, free
and their combinations. The governing equation related to structure is derived by
using energy approach which is given explicitly in the following sections.
Implementing the energy approach to the structures result in an integral equation in
terms of displacement and the other geometric properties i.e., length L, inclination
angle 0, flexural rigidity EI, weight q, and load F. Then the calculus of variation
reduced the integral equation into fourth-order, non-homogenous ordinary
differential equation having variable coefficients. This equation which has
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inclination angle, distributed load parameters, flexural rigidity and externally applied
forces as the parameters, is solved with appropriate boundary and geometric
conditions. For the solution of the equation the well-known semi-analytical
numerical technique Differential Transform Method (DTM) is applied. This method
which is also capable of solving difference equations, fractional differential
equations, integral and integro-differential equations was first introduced by Zhou in
1986 with the application to electrical circuits.

In open literature the simply supported boundary condition case has been solved by
Sampaio using hypergeometric functions; in this solution asymptotic expansion for
large value of nondimensional parameter, X, and serial expansion for small values of
the same nondimensional parameter are implimented. In this work we obtained the
same result by using DTM without needing serial and asymptotic expansions. Since
the DTM is powerful enough to overcome such type of differential equations.
Furthermore we examined built in-free, built in-built in, built in-pinned cases again
by applying DTM.

Duang and Wang’s work in 2008 [9] was related to a special inclined beam-column
that has zero inclination angle. They used again hypergeometric function for
solution. Their results are the same as results of present study for this mentioned
special beam-column. This means that results and mathematical model developed in
this work are correct for clamped-clamped, clamped-pinned, clamped-free end
conditions. When the solutions carried out in terms of physical parameters, i.e.,
inclination angle, length of beam, flexural rigidity and support types; it is easily
noticed that the critical load at which structure is buckled considerably changes with
changing boundary conditions.

Results were found the end of this work, i.e.,

1. Dimensionless length, Lp determines whether the weight or load is the reason of
buckling. If L, is smaller than L§, inclined beam-column buckles due to
compressive force and weight. While L, is equal to LS, buckling occurs due to only
the weight because of non-existence of external compressive force. It can be
observed that if dimensionless length is greater than L5, structure buckles under its
own weight and tensile force. Tables show the results related to Lp and LJ values,
also show the relation between ends conditions and L5 . It could be easily noticed
that, the critical dimensionless length value increases, while the rigidity of support of
structure increases.

2. Among the inclined heavy beam-columns which have same flexural rigidity (EI),
length (L), and inclination angle (0), are made of same material, the one has greater
the support rigidity more resistive structure against to buckling. In other words,
buckling rigidity of a inclined beam-column structure, under the influence of external
force F and including its own weight, depending on end conditions from higher to
lower values, can be listed as fixed-fixed, fixed-pinned, pinned-pinned, and fixed-
free respectively.

3. Critical buckling load of inclined heavy beam columns for all type of boundary
condition,, which are made of the same material, have the same geometry of cross
section, and the same length, increases while the inclination angle increases. If
critical buckling load is high, beam may crush due to compressive force. Thus, under
this condition one must examine both the crushing of the inclined beam column and
buckling except for fixed-free inclined beam-columns since they have comparatively
small critical buckling load.
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4. Among two inclied beam-columns which have same flexural rigidity (EI),
inclination angle (8), support conditions, but have different length (L), smaller one
has greater buckling load. Moreover, weight coefficient . increases, and load
coefficient ¢ decreases while B, and ¢ represent of buckling components.

5. Critical length of a inclined heavy beam-column is equal to 1/¥ees& multiplied

by critical length of vertical column. In addition to critical weight of heavy beam-
column is equal to 1/eces& times critical weight of vertical column. In other words,

if a colum is inclined 60 its critical length is increase 1.26 times and buckling
weight is increase two times compare with vertical colum’s buckling parameters
which are critical length and weight.

6. Special inclined heavy beam-colum which has zero inclination angle is also
investigated for buckling behavior using DTM. In 2008, Duang and Wang examine
the buckling of the same type of structure by using hypergeometric functions. Results
of this present study are consistent with Duang’s. Other work in open literature is
carried out Wang and Ang in 1988. They used approximate functions, so their
solutions for clamped-clamped and clamped-pinned cases contains %5.8 and %2.68
error, respectively. Therefore, again, the results presented in this work, with our
mathematical model and powerful solution technique (DTM), as the conclusions for
inclined beam-columns having fixed-fixed, fixed-pinned, fixed-free and the case of
zero inclination are highly precise and easily applicable.
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1. GIRIS
1.1 Tarihsel Gelisim

Kolonlarin  burkulmasi iizerine ilk ¢alismayr Leonhard Euler 1757°de
gergeklestirmisitir. Euler [1], sabit kesitli bir kolonun agirliginin burkulma tizerine
etkilerini incelemistir. Daha sonra Greenhill [2] diisey bir kolonun (pole) boyunu,

stabilitesini bozmadan ne kadar arttirilabilecegiyle ilgilenmis ve kritik kolon

boyunun i/WEl/q olacaginmi belirlemistir. Ayni ¢alismada kesit degisiminin
burkulma yiikii iizerine etkilerinide analiz etmistir. Timoshenko ve Gere [3], Siginer
[4], Li [5] ayn1 konu ile ilgilenmislerdir. Chang [6], 1974’te Mises kafesinden yola
cikarak egik kolonlarin burkulmasiyla ilgili calisma yapmistir. Bu calismada; ayni
konuyu ele alan dnciilllerinden Von Karman ve Kerr [7] ile Huang ve Vahidi [8]’den
farkli olarak egilme ve eksenel basma kuvvetinin etkilerinide dikkate almustir.
Chang, Mises kafesinin sahip oldugu simetri nedeniyle yapiy1 egik kolon olarak
modellemis ve ¢oziimiinii elastik stabilitenin biiyiik yer degistirme teorisi (elastica)
lizerine ingaa etmistir. 1998 yilinda Sampaio, iki ucu basit mesnetli egik kiris-
kolonlar i¢in burkulma yiiklerini, elastik stabilitenin kiigciik yer degistirmeler
kabuliiyle, hipergeometrik serileri kullanarak belirlemistir [9]. 2008 yilinda Duang ve
Wang, agirhigi ihmal edilmeyen diisey bir kolonun dis yiik altinda burkulma
davranisini hipergeometrik serileri kullanarak analiz etmistir [10]. Benzer bir ¢alisma
1988 yilinda Wang ve Ang tarafindan yaklasik fonsiyonlar kullanilarak
gerceklestirmistir [11].

1.2 Calismanin Amaci

Bir kirig-kolon tipi yap1 elemani basma kuvvetine maruz kaldiginda bu kuvvet kiiciik
olsa dahi deformasyon olusabilir, olusan deformasyon yapinin geometrisinde ve yiik
tasima kapasitesinde Onemli oranda degisime neden olur. Kritik yiik degerine
ulagildiginda ise yapida biiyiik bir deformasyon olusur ve yiik tagima kabiliyetini
kaybeder. Bu tip yapilar burkulmus olarak adlandirilir [12]. Ayrica bir¢ok durumda

burkulmaya neden olacak ylik malzemenin akmasina neden olacak biiyiikliikte dahi



degildir. Bu nedenle bu tip yapilarin mekanik davraniglart ve burkulma
karakteristikleri farkli yiik ve simir sartlar1 altinda dikkatli bir sekilde analiz

edilmelidir.

Glintimiizde ugak ve uzay araglarinda ve birgok miihendislik sahasinda egik kiris-
kolon tipi yap1 elemanlar1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Hava uzay yapilarinda
kullanilan strutlar, denizcilikte kullanilan sondaj ¢ikarma sistemleri (marine drilling
riser), egimli sondaj sistemleri (directional drilling systems), irmak kapaklar
(navigation locks), sok soniimleyiciler (shock absorver), ve ugak inis takimlart egik

kiris-kolon olarak modellenip burkulma analizi yapilir (Sekill.1-2).

Diilling fluid is e '..
pum, down between the d ipe
thicugh drillpina. L L
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preventer

a)

Sekil 1.2 : Egik kiris-kolon i¢in ornekler a) Sondaj ¢ikarma sistemi [14] b) Egimli
sondaj sistemi [15].




Bu calismada farkli sinir sartlarina sahip, dis yiik ile zorlanan egik eksenli Euler-
Bernoulli kiris-kolon tipi yap1 elemanlar: i¢in burkulma analizi, elemanin agirligida
dikkate alarak yapilmistir. Once egik kiris-kolonun toplam potansiyel enerji ifadesi
olusturulmustur. Bir integral denklem olan toplam potansiyel enerji ifadesinin,
varyasyonu alinarak elastik egrinin diferansiyel denklemi elde edilmistir. Bu
denklem boyutsuzlastirildiktan sonra Diferansiyel Doniisiimii alinip 6z yineleyen
(rekiirsif) bagmtiya ulasilmistir. Siir  sartlarimin - boyutsuz  koordinatlardaki
ifadelerinin diferansiyel dontisiimleri ile rekiirsif baginti kullanilarak burkulma
determinanti olusturulmustur. Mathematica bilgisayar programinda yazilan kodlar ile
0z degerler belirlenmistir [16,17]. Belirlenen kritik yiiklerin yakin komsulugundaki
degerler icin 6zel bir egik kiris-kolonun yer degistirme davranisi incelenmistir. Tiim
mesnet sartlari i¢in elde edilen sonuglar tablolar ve grafikler seklinde sunulmustur.
Iki ucu basit mesnetli egik kiris-kolon icin ulasilan sonuglar, literatiirde
hipergeometrik seriler kullanilarak elde edilmis sonuglar ile karsilastirmali olarak
verilmistir. Ayrica, egik kiris-kolonun 6 = 0° &zel hali, tiim mesnet sartlar1 icin
incelenmistir. Bu 06zel hal i¢in elde edilen sonuglar, literatiirde yer alan
hipergeometrik seriler ve yaklasik ¢6ziim metodlar1 kullanilarak elde edilmis iki ayri

calismanin sonuclar ile karsilastirmali olarak verilmistir.






2. YAPI MEKANIGINDE ENERJi YONTEMLERI

2.1 Amag

Bu calismada egik eksenli kirig-kolon yap1 elemanlariin burkulma analizi yapilirken
enerji metodu kullanilacaktir. Bu nedenle, bu bdliim yapi1 mekaniginde enerji
yontemlerine ayrilmistir. Cok eksenli gerilme halinde ve yalniz egilme durumunda
elastik sekil degisimi ifadesi tiiretildikten sonra enerji metodu ile burkulma yiikiiniin

tayini konusununda temel bilgiler aktarilacaktir.

2.2 Elastik Sekil Degistirme Enerjisi

Mekanikte problemler, dengenin vektorel gosterilimine dayali olan Newton
yaklagimiyla ya da skaler fonksiyonlar temeline dayali olan Lagrange yaklasimiyla
incelenebilir. Lagrange yontemi enerjinin korunumu ilkesine dayali olup skaler
fonksiyonlar ile ¢alisilmasi, karigik deformasyon problemlerinin ¢dziimiinde kolaylik

saglar.
2.2.1 Normal gerilme halinde elastik sekil degistirme enerjisi

Mekanikte enerji, is yapma kapasitesi olarak tanimlanir ve kuvvetin hareket
dogrultusundaki bileseni ile katedilen yolun ¢arpimi seklinde verilir. Sekil degistiren
cisimlerde kuvvet, gerilmenin etkidigi ylizey alani ile carpimi olarak verilirken kat
edilen yol deformasyona esittir. Bu iki biiyiikliigiin carpimindan cisimde depo edilen
i¢ enerji bulunur. Bu i¢ enerji deformasyonun elastik i¢ enerjisi veya elastik sekil

degistirme enerjisi adini alir [18, 19].

Sekil 2.1a’da lineer elastik bir malzemeden ¢ikarilmig bir diferansiyel hacim elemant
gosterilmektedir. Bu elemanin sag ve sol yiizlerine etkiyen kuvvet, o, normal
gerilme ile ylizey alan1 dydz’in ¢arpimidir. Bu kuvvetin etkisi altinda eleman &,dx
kadar uzar; burada &,, x yoniindeki sekil degistirme bilesenidir. Malzeme Hook
kanununa uydugu i¢in gerilme, sekil degistirmenin lineer bir fonksiyonudur. Bu

nedenle cisimde On gerilme yoksa cisme etkiyen kuvvet sifirdan baslayarak lineer



olarak artarak o,dydz degerine ulasir. Deformasyon olusurken elemana etkiyen
ortalama kuvvet 0,dydz/2 siddetindedir. Bu ortalama kuvvet ile katedilen yolun

carpimindan ig ifadesi elde edilir. Tam elastik cisimlerde enerji kayb1 olmayacaginda
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Sekil 2.1: a) Cekmeye maruz bir eleman b) Gerilme birim uzama egrisi.

disaridan yapilan isin tamami cisimde i¢ enerji olarak depo edilir. Eksenel gerilmeye

maruz bir cismin diferansiyel hacim elemaninda depo edilen elastik enerji

2.1)

du

(0+ax

1
> )dydz(exdx) = Eaxsxdxdydz

(2.1) denklemi diferansiyel hacim olan dxdydz’e bolerek birim hacimde depo edilen

elastik sekil degistirme enerjisi veya elastik enerji yogunlugu bulunur,

du 1

av = 2% .
Bu ifade, gerilme-sekil degistirme egrisinin altinda kalan alan1 gostermektedir, Sekil
2.1b. Bu alana kars1 gelen ve egimi malzemenin elastisite modiiliinii veren dogru ile
diisey eksen arasinda kalan alana tamamlayici enerji denir. Lineer elastik cisimler

i¢in bu iki alan birbirine esittir [19]. (2.1) denklemine benzer ifadeler @, ve a,

normal gerilmeleri ve bunlara karsi gelen g, ve €, iginde tiiretilebilir.

2.2.2 Kayma gerilmeleri halinde elastik sekil degistirme enerjisi

Sekil 2.2(a) da gosterilen kayma gerilmesi tesiri altindaki diferansiyel hacim

elemaninin, elastik enerjisi yukaridakine benzer sekilde belirlenebilir. Sekil 2.2(b)’



de bu elemanda kayma gerilmesi nedeniyle olusan kayma sekil degisimi y,,
gosterilmistir. Bu eleman deforme oldukca, elemanin st kismindaki kuvvet

Tyxydxdz degerine ulagir. Kii¢lik deformasyonlar igin bu kuvvetin kat ettigi toplam
yol ¥xyqy olarak verilir, Sekil 2.2 (b). Bir eleman tizerine yapilan dig kuvvetlerin isi

i¢ enerjiye esit ve

0+ 1y

dU=( )

1
) dxdz(y,,dy) = E‘cxyyxydxdydz (2.3)

ile verilir [19].

(2.3) denklemini diferansiyel hacime bdlerek, kayma gerilmesi kaynakli sekil

degistirme enerjisi yogunlugu asagidaki denklem

dU _ 1 2.4)
av =zl
ile belirlenir.
y
y
A
T
dz A aid
—i——»
: dy I
v ST S » X
Toy
dx » X

Sekil 2.2: a) Diferansiyel hacim elemanina etkiyen kayma gerilmesi b)Kayma sekil
degisimi.

Tyy kayma gerilmesi ve y,, kayma sekil degisimi igin belirlenen kayma sekil

degisimi enerjisi, denklem (2.3), kayma gerilmesinin diger bilesenleri 7, 7,, ve

bunlara kars1 gelen ¥y, vy, kayma sekil degistirmeleri igin de benzer metod ile

tiretilir.



2.2.3 Cok eksenli gerilme hali icin elastik sekil degistirme enerji

Ug boyutlu gerilme haline ait elastik enerji ifadesi, her gerilme haline karsi gelen
elastik enerjilerin siliperpozisyonu ile elde edilir. En genel duruma ait elastik sekil

degistirme enerjisi

1
U= (0585 + Oy&y + 6,8, + TyyVay + TagVuz + Tya¥y, )dxdydz  (2.5)

ile verilir. Birim hacime kars1 gelen sekil degistirme enerjisi veya is

1
Up =3 (0x8x + 0y&) + 0,8, + TyyVay + TazVuz + Tya¥yz) (2.6)

olup, Hook kanuna ait gerilme sekil degistirme bagintilar1 kullanilarak (2.5)

denklemi diizenlenirse,

1
Uy = 2E (6.2 +0,%+0,%)— % (6,0, + 06,0, + 0,0,)

1 @)
+c (Tay + Tz + Ty)
birim sekil degistirme enerjisi normal ve kayma gerilmeleri cinsinden elde edilir[20].

Sekil degistiren elastik cismin toplam sekil degistirme enerjisi, birim hacme ait U,

sekil degistirme enerjisinden integrasyonla

U= ] J J Uydxdydz 2.8

seklinde elde edilir. Bu ifade, yiikleme sirasinda, i¢ kuvvetlere kars1 yapilan toplam
isi temsil eder. Eksenel yiiklii bir cubuk veya egilmeye ve kesmeye maruz bir kiris
icin elastik sekil degistirme enerjisi (2.5) denkleminden tiiretilerek,

1 .
U= > j J (0x8x + TyyVay) dxdydz (2.9)

olarak elde edilir. Dairesel saftlar ve ince cidarl tiiplerin burulmasi sonucu ortaya

cikacak sekil degistirme enerjisi



1
U= 2 f j f TxyVxy dxdydz (2.10)

denklemiyle belirlenir [19].

Lineeer elastik malzemede, tek eksenli gerilme durumunda o, = Eg, ve basit

kayma halinde de Yy, = T,,/G olarak verilir. Bu halde (2.9) denklemi

]U—dxdydz+ jﬂ ydxdydz (2.11)

halini alir.

2.2.3.1 Eksenel yiiklii bir cubugun sekil degistirme enerjisi

Bu durumda kesitte olusacak normal gerilme o, = F/A olup kesit alam1 A =
[fdydz dir. Kuvvet F ve kesit alamn A, x koordinatinin bir fonksiyonu

olabileceginden

2.2.3.2 Egilmede sekil degistirme enerjisi

Bu halde kesitte olusan normal gerilme o, = —My/I olup, atalet momenti I =
[f ¥*dydz olur. Bu esitlikler, Young modiili E, moment M ve atalet momenti
I'nin, x’in fonksiyonu olabilecegi goz oOniinde tutularak, (2.11) in ilk teriminde

yazilirsa

2 (2.13)

elde edilir [19].
2.2.3.3 Burulmaya maruz dairesel tiiplerin sekil degistirme enerjisi

Kesit yarigapt p, polar atalet momenti J, J = [ p* dA, burulma momenti T iken
kesitte olusan kayma gerilmesi T = Tp/J ile verilir. Dairesel kesit i¢in dA =

2mpdp oldugu g6z oniinde tutularak (2.11) denkleminden



L
2
U= f—dx (2.14)
0

elde edilir [19].

2.3 Enerji Yontemiyle Deplasmanin Tayini

Enerjinin korunumu prensibi, kuvvet sistemlerinin neden oldugu deplasmanlarin
hesabinda kullanilabilir. Termodinamigin birinci kanuna gore, yapilan is enerjideki
degisime esittir. Sistem igersinde 1s1 yaratilmadigi hallerde, adyabatik sistemlerde
uygulanan kuvvetler yari-statik tarzda etkidiginden, konservatif sistemler i¢in bu

kural asagidaki formu alir,

W, =U. (2.15)
W, yiikleme sirasinda dis kuvvetler tarafindan yapilan isi, U ise sistemde depo edilen
toplam sekil degistirme enerjisini ifade eder.

Degisik bir hal olarak
Wy +W; =0 (2.16)
olup, disis W, ile i¢is W; toplaminin sifir olmasi gerekir. Bu son iki denklemden
U=-Ww, (217)

elde edilir. Deformasyonun yonii i¢ kuvvetler yonii ile ters oldugundan W; nin 6niine
negatif isaret konulmustur. Lineer elastik sistemlere uygulanan kuvvet veya
momentlerin sifir degerinden baslaylp en son degerine kadar lineer gitmesi
gerekmektedir. Bunun sonucu olarak, W; dis isi toplam kuvvetin hareket

dogrultusundaki deplasmani ile ¢arpimina esittir.

2F siddetindeki diisey kuvvete maruz kesit alani sabit ve A, uzunlugu L/2 olan

elastik ¢ubugun serbest ucunda olusacak toplam ¢okme miktari

L
= AE (2.18)

10



olarak belirlenir.

Bir ucu eksenel donmeye kars1 anakastre olan L/2 uzunluklu silindirik bir saftin

serbest ucuna 2T torku uygulandiginda, saftin serbest ucundaki donme miktari

TL

0= (2.19)

olarak belirlenir.

Serbest ucta diisey F kuvvetiyle egilmeye zorlanan, L uzunluklu ankastre kirisin,
kuvvetin tatbik noktasindaki deplasmanini, kesitteki olusan kayma gerilmesini

dikkate alarak

Wy = Uegilme + Ukayma

(2.20)
bu ifade yardimiyla belirlenebilir. Burada
FA
Wq=-- 2.21)
olup
L/2
M? F%L3
Uesitme = f g = oEl (2.22)
0

dir. Kesitte olusan kesme kuvveti F siddetinde olup, diktortgen kesitli bir kiriste

kayma gerilmesinin dagilimi

T= % ((g)z — y2> (2.23)

ile verilir, burada y tarafsiz eksenden olan uzaklik, h ise kirigin yiiksekligidir.

11



1 L h/2 FZ b/2
Ukayma = jﬂ.—dV =— dxf —y%|dy dz
0 h/2 4 ~b/2

(2.24)
_ 3FL
"~ 5AG
(2.23) denklemi kullanilarak
_FL? N 6FL
~3EI " 546G (2.25)

bu ifadedeki birinci terim egilmeden, ikinci terim ise kaymadan dolayr ¢okmedir.
Kesitte olusan ortalama kayma gerilmesi T, = F/A dir. Bunun G kayma modulu
ile boliimiinden uniform kayma gerilmesinden dogan kayma sekil degisimi bulunur.
Ancak kayma gerilmesi kesitte parabolik bir dagilim gosterdiginden a diizeltme
faktorii ile c¢arpmaliyiz. Burada a’nin  6/5 olarak alinmasi gerektigi (2.25)

denkleminden goziikmektedir. Bu halde kayma gerilmesinden kaynaklanan ¢okme

Tore, _ 6FL
G - 5AG (2.26)

Akayma YkL =a

Kirisin dik kesit alan1 degistikce kesit icersindeki kayma gerilmesi dagilimi degisir
buda a diizeltme faktoriiniin degigsmesine neden olur. E/G orani 2.59 olan yap1 ¢eligi

(ASTM-A36) icin (2.25) ifadesini

hZ
A= Aegitme (1 +0.78 LZ) 2.27)

haline getirilebilir. Kiris yiiksekligi kiris agikliginin ondabiri oldugunda kayma
gerilmesinin toplam c¢okmeye katkis1 ylizdebirden daha az olur. Yani ince
elemanlarda kaymadan dolay1 olusacak ¢okme ¢ok azdir. Kayma kaynakli ¢okmeler

aciklik ile orantili iken egilmeden kaynakli ¢okmeler agikligin kiipiiyle orantilidir.
2.4 Burkulma Yiikiiniin Tayininde Enerji Metodu

Enerji yontemi kullanilarak stabilite problemi genel bir tarzda incelenebilir.
Konservatif ve lineer elastik cisimlerde dengenin kararliligini belirleyen bir kriter

tanimlanir. Stabilite kriterini olusturmak i¢in “sistemin toplam potansiyeli” olarak

12



bilinen , IT fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon, sistemin U i¢ potansiyel enerjisi
(elastik enerji) ile sisteme etkiyen dis kuvvetlerin Q potansiyel enerjisinin toplamina

esittir
I=U+AQ. (2.28)

fhmal edilebilecek mertebedeki bir sabiti hesaba katmazsak Q = —W,; kuvvetlerin
uygulanmasi sirasindaki sistemin kaybettigi potansiyel enerji miktari, dis kuvvetlerin
sistem {izerinde yaptig1 ise esittir. Yukaridaki (2.28) denklemi asagidaki seklinde

yazilir:
In=U-W,. (2.29)

Klasik mekanikten bilindigi gibi, dengede olan bir sistemin Il potansiyeli kararl

olmalidir; yani 811 varyasyonu sifira esit olmalidir.
oIl = 6U—-6W, =0 (2.30)

yani [I’nin bagli oldugu bagimsiz degiskene gore tiirevi sifir olmalidir. Dengenin

stabilitesi hakkinda fikir sahibi olabilmek i¢in AIl degisim ifadesinin

1 1 .
AH=6H+§62H+§53H+... (2.31)

sifirdan farkl ilk teriminin isaretine bakilir. Lineer elastik sistemlerde ikinci terimin

isaretini incelemek yeterlidir. Denklem 2.31’den stabilite kriteri belirlenir; soyleki,
82I1 > 0 kararh bir denge
8%I1 < 0 kararsiz bir denge (2.32)
8%I1 = 0 tarafsiz bir denge

konumunu verir [19, 21].
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3. EKSTREMUM KAVRAMI VE VARYASYONLAR METODU
3.1 Amag¢

Bu calismada ele alinan problemin c¢oziimiinde kullanilan metodlardan ikincisi
varyasyonlar hesabidir. Bu nedenle, bu boliimde oOnce ekstramum kavrami ele

alinacak ardindan varyasyonlar hesabinin temellerine deginilecektir.

3.2 Ekstramum Kavrami

3.2.1 Tek degiskenli fonksiyonlarda ekstremum

y = f(x) tek degiskenli fonksiyonunun, x’in (a,b) araliginda maksimum ve
minimum degerinin belirlenmesi, diferansiyel hesabinda énemli bir problemidir. Bu
aralikta f(x) sirekli tiireve sahipse, aralikta ki bir x, noktasinda fonksiyonun bir

maksimum ya da minimum degerinin mevcut olabilmesi i¢in gerek sart,

dy
- T 0 (3.1

olmasidir. Bu noktada minimumun varlig1 i¢in yeter sart

d2
d—xﬁ >0 (3.2)

olup, maksimumun varlig1 i¢in yeter sart ise

d2
d—xZ <0 3.3)

olmasidir [22].

3.2.2 iki degiskenli fonksiyonlarda ekstremum

Tanm. iki degiskenli bir z fonksiyonu, z = f(x,y), |h| ve |k| yeterince kiigiik

biiytikliikler olmak tizere bir (x,, y,) noktasi civarindaki noktalar igin

15



f (x0,¥0) < f (xo +h,yo + k) 3.4

bagintisini gergekliyorsa sz konusu noktada bir minimuma sahiptir.

f (x0,¥0) > f (xo + h,y0 + k) (3.5)

(3.5) esitsizligi gergekleniyorsa séz konusu noktada bir maksimuma sahiptir[22].
Teorem 1. f(x,y) fonksiyonunun (x,, y,) noktasinda ekstremumunun (maksimum

veya minimumunun) olabilmesi i¢in

fx (X0, ¥0) = fy(xo:YO) (3.6)

esitliginin ger¢eklenmesi gerekir [22].

Bu sart bir noktada fonksiyonun bir extramumunun olmasi i¢in gerekli fakat yeterli
degildir. Yeter sart1 belirlemek i¢in f(x,y) fonksiyonunu (x,, y,) noktasinda ikinci

mertebede tiirevlere kadar Taylor serisine agmak gerekir. x = xo +h, y =y, + k

0
F ) =1 o) + g5 (g + K3o) f Goo)

1/ 0 9\ 3.7
+ai(hggty) £ o) +Es

burada R, Lagrange kalan1 olup

1/ @ 9\’
R, = (ha +k ) F£(xo + Oh, yo + 6K) 3.8)

dir.

Burada 0 < 8 <1 olup (xy + 6h,y, + 0k) noktas1 (x,, y,) noktasin1 (x, +
h,yo + k) noktasina birlestiren dogru pargasi iizerinde bir noktadir, Sekil 3.1.

h (x+h,y+k)

)
(x,y)

Sekil 3.1 : (x,,y,) noktasinin (h, k) komsulugu.

16



(3.6) geregi (3.7)’nin ikinci terimi sifira esit olur,

[ of .o
ax

x 6yx Xo
Y=Yo

=0 (3.9)

f(x,y)’nin (x,,y,) noktasinda bir minimuma sahip olmasi i¢in denklem (3.4) geregi

denklem (3.7)’nin ii¢lincii teriminin sifirdan biiylik olmas1 gerekir.

2

1 d d
" (ha— +k ) £ (X0, 0) > 0 (3.10)
yani
2 2
f o*f o°f
2_ 2
[h 92 + tha ay +k 32 =, >0 3.11)
Y=Yo

olmaldir. Sekil 3.1°de yer alan h =1rcosf ve k =rsinf bagntilar1 denklem
(3.11) da kullanilarak

2 2 aZ

. f .

2 — 7 2

F) cos“6 + 2 xdy cosfsinf + 377 sin“60 _— >0 (3.12)
Y=Yo

2 2
Bu ifade de 272 >0 iken g—y]; > 0 olur. (3.12) denkleminin saglanabilmesi i¢in

2
% > 0 olmas1 gerekir. Bu terim ile denklem (3.12) genisletilir ve diizenlenirse

02f 02f 2 02f 02f af 2 5
. | _ i 3.13
(ax cos6 d0xdy m@) laxz dy? (axay) lsm >0 ( )

elde edilir, buradaki ilk terim sifira esit veya sifirdan biiyiiktiir.

o%f *f 1\’ (3.14)
<W cosf + xdy smH) >0

halinde ikinci terim incelenmelidir;

17



a%f 02 af \° (3.15)
ax]; Oy]: B (axjacy> lsng >0
a%f

sin?6 > 0 oldugundan a—yz’ nin de sifirdan biiyiik olmas1 gerektigi anlagilir. Sonug

olarak,

aZfaZf_( of

2 2 2
d 0
9x2 0y axay) > 0 iken —f >0 (veya —f > O) 3.16)

dx? dy?

(3.16) sartlar1 saglanirsa f(x,y) fonksiyonu (x,,y,) noktasinda minimuma sahiptir
[22]. (3.13)’deki ilk terim asagidaki gibi

0% f 2f  \ (3.17)
<ﬁcose + xdy sm@) =0
sifira esit ise
0%f
tgh = — 0x? o0*f #0 3.18
IVTT0 5 axay (3-18)
dxady
elde edilir. Buradan
0% f 0% f 3.19)
axay * 0 ve W * 0

oldugundan sinf # 0 elde edilir. Bu bilgiler 15181 altinda ikinci terim irdelenirse

02 02 3.20
—f > 0 iken —f >0 (3.20)
d0x? dy?

olmasi1 gerektigi ortaya ¢ikar. Bu ise (3.16)’da elde edilmis olan sonuglarla aynidir.

(3.16) denklemi f(x,y) fonksiyonunun (x,,y,) noktasinda minimuma sahip olmasi

i¢in yeter sarttir [22]. Benzer olarak

O’ f*f [ Of \’ o*f 0*f
— [ — — 3.21
ox2 3y (axay) > 0 iken 722 <0 |veya 3y7 <0 3.21)

ise f(x,y) fonksiyonunun (x, y,) noktasinda maksimumu vardir.

18



aZfaZf_( of

2
dx2 dy? 6x6y> <0 tken fecfyy <0 (3.22)

sartlar1 saglaniyorsa f(x,y) fonksiyonunun (x,,y,) noktasinda semer noktasi vardir

[22].
3.2.3 Bagh maksimum minimum

R™ uzaymnin bir D bdlgesinde tanimlanmis bulunan bir u = f(xq, x5, ..., X,)
fonksiyonunun  baghi  bulundugu x4, x5, ..., %, degiskenleri  arasinda
9(xq, x5, ..., x,) = 0 seklinde bir bagint1 varsa, u fonksiyonunun bu kosul altindaki

ekstramumlarina u nun bagli minimumu veya bagli maksimumu denir.

Bir fonksiyonun bagli ekstramumlarinin arastirilmasinda, bag kosullarinin sayisi

serbest degiskenlerin sayisindan en fazla bir eksik sayida olabilir [22].
I. Hal

f(x,y) ve g(x,y) bir D bolgesinde diferansiyellenebilen iki fonksiyon iken

f(x,y)’nin g(x,y) = 0 sart1 altinda ekstramumlarini veren x, y degerleri

gl,y)=0, ] (Z—i) =0 (3.23)

denklem sisteminin ¢ézlimleri arasinda aranmalidir.

g(x,y) = 0 denkleminin y’ye gore ¢ézimii y = y(x) ve f (x, y(x)) = F(x) olsun.

(3.23) sisteminin bir ¢6ziimii olan (x,, y,) noktasinda:

1. d?F > Oise, bu nokta f(x,y) fonksiyonunun bir bagli minimum
noktasidir.
il. d?F < 0 ise, bu nokta f(x,y) fonksiyonunun bir bagli maksimum
noktasidir.
I1. Hal

f(x,y,2) ve g(x,y,z) bir R® uzaymm bir D bolgesinde diferansiyellenebilen iki
fonksiyon olmak tizere f(x,y,z) fonksiyonunun g(x,y,z) =0 kosulu altindaki

ekstramumlarint veren x, y, z degerleri
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9(x,y,2) =0, 1€§)=a ]6ﬁ)=o (3.24)

denklem sisteminin ¢dzlimleri arasindan aranmalidir.

g(x,y,z) =0  denkleminin z’ye gore ¢dziimii z = z(x,y) ve f(x,y,2(x,y)) =

F(x,y) olsun. (3.24) sisteminin bir ¢éziimii olan (x,, vo, Z,) noktasinda:

1. d?F > Oise, bu nokta f(x,y,z) fonksiyonunun bir bagli minimum
noktasi,
1i. d?F < 0 ise, bu nokta f(x,y,z) fonksiyonunun bir bagli maksimum
noktasidir.
I1I. Hal

f(x,y,2) ve g(x,v,z), h(x,vy,z) fonksiyonlar1 R3 uzaymn bir D bdlgesinde
diferansiyellenebilen fonksiyonlar olup g(x,y,z) ve h(x,y,z) fonksiyonlar1 D’ de
fonksiyonel bagl degilken f(x,y,z) fonksiyonunun g(x,y,z) =0 ve h(x,y,z) =

0 kosullar1 altindaki ekstramumlarini veren (x,, Vo, Zo) degerleri

ﬁgﬁ)zo

» :Ol h » V) :0, (
9(x,y,2) (x,y,2) ] .2

(3.25)

g(x,y,z)=0 ve h(x,y,z) =0 denklem sisteminin y ve z ye gore ¢dziimil
y =y(x) vez = z(x) ve f(x,y(x),z(x))=F(x) iken (3.25) denklem sisteminin

bir ¢6ziimii olan (x,, y,,Zo) noktasinda:

1. d*F > O ise, bu nokta f(x,y,z) fonksiyonunun bir bagli minimum
noktasi,

il. d?F < 0 ise, bu nokta f(x,y,z) fonksiyonunun bir bagli maksimum
noktasidir.

3.2.4 Lagrange carpanlar1 yontemi

u = f(xq,xy ., Xn) ve G (X1, %5, o, X)) (k=12,...,m; m<n)
fonksiyonlarmin ~ R™ uzaym1 bir D  bolgesinde  diferansiyellenebilen
fonksiyonlar, g, (x4, x5, ..., x,) fonksiyonlarinin D bdlgesinde fonsiyonel bagimli

olmadiklar1 kabulu ile

f(xq,%5,...,x,) fonksiyonunun
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I (X1, %2, 0, %) =0 (k=12,..,m;ym<n) (3.26)

bag kosullar1 altindaki ekstramumlarini bulmak icin, Lagrange fonksiyonu adi

verilen
L(xl, xZ, ...,xn,' Al’ /12, ,Am) =

m (3.27)
[y, %z, o, x0) + Z Ay Gie (X1, X2, 00, Xp)
k=1

tanimlanir. Burada A4, 4,, ..., 4, sabitler olup, Lagrange carpanlar1 adini alir [22].
f(xq,%x5, ..., x,) fonksiyonunun (3.26) bag kosullar1 altindaki ekstramumlari, n + m
degiskenli Lagrange fonksiyonunun serbest ekstramumlari arasindan aranir. Buna

gore Xq, Xy, ..., Xp; A1, Ay, .., Ay degerleri,

JdL  of dg dg dg
_—— A —_— A _ e A —— = 0’
0x; 0x; T4 0x, T 4 0x, Tt Am 0x,
adL  of dg dg dg
—_—— A _— A _ e A - = 0'
dx; 0x, ‘ox, T4 0x, Tt Am 0x,
JdL af dg dg dg
oL _o ,9  , 9 99 _ 2
Tx max T Mgyt gyt dng =0, (3.28)
oL _ o _,
on T
oL __,
a1, 2T
o _

denklem sisteminden bulunur [22].
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X1) X2, ey Xpj A, gy ey Ay, deger takim igin d2L >0 ise  f(xq, Xy, ..., Xp)
fonksiyonu (xq, x5, ..., X,,) noktasinda bir bagli minimuma; d?L < 0 olmas1 halinde

ise, bir bagli maksimuma sahiptir [22].

3.3 Varyasyonlar Hesab1

Varyasyonlar metodunda bir fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerinin

belirlenmesi amaci giidiiliir [23].

3.3.1 Varyasyonlar hesabinin temelleri

Verilen (xq,y;) ve (x3,y,) noktalarindan gegen egrinin x ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeyin alaninin minimum yapilmasi varyasyon
hesabinin ¢oziimiinii bulmaya calistig1 problemlere tipik bir 6rnek olarak verilebilir

[23].

v
*

Sekil 3.2 : x ekseni etrafinda dondiirtilmiis y = y(x) egrisi.

Bu amagla her iki noktadan gecen ve

X2 d 2
= an y fl +(3) ax (3.29)
X dx

(3.29) ile hesaplanan yiizey alanini minimum yapan y = y(x) egrisinin belirlenmesi

gerekir.

Genel anlamda (3.29) denklemi
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X2

I =f Y(x,y,y)dx (3.30)

X1

seklinde ifade edilebilir. Verilen sinir sartlarini

y(x1) =y, ve y(x3) =y, (3.31)

saglarken (3.30) denkleminide maksimum ya da minimum yapan ve fonksiyonun

tanim araliginda siirekli tiirevlenebilen y = y(x) fonksiyonu aranir. Bu amagla

Y(x) = y(x) + en(x) (3.32)

seklinde bir egri ailesi tanimlanir [23]. Burada € egri ailesinin parametresidir. n(x)
diferansiyellenebilir keyfi bir fonksiyon olup, n(x;) = n(x,) = 0 sartim1 saglar. Bu
sayede y(x) + en(x) toplami y(x) in sinir sartlarini saglar. Bu durum Sekil 3.3’te

acik olarak gosterilmistir.

Y =y(x) +en(x)

(x2,y2)

N

(%1, 1) y=y)

Sekil 3.3 : y(x) ve sinir sartlarint saglayan Y(x) egrisi.

X1, X, ve € sabit oldugu gozoniinde tutulursa, (3.30) denklemine Y(x) fonksiyonu ve

tiirevi yerlestirilerek, I fonksiyonunun & parametresi cinsinden ifadesi asagidaki

sekilde

X2

I(e) = f Y(x,y +en,y +en)dx (3.33a)

X1

verilir ya da kapali formda
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X2

1(¢) =f Y(x,Y,Ydx (3.33b)

X1

seklinde bulunur. (3.33) in tiirevi integral isareti altinda tiirev alma kuralini1 veren

Leibniz formiilii yardimiyla belirlenir, sdyleki;

Uq(e uy(¢)

d duy
@ =2 [ Tewaa = Somad+ T2owe.0

Up(e) Up(€) de

du,
- puo(e),©) 034

Integralin sinirlar1 integral parametresine bagli olmadigindan, diger bir deyisle u; ve

Uy sabit oldugunda

I'(e) = fuli¢(x &)dx (3.35)
w de’ )

0

ile hesaplanir. (3.35) denklemini (3.33b) denklemine uyarlarsak

, X (dpdY  dip dY’
I'(e) = fx 1 (WEJF i de)dx (3.36)

dY/de =n ve dY'/de = n' oldugundan (3.36)

re=|[ C( S ) ax (337)

halini alir. I fonksiyonunun minimum olmasi i¢in gerek sart &’a gore tiirevinin sifir

olmasidir. Bu sart € = 0 degeri i¢inde gegerli olacagindan
I'(e=0)=0 (3.38)

yazilabilir. Bu durumda Y (x) = y(x) olur, (3.37) denklemi

1'(0) =J;x2 (%n+g}lﬁn’>dx=0 (3.39)

halini alir. Kismi1 integrasyonla
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2rdy  d dyp dy |
1’(0)=f ———( ,)]ndx+ = (3.40)
X dy dx\dy dy %
elde edilir. Son terimin degeri n(x)l,ff =0 oldugundan sifirdir. Ilk terim
incelenirse;
X2 dl/)
f o dx dy>]ndx (3.41)

integrali n’nin x; < x < x, araliginda sifir dis1 keyfi degerlere sahip olacagindan

7°nin ¢arpani olan fonksiyonun

ap_d (ﬂ) _ (3.42)

dy dx\dy’

sifir olmas1 gerekir. Bu denklem “ikinci mertebeden Euler-Lagrange diferansiyel
denklemi olarak adlandirilir [23]. Bu diferansiyel denklemin ¢o6ziimii olan y(x)

fonksiyonu, I fonksiyonunu minimize eden fonksiyondur.

Bir egrinin x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yilizeyin alanin1 minimize

eden y(x) egrisini belirleyelim: Burada denklem (3.29) da yer alan integrant

)

olup, (3.42) Euler-Lagrange denklemi

1/2

(1+y'

(3.44)

[(1 v
halini alir. Ara adimlar yapilirsa
yyu _ ylz —-1=0 (3.45)

elde edilir.
y' = u doniisiimii yaparsak y"' = udu/dy olur. Bu ifadeler (3.45)’ te kullanilir ve

diizenlenirse
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1
du = ;dy (3.46)

2
@) = ¢ / 1+(2) (3.47)

elde edilir. c¢; ve ¢, integrasyon sabitleri olmak tizere

integrasyonla

X
cosh™! (Z) =—+c¢y >0 (3.48)
€1 €1

elde edilir. Diizenlemeyle

X
y(x) = c;cosh (C— + c2>, ¢, >0 (3.49)
1

ylizey alanin1 minimize edecek fonksiyon belirlenmis olur.
3.3.2 Varyasyonlar hesabinin ozellikleri

Diferansiyel hesap ile varyasyon hesabi arasindaki anolojiyi daha agik olarak

gorebilmek i¢in varyasyonel gosterim olusturulabilir.

& [ab] kapal1 araliginda stirekli birinci tlirevlere sahip tek degiskenli fonksiyonlarin
kiimesi olsun. # kiimesi i¢inde her bir fonksiyonla baglantili sayisal bir deger alan

her hangi bir biiytlikliige # kiimesi i¢inde fonksiyonel denir [23].

b
I = f y(x) dx (3.50)

isleminin sonucu bir sayisal deger oldugundan yukardaki ifade bir fonksiyoneldir.
Denklem (3.20)’nin integrantt Y (x,y,y'), x’in sabit bir degeri i¢in y(x) ve tiirevi
y'(x)’in  fonksiyonudur. y(x)’i y(x) +en(x) ile degistirdigimizde y(x)

fonksiyonundaki en(x) degisimine y’nin varyasyonu denir,

8y = en(x) 3.51)
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seklinde gosterilir [23]. x’in sabit degeri icin y(x)’deki bu degisimin, P

fonksiyonelinde olusturdugu degisim ise,

Ay =Y(xy,y) —lx,y +eny’ +en') (3.52)
dir. Y’ nin iiclincli mertebeye kadar Taylor serisi agilim1

oY
ay’
RV 0%y RV

2_ 7 2 2 / N2
+(£TI) ayz + Z¢ nn ayay1+(£n) ay,2+

, o |
Y, y,y) =y, y+eny +en')+ en—ay +en
(3.53)

dir. €’un iki ve daha biiylik kuvvetlerini igeren terimlerin katkisi azdir, ihmal edilir.
Bu halde Ay
0 0y

AY = Een + a—ylsn’ (3.54)

olup, diferansiyelin tanimiyla benzerlik kurularak terim i ’nin varyasyonu olarak
tanimlanir,
oy o

oY = @en + 3y’ en (3.55)

(3.51) ve 6y’ = &en’ oldugu dikkate alinarak (3.55),

d d 3.56
W (3.56)

Varyasyonlarin toplami, ¢arpimi, bdliimii ve kuvveti diferansiyel hesabin ilgili

kurallartyla benzerdir, soyleki,

§(WY12) = Y169, + 26, (3.57)

Ve
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s (ﬁ) _ Y691 — P16, (3.58)
l/)2 lpzz

x ve 'y bagimsiz u ve v bagiml degiskenleri gostermek tizere
G = G(x,y, UV, Uy, Uy, Uy, Vy) (3.59)

seklinde bir G fonksiyoneli tanimlansin. u ve v, x ve y’ye bagimli degiskenler

oldugundan

du = €& (x,y), év = en(x,y) (3.60)

cok degiskenli fonksiyonlarin Taylor serisi agilimindan

po 96, 069G . 0G  0G . 0G (6D
~ du & av O, £6x 0V, &l ou, ey dv,, &My

seklinde yazilir. Bu ifadenin birinci mertebeden terimleri G’nin varyasyonunudur,

o065 060G 06 0G. . 3G (3.62)
“ ot T U, Ux 0V, vz ou, Uy dvy, Yy
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4. DIFERANSIYEL DONUSUM METODU

4.1 Amacg

Diferansiyel doniisim metodu (DTM) ilk defa Zhounun elektrik devreler
hakkindaki ¢alismasinda yer almistir [24]. Taylor serileri temeline dayanan bu metod
kullanilarak fark denklemlerinin ¢6ziimleri ile diferansiyel ve integro-diferansiyel
denklemlerin yiiksek dogruluklu ¢oziimleri kolaylikla elde edilebilir [25-27]. Bu
calismada egik eksenli kirig-kolon yapilarin burkulma analizi DTM kullanilarak
gerceklestirilecektir. Yapilan ¢oziimiin anlasilabilirligini artirabilmek amaciyla, bu
bolimde metodun temel teoremleri ispatlari ile beraber verilecektir. Teoremler
literatiirde gegenler olsada [25, 26], burada yapilan ispatlarin ¢ogu literatiirdekilerden

farkli yontemler ile gerceklestirilmistir.

4.2 Diferansiyel Doniisiim Metodunun Tanimi

f strekli tirevlenebilir ve tek degiskenli bir fonksiyon iken x=x, civarinda bu

fonksiyonun k’inci tiirevinin transformu F (k) asagidaki sekilde verilir;

1[d¥
Fll) =2 Iﬁf(x)l : 4.1)
f(x)’in ters transformu ise
FG) = > PG = x)* (42)
k=0

ile verilir. (4.1) ve (4.2) tanimlarini kullanarak agagidaki teoremler elde edilebilir.
4.3 Diferansiyel Doniisiim Metodunda Baz1 Teoremler

f, g ve h, x degiskeninin siirekli tlirevlenebilir fonksiyonlarini, ¢ ise bir sabiti

gostermek lizere,
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Teorem 1:

f fonksiyonu g ve h’nin toplami iken f'nin doniisiimii g ve h’nin doniisiimlerinin

toplamina esittir [25, 26].
f(x) = g(x) £ h(x) iken F(k) = G(k) + H(k) 4.3)

Teorem 2:

f fonksiyonu c sabiti ile g fonksiyonunun ¢arpimi iken f’nin transformu, g’nin

transformu ile ¢ sabitinin ¢carpimina esittir [25, 26].
f(x) =cg(x) iken F(k) = cG (k) 4.4)
Teorem 3:
f fonksiyonu
flx) =x" 4.5)

ile verilmis olsun, bu halde f’nin doniisiimii

F(k) = 6(k —n) = {é i oo (4.6)

ile belirlenir.
Teorem 4:
n tamsayr olmak iizere; f, g’nin n’inci mertebeden tiirevi olsun. Bu halde f’nin

transformu (4.8) denklemi ile verilir [25, 26].

dn .
F) = 2 9(x) @7

ise

F OO = (n Z'k)! Gt ) (4.8)

Ispat:

g(x)’in ters trasformu
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96 = D G Cx = x)* (49)
k=0

olup bu ifadenin n. mertebeden tiirevi

Zi‘g =nn-1)n-2)..16M)+(n+1nn—-1)..26(n + 1)(x — x,)
+Mm+2)n+Dnn—1)..36(n + 2)(x — x,)? (4.10)
+m+k(n+k—-1..(k+1DG(n+k)(x — x)f + -

olarak bulunur. Diizenlenirse

ZZ*Z G + & Ll)! G(n+ 1)(x — xo)
& ;2)! G(n+2)(x — xg)2 + -
' (4.11)
O G+ k) Gx = x)¥ 4

elde edilir. Boylelikle bu ifadeyi sonsuz seri toplami formuna getirmek i¢in gerekli

olan genel terimde bulunmus olur, sdyleki,

G(n+ k) (x — xp)*. 4.12)

drg(x) o (n+k)!
dxm ‘kZO k!

(4.9) denklemi dikkate alinarak (4.12) ifadesinden g(x)’in transformu G (k)

(n+k)!

Gl ==

G(n+k) (4.13)

olarak bulunur.
Teorem 5:

f(x) fonksiyonu g ve h gibi iki fonksiyonun ¢arpimi iken, yani

f(x) = h(x)g(x) 4.14)

ise f(x)’in donilistimii
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k
F(k) = Z GUe)H(k — ky) (4.15)

k1=0

ile verilir [25, 26].
Ispat:

g(x) ve h(x)’in ters doniigiimii
g(x) = o G (x — x)*, h(x) = Y=o H (k) (x — Xo)" (4.16)
olup,

fx) =[G(0) +G(1)(x —xp) + G(2)(x — x9)* + -+ G(k) (x — x0)*
+ - J[H(0) + H(D)(x — x) + H2)(x — x)% + -+

4.17)
+ H(k)(x — x)* + -]
diizenlenirse
f(x) =6G(0)H(0) + [¢(0)H(1) + G(DH(0)](x — xo) + [G(0)H(2) +
G(DH(1) + GRH(0)](x — x0)* + [G(0O)H(3) + G(1)H(2) + G(2)H(1) + 418
GBH(0)](x —x0)3 + [G(0O)H(k) + G(H(k — 1) + G(2)H(k — 2) + (*18)
Gk —2)HR)+ Gk —1)H() + G(k)H(0)](x — x0)* + ---.
Bu ifadeyi
o k
() = g = ) > GlDHK— k)G —x)*  (419)
k=0 k;=0
olarak yazabiliriz. Buradan da f(x)’in transformunun
k
F(k) = z Gk)H(k — k) (4.20)

k1=0

oldugu acik olarak goriilmektedir.
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Teorem 6:
f tek degiskenli fonksiyonu n adet tek degiskenli fonksiyonun ¢arpimi olsun
fx) = 91(%)g2(£) g3 (%) .. gn—1(x) gn (%)
bu halde f’in doniisiimii
kK knoa ks ks

FO)= ) ) i D D Galk) Galkey = Ks) o Gy Uy

kn_1=0 kTL—2=O k2=0 k1=0

- kn—z) X Gn(k - kn—l)

ile verilir [25].
Ispat:
g1 ve g, ’nin ¢arpimina h(x) diyelim;
h(x) = g1(x)g,(x)

iken Teorem 5, denklem (4.15)’den

K

HOO) = ) GUa)Gy(k — k)
k1=0

yazilabilir. h(x) ile g3(x)’in ¢arpim1 u(x) olsun

u(x) = h(x) gs(x)

iken, u(x)’in doniisiimii teorem 5’ten

K

UG = D" H(k:)Ga(k = ko)
k2=0
olarak elde edilir. (4.24)’de k = k, yazilip (4.26)’da bu ifade kullanilarak
k k2
UG = D" > GGy = k)Gl = k)

k2=0 k1=0

elde edilir. f(x), u(x) ile g,(x)’in garpimi olsun;
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() = u(x)gs(x) (4.28)
f(x)’in dontisiimii
k
F(k) = Z U(ks)Ga(k — k) (4.29)
k3=0

olarak bulunur. (4.29)’da gegen terimler hesaplanir ve yerine konulur. Sonug olarak

f(x) = g1(x)g2(x) g3 (x)ga(x) (4.30)

f dort fonksiyonun ¢arpimi iken (n=4) transformu

k ks k2

FU) = ) > ) GUa)G,(ky — ka)Galks — ky) Gl = es)  (431)
k3=0 k=0 k;=0

olarak bulunur.

f, 5 adet fonksiyonun ¢arpimu ise, yani n=5 iken

f(x) = g1(x)g2(x)g3(x)ga(x) gs(x) 4.32)

f’nin transformu

k ki k3 Kk

FUO =D D" > > G(k)Galky = ki)Galks — k) Gy (ks

k4_=0 k3=0 k2=0 k1=O

—k3) Gs(k — ky) (4.33)

olur. Genel anlamda f, n adet fonksiyonun ¢arpimi ise

f(x) = 91(0)g2(x)g35(x) ... gn—1(x) gn () 4.34)

iken transformunun

kn-1 ks ks

F(k) = Zk: Z Z Z G1(ky) Gy(ky —k3) ... Gy (ke q (4.35)

kTL—1=0 k‘l’l—2=0 k2=0 k1=0

- kn—z) X Gn(k - kn—l)
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oldugu (4.31) ve (4.33) doniisiim formiillerinden kolayca goriiliir.
Teorem 7:

a bir sabit olmak {lizere, f fonksiyonu

f(x) =g+ a) (4.36)

olarak tanimlanmigsa f’in transformu

F(k) () ar* Gy 4.37)

k

Il
s

h=k

ile verilir [25].
Ispat:

f(x)’in x = x, civarindaki ters trasformu

i (4.38)
fx) =) Gl)(x+a—xy)F

olup bu sonsuz seri toplaminin ilk dort terimi acik olarak yazilir ve diizenlenirse

fX)=G6O0)+G6(D)(x—xq+a)+G2)(x—xy+ a)?

+G(3)(x — Xo + a)3 +G6(4)(x — xo + a)4+. 4.39)

elde edilir. Bu ifade (x — x,)’1n kuvvetlerinin ortak parantezine alinirsa

f(x) =G0)+aG(1) +a?G(2) +a®G3) + a*G(4) + -
+ [G(1) + 2aG(2) + 3a2G(3) + 4a3G(4) + - |(x — x)
+[G(2) +3aG(3) + 6a%G(4) + - ](x — x)? (4.40)
+[G(3) +4aG(4) + - 1(x — x9)3 + -

olarak elde edilir. Diizenlenmis hali (4.41) denkleminde yer almaktadir,
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(o] e 9)

h!
fe)= ) a6 + ) s s a G () (x — x0)
h

h=0 =1

> A )
+h2=22!(h—2)!“h G —xo)’ (4.41)

S
+ ;—3! gy O = )

bu ifade

Fe = > (B)ar* 6w - x)* (442)

k=0 h=k

seklinde yazilabilir. Buradan f’nin doniigiimiiniin

o)

Fk) = z (Z) a =k G () (4.43)

h=

==

oldugu acik olarak gortiliir.
Teorem 8:

a, ve a, keyfi sabitler olmak iizere, f fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanigsa

f(x) =g1(x + a)gz(x + a,) (4.44)

bu fonksiyonun doniisiimii

N N

F(k)=zk: z Z (Zi) (k fzkl)afi"‘laZZ"‘*"lGl(hl)Gz(hz) (4.45)

k1=0 h1=k1 h2=k—k1

ile verilir [25].
Ispat:

g1(x + a4)’in doniislimi

o

60 =Y (M)am 6 n) (4.46)

hlzk
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g2 (x + a;)’in transformu

[ee)

h _
6,00 = ) (%)@ ¥ Gyhy) @.47)
hy=k
dir. Teorem 5, denklem (4.15)’dan
k
FUO = ) Gule)Ga(k — k) (448)
k1=0

elde edilir. G;(k;) ve G,(k — k) ifadeleri (4.46) ve (4.47) kullanilarak belirlenip
(4.48)’de yerine konursa F (k),

(o8] (o8]

F(k)—z > > (s 2k1>ah1"‘1ah2‘k+k1Gl(hl)Gz(hz) (4.49)

k1=0 hi=kq hy=k—k4

olarak elde edilir.
Teorem 9:

f fonksiyonu

f(x) =g1(x+a)g(x +az) .. gn-1(x + an_1)gn(x + ay) (4.50)

seklinde tanimli olsun, f’nin transformu

F(k) =

k kn— N N
an—1=02k2_;=0 ...... Zkz OZ —OZ k12h2=k2—k12h3=k3—k2 e X

N _ N 1 2 3 n x (4.51
Loy =kn-1—kn-2 Lhn=k—kn_s <k1 ky — ky/ \k3 — k, kn_1—kn “51)

hn hl klahz k2+k1ah3 k3+k, . ahn 1—kn—1+kn—» ahn k+kp—1 x
k—k n-—1 n
n-1

Gy (hy) Gy(hy) ... X Gy_1(hy—1) Gy (hy)

ile verilir [25] .
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Teorem 10:

f, fonksiyonu

ﬂ@=fg@m

0
ile verilsin, f’nin doniistimii

Gk —1)

F(k) = T

, k=1

ile verilir [26].
Ispat:

g(t)’nin ters doniistimii

9O =) GO (¢~ xp)*
k=0

ifadesi (4.52) de kullanilirsa

f&) = f:i G (k) (t — xo) dt

0 k=0

olur, seriyi acarsak

f(x)= fx{G(O) +G(D(t —x0) + G(2)(t — x0)* + GB)(t — x0)°

+ - G(n)(t — xo)"}dt

elde edilir.

fG) = G0)(x —xo)

X

+G(1) fx(t — xo)dt + G(Z)f (t — x0)%dt + -

0 Xo

+G(n) fx(t — x)"tdt + -+
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integraller alinirsa

1 1
f) = G0)(x = x0) +5G(D(x = x0)* +3G(2)(x = x0)° + -~

1 (4.58)
— — ) e
+n+1G(n)(x x)™ +
buradan
_V 6w
f) =) o = x0) (459)
k=0
elde edilir. k’y1 birden baglatmamiz halinde ise
oGk —1
Flx) = Z % —x)%, k=1 (4.60)
k=1
olur, bu durumda f’in diferansiyel doniistimii
Gk—1
F(k) _Gk-1) k ), k=1, F(0)=0 (4.61)

olarak elde edilerek ispat gergeklestirilmis olur.
Teorem 11:

f fonksiyonu

X rXn-1 X3 rXz2 X1
flx) = f f f f f gt)dtdx, dx, ...dx,_4 (4.62)
Xo YXo X0 X0 X0
seklinde taniml1 iken diferansiyel doniisimii,

(k —n)!
k!

F(k) = Gk—n), k=n (4.63)

ile verilir [26].
ispat:

Once asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlayalim;
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X1

I =f gt)dt

X0

olsun, diferansiyel doniisiimii (4.59) denkleminden

o Gk
Li(k) = Z A 5_ )1 (2, — xo)k+1
k=0

olarak elde edilir.

X2 X1

Xo “Xo

olsun, I,’nin diferansiyel dontisiimii ise,

G (k)

(xz —x )k+2
L (k+1D(k+2) 0

L(k) =

olur. Genellestirme yapilarak, I,, asagidaki sekilde yazilabilir,

X rxp—1 X3
= [
Xo “Xo X0

Xy Xq
f j- g®)dtdx,dx,dxs ...dx,_1dx
X0 X0

ve genellestirme yapilarak diferansiyel transformu

G (k)
LU+ Dl +2).-(k+n)

L(k) = (x = xp)**™

olarak elde edilir. I, = f(x) oldugundan I,(k) = F(k)’dir.
Teorem 12:
f fonksiyonu (4.70) ile verilmisse,

x

£ = 9(x) f h(o)de

0

f’nin transformu
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(4.65)

(4.66)

(4.67)
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(4.70)



=1
F(k) = Z =Gk —Ik)H(y =1, k21 @.71)
ki=0

dir [26].
Ispat:

g(x)’in ters diferansiyel doniigimi denklem 4.1b ile bulunurken, f;o h(t)dt’m

transformu ise denklem (4.59) ile bulunur. Teorem 5 denklem (4.15) ile de bu iki

fonksiyonun ¢arpimi olan f(x)’in doniisiimii bulunabilir.

g(x) = i G () (x — xo)" (4.72)
k=0

ve

u(x) = f xh(t)dt - ux) = i Iljiki (x — xg)**? 4.73)
o k=0

ise

f(x) = i G (k) (x — x¢)* x i Zliki (x — xg)*t 4.74)
k=0 k=0

yazilabilir. Burada gegen ifadeleri agik olarak yazip gerekli islemleri yaparsak

1
£ = GOHO G — %) + [ 6OHD) +6MHO)| (x — x0)?
1 1
+ [50(0)11(2) +SGHW + G(2)H(0)] (x — x,)?
1 1 1 4.75
+ [ZG(O)H(S) +2GH@) +5GH() “.75)

+ G(3)H(0)] (x — x)* + -

elde edilir, diizenlenirse
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© k
1
fa =) Z o GOk k) (k= D = )"
k=1 1=1

olarak elde edilir. Bu ifadeden f’nin diferansiyel doniisiimiiniin
S
F(k) = Z =Gk —k)H (K, = 1)

k1=1 1

oldugu acik olarak goriiliir.
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5. EKSENi EGIK OLMAYAN KENDi AGIRLIGI ETKiSINDEKi EULER-
BERNOULLI KiRiS-KOLONLARI iCiN BURKULMA KRIiTiK YOKUNUN
BELIRLENMESI

5.1 Amag

Bu boliimde, ekseni egik olmayan, farkli yiikleme ve sinir sartlarina sahip Euler —
Bernoulli kirisleri i¢cin burkulma kiritik yiiklerinin ifadeleri belirlenecektir [3, 28,

30].
5.2 Diizgiin Yayih Yiike Maruz Kiris-Kolonun Burkulma Kritik Yiikii
5.2.1 Ankastre-serbest mesnetli diisey Kiris-kolon

Sekil 5.1a’da alt ucu diisey ankastre, iist ucu serbest, kendi agirligr etkisindeki bir
kolon gosterilmektedir. Bu tip bir ylikleme ve sinir sartina sahip kolonun burkulma
kritik yiikiiniin belirlemek i¢in; I konumundan deforme olarak II konumuna gelmis
kiristen, orjinden x uzakliginda bulunan B noktasi ile x + Ax mesafesinde bulunan

A noktast arasinda yer alan AB kiris elemaninin denge denklemleri olusturulmalidir.

A
[l — — e — i —

Sekil 5.1 : Ankastre serbest mesnetli kiris-kolon a) Yiikleme sekli b) Deforme
olmus AB elemani ve kesit tesirleri.
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Sekil 1b’ deki diisey kuvvet dengesinden

N—-N—-AN —qAx =0 (5.1
AN
Ax 1

elde edilir. Limit alinirsa yani Ax — 0 iken

dN

—=-q (5.2)

halini alir. Integrasyon ile

de=—q.]-dx - J.Nodg‘:—qjxldn

orjinden herhangi bir x mesafesindeki normal kuvvet
N=q(l—x) (5.3)

olarak bulunur. Yatay kuvvet dengesinden

—H+H+AH =0
AH =0 (5.4)

(5.4) denklemi, H kesme kuvvetinin ¢ubuk boyunca degismedigini ifade eder. A

noktasina gore moment alinirsa
Ay
M+AM—M—HAX+C[AX7—NA_’)I= 0

AxAy carpiminin ¢ok kiigiik olmasi nedeniyle ihmal edilir ve

aM =H+N Ay

Ax A
limit alinirsa

am =H+N dy

dx d

elde edilir.
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Bu son denklemde moment M yerine —EIy" yazilir ve denklem diizenlenirse

3
¢y _ (5.5)

x = U’de y""(1)=0 olup, (5.5) denkleminde bu verileri kullanilirsa H’in degeri sifir
olarak bulunur. Ayrica denklem (5.4)’ten kesme kuvveti H’in, x’in fonksiyonu
olmadig1; yani x’e gore tiirevinin sifir oldugu anlasilmaktadir [28]. Bu iki hal dikkate
almarak (5.5) denkleminin bir kez x’e gore tiirevi alinirsa elastik egrinin diferansiyel
denklemi asagidaki sekilde

E1%+q(l—x)3—z=0 (5.6)
degisken katsayilt homojen bir diferansiyel denklem olarak bulunur. Bu tip
denklemlerin ¢6ziimii sonsuz seriler yardimiyla veya enerji metodu gibi yaklasik
¢Oziim metodlar1 kullanilarak gerceklestirilir [3]. Literatiirde yer alan ¢oziimiin
anlagilabilirligini artirabilmek amaciyla, bu ¢alismada ara adimlara da yer verilerek

sonsuz seriler yardimiyla ¢6zlim tiretilmistir.

Denklem (5.6)’y1 Bessel diferansiyel denklemi formuna getirmek i¢in

2 [q dz 3(3qz
=1 =x)3 =" =_ |ZX= 5.7
z=3g ¢ =% ve 9(2) = ’ZEI (57)

dontigiimii yapilir. (5.6) nolu diferansiyel denklemde gecen tlirevler zincir kurali

yardimiyla asagidaki sekilde hesaplanir.

dy dydz dy

dx  dzdx Zg(z)
d? d*y _ dzydz 9 + dydg(z)dz
dx? ~ dz? dx? dz dx

Bu son ifadede gegen tiirevler hesaplanip denkleme konuldugunda y’nin x’e gore

ikinci tiirevi, z in fonksiyonu olarak

2
dz_y_(éif Sy 1 -y dy
dx?2  \2EI dzz 37 4z
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seklinde elde edilir. y’nin x’e gdre li¢ilincii tiirevini belirlemek i¢in bu son ifadeyi x’e

gore bir defa tiiretmek gerekir;

d3y 3q 3 d3ydz , dzyd(zz/3)dz 1d?ydz —4
-G [

ac el lazax? T a2z dz ax T3dzzdx’

-1
N 1dyd(z ) dzl
3dz dz dx

bu ifadede gegen tiirevlerin degerleri hesaplanip yerine yazilirsa, y’nin x’e gore

ticlincii tlirevi

d’y 3q| d’ d’y  1dy

& " 2El| dz5° dz?  9zdz
olarak belirlenir. d3y /dx® ile dy/dx' in ifadeleri (5.6) nolu denklemde yerine
yazihirve q(l —x)/El’in (3qz/2EI)2/3 ‘e esit oldugu dikkate alinarak

d3y  d?%y 1\ dy
2 7 -7 2 _ = A
z dx3+Zdzz+(Z ) 0

elde edilir. u(z) = dy/dz dontisimii yapilarak

dzu du 1
_ 2 _ = — 5.8
72 P +Zd +(z 9)u 0 (5.8)

Bessel diferasiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin z=0 kaldirilabilir
tiirden bir tekil noktasidir. Bu nedenle, diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde Frobenius
metodunu kullanabiliriz [29], soyleki,

[oe)

u(z) = z4 Z a,z",

n=0

u’nun z’e gore birinci tiirevi
d (o]
u
— =z Z(/’l +n)a,z" 1,
dz
n=0
ikinci tlirevi

“u
d_ = Z(/l +n)A+n—1)a,z" 2
n=0
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olup bu ifadeler denklemde yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa

[AZ - (%)Zl a, + [(/’l + 1)? —% az + i {[(/’l + n)? —% a, + an_z}zn =0

Buradan a; # 0 iken A= ié olarak belirlenir. n’in ¢ift tamsay1 degerleri icin

rekiirsif baginti

an—>
a, =

= n=2m iken m € Z*
(/1+n)2—§

olup, ikinci terimin sifir olabilmesi i¢in a; = 0 alinmas1 gerektigi goriiliir. Rekiirsif

bagint1 geregi tek indisli katsayilar sifir olmalidir.
a1=a3=a5="‘=a2n_1=0, nEZ+

A=+

[V

icin ¢ift indisli katsayilar belirlenirse (5.8) denkleminin genel ¢oziimii

- ‘1/3<_§z O a__° 6)
u(z) =Cyz 1 g2 +3202 T02402

1 3 9 9
+ Cyz /3(1——22+ z* — Z6...)
16° " 896~ 35840 (5.9)

olarak belirlenir. Problemin sinir sartlari

dx?
x=l

&y

dx?

- =0
dz? 3Z dZZ

2
3 2
_<3q)3[Z§d y 1 _%dy
=0

~ \2EI

xX=

%du_l_l _%() _0
VA 17 32 u(z z=0_

seklinde ifade edilir. z=0 da, u(z)’in sifira esit olabilmesi
CZ =0

esitliginin saglanmasiyla miimkiindiir. Ankastre ugta donme agis1 sifir olacagindan
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dy

u(z)=dy/dz
— 0
dx

=0—— U@l (x=0) =0
x=0

yazilabilir.

—1/s 2 4 6
c 2 [ql3 1 3(2 [ql3 N 9 [2 |ql3 9 2 [ql3
1\ 3 EI 8\ 3. EI 320\ 3,/ EI 10240\ 3| EI
koseli parantezler i¢indeki ifade, -1/3’lincii mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu

2 [ql3 _ 0
Iy \3 |51 |~

bu ifadeyi sifir yapan en kiiclik degerin 1.866 oldugu tablolardan okunur,

2 ql3—1866
3.JEI T

Burkulmanin ger¢eklesecegi minimum yiik degeri

olup,

El
Q@Dyr = 7.8371—2 (5.10a)

olarak belirlenir. Bu deger A.G. Greenhill tarafindan 1881 yilinda yapilan ¢aligma ile
literatiire girmistir. Greenhill [2], “Bir diregin (pole) boyu diisey pozisyondaki

stabilitesini bozmadan ne kadar artirilabilir?” sorusuna yanit aramis ve

/ EI
L = 7837 (5.10b)

olarak belirlemistir.
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5.2.2 Iki ucu basit mesnetli diisey kiris-kolon

Bu durumda dH/dx = 0 oldugundan (5.5) denkleminin x’e gore tiirevi alinir, elastik

egrinin diferansiyel denklemi

d d3y d dy

seklinde elde edilir. Asagidaki sinir sartlar1 yardimiyla

y(0)=y"(0) =y =y"(D)=0

5.2.1 boliimiindekine benzer metodla burkulma kritik yiik degeri

El T2El

@D = 18.571—2 = —(017291)2

(5.13a)

olarak bulunur. Kritik uzunluk ise

. o (5.13b)
Ly, = 18.57?

5.2.3 iki ucu basit mesnetli yatay kiris-kolon

olarak elde edilir.

Burada iki ucu basit mesnetli, sabit kesitli, eksenel F basing¢ kuvveti ve diizgiin yayil
yiike maruz Sekil 5.2a’da gosterilen yatay kiris-kolonun burkulma kritik ytik degeri
belirlenecektir [30].

ARE F
0 S 17277 el M+aM
HH"'\-\.H— ______ —o—""f_'__/ B
D) NS T B N+AN
vy ¢ 1
e | & HeaH

Sekil 5.2 : a) Basit mesnetli kiris-kolon a) Yiikleme sekli b) Deforme olmus AB
elemani ve kesit tesirleri.
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x yoOniindeki kuvvetlerin dengesinden
N—-—N-AN=0
AN =0 (5.14)

Bu ifade, kesitte olusan normal kuvvetin x ile degismedigini gosterir. Kesme kuvveti

N, F eksenel kuvvetine esittir. y yoniindeki kuvvetlerin dengesinden

—H+H+AH+qAx =0

AH B @
A IV
elde edilir ve Ax —» 0 iken limit alinirsa
dH 5.15
= - (5-15)

dx

elde edilir.

A noktasina gore moment alinirsa

Ax
ZMA:O - NAy+HAx+M—M—AM—q(x)Ax7=0

(Ax)? - 0 oldugundan

AM—H+NAy
Ax Ax

Bu ifadenin 6nce limiti ardindan x’e gore tlirevi alinirsa

M _dH d%y

dx? EJF dx?

M =—Ely", N=F ve (5.15) ifadesi kullanilarak

d*y d%y
_ 7 -7 = 5.16
El——=S+F—==qXx) (5.16)

elde edilir. Yayili yiikiin sabit oldugu kabulu yapilarak q(x) = q, (5.16) denklemi

iki kez integer edilir ve a? = F/EI kisaltmasi kullanilirsa

dZ
d—xﬁmzy =%x2 + Ax + B (5.17)
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elde edilir. Burada A ve B integrasyon sabitleri olup, belirlemek i¢in siir sartlari
kullanilir. x=0 da moment ve yer degistirme yoktur, yani y(0) = y"(0) = 0 olup,

bu simir sartlar1 kullanilarak B integrasyon sabiti
B=0

olarak elde edilir. x=I"de de moment ve yer degistirme olmayacagindan, yani

y(l) =y"(l) =0, A integrasyon sabiti

ql
2EI

olarak elde edilir. A ve B i¢in bulunan degerler (5.17) de yazilarak

d*y q ql
@y 20, — 1 2 1" 5.18
dxz T EY T e T oEt (5-18)

elastik egrinin diferansiyel denklemi seklinde belirlenir. Bu denklemin homojen

¢O0zumu
yr(x) = Asin(ax) + B cos(ax)
Ozel ¢oziimi
Yp =Cx*+Dx +E
dir. Bu ifade (5.18) de yerine konursa C, D ve E katsayilar1 belirlenir. Ozel ¢6ziim

9_.__a 4
2Ela? 2Ela?”  Ela*

yp(x) =

olup, genel ¢6ziim ise

9_.__a 4
2Ela? 2Ela? Ela*

y(x) = Asin(ax) + B cos(ax) + (5.19)

olarak elde edilir. A ve B katsayilarin1 belirlemek icin iki adet sinir sartina ihtiyag

duyulur. Bunlardan biri x=0’daki yer degistirmedir,
y(0) =0
digeri ise maksimum yer degistirmenin x=I/2’de olusmasidir, yani

dy
dxl,-t /,
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dir. Bu iki sinir sart1 kullanilarak

al qx

L P _q| -
y(x)—EI[tg(2>smax+cosax 1] 2E1a2(l X)

elde edilir. Burada u = al/2 doniisiimii yapilirsa elastik egri denklemi

l4
y(x) = —1 [ (1 - x)

cos(u — 2ux/1) . ql?x
16EIu*

cosu  8EIu2

olarak elde edilir. Maksimum yer degistirme

l — ql* 2 _
y(/z)—32E1u4[25ecu u® — 2]

(5.20)

(5.21)

(5.22)

olup, bu ifade cosu = 0 ig¢in sonsuz degeri alir. Bu durumda burkulma kritik yiik

degeri

m2El
Fk‘)" - lz

olur.
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6. EGIiK EKSENLi KENDi AGIRLIGI VE DIS YUK ETKiSINDEKi EULER-
BERNOULLI KiRiS-KOLONU iCiN BURKULMA KRIiTiK YUKUNUN
BELIRLENMESI

6.1 Amag

Bu béliimde egik bir kirig-kolonun burkulma davranisi analiz edilecektir. Bu amacla
elastik egrisinin diferansiyel denklemi enerji ve varyasyon metodu kullanilarak elde
edilecektir. Ardindan burkulma determinant1 olusturularak farkli mesnetleme sartlari
icin burkulma kritik yiik ve agirlik degerleri belirlenecektir. Sinir sartlariin ve egim
acisiin burkulma {izerine etkileri irdelenecektir. Ayrica kritik ylik degerinin yakin

komsulugunda kiris-kolonun yer degistirme davranislar1 incelenecektir.
6.2 ki Ucu Basit Mesnetli Egik Kiris-Kolon

Bu boliimde Sekil 6.1°de gosterilen iki ucu basit mesnetli egik kiris-kolonun

burkulma davranisi irdelenecektir.

Sekil 6.1 : Kendi agirlig1 ve F dis yiikii etkisindeki egik kirig-kolon.

6.2.1 Egik kiris-kolonun eksenel yondeki yer degistirmesi

Sekil 6.1°deki dis yiikiin yaptig1 isi hesaplayabilmek i¢in diiseyle 0 agis1 yapan eksen

boyunca kirisin yapacagi yer degistirme, A’nin tiiretilmesi yapilacaktir.

dA, deforme olmus kirisin diferansiyel elemaninin uzunlugu ds'in
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ds = +/dx? + dy?

deforme olmamuis kirisin diferansiyel elemaninin uzunlugu dx ile arasindaki fark

olup,
dA=ds — dx = dx 1+ (—) -1 6.1)

2
seklinde ifade edilebilir. Bu ifade de yer alan koklii terim, (%) <1 sartim

saglandigi i¢in sifir civarinda Taylor serisine agilabilir, yani

dy2 1dy2 11dy4 dy2
[”(a)l =1+5(g) tial@) o (@) <

seklinde ifade edilebilir. Burada dy/dx’in dort ve daha yiiksek kuvvetlerinin katkisi

N| =

ihmal edilebilecek mertebededir. Bu nedenle

(T 103

esitligin sag tarafindaki ilk iki terimi almak yeterlidir. Bu esitlik (6.1) de kullanilirsa

N =

dn- —(ﬂ) dx 62)

kirisin diiseyle 0 acis1 yapan eksendeki diferansiyel yer degistirmesi olup, bu ifadeyi
kiris boyunca integre ederek kirisin ayni1 eksen boyunca yapacagi toplam yer

degistirme

s3] (2) ax 63

olarak belirlenmis olur.
6.2.2 Egik kiris-kolonun toplam potansiyel enerjisi

Sekil 6.1°deki F dis yiikii ve q agirlign etkisi altindaki egik kiris-kolonun burkulma

kritik yiik degerini belirlemek icin oncelikle toplam potansiyel enerji ifadesi
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yazilmalidir. Toplam potansiyel enerji, dis kuvvet ve hacim kuvvetlerinin potansiyel

enerjisi V ile i¢ potansiyel enerjinin U toplamina esittir,
Ny)=U+V. (6.4)

I¢ potansiyel enerji, elastik sekil degisimi enerjisi olup

'El (d?y\°
I e e 6.5
v ,];, 2 <dx2> dx 65)

ile verilir. D1g ve hacim kuvvetlerinin potansiyel enerjisi bu kuvvetlerin yaptig isin
toplaminin isaret¢e negatifine esittir. Wy dis ve hacim kuvvetlerinin kiris kesitine
normal dogrultudaki bilesenlerinin yaptig1 isi, Wy ise aym kuvvetlerin kiris

kesitine teget yondeki bilesenlerinin yaptig1 isi temsil etmesi halinde; V potansiyeli
V=-Wy—Wr (6.6)

ifadesi ile bulunur. Denklem (6.4) ile verilen potansiyel ifadesini belirlemek igin
Sekil 6.1°de verilen kirig-kolona etkiyen kuvvetlerin kiris kesitine dik ve teget
bilesenlerini belirlenmelidir. Kiris agirhiginin kiris kesitine paralel (kesit tegeti

tizerindeki) bileseni g, ve kiris kesitine normal bileseni g,
qs =qsinf, q.=qcos@
ifadeleri ile verilir. g5 hacim kuvvetinin yaptig1 is ise,

Wge = Wr

l
Wr = f qsydx (6.7)
0

ile ifade edilir. Kesitteki normal kuvvet, tekil yiik F ile hacim kuvveti q’nun x ekseni

tizerindeki bilesenin toplami olup
Nx)=F+q.(l—x) (6.8)
seklinde ifade edilir. N(x) normal kuvvetinin yaptigi is ise

dWy = NdA (6.9)
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2

Wy = %LI[F + (=] C%) dx.

seklinde ifade edilir. Toplam potansiyel ifadesi (6.5), (6.7), (6.9) denklemlerinin
(6.4) denkleminde yazilmasiyla

l

El 1 '
n0) = [ {507 -5 1F +al-0I07 -afir 610

0

olarak elde edilir.

6.2.3 Toplam potansiyelin varyasyonu

Dengede olan bir sistemin II  toplam potansiyeli kararli olmalidir; yani 611

varyasyonu sifira esit olmalidir. Bu nedenle (6.10) denkleminin varyasyonunu alinir;

EI 1 ,
Y(x,y,y,y") = > "2 - 5 [F + q.(l —x)](¥)? - q5y (6.11)

olmak {izere, toplam potansiyel,

l
1= f Yix,y,y',y")dx (6.12)
0

seklinde ifade edilebilir. Toplam potansiyel enerjiyi minimize yapacak bir

parametreli egri ailesi

Y(x) =y(x) +en) (6.13)
olarak secilirse (6.10)’un integranti

Yy, y") =Yy +en(x), y'(x) +en'(x), y'(x) +en"(x))

ya da

Y,y y,y'") =P(x,e) (6.14)

seklinde ifade edilebilir. (6.10)’'un &’a gore tiirevi alinirken (3.35) denklemi

kullanilmalidir.
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Lidpdy dpdY'  dip dY”
M) = | (== 1
) jo <dY de "dv de T Ay de )dx (6.13)

€ = 0 iken Y(x) = y(x) oldugundan

no)=0
’ _ ! dlp dl’[) l; dlp " _

ifadesi kismi integrasyonla

l l
[ [ G e o - G|

0
dyp |

dyll

(6.17)

0

haline doniistiirtiliir. Bu denklemin sifira esit olmasi i¢in terimlerinin ayr1 ayri sifira

esit olmasi gerekir. n(0) = n(l) = 0 oldugu i¢in ikinci terim sifira esittir,

l
()] =

n, 0 <x <!l araliginda sifir dis1 degere sahiptir, bu nedenle integralin sifir olmasi

ancak ve ancak 7’nin katsayisinin sifir olmasi ile miimkiindiir, yani

d d (d d? /d
_‘P__( ‘/’>+ ( zp>:0 (6.19)
dy dx\dy'/ dx?\dy"
olur. Son olarak, ii¢lincii terimin sifir olmas1 gerekir
w | 0 (6.20)
" n = °
dy 0
bunun saglanabilmesi i¢inse
duw 1!
i (6.21a)
dy"l,
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veya

dnl_

=0 6.21b
axl, (6-21b)

esitliklerinden biri saglanmalidir. iki ucu basit mesnetli bir kiris icin (6.21a)
denklemi saglanir. (6.21b) ise ancak iki ucu ankastre mesnet i¢in saglanabilir.
Inceledigimiz kirisin iki ucu da basit mesnetli oldugundan (6.10) toplam potansiyel

ifadesinin minimum olmasi i¢in (6.19) ve (6.21a) sartlarinin saglanmas1 gerekir.

(6.19) ve (6.21a)’da gecen tilirevler hesaplanirsa, iki ucu basit mesnetli ekseni
diiseyle 6 acis1 yapan, kendi agirligi g ve F tekil yiikiine maruz kiris-kolonun elastik

egrisinin diferansiyel denklemi

d? d
—(EIy") + —{[F - N—g.= 6.22
Tz EYyD) +AlF +q.(—0ly'} —qs =0 (6.22)
olarak bulunur. Sinir sartlari ise
d
_1/) =Ely"|yo1=0 = y"(x=0D=0 (6.23a)
ay x=l
ve
al/) " 1
=l =EYx=0=0 = y"(x=0)=0 (6.23b)
ay x=0

olarak elde edilir.

6.2.4 Elastik egrinin diferansiyel denkleminin boyutsuzlastirilmasi

Elastik egrinin diferansiyel denklemi (6.22) bir defa integre edilirse,

d3y 1 qs c
—_ N F l— =22 J— 6.24
a3 P lF el =-xly' =grx+ 47 (6.24)

ifadesi elde edilir. Burada c integrasyon sabitidir. Boyutsuzlastirmak ve Airy

diferansiyel denklemine ulasabilmek i¢in

x=aX+b (6.25)
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degisken doniisiimii yapilir. Zincir kurali ile x’e gore tiirevlerin X tiirtinden ifadeleri

belirlenir, soyleki,

dy dydX 1ldy

-2 _ = 6.26
dx dXdx adX (6.26)
genel halde,
dn 1 d"
dle] = a_ndX}’]l , net? (6:27)

olur. (6.27)’den y’nin x’e gore liglincii ve birinci mertebeden tiirevleri hesaplanir ve

(6.24)’te yazilirsa

d3y 1 dy q c (6.28)
Y I—aX — D)]a? == = 55 (aX + b)ad + —a®
ax3 TgpF Hacl—aX = b)la® 75 = (aX + b)a” + ra

bulunur. y’nin birinci mertebeden tiirevini igeren terimin katsayis1 —X olacak sekilde

secilirse (6.25) degisken donlistimiiniin a ve b katsayilari,

El F
a=|— wveb=—+1 (ab)eR (6.29)
9 9

seklinde bulunur.

. T - .
a’nin ve b’nin reel say1 olmasi, 6 # 3 +nm,n =0,1,2,... olamayacagini ifade

eder. Bu ise yukarida yapilan doniisiim yardimiyla elde edilecek ¢ozlimiin kirig-
kolonun tam yatay konumu i¢in gegerli olamayacagi anlamina gelir. Ancak 0 <

0 <m/2 ve3m/2 <6 < 2m igin ¢Oziim mevcuttur.

(6.28) denkleminde (6.29)’da bulunan a ve b degerleri kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

d3y dy s|EI F c
&) _x&_ /—t 9X+(—+l)t 0+ (6.30)
ax3 —dX g ! qc Sy

ifadesi elde edilir. Bu denklemin sag tarafinda yer alan X in katsayis1 kiris-kolon
parametrelerine bagli olup a ile diger terimlerin toplami da b* gosterilirse

diferansiyel denklem
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d3y dy
— — — * 6.31
X3 X X =aX+b ( )

halini alir. (6.31) denklemi elastik egrinin boyutsuz koordinatlar cinsinden

diferansiyel denklemidir. Burada yer alan a ve b*

EI F c
a = ’ —tgl ve b* = (—+ l) tgl + — (6.32)
qc qc qc

dir. (6.32) denklemlerinden a’nin yalnizca kiris parametrelerine bagli oldugu, b*’1n

ise kiris parametrelerinin yani sira c integrasyon sabitine de bagl oldugu goriiliir.

6.2.5 Siir sartlarinin boyutsuz koordinatlardaki ifadeleri

Kirigin x = 0’daki ucunun yeni koordinat1 X; ise

F
X, = Xlyeo = —3/% (q— + l) (6.33)
c

olup, x = I’deki ucunun yeni koordinat1 X, ise

34 F
Xy =Xy = — E—; 0 (6.34)
C

seklinde ifade edilir. Boyutsuz koordinatlar cinsinden kiris uzunlugu L’nin ifadesi ise
Lp = Xly=t = Xlx=0 = X2 — X4

ile belirlenirse

Ly = 3\/%1 (6.35)

olarak elde edilir.
Iki ucu basit mesnetli kirisin uclarindaki yer degistirme ve moment sifir olacagindan

sinir sartlart boyutsuz koordinatlar cinsinden

YXlx=0) = yXlx=1) = ¥" Klx=0) = ¥"Klx=) =0 (6.36)

seklinde ifade edilir.
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6.2.6 Elastik egrinin diferansiyel denkleminin genel ¢coziimii

(6.31) diferansiyel denkleminde
z(X) =y'(X) (6.37)
doniisiimii yapilarak
7" —Xz=aX + b" (6.38)

sag tarafli Airy diferansiyel denklemine ulasilir. Bu diferansiyel denklemin homojen

¢Ozumi
z,(X) = c;Ai(X) + ¢, Bi(X) (6.39)

dir. Genel ¢Oziimiinii belirlemek i¢in Oncelikle Wronskian determinant

belirlenmelidir, soyleki;

W (4i(X), Bi(X)) = Ai Bi' — Ai'Bi = % (6.40)

elde edilir. Genel ¢6ziim
: : . (aX +b")
z(X) = c;Ai(X) + ¢,Bi(X) + C3BL(X)f1—

/n

- c4Ai(X)f(‘ZX1/—+mBi(X) dx
Vs

Ai(X) dX

olup, c¢; katsayilar1 i = 1,2,3,4 olmak {lizere reel sayilar1 ifade ederken (6.38)

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

z(X) = (cl - c4nJ(aX + b*)Bi(X) dX)Ai(X)

(6.41)
+ (cz - j (aX + b)Ai(X) dx) Bi(X)

olarak bulunur.

6.2.7 Elastik egri denkleminin diferansiyel transform metodu (DTM) ile ¢oziimii

(6.31) denkleminin ¢6zliimii literatiirde yalnizca iki ucu basit mesnetli egik kiris-

kolon i¢in hipergeometrik seriler kullanilarak gerceklestirilmistir [9]. Bu ¢alismada
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ise Diferansiyel Transform Metodu kullanilarak basit-basit mesnetli kirise ek olarak,
ankastre-basit, ankastre-ankastre, ankastre-serbest sinir sartlarina sahip egik kiris-

kolonlar i¢inde ¢oziimler tiretilecektir.

(6.31) diferansiyel denkleminin Diferansiyel Transformu alinirsa

(k+ 1)k +2)(k +3)Y(k +3) — kY (k) — X, (k + DY (k + 1)
(6.42)
= a8(k — 1) + (aX, + b*)8(k)

olarak elde edilir. Burada Y(k), y(X)’in diferansiyel transformunu temsil etmektedir.

(6.36) ile verilen siir sartlarinin diferansiyel doniisiimii

Y(0)= Y(2) =0 (6.43)

Z Y (k) (X, — X,)* = 0 ve Z(k Tk +2Yh+2) (X, —X )k =0  (6.44)
k=0 k=0

burada kullanilan n yeterli biiyiikliikte bir tamsay1 olup hesaplanacak terim sayisini

ifade eder. Y fonksiyonlari (6.42) denklemi kullanilarak hesaplanabilir.

Y(0) =0
Y(1) =a*
Y(2) =0

Xi(a+a*) + b*

Y(3) = c (6.45)
Y == ;461*

X, %(a +a") + X, b*

e = 120

4X,(a +a*) + 3b”

e = 720

4(a+a) + X2 [X,(a + a*) + b*]

Y = 5040

62



Y fonksiyonlarinin ilk sekizi (6.45) ile verilmistir. Burada a*, degeri ¢Oziimiin
sonunda belirlenecek, keyfi bir sabiti gostermektedir. Bilinen Y(0), Y(1), Y(2) ve
hesaplanan Y(3),Y(4),.....,Y(n) terimleri (6.44)’te verilen sinir sartlarinda yerine

yazilirsa
i X, (a+a*) + b* ,, ata’ . (6.46a)
a'(X; — X))+ 1+2+3 (X2 — X1) +m(X2_X1)
X*(a+a*) + X;b* .
2*3*4*5 (XZ_XI) +"'.—O
ve

+a*

a
(aXl + b*+aX1)(X2 - Xl) + 2 (XZ - Xl)z
Xlz(a + a*) +X1b* 5 (6.46b)
+ 6 (XZ_Xl) +"'.:O

olarak bulunur. Bu denklemlerde X, — X; yerine L, ve X; yerine X, — L yazarak

(6.46) denklem sistemini agagidaki gibi

fi(X2, Lp) fZ(XZ'LD)] {a*} — {91}_ (6.472)

f3(X2, Lp)  fa(X2, Lp) I \b* 92

matris formuna getirebiliriz. Her Lp=sabit i¢in (6.47)’deki katsayilar determinanti

yalnizca X, nin fonksiyonudur, soyleki,

f1(X2) f2(X2)](a* L 6.4
ro foolil={a) (6:47b)

X,, F dis kuvveti ile dogru orantili bir biiyiikliiktiir (denklem 6.34). (6.47) deki

katsayilar determinant1 burkulma determinanti olarak adlandirilir.

fi(X2)  f2(X2)

AXy) = 6.48
D =g A0 (648)
¢linkii burkulma, (6.48) determinant1 sifir degerini aldiginda olusur

AXy) =0 (6.49a)
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denkleminin kokleri burkulmaya neden olacak kuvvetin belirlenmesini saglar

(denklem 6.91). Dolayisiyla karakteristik denklem

f1(X2)f4(X2) - fz(Xz)f3(X2) =0 (6.49b)

seklinde ifade edilir. Bu denklemin kdkleri olan X, ’ler 6z degerlerdir. X, nin mutlak
degeri matematiksel anlamda sonsuz yer degistirmeye neden olan, fiziksel anlamda
ise kiigiik yer degistirme kabuliiniin ¢ignenmesine neden olan F dis yiikii ile dogru

orantilidir (denklem (6.34)).

A burkulma determinantini sifir dig1 degere sahip oldugu

A(X,) # 0 (6.50)

her X, degeri i¢cin a* ve b* sabitleri hesaplanabilir, soyleki,

g1 f(X3)
w192 fa(X3)
T ACS R AATE 6.51)

fi(X2)  fa(X2)

\~

f1(X2) g1
f3(X2) 92
iX2) fa(X2)
f[3(X2)  fa(X2)

b* =

, (6.52)

(6.50) sartin1 saglayan her X, degeri icin (6.51) ve (6.52) ile belirlenecek a* ve b*

degerleri kullanilarak yer degistirme egrileri olusturulabilir.

6.2.8 Burkulma determinanti ve kokleri

Burkulma determinantinin koklerinin bulunmasi sirasinda gerekli hesaplamalar
Mathematica kullanilarak gerceklestirildi. n = 70 alinip (6.44) ile verilen sinir
sartlart kullanilarak (6.45)-(6.47)’deki ara adimlar gergeklestirildi. Burkulma
determinantinin L’ nin 0.6-3 degerleri i¢in kokleri olan X,’ler belirlendi. DTM ile
bulunan kokler, Cizelge 6.1°de Ref[9]’da yer alan hipergeometrik seriler kullanilarak
elde edilmis sonuglar ile karsilagtirmali olarak gosterilmistir. Diferansiyel Doniisiim

Metodu ile bulunan sonuglar Ref[9] ile tam bir uyusum igersidedir.
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Cizelge 6.1 : iki ucu basit mesnetli egik kiris-kolonun burkulma determinantinin

kokleri(X,).

] 1. kok 2. kok 3. kok 4. kok
°" Ref[9] DM Ref[9] DTM Ref[9] DTM DTM
0,6 -27,115  -27,11530 -109,363 -109,36200 -246,435 -246,44000 -438,34900
0,7 -19,792  -19,79160 -80,219 -80,21840 -180,930 -180,92900 -321,92300
0,8 -15,021  -15,02060 -61,286 -61,28540 -138,390 -138,39100 -246,34000
0,9 -11,734  -11,73360 -48,289 -48,28930 -109,212 -109,21200 -184,50500
1,0 -9,368 -9,36789 -38,972 -38,97920 -88,327 -88,32670 -157,41400
1,1 -7,604 -7,60418 -32,078 -32,07800 -72,861 -72,86070 -129,95700
1,2 -6,252 -6,25033 -26,817 -26,87200 -61,086 -61,08560 -109,06300
1,3 -5,185 -5,18509 -22,712 -22,71230 -51,911 -51,91080 -92,79050
1,4 -4,329 -4,32891 -19,445 -19,44520 -44.,621 -44,62070 -79,86880
1,5 -3,629 -3,62779 -16,800 -16,80010 -38,730 -38,72980 -69,43460
1,6 -3,044 -3,04406 -14,627 -14,62650 -33,900 -33,89970 -60,88600
1,7 -2,551 -2,55074 -12,817 -12,81710 -29,888 -29,88810 -53,79270
1,8 -2,129 -2,12815 -11,293 -11,29320 -26,519 -26,51850 -47,84090
1,9 -1,762 -1,76160 -9,996 -9,99635 -23,656 -23,65930 -42,79530
2,0 -1,440 -1,43996 -8,883 -8,88247 -21,211 -21,21110 -38,48080
2,1 -1,155 -1,15468 -7,918 -7,91764 -19,098 -19,09750 -34,76100
2,2 -0,900 -0,89908 -7,076 -7,07546 -17,259 -17,25910 -31,53030
2,3 -0,669 -0,66787 -6,335 -6,33519 -15,649 -15,64920 -28,70550
2,4 -0,458 -0,45684 -5,680 -5,68031 -14,231 -14,23050 -26,22050
2,5 -0,263 -0,26259 -5,098 -5,09752 -12,973 -12,97310 -24,02200
2,6 -0,082 -0,08621 -4,576 -4,57605 -11,853 -11,85270 -22,06680
2,7 -0,086 0,08621 -4,107 -4,10708 -10,850 -10,84950 -20,31960
2,8 0,244 0,24494 -3,683 -3,68334 -9,947 -9,94703 -18,75120
2,9 0,295 0,39543 -3,300 -3,29878 -9,132 -9,13171 -17,33750
3,0 0,539 0,53902 -2,948 -2,94834 -8,392 -8,39218 -16,05810

0.6 < Lp <3 araligl i¢in X, degerleri hesaplanmistir. Bu aralik X, nin sifira esit
oldugu L, degerinide kapsayacak sekilde secilmistir. 0.6 <L, < 2,648057
bolgesinde X, < 0 yani F > 0 olup bu bolgede dis kuvvetin ve agirhigin etkisiyle
burkulma olusur. Yapilan hesaplamalarla L, = 2,648057 icin X, =0 oldugu
belirlenmistir. X, nin sifir olmasi F tekil yiikiiniin olmamasi anlamina gelir
(denk.(6.34)). Bu durumda burkulmanin yegane kaynagi egik Kkirig-kolonun
agirh@idir. 2,648057 < Lp bolgesinde ise X, > 0 yani F < 0 kiriste kiigiik bir F
tekil ¢ekme yiikii varliginda dahi burkulmanin olusmasi, bu bolgede kiris agirliginin

burkulmanin kaynagi oldugunu gostermektedir.
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[ Lp=2

L X>=—8882 i
/—\ ) \/\X2:—1,439
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X

Sekil 6.2 : L, = 2 i¢in burkulma determinantinin grafigi.

2
I X Xy =—-3683
. N X {02449
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No)

Ny

S0 20 S o
X2
Sekil 6.3 : L, = 2.8 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
Sekil 6.2 ve 6.3’te sirastyla Ly nin 2 ve 2.8 degerleri i¢in A burkulma determinantinin

grafigi gosterilmistir. Bu iki egrinin salinim yapiyor olmasindan sonsuz kez yatay

ekseni kesecegi yani sonsuz adet kokii olacagi anlagilmaktadir.

Sekil 6.4 ve 6.5°’te bulkulma determinantinin ilk kokii olan -3.044 degerine

yaklagirken kiriste olusan maksimum yer degistirmeler gosterilmistir. kiris-kolonda
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olusan maksimum yer degistirmelerin biiylikliigii bu degerde burkulmanin

olusacagini gostermektedir.

0.0

-0.5

-1.0

-1.5}
o i

—2.0f

—2.5}

—3.0F
i T _3.04406

0 50 100 150 200 250 300 350

Ymax [m]

Sekil 6.4 : X, = —3.04406 degerine sagdan yaklasirken kiriste olusan maksimum yer
degistirme.

-3.04406
' -4 '\

—150 —100 -50 0

Ymax [m]

Sekil 6.5 : X, = —3.04406 degerine soldan yaklasirken kiriste olugsan maksimum yer
degistirme.

67



6.3 Ankastre-Basit Mesnetli Egik Kiris-Kolon

Bu boliimde bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli olan Sekil 6.6’da gosterilen

egik kirig-kolonun burkulma davranisi incelenecektir.

Sekil 6.6 : Ankastre-basit mesnetli egik kirig-kolon.
6.3.1 Toplam potansiyel ve varyasyonu

Kirise ait sinir sartlari
y(©0) =y =y"(0)=y"(D)=0

olup, (6.10) ile verilen toplam potansiyel ve (6.17) ile verilen toplam potansiyelin

varyasyonu
Hay d /dy dz /dy dy d (dy !
[ o - Gl
o ldy dx\dy dx? \dy dy’ dx\dy 0
6.17
+d¢ n (6.17)
Al =
dy 0

ifadesi bu halde de gecerlidir. Bu esitligin saglanabilmesi i¢in terimlerin ayr1 ayri

sifira esit olmasi gerekir.

1, 0 <x <[ araliginda sifir dis1 degere sahiptir, bu nedenle integralin sifir olmasi

ancak ve ancak 1 nin katsayisinin sifir olmasi ile miimkiindiir, yani

A (i) -

6.53
dy dx\dy'/ dx?\dy" (6.53)

olmalidir, bu ifade (6.19) denklemi ile aynidir. Ayrica kiris uclarinda yer degistirme

olmayacagindan
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y(0) =y =0 (6.542)

dir. Bu sart dikkate alinarak (6.13)’ten

n)=n=0 (6.54b)

elde edilir. Buise (6.17)’deki ikinci terimin sifira esit olmasini saglar.

dyp d (d¢ )} L 0
dy' dx\dy" 0
x = 0’da mesnet ankastre oldugundan
y'(0)=0 (6.55a)
dir. (6.13)’de bu ifade kullanilirsa
n'(0)=0 (6.55b)

olmast gerektigi ortaya ¢ikar. x = [’de ise n’ sifir dist bir degere sahiptir. Bu

nedenle licilincii terimin sifir olabilmesi ancak ve ancak

dy
dy” el

sartinin ger¢eklesmesi ile miimkiin olacaktir. Y’nin y'’ ne gore birinci mertebeden

tiirevi alinirsa
y'x=0D=0 (6.56)
elde edilir. (6.55)-(6.56) denklemlerinden

y(©0) =y =y (0)=y"()=0 (6.57)

sinir sartlarina sahip egik bir kirig-kolonun elastik egrisinin diferansiyel denklemi

(6.53)’ten
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d? d
5 EIY") + {[F + (= D]y} — g, = 0 (6.58)

seklinde bulunur. Bu denklem daha 6nce verilen (6.22) denklemiyle 6zdestir.

6.3.2 Elastik egrinin diferansiyel denkleminin DTM ile ¢6ziimii

(6.58) diferansiyel denklemi (6.25) degisken doniisiimii kullanilarak X boyutsuz
degiskeni cinsinden (6.31) denklemi haline doniistiirtiliir. (6.57) ile verilen sinir

sartlar1 boyutsuz degiskenler cinsinden

yX) =yX,) =y' (X)) =y"(Xz) =0 (6.59)

halini alir. (6.31) diferansiyel denkleminin Diferansiyel Doniisiimii alinirsa (6.42)

denklemi elde edilir. Diizenlenerek asagidaki sekilde rekiirsif bagintiya ulasilir

Y(k+3)

_ab(k—1) + (aX; +b")8(k) + kY (k) + X;(k+ DY (k + 1) (6.60)
B (k+1)(k +2)(k +3) '

(6.59) ile verilen, X; noktasindaki yer degistirme ve donme agisini ifade eden sinir

sartlarinin diferansiyel doniistimii

Y(0) =Y(1) =0 (6.61)

X, ucundaki yer degistirme ve momentle ilgili olan sinir sartlarinin ters diferansiyel

doniistimii ise
Z Y(k) (X, — X))k =0, (6.62a)
k=0

e (6.62b)
Z(k + 1Dk + 2)Y(k + 2)(X, — X))k = 0.
k=0

(6.61) ile verilen sinir sartlar1 (6.60) bagintisinda kullanilarak k nin istenildigi kadar
bliyiik degeri i¢in Y (k) ifadeleri hesaplanir

Y(0) =0
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Y(2) =a"
aX, + b*
Y(3) = 1T (6.63)
2a°X,; + «a
Y(4) = 21

X.%a + X,b* + 4a*

Ye) = 120

2a*X,% + 4aX, + 3b*

ree = 720

[lk yedi terim (6.63)’te verilmistir. Bu degerler (6.62) ile verilen sinir sartlarinda

yazilirsa
s ,  aXy+b’ s, 2a'Xi+a 4
a*(X; — X1) +T(X2 - X1) +T(X2 —X1)
X.%a + X,b* + 4a* .
120 (X2 = X1) (6.64a)
2a*X,* + 4aX, + 3b* .
+ 720 (XZ_XI) +"‘.:O,
ve
i i 2a°X; +«a )
X, %a + X,b* + 4a* 5
G (X2 —X1) (6.64b)

N 2a*X,% + 4aX, + 3b*

24 )Xy = X))+ =0

(6.64) denklemlerinde X, — X; yerine L, ve X; yerine X, — Lp yazarak (6.64)
denklem sistemi X, ve L nin fonksiyonu haline getirilir. 6.2.7’°de gegen ara adimlar
gergeklestirilerek burkulma determinanti olusturulur, kokleri X, ler belirlenir. Elde
edilen X, degerleri Cizelge 6.2°’de verilmistir. Ulasilan literatiirde bu sinir sartlari

i¢in bir ¢6ziim olmadigindan sonuglar karsilastirmali olarak verilememistir.
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Cizelge 6.2 : Ankastre-basit mesnetli egik kiris-kolonun burkulma determinantinin

ilk dort kokii.

Lp 1. Kok 2. Kok 3. Kok 4. Kok

0,6 -55,87770 -165,49200 -329,99000 -549,31000
0,7 -40,96320 -121,46300 -242,31700 -403,44800
0,8 -31,27100 -92,87000 -185,39700 -308,76000
0,9 -24,61500 -73,25170 -146,35800 -243,82700
1,0 -19,84410 -59,20540 -118,42000 -197,36700
11 -16,30500 -48,80050 -97,73680 -162,97900
1,2 -13,60480 -40,87530 -81,99390 -136,81200
13 -11,49550 -34,69710 -69,73160 -116,43700
1.4 -9,81446 -29,78510 -59,99200 -100,26000
15 -8,45130 -25,81330 -52,12540 -87,20040
1,6 -7,32904 -22,55400 -45,67850 -76,50280
1,7 -6,39263 -19,84470 -40,32740 -67,62850
1,8 -5,60186 -17,56670 -35,83540 -60,18390
1,9 -4,92682 -15,63150 -32,02650 -53,87600
2,0 -4,34487 -13,97240 -28,76770 -48,48330
2,1 -3,83861 -12,53810 -25,95670 -43,83570
2,2 -3,39450 -11,28860 -23,51390 -39,80090
2,3 -3,00186 -10,19260 -21,37690 -36,27470
2,4 -2,65219 -9,22494 -19,49570 -33,17410
2,5 -2,33863 -8,36561 -17,83020 -30,43240
2,6 -2,05560 -7,59825 -16,34800 -27,99550
2,7 -1,79855 -6,90953 -15,02250 -25,81910
2,8 -1,56367 -6,28843 -13,83160 -23,86660
2,9 -1,34782 -5,72581 -12,75720 -22,10780
3,0 -1,14835 -5,21403 -11,78400 -20,51730
3,1 -0,96301 -4,74667 -10,89920 -19,07360
3,2 -0,78989 -4,31829 -10,09210 -17,75890
3,3 -0,62735 -3,92428 -9,35328 -16,55760
34 -0,47398 -3,56069 -8,67498 -15,45670
3,5 -0,32853 -3,22412 -8,05040 -14,44490
3,6 -0,18995 -2,91164 -7,47371 -13,51250
3,7 -0,05729 -2,62074 -6,93986 -12,65100
3,8 0,07028 -2,34920 -6,44445 -11,85300
3,9 0,19350 -2,09508 -5,98364 -11,11220
4,0 0,31301 -1,85670 -5,55409 -10,42290
4,1 0,42940 -1,63255 -5,15284 -9,78023

0.6 <Lp <4.1 aralif1 icin X, degerleri hesaplanmistir. Bu aralik X, nin sifira esit

oldugu L, degerinide kapsayacak sekilde

secilmistir. 0.6 < Lp < 3,744453

bolgesinde X, < 0 yani F > 0 olup bu bolgede dis kuvvetin ve agirligin etkisiyle
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burkulma olusur. Yapilan hesaplamalarla L, = 3,744453 i¢in X, = 0 oldugu
belirlenmistir. X, nin sifir olmasi F tekil yiikiiniin olmamasi anlamina gelir
(denk.(6.34)) ki bu durumda burkulmanin kaynagi egik kirig-kolonun agirligidir.
3,744453 < L, bolgesinde ise X, >0 yani F <0 kiriste kiigiik bir F tekil
cekme yiikii varliginda dahi burkulmanin olusmasi bu bdlgede kiris agirliginin

burkulmanin kaynagini oldugunu gosterir.

Sekil 6.7 ve 6.8’de sirasiyla Lp nin 2 ve 2.5 degerleri i¢in A burkulma
determinantinin grafigi gosterilmistir. L, = 2 ve Lp = 2.5 i¢in yatay ekseni kestigi

ilk bes nokta yani ilk bes kok goziikmektedir.

10 f
Lp=2

05 -

B Xp=-13.9 X2 —;/4-1 44 ]
Xp = AR e :

o0 T~ \

X =—28.767

505 |
—-1.0
~15 F
20 L . . . . . . . . . . . .
~80 —60 —40 —20 0
X2
Sekil 6.7 : Lp = 2 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
1.0 — — — — — —
Lp=25 /-\
0.5 ]
k X, =—304324 X2 =3-367/ X -23363 1
0.0 N ™N KN 1
Or o —— /
: x> =C1738
X' o5 |
=~
~1.0 |
~15 |
2.0 : e e — e —
-50 —40 -30 -20 ~10 0

X2
Sekil 6.8 : L, = 2.5 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
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Sekil 6.9’da burkulma determinantinin ilk kokii olan -7.32904 degerinden daha
biiylik kokler i¢in kiriste olusan maksimum yer degistirmeler gosterilmistir. Sekil
6.10°da ise -7.32904’den daha kiiclik degerler i¢in kirisin yapacagi en biiylik yer
degistirmeler gosterilmistir. Her iki grafiktede burkulma determinantinin ilk koki
olan -7.329’a yaklasildiginda yer degistirmenin maksimum degerinin ¢ok biiyiik

degerler aldig1 goriilmektedir.

Ymax [m]

Sekil 6.9 : X, =-7.32904 degerine sagdan yaklasirken kiriste olusan maksimum yer
degistirme.

—60 —

65 F

-7.32904

75 L o~

’I

—250 —200 —150 —100 —50 0

Ymax [m]

Sekil 6.10 : X, = —7.32904 degerine soldan yaklagirken kiriste olusan maksimum yer
degistirme.
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6.4 Iki Ucu Ankastre Mesnetli Egik Kiris-Kolon

Bu boliimde Sekil 6.11°de gosterilen iki ucu ankastre mesnetli egik kiris-kolonun

burkulma davranisi irdelenecektir.

Sekil 6.11 : iki ucu ankastre mesnetli egik kiris-kolon.

6.4.1 Toplam potansiyel ve varyasyonu

Daha once belirlenmis olan (6.10) denklemiyle verilen toplam potansiyel ifadesi

burada da gecerlidir. ¥, (6.11) denklemi ile verilen fonksiyon olmak iizere toplam

potansiyelin varyasyonu

l
[ & a0 + e )| e [ - )

dp |
dyll n

_|_

0

olarak elde edilir.

Kirise ait sinir sartlari

y©0) =y =y'"(0)=y'(D=0

l

0
(6.65)

(6.66)

olup bu sartlar1 dikkate alarak (6.65) denklemindeki terimler incelenmelidir.

n, 0 <x <1l araliginda sifir dis1 degere sahiptir, bu nedenle integralin sifir olmasi

ancak ve ancak 7 nin katsayisinin sifir olmasi ile miimkiindiir
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L)

dy dx\dy'/ dx?

Kiris uclarinda yer degistirme olmayacagindan
y(©0) =y =0
dir. Bu sart dikkate alinarak (6.13)’ten

n(0)=nD =0

elde edilir. Buise (6.65)’teki ikinci terimin sifira esit olmasini saglar

dy d(d¢>] !
dy' dx\dy" 770

x = 0 ve x = [’de mesnetler ankastre oldugundan
y'(0) =y'(1) =0
dir. (6.13)’te bu ifade kullanilirsa
') =1'() =0
olmas1 gerektigi ortaya ¢ikar. Bu nedenle

dy |
-n'| =0.
dy 0

(6.68)-(6.69) denklemlerinden

y©0) =y =y'(0)=y'(D=0

(6.67)

(6.682)

(6.68b)

(6.692)

(6.69b)

(6.70)

sinir sartlarma sahip egik bir kirig-kolonun elastik egrisinin diferansiyel denklemi

(6.67)’den

2

seklinde bulunur. Bu denklem (6.22) ve (6.58) ile aynidir.

76

d " d / _
W(Ely )+&{[F +q.(1-x)]y'}—qs=0

(6.71)



6.4.2 Elastik egrinin diferansiyel denkleminin DTM ile ¢oziimii

(6.71) diferansiyel denklemi (6.25) degisken doniisiimii kullanilarak X boyutsuz
degiskeni cinsinden (6.31) denklemi haline doniistiiriiliir. (6.70) ile verilen smnir

sartlar1 boyutsuz degiskenler cinsinden

yX) =yX) =y'(X)) =y'(Xz) =0 (6.72)

halini alir. (6.31) diferansiyel denkleminin Diferansiyel Doniigiimii alinirsa (6.42)

denklemi elde edilir. Diizenlenerek asagidaki sekilde rekiirsif bagintiya ulasilir

Y(k +3)

_ ad(k —1) + (aX; + b*)5(k) + kY (k) + X;(k+ D)Y(k+ 1) (6.73)
B (k+D(k+2)(k+3) '

(6.72) ile verilen, X; noktasindaki yer degistirmeyi ve donme acgisini ifade eden sinir

sartlarinin diferansiyel doniistimii

Y(0)=Y(1) =0 (6.74)

X, ucundaki yer degistirme ve donme agisiyla ilgili olan sinir sartlarmin ters

diferansiyel doniisiimii ise

z Y(k) (X, — X))k = 0 ve Z(k FDYk+ DX, —X)E=0  (6.75)
k=0 k=0

(6.74) ile verilen sinir sartlar1 (6.73) bagintisinda kullanilarak k nin istenildigi kadar
biiylik degeri i¢in Y (k) ifadeleri hesaplanir

Y(0)=0

Y(1)=0

Y(2)=a"
Y(3) = aXlT-i_b* (6.76)
v(4) = 2a*)2(2+ a
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X, %a + X,b* + 4a*

e = 120

[lk alt: terim (6.76)’da verilmistir. Bu degerler (6.75) ile verilen smir sartlarinda

yazilirsa
i , , aXi+ Db’ 5, 2a'X ta 4
a X, — X)) " +—— X, — Xy) X, —X1)
6 24
X, %a + X,b* + 4a* ;
120 (X2 = %) (6.77a)
+2a*X12+4aX1+3b* X X6+ = 0
Ve
aX, + b* 20X+ «a
2a" Xy = Xp) + ——— (K — X))+ ——— (X — X,)?
X, %a + X,b* + 4a*
— X, = X)*
(6.77b)
2a*X,% + 4aX, + 3b*
+ ! 120 L (XZ_X1)5+"':O

olur. (6.77) denklemlerinde X, — X; yerine L, ve X; yerine X, — L, yazarak (6.77)
denklem sistemini X, ve Lp nin fonksiyonu haline getirilir. 6.2.7°de gecen ara
adimlar gergeklestirilerek burkulma determinanti olusturulup kokleri olan X,’ler
belirlenir. Elde edilen X, degerleri Cizelge 6.3 te verilmistir. Bu sinir sartlar1 altinda

ulagilan literatiirde bir ¢6ziim olmadig1 i¢in sonug karsilastirmasi yapilamamistir.

0.6 <Lp <4.6 aralig1 icin X, degerleri hesaplanmistir. Bu aralik X, nin sifira esit
oldugu L, degerinide kapsayacak sekilde sec¢ilmistir. 0.6 < L, < 4.210191
bolgesinde X, < 0 yani F > 0 olup bu bolgede dis kuvvetin ve agirhiin etkisiyle
burkulma olusur. Yapilan hesaplamalarla Lp = 4.210191 ig¢in X, = 0 oldugu
belirlenmistir. X,’nin sifir olmasi F tekil yiikiiniin olmamasi anlamina gelir
(denk.(6.34)) ki bu durumda burkulma egik kirig-kolonun agirlig1 nedeniyle olusur.
4.210191 < L, bolgesinde ise X, >0 yani F <0 Kkiriste kiigiik bir F tekil
¢cekme yiikii varliginda dahi burkulmanin olugsmasit bu bolgede kiris agirliginin

burkulmanin kaynagini oldugunu gosterir.
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Cizelge 6.3 : iki ucu ankastre mesnetli egik kiris-kolonun burkulma determinantinin

kokleri.

Lp 1. Kok 2. Kok 3. Kok 4. Kok
0,6 -109,36200 -224,04100 -438,34900 -662,80500
0,7 -80,21810 -164,47200 -321,92300 -486,83000
0,8 -61,28490 -125,79200 -246,34000 -372,59700
0,9 -48,28850 -99,25730 -194,50500 -294,26400
1,0 -38,97800 -80,26280 -157,41400 -238,21800
11 -32,07620 -66,19610 -129,95700 -196,73800
1,2 -26,81470 -55,48520 -109,06200 -165,17700
1,3 -22,70890 -47,13850 -92,79030 -140,60300
1,4 -19,44050 -40,50530 -79,86850 -121,09500
15 -16,79400 -35,14420 -69,43420 -105,34700
1,6 -14,61870 -30,74750 -60,88550 -92,44920
1,7 -12,80710 -27,09500 -53,79200 -81,75210
18 -11,28060 -24,02600 -47,83960 -72,77880
1,9 -9,98071 -21,42100 -42,79440 -65,17760
2,0 -8,86329 -19,18950 -38,47960 -58,68030
2,1 -7,89435 -17,26210 -34,75950 -53,08200
2,2 -7,04746 -15,58470 -31,52850 -48,22300
2,3 -6,30180 -14,11490 -28,70340 -43,97770
2,4 -5,64081 -12,81880 -26,21800 -40,24570
2,5 -5,05114 -11,66900 -24,01910 -36,94680
2,6 -4,52199 -10,64360 -22,06340 -34,01560
2,7 -4,04447 -9,72446 -20,31560 -31,39860
2,8 -3,61113 -8,89661 -18,74660 -29,05170
2,9 -3,21636 -8,14770 -17,33210 -26,93850
3,0 -2,85459 -7,46735 -16,05200 -25,02820
3,1 -2,52170 -6,84684 -14,88910 -23,29510
3,2 -2,21406 -6,27881 -13,82900 -21,71740
3,3 -1,92857 -5,75696 -12,85960 -20,27660
3.4 -1,66258 -5,27592 -11,97020 -18,95690
3,5 -1,41382 -4,83108 -11,15200 -17,74450
3,6 -1,18030 -4,41845 -10,39710 -16,62780
3,7 -0,96032 -4,03457 -9,69873 -15,59650
3,8 -0,75237 -3,67643 -9,05113 -14,64190
3,9 -0,55516 -3,34139 -8,44914 -13,75610
4,0 -0,36753 -3,02715 -7,88827 -12,93230
41 -0,18846 -2,73168 -7,36457 -12,16470
42 -0,01707 -2,45317 -6,87457 -11,44790
43 0,14746 -2,19003 -6,41517 -10,77720
4.4 0,30582 -1,94084 -5,98364 -10,14860
45 0,45864 -1,70434 -5,57754 -9,55836
4,6 0,60650 -1,47939 -5,19470 -9,00317
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Sekil 6.12 ve 6.13’te swrasiyla Lp’nin 1.9 ve 2.4 degerleri i¢cin A burkulma

determinantinin grafigi gosterilmistir. L, = 1.9

kestigi ilk bes nokta yani ilk bes kok goziikmektedir.

ve Lp = 2.4 icin yatay ekseni

0.2
Lp=19
0.1
Xy =—21421
_ Xp=<65.1776 \ %
X' 00 N ~. / :
Xy =—4279
0.1
02— : : : : — :
-120 —-100 —-60 —-40 —-20 0
X2
Sekil 6.12 : L, = 1.9 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
0.20
Ip=24
015 - /
010} /
S 005
= [ X2=‘43\'91 Xp=-128 o sn ]
L H=-5.64 |
i __/ X, :—2()‘2/18\
005 | \ /
~0.10 |
0

-100

X

Sekil 6.13 : L, = 2.4 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
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Sekil 6.14’te bulkulma determinantinin ilk kokii olan -14.6187 degerinden daha
biiylik kokler i¢in kiriste olusan maksimum yer degistirmeler gosterilmistir. Sekil
6.10°da ise -14.6187’den daha kiiclik degerler i¢in kirisin yapacagi en biiylik yer
degistirmeler gosterilmistir. Her iki grafikte de burkulma determinantinin ilk kokii
olan -14.6187’a yaklasildiginda yer degistirmenin maksimum degerinin ¢ok biiyiik

degerler aldig1 goriilmektedir.

0 20 40 60 80 100 120

Ymax [m]

Sekil 6.14 : X, = —14.6187 degerine sagdan yaklasirken kiriste olusan maksimum yer
degistirme.

-14.6187

17 P P P P P P
—300 —250 —200 —150 —100 -50 0

Ymax [m]

Sekil 6.15 : X, — 14.6187 degerine soldan yaklasirken kiriste olusan maksimum yer
degistirme.
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6.5 Bir Ucu Ankastre Mesnetli Egik Kiris-Kolon

Bu boliimde Sekil 6.16’da gosterilen bir ucu ankastre mesnetli diger ucu serbest olan

egik kirig-kolonun burkulma davranisi irdelenecektir.

Sekil 6.16 : Bir ucu ankastre mesnetli egik kirig-kolon.

6.5.1 Toplam potansiyel ve varyasyonu

Daha 6nce belirlenmis olan (6.10) denklemiyle verilen toplam potansiyel ifadesi
burada da gecerlidir. ¥, (6.11) denklemi ile verilen fonksiyon olmak iizere toplam

potansiyelin varyasyonu

Hdy d (dpy d? /dy dp d dpyy |
o ldy dx\dy dx* \dy dy' dx\dy 0

dp I (6.78)
+ —”77’ =0
dy 0
olarak elde edilir.
Kirige ait sinir sartlari
y(0)=y"(0)=y"()=0 (6.79)

ve serbest ugta kesme kuvveti sifir degerine sahiptir. Bu sartlar1 dikkate alarak (6.17)

denklemindeki terimler ayr1 ayri incelenmelidir.

Birinci terimin irdelenmesi:
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1, 0 <x <l araliginda sifir dis1 degere sahiptir, bu nedenle integralin sifir olmasi

ancak ve ancak 7 nin katsayisinin sifir olmasi ile miimkiindiir

2
a ) * e ) =0 @80

Ikinci terimin irdelenmesi:
ankastre ugta yer degistirme

y(0)=0 (6.81a)
dir. Bu sart dikkate alinarak (6.13)’den

n0)=0 (6.81b)
elde edilir. Buradan (6.78)’deki ikinci terimin sifira esit olmasi igin

(6.81¢)

)

esitliginin saglanmasi gerektigi anlasilir. ’nin y”’ ve y’ ne gére birinci mertebeden

x=l

tiirevleri belirlenip (6.81c)’de yerlerine yazilirsa

{EIy") +[F + q.(L =]y }Hx= = 0 (6.81d)

elde edilir. Bu ifade serbest ucta kesme kuvvetinin sifir degerine sahip oldugunu

sOylemektedir.
Uciincii terimin irdelenmesi:

x = 0’da mesnet ankastre oldugundan
y'(0)=0 (6.82a)
dir. (6.13)’te bu ifade kullanilirsa
n'(0)=0 (6.82b)

olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. n’, x = [’de sifir dis1 bir degere sahiptir. Bu nedenle

83



dy
dy” el

=0 (6.82¢)

olmalidir. Diger bir ifadeyle
Ely"|y=1 =0
olmalidir. Bu serbest ugta momentin sifir degerine sahip oldugunu gosteri.

(6.81)-(6.82) denklemlerinden

y©0)=y' O =y"()=0 (6.832)

Ve

{(Ely") +[F + q.(l = 0)]y'}Hx= =0 (6.83b)

sinir sartlaria sahip egik bir kirig-kolonun elastik egrisinin diferansiyel denklemi

(6.80)’den

2

d d
W(EIJ’") + a{[F +q.(-x)]y'}—qs=0 (6.84)

seklinde bulunur. Bu denklem (6.12), (6.58) ve (6.71) ile 6zdestir.

6.5.2 Sinir sartlarinin boyutsuz koordinatlar tiiriinden ifadeleri

(6.84) diferansiyel denklemi (6.25) degisken doniisiimii kullanilarak X boyutsuz
degiskeni cinsinden (6.31) denklemi haline doniistiiriiliir. (6.79) ile verilen smir

sartlar1 boyutsuz degiskenler cinsinden

y(X) =y'(X) = y"(X2) = 0 (6.85)

halini alir. Serbest ugtaki kesme kuvvetinin temsil eden (6.81d) esitliginin boyutsuz

koordinat cinsinden
" — Xy,]x:xz =0 (6.86)

seklinde ifade edilir.
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6.5.3 Elastik egrinin diferansiyel denkleminin DTM ile ¢6ziimii

(6.31) diferansiyel denkleminin diferansiyel doniisiimii alinirsa (6.42) denklemi elde

edilir. Diizenlenerek asagidaki sekilde rekiirsif bagintiya ulasilir

Y(k +3)

_ab(k—1) + (aX; +b")8(k) + kY (k) + Xy (k+ DY(k + 1) (6.87)
B (k+1)(k +2)(k +3) '

Ankastre uca ait sinir sartlarinin transformu
Y(0)=Y(1)=0 (6.88a)
serbest uca ait sinir sartlarindan moment ifadesinin ters diferansiyel dontistimii

=0 (6.88b)

X=X2

[Z(k 1)k + 2)Y(k + 2)(X = X, )k
k=0

ve kesme kuvvetinin ters diferansiyel doniigiimii ise,

[Z{(k + 1)k +2)(k +3)Y(k +3) — kY (k) — X, (k + DY (k
k=0

(6.88¢)

+ DX — X)) =0

X=X2

olarak bulunur. (6.88a) ile verilen sinir sartlar1 (6.87) bagintisinda kullanilarak k nin

istenildigi kadar biiyiik degeri icin Y(k) ifadeleri hesaplanabilir.

Y(0)=0

Y(1)=0

Y(2) =a"
Y(3) = aXlT-I_b* (6.89)
v(4) = 2a*)2(1+ a
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X.%a + X,b* + 4a*

Ye) = 120

3b* + 4aX, + 2aX?

vee = 720

4a + 12a*X, + X,°b* + X3a

Yo = 720

Ik sekizi (6.89)’da verilmistir. Bu degerler (6.88b) ve (6.88c)’de yazilirsa
2a°X; + «a
—
X, %a + X;b* + 4a*

6
N 2a*X,? +142ax1 + 3b*

2a* + (X, + bHX, — X;) + X, — X1)?

(X, — X,)3 (6.892)

Ve

aX,*+X.b*

Xz — X1)?

20X, % + aX, +
6

(Xp = X,)* + -
(6.89b)
aX, + b*

(%, — X

- X {Za(Xz - X))+

2a°X, +«a

A A E

elde edilir. (6.89) denklemlerinde X, — X; yerine L, ve X; yerine X, — L yazarak
(6.89) denklem sistemi X, ve Lp’nin fonksiyonu haline getirilir. 6.2.7°de gegen ara
adimlar gerceklestirilerek burkulma determinanti olusturulup kokleri olan X, ler
belirlenir. FElde edilen X, degerleri Cizelge 6.4’te verilmistir. Bu siir sartlari
altinda ulasilan literatiirde bir ¢6ziim olmadigi i¢in sonuglar literatiir karsilastirmali

olarak verilememistir.

0.6 <Lp <3 aralig1 i¢in X, degerleri hesaplanmistir. Bu aralik X, nin sifira esit
oldugu L, degerinide kapsayacak sekilde secilmistir. 0.6 < L, < 1,986353
bolgesinde X, < 0 yani F > 0 olup bu bdlgede dis kuvvetin ve agirligin etkisiyle
burkulma olusur. Yapilan hesaplamalarla L, = 1,986353 ic¢cin X, = 0 oldugu

belirlenmistir. X, nin sifir olmas1 F tekil yiikiiniin olmamast anlamina gelir
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(denk.(6.34)). Bu durumda burkulma egik kiris-kolonun agirligi nedeniyle olusur.

1,986353 < L,

bolgesinde ise X, >0 yani F <0 kiriste kiiciik bir F tekil

cekme yiikii varliginda dahi burkulmanin olusmasi bu bdlgede kiris agirliginin

burkulmanin kaynagini oldugunu gosterir.

Cizelge 6.4 : Bir ucu ankastre mesnetli egik kirig-kolonun burkulma determinantinin

kokleri.
Lp 1. Kok 2. Kok 3. Kok 4. Kok
0,6 -6,67521 -61,39870 -171,05200 -335,54300
0,7 -4,82686 -44,98560 -125,54400 -246,39300
0,8 -3,61657 -34,31630 -95,98950 -188,51400
0,9 -2,77717 -26,98650 -75,71190 -148,81600
1,0 -2,16793 -21,73020 -61,19350 -120,40700
11 -1,70898 -17,82890 -50,43880 -99,37440
1,2 -1,35224 -14,85050 -42,24730 -83,36550
13 -1,06735 -12,52230 -35,86160 -70,89590
14 -0,83435 -10,66560 -30,78470 -60,99150
15 -0,63969 -9,15890 -26,67950 -52,99160
1,6 -0,47387 -7,91771 -23,31100 -46,43540
1,7 -0,33007 -6,88155 -20,51110 -40,99330
1,8 -0,20326 -6,00630 -18,15690 -36,42490
1,9 -0,08968 -5,25915 -16,15730 -32,55120
2,0 0,01357 -4,61534 -14,44320 -29,23680
2,1 0,10876 -4,05586 -12,96160 -26,37770
2,2 0,19771 -3,56596 -11,67120 -23,89310
2,3 0,28187 -3,13407 -10,53950 -21,71940
2,4 0,36245 -2,75099 -9,54077 -19,80590
2,5 0,44059 -2,40938 -8,65419 -18,11170
2,6 0,51705 -2,10329 -7,86292 -16,60390
2,7 0,59264 -1,82789 -7,15317 -15,25540
2,8 0,66803 -1,57922 -6,51360 -14,04380
29 0,74379 -1,35398 -5,93477 -12,95070
3,0 0,82043 -1,14942 -5,40882 -11,96060
Sekil 6.17 ve 6.18’de sirasiyla Lp’nin 2 ve 0.9 degerleri icin A burkulma
determinantinin grafigi gosterilmistir. L, = 2 i¢in ilk bes ve L, = 0.9 i¢in yatay
ekseni kestigi ilk dort nokta yani ilk dort kok goziikmektedir.
Sekil 6.19°da bulkulma determinantinin L, = 1.6 igin ilk kokii olan -0.473869

degerinden daha biiylik kokler i¢in kiriste olusan maksimum yer degistirmeler

gosterilmistir. Sekil 6.20°de ise -0.473869’den daha kiiciik degerler i¢in kirisin

yapacagl en biiylik yer degistirmeler gosterilmistir. Her iki grafiktede burkulma
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determinantinin ilk kokii olan -0.473869’a yaklasildiginda yer degistirmenin

maksimum degerinin ¢ok biiyiik degerler aldig1 goriilmektedir.

: LD:2

2 =
\ X :_14.4C7'\§;/ +ol
N\

X0, *
= 7 / .
- Xy =—-29.236 1
-2 ¢ 7
i Xp =0.0135-
—4
_6 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L |
-50 -40 -30 -20 -10 0
X2
Sekil 6.17 : L, = 2 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
6
| Lp=09
J

2 l
i \2 =-26.9865 / ]
0 I — 1
Xy =—75.7119 |

= /2.7

)

-4

(e

—~150 —~100 -50
X2

Sekil 6.18 : L, = 0.9 i¢in burkulma determinantinin grafigi.
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Sekil 6.19 : X, = —0.473869 degerine sagdan yaklasirken kiriste olusan maksimum
yer degistirme.

0 —
[ —0.473869
il \
-2
o
-3
-4
_5 L L L L L L L L L L L L L L L L
2400 -300 -200 -100 0

Yax [m]

Sekil 6.20 : X, = —0.473869 degerine soldan yaklasirken kiriste olusan maksimum
yer degistirme.
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6.6 Agirhik ve Yiik Katsayillarinin Tanimi ve Bazi Analizler

Buraya kadar burkulma determinantinin kokleri (6z degerler) olan X, leri belirledik,
bunlarin sonsuz sayida olacagimi gosterdik. Bulunan X,’lerin burkulma
determinantinin kokleri oldugunu grafikler ile ispat ettik ve bu koklere yaklasirken
kiriste olusacak maksimum yer degistirmenin kiiciik yer degistirmeler kabuliinii
cignedigini yine grafikler ile gosterdik. Hatirlanacagi gibi; burkulma determinantinin
kokleri olan X, degerleri dis yik F ve egik kiris-kolonun agirhi§i q’nun
fonksiyonudur (bkz denklem (6.34)). Bu kisimda dis yiikiin ve agirligin burkulmaya
etkilerini daha iyi gorebilmek i¢in iki yeni parametre tanmimlayacagiz. Bu gaye ile
(6.34) numarali denklemde degiskenlere ayirma (seperation of variable) metodu

uygulanmalidir, soyleki;
—X; = u(q)v(F) (6.90)

(6.34) denklemi yalnizca q, ve F’e bagh iki ayr1 fonksiyonunun ¢arpimi seklinde

yazilirsa

q.L?
El

~2/3
> ve v(F)=— (6.91)

u(qc) = < El

olarak bulunur. Bu ifadelerden X, < 0 iken F’nin -x dogrultusunda yani basma tipi
kuvvet oldugu anlasilir, q. ¢ekme ya da basma yoniinde olabilir. X, > 0 iken
u(q.) > 0 oldugundan F dis yiikiiniin yonii +x dogrultusunda olmalidir. Bu ise F’in
¢cekmeye caligan bir kuvvet oldugunu gosterir. X,=0 durumu ise F’in sifir degere

sahip oldugu anlamina gelir, bu halde kiris-kolona dis yiik etkimez.

v(F) dis yiik ile orantil1 bir biiyiikliik olup, ¢ ile gosterilir

_FL2

¢ =5

(6.92)

ve yiik katsayisi olarak adlandirilir. u(q.) ise agirlik ile orantili bir biiyiikliik olup
bunun -3/2 inci kuvveti egik kiris-kolonun agirlik katsayisi olarak adlandilir ve .

ile gosterilir,
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q.L
Be = Beosd = ——. (6.93)

Ozel olarak 6 = 0" iken . = f8 ve

_ql?

=" (6.94)

olur. Burkulmaya neden olacak zorlamanin agirlik bilesenini temsil eden agirlik

katsayis1 (6.34), (6.35) ve (6.92-93) denklemleri kullanilarak

B. =1} wveya Lp=73/B. (6.95)
olarak elde edilir. Yine burkulmaya neden olacak zorlamanin yiik bilesenini temsil
eden yiik katsayisi ¢ fonksiyonu ise benzer metod ile boyutsuz uzunluk L, ile

burkulma determinantinin kokii X, nin fonksiyonu olarak

b = —LZDXZ (6.96)

seklinde belirlenir. Diger yandan; burkulma determinanti A’nin kokii olan X,’nin

egik kirig-kolonun agirlik katsayis1 8. ve ylk katsayisi ¢ cinsinden ifadesi

(6.97)

olarak bulunur.

6.7 Yiik Katsayis1 (¢) Agirhk Katsayis1 (5,) Oz degerler (X;) Egim Acisi (0) ve
Boyutsuz Uzunluk (Lp) Arasindaki Bagintilar
Boyutsuz uzunluk L, ile dogru orantili olan L}, fonksiyonu tanimlanirsa, soyleki;

Lp
VB

bu biiyiiklik ile kiris egimi 0 arasindaki iligkiyi veren grafik Sekil 6.21°de yer

Lp = (6.98)

almaktadir. Bu grafik 0 <6 <m/2 bolgesi icin c¢izdirilmistir. 6 artarken L,

azalmaktadir. Benzer yontemle 3w /2 < 6 < 2w bdlgesi iginde bir egri ¢izdirilebilir.
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Sekil 6.21 : L}, ile egik kirig-kolonun egim agis1 6’nin degigimi.

Sekil 6.22°de ise denklem (6.96) kullanilarak farkli mesnetleme sartlar1 igin F > 0
bolgesinde yiik katsayis1 ¢’nin boyutsuz uzunluk L, ile nasil degistigi gosterilmistir.
Bu egriler incelendiginde, 6zdes fakat farkli mesnetlere sahip egik kiris-kolonlardan
daha siki mesnet sartlarina sahip olanin burkulmasina neden olacak dis ytkiin daha

biiylik oldugu goriilmektedir.

40

: T~

30 N
i \ A-A
= 20 7 \
I i - T—__ A-B \

~_ \

e~ U\

0\\\
1.0 1.5 2.0 2.5 30 35 40

FL2
I

Lp

Sekil 6.22 : Tiim mesnet sartlari i¢in yiik katsayisi1 @’nin boyutsuz uzunluk Lj ile
degisimi.
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Sekil 6.21 ve Sekil 6.22 egrileri birlikte degerlendirilerek 0’nin degisimiyle L, ve
burkulmaya neden olacak yiikiin (Fj,) nasil degisecegi hakkinda yorum yapilabilir.
Bu egrilerden 0 < 6 < /2 ve araliginda ve F > 0 bolgesinde 6 artarken L, azalir,

F’nin kritik degeri ise artar. 0 azalirken L, artar, kritik yiik (Fp,-) ise azalir.

Tiim mesnet sartlar1 i¢in egik kirig-kolonun yiikk ve agirlik katsayilari arasindaki
degisimi gosterir egriler Sekil 6.23’te sunulmustur. Burkulma egri tizerindeki (B, ¢)

degerlerin de gergeklesir.

35: \\
30F N
25: \\
Ylm \
= 20 A-B N
ASS \
) \\
10
[ -B AN
i \\
< \
0\\\\ Lo e S ]
0 10 20 30 40 50 60 70
3
L
ﬁ:q—cose
EI

Sekil 6.23 : Egik kiris-kolonun yiik katsayis1 ¢’nin agirlik katsayisi B¢ ile degisimi.
Grafikteki egrilerin yatay ekseni kestigi noktalar ¢ = 0 yani dig ylikiin olmadigi
duruma karst gelir. Bu degerler vasitasiyla bir egik kiris-kolonun kendi agirligi
etkisinde burkulmadan boyunu ne kadar artirabilecegimizide belirleyebiliriz. Ornegin
iki ucu basit mesnetli kiris i¢in egri yatay ekseni 18.5687°de keser, kritik uzunluk

0 _ 3
1% = |1857 (6.99)

qcos6

olarak bulunur. L%,’nin degeri & = 0" i¢in denklem (5.13b) ile aymdir. Denklem
(6.29) geregi O = 90° ¢oziim kiimemiz disindadir. Denklem (6.97)’den daha dnce
belirledigimiz X, degerlerinin Scosf # 0 hali igin gegerli oldugu anlasilir. Diger bir
deyisle; B ve cos@ sifira esit olamaz. B # 0 ve 8 # 90° egik kiris-kolon i¢in
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yapilan matematiksel modelin ve ¢oziimiin gegerlilik bolgesini ifade eder. [Scos@ +
0 olmasi, ¢oziimiin agirligi ihmal edilen egik kiris-kolon i¢in saf dis yiik etkisindeki
burkulma yiiklerini veremeyecegini anlatir. Bu nedenle Sekil 6.23’teki egrilerin
diisey ekseni kestigi noktalar fcosf = 0 degeleri degildir, ¢izimler 0.2 < . < 75
aralig1 i¢in yapilmistir. Bu degerleri kapsayacak matematiksel model ve ¢6ziim 6.9

numaral1 konuda, literatiirle karsilastirmali olarak anlatilmistir.

Sekil 6.24, iki ucu basit mesnetli egik kiris-kolonda kiris egimi ile burkulma
katsayilarinin nasil degistigini gostermektedir. Bu egriler iki ucu basit mesnetli bir
egik kiris-kolon i¢in olusturulmustur. 0 arttikga ayn1 agirlik katsayisi ’ya sahip egik
kiris-kolonun burkulmasina neden olacak dis yiikiin arttigi, bu egrilerden

......

kolonlardan 6 egim agis1 fazla olanin burkulmasina neden olacak dis yiik bileseni

daha biiyiiktiir.

gl N

A NN

6 \ N

Bl= | \\ o
FoON S

AN .

I )\\ 0=45"

0 10 20 30 40 50 60 70
_qL3
“H

Sekil 6.24 : ki ucu basit mesnetli egik kiris-kolonun yiik katsayis1 ¢ ile agirlik
katsayis1 B’nin egim agis1 0 ile degisimi.

Ayni yiik katsayis1 ¢’ ye sahip egik kiris-kolonlardan e§im agis1 fazla olanin agirlik
katsayist B daha biiyiik olacagi da Sekil 6.24’ten anlasilmaktadir. Diger bir ifade ile;

......

malzemelerden yapilmis egik kiris-kolonlardan agirligi (q) fazla olan daha biiyiik 6
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egim acisinda burkulacaktir. Diger mesnet sartlar1 i¢in ¢izdirilen egriler Ek B’de

sunulmustur.

Cizelge 6.5’te tiim mesnet sartlar i¢in burkulma determinanti A’nin kokii X, nin sifir
degerini aldig1 birinci Lp degerleri verilmistir. X, nin sifir olmas1 F dis yiikiiniin
olmadig1 anlamina gelir. Bu durum denklem (6.34) veya (6.96)’dan anlasilmaktadir.
Bu sartlar altinda kiris yalnizca agirligi nedeniyle burkulur. Denklem (6.95)
kullanilarak bu Lp degerlerine karsi gelen agirlik katsayisi f.’nin  degerleri
hesaplanip Cizelge 6.5’te sunulmustur. Bulunan S, degerleri boliim 6.8’de bulunan 3

degerleri ile aynidir.

Cizelge 6.5 : Farkli sinir sartlarina sahip egik kiris-kolonlar i¢in kritik boyutsuz
uzunluk ve kritik agirlik katsayisi.

Mesnet Sartlari Lk kr
Ankastre-Ankastre (A-A) 4,210191 74,6286
Ankastre-Basit(A-B) 3,744453 52,5007
Basit-Basit(B-B) 2,648057 18,5687
1,986353 7,8373

Ankastre-Serbest(A-S)

Ornegin, iki ucu da ankastre mesnetli agirligi ihmal edilmeyen bir egik kiris-kolon

icin kritik agirlik,

(qL)§, = 74.6286 (6.100)

L%2cos8

iken kritik boy

L8, = 3\/74.6286 (6.101)

qcos6
olarak bulunur. L, agirligi ihmal edilmeyen diisey bir kolonun kritik boyu , LY, ise

ayn1 mesnet sartlarina sahip agirligi ihmal edilmeyen egik kirig-kolonun kritik boyu

ise iki kritik boy arasinda
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L8, = (6.102)

bagintis1 vardir. Tlim mesnet sartlari i¢in belirlenen kritik uzunluk degerleri EK C’de
verilmistir. Burkulma kritik yiikii icinse (qL), diisey kolonun, (qL)%, egik kiris-
kolonun burkulmasina neden olacak yiikleri gosteriyorken

_ (qL)kr

L)Y = 6.103
(q )kT COSQ ( )

seklinde bir bagint1 vardir. Tiim mesnet sartlar1 i¢in belirlenen kritik agirlik degerleri
EK C’de verilmistir. Ornegin; diisey bir kolona 60 derecelik bir egim verilmesi
halinde burkulmanmn gergeklesecegi boy 32~1.26 kat artarken burkulmanin
gerceklesecegi agirlik iki kat artar.

Oz deger X, ile egik kiris-kolonun agirlik katsayis1 . ve yiik katsayisi ¢ arasindaki

bagintinin tiim mesnet satlar1 i¢in grafigi sekil 6.25°te verilmistir.

(c) (d)

Sekil 6.25 : Tim mesnet sartlar1 icin 6z degerlerin yik ve agirlik katsayilari ile
degisimi a) A-A b) A-B c) B-B d) A-S.
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6.8 Kritik Yiikke Yakin Zorlamanin Egik Kiris-Kolonda Olusturacag Yer

Degistirmeler

Kritik yiikiin yakin komsulugundaki yiik degerleri i¢in egik krig-kolonda olusacak
yer degistirmeleri analiz edebilmek amaciyla 6zel bir kiris ele alinmalidir. Bu
calismanin bundan sonraki kisminda Cizelge 6.6’da 6zellikleri verilen egik kiris-

kolon i¢in tliretimler gerceklestirilecektir.

Cizelge 6.6: Yer degistirme davranisi incelenecek egik kiris-kolona ait parametreler

[9, 31].
Elastisite Moduli ~ E 30 = 10° psi 206,8 GPa
Dis Cap D 5in 127 mm
I¢c Cap d 4.276 in 108.62 mm
Et Kalinlig: t  0.362 in 9.19 mm
Nominal Yiik q 19.5 Ibf/ft 3.41491 N/mm
Atalet Momenti I 6.881x107*ft* 5.93927x10° mm*

Egim acis1 6 = 31", uzunlugu L = 27 m, ilgili geometrik 6zellikleri ile malzeme
ozellikleri Cizelge 6.6’da yer alan kiris i¢in olusturulan yer degistirme egrileri Sekil

6.26 ile 6.33 arasinda gdsterilmistir.

Denklem (6.32) ve (6.35) kullanilarak a = 10.2992m ve Lp = 1.6 olarak
bulunur. Bu degerler yardimiyla Sekil 6.26’te ankastre-basit mesnetli egik kiris-
kolonun Cizelge 6.2’de yer alan ilk burkulma determinantinin kokiine soldan

yaklagilirken yani X, = (X,)7 iken kiriste olusacak yer degistirmeler gosterilmistir.

0 L j j j j j j 4
—1 i \&\ /%
r \ \\Yz =-9, ¢=ﬁ?4/7 ]
r T —————
2 F \ \\
[ \
g 5 [ L Xy =-85, ¢=21.76
I L /
X -4
;/‘ L \_/
[ Xy =-8, ¢=2048
_5 :
-6 :
L B, =409 Xy =-7.8, p=19.968
[ Be=4
7 L | . . . . | . . ]
-15 -1.0 -0.5 0.0

X=X

Sekil 6.26 : Ankastre basit mesnetli egik kiris-kolonun Lp=1.6 i¢in burkulma yiik
katsayisina sagdan yaklasildiginda (¢p — ¢7) kiriste olusacak yer degistirmeler.



Benzer sekilde bir ucu ankastre mesnetli egik kiris-kolon i¢inde Cizelge 6.4’te yer
alan burkulma determinantimin ikinci kokiine sagdan yaklasirken X, — (X,)7 iken

kiriste olusacak yer degistirmeler Sekil 6.27°de gdsterilmistir.

6 T ‘ T
L B.=4.096 Xy =-7, ¢=1792
st
4f
L Xy =—65, ¢=16.64
— 3 e~
g r N
?\l L = - =
0 2F J/ K= 6 %\\\ ]
| /; X)=-5, ¢:12.8\ . \
0/ \s
_1
-15 -10 -05 0.0

X-X)

Sekil 6.27 : Bir ucu ankastre mesnetli egik kirig-kolonun ikinci burkulma ytik
katsayisina soldan yaklasirken (¢ — ¢;) olusacak yer degistirmeler.

X; £ X < X, bu esitsizlik X’in kiris agiklig1 boyunca degistiginin ifadesidir. X, yi
bu esitsizlikten c¢ikarirsak X; — X, < X — X, < 0 elde edilir. Bu ise —Lp < X —
X, < 0’a denktir. Bu nedenle, sekil 6.26-6.33’te yer alan egriler X — X, nin [-1.6 0]

araliginda ¢izdirilmistir.

Sekil 6.28-6.33 arasinda ankastre-ankastre(A-A), ankastre-basit(A-B), basit-basit(B-
B) ve ankastre-serbest(A-S) mesnetli egik kiris-kolonlarin Cizelge 6.1-6.4’te verilen
Lp = 1.6 iken ilk li¢ burkulma kritik yiikiiniin yakin civarindaki X, degerleri i¢in
olusturulan yer degistirme egrileri sunulmustur. Cizelgelerde gegen yiik degerleri
kiigiik yer degistirme kabuliiniin ¢ignendigi degerler oldugundan yakin komsuluklari

icin yer degistirme egrilerinin olusturulmasi yoluna gidilmistir.
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Sekil 6.28 : Tiim mesnet sartlar1 i¢in birinci burkulma yiik degerine soldan
yaklasirken (F — F7 ) kiriste olusacak yer degistirmeler.

S, Xp=-1

g ‘Yz
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0.0

Sekil 6.29 : Tiim mesnet sartlar1 i¢in birinci burkulma yiik degerine sagdan
yaklagirken (F - F; ) kiriste olusacak yer degistirmeler.
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y(X-Xp) [m]

1.0 | A X') = —3 N\
05 I ///\ \
I A-B, X = --21‘8\
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=, \\,2 306 % 7
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Sekil 6.30 : Tiim mesnet sartlari i¢in ikinci burkulma yiik degerine soldan
yaklasirken (F — F; ) kiriste olusacak yer degistirmeler.

A-A, Xp

=-30.81

-B, Xp =—

23.1

0.0 \

/)

\
\

O\
\

\ BB, Xy - 148
_10 \\-// \\_—//
A-S, Xy =-231
-15 1.0 05

0.0

Sekil 6.31 : Tiim mesnet sartlari i¢in ikinci burkulma yiik degerine sagdan
yaklasirken (F — FJ ) kiriste olusacak yer degistirmeler.
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Sekil 6.32 : Tiim mesnet sartlari i¢in li¢lincli burkulma yiik degerine soldan

yaklasirken (F — F3) kiriste olusacak yer degistirmeler.

N\

0.0 k
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\\/
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N
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N\ /
L L K
-15 -10 -05 0.0

Sekil 6.33 : Tiim mesnet sartlar1 i¢in {iglincli burkulma yiik degerine sagdan

yaklasirken (F — F3 ) kiriste olusacak yer degistirmeler.
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6.9 Ozel Hal: @ = 0° Icin Burkulma Analizi

Egim agis1 sifir derece ise kiris-kolon agirliginin bilesenleri g; = 0 ve q. = q olur.

Bu durumda ¢ubugun toplam potansiyel enerjisi, denklem (6.10)’dan

l

EI 1 '
) = | {5097 = 51F + 4@ - 010} ax (6.104)

0

olarak elde edilir. Bu denklemin farkli sinir sartlar1 altinda varyasyonu alinarak

elastik egrinin diferansiyel denklemi ya da denklem (6.22) den,

d2 d
Tz EY") + —{[F +q(L —x)ly'} =0 (6.105)

olarak bulunur. Bir defa integre ederek

d3y 1 c
- _ r— 6.106
I3 + i [F+q(L—x)]y I ( )

elde edilir. Denklem (6.25) ile verilen x = aX + b degisken doniisiimii yapilirsa

diferansiyel denklem

d3y a? dy ca? (6.107)
S i F4gll—ax—b) ===
ax3 Ty lFHall—aX=b)z% =1

y' niin katsayis1 —X olacak sekilde a ve b degerleri hesaplanirsa,

EI F
a= |-~ wve b=—+1 (6.108)
q q

olarak bulunur. Bu halde yeni koordinat X’in x cinsinden ifadesi
s|EI [F
X= |—|—+L—- 6.109
’ . [ T x] ( )

d3y dy ¢ (6.110)
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seklinde sag tarafli bir diferansiyel denklem olarak bulunur. Burada c integrasyon

sabitidir.

Kirig-kolonun iki ucuna ait koordinatlar1 denklem (6.109)’da yazarak veya (6.33) ve
(6.34)’de 0 yerine sifir derece koyarak

314 F
Xy =Xlumo = — | 7t L (6.111)

Ve

s[q F
Xy =Xy = — il 5 (6.112)

bulunur. Kiris uzunlugunun yeni koordinat cinsinden ifadesi,

Ly =" %L (6.113)

olarak bulunur.

Farkli mesnet halleri i¢in (6.110) denkleminin ¢oziimiinde kullanilacak sinir sartlar
daha oOnce belirlenenlerle aynidir, soyleki; B-B icin denklem (6.36), A-B icin
denklem (6.59), A-A i¢in denklem (6.72) ve A-S i¢in denklem (6.85) ve (6.86)
kullanilmahidir. Fakat burada gecen X; ve X, degerleri (6.111-112) ile verilen

ifadelerdir.

Denklem (6.110) ile verilen elastik egrinin diferansiyel denkleminin diferansiyel

transformu alinirsa,

(k+ Dk +2)(k+3)Y Uk +3)— kY (k) — X, (k + DY (k + 1)
(6.114)
= b*5(k)

olarak bulunur. Burada

- (6.115)

Q|0

dir.
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Sinir sartlarininda transformlar1 alinirsa, B-B i¢in denklem (6.43) ve (6.44), A-B i¢in
denklem (6.61) ve (6.62), A-A i¢in denklem (6.74) ve (6.75) ve A-S i¢in denklem
(6.88) denklemleri bulunur. Her mesnet tipi i¢in (6.114) denklemi ilgili sinir sartinin

doniigiimii ile birlikte kullanilarak 6.2.7°deki metod ile ¢oziimler tiretilebilir.

Denklem (6.92) ve (6.94)’ten yiik katsayis1 ¢ ve [ agirlik katsayist

qlL3 FIL?
= =— 6.116
B £l ve @ I ( )
olur. Burada da f kiris-kolonun agirhigr ile, @ ise tekil yiikk ile orantili
biiylikliiklerdir. Sekil 6.34’te f ve @ arasindaki baginti tiim mesnet sartlar1 i¢in

gosterilmistir.

Diferansiyel Transform Metodu kullanilarak kendi agirligi ve basma tipi dis yiik
etkisindeki farkli mesnet sartlarina sahip diisey kiris-kolonlar i¢in burkulma
katsayilarinin sayisal degerleri bulunup grafigi Sekil 6.34’te verilmistir. Beklenildigi

gibi egriler mesnet sartlarina gore farklilik gostermektedir. Tiim mesnet sartlari igin;

agirlik katsayisi f8 ile @ yiik katsayisi arasinda nonlineer bir iliski oldugu egrilerden

2
anlagimaktadir (¢ = —X,33).

60 —

i A-A
50F N

40} \
L A-B \
('L —_ 30 [ N
= 7 \
1 =
[ B-B
= 0f

. \\‘ \
| N ]

-40 =20 0 20 40 60 80

qL3
El

Sekil 6.34 : q agirlig1 ve tekil yiik F’nin etkisi altindaki kirig-kolonun burkulma yiik
katsayilari.
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Sekil 6.34’te, egrilerin altinda kalan bolgedeki (B, ¢) degerlerinde burkulma olugmaz.
Egrileri olusturan (B, ¢) ikililerinde ise burkulma yalnizca dis yiik, yalnizca agirlik
veya her ikisinin beraber etkisiyle olusur. Egriler B¢ eksen takiminin diizlemi kestigi
ic bolgede yer almaktadir. Birincisi >0, $>0 bolgesinde olup bu bdlgede yer alan
egri lizerindeki (B, ¢) ikililerinde burkulma basmaya calisan dis yiikk ve agirlik
etkisiyle olusur (bkz Sekil 6.35a). ikincisi <0, $>0 bdlgesi olup bu bdlgede yer alan
egri lizerindeki (B, ¢) degerlerinde burkulma basmaya ¢alisan dis yiik ve ¢ekmeye
calisan yayih yiik q nedeniyle olusur (bkz. Sekil 6.35b). Ugiincii bélgeden, p<0, $<0
bolgesinden egri gecmemektedir. Dordiincii bolge ise >0, ¢<0 bolgesi olup bu
bolgede yer alan egri lizerindeki (B, ¢) degerlerinde burkulma ¢ekmeye c¢alisan dis
yik ve q agirhig etkisiyle olusur (bkz. Sekil 6.35¢). Egrilerin eksenleri kestigi
noktalar ise yalniz dig yiikiin ve yalniz agirligin burkulmaya neden oldugu (B, ¢)
degerleridir. Egrilerin yatay ekseni kestigi (B, 0) degerlerinde yalniz agirlik etkisiyle
burkulma (bkz. Sekil 6.35d) , diisey ekseni kestigi (0, ¢) degerlerinde ise yalniz dis
yiik etkisiyle burkulma gerceklesir (bkz. Sekil 6.35¢).

=

T - <« <« <« <
=

- 4« <« <« — <]
=

(@) RN R (©) (d) (e)

Sekil 6.35 : Diisey kolon (egik kiris-kolonun 8 = 0° 6zel hali) (a) >0, $>0 (b) p<0,
$>0 (c) p>0, $=<0 (d) B>0, $=0 () p=0, $>0.

Sekil 6.35c’deki yilikleme halinde burkulmanin olugsmasi igin kesitlerde basma

kuvvetinin var olmas1 gerekir; yani 0<x<L iken q(L-x)>F’nin saglandig1 bir bolge

olmalidir. Ayrica, ¢ekmenin etkin oldugu bodlgede kolon akma yoniinden de

incelenmelidir. Sekil 6.35b’deki hal asili bir kolon durumuna denk diiser. Sekil

1.2a’da yer alan sondaj ¢ikarma sistemi olarak diisiiniilebilir.
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¢ = 0 i¢in [ kritik degeri tasarimci agisindan ayri bir 6neme sahiptir ¢iinkii bu deger
gercgeklestirilebilir maksimum kolon boyunu belirler. Diferansiyel Transform Metodu
kullanilarak elde edilen S kritik degerleri ve ulasilan literatiirdeki degerler Cizelge
6.7°de karsilagtirmali olarak verilmistir. Sonuglarimiz Duang ve Wang [10]
tarafindan hipergeometrik seriler kullanilarak elde edilen sonuclar ile tam olarak
uyusmaktadir. Wang ve Ang’in 1988’de yaklasik metodlar kullanarak elde ettigi
sonuclarin A-A ve A-B mesnet durumunda sirasiyla %5.8 ve %2.68’lik hata igerdigi

goriilmistir [11].

Cizelge 6.7 : ¢ = 0 icin ’nin kritik degerlerinin karsilastirilmasi.

Sinir sartlari A-A A-B B-B A-S
Simdiki Calisma 74,6286 52,5007 18,5687 7,8373
Duan ve Wang (2008) 74,6286 52,5007 18,5687 7,8373
Wang ve Ang (1988) 78,96 53,91 18,58 7,84
Fark (%) 5,800 2,680 0,060 0,030

Cizelge 6.8’de [ =0 iken elde edilen ve literatiirde mevcut olan @’nin kritik
degerleri karsilastirilmali olarak verilmistir. DTM ile elde edilen sonuglarin tam

¢cOzlimler ile Ortiistiigii géziilmektedir.

Cizelge 6.8 : f = 0 iken ¢ nin kritik degerlerinin karsilastiriimasi.

Sinir sartlari A-A A-B B-B A-S
Simdiki Calisma 39,4784 20,1907 9,86961 2,4674
Duan ve Wang (2008) 39,4782 20,1904 9,8688 2,4664
Wang ve dig. (2005) 4m? 2.0457m2 n? n?/4

"A-B mesnetli gubuk igin stabilite kriteri tgv/@ = V@ dir [12]. Bu nedenle @ = 20.1907 olur.
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7. SONUC VE ONERILER

1. Bu calismada basit mesnetli egik kiris-kolon i¢in Diferansiyel Transform Metodu
kullanilarak elde edilen sonuglar, literatiirde hipergeometrik seriler kullanilarak elde
edilmis olan sonuglar ile tam bir uyusum igersindedir [9]. Bu durum DTM’nin egik
kiris-kolon yapilarin burkulma yiiklerinin belirlenmesinde de giivenli bir arag

oldugunu gostermektedir.

yapilmis ve agirligi ihmal edilmeyen, egik kirig-kolonlardan mesnet sartlar1 daha siki
olan kendi agirligi nedeniyle olusabilecek burkulmaya karsi daha direnglidir. Bu
durum sekil 6.23’ten agik olarak goriilmektedir. Soyleki; iki ucu ankastre mesnetli
cubuk ankastre-basite gore, ankastre-basit mesnetli cubuk ise iki ucu basit mesnetliye
gore, iki ucu basit mesnetli ¢gubuk bir ucu ankaste mesnetli olana gore agirlig

kaynakli burkulmaya kars1 daha direnglidir.

3. Aymi egilme rijitligine (EI), boya (L) ve egime (0) sahip, ayn1 malzemeden
yapilmis ve agirligi ihmal edilmeyen, tekil basma yiikiine maruz egik kiris-
kolonlardan mesnet sartlar1 daha siki olan burkulmaya karsit daha direnglidir. Daha

biiyiik (B, ¢) ikililerinde burkulma gercgeklesir (bkz. Sekil 6.24).

ayni tip mesnetler ile mesnetlenmis egik kiris-kolonlardan egim agis1 fazla olanin
burkulmasina neden olacak tekil yliik daha biiyiiktiir. Diger bir deyisle, ayni tiir
mesnete sahip iki 6zdes cubuktan egim acgist daha biiyiik olanin burkulmaya karsi
direnci daha fazladir (Sekil 6.22-23-25). Burkulma yikiiniin yliksek olmasi ise

cubugun ezilme yoniinden de analiz edilmesini gerektirirecektir.

5. Ayni tiir mesnetler ile mesnetlenmis, boyu disindaki geometrik ozellikleri ayn
olan, 6zdes (kesit geometrisi, egimi ve malzemesi ayni) kolon-kirislerden boyu daha
kisa olan daha zor burkulur; yani kisa olan egik kolon-kiris burkulmaya kars1 daha

direnclidir. Burkulmasina neden olan agirlik bileseni B, kiigiiliirken yiik bileseni ¢
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artar, bu ise burkulmasina neden olacak tekil yiikiin daha biiyiik olmasi anlamina

gelir (Sekil 6.23 ve denklem (6.35) veya sekil 6.24).

6. Yalnizca agirhigr etkisindeki egik bir kiris-kolonun kritik boyu diisey kolonun
kritik boyunun 1/3/cosf kati, kritik agihig1 ise 1/cos@ katidir. Ornegin yanlizca

agirhigr etkisindeki diisey bir kolona 60 derecelik egim vererek burkulmanin
gerceklesecegi kolon boyunu 1.26 kat, burkulmanin gergeklesecegi agirligi 2 kat

artirabiliriz. Tiim mesnet sartlar1 i¢in EK C’de kritik uzunluk degerleri verilmistir.

7. Bu galismada egik kiris-kolonun 8 = 0° &zel hali de incelemistir. Elde edilen
sonuglar ile literatiirde yer alan hipergeometrik seri ¢oziimleri tam bir uyusun
igersindedir [10]. Bu durum ankastre-ankastre, ankastre-basit, ankastre-serbest
mesnetli egik kiris kolonlar i¢in yaptigimiz matematiksel modelin ve elde ettigimiz
coztimlerinde dogrulugunu ispatlamaktadir. Ayrica elde ettigimiz sonuglar ile yapilan
karsilastirmalar neticesinde; Wang ve Ang’in 1988°de ankastre-ankastre ve ankastre-
basit mesnetli diisey kirig-kolonlar i¢in yaklasik metodlar kullanarak elde ettigi

sonuclarin sirastyla %5.8 ve %2.68’lik hata igerdigi goriilmistiir [11].
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EKLER

EK A: Sinir sartlarinin diferansiyel doniisiimleri
EK B: Yiik katsayis1 ¢ ve agirlik katsayis1 f’nin egim agis1 0 ile degisimi
EK C: Egik kirig-kolonun kritik boyu ve agirlig
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EK A

Cizelge A.1 : Ankastre-ankastre ve ankastre-basit mesnetli egik kiris-kolonlar igin
smir sartlariin diferansiyel doniistimleri.

Ankastre-Ankastre (A-A) Ankastre-Basit (A-B)
Y(0)=Y(1)=0 Y(0) =Y(1) =0

> V) (X~ %)k =0 > Y0 o, - X6 = 0

k=0 k=0

Z(k + DYk + DX, — X)) =0 Z(k + 1Dk +2)Y(k + 2)(X,
k=0 k=0 ~ Xl)k o\

Cizelge A.2 : Basit-basit ve ankastre-serbest mesnetli EKK’ler i¢in sinir sartlarinin
diferansiyel doniistimleri.

Basit-Basit (B-B) Ankastre-Serbest (A-S)
Y(0)=Y(2)=0 Y(0)=Y(1)=0
D Y0 0, - Xk =0 D U+ D)+ 2V G + DX, = Xp)*
k=0 k=0

=0

Z(k + 1Dk + 2)Y (k + 2) (X, — X,)* Z{(k + Dk +2)(k +3)Y(k +3)
k=0 k=0

—0 — kY (k) — X, (k + DY (k
+D}(X, — X))k =0
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EK B
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Sekil B.1 : Farkli mesnetlere sahip egik kirig-kolonlar i¢in B-¢ egrileri (a) A-A

(b) A-B.
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Sekil B.2 : Farkli mesnetlere sahip egik kirig-kolonlar i¢in B-¢ egrileri (a) B-B
(b) A-S.

114



EKC

Cizelge C.1 : A-A ile A-B mesnetli kolon ve egik kiris-kolonun kritik boyu ve

agirhigi.

Kolon /Egik Kiris- Kritik Uzunluk

Kritik Agirlik

Kolon

A E

v

v 2 El

\ Ly = /74.6286—
L v d q

v

\/

3
L2 = |74.6286
fer \/ qcosO

L. = l52.5007 21
q kr — . q

< <« =« =« = = X

El
1 18, = 752.5007—
qcosf

El
(qL)ir = 746286 75

(qL)§, = 74.6286

El
(qL)ir = 525007 75

(qL)§, = 52.5007

L%cos

L%cos

0

0
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Cizelge C.2 : B-B ile A-S mesnetli kolon ve egik kiris-kolonun kritik boyu ve

agirhigt.
Kolon Thgik Kiris- Kritik Uzunluk Kritik Agirlik
T %2 T %
v
‘ L = [18.56872 EI
L v g S q (qL)ir = 185687 =
v
L 3 El 0 _
q Ly, = J18.5687—q6059 (qL)ir = 18.5687 17—

!
v

L ¢ q Liy = 3/7.8373ﬂ
' q
v

El
(qL)r = 7.8373 Yl

(qL)¢, = 7.8373

L%cos0
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