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1: G·IR·IŞ...................................................................................................... 1

2: TEMEL KAVRAMLAR.......................................................................... 6

2:1: 2-Normlu ve n-Normlu Uzaylar............................................................ 6

2:2: ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve ·Ideal Yak¬nsakl¬k....................................... 18

3: 2-NORM ve n-NORMLU UZAYLARDA ·IDEAL YAKINSAKLIK...... 25

4: L·INEER n-NORMLU UZAYLARIN TAMLAMASININ ·IDEAL

YAKINSAKLIK KARAKTER·IZASYONU............................................. 34

5: KAYNAKLAR....................................................................................... 44
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ÖZET

Doktora Tezi

L·INEER n-NORMLU UZAYLARIN TAMLAMASININ

·IDEAL YAKINSAKLIK KARAKTER·IZASYONU

Tuba Y·I¼G·IT

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Ahmet ŞAH·INER

Bu çal¬̧sma dört bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde konunun tarihsel

geli̧simi, literatür özeti ve konunun amac¬ifade edilmi̧stir.

·Ikinci bölümde ideal yak¬nsakl¬k teorisi ile beraber 2-normlu uzaylar ve n-normlu

uzaylar teorileri ile ili̧skili baz¬temel kavramlara ve sonuçlara yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde 2�normlu ve n�normlu uzaylarda I�yak¬nsakl¬k ve I�Cauchy

kavramlar¬ile ilgili baz¬teoremler ve sonuçlara yer verilmi̧stir.

Son olarak, dördüncü bölümde ise düzgün sürekli n-norm ve ideal denk diziler

tan¬mlanarak, ideal yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla lineer n-normlu uzaylar¬n tamlaşt¬r¬l-

mas¬verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: 2-normlu uzay, n-normlu uzay, I�yak¬nsakl¬k, I�Cauchy

dizisi, tamlaşt¬rma.

2012, 50 sayfa
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ABSTRACT

PhD. Thesis

IDEAL CONVERGENCE CHARACTERIZATION OF THE

COMPLETION OF LINEAR n-NORMED SPACES

Tuba Y·I¼G·IT

Süleyman Demirel University

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet ŞAH·INER

This study consists of four chapters. In the �rst chapter, the brief information on

how the topic has evolved diachronically, the relevant literature review and aim

of the topic is presented .

In the second chapter, some basic principles and results of the theories of 2-

normed spaces and n-normed spaces are given with theory of ideal convergent.

In the third chapter, I-Convergence, I-Cauchy and some results of these nota-

tions are presented in 2-normed spaces and n-normed spaces.

Finally, in the fourth chapter, the completion of a linear n-normed space in terms

of ideal convergence by introducing the concept of a uniformly continuous n-norm.

Key Words: 2-normed space, n-normed space, I�convergence, I�Cauchy se-

quence, completion.

2012, 50 pages
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

P (N) : Do¼gal say¬lar kümesinin kuvvet kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

R2 : 2-boyutlu reel Öklid uzay¬

Rn : n-boyutlu reel Öklid uzay¬

k:; :k : 2-norm fonksiyonu

k:kp : 1 � p � 1 olmak üzere baz ile elde edilen norm

k:k1 : 2-normlar¬n maksimumu olan sonsuz norm

k:; :::; :k : n-norm fonksiyonu

k:; :::; :k1 : (n� 1)-boyutlu norm fonksiyonu

k:; :::; :kS : Standart n-norm

fu1; :::; udg : d-boyutlu baz

Bfu1;:::;udg (x; r) : fu1; :::; udg baz¬alt¬ndaki x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar

� (A) : A kümesinin asimptotik (do¼gal) yo¼gunlu¼gu

u (A) : A kümesinin düzgün alt yo¼gunlu¼gu

u (A) : A kümesinin düzgün üst yo¼gunlu¼gu

u (A) : A kümesinin düzgün yo¼gunlu¼gu

d (A) : A kümesinin logaritmik alt yo¼gunlu¼gu

d (A) : A kümesinin logaritmik üst yo¼gunlu¼gu

d (A) : A kümesinin logaritmik yo¼gunlu¼gu

I : Bir kümenin alt kümelerinin bir ideali

I� : S¬f¬r do¼gal yo¼gunluklu pozitif tamsay¬kümelerinin oluştur-

du¼gu ideal

If : Sonlu elemanl¬pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu ideal

Id : S¬f¬r logaritmik yo¼gunluklu pozitif tamsay¬kümelerinin oluş-

turdu¼gu ideal

I� limxn : Bir metrik uzayda al¬nan bir (xn) dizisinin I-limiti
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1: G·IR·IŞ

Klasik yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n yan¬ s¬ra ölçüm, küme ve benzeri araçlar kul-

lan¬larak bu kavrama yak¬n birçok yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Temeli

pozitif tamsay¬lar¬n do¼gal yo¼gunlu¼gu kavram¬na dayanan, dizilerin adi anlamda

yak¬nsakl¬k kavram¬ndan farkl¬olan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ndan bahsede-

cek olursak bunun için önce yo¼gunluk kavram¬ndan bahsetmemiz gerekir.

Yo¼gunluk kavram¬ oldukça geni̧s bir kavram olup asimptotik yo¼gunluk, do¼gal

yo¼gunluk, düzgün yo¼gunluk, rasyonel ve reel say¬lar¬n yo¼gunlu¼gu, oran kümelerinin

yo¼gunlu¼gu vb. gibi birbirinden farkl¬ birçok şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r. Pozitif

tamsay¬lar kümesinde; Buck taraf¬ndan genelleştirilmi̧s asimptotik yo¼gunluk ve

Freedman taraf¬ndan da yo¼gunluk aksiyomatik olarak tan¬mlan¬p, baz¬yo¼gunluk

fonksiyonlar¬n¬n özellikleri ve yo¼gunluk için toplamsall¬k özelli¼gi verilmi̧stir (Buck,

1953; Freedman, 1981).

Reel say¬dizileri için istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n içeri¼gi ilk kez birbirinden ba¼g¬ms¬z

olarak Fast ve Steinhaus taraf¬ndan verilmi̧stir (Fast, 1951 ve Steinhaus, 1951).

Buck ve Schoenberg taraf¬ndan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬reel ve kompleks

diziler için; Maddox taraf¬ndan da herhangi bir Hausdor¤ lokal konveks topolojik

vektör uzay¬ndaki diziler için verilmi̧stir (Buck, 1953; Schoenberg, 1959;Maddox,

1988).

Bir limit noktas¬ndan sonsuz defa ve s¬n¬rs¬zca uzaklaşabilen, rastgele sal¬n¬mlar

sergileyebilen bir dizi klasik anlamda yak¬nsak olmasa bile istatistiksel yak¬nsak

olabilir ya da istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n araçlar¬yard¬m¬yla modellenebilir. Zyg-

mund bu tip bir yak¬nsakl¬¼g¬, "hemen hemen yak¬nsakl¬k" olarak adland¬rm¬̧s

ve kuvvetli toplanabilme ile bu yak¬nsakl¬k aras¬nda bir ili̧ski ortaya koymuştur

(Zygmund, 1979). Fridy, Śal¼at, Connor, Maddox, Rath ve Tripathy taraf¬ndan is-

tatistiksel yak¬nsakl¬k ve toplanabilme aras¬nda ba¼g¬nt¬kurulmuş, Fridy, Rath ve

Tripathy taraf¬ndan da istatistiksel Cauchy dizileri üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Fridy,

1985; 1993; Śal¼at, 1980; Connor, 1988; Maddox, 1988; Rath ve Tripathy, 1994).

Fridy çal¬̧smas¬nda istatistiksel monotonluk kavram¬na girmi̧s ancak istatistik-
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sel yak¬nsakl¬k için monoton yak¬nsakl¬k teoremi Tripathy taraf¬ndan verilmi̧stir

(Fridy, 1993; Tripathy, 1998).

Fridy ve Orhan istatistiksel yak¬nsak bir dizinin yak¬nsak olmas¬için gerekli ve

yeterli koşulun st-lim inf x = st-lim supx olmas¬d¬r düşüncesi ile ba¼glant¬l¬olarak

istatiksel üst limit ve istatiksel alt limit kavramlar¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r (Fridy ve

Orhan, 1997).

Tripathy, Mursaleen ve Edely double dizilerin istatiksel yak¬nsakl¬¼g¬tan¬m¬n¬ve

double diziler için istatiksel Cauchy dizisi tan¬m¬n¬verip baz¬özelliklerini inceleye-

rek istatiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli Cesaro toplanabilir double diziler aras¬ndaki

ba¼glant¬y¬oluşturmuşlard¬r (Tripathy, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003).

Das vd. bir double dizinin tüm istatiksel limit noktalar¬n¬n kümesinin yap¬s¬n¬in-

celemi̧slerdir (Das vd., 2009). Günümüzde istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ilgili birçok

çal¬̧sma yay¬mlanmakta ve konu aktif bir araşt¬rma alan¬olarak de¼gerlendirilmek-

tedir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n, pozitif tamsay¬kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼guna ili̧skin

olmas¬ve do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan pozitif tamsay¬kümelerinin ailesinin bir ideal

oluşturmas¬gerçe¼ginden yola ç¬k¬larak, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir genellemesi

olacak biçimde "ideal yak¬nsakl¬k (I-yak¬nsakl¬k)" kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r.

I-yak¬nsakl¬k ilk olarak Kostyrko vd. taraf¬ndan klasik metrik uzaylardaki diziler

için tan¬mlanm¬̧s olup istatiksel yak¬nsakl¬¼g¬n da ötesinde oldukça genel bir yak¬n-

sakl¬k tipidir (Kostyrko vd., 2000). Bu kavram¬tan¬mlamak için N do¼gal say¬lar

kümesinin alt kümelerinin ideal I kavram¬n¬kullanm¬̧slar ve metrik uzaylardaki

dizilerin I-yak¬nsakl¬¼g¬n¬, bu yak¬nsakl¬¼g¬n baz¬özelliklerini çal¬̧sm¬̧slard¬r. Bir-

birinden ba¼g¬ms¬z olarak Gürdal ve Dems bir metrik uzayda I-Cauchy dizisinin

içeri¼gini vermi̧s ve metrik uzaydaki bir dizinin I-yak¬nsak olmas¬ için gerekli

ve yeterli koşulun I-Cauchy olmas¬d¬r gerekti¼gini göstermi̧slerdir (Gürdal, 2004;

Dems, 2004).

Ayr¬ca Kostyrko vd., istatistiksel limit ve istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n bir
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genellemesi olacak biçimde bir dizinin I-limit noktas¬ve I-y¬¼g¬lma noktas¬kavram-

lar¬n¬da tan¬mlam¬̧slar ve bu kavramlar¬n temel özelliklerini incelemi̧slerdir (Kostyrko

vd., 2005).

�alát vd., istatistiksel yak¬nsakl¬k teorisindeki baz¬sonuçlar¬I-yak¬nsakl¬k aç¬s¬n-

dan ele alm¬̧slar (�alát vd., 2004); Tripathy I-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬double dizilere

geni̧sletmi̧stir (Tripathy, 2005).

Nabiev vd. I-Cauchy dizilerini dikkate alarak di¼ger baz¬özellikleri ispatlam¬̧slard¬r

(Nabiev vd., 2007). Das double dizilerde I-yak¬nsakl¬k kavram¬çal¬̧sm¬̧st¬r (Das,

2008a, b).

2-normlu uzaylar normlu uzaylar¬n bir genellemesi olup fonksiyonel analizde önemli

bir yer tutmaktad¬r. 2-metrik uzay ve 2-normlu uzay kavramlar¬ilk olarak Gähler

taraf¬ndan verilmi̧stir (Gähler, 1963; 1964; 1965). 2-normlu uzaylarda 2-Banach

uzaylar¬n¬ise White çal¬̧sm¬̧st¬r (White, 1968; 1969). O y¬llarda 2-Banach uzay-

lar¬üzerine bir çal¬̧sma da Gähler taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r (Gähler, 1969). Siddiqi

bu konu hakk¬nda birçok konferansta çeşitli sunumlar yapm¬̧st¬r. Gähler, Siddiqi

ve Gupta haz¬rlad¬klar¬makalede bu konu ile ilgili önemli sonuçlar vermi̧slerdir

(Gähler vd., 1975). 1977 y¬l¬na kadar olan sonuçlar Siddiqi taraf¬ndan özetlen-

mi̧stir (Siddiqi, 1980).

Temeli 2-normlu uzaylara dayanan 2-iç çarp¬m uzay¬ilk defa Diminnie vd. taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧s, her 2-iç çarp¬m uzay¬n¬n bir 2-normlu uzay oldu¼gu gösterilmi̧s ve bu

konuyla ilgili olarak çal¬̧smalar yap¬lmaya devam edilmi̧stir (Diminnie vd., 1973;

1974; 1976; 1977). Diminnie ve White, Gähler�den ayr¬olarak 2-normlu uzaylarda

2-iç çarp¬mlar¬elde etmi̧slerdir (Diminnie ve White, 1982). White ve Cho lineer

2-normda lineer dönüşümler üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r (White ve Cho, 1984).

Kim doktora tezinde lineer 2-normlu uzaylar üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r (Kim, 1990).

Kim vd. lineer 2-normlu uzaylar üzerindeki lineer operatorleri incelemi̧slerdir

(Kim vd., 1992). Freese ve Cho taraf¬ndan da lineer 2-normlu uzaylar¬n özellik-

leri incelenmi̧stir (Freese ve Cho, 1994).
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Genelleştirilmi̧s 2-normlu uzaylar üzerindeki lineer operatörlerin yeniden düzen-

lenip geni̧sletilmesi Lewandowska taraf¬ndan incelenmi̧stir (Lewandowska, 1999).

Ayn¬şekilde lineer 2-normlu uzaylar üzerindeki baz¬sonuçlar Elumalai ve Asha

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Elumalai ve Asha, 2000). Lewandowska genelleştirilmi̧s

2-normlu uzaylar¬n temel özelliklerini Freese, Gähler gibi birçok matematikçinin

makaleleri yard¬m¬yla tekrar düzenlemi̧stir (Lewandowska, 2001).

Bu yap¬lan çal¬̧smalara ek olarak normlu uzaylar ve 2-normlu uzaylar ile ilgili bir

çok çal¬̧sma Raymond vd. nin lineer 2-normlu uzaylar¬n geometrisi adl¬kitapta

toplanm¬̧st¬r (Raymond vd., 2001).

Chu vd. lineer 2-normlu uzaylarda alan¬koruyan dönüşüm kavram¬n¬göstermek

için uygun olan 2-izometri kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r (Chu vd., 2004). Gürdal

ve Pehlivan 2-Banach uzay¬nda istatiksel yak¬nsak dizileri ve istatiksel Cauchy

dizilerini içeren kümeleri elde etmi̧slerdir (Gürdal ve Pehlivan, 2004). Son za-

manlarda 2-normlu uzaylar matemati¼gin farkl¬dallar¬nda da geli̧sme göstermi̧stir.

Örne¼gin olas¬l¬ksal normlu uzaylar teorisi Golet taraf¬ndan 2-normlu uzaylara

geni̧sletilmi̧stir (Golet, 2005).

Gürdal, I-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬2-normlu uzaylara geni̧sletmi̧stir (Gürdal, 2006).

Şahiner vd. 2-normlu uzaylarda I-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r (Şahiner

vd., 2007). Balcerzak vd., fonksiyon dizilerinin I-yak¬nsakl¬¼g¬n¬ incelemi̧slerdir

(Balcerzak vd., 2007). Gürdal ve Aç¬k taraf¬ndan 2-normlu uzaylarda I-Cauchy

dizileri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Gürdal ve Aç¬k, 2008). Gürdal ve Şahiner taraf¬ndan I-s¬n¬rl¬

dizi, I-alt limit ve I-üst limit tan¬mlar¬verilmi̧stir (Gürdal ve Şahiner, 2008).

2-normlu uzaylarda Gürdal ve Pehlivan istatiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬çal¬̧sm¬̧s-

lard¬r (Gürdal ve Pehlivan, 2009). Ayr¬ca Gürdal vd. 2-Banach uzayda yaklaş¬m

teorisini çal¬̧sm¬̧slard¬r (Gürdal vd., 2009). Ayr¬ca Savaş ideal yak¬nsakl¬k ve or-

licz fonksiyonunu kullanarak 2-normlu uzaylarda fark dizi uzaylar¬n¬incelemi̧stir

(Savaş, 2010).

Lineer n-normlu uzay kavram¬ilk olarak 2-normlu uzaylar¬n bir genellemesi olarak
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Misiak taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Misiak, 1989a, b). Bunlarla

birlikte Gunawan ve Mashadi genellikle Gähler, Diminnie ve White�¬n yay¬n-

lanm¬̧s olan makalelerinden faydalanarak n-normlu uzaylar¬ geli̧stirmi̧slerdir ve

n � 2 olmak üzere her n-normlu uzay¬n bir (n � 1)-normlu uzay oldu¼gunu

yani, tümevar¬mla her n = 1; :::; n� 1 için bir (n� r)-normlu uzay oldu¼gunu in-

celemi̧slerdir (Gunawan ve Mashadi, 2001b). Chu vd. lineer n-normlu uzaylarda

hacim dönüşümünü koruyan kavram¬göstermek için uygun n-izometri kavram¬n¬

tan¬mlad¬lar (Chu vd., 2004). Chen ve Song lineer n-normlu uzaylarda n-izometri

kavram¬n¬vermi̧slerdir (Chen ve Song, 2010).

Son y¬llarda yap¬lan bu yo¼gun çal¬̧smalar, lineer 2-normlu uzaylar¬n ve n-normlu

uzaylar¬n önemli bir yere sahip oldu¼gunu aç¬k bir biçimde ortaya koymaktad¬r.

Haz¬rlanan bu doktora tez çal¬̧smas¬nda ise ilk olarak n-normlu uzaylarda ideal

Cauchy dizilerinden yararlan¬larak ideal denklik kavram¬ ve baz¬ özellikleri ile

ideal Cauchy dizilerinin ideal denklik s¬n¬f¬kümeleri ile ilgili baz¬kavram ve teo-

rilerine yer verilmi̧stir. Ayr¬ca n-normlu uzaylarda ideal düzgün süreklilik kavram¬

tan¬mlanm¬̧s ve n-normlu uzaylar¬n tamlaşt¬r¬lmas¬ile ilgili teori ideal yak¬nsakl¬k

yard¬m¬yla verilmi̧stir.
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2: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak metrik, norm, yak¬nsakl¬k ile ilgili baz¬temel kavramlar

ve sonuçlar¬verilmi̧stir. ·Ikinci olarak 2-normlu uzay¬n tan¬m¬ve baz¬özellikleri

ile beraber n � 2 için n-normlu uzaylar ile ilgili baz¬temel kavram ve sonuçlara

yer verilmi̧stir.

Son olarak istatiksel ve ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬ve baz¬örnekleri verilmi̧stir.

2:1: 2-Normlu ve n-Normlu Uzaylar

Tan¬m 2:1:1: X bir küme olmak üzere � : X�X ! R fonksiyonu her x; y; z 2 X

için

i) � reel de¼gerli, sonlu ve negatif olmayan,

ii) � (x; y) = 0, x = y;

iii) � (x; y) = � (y; x) ;

iv) � (x; y) � � (x; z) + � (z; y)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde bir metrik olarak adland¬r¬l¬r ve (X; �) ikilisine

de metrik uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:2: Bir X = (X; �) metrik uzay¬nda bir (xk) dizisini ele alal¬m. E¼ger

lim
k!1

� (xk; x) = 0

olacak şekilde bir x 2 X noktas¬ mevcut ise (xk) dizisine yak¬nsakt¬r denir

(Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:3: Bir X = (X; �) metrik uzay¬nda bir (xk) dizisini ele alal¬m. E¼ger

her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k her m; k > N için

� (xk; xm) < "

olacak şekilde N = N (") mevcut ise (xk) dizisine Cauchy dizisi denir (Kreyszig,

1989).

6



Tan¬m 2:1:4: X = (X; �) ve eX = ( eX;e�) iki metrik uzay olsun.
i) X den eX içine bir T dönüşümü gözönüne alal¬m. E¼ger T dönüşümü uzakl¬klar¬

koruyor, yani Tx ve Ty s¬ras¬yla x ve y nin görüntüleri olmak üzere, her x; y 2 X

için e� (Tx; Ty) = � (x; y)
ise T dönüşümüne bir izometrik dönüşüm yada izometri denir.

ii) X den eX üzerine birebir ve örten bir izometrinin var olmas¬halinde X uzay¬eX uzay¬ile izometriktir denir. Bu durumda X ve eX uzaylar¬izometrik uzaylar

ad¬n¬al¬r (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:5: Verilen bir X uzay¬üzerinde tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonu

aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa

(N1) kxk = 0, x = 0;

(N2) k�xk = j�j kxk, � 2 K;

(N3) Her x; y 2 X için kx+ yk � kxk+ kyk

k:k fonksiyonuna bir norm, k:k normu üzerinde tan¬mlanan X lineer uzay¬na

normlu lineer uzay denir ve (X; k:k) ile gösterilir. k:k fonksiyonu reel de¼gerli

fonksiyondur (Kreyszig, 1989).

Tan¬m 2:1:6: X; 2 � d < 1 boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun. X üzerinde

k:; :k : X �X ! R fonksiyonu

i) kx; yk = 0 olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x ve y nin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r,

ii) kx; yk = ky; xk ;

iii) k�x; yk = j�j kx; yk ; � 2 R;

iv) kx; y + zk � kx; yk+ kx; zk

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa k:; :k fonksiyonuna 2-norm ve (X; k:; :k) ikilisine de bir 2-

normlu uzay denir. 2-normlu uzay¬n bir standart örne¼gi aşa¼g¬daki 2-normla do-

nat¬lan R2 dir:

kx; yk := 0; x ve y vektörlerinin oluşturdu¼gu üçgenin alan¬
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veya

x ve y vektörlerinin oluşturdu¼gu paralelkenar¬n alan¬n¬n yar¬s¬

d¬r.

(X; k:; :k) 2-normlu uzayda her x; y 2 X ve � 2 R için kx; yk � 0 ve kx; y + �xk =

kx; yk özellikleri sa¼glan¬r. E¼ger x; y ve z lineer ba¼g¬ml¬ ise (d = 2 oldu¼gunda)

kx; y + zk = kx; yk+ kx; zk veya kx; y � zk = kx; yk+ kx; zk elde edilir (Gähler,

1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Bir (X; k:; :k) 2-normlu uzay¬için aşa¼g¬da verilen bir dizinin limiti kavram¬ndan

faydalanarak bir topoloji elde edilebilir.

Tan¬m 2:1:7: E¼ger her y 2 X için lim
k!1

kxk � x; yk = 0 ise X deki bir (xk) dizisi

x de¼gerine yak¬nsakt¬r denir. Böyle bir durumda, lim
k!1

xk := x yaz¬l¬r ve (xk)

dizisinin limiti x dir denir (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

2-normlu uzaylarda yak¬nsak bir dizinin limitinin tek oldu¼gunu gösterelim: (xk)

dizisinin X deki iki farkl¬x ve y limitlerine yak¬nsad¬¼g¬n¬kabul edelim.

kx� y; zk 6= 0 olacak şekilde z 2 X seçelim. kxN � x; zk < 1
2
kx� y; zk ve

kxN � y; zk < 1
2
kx� y; zk olacak şekilde yeteri kadar büyük N 2 N alal¬m. O

zaman, üçgen eşitsizli¼ginden

kx� y; zk � kx� xN ; zk+ kxN � y; zk

<
1

2
kx� y; zk+ 1

2
kx� y; zk = kx� y; zk

elde edilir. Bu mümkün olmad¬¼g¬ndan, lim
k!1

xk tek olmal¬d¬r.

Şimdi ise bir 2-normlu uzayda yak¬nsak dizileri tan¬mlayal¬m. Boyutu 2 � d <

1 olan 2-normlu X uzay¬ için fu1; :::udg bir baz olsun. Tan¬mlanan bu baz

yard¬m¬yla aşa¼g¬da 2-normlu uzaylardaki yak¬nsakl¬k kavram¬için baz¬karakte-

rizasyonlar hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Teorem 2:1:8: X deki bir (xk) dizisinin X deki bir x eleman¬na yak¬nsak olmas¬
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için gerekli ve yeterli koşul her i = 1; :::; d için limk!1 kxk � x; uik = 0 olmas¬d¬r

(Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Teorem 2:1:8 in devam¬ndan aşa¼g¬daki ifade elde edilir.

Teorem 2:1:9: X deki bir (xk) dizisinin X deki bir x eleman¬na yak¬nsak olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul

lim
k!1

max fkxk � x; uik : i = 1; :::; dg = 0

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Bu verilen gerçek bizi Gunawan ve Mashadi (2001a) taraf¬ndan tan¬mlanan X

üzerindeki bir norm tan¬m¬na götürür. X üzerinde fu1; :::; udg baz¬yla bir norm

tan¬mlayabiliriz. k:k1 normunu

kxk1 := max fkx; uik : i = 1; :::; dg

şeklinde tan¬mlayabiliriz.

Gerçekten,

i) kxk1 = 0 olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x = 0 olmas¬d¬r,

ii) k�xk1 = j�j kxk1, � 2 R,

iii) Her x; y 2 X için kx+ yk1 � kxk1 + kyk1
oldu¼gundan k:k1 norm koşullar¬n¬sa¼glar.

Genelde 1 � p � 1 için, X üzerinde k:kp normunu

kxkp :=
(

dX
i=1

kx; uikp
)1=p

biçiminde tan¬mlayabiliriz. Bu normlar¬s¬ras¬yla sonsuz norm ve p norm olarak

tan¬mlayaca¼g¬z. X sonlu boyutlu oldu¼gunda bu normlar denktir. Burada ü-

zerinde durmam¬z gereken önemli di¼ger durum, bu normlar¬n adi norm özellik-

lerini sa¼glamas¬na ra¼gmen de¼ger olarak adi normlardan farkl¬olmas¬d¬r. Ayr¬ca

9



burada baz¬n seçimi önemli de¼gildir. X için başka fv1; :::; vdg şeklinde bir baz

seçilir ve k:k1 normu bu baza ait olarak tan¬mlan¬rsa, sonuçta elde edilen norm

fu1; :::; udg baz¬na ait olan tan¬mlamaya denk olacakt¬r.

Böylece k:k1 normu için bir başka karakterizasyon aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Teorem 2:1:10: X de bir (xk) dizisinin x 2 X eleman¬na yak¬nsak olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul limk!1 kxk � xk1 = 0 olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi,

2001a).

Tan¬mlanan k:k1 normu yard¬m¬yla, x merkezli r yar¬çapl¬Bfu1;:::;udg aç¬k yuvar¬

Bfu1;:::;udg (x; r) := fy : kx� yk1 < rg

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bfu1;:::;udg aç¬k yuvar¬kullan¬larak Teorem 2:1:10 aşa¼g¬daki şekilde verilebilir.

Teorem 2:1:11: X de bir (xk) dizisinin x 2 X de¼gerine yak¬nsak olmas¬ için

gerekli ve yeterli koşul her " > 0 ve k � N için xk 2 Bfu1;:::;udg (x; ") olacak

şekilde en az bir N pozitif tamsay¬s¬mevcuttur (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Dolay¬s¬yla yukar¬da verilenler de kullan¬larak şu sonuca ulaş¬labilir: Her sonlu

boyutlu 2-normlu uzay bir normlu uzayd¬r ve bunlar¬n topolojileri ile k:k1 aras¬nda

bir ili̧ski vard¬r. Bu durumu bir örnekle inceleyelim.

Örnek 2:1:12: X = R2; kx; yk := x ve y vektörlerinden meydana gelen paralelke-

nar¬n alan¬olarak alal¬m. Bu aç¬kça

kx; yk = jx1y2 � x2y1j ; x = (x1; x2) ; y = (y1; y2)

formülüyle verilebilir.

R2 için fi; jg standart baz¬al¬ns¬n. O zaman, kx; ik = jx2j ve kx; jk = jx1j ; ve

fi; jg baz¬na ait k�k1 normu

kxk1 = max fjx1j ; jx2jg ; x = (x1; x2)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece, burada tan¬mlanan k:k1 normu R2 üzerindeki

düzgün norm ile tamamen ayn¬d¬r. Bundan dolay¬, Bfi;jg (x; r) küresi x merkez-

li r yar¬çapl¬bir karedir. Elde edilen norm R2 üzerindeki Öklid normuna denk

oldu¼gu için, yukar¬daki 2-norm ile donat¬lan R2 Öklid düzleminden başka biŗsey

ifade etmez sonucuna var¬l¬r.

Daha genel olarak Gunawan veMashadi taraf¬ndan aşa¼g¬daki teorem elde edilmi̧stir

(Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Teorem 2:1:13: kx; yk := x ve y den meydana gelen paralelkenar¬n alan¬nda�
Rd; k:; :k

�
2-normlu uzay¬bir normlu uzayd¬r ve bunun normu Öklid normuna

denktir (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

·Ispat. Her x = (x1; :::; xd) ve y = (y1; :::; yd) 2 Rd için kx; yk 2-normu

kx; yk =

8<:
 

dX
i=1

x2i

! 
dX
j=1

y2j

!
�
 

dX
i=1

xiyi

!29=;
1=2

formülü ile verilebilir. Rd için fe1; :::; edg standart baz olsun. O zaman, her bir

j = 1; :::; d için

kx; ejk =
( 

dX
i=1

x2i

!
� x2j

)1=2
elde ederiz ve fe1; :::; edg ile ilgili olarak tan¬mlanan k:k1 normu

kxk1 = max

8<:
( 

dX
i=1

x2i

!
� x2j

)1=2
: j = 1; :::; d

9=;
dir. Şimdi Rd üzerinde Euclidean normu k:kE tan¬mlans¬n. O zaman tüm x 2 Rd

için

kxk1 � kxkE �
p
2 kxk1

dur. Tan¬mlanan normun Öklid normuna denk oldu¼gu do¼grulan¬r.

Bu k¬s¬mda Raymond vd. ne göre lineer 2-normlu uzaylardaki Cauchy dizisi ve

dizi yak¬nsakl¬¼g¬ üzerine baz¬ tan¬mlar¬ ve baz¬ özelliklerini verelim (Raymond
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vd., 2001).

Tan¬m 2:1:14: X lineer 2-normlu uzay¬nda herhangi bir (xk) dizisi alal¬m. E¼ger

her z 2 X için

lim
k;m!1

kxk � xm; zk = 0

ise (xk) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd.; 2001).

Tan¬m 2:1:15: E¼ger lineer 2-normlu X uzay¬nda her Cauchy dizisi X de bir x

de¼gerine yak¬nsak ise (X; k:; :k) ikilisine 2-Banach uzay¬denir (Raymond vd.; 2001).

Teorem 2:1:16: (X; k:; :k) bir lineer 2-normlu uzay olmak üzere a; b de¼gerlerine

göre (xk) ve (yk) 2-normlu X uzay¬nda Cauchy dizileri ise

i) (kxk; ak) ve (kxk; bk) birer reel Cauchy dizisidir,

ii) (�k) bir reel Cauchy dizisi olmak üzere (xk+yk) ve (�kxk) dizileri X de Cauchy

dizileridir (Raymond vd.; 2001).

Teorem 2:1:17:Her (X; k:; :k) lineer 2-normlu uzay¬nda aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

i) xk ! x, k !1 ve yk ! y, k !1 ise k !1 için xk + yk ! x+ y,

ii) xk ! x, k !1 ve �k ! �, k !1 ise k !1 için �kxk ! �x,

iiii) boyX � 2 ve k ! 1 için xk ! x ve xk ! y ise x = y dir (Raymond

vd.; 2001).

Teorem 2:1:18: 2 boyutlu her lineer 2-normlu uzay tan¬mland¬¼g¬cisim alt¬nda

tam ise bir 2-Banach uzay¬d¬r (Raymond vd.; 2001).

Teorem 2:1:19: (X; k:; :k) bir lineer 2-normlu uzay olsun. Her bir x 2 X için

lim
k!1

kxk � x; dk = 0

ise (kxk � x; dk) bir yak¬nsak dizidir (Raymond vd.; 2001).

Teorem 2:1:20: E¼ger lim
k!1

kxk � x; dk = 0 ise lim
k!1

kxk; dk = kx; dk dir (Raymond

vd.; 2001).

Şimdi de n-normlu uzaylarda temel kavramlar¬verelim. Gunawan ve Mashadi
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(2001 (b)) n � 2 için verilen bir n-normlu uzaydan (n� 1)-norm elde etmenin ba-

sit bir yolunu sunmuş ve her n-normlu uzay¬n bir (n� 1)-normlu uzay oldu¼gunu

göstermi̧stir. Ayr¬ca belirli baz¬koşullar alt¬nda n-normdan (n� 1)-norm elde

edilebilir oldu¼gunu, bu yolla n-normdaki yak¬nsakl¬¼g¬n ve taml¬¼g¬n elde edilen

(n� 1)-normdakine denk oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Tan¬m 2:1:21: n 2 N ve X, d � n boyutlu bir reel vektör uzay¬olsun (Burada d

yi sonsuz olarak alabiliriz). Xn üzerinde aşa¼g¬daki dört özelli¼gi sa¼glayan k�; :::; �k

reel de¼gerli fonksiyonuna X üzerinde bir n-norm ve (X; k�; :::; �k) ikilisine de n-

normlu uzay denir:

i) kx1; :::; xnk = 0, x1; :::; xn lineer ba¼g¬ml¬,

ii) kx1; :::; xnk permütasyon alt¬nda de¼gi̧smez,

iii) 8 � 2 R için kx1; x2; :::; xn�1; �xnk = j�j kx1; :::; xn�1; xnk,

iv) kx1; :::; xn�1; y + zk � kx1; :::; xn�1; yk+kx1; :::; xn�1; zk (Gunawan veMashadi,

2001b)

n-normlu uzay¬n bilinen bir örne¼gi aşa¼g¬daki n-norm ile tan¬mlanm¬̧s Rn dir. Her

i = 1; :::; n için xi = (xi1; :::; xin) 2 Rn olmak üzere n-norm

kx1; :::; xnkE := mutlak

0BBB@
���������
x11 ::: x1n
...

. . .
...

xn1 ::: xnn

���������

1CCCA
şeklinde tan¬mlan¬r. Burada E ifadesi öklid uzay¬n¬ ifade etmektedir. Dikkat

edilirse, (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda, her x1; :::; xn 2 X ve �1; :::; �n�1 2 R

için

kx1; :::; xnk � 0

ve

kx1; :::; xnk = kx1; :::; xn�1; xn + �1x1 + :::+ �n�1xn�1k

özellikleri sa¼glan¬r.

Uyar¬2:1:22: n- normlu k�; :::; �k uzay¬nda bir fa1; :::; ang lineer ba¼g¬ms¬z kümesini

13



alal¬m. Xn�1 üzerinde tan¬mlanan k�; :::; �k1 fonksiyonu

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; aik : i = 1; :::; ng

ile tan¬mlan¬r.

Bu tan¬mlanan k�; :::; �k1 normuna göre aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 2:1:23: X üzerinde k�; :::; �k1 fonksiyonu bir (n� 1)-norm tan¬mlar (Gu-

nawan ve Mashadi, 2001b).

Sonuç 2:1:24: Her r = 1; 2; :::; n � 1 için her n-normlu uzay bir (n� r)-normlu

uzay¬d¬r. Özel olarak, her n-normlu uzay bir normlu uzayd¬r (Gunawan ve

Mashadi, 2001b).

Uyar¬2:1:25: Genelde 1 � p � 1 olmak üzere

kx1; :::; xn�1kp :=
(

nX
i=1

kx1; :::; xn�1; aikp
) 1

p

fonksiyonu ayn¬ zamanda X üzerinde bir (n� 1)-norm tan¬mlar. Bu (n� 1)-

normlar n tane a1; :::; an vektörlerinin ayn¬kümesini kullanmak koşuluyla k�; :::; �k1
normuna denktir. Baz¬durumlarda, e¼ger n vektörlerin farkl¬kümeleri kullan¬l¬rsa

(n� 1)-norma denk olmas¬mümkün olmayabilir.

Şimdi de n-norm kavram¬için standart durumu ele alal¬m. X uzay¬d � n boyutlu

bir reel iç çarp¬m uzay¬olsun. X deki standart n-norm

kx1; :::; xnkS :=

���������
hx1; x1i � � � hx1; xni
...

. . .
...

hxn; x1i � � � hxn; xni

���������

1
2

ile Gunawan ve Mashadi (2001b) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada X = Rn ise,

bu n-norm Öklid n-normu ile tamamen ayn¬d¬r.

Şimdi yukar¬da verilen norma göre geometrik yap¬y¬verelim. Verilmi̧s olan n-
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norm,

i) n = 1 için kx1kS = hx1; x1i
1
2 adi normu, yani x1 in uzunlu¼gunu,

ii) n = 2 için kx1; x2kS =
�
kx1k2S kx2k

2
S � hx1; x2i

2	 1
2 standart 2-normu, yani x1

ve x2 taraf¬ndan gerilen paralelkenar¬n alan¬n¬,

iii) n = 3 için kx1; x2; x3kS = kx1; x2; x3kE normunu, yani x1; x2; x3 taraf¬ndan

gerilen paralelyüzün hacmini verir.

Genelde, kx1; :::; xnkS X deki x1; :::; xn ler taraf¬ndan gerilen n-boyutlu para-

lelyüzün hacmini belirtir.

Şimdi fe1; :::; eng X üzerinde bir ortogonal küme olsun. O halde, Teorem 2:1:23

ifadesinden

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; eikS : i = 1; :::; ng

fonksiyonu X üzerinde bir (n� 1)-norm tan¬mlar. Bu norma göre, aşa¼g¬daki teo-

rem elde edilir.

Teorem 2:1:26: Bir X standart n-norm üzerinde fe1; :::; eng baz¬na göre tan¬m-

lanan k�; :::; �k1 (n�1)-normu standart k�; :::; �kS (n�1)-normuna denktir. Yani,

her x1; :::; xn�1 2 X için

kx1; :::; xn�1k1 � kx1; :::; xn�1kS �
p
n kx1; :::; xn�1k1

dur (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Şimdi sonlu boyutlu durum için n-norm kavram¬n¬inceleyelim. (X; k�; :::; �k) sonlu

boyutlu n-normlu uzaylar için n-normdan bir (n � 1)-normun elde edilmesini

hat¬rlayal¬m. X de n � m � d olacak şekilde bir lineer ba¼g¬ms¬z fa1; :::; amg

kümesi alal¬m. fa1; :::; amg ifadesine göre

kx1; :::; xn�1k1 := max fkx1; :::; xn�1; aik : i = 1; :::;mg
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ile Xn�1 üzerinde k�; :::; �k1 fonksiyonu tan¬mlan¬r.

Teorem 2:1:23 den k�; :::; �k1 fonksiyonu X üzerinde bir (n� 1)-norm tan¬mlar.

Tan¬m 2:1:27: (X; k�; :::; �k) n-normlu uzaydaki bir (xk) dizisi her z1; :::; zn�1 2 X

için

lim
k!1

kxk � x; z1; :::; zn�1k = 0

koşulunu sa¼glarsa x 2 X eleman¬na n-normda yak¬nsakt¬r denir (Gunawan ve

Mashadi, 2001b).

Aşa¼g¬daki önerme n-normdaki yak¬nsakl¬ktan (n� 1)-normdaki k�; :::; �k1 yak¬n-

sakl¬¼g¬n elde edilmesini verir.

Önerme 2:1:28: (xk) dizisi n-normda bir x 2 X eleman¬na yak¬nsak ise (xk) ayn¬

zamanda k�; :::; �k1 (n� 1)-normda x eleman¬na yak¬nsakt¬r, yani her z1; :::; zn�2 2

X için

lim
k!1

kxk � x; z1; :::; zn�2k1 = 0

d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Teorem 2:1:29: Bir X standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak

olmas¬için gerekli ve yeterli koşul k�; :::; �k1 (n� 1)-normda yak¬nsak olmas¬d¬r

(Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Sonuç 2:1:30: Bir standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak ol-

mas¬için gerekli ve yeterli koşul standart (n� 1)-normda yak¬nsak olmas¬d¬r ve

tümevar¬m metodu ile her r = 1; :::; n� 1 için standart (n� r)-normda yak¬nsak

olmas¬d¬r. Özellikle, standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬nsak

olmas¬ için gerek ve yeter koşul k�kS := h�; �i
1
2 adi normda yak¬nsak olmas¬d¬r

(Gunawan ve Mashadi, 2001b).

(X; k�; :::; �k) sonlu boyutlu n-normlu uzay¬için de benzer sonuç elde edilir. X

için bir baz fb1; :::; bdg olsun. fb1; :::; bdg ile Xn�1 üzerinde k�; :::; �kon fonksiyonu

kx1; :::; xn�1kon := max fkx1; :::; xn�1; bik : i = 1; :::; dg
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şeklinde tan¬mlans¬n. O zaman, k�; :::; �kon fonksiyonu X üzerinde bir (n� 1)-

norm tan¬mlar.

Önerme 2:1:31: X sonlu boyutlu n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yak¬n-

sak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul k�; :::; �kon (n� 1)-normda dizinin yak¬nsak

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Sonuç 2:1:32: Bir standart n-normlu X uzay¬ üzerinde k�; :::; �k1 ; k�; :::; �kon
(n� 1)-normlar¬ve k�; :::; �kS standart (n� 1)-normu denktir. Sonuç olarak, bir

standart n-normlu X uzay¬üzerinde tan¬ml¬bir dizinin n-normda yak¬nsak ol-

mas¬için gerekli ve yeterli koşul bu tan¬mlanan üç tane (n� 1)-normun birinde

yak¬nsak olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Şimdi Gunawan veMashadi (2001b) taraf¬ndan verilen n-normlu uzaylarda Cauchy

dizisi ve taml¬k kavramlar¬n¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2:1:33: Her z1; :::; zn�1 2 X için

lim
k;m!1

kxk � xm; z1; :::; zn�1k = 0

ise (X; k�; :::; �k) n-normlu uzaydaki bir (xk) dizisine n-norma göre bir Cauchy

dizisi denir. E¼ger X de her Cauchy dizisi bir x 2 X de¼gerine yak¬nsak ise n-

norma göre X uzay¬na tamd¬r denir. Tam n-normlu uzaya bir n-Banach uzay¬

denir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Gunawan ve Mashadi (2001a) nin 2-normlu uzaylarda verdi¼gi aşa¼g¬daki iki sonuç

n-normlu uzaylar¬n genelleştirilmesi olarak benzer metotlarla verilebilir.

Teorem 2:1:34: (X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir (xk) dizisinin

X deki bir x eleman¬na yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul her i = 1; :::; n

için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat. Her i = 1; :::; n için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 olsun. O zaman her

x1; :::; xn�2 2 X ve i = 1; 2; :::; n için lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; aik = 0 d¬r. Her
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z 2 X ve �1; :::; �n 2 R için z = �1a1 + ::: + �nan yaz¬labilir. Üçgen eşitsizli¼gini

kullanarak, her k 2 N için

kxk � x; x1; :::; xn�2; zk � j�1j kxk � x; x1; :::; xn�2; a1k+ :::

+ j�nj kxk � x; x1; :::; xn�2; ank

elde edilir. Yani her x1; :::; xn�2 2 X ve z 2 X için

lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2; zk = 0

d¬r. Teoremin gereklili¼gi aç¬kt¬r.

Teorem 2:1:34 ün devam¬ndan aşa¼g¬daki ifadeyi elde ederiz.

Teorem 2:1:35: (X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir (xk) dizisinin

X deki x eleman¬na yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

lim
k!1

kxk � x; x1; :::; xn�2k1 = 0

olmas¬d¬r (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

2:2: ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda yo¼gunluk ve istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ ile beraber ideal

yak¬nsakl¬k tan¬m¬ve örnekleri verilmi̧stir.

Tan¬m 2:2:1: K, N nin bir alt kümesi ve Kn := fk � n : k 2 Kg olsun. Buna

göre K kümesinin s¬ras¬yla alt ve üst yo¼gunlu¼gu;

� (K) = lim
n!1

inf
jKnj
n

ve � (K) = lim
n!1

sup
jKnj
n

olarak verilir. jKnj
n
dizisinin limitinin var olmad¬durumunda, bu limiteK kümesinin

do¼gal yo¼gunlu¼gu denir ve � (K) ile gösterilir. Yani � (K) = � (K) = � (K) eşitlik-
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lerinin sa¼glanmas¬halinde K � N kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu;

� (K) = lim
n!1

jKnj
n

= lim
1

n
n!1

jfk � n : k 2 Kgj

dir (Niven vd., 1991).

Tan¬m 2:2:2: A � N; t; s tamsay¬ ve t � 0; s � 1 olsun. A \ [t+ 1; t+ s]

kümesinin eleman say¬s¬A (t+ 1; t+ s) olarak belirtilsin.

�s = lim
t!1

inf A (t+ 1; t+ s) ; �s = lim
t!1

supA (t+ 1; t+ s) (2.2.2)

olmak üzere

u (A) = lim
s!1

�s
s
ve u (A) = lim

s!1

�s

s
(2.2.3)

s¬ras¬yla A n¬n alt ve üst düzgün yo¼gunluklar¬olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger u (A) =

u (A) =: u (A) ise ortak olan u (A) say¬s¬na A kümesinin düzgün yo¼gunlu¼gu denir

(Brown ve Freedman, 1990).

Tan¬m 2:2:3: A � N için

d (A) = lim
n!1

inf
1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
ve d (A) = lim

n!1
sup

1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
(2.2.4)

say¬lar¬na s¬ras¬yla A kümesinin alt ve üst logaritmik yo¼gunlu¼gu denir. E¼ger

d (A) = d (A) =: d (A) ise

d (A) = lim
n!1

1

lnn

X
a2A; a�n

1

a
(2.2.5)

say¬s¬na A kümesinin logaritmik yo¼gunlu¼gu denir (Halberstam ve Roth, 1966).

Tan¬m 2:2:4: Her " > 0 için,

�(fk 2 N :j xk � L j� "g) = 0
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yani

lim
n!1

1

n
j fk � n :j xk � L j� "g j= 0

ise x = fxkg dizisi L ye istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve st�limx = L ile gösterilir

(Fast, 1951).

Örnek 2:2:5: x = (xk) dizisi

xk =

8<: k ; k = n2 ; n 2 N

0 ; k 6= n2

şeklinde tan¬mlans¬n. 1
2
den küçük olacak şekilde herhangi bir " > 0 için

K = fk 2 N :j xk � 0 j� "g = f1; 4; 9; 16; : : :g

al¬n¬r. Burada K kümesinin yo¼gunlu¼gu �(K) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla x dizisi L = 0

de¼gerine istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani st�limx = 0 d¬r. Ayn¬zamanda bu dizinin

" komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan elemanlar¬sonsuz say¬da oldu¼gundan yak¬nsak de¼gildir.

O halde istatistiksel yak¬nsak her dizinin yak¬nsak olamayaca¼g¬söylenebilir. Di¼ger

taraftan yak¬nsak her dizinin istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu sonlu say¬daki kümenin

do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r oldu¼gundan söylenebilir (Fridy, 1985).

Teorem 2:2:6: (xk) reel bir dizi olsun. Bu durumda st� limxk = L olmas¬için

gerek ve yeter koşul � (K) = 1 ve lim
n!1

xkn = L olacak şekilde bir K = fk1 < k2 <

::: < kn < :::g � N kümesinin mevcut olmas¬d¬r (�alát, 1980).

Tan¬m 2:2:7: Bir reel say¬dizisinin istatistiksel limiti s¬f¬ra eşitse diziye istatis-

tiksel s¬f¬r dizisi denir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k herhangi bir metrik uzay üzerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lan¬r.

Tan¬m 2:2:8: (X; �) bir metrik uzay; (xk), X uzay¬nda bir dizi ve x 2 X olsun.

Her bir " > 0 için

�fk 2 N : � (xk; x) � "g = 0
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eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa xn dizisi x noktas¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve st �

limxk = x yaz¬l¬r (Kostyrko vd., 2000).

Bu tan¬ma göre

st� limxk = x, st� lim � (xk; x) = 0

yaz¬labilir. Yani, herhangi bir " > 0 verildi¼ginde � (xk; x) < " kal¬r.

Fridy (1985)�nin reel istatistiksel Cauchy dizisi tan¬m¬ndan yararlan¬larak her-

hangi bir metrik uzayda bir istatistiksel Cauchy dizisi aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2:2:9: (X; �) bir metrik uzay ve (xk), X uzay¬nda bir dizi olsun. Her

" > 0 say¬s¬için

�fk 2 N : � (xk; xN) � "g = 0

olacak şekilde bir N = N (") 2 N say¬s¬varsa (xk) bir istatiksel Cauchy dizisidir

denir (Gürdal, 2004; Dems, 2004).

Teorem 2:2:10: Bir (X; �) metrik uzay¬ndaki (xk) dizisi için aşa¼g¬daki koşullar

denktir:

i) (xk) bir istatiksel Cauchy dizisidir,

ii) Her bir " > 0 için m; k =2 D iken � (xm; xk) < " olacak şekilde � (D) = 0

koşulunu sa¼glayan bir D � N kümesi vard¬r (Dems, 2004).

I-yak¬nsakl¬k kavram¬n¬verebilmek için önce ideal ve �ltre tan¬mlar¬verilecektir.

Tan¬m 2:2:11: P (N) do¼gal say¬lar kümesinin kuvvet kümesi olmak üzere I �

P (N) ailesi için

i) ; 2 I;

ii) A;B 2 I ise A [B 2 I (toplamsall¬k),

iii) A 2 I ve B � A ise B 2 I (kal¬tsall¬k),

koşullar¬sa¼glan¬yorsa I; N de bir ideal olarak adland¬r¬l¬r (Kuratowski, 1966).

Yukar¬daki tan¬mdaki (ii) den ; 2 I olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger N =2 I ise I ideali öz
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ideal olarak adland¬r¬l¬r. Buna göre P (N) d¬̧s¬ndaki bütün idealler öz idealdir.

; ve P (N) aşikar olan ideallerdir. ; ve P (N) in d¬̧s¬ndaki ideallere gerçek ideal

denir.

Her x 2 N için fxg 2 I ise, yani I ideali N nin tüm sonlu alt kümelerini içeriyorsa

uygun ideal olarak adland¬r¬l¬r (Kostyrko vd.; 2000).

I ideali kapsamaya göre maksimal olan bir öz ideal ise maksimal ideal ad¬n¬al¬r

(Kostyrko vd.; 2000).

Şimdi ideale dual bir kavram olan �ltre tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2:2:12: F � P (N) ailesi için

i) ; =2 F ,

ii) Her A;B 2 F için A \B 2 F ,

iii) Her A 2 F ve A � B için B 2 F

koşullar¬sa¼glan¬yorsa F ye N de bir �ltre denir (Nagata, 1974).

I ile F aras¬ndaki ili̧skiyi aşa¼g¬daki önerme aç¬kca vermektedir.

Önerme 2:2:13: I, N de bir öz ideal olsun.

F (I) = fM � N : 9A 2 I 3M = N n Ag (2.2.6)

ailesi N de I ideali ile ilgili �ltredir (Kostyrko vd., 2000).

Tan¬m 2:2:14: I � P (N) N de bir öz ideal olsun. x = (xk) reel de¼gerli bir dizi

ve � 2 R olsun. E¼ger her " > 0 için,

A (") = fk 2 N : jxk � �j � "g 2 I (2.2.7)

ise x dizisi � say¬s¬na I-yak¬nsakt¬r denir ve I-limxk = � şeklinde yaz¬l¬r (Kostyrko

vd., 2000).

Şimdi ideal kavram¬n¬ sa¼glayan, do¼gal say¬lar¬n alt kümelerinin farkl¬l¬klar¬n¬
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gösterelim.

Örnek 2:2:15: If , N nin tüm sonlu altkümelerinin ailesi olsun. Bilindi¼gi gibi

klasik yak¬nsakl¬kta limit noktas¬n¬n komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan eleman say¬s¬sonlu

bir de¼gerdir. Ölçüm teorisinde bunun dizinin tüm terimlerine oran¬bilindi¼gi gibi

s¬f¬rd¬r. Bu özelli¼ge sahip kümeler ideal tan¬m¬ndaki özelikleri sa¼glar. Bu nedenle

If -yak¬nsakl¬k klasik yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧sidir. If ; kapsamaya göre en

küçük uygun idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Örnek 2:2:16: I� = fA � N : � (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir. Bilindi¼gi

gibi istatistiksel yak¬nsakl¬kta limit noktas¬n¬n komşulu¼gu d¬̧s¬nda kalan eleman

say¬s¬sonlu veya tüm eleman say¬s¬na göre daha az bir de¼gerdir. Ancak sonlu

olmas¬gerekmez sonsuz da olabilir. Ölçüm teorisinde bunun dizinin tüm terim-

lerine oran¬bilindi¼gi gibi s¬f¬rd¬r. Yak¬nsakl¬k ise hemen hemen bir yak¬nsakl¬k

türüdür. Bu özelli¼ge sahip kümeler ideal tan¬m¬ndaki özellikleri sa¼glar. Bu ne-

denle I�-yak¬nsakl¬k istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genelleştirilmi̧sidir (Kostyrko vd.,

2000).

Örnek 2:2:17: Iu = fA � N : u (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir. Iu-

yak¬nsakl¬k düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬l¬r (Kostyrko vd.,

2000).

Örnek 2:2:18: I0 = f;g olmak üzere I0 ideali N de minimal idealdir. x = (xn)

dizisinin I0-yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x in sabit dizi olmas¬d¬r

(Kostyrko vd., 2000).

Örnek 2:2:19: m 2 N olmak üzere, m say¬s¬n¬bulundurmayan kümelerin oluş-

turdu¼gu aile bir maksimal idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Bu ideal, uygun ideal de¼gildir. Çünkü fmg kümesi bu ideale ait de¼gildir. Her-

hangi bir x dizisi m inci eleman¬na bu ideal üzerinden I-yak¬nsakt¬r.

Örnek 2:2:20: Id = fA � N : d (A) = 0g ailesi N de bir uygun idealdir ve Id�ya-

k¬nsakl¬k logaritmik istatistiksel yak¬nsakl¬k olarak adland¬r¬l¬r (Kostyrko et al.,
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2000).

Örnek 2:2:21: I-yak¬nsakl¬¼g¬n¬n geni̧s bir s¬n¬f¬ şu şekilde elde edilebilir. T =

ftn;kgn;k2N regüler negatif olmayan bir matris olsun. A � N olmak üzere her

n 2 N için �(n)T (A) =
P1

k=1 tn;k{A (k) dir. E¼ger limn!1�
(n)
T (A) = �T (A) limiti

varsa �T (A); A n¬n T -yo¼gunlu¼gu olarak adland¬r¬l¬r. I�T = fA � N : �T (A) = 0g

olsun. I�T ; N nin do¼gal bir ideali ve I�T özel durumlarda I� yak¬nsakl¬¼g¬n¬içerir

(Kostyrko vd., 2000).
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3: 2-NORM ve n-NORMLU UZAYLARDA ·IDEAL YAKINSAKLIK

Bu bölümde Şahiner vd., Gürdal ve Şahiner taraf¬ndan 2-normlu ve n-normlu u-

zaylarda I-yak¬nsakl¬k ve I-Cauchy kavramlar¬ile ilgili baz¬teoremler ve sonuçlara

yer verilmi̧stir (Şahiner vd. 2007; Gürdal ve Şahiner, 2008).

Tan¬m 3:1: I � 2N, N nin bir gerçek ideali olsun. E¼ger her " > 0 ve X deki z

için A(") = fk 2 N : kxk � x; zk � "g 2 I ise X, 2-normlu uzay¬ndaki fxkg dizisi

x de¼gerine I-yak¬nsakt¬r denir.

Şimdi iki normlu uzaylarda bir I-yak¬nsakl¬k örne¼gi verelim.

Örnek 3:2: I = I� olsun. (X; k:; :k) 2-normlu uzay¬nda

xk =

8<: (0; k) ; k = n2; n 2 N

(0; 0) ; k 6= n2

tan¬mlans¬n ve L = (0; 0) ve z = (z1; z2) olsun. Her " > 0 ve z 2 X için

fk 2 N : kxk � L; zk � "g � f1; 4; 9; 16; : : : ; k2; :::g

d¬r.

Her " > 0 ve z 2 X için � fk 2 N : kxk � L; zk � "g = 0 elde ederiz. Bu da

st � lim
k!1

kxk; zk = kL; zk oldu¼gunu ifade eder. Fakat (xk) dizisi L ye yak¬nsak

de¼gildir.

(X; k:; :k) 2�normlu uzay¬nda alaca¼g¬m¬z bir dizinin I�limit alt¬nda toplama ve

skalerle çarpma i̧slemine göre lineer oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 3:3: I bir uygun ideal olsun. Her z 2 X için

i) E¼ger I� lim
k!1

kxk; zk = kx; zk, I� lim
k!1

kyk; zk = ky; zk ise I� lim
k!1

kxk+yk; zk =

kx+ y; zk;

ii) I � lim
k!1

k�xk; zk = k�x; zk; � 2 R:
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·Ispat. i) " > 0 olsun. Her z 2 X için

K1 = K1 (") :=
n
k 2 N : kxk � x; zk �

"

2

o
ve

K2 = K2 (") :=
n
k 2 N : kyk � y; zk �

"

2

o
olmak üzere K1; K1 2 I d¬r.

K = K (") := fk 2 N : k (xk + yk)� (x+ y) ; zk � "g

olsun. K � K1 [K2 olur ve ispat tamamlan¬r.

ii) � 2 R ve � 6= 0 olmak üzere I � lim
k!1

kxk; zk = kL; zk olsun. O zaman

�
k 2 N : kxk � L; zk �

"

j�j

�
2 I

d¬r. Tan¬m 3:1 den

fk 2 N : k�xk � �L; zk � "g =
�
k 2 N : kxk � L; zk �

"

j�j

�

eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬I ya aittir. Böylece her bir z 2 X için

I � lim
k!1

k�xk; zk = k�L; zk

dir.

u = fu1; :::udg X için bir baz olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 3:4: I bir uygun ideal olsun. X deki bir (xk) dizisi x 2

X de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul her i = 1; :::; d için

I � lim
k!1

kxk � x; uik = 0 olmas¬d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:4 ü ve k:k1 normu kullanarak Yard¬mc¬Teorem 3:5 i elde

ederiz.
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Yard¬mc¬Teorem 3:5: I bir uygun ideal olsun. X deki bir (xk) dizisi x 2 X

de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul I � lim
k!1

kxk � xk1 = 0

olmas¬d¬r.

Bu (x; ") aç¬k yuvar¬n¬kullanarak Yard¬mc¬Teorem 3:5 ten Yard¬mc¬Teorem 3:6

elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 3:6: I bir uygun ideal olsun. X deki bir (xk) dizisi x 2 X

de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

A (") = fk 2 N : xk =2 Bu (x; ")g

kümesinin I ya ait olmas¬d¬r.

Tan¬m 3:7: I � 2N, N nin bir gerçek ideali olsun. E¼ger her " > 0 ve z 2 X için

�
k 2 N : kxk � xN(";z); zk � "

	
2 I

koşulunu sa¼glayan birN = N ("; z) say¬s¬varsaX in (xk) dizisineX de I�Cauchy

dizisi denir.

Teorem 3:8: I bir uygun ideal olsun. k:; :k yada k:k1 normunda verilen X deki

bir (xk) I�Cauchy dizisi için,

i) (xk) dizisi (X; k:; :k) uzay¬nda I�yak¬nsakt¬r,

ii) (xk) dizisi (X; k:k1) uzay¬nda I�yak¬nsakt¬r

ifadeleri denktir.

·Ispat. Yard¬mc¬Teorem 3:5 ten, 2-normdaki I�yak¬nsakl¬k k:k1 normuna göre

denktir. Yani

I � lim
k!1

kxk � x; zk = 0, 8z 2 X , I � lim
k!1

kxk � xk1

dur. E¼ger (xk) dizisi k:k1 a göre I�Cauchy dizisi ise (xk) n¬n 2�norma göre

I�Cauchy dizisi oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

27



Şimdi de n-normlu uzaylarda I�yak¬nsakl¬k, I�Cauchy ve baz¬özellik ve örnek-

lerini verelim.

(X; k�; :::; �k) bir n-normlu uzay olsun. Aksi belirtilmedikçe 2 � n � d <1 olmak

üzere X, d boyutlu bir uzay olsun.

Tan¬m 3:9: I � 2N, N nin bir gerçek ideali olsun. X in fxkg dizisi her " > 0 ve

x1; x2; :::xn�1 2 X için

A(") = fn 2 N : kxk � x; x1; x2; :::xn�1k � "g 2 I

ise fxkg dizisi x e I�yak¬nsakt¬r denir. E¼ger fxkg dizisi x de¼gerine yak¬nsak ise

I � limk!1 kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k = 0 veya I � limk!1 kxk; x1; x2;:::; xn�1k =

kx; x1; x2;:::; xn�1k yaz¬l¬r. x say¬s¬fxkg dizisinin I�limitidir denir.

Sonuç 3:10: I bir uygun ideal ise (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬n¬n yak¬nsakl¬¼g¬,

(X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬n¬n I�yak¬sakl¬¼g¬n¬gerektirir.

Şimdi X deki hangi yak¬nsakl¬k aksiyomlar¬n¬n X in I�yak¬nsakl¬¼g¬nda da sa¼g-

land¬¼g¬na bakacak olursak,

(S) X n-normlu uzay¬nda her (x; x; :::; x; :::) sabit dizisi x de¼gerine yak¬nsar.

(H) n�normlu X uzay¬ndaki her yak¬nsak dizinin limiti tektir.

(F ) (xk)k2N 2 X dizisinin limiti X deki bir x noktas¬ise (xk) dizisinin bütün alt

dizileri ayn¬noktada limite sahiptir.

(U) (xk)k2N 2 X dizisinin her bir alt dizisi x 2 X de¼gerine yak¬nsayan bir alt

diziye sahipse (xk) dizisi de x 2 X de¼gerine yak¬nsar.

Önerme 3:11: X n-normlu uzay¬n¬n en az 2 noktas¬oldu¼gunu varsayal¬m. I �2X

de bir uygun ideal olsun.

i) X deki I�yak¬nsakl¬k S, H ve U koşullar¬n¬sa¼glar.

ii) E¼ger I sonsuz bir küme içeriyorsaX deki I�yak¬nsakl¬k F koşulunu sa¼glamaz.
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·Ispat. (S) aşikard¬r. (H) yi gösterelim.

Her A1; A2 2 I için (N n A1) ve (N n A2) kümeleri I n¬n �ltresine ait oldu¼gundan

(N n A1) \ (N n A2) 6= ; oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x1 6= x2 olmak üzere

x1; x2 2 X iki limit noktas¬olsun. x1 � x2 ve x1; :::; xn�1 lineer ba¼g¬ms¬z olmak

üzere

0 < 2" < kx1 � x2; x1; :::; xn�1k

koşulunu sa¼glayan bir " için

A1 = fk 2 N : kxk � x1; x1; x2; :::; xn�1k � "g 2 I;

A2 = fk 2 N : kxk � x2; x1; x2; :::; xn�1k � "g 2 I

olsun. Buda (N n A1) ve (N n A2) kümeleri I n¬n �ltresine ait oldu¼gundan A1 ve

A2 komşuluklar¬n¬n ayr¬k olmas¬gerçe¼giyle çeli̧sir.

(U) nun sa¼glanmad¬¼g¬n¬kabul edelim. O zaman her x1; x2; :::; xn�1 2 X için

A ("0) = fk 2 N : kxk � x; x1; x2; :::; xn�1k � "0g 6= I

olacak şekilde bir " > 0 vard¬r. Fakat I uygun bir ideal oldu¼gundan A ("0) sonsuz

bir kümedir. A ("0) = fn1 < n2 < ::: < ni < :::g ve i 2 N için yi = xni olsun. O

zaman n-normlu X uzay¬nda fyigi2N ; fxkg n¬n x de¼gerine I�yak¬nsak olan bir

alt kümesi d¬̧s¬nda bir alt kümesidir.

ii) A = fk1 < k2 < ::: < ki < :::g 2 I bir sonsuz küme ve B = N n A =

fm1 < m2 < ::: < mi < :::g olsun. I gerçek ideal oldu¼gundan B kümesi de son-

suzdur. Burada (xk) dizisini x1; x2 2 X ve x1 6= x2 olacak şekilde tan¬mlayal¬m

ve i2N için xki = x1; xmi
= x2 olsun. Böylece I � lim

i!1
kxki ; x1; x2;:::; xn�1k =

kz1; x1; x2;:::; xn�1k ve I � lim
i!1

kxmi
; x1; x2;:::; xn�1k = kz2; x1; x2;:::; xn�1k elde

edilir.
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Örnek 3:12: I = I� olsun. (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda (xn) dizisi

xn =

8<: (0; :::; k) ; k = i2; i 2 N

(0; :::; 0) ; k 6= i2

şeklinde tan¬mlans¬n ve x = (0; :::; 0) olsun. Her " > 0 ve x1; x2;:::; xn�1 2 X için

fk 2 N : kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k � "g � f1; 4; 9; 16; : : : ; k2; :::g

d¬r. Her " > 0 ve z 2 X için � fk 2 N : kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k � "g = 0 elde

ederiz. Bu da I � lim
k!1

kxk; x1; x2;:::; xn�1k = kx; x1; x2;:::; xn�1k oldu¼gunu ifade

eder. Fakat (xn) dizisi x e yak¬nsak de¼gildir.

(X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda alaca¼g¬m¬z bir dizinin I�limit alt¬nda toplama

ve skalerle çarpma i̧slemine göre lineer oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 3:13: I bir uygun ideal olsun. Her x1; x2;:::; xn�1 2 X için

i) E¼ger I� lim
k!1

kxk�x; x1; x2;:::; xn�1k = 0 ve I� lim
k!1

kyk�y; x1; x2;:::; xn�1k = 0

ise I � lim
k!1

k (xk + yk)� (x+ y) ; x1; x2;:::; xn�1k = 0 ve

ii) a 2 R için I � lim
k!1

ka (xk � x) ; x1; x2;:::; xn�1k = 0 d¬r.

·Ispat. (i) " > 0 olsun. Her x1; x2;:::; xn�1 2 X için A1; A2 2 I olmak üzere

A1 = A1 (") :=
n
k 2 N : kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k �

"

2

o
ve

A2 = A2 (") :=
n
k 2 N : kyk � y; x1; x2;:::; xn�1k �

"

2

o
şeklinde tan¬mlayabiliriz. Burada A kümesini

A = A (") := fk 2 N : k (xk + yk)� (x+ y) ; x1; x2;:::; xn�1k � "g

biçiminde tanumlarsak A � A1 [ A2 olur ve ispat tamamlan¬r.
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(ii) a 2 R ve a 6= 0 olmak üzere I � lim
k!1

kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k = 0 olsun. O

zaman �
k 2 N : kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k �

"

jaj

�
2 I

oldu¼gundan

fk 2 N : kaxk � ax; x1; x2;:::; xn�1k � "g

fk 2 N : jaj kxk � ax; x1; x2;:::; xn�1k � "g

=

�
k 2 N : kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k �

"

jaj

�
2 I

elde edilir. Böylece her x1; x2;:::; xn�1 2 X için

I � lim
k!1

ka (xk � x) ; x1; x2;:::; xn�1k = 0

d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:14: I bir uygun ideal olsun. Her i = 1; 2; :::; n için I �

lim
k!1

kx1; x2;:::; xn�2;xk�x; aik = 0 olmas¬için gerekli ve yeterli koşul X n�normlu

uzay¬ndaki (xk) dizisinin x 2 X de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬d¬r.

·Ispat. (xk) 2 X dizisi I�yak¬nsak olsun. O zaman her x1; x2;:::; xn�1 2 X

ve i = 1; 2; :::; n için I � lim
k!1

kxk � x; x1; x2;:::; xn�1k = 0 olur. Her z 2 X ve

�1; �2; :::; �n 2 R için z = �1x1 + �2x2 + ::: + �nun şeklinde yaz¬labilir. Üçgen

eşitsizli¼gini kullan¬larak her k 2 N için

kx1; x2;:::; xn�2;xk � x; zk = j�1j kx1; x2;:::; xn�2;xk � x; u1k+ :::

+ j�nj kx1; x2;:::; xn�2;xk � x; unk

dir. E¼ger her " > 0 ve i = 1; 2; :::; n için

A (") = fk 2 N : kx1; x2;:::; xn�2;xk � x; uik � "g 2 I
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ise üstteki eşitsizlikten

fk : kx1; x2;:::; xn�2; xk � x; zk � "g � fj�1j kx1; x2;:::; xn�2; xk � x; u1k � "g [ :::

[fn : j�nj kx1; x2;:::; xn�2; xk � x; unk � "g

elde edilir. Üstteki ifadenin sa¼g taraf¬ideale ait oldu¼gundan sol taraf¬da ideale

aittir.

Bu da yard¬mc¬teoremin ispat¬n¬tamamlar.

Yard¬mc¬Teorem 3:14 den ve k:; :::; :k1 normundan aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem

verilebilir.

Yard¬mc¬Teorem 3:15: I bir uygun ideal olsun. X deki bir (xk) dizisi x 2 X

de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

I � lim
k!1

kx1; x2;:::; xn�2; xk � xk1 = 0

olmas¬d¬r.

Bu (x; ") aç¬k yuvar¬kullan¬larak aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 3:16: I bir uygun ideal olsun. X deki bir (xk) dizisi x 2 X

de¼gerine I�yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

A (") = fk 2 N : xk =2 Bu (x; ")g

kümesinin I ya aittir olmas¬d¬r.

Tan¬m 3:17: I � 2N, N nin bir gerçek ideali olsun. E¼ger her " > 0 ve z 2 X için

�
k 2 N : kxk � xN(";z); x1; x2;:::; xn�1k � "

	
2 I

koşulunu sa¼glayan birN = N ("; z) say¬s¬varsaX in (xk) dizisineX de I�Cauchy

dizisi denir.
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·Ideal ve I�yak¬nsakl¬kla ilgili baz¬örnekler verelim.

i) If , N nin sonlu alt kümelerinin bir ailesi olsun. O zaman If , N de uygun

idealdir ve If Cauchy dizisi n-normlu uzaylardaki Cauchy dizisi ile çak¬̧s¬r.

ii) I� = fA � N : � (A) = 0g olsun. O zaman I�, N de uygun idealdir ve I�
Cauchy dizisi n-normlu uzaylardaki istatistiksel Cauchy dizisi ile çak¬̧s¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3:18: Herhangi bir (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda her I�

Cauchy dizisinin I�yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşul her I�Cauchy

dizisinin k�; :::; �k1 normuna göre I�yak¬nsak olmas¬d¬r.

·Ispat. n-norma göre I�yak¬nsakl¬k kavram¬k�; :::; �k1 normuna göre I�yak¬nsak

kavram¬yla denktir. Yani her x1; x2;:::; xn�1 2 X için

I � lim
k!1

kx1; x2;:::; xn�2; xn�1; xk � xk = 0

, I � lim
k!1

kx1; x2;:::; xn�2; xk � xk1

olmas¬d¬r. (xk) dizisi k�; :::; �k1 normuna göre I�Cauchy dizisi ise (xk) dizisinin

n-normuna göre I�Cauchy dizisi oldu¼gunu göstermek yeterlidir.
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4: L·INEER n-NORMLUUZAYLARINTAMLAŞTIRILMASININ ·IDEAL

YAKINSAKLIK KARAKTER·IZASYONU

Bu bölümde düzgün sürekli n-norm ve ideal denk diziler tan¬mlanarak, ideal

yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla lineer n-normlu uzaylar¬n tamlaşt¬r¬lmas¬incelenmi̧stir.

Tan¬m 4:1: E¼ger her z1; z2; :::; zn�1 2 X için

lim
k!1

kxk � l; z1; z2; :::; zn�1k = 0

limiti mevcut ise n-normlu (X; k�; :::; �k) uzay¬nda bir fxkg dizisi bir l 2 X de¼ge-

rine yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 4:2: E¼ger her z1; z2; :::; zn�1 2 X için

lim
k!1

kxk � xl; z1; z2; :::; zn�1k = 0

ise n-normlu (X; k�; :::; �k) uzay¬nda bir fxkg dizisi Cauchy dizisi olarak adland¬r¬l¬r.

I, gerçek bir ideal olsun.

Tan¬m 4:3: (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda fxkg bir dizi olsun. E¼ger her " > 0

ve s¬f¬rdan farkl¬z1; z2; :::; zn�1 2 X için

fk 2 N : kxk � L; z1; z2; :::; zn�1k � "g 2 I

ise o zaman fxkg dizisi L ye ideal yak¬nsakt¬r denir ve

I � lim
k!1

X(xk) = L

yaz¬l¬r.

Tan¬m 4:4: (X; k�; :::; �k) lineer n-normlu uzay¬nda fxkg bir dizi olsun. E¼ger her
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" > 0; s¬f¬rdan farkl¬z1; z2; :::; zn�1 2 X ve her m � N için

fk 2 N : kxk � xm; z1; z2; :::; zn�1k � "g 2 I

olacak şekilde bir N = N("; z1; z2; :::; zn�1) say¬s¬varsa fxkg dizisi X de bir ideal

Cauchy dizisidir.

Teorem 4:5: fxkg ve fykg n-normlu bir uzayda iki ideal Cauchy dizisi olsun. �

skaler olmak üzere fxk + ykg ve f�xkg da ideal Cauchy dizileridir.

·Ispat. E¼ger fxkg ve fykg; (X; k�; :::; �k) normlu uzay¬nda ideal Cauchy dizileri

ise her " > 0; z1; z2; :::; zn�1 2 X ve her m � N için

K1 =
n
k 2 N : kxk � xm; z1; z2; :::; zn�1k �

"

2

o
2 I

ve

K2 =
n
k 2 N : kyk � ym; z1; z2; :::; zn�1k �

"

2

o
2 I

olacak şekilde N = N("; z1; z2; :::; zn�1) say¬s¬mevcuttur.

K = K(") = fk 2 N : k(xk + yk)� (xm + ym); z1; z2; :::; zn�1k � "g

oldu¼gundan K � K1 [K2 elde edilir.

Son olarak fxkg bir I- Cauchy dizisi ise f�xkg dizisinin de I- Cauchy dizisi oldu¼gu

yukar¬dakine benzer şekilde gösterilebilir.

Tan¬m 4:6: Bir lineer (X; k�; :::; �k) n-normlu uzay¬nda fxkg ve fykg iki ideal

Cauchy dizisi olsun.

fk 2 N : k � N(U) ve xk � yk =2 Ug 2 I

olacak şekilde s¬f¬r¬n her U komşulu¼gunda bir N(U) tamsay¬s¬varsa bu iki dizi
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ideal denktir denir. Bu da her z1; z2; :::; zn�1 2 X için

I � lim
k!1

kxk � yk; z1; z2; :::; zn�1k = 0

ifadesine denktir. E¼ger fxkg ve fykg ideal denk ise fxkg
I� fykg ile gösterilir.

Sonuç 4:7: (X; k�; :::; �k) lineer n-normlu uzay olsun. E¼ger fakg
I� fxkg ve fbkg

I�

fykg denk ise � 2 R için fak + bkg
I� fxk + ykg ve f�akg

I� f�xkg d¬r.

·Ispat. fakg
I� fykg ve fbkg

I� fykg oldu¼gundan her " > 0 ve z1; z2; :::; zn�1 2 X

için

K1 =
n
k 2 N : kak � xk; z1; z2; :::; zn�1k �

"

2

o
ve

K2 =
n
k 2 N : kbk � yk; z1; z2; :::; zn�1k �

"

2

o
olmak üzere K1, K2 2 I dir.

K = K(") = fk 2 N : k(ak + bk)� (xk + yk); z1; z2; :::; zn�1k � "g

olsun. K � K1 [K2 ve f�akg
I� f�xkg nin ispatlar¬kolayca gösterilebilir.

X deki ideal dizilerin bütün denklik s¬n¬�ar¬n¬ bX ile gösterelim. bx; by vb. bX n¬n

elemanlar¬olsun. bX üzerindeki toplam ve skalerle çarp¬m şu şekilde gösterilir.

i) bx+ by = fxkg 2 bx ve fykg 2 by olmak üzere fxk + ykg ya ideal denk olan bütün
dizilerin kümesidir.

ii) �bx = fxkg 2 bx olmak üzere f�xkg ya ideal denk olan bütün dizilerin küme-
sidir.

Sonuç 4:7 den bu iki özellik bx ve by elemanlar¬n¬n seçimlerinden ba¼g¬ms¬z olduk-
lar¬ndan iyi tan¬ml¬d¬r. Buradan bX bir lineer uzayd¬r.

Sonuç 4:8: (X; k�; :::; �k) lineer n-normlu uzay¬nda fxkg bir ideal Cauchy dizisi
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olsun. z1; z2; :::; zn�1 2 X için

I � lim
k!1

fkxk; z1; z2; :::; zn�1kg

vard¬r.

Teorem 4:9: (X; k�; :::; �k) lineer n-normlu uzay¬nda fx1(k)g ve fx2(k)g iki ideal

Cauchy dizisi ideal denk ise her z1; z2; :::; zn�1 2 X için

I � lim
k!1

kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k = I � lim
k!1

kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k

dir.

·Ispat. n-norm özelli¼ginden

kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k = kx1(k) � x2(k) + x2(k); z1; z2; :::; zn�1k

� kx1(k) � x2(k); z1; z2; :::; zn�1k+ kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k

olup

kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx1(k) � x2(k); z1; z2; :::; zn�1k

ve

kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx2(k) � x1(k); z1; z2; :::; zn�1k

elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi elde ederiz:

�
k 2 N :

��kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k�� � "	
�

�
k 2 N : kx2(k) � x1(k); z1; z2; :::; zn�1k � "

	
:

�
x1(k)

	
ve
�
x2(k)

	
ideal denk olduklar¬ndan

�
k 2 N : kx2(k) � x1(k); z1; z2; :::; zn�1k � "

	
2 I
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ve sonuç olarak aşa¼g¬daki ifadenin ispat¬tamamlan¬r:

�
k 2 N :

��kx2(k); z1; z2; :::; zn�1k � kx1(k); z1; z2; :::; zn�1k�� � "	 2 I:
Lineer n-normlu uzaylar¬n tamlaşt¬r¬lmas¬konusunda çal¬̧s¬rken kaŗs¬laş¬lan önemli

problemlerden birisi X deki herhangi n için I-Cauchy dizilerinin

I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

limitinin olup olmad¬¼g¬sorusudur. Bu problem, üzerinde düzgün sürekli n-normlar

tan¬mlanan uzaylar için çözülmüştür.

Bundan sonra en az¬ndan bir pseudo n- normlu uzaya tamlanabilen uzaylar gös-

terilecektir.

Tan¬m 4:10: Her " > 0 ve x1i � x1j; x2i � x2j; :::; xni � xnj 2 U" (1 � i; j � n)

özelli¼gine sahip herhangi x1i; x2i; :::; xni; x1j; x2j; :::; xnj için

fk 2 N : jkx1i; x2i; :::; xnik � kx1j; x2j; :::; xnjkj � "g 2 I

olacak şekilde 0 ¬n U" komşulu¼gu mevcut ise X lineer uzay üzerinde tan¬ml¬bir

k:; :::; :kn-norma ideal düzgün sürekli ad¬verilir.

Tan¬m 4:11: Pseudo n- norm bir n-normun x1; x2; :::; xn lineer ba¼g¬ms¬z olmak

üzere

kx1; x2; :::; xnk = 0

koşulu d¬̧s¬ndaki bütün şartlar¬n¬sa¼glayan reel bir fonksiyondur.

Yard¬mc¬Teorem 4:12: E¼ger X bir ideal düzgün sürekli n-norma sahip lineer

uzay ise X de
�
x1(k)

	
;
�
x2(k)

	
; :::;

�
xn(k)

	
herhangi I-Cauchy dizileri için

I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

mevcuttur.
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Yard¬mc¬Teorem 4:13: E¼ger X lineer uzay¬bir ideal düzgün sürekli n-norm

içeriyorsa

�
x1(k)

	 I�
�
a1(k)

	
;
�
x2(k)

	 I�
�
a2(k)

	
; ::
�
xn(k)

	 I�
�
an(k)

	
;

ideal Cauchy dizilerinin denklik çiftleri için

I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k = I � lim
k!1

ka1(k); a2(k); :::; an(k)k

vard¬r.

E¼ger X düzgün sürekli n-norm içeren bir lineer uzay ise her bx1; bx2; :::; bxn 2 bX içinbX uzay¬nda reel de¼gerli bir fonksiyonu

kbx1; bx2; :::; bxnk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

biçiminde tan¬mlayabiliriz. Burada
�
x1(k)

	
2 bx1;�x2(k)	 2 bx2; :::;�xn(k)	 2 bxn

d¬r. Bu fonksiyon bx1; bx2; :::; bxn elemanlar¬n¬n seçiminden ba¼g¬ms¬z ve limit var
oldu¼gundan iyi tan¬ml¬d¬r. Üstte tan¬mlanan fonksiyon bX uzay¬için bir pseudo

n- normdur (Bu fonksiyonun n-norm olup olmad¬¼g¬halen bir sorudur).

Teorem 4:14:
�
x1(k)

	
2 bx1;�x2(k)	 2 bx2; :::;�xn(k)	 2 bxn ideal Cauchy dizileri

olmak üzere X ideal düzgün sürekli n- normlu lineer uzay ise

kbx1; bx2; :::; bxnk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

fonksiyonucX uzay¬nda bir pseudo n- normdur.

·Ispat. i) bx1; bx2; :::; bxn lineer ba¼g¬ml¬ise
kbx1; bx2; :::; bxnk = I � lim

k!1
kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

= 0

yazabiliriz.
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ii)

kbx1; bx2; :::; bxnk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

oldu¼gundan ve kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k permütasyon alt¬nda de¼gi̧smeli oldu¼gundan

kbx1; bx2; :::; bxnk da bu koşulu sa¼glar.
iii)

kbx1; bx2; :::; �bxnk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; �xn(k)k

= I � lim
k!1

j�j kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

= j�j kbx1; bx2; :::; �bxnk
dir.

iv)

kbx1; bx2; :::; bxn�1; by + bzk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; x(n�1)(k); (y + z)(k)k

� I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; x(n�1)(k); y(k)k

+I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; x(n�1)(k); z(k)k

= kbx1; bx2; :::; bxn�1; byk+ kbx1; bx2; :::; bxn�1; bzk
olur. x1 = x2 = ::: = xk = ::: olmak üzere bX0 ideal Cauchy dizisi fxkg y¬içeren

denklik s¬n¬�ar¬ndan oluşan bX n¬n bir alt kümesidir. Bu şekilde bir dizi ideal

denklik s¬n¬f¬olabilir. E¼ger bx1; bx2; :::; bxn 2 bX0 ve e¼ger her k için x1(k) = x1; x2(k) =

x2; :::; xn(k) = xn olmak üzere
�
x1(k)

	
;
�
x2(k)

	
; :::;

�
xn(k)

	
uygun Cauchy dizileri

ise

kbx1; bx2; :::; bxnk = I � lim
k!1

kx1(k); x2(k); :::; xn(k)k

= I � lim
k!1

kx1; x2; :::; xnk

= kx1; x2; :::; xnk

elde ederiz. Buradan bX0 ve X izometriktir.
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Her bz1; bz2; :::; bzn�1 2 bX ve her bx 2 bXnY için
I � lim

k!1
kbxk � bx; bz1; bz2; :::; bzn�1k = 0

olacak şekilde bir
�bxk	 � Y dizisi varsa Y � bX ideal yo¼gundur.

Teorem 4:15: E¼ger X ideal düzgün sürekli n-normlu lineer bir uzay ise bX0; bX
da ideal yo¼gundur.

·Ispat. bx, bX � bX0 ¬n herhangi bir eleman¬ ve fxkg 2 bx olacak şekilde fxkg,
X de bir ideal Cauchy dizisi olsun. Her k için tekrar eden xk; xk; ::: dizisini

içeren bxk, bX0 ¬n bir eleman¬d¬r. bX daki her bz1; bz2; :::; bzn�1 eleman¬için ve herbir�
z(1)k

	
2 bz1;�z(2)k	 2 bz2; :::;�z(n�1)k	 2 bzn�1 için n-norm ideal düzgün sürekli

oldu¼gundan

�
k 2 N : k

�
xk
�
m
� xm; z1(m); :::; z(n�1)(m)k � "

	
=

�
k 2 N : kxk � xm; z1(m); :::; z(n�1)(m)k � "

	
2 I

elde edilir. Burada (xk)m, tekrar eden dizi bxk n¬n m: bileşenidir. Her k �

N ("; z1; z2; :::; zn�1) için

�
k 2 N : k(bxk)� bx; bz1; :::; bzn�1k � "	 2 I

ve her bz1; :::; bzn�1 2 bX için I � limk!1 kbxk � bx; bz1; :::; bzn�1k = 0 d¬r. Buradan bX
da bX0 ideal yo¼gundur.

E¼ger her ideal Cauchy dizisi X de ideal yak¬nsak ise pseudo n- normlu X uzay¬

tamd¬r denir.

Teorem 4:16: E¼ger X bir ideal düzgün sürekli n- norma sahip lineer uzay ise bX
ideal tamd¬r.

·Ispat. fbykg ; bX da bir ideal Cauchy dizisi ve bz1; bz2; :::; bzn�1, bX n¬n key�elemanlar¬
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olsun. Her k için bX0 n¬n bX da ideal yo¼gun oldu¼gu gerçe¼ginden

�
k 2 N : kbyk � bwk; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

k

�
2 I

olacak şekilde f bwkg 2 bX0 seçebiliriz. " > 0 olsun. k:; :::; :k n- normun (iv)

özelli¼gini kullanarak N � "
3
olmak üzere k;m � N = N("; z1; z2; :::; zn�1) için

K : = fk 2 N : k bwk � bwm; bz1; bz2; :::; bzn�1k � "g
�

�
k 2 N : k bwk � byk; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

k

�
[
n
k 2 N : kbyk � bym; bz1; bz2; :::; bzn�1k � "

3

o
[
�
m 2 N : kbym � bwm; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

m

�

elde edilir ve �
k 2 N : k bwk � byk; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

k

�
ve �

m 2 N : kbym � bwm; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

m

�
kümeleri I ya aittir. bz1; bz2; :::; bzn�1 elemanlar¬key� elemanlar ve byk da bX in bir

ideal Cauchy dizisidir. f bwkg ; bX0 da ideal Cauchy dizisi oldu¼gundan fwkg ; X

de bX ve bX0 aras¬ndaki izometri alt¬nda f bwkg ya kaŗs¬l¬k gelen bir dizi olsun. O
zaman fwkg, X de ideal Cauchy dizisidir. Böylece bX da fwkg 2 by olacak şekilde
bir by eleman¬vard¬r öyleki, N � "

3
olmak üzere k � N = N("; z1; z2; :::; zn�1) için

K1 : = fk 2 N : kbyk � by; bz1; bz2; :::; bzn�1k � "g
�

�
k 2 N : kbyk � bwk; bz1; bz2; :::; bzn�1k � 1

k

�
[
n
k 2 N : k bwk � by; bz1; bz2; :::; bzn�1k � "

2

o
elde edilir. Teorem 4:15 in ispat¬ndaki gibi k � N("; z1; z2; :::; zn�1) için

fk 2 N : k bwk � by; bz1; bz2; :::; bzn�1k � "g
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kümesi k;m � N("; z1; z2; :::; zn�1) için

�
k 2 N : kwk � wm; z1(m); z2(m); :::; zn�1(m)k � "

	
2 I

kümesini sa¼glar. Böylece K1 2 I oldu¼gu gösterilmi̧s olur. fbykg ; X in herhangi

bir eleman¬oldu¼gundan bX ideal tamd¬r.

·Ideal düzgün sürekli n-norma bir örnek olarak feigni=1 baz¬n elemanlar¬ve j =

1; 2; :::n için xj =
Pn

i=1 xjiei olmak üzere

kx1; x2; :::; xnk =
1

2

0BBBBBB@
dX

1�i<j<n

������������

x1i x1(i+1) � � � x1j

x2i x2(i+1) � � � x2j
...

...
. . .

...

xni xn(i+1) � � � xnj

������������

21CCCCCCA

1
2

normu verilebilir.
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Das, P., Malik, P., Savaş, E., 2009: On statistical limit points of double sequ-

ences. Applied Mathematics and Computation, 215, 1030-1034.

44



Dems, K., 2004. On I-Cauchy sequences. Real Analysis Exchange, 30(1), 123-

128.

Diminnie, C., Gähler, S., White, A., 1973: 2-Inner product spaces. Demonstra-

rio Mathematica, 6, 525-536.

Diminnie, C., R., Gähler, S., White, A., 1974: Strictly convex linear 2-normed

spaces. Mathematische Nachrichten, 59, 319-324:

Diminnie, C., R., Gähler, S., White, A., 1976: Remarks on generalizations of 2-

inner products. Mathematische Nachrichten, 74, 269-278:

Diminnie, C., Gähler, S., White, A., 1977. 2-Inner product space. II: Demon-

stratio Mathematica, 10, 169-188:

Diminnie, C. and White, A., 1982. 2-Norms generated by seminorms on the

space of bivectors. Mathematische Nachrichten, 106, 341-346.

Elumalai, S., Asha, P., J., 2000: Some results on linear 2-normed spaces. Bul-

letin of Calcutta Mathematical Society, 92 (6) ; 441-454:

Fast, H., 1951: Sur la convergence statistique. Colloquium Mathematicum, 2; 241

-244:

Freedman, A.R., Sember, J.J., 1981: Densities and summability. Paci�c Journal

of Mathematics, 95 (2) ; 293-305:

Freese, W., R., Cho, Y., 1994: Characterization of linear 2-normed spaces. Mathe-

matica Japonica, 40(1); 115-122:

Fridy, J.A., 1985: On statistical convergence. Analysis, vol. 5, no. 4, pp. 301-313:

Fridy, J.A., 1993: Statistical limit points. Proceedings American Mathematical

Society, 118 (4) ; 1187-1192:

Fridy, J., A. and Orhan, C., 1997. Statistical limit superior and limit inferior.

Proceedings of the American Mathematical Society, 125 (12) ; 3625-3631:

45



Gähler, S., 1963. 2-metrische räume und ihre topologische struktur. Mathematis-

che Nachrichten, 26 (1-4) ; 115-148:

Gähler, S., 1964: Lineare 2-normierte raume. Mathematische Nachrichten, 28,

1-43.

Gähler, S., 1965. Uber der uniformisierbarkeit 2-metrische Räume. Mathematis-

che Nachrichten, 28; 235-244:

Gähler, S., 1969. Uber 2-banach-räume. Mathematische Nachrichten, 42, 335-

347.

Gähler, S., Siddiqui, A., H., Gupta, S., C., 1975: Contribution to non-archimedian

functional analysis. Mathematische Nachrichten, 69, 163-171:

Golet, I., 2005: On probabilistic 2-normed spaces. Novi Sad Journal of Mathema-

tics, 35(1); 95-102:

Gunawan, H., Mashadi, 2001: On �nite dimensional 2-normed spaces. Soochow

Journal of Mathematics, 27 (3) ; 321-329:

Gunawan, H., Mashadi, 2001. On n-normed spaces. The International Journal

of Mathematics and Mathematical Sciences, 27(10); 631-639:

Gürdal, M., 2004: Baz¬Yak¬nsakl¬k Tipleri. Doktora Tezi, Süleyman Demirel

Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 62 sayfa, Isparta.

Gürdal, M., Pehlivan, S., 2004: The statistical convergence in 2-banach spaces.

Thai Journal of Mathematics, 2(1); 107-113:

Gürdal, M., 2006: On ideal convergent sequences in 2-normed spaces. Thai Jour-

nal of Mathematics, 4(1); 85-91:

Gürdal, M., Aç¬k, I., 2008: On I-Cauchy sequences in 2-normed spaces. Mathe-

matical Inequalities and Applications, 11 (2) ; 349-354:
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