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OZET
Doktora Tezi

LINEER n-NORMLU UZAYLARIN TAMLAMASININ
IDEAL YAKINSAKLIK KARAKTERIZASYONU

Tuba YiIiGIT

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Ahmet SAHINER

Bu calisma dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde konunun tarihsel
gelisimi, literatiir 6zeti ve konunun amaci ifade edilmistir.
Ikinci boliimde ideal yakinsaklik teorisi ile beraber 2-normlu uzaylar ve n-normlu
uzaylar teorileri ile iligkili baz1 temel kavramlara ve sonuclara yer verilmistir.
Ucgiincii boliimde 2—normlu ve n—normlu uzaylarda Z —yakinsaklik ve Z—Cauchy
kavramlari ile ilgili baz1 teoremler ve sonuclara yer verilmistir.
Son olarak, dordiincii boliimde ise diizgiin siirekli n-norm ve ideal denk diziler
tanimlanarak, ideal yakinsaklik yardimiyla lineer n-normlu uzaylarin tamlagtiril-

masi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: 2-normlu uzay, n-normlu uzay, Z—yakinsaklik, Z—Cauchy

dizisi, tamlagtirma.

2012, 50 sayfa
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ABSTRACT
PhD. Thesis

IDEAL CONVERGENCE CHARACTERIZATION OF THE
COMPLETION OF LINEAR n-NORMED SPACES

Tuba YiIGIiT

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet SAHINER

This study consists of four chapters. In the first chapter, the brief information on
how the topic has evolved diachronically, the relevant literature review and aim
of the topic is presented .

In the second chapter, some basic principles and results of the theories of 2-
normed spaces and n-normed spaces are given with theory of ideal convergent.
In the third chapter, Z-Convergence, Z-Cauchy and some results of these nota-
tions are presented in 2-normed spaces and n-normed spaces.

Finally, in the fourth chapter, the completion of a linear n-normed space in terms

of ideal convergence by introducing the concept of a uniformly continuous n-norm.

Key Words: 2-normed space, n-normed space, Z—convergence, Z—Cauchy se-

quence, completion.
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SIMGELER DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: 2-boyutlu reel Oklid uzay:

: n-boyutlu reel Oklid uzay1

: 2-norm fonksiyonu

: 1 < p <1 olmak tizere baz ile elde edilen norm
: 2-normlarin maksimumu olan sonsuz norm
: n-norm fonksiyonu

: (n — 1)-boyutlu norm fonksiyonu

: Standart n-norm

: d-boyutlu baz

: {uq, ...,uq} bazialtindaki x merkezli r yarigaph agik yuvar
: A kiimesinin asimptotik (dogal) yogunlugu
: A kiimesinin diizgiin alt yogunlugu

: A kiimesinin diizgiin iist yogunlugu

: A kiimesinin diizgiin yogunlugu

: A kiimesinin logaritmik alt yogunlugu

: A kiimesinin logaritmik iist yogunlugu

: A kiimesinin logaritmik yogunlugu

: Bir kiimenin alt kiimelerinin bir ideali

: Sifir dogal yogunluklu pozitif tamsay: kiimelerinin olugtur-

dugu ideal

: Sonlu elemanli pozitif tamsay1 kiimelerinin olugturdugu ideal

: Sifir logaritmik yogunluklu pozitif tamsay: kiimelerinin olus-

turdugu ideal

: Bir metrik uzayda alman bir (z,) dizisinin Z-limiti



1. GIRIS

Klasik yakinsaklik kavraminin yani sira 6l¢iim, kiime ve benzeri araglar kul-
lanilarak bu kavrama yakin bir¢ok yakinsaklik kavrami tanimlanmigtir. Temeli
pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan, dizilerin adi anlamda
yakinsaklik kavramindan farkl olan istatistiksel yakinsaklik kavramindan bahsede-

cek olursak bunun i¢in 6nce yogunluk kavramindan bahsetmemiz gerekir.

Yogunluk kavrami olduk¢a genis bir kavram olup asimptotik yogunluk, dogal
yogunluk, diizgiin yogunluk, rasyonel ve reel sayilarin yogunlugu, oran kiimelerinin
yogunlugu vb. gibi birbirinden farkli bir¢ok sekilde tamimlanmigtir. Pozitif
tamsayilar kiimesinde; Buck tarafindan genellegtirilmig asimptotik yogunluk ve
Freedman tarafindan da yogunluk aksiyomatik olarak tanimlanip, baz1 yogunluk
fonksiyonlarinin 6zellikleri ve yogunluk i¢in toplamsallik 6zelligi verilmigtir (Buck,

1953; Freedman, 1981).

Reel say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsakligin igerigi ilk kez birbirinden bagimsiz
olarak Fast ve Steinhaus tarafindan verilmigtir (Fast, 1951 ve Steinhaus, 1951).
Buck ve Schoenberg tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami reel ve kompleks
diziler icin; Maddox tarafindan da herhangi bir Hausdorff lokal konveks topolojik
vektor uzaymndaki diziler igin verilmistir (Buck, 1953; Schoenberg, 1959; Maddox,
1988).

Bir limit noktasindan sonsuz defa ve sinirsizca uzaklagabilen, rastgele salinimlar
sergileyebilen bir dizi klasik anlamda yakinsak olmasa bile istatistiksel yakinsak
olabilir ya da istatistiksel yakinsaklhigin araglar1 yardimiyla modellenebilir. Zyg-
mund bu tip bir yakinsakligi, "hemen hemen yakinsaklik" olarak adlandirmig
ve kuvvetli toplanabilme ile bu yakinsaklik arasinda bir iligki ortaya koymustur
(Zygmund, 1979). Fridy, Salit, Connor, Maddox, Rath ve Tripathy tarafindan is-
tatistiksel yakinsaklik ve toplanabilme arasinda bagint1 kurulmus, Fridy, Rath ve
Tripathy tarafindan da istatistiksel Cauchy dizileri tizerinde ¢ahsilmigtir (Fridy,
1985; 1993; Sa,lét, 1980; Connor, 1988; Maddox, 1988; Rath ve Tripathy, 1994).

Fridy calismasinda istatistiksel monotonluk kavramina girmis ancak istatistik-

1



sel yakinsaklik icin monoton yakinsaklik teoremi Tripathy tarafindan verilmistir

(Fridy, 1993; Tripathy, 1998).

Fridy ve Orhan istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogulun st-lim inf x = st-lim sup x olmasidir diigiincesi ile baglantili olarak
istatiksel iist limit ve istatiksel alt limit kavramlarim tammmlamiglardir (Fridy ve

Orhan, 1997).

Tripathy, Mursaleen ve Edely double dizilerin istatiksel yakinsakligi tanimini ve
double diziler i¢in istatiksel Cauchy dizisi tanimini verip baz ¢zelliklerini inceleye-
rek istatiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilir double diziler arasindaki

baglantiy1 olugturmuslardir (Tripathy, 2003; Mursaleen ve Edely, 2003).

Das vd. bir double dizinin tiim istatiksel limit noktalarinin kiimesinin yapisini in-
celemiglerdir (Das vd., 2009). Giiniimiizde istatistiksel yakinsaklik ile ilgili birgok
calisma yayimlanmakta ve konu aktif bir arastirma alani olarak degerlendirilmek-

tedir.

Istatistiksel yakinsakligin, pozitif tamsay1 kiimelerinin dogal yogunluguna iliskin
olmasi ve dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin ailesinin bir ideal
olugturmas: gerceginden yola cikilarak, istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi

olacak bicimde "ideal yakinsaklik (Z-yakisaklik)" kavrami tanimlanmigtir.

Z-yakinsaklik ilk olarak Kostyrko vd. tarafindan klasik metrik uzaylardaki diziler
i¢in tanimlanmis olup istatiksel yakinsakligin da 6tesinde oldukca genel bir yakin-
saklik tipidir (Kostyrko vd., 2000). Bu kavrami tanimlamak i¢in N dogal sayilar
kiimesinin alt kiimelerinin ideal Z kavramini kullanmiglar ve metrik uzaylardaki
dizilerin Z-yakimsakligini, bu yakinsaklhigin bazi 6zelliklerini calismiglardir. Bir-
birinden bagimsiz olarak Giirdal ve Dems bir metrik uzayda Z-Cauchy dizisinin
igerigini vermis ve metrik uzaydaki bir dizinin Z-yakinsak olmasi igin gerekli
ve yeterli kogulun Z-Cauchy olmasidir gerektigini gostermiglerdir (Giirdal, 2004;
Dems, 2004).

Ayrica Kostyrko vd., istatistiksel limit ve istatistiksel yigilma noktalarmin bir
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genellemesi olacak bicimde bir dizinin Z-limit noktas1 ve Z-y1g1lma noktasi kavram-

larimi da tanimlamiglar ve bu kavramlarin temel 6zelliklerini incelemislerdir (Kostyrko

vd., 2005).

Saldt vd., istatistiksel yakinsaklik teorisindeki bazi sonuclar1 Z-yakinsaklik acisin-
dan ele almiglar (Salat vd., 2004); Tripathy Z-yakinsaklik kavramimni double dizilere
genigletmistir (Tripathy, 2005).

Nabiev vd. Z-Cauchy dizilerini dikkate alarak diger baz1 6zellikleri ispatlamiglardir
(Nabiev vd., 2007). Das double dizilerde Z-yakinsaklik kavrami ¢aligmigtir (Das,
2008a, b).

2-normlu uzaylar normlu uzaylarin bir genellemesi olup fonksiyonel analizde 6nemli
bir yer tutmaktadir. 2-metrik uzay ve 2-normlu uzay kavramlar ilk olarak Géhler
tarafindan verilmisgtir (Géahler, 1963;1964; 1965). 2-normlu uzaylarda 2-Banach
uzaylarimi ise White galigmigtir (White, 1968;1969). O yillarda 2-Banach uzay-
lar1 iizerine bir ¢alisma da Gihler tarafindan yapilmigtir (Gahler, 1969). Siddiqi
bu konu hakkinda bir¢ok konferansta gesitli sunumlar yapmistir. Géhler, Siddiqi
ve Gupta hazirladiklar1 makalede bu konu ile ilgili 6nemli sonuglar vermiglerdir
(Géhler vd., 1975). 1977 yilina kadar olan sonuglar Siddiqi tarafindan zetlen-
mistir (Siddiqi, 1980).

Temeli 2-normlu uzaylara dayanan 2-i¢ carpim uzayi ilk defa Diminnie vd. tarafin-
dan ¢aligilmig, her 2-i¢ carpim uzayinin bir 2-normlu uzay oldugu gosterilmis ve bu
konuyla ilgili olarak ¢aligmalar yapilmaya devam edilmistir (Diminnie vd., 1973;
1974; 1976; 1977). Diminnie ve White, Géhler’den ayr1 olarak 2-normlu uzaylarda
2-i¢ garpimlar: elde etmiglerdir (Diminnie ve White, 1982). White ve Cho lineer

2-normda lineer doniigiimler {izerine ¢alismiglardir (White ve Cho, 1984).

Kim doktora tezinde lineer 2-normlu uzaylar iizerine ¢aligmigtir (Kim, 1990).
Kim vd. lineer 2-normlu uzaylar iizerindeki lineer operatorleri incelemiglerdir
(Kim vd., 1992). Freese ve Cho tarafindan da lineer 2-normlu uzaylarin 6zellik-

leri incelenmigtir (Freese ve Cho, 1994).



Genellegtirilmis 2-normlu uzaylar iizerindeki lineer operatorlerin yeniden diizen-
lenip genisletilmesi Lewandowska tarafindan incelenmistir (Lewandowska, 1999).
Aymni gekilde lineer 2-normlu uzaylar iizerindeki baz sonuclar Elumalai ve Asha
tarafindan ¢aligilmigtir (Elumalai ve Asha, 2000). Lewandowska genellegtirilmis
2-normlu uzaylarin temel 6zelliklerini Freese, Géhler gibi birgok matematikginin

makaleleri yardimiyla tekrar diizenlemistir (Lewandowska, 2001).

Bu yapilan calismalara ek olarak normlu uzaylar ve 2-normlu uzaylar ile ilgili bir
¢ok calisma Raymond vd. nin lineer 2-normlu uzaylarin geometrisi adli kitapta

toplanmigtir (Raymond vd., 2001).

Chu vd. lineer 2-normlu uzaylarda alani koruyan doniigiim kavramini gostermek
icin uygun olan 2-izometri kavramini tanimlamiglardir (Chu vd., 2004). Giirdal
ve Pehlivan 2-Banach uzayinda istatiksel yakinsak dizileri ve istatiksel Cauchy
dizilerini igeren kiimeleri elde etmiglerdir (Giirdal ve Pehlivan, 2004). Son za-
manlarda 2-normlu uzaylar matematigin farkli dallarinda da gelisme gostermistir.
Ornegin olasiliksal normlu uzaylar teorisi Golet tarafindan 2-normlu uzaylara,

genigletilmigtir (Golet, 2005).

Giirdal, Z-yakinsaklik kavramini 2-normlu uzaylara genigletmistir (Giirdal, 2006).
Sahiner vd. 2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik kavramim ¢alismiglardir (Sahiner
vd., 2007). Balcerzak vd., fonksiyon dizilerinin Z-yakinsakligini incelemiglerdir
(Balcerzak vd., 2007). Giirdal ve Agik tarafindan 2-normlu uzaylarda Z-Cauchy
dizileri galigilmigtir (Giirdal ve Agik, 2008). Giirdal ve Sahiner tarafindan Z-simrh

dizi, Z-alt limit ve Z-iist limit tanimlar1 verilmigtir (Giirdal ve Sahiner, 2008).

2-normlu uzaylarda Giirdal ve Pehlivan istatiksel yakinsaklik kavramlarini ¢aligmis-
lardir (Giirdal ve Pehlivan, 2009). Ayrica Giirdal vd. 2-Banach uzayda yaklagim
teorisini galigmiglardir (Giirdal vd., 2009). Ayrica Savas ideal yakinsaklik ve or-
licz fonksiyonunu kullanarak 2-normlu uzaylarda fark dizi uzaylarini incelemistir

(Savag, 2010).

Lineer n-normlu uzay kavrama ilk olarak 2-normlu uzaylarin bir genellemesi olarak



Misiak tarafindan tanmimlanmig ve aragtirlmigtir (Misiak, 1989a, b). Bunlarla
birlikte Gunawan ve Mashadi genellikle Géhler, Diminnie ve White’in yayin-
lanmis olan makalelerinden faydalanarak n-normlu uzaylar1 gelistirmislerdir ve
n > 2 olmak iizere her n-normlu uzaymn bir (n — 1)-normlu uzay oldugunu
yani, tiimevarimla her n = 1,...,n — 1 igin bir (n — r)-normlu uzay oldugunu in-
celemiglerdir (Gunawan ve Mashadi, 2001b). Chu vd. lineer n-normlu uzaylarda
hacim doniisiimiinii koruyan kavrami géstermek i¢in uygun n-izometri kavramini
tanimladilar (Chu vd., 2004). Chen ve Song lineer n-normlu uzaylarda n-izometri

kavramini vermiglerdir (Chen ve Song, 2010).

Son yillarda yapilan bu yogun caligmalar, lineer 2-normlu uzaylarin ve n-normlu

uzaylarin énemli bir yere sahip oldugunu acik bir bigcimde ortaya koymaktadir.

Hazirlanan bu doktora tez ¢aligmasinda ise ilk olarak n-normlu uzaylarda ideal
Cauchy dizilerinden yararlanilarak ideal denklik kavrami ve bazi ozellikleri ile
ideal Cauchy dizilerinin ideal denklik sinifi kiimeleri ile ilgili baz1 kavram ve teo-
rilerine yer verilmigtir. Ayrica n-normlu uzaylarda ideal diizgiin siireklilik kavrami
tanimlanmig ve n-normlu uzaylari tamlagtirilmasi ile ilgili teori ideal yakinsaklik

yardimiyla verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak metrik, norm, yakinsaklik ile ilgili baz1 temel kavramlar
ve sonuclar1 verilmistir. Ikinci olarak 2-normlu uzaym tanimi ve baz ozellikleri
ile beraber n > 2 i¢in n-normlu uzaylar ile ilgili baz1 temel kavram ve sonuclara

yer verilmigtir.
Son olarak istatiksel ve ideal yakinsaklik kavramlar: ve baz 6rnekleri verilmistir.
2.1. 2-Normlu ve n-Normlu Uzaylar

Tanim 2.1.1. X bir kiime olmak iizere p : X x X — R fonksiyonu her z,y,z € X
icin

i) p reel degerli, sonlu ve negatif olmayan,

i) p(z,y) =0z =y,

iii) p(z,y) = p(y, ),

iv) p(z,y) <p(x,2) +p(2,9)

ozelliklerini saghyorsa X iizerinde bir metrik olarak adlandirilir ve (X, p) ikilisine

de metrik uzay denir (Kreyszig, 1989).

Tamim 2.1.2. Bir X = (X, p) metrik uzayinda bir (z) dizisini ele alalim. Eger
klim p(xp,x) =0

olacak gekilde bir z € X noktasi mevcut ise (xj) dizisine yakinsaktir denir

(Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.3. Bir X = (X, p) metrik uzayinda bir (z) dizisini ele alalim. Eger
her € > 0 sayisina karsilik her m, k > N igin

p(zp, zy) <e

olacak sekilde N = N (¢) mevcut ise (xy) dizisine Cauchy dizisi denir (Kreyszig,
1989).



Tamm 2.1.4. X = (X, p) ve X = (X, 7) iki metrik uzay olsun.

i) X den X icine bir T" doniigiimii gézoniine alalim. Eger T' doniisiimii uzakliklar:
koruyor, yani T'x ve T'y sirasiyla x ve y nin goriintiileri olmak tizere, her x,y € X
icin

p(Tz,Ty) = p(v,y)

ise 1" dontistimiine bir izometrik doniisiim yada izometri denir.
ii) X den X tizerine birebir ve érten bir izometrinin var olmasi halinde X uzayl
X uzay1 ile izometriktir denir. Bu durumda X ve X uzaylar1 izometrik uzaylar

adin alir (Kreyszig, 1989).

Tanim 2.1.5. Verilen bir X uzay1 iizerinde tanimlanan |.|| : X — R fonksiyonu
asagidaki sartlar sagliyorsa

(M) [lz]l = 0 = = =0,

(N2) [Joz]| = ol [lz]l, o € K,

(N3) Her 2, y € X igin [l + y|| < [l]| + [[y]

||.|| fonksiyonuna bir norm, ||.|| normu iizerinde tanmmlanan X lineer uzayma
normlu lineer uzay denir ve (X,|.||) ile gosterilir. ||.|| fonksiyonu reel degerli

fonksiyondur (Kreyszig, 1989).

Tanmim 2.1.6. X, 2 < d < oo boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. X {izerinde
., .|| : X x X — R fonksiyonu

i) ||z, y|| = 0 olmas: igin gerekli ve yeterli kogul = ve y nin lineer bagiml olmasidir,
i) Jlz, ol = llg 2l

i) [laz,y|| = laf lz,yl, a € R,

i) [lz,y + 2|l < [z, yll + ||z, 2|

kogullarini sagliyorsa ||.,.|| fonksiyonuna 2-norm ve (X, |.,.||) ikilisine de bir 2-
normlu uzay denir. 2-normlu uzaym bir standart ornegi asagidaki 2-normla do-

natilan R? dir:

|z, y|| := 0,2 ve y vektoérlerinin olugturdugu ii¢genin alam



veya

x ve y vektorlerinin olusturdugu paralelkenarin alaninin yarisi

dir.

(X, |-, -II) 2-normlu uzayda her z,y € X ve o € Rigin ||z, y|| > 0ve ||z,y + azx| =
|z, y|| 6zellikleri saglanir. Eger z,y ve z lineer bagimh ise (d = 2 oldugunda)
2,y + 2[l = [lz, yll + ||z, 2[| veya |lz,y — 2| = ||, yl| + ||z, z|| elde edilir (Gahler,
1963; 1965; Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Bir (X, |.,.]]) 2-normlu uzay igin agagida verilen bir dizinin limiti kavramindan

faydalanarak bir topoloji elde edilebilir.

Tanim 2.1.7. Eger her y € X igin klim |z — z,y|| = 0 ise X deki bir () dizisi
x degerine yakinsaktir denir. Boyle bir durumda, klim x = x yazir ve (xy)

dizisinin limiti = dir denir (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

2-normlu uzaylarda yakinsak bir dizinin limitinin tek oldugunu gosterelim: (zy)

dizisinin X deki iki farkli x ve y limitlerine yakinsadigin1 kabul edelim.

|z —y,z|| # 0 olacak sekilde z € X segelim. |lzy —z,z| < 1|z —y, 2| ve
lzn —y, 2| < 3 llz —y, 2| olacak sekilde yeteri kadar biyikk N € N alahm. O

zaman, iiggen esitsizliginden

le =y, 2l < o=y, 2]+ oy -y, 2]

< 2| I+ =1 I
-y, 2|+ zllz—y, 2| = |lr —y,z
5 Ys 5 Ys Ys

elde edilir. Bu miimkiin olmadigindan, klim x, tek olmalhdir.

Simdi ise bir 2-normlu uzayda yakinsak dizileri tanimlayalim. Boyutu 2 < d <
oo olan 2-normlu X uzay: i¢in {uj,...uq} bir baz olsun. Tammlanan bu baz
yardimiyla asagida 2-normlu uzaylardaki yakinsaklik kavrami i¢in bazi karakte-

rizasyonlar hatirlatilmigtir.

Teorem 2.1.8. X deki bir () dizisinin X deki bir 2 elemanina yakinsak olmasi
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icin gerekli ve yeterli kogul her i = 1, ..., d i¢in limy_, ||z — 2, w;|| = 0 olmasidir

(Gunawan ve Mashadi, 2001a).
Teorem 2.1.8 in devamindan agagidaki ifade elde edilir.

Teorem 2.1.9. X deki bir () dizisinin X deki bir 2 elemanina yakinsak olmasi

icin gerekli ve yeterli kogul
klim max {||zy — z,ul :1=1,....,d} =0

olmasidir (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Bu verilen gercek bizi Gunawan ve Mashadi (2001a) tarafindan tanimlanan X
tizerindeki bir norm tanimina gotiiriir. X tizerinde {uy, ..., us} baziyla bir norm

tanimlayabiliriz. ||.||  normunu
2]l = max {[|lz,w : i =1,...,d}

seklinde tanimlayabiliriz.

Gergekten,

i) [|z]|,, = 0 olmast i¢in gerekli ve yeterli kogul = = 0 olmasidir,
i) laz|, = laf||7]lo @ € R,

iii) Her 2, y € X icin ||z +yl, <[zl + [yl

oldugundan |||, norm kogullarini saglar.

Genelde 1 < p < oo igin, X iizerinde ||.||, normunu

]l - {lew will” }W

bi¢iminde tanimlayabiliriz. Bu normlar: sirasiyla sonsuz norm ve p norm olarak
tanimlayacagiz. X sonlu boyutlu oldugunda bu normlar denktir. Burada ii-
zerinde durmamiz gereken 6nemli diger durum, bu normlarin adi norm 6zellik-

lerini saglamasina ragmen deger olarak adi normlardan farkli olmasidir. Ayrica

9



burada bazin segimi 6nemli degildir. X i¢in bagka {vy,...,v4} seklinde bir baz
secilir ve |[|.|| , normu bu baza ait olarak tanimlanirsa, sonucta elde edilen norm

{uy,...,uq} bazina ait olan tammlamaya denk olacaktir.
Boylece |||, normu icin bir bagka karakterizasyon agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.1.10. X de bir (zj) dizisinin 2 € X elemanina yakimsak olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul lim_. ||z — 2|, = 0 olmasidir (Gunawan ve Mashadi,

2001a).

Tanimlanan ||.|| , normu yardimiyla, x merkezli r yaricaph By, . .,} acik yuvarl

Bus gy (,7) = A{y + [le =yl <7}

seklinde tanimlanir.
Biuy,...ugy acik yuvar kullanilarak Teorem 2.1.10 asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 2.1.11. X de bir (x}) dizisinin # € X degerine yakinsak olmasi igin
gerekli ve yeterli kogul her ¢ > 0 ve k& > N i¢in xp € By, (x,¢) olacak

sekilde en az bir N pozitif tamsayist mevcuttur (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Dolayisiyla yukarida verilenler de kullanilarak su sonuca ulasilabilir: Her sonlu
boyutlu 2-normlu uzay bir normlu uzaydir ve bunlarin topolojileriile ||.||  arasinda

bir iligki vardir. Bu durumu bir 6rnekle inceleyelim.

Ornek 2.1.12. X = R?, ||z,y|| := z ve y vektorlerinden meydana gelen paralelke-

narin alani olarak alalim. Bu acikca

H%Z/H = ‘$1y2 - $2y1’ , T = ($1,$2) y Y= (y1>y2)

formiiliiyle verilebilir.

R? i¢in {4, j} standart baz1 alnsin. O zaman, ||z,i| = |zs| ve ||z, ]| = |71, ve

{i,7} bazina ait [-|| , normu

2]l = max {|z1], |22}, = (21,22)

10



seklinde tanimlamr. Boylece, burada tammlanan ||.|| normu R? iizerindeki
diizgiin norm ile tamamen aynidir. Bundan dolay1, By, jy (z,r) kiiresi 2 merkez-
li » yaricapl bir karedir. Elde edilen norm R? iizerindeki Oklid normuna denk
oldugu icin, yukaridaki 2-norm ile donatilan R? Oklid diizleminden bagka birsey

ifade etmez sonucuna varilir.

Daha genel olarak Gunawan ve Mashadi tarafindan asagidaki teorem elde edilmigtir

(Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Teorem 2.1.13. ||z,y|| := z ve y den meydana gelen paralelkenarin alaninda
(R%, ||, .l) 2-normlu uzay1 bir normlu uzaydir ve bunun normu Oklid normuna

denktir (Gunawan ve Mashadi, 2001a).

Ispat. Her z = (24, ..., 24) ve y = (y1, ..., ya) € R? icin ||z, y|| 2-normu

e <Z> (Zy> ) (Zy>

formiilii ile verilebilir. R? igin {ey,...,e4} standart baz olsun. O zaman, her bir

4 1/2
e, = {(z) —xs}
=1

elde ederiz ve {e, ..., 4} ile ilgili olarak tanimlanan ||.|| , normu

d 1/2
|||, = max {(Zﬁ) _mg} j=1,...d
=1

dir. Simdi R? iizerinde Euclidean normu |||, tanimlansim. O zaman tiim z € R?

1/2

Jj=1,....dicin

icin
Izl < llzllz < V2iz]y

dur. Tanimlanan normun Oklid normuna denk oldugu dogrulanir.

Bu kisimda Raymond vd. ne gore lineer 2-normlu uzaylardaki Cauchy dizisi ve

dizi yakinsakligy iizerine bazi tamimlar1 ve bazi 6zelliklerini verelim (Raymond
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vd., 2001).

Tamim 2.1.14. X lineer 2-normlu uzayinda herhangi bir (xy) dizisi alahm. Eger
her z € X igin

. lim |z — 2, 2| =0
ise (x)) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Raymond vd.,2001).

Tanim 2.1.15. Eger lineer 2-normlu X uzayinda her Cauchy dizisi X de bir z
degerine yakimsak ise (X, ||., .||) ikilisine 2-Banach uzay1 denir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.16. (X, ||.,.||) bir lineer 2-normlu uzay olmak iizere a, b degerlerine
gore (xy) ve (yx) 2-normlu X uzaymnda Cauchy dizileri ise

i) (||xk, all) ve (||zg, b]|) birer reel Cauchy dizisidir,

ii) (ag) bir reel Cauchy dizisi olmak iizere (25 +yx) ve (agxy) dizileri X de Cauchy

dizileridir (Raymond vd.,2001).

Teorem 2.1.17. Her (X, ||, .||) lineer 2-normlu uzayinda agsagidaki 6zellikler saglanir:
i)z, —x, k— oo vey, =y, k— ooise k — oo igin zy + yp — =+,

i) o, — x, k — o0 ve ap, — a, k — 00 ise k — o0 icin agxy — ax,

iiii) boyX > 2 ve k — o0 i¢gin xy — x ve x — y ise x = y dir (Raymond

vd., 2001).

Teorem 2.1.18. 2 boyutlu her lineer 2-normlu uzay tanimlandig: cisim altinda

tam ise bir 2-Banach uzayidir (Raymond vd., 2001).

Teorem 2.1.19. (X, ||.,.||) bir lineer 2-normlu uzay olsun. Her bir x € X igin
klim |zk —x,d|| =0

ise (||zx — x,d||) bir yakinsak dizidir (Raymond vd.,2001).

Teorem 2.1.20. Eger klim |zr — x,d|| = 0ise klim l|zk, d|| = ||=, d]| dir (Raymond

vd., 2001).

Simdi de n-normlu uzaylarda temel kavramlar: verelim. Gunawan ve Mashadi
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(2001 (b)) n > 2 igin verilen bir n-normlu uzaydan (n — 1)-norm elde etmenin ba-
sit bir yolunu sunmug ve her n-normlu uzayin bir (n — 1)-normlu uzay oldugunu
gostermistir. Ayrica belirli bazi kogullar altinda n-normdan (n — 1)-norm elde
edilebilir oldugunu, bu yolla n-normdaki yakinsakligin ve tamligin elde edilen

(n — 1)-normdakine denk oldugu gosterilmigtir.

Tamim 2.1.21. n € N ve X, d > n boyutlu bir reel vektor uzayi olsun (Burada d
yi sonsuz olarak alabiliriz). X™ iizerinde agagidaki dort ozelligi saglayan |-, ..., ||
reel degerli fonksiyonuna X iizerinde bir n-norm ve (X, |-, ...,||) ikilisine de n-
normlu uzay denir:

i) ||z1, ..., znl|| = 0 < 24, ..., x, lineer bagiml,

ii) ||x1, ..., x,|| permiitasyon altinda degismez,

i) V o € Rigin |21, 22, ..., Tno1, axy,|| = || |21, s o1, Tal,

i) ||z1, ooy Tno1, ¥y + 2| < |21y ooy Tne1, Y|l 21y ooy Tt 2]] (Gunawan ve Mashadi,

2001b)

n-normlu uzayn bilinen bir 6rnegi agagidaki n-norm ile tamimlanmig R™ dir. Her

i=1,..,nicin z; = (1, ..., r;) € R™ olmak iizere n-norm

11 . Tin

||l’1, . fL’n”g; := mutlak

Tnlt - Tpn
seklinde tamimlanir. Burada FE ifadesi oklid uzayim ifade etmektedir. Dikkat

edilirse, (X, |-, ...,||) m-normlu uzaymnda, her zi,...,x, € X ve ay,...,a, 1 € R
icin

H.?Il, ,an 2 0

ve

HJZ‘I, ,an = ||§L’1, vy Tp—1, Ty + Q1T + ... + Oénfll'nle
ozellikleri saglanir.

Uyari 2.1.22. n- normlu ||, ..., -|| uzayinda bir {ay, ..., a,, } lineer bagimsiz kiimesini
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alalm. X" ! tizerinde tamimlanan ||-, ..., || fonksiyonu
|z1, ., @]l = max {||z1, ..., zp_1, @] i =1, ..., n}

ile tanimlanir.
Bu tamimlanan |-, ..., ||, normuna gore agsagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.23. X {izerinde ||, ..., -|| ., fonksiyonu bir (n — 1)-norm tanimlar (Gu-

nawan ve Mashadi, 2001b).

Sonug 2.1.24. Her r = 1,2,...,n — 1 i¢in her n-normlu uzay bir (n — r)-normlu
uzayidir.  Ozel olarak, her m-normlu uzay bir normlu uzaydir (Gunawan ve

Mashadi, 2001b).
Uyar1 2.1.25. Genelde 1 < p < oo olmak iizere

1
P

n
||$1, ...7.Tn_1||p = {Z ||I17 vy Tp—1, a’in}
i=1

fonksiyonu aym zamanda X iizerinde bir (n — 1)-norm tammlar. Bu (n — 1)-
normlar n tane as, ..., a,, vektorlerinin ayni kiimesini kullanmak kosuluyla |-, ..., -||

normuna denktir. Bazi durumlarda, eger n vektorlerin farkh kiimeleri kullanilirsa

(n — 1)-norma denk olmasi miimkiin olmayabilir.

Simdi de n-norm kavrami i¢in standart durumu ele alahm. X uzay1 d > n boyutlu

bir reel i¢ carpim uzayi olsun. X deki standart n-norm

=

(w1, 21) -+ (T1,)
|Z1, .. Tl g :=

(Tp, 1) - (X, xy)

ile Gunawan ve Mashadi (2001b) tarafindan tanimlanmigtir. Burada X = R" ise,

bu n-norm Oklid n-normu ile tamamen aymnidir.

Simdi yukarida verilen norma gore geometrik yapiyr verelim. Verilmis olan n-

14



norm,

i) n=11icin ||1]|g = (@1, x1>% adi normu, yani x; in uzunlugunu,

i) n = 2 icin [|z1, 22| = {Hlez [ - (xl,x2>2}% standart 2-normu, yani
ve xy tarafindan gerilen paralelkenarin alanini,

iii) n = 3 icin ||@1, 22, 23]|¢ = |71, 22, 23]| ; nOormunu, yani 1, z9, x5 tarafindan

gerilen paralelyiiziin hacmini verir.

Genelde, ||z1,...,2,]|g X deki x1,...,2, ler tarafindan gerilen n-boyutlu para-

lelyiiziin hacmini belirtir.

Simdi {ey, ...,e,} X iizerinde bir ortogonal kiime olsun. O halde, Teorem 2.1.23

ifadesinden
z1, s Tl = max {||z1, ..., Tpo1,6llg 10 =1, ..., n}

fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-norm tanmimlar. Bu norma gore, agsagidaki teo-

rem elde edilir.

Teorem 2.1.26. Bir X standart n-norm tizerinde {ey, ..., e, } bazina gore tanim-

lanan |-, ..., ||, (n—1)-normu standart |-, ..., || (n — 1)-normuna denktir. Yani,

o)

her x4, ...,x,_1 € X ic¢in

121, oo Tl < 71, s @l < VA1 o

dur (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Simdi sonlu boyutlu durum igin n-norm kavramini inceleyelim. (X, ||, ..., -||) sonlu
boyutlu n-normlu uzaylar i¢in n-normdan bir (n — 1)-normun elde edilmesini
hatirlayalm. X de n < m < d olacak gekilde bir lineer bagimsiz {a1, ..., a,,}

kiimesi alalm. {ay, ..., a,,} ifadesine gore

21, ..., tpoall o = max {||z1, ..., Ty, 4] i =1,...,m}

15



ile X" ! tizerinde |-, ..., ||, fonksiyonu tanimlanir.

Teorem 2.1.23 den ||, ..., ||, fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-norm tanimlar.
Tanim 2.1.27. (X, ||, ..., ||) n-normlu uzaydaki bir (xy) dizisi her z1, ..., z, 1 € X
icin

klim |z — 2,21, oy 201 = 0

kogulunu saglarsa ¢ € X elemanina n-normda yakimsaktir denir (Gunawan ve

Mashadi, 2001b).

Asagidaki onerme n-normdaki yakinsakliktan (n — 1)-normdaki ||, ..., ||, yakimn-

sakligin elde edilmesini verir.

Onerme 2.1.28. (z;,) dizisi n-normda bir 2 € X elemanina yakinsak ise (z) aym
zamanda ||, ..., -|| . (n — 1)-normda z elemanina yakinsaktir, yani her 21, ..., 2,2 €
X igin

lim ||z — 2, 21,..., Zn—2|l o, =0

k—oo

dir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Teorem 2.1.29. Bir X standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yakinsak
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul |-, ..., ||, (n — 1)-normda yakinsak olmasidir

(Gunawan ve Mashadi, 2001b).

o0

Sonug 2.1.30. Bir standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yakinsak ol-
masi i¢in gerekli ve yeterli kogul standart (n — 1)-normda yakinsak olmasidir ve
tiimevarim metodu ile her » = 1,...,n — 1 i¢in standart (n — r)-normda yakinsak
olmasidir. Ozellikle, standart n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter kosul [|-||g == (;, -)é adi normda yakinsak olmasidir

(Gunawan ve Mashadi, 2001b).

(X, ]|y ..., ]]) sonlu boyutlu n-normlu uzay: i¢in de benzer sonug elde edilir. X

igin bir baz {b, ..., bq} olsun. {by,...,bs} ile X"~ iizerinde ||, ..., ||, fonksiyonu

|lz1, ., @nal], = max {||z1, ..., zp1, 05| s =1, ..., d}
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seklinde tammlansi. O zaman, ||, ...,-||,, fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-

norm tammlar.

Onerme 2.1.31. X sonlu boyutlu n-normlu uzayda bir dizinin n-normda yakin-

sak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul |-, ..., -||,, (n — 1)-normda dizinin yakinsak

X

olmasidir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Sonug 2.1.32. Bir standart n-normlu X uzay: iizerinde |-, ...,-||., |-, |,
(n — 1)-normlar ve ||-,..., || standart (n — 1)-normu denktir. Sonug olarak, bir
standart n-normlu X uzay1 {izerinde taniml bir dizinin n-normda yakinsak ol-
mast i¢in gerekli ve yeterli kogul bu tanimlanan ii¢ tane (n — 1)-normun birinde

yakinsak olmasidir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Simdi Gunawan ve Mashadi (2001b) tarafindan verilen n-normlu uzaylarda Cauchy

dizisi ve tamlik kavramlarimi hatirlatalim.

Tanim 2.1.33. Her zy,...,2, 1 € X igin

lim H{Ek — Ty By oeey anIH =0
k,m—o0
ise (X, ||, ...,-||) n-normlu uzaydaki bir (z;) dizisine n-norma gore bir Cauchy

dizisi denir. Eger X de her Cauchy dizisi bir z € X degerine yakinsak ise n-
norma gore X uzayina tamdir denir. Tam n-normlu uzaya bir n-Banach uzay1

denir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).

Gunawan ve Mashadi (2001a) nin 2-normlu uzaylarda verdigi agagidaki iki sonug

n-normlu uzaylarin genellesgtirilmesi olarak benzer metotlarla verilebilir.

Teorem 2.1.34. (X, ||, ..., -||) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir (x}) dizisinin

X deki bir x elemanina yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul herz=1,...,n

icin lim ||zy — x, 21, ..., Tn_9, a;|| = 0 olmasidur.
k—o0
Ispat. Her i = 1,...,n i¢in klgr;(j |xy —x, 21, ..., Tp_2,a;|| = 0 olsun. O zaman her
X1y, Tyo € X ve 1 = 1,2,...,n i¢in khngo ey — z, 21, ..., 2y _2,a;|| = 0 dir. Her
—
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z€ X ve ay,...,a, € Ricin 2z = aja; + ... + apa, yazlabilir. Uggen esitsizligini

kullanarak, her k£ € N icin

ey — 21, oy Tna, 2| < oal |loe — 2, 21, ooy Tp_o, aq]| + -

+ |an| ka — T, 1y ey Tnp—2, anH
elde edilir. Yani her xy,...,x, o € X ve z € X i¢in
lim ||z — 2,21, ..., Tp_2,2|| =0
k—oo

dir. Teoremin gerekliligi aciktir.
Teorem 2.1.34 iin devamindan agagidaki ifadeyi elde ederiz.

Teorem 2.1.35. (X, |-, ...,+||) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir (z}) dizisinin

X deki x elemanina yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
lim ||z — 2, 21,..., Tp2| o, =0
k—o0

olmasidir (Gunawan ve Mashadi, 2001b).
2.2. istatistiksel Yakinsaklik ve ideal Yakinsaklik

Bu kisimda yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlar: ile beraber ideal

yakinsaklik tanimi ve ¢rnekleri verilmigtir.

Tanim 2.2.1. K, N nin bir alt kiimesi ve K,, := {k <n:k € K} olsun. Buna

gore K kiimesinin sirasiyla alt ve iist yogunlugu;

K, — K
) (K)= lim infﬁveé(K): lim sup’ nl
n

- n—o00 n n—00

1e K o e e e . o e s . . .. o e
olarak verilir. ‘n—"| dizisinin limitinin var olmadi durumunda, bu limite K kiimesinin

dogal yogunlugu denir ve § (K) ile gosterilir. Yani § (K) = § (K) = 6 (K) esitlik-
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lerinin saglanmasi halinde K C N kiimesinin dogal yogunlugu;

K 1
5(K):nh_>1£10|nn| :limﬁ\{kgn:keKH

dir (Niven vd., 1991).

Tanim 2.2.2. A C N, ¢, s tamsay1 ve t > 0, s > 1 olsun. AN[t+1,t+ s

kiimesinin eleman sayis1 A (¢ + 1,¢ + s) olarak belirtilsin.
a5 = tlim inffA(t+1,t+s), o = tlim sup A (t+1,t+s) (2.2.2)

olmak {izere
as

u(A) = lim Y vew(A) = lim (2.2.3)

s—00 S §—00 §

sirasiyla A nin alt ve iist diizgiin yogunluklar1 olarak adlandirihr. Eger u (A) =
u(A) =: u(A) ise ortak olan u (A) sayisina A kiimesinin diizgiin yogunlugu denir

(Brown ve Freedman, 1990).

Tanim 2.2.3. A C N i¢in

1 1 = 1 1
d(A) = 71151010 inf o Z —ved(A) = nhﬂrgo sup — Z . (2.2.4)
a€A, a<ln a€A, a<n

sayllarina sirasiyla A kiimesinin alt ve iist logaritmik yogunlugu denir. Eger

d(A)=d(A) = d(A) ise

1 1
d(A) = lim -— > o= (2.2.5)
acA, aln

sayisina A kiimesinin logaritmik yogunlugu denir (Halberstam ve Roth, 1966).

Tanim 2.2.4. Her € > 0 icin,

S({k eN:|ay—L|>e}) =0
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yani

1
lim — [{k<n:zx—L|>e}|=0

n—oo N,

ise z = {x}} dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st—lim x = L ile gosterilir

(Fast, 1951).

Ornek 2.2.5. z = (z,) dizisi

seklinde tanimlansin. % den kiigiik olacak sekilde herhangi bir € > 0 i¢gin
K={keN:z,—0[>e}={1,4,9,16,...}

alimir. Burada K kiimesinin yogunlugu 6(K) = 0 dir. Dolayisiyla x dizisi L = 0
degerine istatistiksel yakinsaktir, yani st—lim xz = 0 dir. Ayn1 zamanda bu dizinin
¢ komgulugu diginda kalan elemanlari sonsuz sayida oldugundan yakinsak degildir.
O halde istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak olamayacagi stylenebilir. Diger
taraftan yakinsak her dizinin istatistiksel yakinsak oldugu sonlu sayidaki kiimenin

dogal yogunlugu sifir oldugundan sdylenebilir (Fridy, 1985).

Teorem 2.2.6. (x;) reel bir dizi olsun. Bu durumda st — lim z;, = L olmasi igin
gerek ve yeter kogul 6 (K) = 1 ve lim z, = L olacak sekilde bir K = {k; < ks <

... <k, < ...} C N kiimesinin mevcut olmasidir (Salst, 1980).

Tanmim 2.2.7. Bir reel say1 dizisinin istatistiksel limiti sifira esitse diziye istatis-

tiksel sifir dizisi denir.

Istatistiksel yakinsaklik herhangi bir metrik uzay tizerinde asagidaki sekilde tanim-

lanir.

Tanim 2.2.8. (X, p) bir metrik uzay; (zy), X uzaymnda bir dizi ve x € X olsun.

Her bir € > 0 igin



esitligi saglaniyorsa x,, dizisi x noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —

lim z;, = x yazilir (Kostyrko vd., 2000).

Bu tanima gore

st —limzy = < st —limp (zg, ) =0
yazilabilir. Yani, herhangi bir € > 0 verildiginde p (zy, ) < € kalr.

Fridy (1985)’nin reel istatistiksel Cauchy dizisi tammindan yararlamlarak her-
hangi bir metrik uzayda bir istatistiksel Cauchy dizisi agagidaki sekilde tanim-

lanmasgtir.

Tanim 2.2.9. (X, p) bir metrik uzay ve (xj), X uzaymda bir dizi olsun. Her
e > 0 say1si igin

Mk eN:p(zp,ay)>et=0

olacak gekilde bir N = N (¢) € N sayis1 varsa (xy) bir istatiksel Cauchy dizisidir
denir (Giirdal, 2004; Dems, 2004).

Teorem 2.2.10. Bir (X, p) metrik uzayindaki (zj) dizisi i¢in agsagidaki kogullar
denktir:

i) (xy) bir istatiksel Cauchy dizisidir,

ii) Her bir ¢ > 0 icin m,k ¢ D iken p(z,,x;) < € olacak sekilde § (D) = 0
kogulunu saglayan bir D C N kiimesi vardir (Dems, 2004).

Z-yakimsaklik kavramin verebilmek ic¢in once ideal ve filtre tanimlar: verilecektir.

Tanim 2.2.11. P (N) dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi olmak tizere Z C
P (N) ailesi i¢in

i) e,

ii) A,B €7 ise AU B € 7 (toplamsallik),

iii) A€ Z ve B C Aise B € Z (kalitsallik),

kogullar1 saglaniyorsa Z, N de bir ideal olarak adlandirilir (Kuratowski, 1966).

Yukaridaki tanimdaki (i7) den () € Z olacag agiktir. Eger N ¢ 7 ise 7 ideali 6z
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ideal olarak adlandirilir. Buna gore P (N) digindaki biitiin idealler 6z idealdir.

0 ve P (N) asikar olan ideallerdir. @ ve P (N) in digindaki ideallere gergek ideal

denir.

Her z € Nigin {z} € 7 ise, yani 7 ideali N nin tiim sonlu alt kiimelerini igeriyorsa

uygun ideal olarak adlandirihr (Kostyrko vd., 2000).

7 ideali kapsamaya gore maksimal olan bir 6z ideal ise maksimal ideal adinmi alir

(Kostyrko vd., 2000).
Simdi ideale dual bir kavram olan filtre tanimini verelim.

Tanim 2.2.12. F C P (N) ailesi igin

)0¢7,

ii) Her A,B € Figin ANB € F,

iii) Her A€e Fve AC Bigin Be F

kosullar1 saglaniyorsa F ye N de bir filtre denir (Nagata, 1974).

7 ile F arasindaki iligkiyi agagidaki énerme agikca vermektedir.

Onerme 2.2.13. Z, N de bir 6z ideal olsun.
FIZ)={MCN:3A€Z>5M =N\ A} (2.2.6)

ailesi N de 7 ideali ile ilgili filtredir (Kostyrko vd., 2000).

Tanim 2.2.14. Z C P (N) N de bir 6z ideal olsun. x = (z},) reel degerli bir dizi

ve £ € R olsun. Eger her ¢ > 0 igin,

Ale)={keN: |z, - ¢ >} el (2.2.7)

ise = dizisi € sayisina Z-yakinsaktir denir ve Z-lim z;, = £ seklinde yazilir (Kostyrko

vd., 2000).

Simdi ideal kavramimi saglayan, dogal sayilarin alt kiimelerinin farkhliklarin
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gosterelim.

Ornek 2.2.15. Z¢, N nin ttim sonlu altkiimelerinin ailesi olsun. Bilindigi gibi
klasik yakinsaklikta limit noktasinin komsulugu disinda kalan eleman sayis1 sonlu
bir degerdir. Olciim teorisinde bunun dizinin tiim terimlerine oram bilindigi gibi
sifirdir. Bu ozellige sahip kiimeler ideal tanimindaki ¢zelikleri saglar. Bu nedenle
1s-yakinsakhk klasik yakinsakligin genellegtirilmisidir. Z;, kapsamaya gore en
kiigiik uygun idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Ornek 2.2.16. Z; = {A C N : § (A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir. Bilindigi
gibi istatistiksel yakinsaklikta limit noktasinin komsulugu diginda kalan eleman
say1si sonlu veya tiim eleman sayisina gore daha az bir degerdir. Ancak sonlu
olmasi gerekmez sonsuz da olabilir. Olciim teorisinde bunun dizinin tiim terim-
lerine orani bilindigi gibi sifirdir. Yakinsaklik ise hemen hemen bir yakinsaklik
tiriidiir. Bu 6zellige sahip kiimeler ideal tanimindaki ozellikleri saglar. Bu ne-
denle Zs-yakinsaklik istatistiksel yakinsakhigin genellestirilmisidir (Kostyrko vd.,
2000).

Ornek 2.2.17. 7, = {ACN:u(A) =0} ailesi N de bir uygun idealdir. Z,-
yakinsaklik diizgiin istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir (Kostyrko vd.,
2000).

Ornek 2.2.18. 7, = {(}} olmak iizere Z; ideali N de minimal idealdir. z = (z,)
dizisinin Zy-yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosul x in sabit dizi olmasidir

(Kostyrko vd., 2000).

Ornek 2.2.19. m € N olmak iizere, m sayisim bulundurmayan kiimelerin olug-

turdugu aile bir maksimal idealdir (Kostyrko vd., 2000).

Bu ideal, uygun ideal degildir. Ciinkii {m} kiimesi bu ideale ait degildir. Her-

hangi bir z dizisi m inci elemanina bu ideal tizerinden Z-yakinsaktir.

Ornek 2.2.20. 7, = {A C N : d (A) = 0} ailesi N de bir uygun idealdir ve Z,—ya-
kinsaklik logaritmik istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilir (Kostyrko et al.,
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2000).

Ornek 2.2.21. Z-yakinsakhiginm genis bir siufi su sekilde elde edilebilir. 7 =
{tmk}n,keN regiiler negatif olmayan bir matris olsun. A C N olmak iizere her
n € Nigin 687 (A) = 32 b, 05ea (k) dir. Eger lim, o0 (A) = 67(A) limiti
varsa dr(A), A nin T-yogunlugu olarak adlandirilir. Zs, = {A C N: 6p0(A4) = 0}
olsun. Zs,, N nin dogal bir ideali ve Z;, 6zel durumlarda Zs yakimsakhigini igerir

(Kostyrko vd., 2000).
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3. 2NORM ve n-NORMLU UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK

Bu boliimde Sahiner vd., Giirdal ve Sahiner tarafindan 2-normlu ve n-normlu u-
zaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy kavramlari ile ilgili baz1 teoremler ve sonuglara

yer verilmigtir (Sahiner vd. 2007; Giirdal ve Sahiner, 2008).

Tamm 3.1. Z C 2%, N nin bir gercek ideali olsun. Eger her ¢ > 0 ve X deki 2
icin A(e) ={k e N: ||z — 2, 2| > ¢} € T ise X, 2-normlu uzaymdaki {z;} dizisi

x degerine Z-yakinsaktir denir.
Simdi iki normlu uzaylarda bir Z-yakinsaklik érnegi verelim.

Ornek 3.2. T = Z; olsun. (X, |.,.||) 2-normlu uzaymnda

(0, k) k=n?, neN
(070) 7k:7én2

T —

tamimlansin ve L = (0,0) ve z = (21, 22) olsun. Her € > 0 ve z € X i¢in
{keN:|zp—L,z|| >} € {1,4,9,16,...,k* ..}

dir.

Her ¢ > 0 ve z € X i¢in 6{k € N: |z — L, z|]| > ¢} = 0 elde ederiz. Bu da

st — klim |zk, 2| = ||L, || oldugunu ifade eder. Fakat (zj) dizisi L ye yakimsak
degildir.
(X, ]].,.]]) 2—normlu uzayinda alacagimiz bir dizinin Z—limit altinda toplama ve

skalerle ¢arpma iglemine goére lineer oldugunu gosterelim.

Teorem 3.3. 7 bir uygun ideal olsun. Her z € X i¢in

i) Eger T— lim ||z, 2| = ||z, 2||, Z— lim ||yx, 2|| = ||y, 2|| ise Z— lim ||k +y, 2|| =
k—o0 k—oo k—o0
Iz +y, 2[l;
ii) Z — lim [|axy, || = ||ax, 2|, « € R.
k—o0
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Ispat. i) € > 0 olsun. Her z € X i¢in

Ky =K, (c) = {keN: |z — , 2| 2;

|
W—/

ve

£
Ky =Ksy(e) = {kGN: lye — vy, 2|| > 5

|
H’_/

olmak tizere Ky, K; € Z dir.
K=K () :={keN:|(z+uyr) — (x+vy),z|| > ¢}

olsun. K C K; U K5 olur ve ispat tamamlanir.

ii) @ € R ve a # 0 olmak iizere Z — klim |k, z|| = ||L, z|| olsun. O zaman
—00

{keN;ka—L,zuzﬁ}ez
(0

dir. Tanim 3.1 den

{k e N:|azxy —aL,z| 25}:{k€N:ka—L,zH 2&}

esitsizligin sag tarafi 7 ya aittir. Boylece her bir z € X igin
7T — lim ||oxy, z|| = ||aL, 2]
k—oo

dir.
u = {uq,...ug} X igin bir baz olsun. Bu durumda agagidaki elde edilir.

Yardimc: Teorem 3.4. 7 bir uygun ideal olsun. X deki bir (z) dizisi x €
X degerine Z—yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her ¢+ = 1,....d icin

Z — lim ||z — x,w;|| = 0 olmasidir.
k—oo

Yardimc1 Teorem 3.4 i ve ||.|, normu kullanarak Yardimci Teorem 3.5 i elde

ederiz.
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Yardimci Teorem 3.5. Z bir uygun ideal olsun. X deki bir (zj) dizisi z € X
degerine Z—yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kogsul Z — klim |zr — 2|0 = 0
—00

olmasidir.

B, (z,¢) agik yuvarim kullanarak Yardimei Teorem 3.5 ten Yardimc: Teorem 3.6

elde edilir.

Yardimci Teorem 3.6. Z bir uygun ideal olsun. X deki bir (z) dizisi z € X

degerine Z—yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul
A(e)={keN:z ¢ B, (z,¢)}

kiimesinin Z ya ait olmasidir.

Tamim 3.7. Z C 2%, N nin bir gercek ideali olsun. Eger her ¢ > 0 ve z € X icin
{k? eN: ||l‘k — $N(5,z)az|| > 8} A

kosulunu saglayan bir N = N (e, z) says1 varsa X in (zy) dizisine X de Z—Cauchy

dizisi denir.

Teorem 3.8. 7 bir uygun ideal olsun. ||.,.|| yada ||.||,, normunda verilen X deki
bir (x)) Z—Cauchy dizisi igin,

i) (zy) dizisi (X, ||.,.||) uzayinda Z—yakinsaktir,

ii) (xy) dizisi (X, ||.||,,) uzayimnda Z—yakinsaktir

ifadeleri denktir.

Ispat. Yardimci Teorem 3.5 ten, 2-normdaki Z—yakinsaklik ||.|| normuna gore

denktir. Yani
Z— lim ||z — 2,2 =0,Vz € X & T — lim ||z, — 2|00
k—oo k—o0

dur. Eger () dizisi ||.||,, a gore Z—Cauchy dizisi ise (x) nin 2—norma gore

Z—Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.
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Simdi de n-normlu uzaylarda Z—yakinsaklik, Z—Cauchy ve baz1 zellik ve 6rnek-

lerini verelim.

(X, |l .-, -||) bir n-normlu uzay olsun. Aksi belirtilmedikge 2 < n < d < oo olmak

iizere X, d boyutlu bir uzay olsun.

Tanim 3.9. Z C 2% N nin bir gergek ideali olsun. X in {x;} dizisi her ¢ > 0 ve

1, To,...Ty_1 € X icin
Ale) ={n e N: ||y — x, 21,29, .70, 1]| > e} €T

ise {z;} dizisi z e Z—yakinsaktir denir. Eger {x;} dizisi x degerine yakinsak ise
T — limy oo |2 — @, 21, Xa,..., Tt || = 0 veya Z — limyoo ||k, T1, To ooy T || =

|z, x1, xa,..., Tp1|| yazalir. x sayist {zy} dizisinin Z—limitidir denir.

Sonug 3.10. 7 bir uygun ideal ise (X, |-, ...,+||) n-normlu uzaymin yakimsakhgi,

(X, I, - -||) m-normlu uzayimin Z—yakisakhigim gerektirir.

Simdi X deki hangi yakinsaklik aksiyomlarinin X in Z—yakinsakliginda da sag-

landigina bakacak olursak,
(S) X n-normlu uzaymda her (z,x,...,x,...) sabit dizisi # degerine yakinsar.
(H) n—normlu X uzaymdaki her yakinsak dizinin limiti tektir.

(F) (2k) ey € X dizisinin limiti X deki bir # noktas: ise (x) dizisinin biitiin alt

dizileri ayn1 noktada limite sahiptir.

(U) (@k)pey € X dizisinin her bir alt dizisi # € X degerine yakinsayan bir alt

diziye sahipse (z}) dizisi de x € X degerine yakinsar.

Onerme 3.11. X n-normlu uzayimm en az 2 noktas: oldugunu varsayahm. Z c2%

de bir uygun ideal olsun.
i) X deki Z—yakinsaklik S, H ve U kosullarini saglar.

ii) Eger Z sonsuz bir kiime igeriyorsa X deki Z—yakimsaklik F' kogulunu saglamaz.
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Ispat. (9) agikardir. (H) yi gosterelim.

Her Ay, As € T igin (N'\ A;) ve (N'\ Ay) kiimeleri Z nin filtresine ait oldugundan
(N\ A1) N (N\ Ay) # 0 oldugunu gostermek yeterlidir. x; # x2 olmak iizere
x1, Ty € X iki limit noktasi olsun. xy — x5 ve 1, ..., 2, 1 lineer bagimsiz olmak
lizere

0< 2 < ||xy — X2, X1, ooy Tp1|

kogulunu saglayan bir ¢ icin
Ay ={k eN:||zpy — 21,21, 20, ..., 21| > €} €T,

Ay ={k e N: ||z — x9, 21,20, ..., Ty 1|| > e} €T

olsun. Buda (N'\ 4;) ve (N'\ Ay) kiimeleri Z nin filtresine ait oldugundan A, ve

Ay komsuluklarimin ayrik olmasi gergegiyle celisir.

(U) nun saglanmadigimi kabul edelim. O zaman her xq, zs, ..., 2,1 € X i¢in
Agg) ={k eN: ||z — z, 21,22, ..., Tp1]| > 0} #7

olacak gekilde bir £ > 0 vardir. Fakat Z uygun bir ideal oldugundan A (g¢) sonsuz
bir kiimedir. A(gg) = {n1 <ng <..<n; <..} vei € Nigin y; = x,, olsun. O

zaman n-normlu X uzaymnda {y;} {zx} nin = degerine Z—yakinsak olan bir

1€ND

alt kiimesi diginda bir alt kiimesidir.

i) A = {ki<kya<..<k;<..} € T bir sonsuz kiime ve B = N\ A =
{m1 <mg <...<m; <..} olsun. 7 gercek ideal oldugundan B kiimesi de son-
suzdur. Burada (zj) dizisini xq1,22 € X ve x; # x5 olacak sekilde tanimlayalim
ve €N icin xp, = x1,x,, = x2 olsun. Boylece 7 — ilir})lo||xki,xl,mQ,...,xn_lﬂ =
|21, x1, To,ooy Tpa || Ve T — ilirgloﬂxmi,ml,:L'Q,...,mn_lﬂ = |lz2, 21, %2,..., Tp_1]| elde

edilir.
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Ornek 3.12. 7 = Z; olsun. (X, |-, ..., ||) n-normlu uzaymda (z,) dizisi

0, ..., k) k=1i%ieN
(0, ...,0) k£ 2

seklinde tanimlansin ve z = (0, ...,0) olsun. Her € > 0 ve x1,22..., 2,1 € X i¢in
{keN: |z — 2,21, 20,...., 75 1| > e} € {1,4,9,16,...,k* ..}

dir. Here > 0ve z € X igin 0{k € N: ||z — 2,21, 29...,x,_1]] > €} = 0 elde
ederiz. Buda Z — klim |2k, 21, T2 s Tpoa || = ||z, 21, 29,..., Tp_1|| oldugunu ifade
—00

eder. Fakat (z,) dizisi « e yakinsak degildir.

(X, ||y ..y ]]) n-normlu uzayinda alacagimiz bir dizinin Z—limit altinda toplama

ve skalerle carpma iglemine gore lineer oldugunu gosterelim.
Teorem 3.13. Z bir uygun ideal olsun. Her zy, 23 ..., 7,1 € X i¢in

i) Eger 7 — lim ||z —x, x1, @a,..., Tp_1|| = 0 ve T — lim ||y, —y, x1, Ta,..., Tp_1]| = 0
k—o0 k—o0

ise 7 — klim | (zx +yr) — (4 y), 21,22 ..., xp1]| = 0 ve
ii)a e RiginZ — klim lla (z, — x), 21, 29,..., 1| = 0 dir.
Ispat. (1) € > 0 olsun. Her zy,25...,2,—1 € X igin A;, Ay € 7 olmak iizere

A = A (e) = {k eN:||zg — 2,21, 29, Tpa || > E}

ve

£
Ay = Ay (e) = {k €Ny —y, 21,29, T || > 5

I
——

seklinde tanimlayabiliriz. Burada A kiimesini

A=A)={keN: | (vs+uyr) — (x+y),x1,22,.... Tpa|| > €}

bi¢iminde tanumlarsak A C A; U Ay olur ve ispat tamamlanir.
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(i7) a € R ve a # 0 olmak tizere 7 — klim |zk — x, 21, 29,..., Tpq|| = 0 olsun. O
— 00

zalmar

€
{k’ eN:||zg —x, 21, 29,..., Tpa|| > ‘7} €z

oldugundan

{k € N: |laxy — az,z1,22,..., Tp_1]| > €}
{k e N:|a|||zx — ax,z1,22...,xp_1]| > €}
5
= {k eN:||zg — 2z, 21, 29,.0, Tpa || > —} el

lal

elde edilir. Boylece her 21,25 ..., 2,1 € X icin
7 — lim Ha (LCk — QJ) y L1y T2 weny l’n,1H =0
k—o0

dir.

Yardimci Teorem 3.14. 7 bir uygun ideal olsun. Her ¢ = 1,2,...,n i¢cin Z —
klim |21, T2,..., T2,k — 2, a;]| = 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X n—normlu

uzayindaki (zy) dizisinin z € X degerine Z—yakinsak olmasidir.

Ispat. (r;,) € X dizisi T—yakmsak olsun. O zaman her T1,%2,...,Tp—1 € X

vei=1,2 .. nicnZ — klim |lzr — x, 21, T2...; Tp—1]] = 0 olur. Her z € X ve
—00

ai, Qg ..., € Ricin 2z = a1m1 + aoxy + ... + ayu, seklinde yazlabilir. Ucgen

esitsizligini kullanilarak her k£ € N icin

|1, 20y Tpom, — 2, 2| = |aa| |21, Za,eoy Tpea Tk — T, g ]| + ..

+ || |71, D, T, 2h — T, Uy |
dir. Eger her e > 0ve 1 =1,2,...,n i¢in

A(e)={keN: |z, 29....,0pox) —x, 0| >} €T
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ise iistteki egitsizlikten

{k ||z, 20y tp_g,x —x, 2] > e} € Alaa] ||z1, 2o,y Tpoo, T — x,ug]| > €} UL

U{n : ‘Oén| Hxlaz‘l'“axnf%xk - xaunH 2 8}

elde edilir. Ustteki ifadenin sag tarafi ideale ait oldugundan sol tarafida ideale

aittir.
Bu da yardimci teoremin ispatini tamamlar.

Yardimer Teorem 3.14 den ve ||., ..., .||, normundan asagidaki yardimci teorem

verilebilir.

Yardimci Teorem 3.15. 7 bir uygun ideal olsun. X deki bir (xy) dizisi x € X

degerine 7Z—yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kogul
7 — klim |1, o,y T2, T — Tjoo = 0

olmasidir.
B, (z,¢) agik yuvar1 kullanmlarak agagidaki yardimer teorem elde edilir.

Yardimc: Teorem 3.16. Z bir uygun ideal olsun. X deki bir (xy) dizisi z € X

degerine 7 —yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kogul
Ae)={keN:x, ¢ B, (z,¢)}
kiimesinin Z ya aittir olmasidir.
Tamim 3.17. I C 2, N nin bir gercek ideali olsun. Eger her ¢ > 0 ve z € X icin
{k: €N :||zp — TNy, T1, T, oy Tpa || 2 5} el

kosulunu saglayan bir N = N (e, z) says1 varsa X in (zy,) dizisine X de Z—Cauchy

dizisi denir.
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Ideal ve T—yakinsaklikla ilgili baz1 érnekler verelim.

i) Zy, N nin sonlu alt kiimelerinin bir ailesi olsun. O zaman Z;, N de uygun
idealdir ve Zy Cauchy dizisi n-normlu uzaylardaki Cauchy dizisi ile cakisir.
ii) Zy = {ACN:0(A) =0} olsun. O zaman Z;, N de uygun idealdir ve Zs

Cauchy dizisi n-normlu uzaylardaki istatistiksel Cauchy dizisi ile gakigir.

Yardimci1 Teorem 3.18. Herhangi bir (X, |-, ...,+||) n-normlu uzaymda her Z—
Cauchy dizisinin Z—yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her Z—Cauchy

dizisinin ||, ..., || ., normuna gére Z—yakinsak olmasidir.

Ispat. n-norma gore Z—yakinsaklik kavramu ||-, ..., -||_ normuna gére Z —yakinsak

kavramiyla denktir. Yani her z;, x5 ...,2,-1 € X i¢in

7 — lim ||x1, 29, T2, Tp-1, Tk — || = 0
k—o0

& I- I{:ILIgo Hxlaxl“'axnf%xk - :CHOO

olmasidir. (x) dizisi ||, ..., ||, normuna gore Z—Cauchy dizisi ise (x)) dizisinin

n-normuna gore Z—Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.
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4. LINEER n-NORMLU UZAYLARIN TAMLASTIRILMASININ iDEAL
YAKINSAKLIK KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde diizgiin siirekli n-norm ve ideal denk diziler tanimlanarak, ideal

yakinsaklik yardimiyla lineer n-normlu uzaylarin tamlagtirilmasi incelenmistir.

Tanim 4.1. Eger her zq, 29, ..., 2,1 € X icin

lim ||z — 1, 21,29, ..., 2n_1|| = 0
k—oo
limiti mevcut ise n-normlu (X, ||, ..., -||) uzaymda bir {z;} dizisi bir [ € X dege-

rine yakinsaktir denir.

Tanim 4.2. Eger her zq, 29, ..., 2,1 € X icin

kllj{)lo |xx — x1, 21, 22, ooy Zn-1|| = 0
ise n-normlu (X, ||, ..., *||) uzaymnda bir {z}} dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

7, gergek bir ideal olsun.

Tanim 4.3. (X, ||-, ..., -||) n-normlu uzayinda {z;} bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

ve sifirdan farkli z1, 2o, ..., 2,1 € X icin
{keN:|w,—L,z1,22,..,201|| >} €T
ise 0 zaman {xy} dizisi L ye ideal yakinsaktir denir ve
T i X =
yazilir.

Tanim 4.4. (X, ||, ...,-||) lineer n-normlu uzayinda {x;} bir dizi olsun. Eger her
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e > 0, sifirdan farkl zq, 29, ..., 2,1 € X ve her m > N i¢in
{keN: |z —zpm, 21,22, ..., 2n1|| > e} €T

olacak gekilde bir N = N(e, z1, 22, ..., 2,_1) say1s1 varsa {x} dizisi X de bir ideal

Cauchy dizisidir.

Teorem 4.5. {z;} ve {yx} n-normlu bir uzayda iki ideal Cauchy dizisi olsun. A

skaler olmak tizere {x + yx} ve {\z;} da ideal Cauchy dizileridir.

Ispat. Eger {z} ve {yx}, (X, |, ...,-]|) normlu uzaymda ideal Cauchy dizileri

ise her € > 0, 21, 29, ..., 2,1 € X ve her m > N igin
K, = {k; € N: ||lxg — xm, 21, 22, ooy Zn1]| > —} el

ve

g
Ky = {k € N: |lyk — Yms 215 22, oovy 201 || = 5} cT

olacak gekilde N = N (e, 21, 22, ..., 2,_1) sayist mevcuttur.
K=K(E)={keN:|(zr+uyr) — (T + Ym), 21, 22, -, Zn_1|| > €}

oldugundan K C K; U K elde edilir.

Son olarak {xy} bir Z- Cauchy dizisi ise { Az}, } dizisinin de Z- Cauchy dizisi oldugu

yukaridakine benzer sekilde gosterilebilir.

Tanim 4.6. Bir lineer (X, ||-,...,+||) n-normlu uzaymmda {z;} ve {y} iki ideal

Cauchy dizisi olsun.
{keN:k>NU)veary—y ¢U} el

olacak sekilde sifirin her U komsulugunda bir N(U) tamsayis1 varsa bu iki dizi
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ideal denktir denir. Bu da her zy, 29, ..., 2,1 € X icin
T — lim ||k — Yk, 21, 225 oy 2n—1|| = 0
k—o00

ifadesine denktir. Eger {xy} ve {y} ideal denk ise {z} ~ {yx} ile gosterilir.

Sonug 4.7. (X, ||+, ..., ||) lineer n-normlu uzay olsun. Eger {ay} % {zx} ve {bx} =

{yr} denk ise o € R i¢in {ay + by} ~ {z + yp} ve {aa} ~ {axy} dir.

Ispat. {a;} % {yr} ve {bx} % {yr} oldugundan her ¢ > 0 ve z1, 29, ..., 2,1 € X
icin

15
Kl = {k eN: Hak: — Tk, 21, 22, ...,Zn71|| > _}

ve

€
KQ = {k eN: ||bk — Yk, 21, 22, "'7ZTL—1|| > _}

olmak tizere K, K, € 7 dir.
K=K()={keN:|(ax+br) — (xr + yr), 21, 22, -, 2n_1|| > €}

T
olsun. K C K7 U K3 ve {aag} ~ {ax} nin ispatlar1 kolayca gosterilebilir.

X deki ideal dizilerin biitiin denklik siflarmi X ile gosterelim. T,y vb. X nm

elemanlari olsun. X iizerindeki toplam ve skalerle carpim su sekilde gosterilir.

1) T+y={xr} €T ve {yr} €y olmak iizere {z; + yx} ya ideal denk olan biitiin

dizilerin kiimesidir.

ii) ar = {z}} € T olmak iizere {ary} ya ideal denk olan biitiin dizilerin kiime-

sidir.

Sonug 4.7 den bu iki 6zellik T ve i elemanlarimin se¢gimlerinden bagimsiz olduk-

larindan iyi tanimh dir. Buradan X bir lineer uzaydir.

Sonug 4.8. (X, ||+, ...,+]|) lineer n-normlu uzayinda {z;} bir ideal Cauchy dizisi
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olsun. zy, 29, ..., 2,1 € X icin

7 — lim {||xk, 21, 22, - 201}
k—oo

vardir.

Teorem 4.9. (X, |-, ...,-||) lineer n-normlu uzaymda {zix)} ve {op)} iki ideal

Cauchy dizisi ideal denk ise her 21, 2, ..., z,_1 € X i¢in
T — lim ||zyk), 21, 225 ooy Zn—1|| = Z — im ||y, 21, 22, -, 2Zn—1 |
k—o0 k—o0

dir.

Ispat. n-norm ozelliginden

|T1kys 21, 225 ooy 21|l = || T1k) — Tak) + T2k), 215 225 s 21|

< Ty — T2y 215 225 -0 2t || + |25 215 22, s 2 |

olup

| Z1(k), 215 225 oy 21| = | @2g)s 215 22, s 2o || < || T10) — T2k), 215 225 -, Zn1]|
ve

| T2k), 215 225 -y Zn—1ll = |@10)5 215 225 o5 2ot || < || T20) — T1k), 215 225 -, 21|

elde edilir. Boylece agsagidaki esitsizligi elde ederiz:

{k € N:|lzawy, 21, 22, s 2ol = 2108, 215 22, s 20 ||| > €}

C {k eN: |lmaw) — 21k, 21, 22, ooy 201 || > €}
{$1(k)} ve {mg(k)} ideal denk olduklarmndan

{k; € Nt [|wagy — T1(kys 21, 225 o5 Zna || > 6} <A
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ve sonug olarak asagidaki ifadenin ispat1 tamamlanir:
{k eN: ‘||:(:2(k),z1,22, ceos Zna1 |l = llz1w), 21, 22, ...,zn_1H| > €} cT.

Lineer n-normlu uzaylarin tamlastirilmasi konusunda caligirken kargilagilan 6nemli

problemlerden birisi X deki herhangi n i¢in Z-Cauchy dizilerinin

7 — kh—>nolo ||x1(k), L2(k)s -+ xn(k)H

limitinin olup olmadig: sorusudur. Bu problem, iizerinde diizgiin siirekli n-normlar

tanimlanan uzaylar i¢in ¢oziilmiigtiir.

Bundan sonra en azindan bir pseudo n- normlu uzaya tamlanabilen uzaylar gos-

terilecektir.
Tanim 4.10. Her € > 0 ve T1; — T15,L25 — T25, -y Tni — Tnj c Ug (1 S Z,j S n)
ozelligine sahip herhangi 1;, o, ..., Tpns, 15, 25, ..., Tp; i¢in

{k’ e N: |||331i,l'2i, ,.TmH — ||331j,l‘2j, ,l’n]||| > 6} =i

olacak sekilde 0 i U, komsulugu mevcut ise X lineer uzay iizerinde tanimli bir

||, .., .|| n-norma ideal diizgiin siirekli ad1 verilir.

Tanim 4.11. Pseudo n- norm bir n-normun xy, xs, ..., z, lineer bagimsiz olmak
luzere

|x1, T2y .oy 2p|| = 0
kosulu digindaki biitiin sartlarim1 saglayan reel bir fonksiyondur.

Yardimci Teorem 4.12. Eger X bir ideal diizgiin siirekli n-norma sahip lineer

uzay ise X de {xl(k)} , {:CQ(k)} - {a:n(k)} herhangi Z-Cauchy dizileri i¢in

T = Jim iy, 2209, s ot |

mevcuttur.
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Yardimci Teorem 4.13. Eger X lineer uzay: bir ideal diizgiin siirekli n-norm

iceriyorsa

A A A
{mim } = {awm | {zam } = {aaw |- {za } = {anm }

ideal Cauchy dizilerinin denklik ciftleri igin

I -1 =7 -1
kl_{go ||$1(k)» T2(k)s -+ Ln(k) | kl_{go ||(l1(k), QA2(k)y -+ An(k) [

vardir.

Eger X diizgiin siirekli n-norm igeren bir lineer uzay ise her xy, 7o, ..., T, € X i¢in

X uzayinda reel degerli bir fonksiyonu
H/m\ly f?? ) /{E\nH =1~ k:h—{{olo Hxl(k)a T2(k)y s xn(k)H

bi¢iminde tamimlayabiliriz. Burada {«%(k)} € 71, {:Ug(k)} € To, ..., {xn(k)} € T
dir. Bu fonksiyon 77, Ts, ..., T, elemanlarimin se¢iminden bagimsiz ve limit var
oldugundan iyi tanimhdir. Ustte tanimlanan fonksiyon X uzay1 i¢in bir pseudo

n- normdur (Bu fonksiyonun n-norm olup olmadig halen bir sorudur).

Teorem 4.14. {xl(k)} € 71, {atg(k)} € To, ..., {xn(k)} € T, ideal Cauchy dizileri

olmak tizere X ideal diizgiin siirekli n- normlu lineer uzay ise

HEEI, 33\2, ceey ﬁj\nH =7 — lim ||C£1(k), xg(k), ceey Jin(k)H
k—o00
fonksiyonu/)z uzayinda bir pseudo n- normdur.

Ispat. i) 71,23, ..., T, lineer bagimh ise

||/x\17 227 7/~T\n|l - I - ’}LI& ||x1(k‘)7x2(k‘)7 ceey In(k‘)”

= 0

yazabiliriz.
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ii)

||?L‘\1,i'\2, ,an =7 — lim ||J,’1(k),l’2(k), ...,:L‘n(k)H
k—oo

oldugundan ve ||z1(k), Zagkys ---» Tn(k)|| Permiitasyon altinda degismeli oldugundan

|71, T2, ..., T,,|| da bu kosulu saglar.

iii)
||§3\1, /l‘\g, ceey ofx\nH = 7 - kh—{go ||I1(k), l‘g(k), ceey Oél“n(k)H
= 1- kh_{{)lo ] |21 (k)5 T2(k)s s Ty |
= a|||Z1, T2, ..., ||
dir.
iv)
H/I\l, fg, ceey /I\n_l, @\—i- /Z\H = 7 - ]}LI{BO ||I1(k), Ig(k), ceey $(n—1)(k)7 (y + Z)(k)H
< I- /}Ln;o Z1(k)s T2(k)s s Tn—1) (k) Yk ||
HL = Hm {21, 2ag)s - Tn-1)(0) 200
= ||§17§27"‘a§n—1a@\|| + ||§7\17£2a"'7&7\n—172”
olur. z; = 25 = ... = 2, = ... olmak {izere X, ideal Cauchy dizisi {z1} 1 igeren

denklik siniflarindan olugan X nm bir alt kiimesidir. Bu sekilde bir dizi ideal
denklik siifi olabilir. Eger 71, Ta, ..., 2, € Xo ve eger her k icin Tk = T1, Togk) =
T2, ..., Tp(k) = Tp, Olmak flizere {I1(k)} , {xg(k)} s s {xn(k)} uygun Cauchy dizileri
ise
@1, Zay o, Tn|| = T — kh_)ncr}o %1k s T2k)s s Tr(ie) ||
= 7I- kh—{go lx1, T2, ooy 20|

= H.Tl,xg, ,l’n“

elde ederiz. Buradan )/(\'0 ve X izometriktir.
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Her 21, %2, ..., 2n_1 € X veher7 € )?\Y icin

T — lim |Z* — 2,21, 22, ..., Zpea || = 0
k—o0

olacak sekilde bir {f’“} C Y dizisi varsa Y C X ideal yogundur.

A~

Teorem 4.15. Eger X ideal diizgiin siirekli n-normlu lineer bir uzay ise )A(O, X

da ideal yogundur.

fspat. 7, X — Xy m herhangi bir elemam ve {z} € T olacak sekilde {z},
X de bir ideal Cauchy dizisi olsun. Her k icin tekrar eden zy,xy, ... dizisini
iceren 7%, )/50 n bir elemamdir. X daki her 21,22, ..., 2n—1 €lemamn i¢in ve herbir
{z(l)k} € 71, {z@)k} € Zoy.uns {z(n,l)k} € Z,_1 i¢in n-norm ideal diizgiin siirekli

oldugundan
{k EN:|| (l"k)m = Ty 21(m)s s Zn—1)(m)|| = 8}
= {k‘ eEN: ||ZL‘k = Tm, Z1(m)s ...,Z(nfl)(m)H > 5} el

k

elde edilir. Burada (2*),,, tekrar eden dizi % nmin m. bilegsenidir. Her k >

N (e, 21,29, ..., 2n—1) i¢in
{k eN: H(/.T\k) —53\, 21,...,/2\71,1” > 8} el

ve her 21, ..., 2,1 € X i¢in Z — limy_o |Z% — 7,21, ..., Zn_1]| = 0 dir. Buradan X

da )?0 ideal yogundur.

Eger her ideal Cauchy dizisi X de ideal yakinsak ise pseudo n- normlu X uzayi

tamdir denir.

Teorem 4.16. Eger X bir ideal diizgiin siirekli n- norma sahip lineer uzay ise X

ideal tamdar.

Ispat. {7}, X da bir ideal Cauchy dizisi ve 21, %, ..., Z,_1, X nin keyfi elemanlar
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olsun. Her £ icgin )/(\'0 nm X da ideal yogun oldugu gerceginden
P - 1
{k € N: ||y — Wk, 21, 22, -y 2n_1]| = E} €T

olacak sekilde {@;} € X secebiliriz. ¢ > 0 olsun. |.,...,.|| n- normun (iv)

ozelligini kullanarak N > £ olmak tizere k,m > N = N(e, 21, 22, ..., Zn—1) igin

K = ={keN: | — B, 21, %, Zna| > €}

L N 1
{k € N [[Wy — Yk, 21, 22, -y Zn1l| = E}

I

—~ o~ o~ —~ g
U {k S N: ||yk — Ym, 21, 22, "'7Zn—1|| 2 g}

- PN - 1
UdmeN: ||ym_wm7z17227’"7zn—1|| Z E

elde edilir ve

N PN R 1
{k € N ||Wk — Yk, 215 22 -y 2n—1]| > E}

ve

N PO R 1
{m € N ||Um — Wi, 21, 22, vy 2n—1|| > —}
m

kiimeleri Z ya aittir. 2y, 2s, ..., 2,1 elemanlar1 keyfi elemanlar ve 7, da X in bir
ideal Cauchy dizisidir. {@,}, Xo da ideal Cauchy dizisi oldugundan {w;}, X
de X ve X, arasmdaki izometri altmda {wy} ya karsilik gelen bir dizi olsun. O
zaman {wy}, X de ideal Cauchy dizisidir. Boylece X da {wy} € y olacak sekilde

bir § elemam vardir yleki, N > £ olmak iizere k > N = N(e, 21, 22, ..., Zn—1) igin

K1 : :{kENZ ||@\k_@\721722;--'72n—1“ 28}
- PN - 1
g {k eN: ”yk — Wy, 21, 22, "'wznle 2 E}
SO . 5
U {k €N: H'U}k — Y, 21, 22, "‘7Zn71H > 5}
elde edilir. Teorem 4.15 in ispatindaki gibi £ > N (e, 21, 22, ..., 2,_1) igin

A~ o~

{k] € N: ||ﬁ7k — y721,/z\27 ...,/Z\n,1|| 2 8}
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kiimesi k,m > N (e, 21, 22, ..., Zp_1) i¢in
{k € N: |lwi, — Wi, 21(m), 22(m)s s Zn1(m)|| = €} €L

kiimesini saglar. Boylece K; € Z oldugu gosterilmis olur. {7}, X in herhangi

bir elemani oldugundan X ideal tamdr.

Ideal diizgiin siirekli n-norma bir érnek olarak {e;}; ; bazin elemanlar1 ve j =

1,2,..nigin z; = > " xje; olmak iizere

=

2\ 2
T TiG+1) 0 Ly
d
1 T2i Tai+1) - T2y
|x1, T2y ooy || = 3 E _ _ ' _
1<i<j<n
Tni TpG+1) *°° Tnj

normu verilebilir.
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