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OZET
ZAMAN SKALASI ANALIZINDE DINAMIK DENKLEMLERIN
KARARLILIGI UZERINE

Veysel Fuat HATIPOGLU

Doktora Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK
Aralik 2012, 44 sayfa

Bu calismada, zaman skalasinda dinamik denklemlerin {istel ve diizgiin iistel
kararliliklar: ile ilgili teoremler verilmistir. Daha sonra zaman skalasinda impuls
dinamik denklemlerin w-iistel, y-diizgiin tstel ve y-global istel kararliliklar ile
ilgili tanim ve teoremler c¢aligilmistir. Ayrica zaman skalasinda ikili doniisiimler
tanimlanmis, Lyapunov fonksiyonu sec¢imine esneklik getiren bu doniisiimler
kullanilarak dinamik denklemlerin kararlilig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Ustel Kararlilik, w-Ustel Kararlilik, Ikili Donitigiim,
Dinamik Denklemler, Impuls Dinamik Denklemler, Zaman
Skalas1
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ABSTRACT
ON THE STABILITY OF DYNAMIC EQUATIONS ON TIME SCALES

Veysel Fuat HATIPOGLU

Doctor of Philosophy (Ph.D.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Zeynep Fidan KOCAK
December 2012 , 44 pages

In this study, we give some theorems about exponential stability and uniform
exponential stability of dynamic equations on time scales. Then we study the
definitions and theorems related with y-exponential, y-uniform exponential, y-global
exponential stability of impulsive dynamic equations on time scales. Moreover, we
define dichotomic maps on time scales and we investigate stability of dynamic
equations on time scales by using dichotomic maps which helps us choosing Lyapunov
functions.

Keywords: Stability, Exponential Stability, y-Exponential Stability, Dichotomic Map,
Dynamic Equations, Impulsive Dynamic Equations, Time Scales
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZINi

Zaman Skalas1

Reel sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Karmasik sayilar kiimesi

A kiimesinden B kiimesine sag yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Tleri sigrama operatorii

Geri sigrama operatorii

Tanecik (graininess) fonksiyonu
Bos kiime

Delta tiirev

Regresif

Silindir doniistimii
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1. GIRIS

Son yillarda {izerinde birgok calismalar yapilan zaman skalasi teorisi Hilger (1988)
tarafindan siirekli analizi ve ayrik analizi birlestirmek amaciyla kurulmustur. Siirekli
analiz ve ayrik analizde pek c¢ok kavram ve teorem zaman skalasinda yeniden
kurularak genellenmektedir. Pek ¢cok doga olay1 sadece siirekli ya da sadece ayrik
olarak ifade edilemez. Zaman skalasi teorisi, hem siireklilik hem de ayriklik
durumlarini igeren doga olaylarinin matematiksel denklem olarak ifade edilmesine
olanak saglamistir. Zaman skalas1 {izerinde tanimlanan bu denklemlere dinamik
denklemler denir. Dinamik denklemler 6zel zaman skalalarina gore diferensiyel
denklemler, fark denklemleri ve g-fark denklemleri olarak adlandirilabilirler. Hem
stirekli hem de siireksiz tanim kiimelerinde tanimli1 dinamik denklemler lizerine yapilan
caligmalar ile gergek hayatta ki problemlerin ¢6ziimii amaglanmaktadir. Son yillarda
zaman skalasiin ekonomi alaninda Atict vd. (2006), tip alaninda Jones vd. (2004)
gibi ¢alismalarin yanisira diger bilim alanlarinda uygulamalar ile ilgili ¢aligmalar
yapilmaktadir. Zaman skalas1 analizinde Kaymakcalan vd. (1996), Bohner ve Peterson
(2001) ve Bohner ve Peterson (2002) kitaplar1 bircok temel tanim ve teoremi igererek
pek ¢ok calismaya kaynak olmuslardir.

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov tarafindan 1892 yilinda hazirlanan doktora tezinde,
diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerine bakilmaksizin kararliliklarinin incelenebilmesi
i¢in genel bir yaklasim gelistirilmistir. Bu yaklasim Lyapunov’un direkt metodu olarak
adlandirilmaktadir. Bu yontemde kullanilan Lyapunov fonksiyonlar: ile diferensiyel
denklemlerin ve fark denklemlerinin ¢6ziimleri bulunmadan kararlhiliklarinin
incelenmesi lizerine pek c¢ok c¢alisma yapilmistir. Zaman skalasinda Lyapunov
kararlilik teorisi ilk olarak Kaymakealan (1992) calismasinda incelenmistir. Daha
sonra Lyapunov fonksiyonlar1 zaman skalasina Peterson ve Tisdell (2004) ¢alismast
ile "I tipi Lyapunov fonksiyonlar1" olarak adlandirilarak genisletilmistir. I tipi
Lyapunov fonksiyonlar1 kullanilarak Hoffacker ve Tisdell (2005) calismasinda
dinamik denklemlerin kararlilik ve asimptotik kararlili§i incelenmistir. Bunlarin
disinda zaman skalasinda farkli dinamik denklemlerin kararliliklar1 ve ¢esitli kararlilik
tipleri tizerine DaCunha (2005), Hovhannisyan (2006), Bohner ve Martynyuk (2007)

gibi ¢alismalar yapilmistir. Zaman skalasinda iistel kararlilik ve diizgiin tistel kararlilik



daha 6nce Peterson ve Raffoul (2005), Liu (2006), Li ve Hong (2011) gibi ¢alismalarda

incelenmistir.

Ikinci bolimde zaman skalasi analizinde kullanilan temel tanim ve teoremler
verilecektir. Ayrica zaman skalasinda iistel fonksiyonun genellemesi ve ozellikleri
verildikten sonra Lyapunov fonksiyonlarinin genellemesi ve kararlilik ile ilgili baz1

tanim ve teoremler verilecektir.

Ucgiincii béliimiin ilk kisminda daha 6nce Peterson ve Raffoul (2005) calismasinda
verilmis tstel ve diizglin istel kararlilik sartlarindan farkli kararlilik sartlar
verilecektir. Ikinci kisimda ise varlik ve teklikleri Benchohra vd. (2006) kitabinda
incelenmis olan impuls dinamik denklemlerin y-iistel, y-diizgiin iistel ve y-global
listel kararliliklar1 incelenecektir. Ugiincii kisimda ise Lyupanov’un direkt metodunun
Carvalho (1991) tarafindan difereniyel denklemlerde ve fark denklemlerinde
genisletilmesi olan ikili dontistimlerle (dichotomic maps) kararlilik zaman skalasina
genisletilecek, bu doniisiimlerle dinamik denklemlerin kararhilik ve asimptotik

kararliliklar1 incelenecektir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde 6nce zaman skalasinda temel tanimlar verilerek zaman skalasi tanitilip,
ardindan zaman skalasinda tiirev ve integral tanimlar1 ve teknikleri verilecektir.
Daha sonra da zaman skalasinda tanimlanan Lyapunov fonksiyonlar1 tanitilacak
ve bu fonksiyonlar yardimyla dinamik denklemlerin kararlilig: ile ilgili teoremler

verilecektir.

2.1. Zaman Skalas1 Analizi

Zaman skalast; reel sayilar kiimesinin bostan farkli kapali herhangi bir alt kiimesidir.
Reel sayilar kiimesi R, dogal sayilar kiimesi N, tam sayilar kiimesi Z, Cantor kiimesi,
[0,1] U [2,3] kapalt araligi zaman skalas1 6rnekleridir. Fakat, rasyonel sayilar kiimesi
Q, irrasyonel sayilar kiimesi Q’, karmasik sayilar kiimesi C , (0, 1) agik araligi zaman

skalas1 degildir.

Bu ¢aligsma boyunca bir zaman skalas1 T ile gosterilecektir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.1. T herhangi bir zaman skalasi olsun. ¢ € T i¢in 6 (¢) : T — T 6yle ki
6(t):=inf{s e T:s>1t}

seklinde tanimlanan fonksiyona ¢ noktasinin ileri sigrama operatorii denir. Benzer
sekilde; € Tiginp(¢) : T — T 6yle ki

p(t) =sup{s €T |s<t}

seklinde tanimlanan fonksiyona da ¢ noktasinin geri sigrama operatdrii denir (Bohner
ve Peterson, 2001).

Bu tanimda, 0 bos kiime olmak iizere, sup@® = infT ve inf@ = supT olarak kabul

edilmektedir. Eger 6(¢) > ¢ ise ¢ noktasi sag yayilmis, 6(¢) = ¢ ise ¢ sag yogun, p(¢) <t



ise ¢ sol yayilmus, p(z) = ¢ ise ¢ sol yogun olarak adlandirilir. Ayrica p(z) < ¢ < o(z) ise
t ayrik, p(z) =t = o(¢) ise ¢ yogun noktadir denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.2. T herhangi bir zaman skalasi olsun. ¢ € T i¢in u: T — [0, 0) Syle ki

seklinde tanimlanan fonksiyona tanecik (graininess) fonksiyonu denir (Bohner ve
Peterson, 2001).

Yukaridaki tanimlarda; # € T oldugunda o(7) ve p(¢) degerleri de T kiimesinin
elemanidir. Bunun sebebi zaman skalalarinin T kiimesinin R reel sayilar kiimesinin

kapali bir alt kiimesi olmasidir.

Tanmim 2.1.3. Eger T kiimesi sol sigramali bir m maksimum noktasina sahip ise T* =
T — m dir. Aksi durumda ise T® = T dir. Ozet olarak;

T* — T\(p(supT),supT], supT < eo
T, supT = oo

(Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.1.4. T =R ve T = Z durumlarinda yukarida verilen tanimlar incelenirse;
(1) T =R ise, herhangi birz € T i¢in
o(t) =inf{s € R | s >t} = inf(¢,00) =1 dir.

Benzer sekilde p(¢) = ¢ oldugu da goriilebilir. O halde R nin biitiin noktalari
yogundur. Tanecik fonksiyonu ise;

ut)=o(t)—t=t—t=0 di.
(i1)) T = Z ise, herhangi bir ¢ € T i¢in
ot)y=inf{s€Z|s<t}=inf(t+1,6+2,t+3,...) =¢+1dir.

Benzer sekilde p(¢) =t — 1 oldugu da goriilebilir. O halde Z nin biitiin noktalari
ayriktir. Tanecik fonksiyonu ise;

ut)=o(t)—t=t+1—-t=1



dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.1.5. 7o € T ve {S(¢) : ¢ € [fo,)} asagidaki ifadeleri saglayan onermeler

ailesi olsun;
(i) S(to) onermesi dogrudur.
(ii) ¢ € [to, o) sag sigramal1 ve S(¢) dogru ise S(c(¢)) de dogrudur.

(iii) ¢ € [to,o0) sag yogun ve S(¢) dogru ise ¢ nin bir U komsulugu vardir dyle ki her
s € UN(t,00) igin S(s) 6nermesi dogrudur.

(iv) t € (to,o) sol yogun ve her s € [fy,?) i¢in S(s) dogru ise S(¢) dogrudur.

O halde S(¢) her ¢ € [ty, ) i¢in dogrudur (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanmim 2.1.6. T € TN [0,%) olsun. ¢ € T igin ¢ + 6> (T) € T ise, T zaman skalas
periyodiktir denir ve periyodu 62 (T) dir (Bohner ve Peterson, 2001).

2.2. Zaman Skalasinda Tiirev

/T — R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun. Herhangi bir € > 0 degeri i¢in ¢ nin bir U

komsulugu vardir dyle ki

[/ (0() = f(s)] = fA(0)[o(t) —s]| <elo(t) —s| ,VseU

ozelligini saglayan f*(¢) degerine, f fonksiyonunun # noktasindaki A-tiirevi denir.

Ornek 2.2.1. f: T — R fonksiyonu, o sabit olmak iizere f(¢) = o ile tanimlansin. O
halde; herhangi bir € > 0 i¢in

1f(0(1)) = f(s) = 0-[0(t) = s]| = | — &t = 0 < e[ (¢) 5]

her s € T degeri icin saglanir ve f(¢) = 0 dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.2.2. f: T — R fonksiyonu her ¢ € T igin f(¢) = ¢ olarak tamimlansin.
Herhangi bir € > 0 i¢in

[f(0(1)) = f(s) =1-[0(t) = s]| = |o(t) =5 — (0(¢) — )| = 0 < €|o(¢) —s]|

her s € T degeri icin saglanir ve f(¢) = 1 dir (Bohner ve Peterson, 2001).



Teorem 2.2.3. f: T — R bir fonksiyon ve ¢ € T olsun. O halde asagidaki 6zellikler

saglanir:

(1) f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu ¢ noktasinda

sureklidir.

(i1) f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ve ¢ noktas1 sag sigramali ise

dir.

(ii1) ¢ noktast sag yogun ise f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilirdir ancak

ve ancak

MWIOEI0

s—t t—s

degeri var ve sonludur. Bu durumda

i L0106

s—t t—s
dir.

(iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda diferensiyellenebilir ise

S(0(6)) = f(6)+u(t) f(2)
dir (Bohner ve Peterson, 2001).
Ornek 2.2.4. Tekrar T = R ve T = Z durumlari ele alinirsa;.

i) T = R ise, Teorem 2.2.3 (iii))den, f : R — R fonksiyonu

A-diferensiyellenebilirdir ancak ve ancak

! 1 f (t) _f (S)
fe)=lim=———=
limiti vardir, bir baska deyisle ancak ve ancak f fonksiyonu ¢ de

diferensiyellenebilirdir. Bu durumda;

fA(t) _ lll’nf(t) _f(S)

s—t t—s

=f(t)



olur.

(i1)) T = Z ise, Teorem 2.2.3 (ii)’den, f : Z — R fonksiyonu, A ileri fark operatorii
olmak tizere;
flo@)—f(0) _ ft+1)—f@)

=== = =)= =410)

ile A-diferensiyellenebilirdir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.5. f,g: T — R fonksiyonlarinin # € T* noktalarinda diferensiyellenebilir
olduklar1 kabul edilsin.

@ (f+8)*( (1) +g2(t)

(i) o sabit bir say1 olmak iizere; (ot f)2(¢) = au( £)2(¢)
(i) (f.g)2(1) = f2(1)g(r) + f(o(1)g(r) = f2(t)g(o (1)) + f(£)g (1)
(iv) f(1).f(0(r)) # O ise;

n* A
(f) W) == 7

(v) g(t)-g(o(t)) # 0 ise;

(£) - s s

1) —f()g" ()
)-g(o(?))

(Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.6. o bir sabit ve m € N olsun.

(i) f(¢t) = (¢t —a)™ ile tammlanan f fonksiyonu i¢in;

m—1
) = ;)(G(t) —a)"(r— o)
(i1)
1
g(r) = (=)



ile tanimlanan g fonksiyonu i¢in;

(Bohner ve Peterson, 2001).

Tamim 2.2.7. ¢ € T, 6%(¢) = o(c(t)) ve p?(¢) = p(p(t)) olmak iizere; her bir n € N
icin 6" (¢) ve p”(¢) tammh ise; f: T¥ — R fonksiyonu n kez diferensiyellenebilirdir
denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.2.8. Genel olarak f ve g fonksiyonlar1 iki kez diferensiyellenebilir ise fg

fonksiyonunun da iki kez diferensiyellenebildigi sdylenemez.

(fe)* = fg+r°¢"

incelenirse, f ve g fonksiyonlar: ikinci mertebeden diferensiyellenebilir ise

(fe)** = (fg+/%"
= fAg+ i+ fohh + oo™
= Mg+ (fA+ ) + [

elde edilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.2.9. /1 > 0 olmak iizere T = hZ = {hk | k € Z} olsun. ¢ € T igin;
o(t)=inf{seT : s>t}=inf{t+hn : ne N} =r+h

ve benzer sekilde p(¢) = ¢ — A bulunur. T nin her noktasi izole nokta oldugu i¢in;
ut)=o(t)—t=t+h—t=h

elde edilir, yani tanecik fonksiyonu sabittir. /' : T — R fonksiyonu igin;

_ Se@) =) _ fle+h) = f()
FO="= - h '




f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi arastirilirsa;

(o) = f4@)
w(t)
A +h)— A1)
h
f(t4+2h)—f(¢+h) f(tJrh})lff(t)

A0 =

h
f(t+2h)=2f(t+h)+ f(¢)
h2

elde edilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.10 (Ortalama Deger Teoremi). f, |a,b] araliginda siirekli, [a, b) araliginda

A— diferensiyellenebilir ise

f(b)_f(a) <fA(&)

S <= ——=x

olacak sekilde &, 1 € [a,b) vardir (Guseinov, 2003).

2.3. Zaman Skalasinda integral

Bu kisimda zaman skalasinda A-integral ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanmim 2.3.1. /: T — R fonksiyonunun; T nin tiim sag yogun noktalarinda sag limit
var ve T nin sol yogun noktalarindaki sol limit degeri var ve bu limit degerleri sonlu

ise bu f fonksiyonuna diizenli (regulated) denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanmim 2.3.2. f: T — R fonksiyonunun; T nin tiim sag yogun noktalarinda siirekli
ve T nin sol yogun noktalarindaki sol limit degeri var ve bu limit degeri sonlu ise bu
fonksiyona sag yogun siirekli denir. Calisma boyunca sag yogun stirekli fonksiyonlarin

kiimesi
Crg =Cy(T) =Cy(T,R)

ile gosterilecektir. /' : T — R fonksiyonlarinin n-inci mertebeden tiirevleri var ve

stirekli iseler, bu fonksiyonlarin kiimesi;

C =G (1) =7 (T.R)



ile gosterilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Diizenli ve sag yogun siirekli fonksiyonlarin bazi sonuglar1 asagidaki teoremde ele

alimmugtir.

Teorem 2.3.3. /: T — R olsun.

(1) f stirekli ise f sag yogun siireklidir.
(i) f sag yogun siirekli ise f diizenlidir.
(iii) Tleri sigrama operatorii 6(¢) sag yogun siireklidir.
(iv) f sag yogun siirekli veya diizenli ise f© da ayni ozelliklidir.

(v) f stirekli olsun. g: T — R fonksiyonu diizenli veya sag yogun siirekli ise fog
de ayni 6zellige sahiptir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.3.4. f: T — R fonksiyonu verilsin. Eger F : T — R fonksiyonu T* {izerinde
A-tiirevlenebilir ve her ¢ € T igin F2(¢) = f(t) ise, F fonksiyonuna f nin A-antitiirevi
veya ilkeli denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamim 2.3.5. f: T — R fonksiyonunun A-antitiirevi varsa, f ye A-integrallenebilir

fonksiyon denir. Bu durumda, a,b € T olmak {izere f nin a’dan b’ye A-integrali

[ 10 8= F) - Fla)

olarak tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.3.6. a # 1 sabit bir say1 ve T = Z igin

/ a' At

integrali hesaplanirsa;

a' A:A a' _ adtl— 4t _
a—1 a—1 a—1

oldugundan;

t
/a’Az:< a )+C
a—1

olur (Bohner ve Peterson, 2001).
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Teorem 2.3.7. Her sag yogun siirekli fonksiyonun antitiirevi vardir (Bohner ve
Peterson, 2001).

Teorem 2.3.8. f € C,yvet € TF ise

dir (Bohner ve Peterson, 2001).
Teorem 2.3.9. /() > 0 ise f artandir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.10. a,b,c € T,a € Rve f,g € C,y olmak iizere;

Q) [P0 +8(@)] A= [7 f(e) A+ [7 g(1)As;

(i) J7(af() At = fy f() At;

(i) [ £(t) A =— [ f(e) A;

(iv) [7£(6) At =[5 £(0) At + [ f(2) At

V) Ji f(o(0)g() At = (f2)(b) — (fg)(a) — [ fA(1)2(t) At;
Vi) Jy S(0)g0) At = (f2) (b) = (f2)(a) — [; /A (1)g(o(1)) At;
(vil) [ f(¢) At =0;

(viii) [a,b) araliginda | f(¢)| < g(¢) ise

/abf(t)At g/abg(z)At;

(ix) Hera <t < bigin f(¢) > 0 ise
b
| sy ar=o
a
dir (Bohner ve Peterson, 2001).
Teorem 2.3.10’un (v) ve (vi) siklar1 kismi integrasyon formiiliinii vermektedir. Ayrica

Teorem 2.3.10’un biitlin siklar1 f ve g fonksiyonlarinin diizenli olma durumunda da

gecerlidir.

Teorem 2.3.11. a,b € T ve f € C,4 olsun.
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(1) T=Rise
b b
/af(t)Az:/af(t)dt.

(ii) [a,b] aralig1 sadece izole noktalardan olusuyorsa

b Zte[a,b) /u(t)f(t) ,a<b
[ rwac=1 o aeb
’ Yoy MO f() a>b.

(iii) T=hZ ={hk: k€ Z} , h>0ise

b _
) z,g:%l flk)h  ,a<b
/f(t)At: 0 a=h
a g_l
~X Sk a>b.
(iv) T=7Zise

blfe)  La<b

/bf(t)At: 0 a=b
’ ~Lo () La>b.

olur (Bohner ve Peterson, 2001).

2.4. Genellestirilmis Ustel Fonksiyon

Bu kisimda Hilger karmasik sayilar1 {izerinde silindir doniisiimii yaparak iistel
fonksiyonlarin zaman skalasinda genellestirilmesi ve zaman skalasinda ¢ok kullanilan

bazi esitsizlikler verilmistir.

Tamm 2.4.1. /> 0 olmak uzere, Hilger karmasik sayilar1, Hilger ekseni, Hilger yedek
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ekseni ve Hilger sanal cemberi sirasiyla

Cy - :{ze(C:z#—}ll},

1
R, :{ze(Ch:zeRvez>—z},
1
A, :{zECh:zeRvez<—z},
1 1
I, : = Cy: -|=7

olarak tanimlidir. 2 = 0 i¢in Cy := C, Rg := R, I := iR ve Ay := 0 dir (Bohner ve
Peterson, 2001).

Tanim 2.4.2. 7 > 0 olmak tizere, §;, : C; — Zj := {z€ C: —n/h <Im(z) < n/h}
silindir doniisiimii 2 > 0 igin
1
E,(z) = Zlog(l +zh)

h =0 igin ise &, (z) = z olarak tanimlidir. Ters silindir doniisiimii ise z# > 0 i¢in
O 1/,
&' (@)= (¢"-1)

h=0i¢in &, ! (z) = z seklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 2.4.3. p: T — R fonksiyonuna her ¢ € T* i¢in

L+u(t)pt) #0
ifadesini sagliyorsa regresif denir ve sag yogun siirekli regresif fonksiyonlarin kiimesi
R=R(T)=R(T,R) :={p e Cy(T,R): 14+u(t)p(t) #0hert € T*}

olarak tanimlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 2.4.4. Pozitif regresif fonksiyonlarin kiimesi
RT=RT(T) =R (T,R) :={pcR: 1+u(t)p(t) >0hert € T}

olarak tanimlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Teorem 2.4.5. p,r € R olmak iizere her € T* i¢in

(pDq)(t)=p(t)+q @) +ut)p(t)q(t)

olarak tanimlanan & islemine gore R abel grubudur. Bu grup regresif grup olarak
adlandirilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamim 2.4.6. R iizerinde & islemi her 1 € T igin

p(1)

(©p)(t) = m

olarak tanimlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamim 2.4.7. p € R (T,R) olmak iizere 5,7 € T zaman skalasi iizerinde iistel fonksiyon

er 1.9) =50 ( [ &) (0 () )

olarak tanimlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 2.4.8. Eger p € R ise,

xXt=pt)x (2.1)
birinci dereceden lineer dinamik denklemi regresiftir denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.4.9. (2.1) denklemi regresif, o € T ve x9 € R olmak iizere

A =p)x, x(to)=xo

baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii
x(t) =ep,(t,t0) X0
olarak bulunur (Bohner ve Peterson, 2001).

Asagidaki teoremde tistel fonksiyonun bazi 6zellikleri 6zetlenmistir.

Teorem 2.4.10. Eger p,q € Rise, t,s,7 € T igin
(i) eo(t,8) =1vee,(t,t) = 1;

(i) ep(c(2),s) = (1+u(t)p(1))ep(t,5);
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(iii) 1/ e, (t,5) = ecp (t,5);
() ep(t,5) = 1/ep(s,1) = ecp (s,1);
(v) ep(t5)ep(s,7) = ep (t,1);

(vi) ep (1,5) €4 (t,5) = epag (1,5) ;

(

vii) ep (t,5) [eq (t,5) = epey (t,5), pOSq:=p®(©q)
esitlikleri vardir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.4.11. y, f € C,y ve p € R olsun. Bu durumda her 7 € T igin

) S p)y(O)+ (1)

esitsizligi saglanirsa her # € T i¢in

y(0 <vl)es () + [ ey (1,6(1)) f (1) AT

elde edilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.4.12 (Bernoulli Esitsizligi). oo € R olmak iizere o € R ise, her ¢ > s igin
eq(t,s) > 1+o(t—s), >t

olur.
Teorem 2.4.13 (Gronwall Esitsizligi). y, f € C,y ve p € RT olmak iizere p > 0 olsun.
Bu durumda her # € T icin
t
A0S0+ [ y@p@a
0
esitsizligi saglanirsa her ¢ € T i¢in
t
y() < f(t)+ | ep(t,o(t))f(T)p(T)AT

to

elde edilir (Bohner ve Peterson, 2001).
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2.5. Zaman Skalasinda Lyapunov Fonksiyonlar: ve Kararhhk

Bu kisimda zaman skalasinda Lyapunov fonksiyonlar1 ve kararlilik ile ilgili tanimlar

verilmistir. Sonrasinda, ¢,7y € T ve D kompakt bir kiime olmak {izere
A =f(tx), t>t, xe DCR" (2.2)

birinci mertebeden dinamik denkleminin, Hoffacker ve Tisdell (2005) ve Peterson
ve Raffoul (2005) calismalarinda ispatlanmis olan, asikar ¢Ozlimiiniin kararlilik

teoremleri ifade edilmistir.

Tamm 2.5.1. V : R"—R", V;(0) = 0 ve her bir V; : Rt—R" siirekli

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tizere

V(X)Z;V,-(x,-)le (x1)+ ...+ Vu(xn)

fonksiyonuna I tipi Lyapunov fonksiyonu denir (Peterson ve Tisdell, 2004).

Tamim 2.5.2. V' Lyapunov fonksiyonunun A tiirevi

I D Y Ok

1
VI (x).f(t,x) 1(t) =0

olarak tanimlanir (Peterson ve Tisdell, 2004).

Tamm 2.5.3. ¢ : [0,7] — [0,00) fonksiyonu iyi tanimli, siirekli ve ¢ (0) = 0 olmak
tizere [0, 7| lizerinde kesin artan ise ¢ fonksiyonuna « smnifi fonksiyon denir (Hoffacker
ve Tisdell, 2005).

Tanim 2.5.4. (2.2) denkleminin asikar ¢6ziimii € > 0 ve £y € T i¢in 8 > 0 sayist, biitiin
t >ty lar i¢in verilen denklemin |xg| < & baslangi¢ sart1 altindaki x (¢) ¢6zimii |x (¢)| <€

esitsizligini saglayacak sekilde ise kararlidir (Sivasundaram, 2002).

Tamim 2.5.5. (2.2) denkleminin agikar ¢6ziimii kararli ve tlim |x (¢)| = 0 ise asimptotik

kararlidir (Sivasundaram, 2002).

Hoffacker ve Tisdell (2005) calismasinda (2.2) denkleminin kararlilig: ile ilgili

asagidaki teoremler ispatlanmaistir.
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Teorem 2.5.6. Denge ¢dziimiiniin sifir komsulugunda [V (x (¢))]* < 0 olacak sekilde
stirekli tlirevlenebilir, pozitif tanimli bir  fonksiyonu varsa (2.2) denkleminin x = 0
denge ¢oziimii kararlidir (Hoffacker ve Tisdell, 2005).

Teorem 2.5.7. Denge ¢oziimiiniin sifir komsulugunda [V (x (1))]* < 0 olacak sekilde
stirekli tiirevlenebilir, pozitif tanimli bir /' fonksiyonu varsa (2.2) denkleminin x = 0

denge ¢oziimii asimptotik kararlidir (Hoffacker ve Tisdell, 2005).

(2.2) denkleminin {istel kararlilig: ile ilgili Peterson ve Raffoul (2005) calismasinda

asagidaki teoremler verilmistir.

Teorem 2.5.8. Farz edelim ki D C R” orijin noktasini igersin ve her (¢,x) € T,t X D i¢in
I tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ : T, x D — [0,e0) var olsun. A (¢) , A2 (t) ve A3 (¢) pozitif
fonksiyonlar, A (¢) azalmayan fonksiyon, p, ¢, pozitif sabitler, L negatif olmayan bir
sabit ve 8 > M := inf,=o A3 () / [A2 (£)]79 > 0 olmak iizere

MO @7 < Vex) <ha @) Ix @,
s () [x (O =L (MS8) ecs(t,0)

VA(tx) < ,
(tx) < 1+ Mu(t)

V(t7x> - VV/LI(t,x) S 0

ise (2.2) sisteminin asikar ¢6ziimii [0, o0) da iistel kararhidir (Peterson ve Raffoul, 2005).

Not 2.5.9. Teorem 2.5.8 te A; () = A;, i = 1,2,3 pozitif sabitler ise (2.2) sisteminin
agikar ¢oziimii [0, o) da diizgiin iistel kararlidir (Peterson ve Raffoul, 2005).

Teorem 2.5.10. Farz edelim ki D C R” orijin noktasini igersin ve her (¢,x) € T, X
D igin I tipi Lyapunov fonksiyonu V : T;g X D — [0,00) var olsun. Aj, Ay, p,d pozitif
sabitler, L negatif olmayan bir sabit ve 0 < € < min{A3,d} olmak tizere

Mlx@7 < Vix),
Par) < —7~3V(x)—fieeiz))(f)eea(ﬂo)

ise (2.2) sisteminin agikar ¢oziimii [0,0) da diizgiin tstel kararlidir (Peterson ve
Raffoul, 2005).
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3. BULGULAR

Bu bolimde zaman skalasinda verilen dinamik denklemin iistel ve diizgiin tstel
kararlilik sartllar1 ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilecektir. Daha sonra zaman
skalasinda verilen impuls dinamik denklem sisteminin asikar ¢Oéziimiiniin -iistel
kararliligi, y-diizglin iistel kararliligi ve wy-global iistel kararliligi incelenecektir.
Son olarak da zaman skalasinda ikili doniistimler tanimlanarak Lyapunov’un direkt
metodunun genisletilmesi yapilacak ve bu metotla verilen dinamik denklemin

kararlilig1 ve asimptotik kararlilig1 lizerine teoremler ifade ve ispat edilecektir.

3.1. Ustel Kararhhk

Zaman skalasinda {stel kararliligi inceleyen geg¢mis c¢alismalarda dinamik
denklemlerin asikar ¢oziimlerinin iistel kararliliklari i¢in kosullar verilmistir. Bu
kisimda (2.2) birinci mertebeden dinamik denkleminin asikar ¢oziimiiniin kararlilig
incelenmis ve kararlilik kosullari ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. (2.2)
denklemi baslangi¢ kosulu eklenerek ¢,#y € T olmak iizere

A= ft,x), t>1 (3.1)
Ve
x(to) =x0, 1 >0, xp €R" (3.2)

olarak tekrar yazilsin. Ayrica hert € T, ¢ > ¢ i¢in f(¢,0) = 0 ve 0 € T oldugu kabul

edilecektir.

Tamim 3.1.1. [0,c0) {izerinde, ||, R” de Oklid normunu belirtmek iizere, (3.1)-(3.2)
baslangi¢ deger probleminin herhangi bir x (¢,#y,x0) ¢6ziimii i¢in 7y > 0, xog € R”,

be(t,19,%0) | < ClIxoll 10) (ecnr(t,0)), Vi € [to,) (3.3)
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olacak sekilde bir pozitif d sabit sayis1, C € R sabiti, ve M > 0 varsa (3.1) sisteminin
agikar ¢oziimii iistel kararlidir. [0,00) tizerinde, C, #p’a bagl degilse (3.1) sisteminin

asikar ¢oziimii diizgiin iistel kararlidir (Peterson ve Raffoul, 2005).

Teorem 3.1.2. Farz edelim ki her (7,x) € [0,00) xR" igin I tipi Lyapunov fonksiyonu
V:TxR" — [0,00) var olsun. Aj(¢),A2(¢) ve A3 (¢) pozitif fonksiyonlar, A;(¢)
azalmayan fonksiyon, p,q ve M pozitif sabitler olmak {izere

M) X < Vix) <A (2) x|, (3.4)
VA(tx) < —As () [|x])Y, (3.5)
A3 (t)
o S oM (3.6)

ise (3.1) sisteminin agikar ¢oziimii [0, o) da iistel kararlidir.
Kanit. x, (3.1)-(3.2) sisteminin ¢dziimii olsun. (3.4) esitsizliginden

V(x) <o (6) X1,

b
M (2)

yazilabilir ve (3.5)

V(x) < |lx]|? (3.7)

VA (tx) < s (1) x|,

esitsizligi (3.7) esitsizliginden yararlanarak

()

VA ) < —hs (I < =3

V(x) (3.8)
olarak yazilabilir. (3.8) esitsizligi, (3.6) sart1 kullanilarak

VA (t,x) < (M) V (x) (3.9)
seklinde yazilabilir. Teorem 2.4.11 kullanilarak, (3.9) esitsizligi,

V(x(t)) <V (x0)ean(t,to) (3.10)

esitsizligine donecektir. (3.4) esitsizligi kullanilarak, (3.10) esitsizligi yeniden
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yazilirsa,

A (0) [lxl[” < V(x (2) <V (x0) ecn (2, 10) (.11
elde edilir. Her ¢ > ¢ igin (3.11) esitsizliginin iki tarafi da XI_I (¢) ile garpilirsa,

ell? <Ay (6) V (x0) e (2, 10) (3.12)
ve esitsizligin her iki tarafinin da p. dereceden kokii alinirsa,

Il < 2777 0 (7 (o) e (1,10)) 7 (3.13)

esitsizligi elde edilir. Boylelikle Tanim 3.1.1 e gore (3.1)-(3.2) sisteminin iistel
kararlilig1 gosterilmis olur. []

Teorem 3.1.3. Farz edelim ki her (¢,x) € [0,00) xR" i¢in I tipi Lyapunov fonksiyonu
VT xR"— [0,00) var olsun. A, Ay, A3, p,q ve M pozitif sabitler olmak tizere

Mx[P < Vi(x) <A lx]|?, (3.14)

VA(,x) < —Mlx|9, (3.15)
M < eaM (3.16)
%

ise (3.1) sisteminin agikar ¢oziimii [0, o) da diizgiin iistel kararlidir.
Kanit. x, (3.1)-(3.2) sisteminin ¢oziimii olsun. (3.14) esitsizliginden
V(x) < halx[|?,
1

}L—ZV(X) < x|l (3.17)

yazilabilir ve (3.15)
VA (e,x) < = s [lx]|,
esitsizligi (3.17) esitsizliginden yararlanarak

VA(t,x) < =3 ||x||? < —%V(x) (3.18)
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olarak yazilabilir. (3.18) esitsizligi, (3.16) sart1 kullanilarak

VA(t,x) < (eM)V (x) (3.19)
seklinde yazilabilir. Teorem 2.4.11 kullanilarak, (3.19) esitsizligi,

Vi(x(t)) <V (xo)ean(t,to) (3.20)

esitsizligine donecektir. (3.14) esitsizligi kullanilarak (3.20) esitsizligi yeniden

yazilirsa,

A I[P <V (x (1)) <V (x0) econ (¢,00) (3.21)
bulunur. Her ¢ > ¢ icin (3.21) esitsizliginin iki tarafi da Kl_l ile carpilirsa,

Ix[17 < A7V (x0) ecnr (2, t0) (3.22)
ve esitsizligin her iki tarafinin da p. dereceden kokii alinirsa,

Jell <A77 (7 (o) e (10)) 7 (3.23)

esitsizligi elde edilir. Boylelikle Tanim 3.1.1 e gore (3.1)-(3.2) sisteminin diizgiin iistel
kararlilig1 gosterilmis olur. []

Teorem 3.1.4. Farz edelim ki her (¢,x) € [0,00) xR" i¢in I tipi Lyapunov fonksiyonu
VT xR" — [0,00) var olsun. A1, Ay, p pozitif sabitler olmak tizere

Ml < V(x), (3.24)
VAtx) < (6h\)V(x) (3.25)

ise (3.1) sisteminin agikar ¢oziimii [0,0) da diizgiin iistel kararlidir.

Kanit. x, (3.1)-(3.2) sisteminin ¢dziimii olsun. (3.25) esitsizligine Teorem 2.4.11

uygulanirsa,
V(x(t)) <V (x0)eecn, (£,%) (3.26)
esitsizligi elde edilir. (3.24) esitsizligi kullanarak (3.26) esitsizligi yeniden yazilirsa,

M[” <V (x(1)) <V (x0) e, (t,10) (3.27)
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bulunur. Her ¢ > ¢ i¢in (3.27) esitsizliginin iki tarafi da kfl ile carpilirsa,

ell? < A7V (x0) ec, (1.10) (3.28)
ve esitsizligin her iki tarafinin da p. dereceden kokii alinirsa,

Il <A77 (V (o) ecn, (1,00)) 7 (3.29)

esitsizligi elde edilir. Boylelikle Tanim 3.1.1 e gore (3.1)-(3.2) sisteminin diizgiin iistel

kararlilig1 gosterilmis olur. ]
Ornek 3.1.5. a > 0 sabit say1, xo € R ve #y € [0,0) olmak iizere,

XA =—ax, x(t) =xo (3.30)
baslangi¢ deger problemi incelensin. Eger her ¢ € [0, o) i¢in

alau(t)—2)<-K (3.31)

olacak sekilde K > 0 sabiti varsa (3.30) denklemi diizgiin iistel kararlidir.

Kamt. Orek 3.1.5 de ki varsayimlar altinda Teorem 3.1.4 iin sartlarinin saglandig
gosterilecektir. D = R ve [ tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ (x) = x? olarak segilsin. Bu
durumda (3.14) kosullart p = g = 2, A; = A, = 1 i¢in saglanur.

Zaman skalasinda ¢arpim kurali ( f; g)A = fAg+ f°g* kullanilarak V"2 hesaplanirsa,

VA (,x) = () =x(6) 3 () +52 (1) x (0 (1)) (3.32)
bulunur. f (o (¢)) = u(t) f2(t) + £ (¢) formiilii kullamlarak,
VA (1,x) = X2 (1) (2x (1) +u(t) > (t)) (3.33)

elde edilir. x2 yerine yazilirsa,

VA(t,x) = —ax (2x — u(t) ax) (3.34)
buradan da,
VA(t,x) = —x*a(2—au(1)) (3.35)
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sonucu bulunur. (3.31) esitsizliginden faydalanarak,
VA(t,x) = —a(2 —au(t)) x> < —Kx* = —K ||x||* (3.36)

bulunur. Buna gore p =g =2, A = A, = 1 igin (3.14) ve (3.15) hipotezleri saglanir ve
(3.30) denkleminin asikar ¢oziimii diizgiin tistel kararlidir. (3.30) denkleminin T = R
ve T = hNg = {0,h,2h, ...} 6zel durumlari incelenirse;

Durum 1: T = R i¢in u(z) = 0 olur ve (3.31) esitsiz/igi —2a < —K esitsizligine
indirgenir. Buna gore 0 < K < 2a i¢in (3.30) denkleminin agikar ¢oztimii diizgiin iistel
kararlidir.

Durum 2: T = hNg = {0,h,2h,...} igin u(t) = h olur ve (3.31) esitsizligi ha®> —2a <
—K esitsizligine indirgenir. % > a > 0 olarak kabul edilirse ha> — 2a < —K kosulunu
saglayan K > 0 bulunabilir. Bu durumda (3.30) denkleminin agikar ¢6ziimii diizgilin

iistel kararhidir. O]
Ornek 3.1.6. a,b > 0 sabit say1, xo, o € R ve £y € [0,0) olmak iizere,

A = —ax+by,

W o= —bx—ay, (3.37)
(x(0),¥(t0)) = (x0.¥0)
bagslangi¢ deger problemi incelensin. Eger her ¢ € [0, 00) i¢in
(& +b*) u(t)—2a) < —K (3.38)

olacak sekilde K > 0 sabiti varsa (3.37) sistemi diizgiin iistel kararlidir.

Kanit. Ornek 3.1.6 da ki varsayimlar altinda Teorem 3.1.4 {in sartlarinin saglandig1
gosterilecektir. D = R ve I tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ (x) = x* 4 )? olarak secilsin.
Bu durumda (3.24) kosullar1 p =2, A; = 1 i¢in saglanur.

Zaman skalasinda ¢arpim kural kullanilarak 72 hesaplanirsa,

VA(t,x,y) = (xz%—yz)A
= x(O)x* () +x*(O)x (o (1) +y* )y (o (1) +y ()" (t)

bulunur. Buradan,

VA (x) = (1) (26 () + () (0)) 40O (2 )+ (04 (0)  (3.39)
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elde edilir. x2 ve 2 yerine yazilirsa,

VA(t,x,y) = (—ax+by)(2x+u(t) (—ax+by))
+(=bx—ay) (2y+p(0) (—bx —ay))
= —2ax® 4 2bxy+u(t (azx + b%y? 2axby)
—2ay? —2bxy + u(t (azy + b?x? — 2axby)
= —2a(x*+%) +u)(
u(t) (a

= —2a (x2+y )

a*x* + b2y + ay? + bAxP)

t) (& +b%) (x* +)7). (3.40)

— N N~

Sonug olarak,

VA(tx,y) = — (¥ +)%) (2a—pu(t) (a* + %)) (3.41)

bulunur. (3.38) esitsizliginden faydalanarak,

VA(t,x,y) :—(x2+y2) (2a—,u(t)( +b2)) (x +y )K (3.42)
elde edilir. Buradan,

VA(t,x,y) < =KV (t,x,y) (3.43)

bulunur. Buna gore p = 2, A; = 1 durumunda Teorem 3.1.4 i¢in (3.24) ve (3.25)
hipotezleri saglanir ve (3.37) sisteminin agikar ¢oziimii diizgiin iistel kararlidir. (3.37)
sisteminin T = R ve T = ANy = {0, 4,24, ...} 6zel durumlar incelenirse;

Durum 1: T =R i¢in u(¢t) = 0 olur ve (3.38) esitsizligi —2a < —K esitsizligine
indirgenir. Buna gore 0 < K < 2a i¢in (3.37) sisteminin asikar ¢oziimii diizgiin iistel
kararlidir.

Durum 2: T = hNy = {0,h,2h,...} i¢in u(¢t) = h olur ve (3.38) esitsizligi
(h(a®+b*) —2a) < —K esitsizligine indirgenir. a (2 — ha) > hb* olarak kabul edilirse
(h (a2 —|—b2) — 2a) < —K kosulunu saglayan K > 0 bulunabilir. Bu durumda (3.37)

sisteminin asikar ¢oziimii diizgiin tistel kararlidir. Il
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3.2. impuls Dinamik Denklemlerde y- Ustel Kararhhk

Son yillarda zaman skalasinda impuls dinamik denklemler iizerine pek ¢ok caligsma
Lakshmikantham (2002), Benchohra vd. (2004), Benchohra vd. (2006), Kaufmann
(2008), Lupescu (2010) yapilmistir. Zaman skalasinda impuls dinamik sistemlerin
kararlilig1 teorisi lizerine yapilan yayimlarda Ma (2008) calismasinda impuls sistemler
icin kararlilik kriterleri verilmis ve Yasar (2007) calismasinda impuls dinamik

sistemlerin y-diizgiin kararlilig1 iizerine ¢alisilmigtir.
Bu boliimde T sonlu sayida sag yogun #; impuls noktalarini iceren zaman skalasi,
f:]0,00) x R” — R” lineer olmayan ve (#_1,%] x R” de sag yogun siirekli fonksiyon,

0<t <t <t <...<t, <t impuls etkisinin sabitlenmis anlar1 olmak {izere

) = flex(0),t €Tyt #4, (3.44)
x(t,j)—x(t,:) = Ik(x(t,:)),t:tk,k:1,2,...,n,
x(to) = X

birinci mertebeden lineer olmayan impuls dinamik sistemlerin asikar ¢oziimiiniin
y-iistel  kararliligl, -diizgiin {stel kararliligi, y-global iistel kararlilig:
incelenecektir. y; : T —(0,00), i = 1,2,...,n, sag yogun siirekli fonksiyonlar ve
v = diag [y, VY,,...,y¥,| olsun. Bu bolim boyunca [0,e0) zaman skalasi1 araliginda
ki her ¢ i¢in f(z,0) = 0 oldugu kabul edilecektir. T, = {r€T:¢>1} olarak
diisiiniilsiin. (3.44) impuls dinamik sisteminin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi

Benchohra vd. (2006) calismasinda gosterilmistir. n- boyutlu Oklid uzayinda

x={x1,x2,...,x,}" vektdriiniin normu ||x|| = max {|x], |x2|,...,|x,| }dir ve n x n lik
A matrisinin indirgenmis normu |4| = sup ||4x|| olarak tanimlanmustir.
IxlI<1

y-iistel kararlilik, y-diizgiin iistel kararlilik, y-global iistel kararlilik tanimlar1 ve
lineer olmayan (3.44) impuls dinamik sisteminin ¢oziimii i¢in kararlilik kosullar

verilecektir.
Tamim 3.2.1. (3.44) baslangi¢ deger probleminin herhangi bir x(¢,7p,x9) ¢6zimil i¢in
()2, 2, %0) || < C(Ilxoll o) (ema(t,t0)) s Ve € [tx-1,) s k=1,2,...m

olacak sekilde bir d pozitif sabit sayisi, C(,7) € Rt x T, — R* negatif olmayan
artan bir fonksiyon ve M > 0 varsa (3.44) sisteminin agikar ¢oziimii [0, o) da -iistel

kararlidir. Eger C fonksiyonu #y’a bagl degilse (3.44) sisteminin asikar ¢6zimii y-
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diizgiin tstel kararlidir.

Tamim 3.2.2. (3.44) baslangi¢ deger probleminin herhangi bir x(¢,7p,x9) ¢6zimil i¢in
lw(t)x(t,tg,x0) || < Mecs(t,t0), VYVt € [tim1,tx), k=1,2,...,n

olacak sekilde & > 0 ve M > 1 sabit sayilar1 varsa (3.44) sisteminin asikar ¢oziimii
[0,00) da y- global iistel kararldir.

Teorem 3.2.3. Farz edelim ki D C R” orijin noktasini igersin ve her (¢,x) € 'IF;(; x D igin
I tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ : T, x D — [0,e0) var olsun. A (¢) , A2 (t) ve A3 (¢) pozitif
fonksiyonlar, A; (z) azalmayan fonksiyon, p, ¢, pozitif sabitler, L negatif olmayan bir
sabit ve 8 > M := inf,=oA3 () / [A2 (£)]”¢ > 0 olmak iizere

MOIWOXOI” < V(63 <R ) OO, (3.45)
) < OO LMD i) 4

Vit,x) =Vt x) < veos(tito), V€ ioi,tx), k=1,2,...,n (3.47)
ise (3.44) sisteminin agikar ¢oziimii [0,0) da - istel kararhdir.

Kanmit. x her t > ty i¢gin D bolgesinde (3.44) sisteminin ¢Oziimi olsun. M :=
infi=0A3 (1) / M2 (6)]79 > 0, en(t, 1) iyi tammli ve pozitiftir. A3 (1) / A2 (1)1 > M
vehert € [tp_1,t),k=1,2,...,nigin

[V(t,x(t))eM(t,to)]A = VA(t,x(t))eff,[(t,to)—I—V(t,x(t))ef,[(t,to)
< (M@ w@O)x (O —L(MS8)ecs(t,t0)) em(t, to)
+MV (t,x(t))en(t,t0)

S OO + MY (1,x(0) ) e (o1)
—L(M©0)ecs(t,) 7

WO _pr/a (s x (1)) + MV (,x (1))

< Mo (1)) > eym(t, )
—L(MS38)ess(t )
MV (t,x(t)—V"9(t,x(t)))
: —L(M©3d)ecs(t,t) ) ult o)
< (My—L(MS38))eycs(t,to) (3.48)

olacaktir. (3.48) esitsizligin her iki tarafi xo = x(f) i¢in #y dan 7 ye integre edilirse,
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t € [ty—1,t) igin

V(t,x)em(t,to) < V(to,x0)+ [ (My—L(MESIJ))eycs(T,t0)AT

t
fo

M M
= V(t(),X()) + (]W—@YS —L> eM@g(t,to) + ﬁ—i—L
M
< V(to,xo)+ﬁ+L (3.49)

bulunur. ¥ (19,x0) < Az (o) |[w(0)x0||? oldugundan,

M
V(t,x) em(t,10) < Az (t0) [[Wlto)xoll* + 5= @\J(\/[ L

esitsizligi elde edilir.

My
q —_— pu—
M2 (10) o) |7+ 5 =7 +L = Clllxoll10) > 0

oldugundan,
V(t,x)em(t,to) < C(||xoll,20) VYt € [tie1,tk),k=1,2,....n (3.50)
esitsizligine ulasilir. (3.45) kosulundan

M@ IwOx@O” < (V(tx),
w@Ox @l < M=)V (5x) 7

bulunur. A (#) azalmayan fonksiyon oldugundan A; (¢) > A;(¢p) dir. Buradan,
[ (@O)x ()] < M~"7 (10) (7 (2,%)) (3.51)
bulunur. (3.50) ve (3.51) esitsizliklerinden, herz € [t_1,%), k= 1,2,...,n i¢in
Iw(@)x ()] <2~ 2 (1) (CIlxoll 10))" P ecm(t,10) 7
oldugu goriiliir. Boylelikle Tanim 3.2.1 e gore (3.44) sistemi Y- iistel kararlidir. ]

y fonksiyonunu ¢ den bagimsiz skaler bir fonksiyon olarak diislinlirsek asagida

belirtilen sartlar y- diizgiin tistel kararlilik i¢in yeterlidir.

Teorem 3.2.4. Farz edelim ki D C R” orijin noktasini i¢ersin ve her (,x) € ’]I‘;g x D

igin I tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ : T;| x D — [0,0) var olsun. , ¢ ’den bagimsiz
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sabit bir fonksiyon, Aj,Az,As, p,q,r pozitif sabitler, L negatif olmayan bir sabit ve
8> M =23,/ [M]” 9 > 0 olmak iizere

Mlwx@))1F < V(E,x) <haflwx ()9, (3.52)
A M3 [yx ()" = L(M©38)ecs(t,t0)
A < T , (3.53)

Vt,x) =Vt x) < vess(tito), Vi€ timi,tx), k=1,2,...,n (3.54)
ise (3.44) sisteminin asikar ¢oztimii [0,0) da - diizgiin Gistel kararlidir.

Kanit. x her t > ty icin D bolgesinde (3.44) sisteminin ¢oziimii olsun.
M =23/[M]""1 >0, eyt to) iyi tamml ve pozitiftir. M = A3,/ [A2]"”? ve her
te [lk_l,lk),kz 1,2,...,nigin

[V (t,x (1) em(t,10)]> = VA(t,x () €S, (t,00) +V (£,x(2)) €dy (£,10)
< (Ml (@) —L(M©8)ecs (t.0)) em(t, t0)
+MV (t,x(t))en(t,t0)
3 [l ()" + MV (¢,x (¢ > 10

—L(MS90)ess(t,t)

A 1
. - WV 74 (t,x (1)) + MV (t,x( ) et
—L(M&S9)ess(t,t)
MV (t,x(t)—V"(t,x(t)))
= ~L(MS8)ess(t,to) )eM(t’tO)
< (My—L(M&3))eys(t,to) (3.55)

olacaktir. (3.55) esitsizligin her iki tarafi xo = x(#y) i¢in #yp dan ¢ ye integre edilirse,

t € [tr_1,t) igin

Venen(tan) < Vi) + [ (My-LME8)eyes(zr)se

M M
= V(Z‘(),)Co) + (M—@’YS —L) eM@;S(t,to) + ﬁ/[—i_ll
M
< V(l‘o,Xo)—f-éw-i—L (3.56)
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bulunur. ¥ (f9,x0) < Az [|wxo||? sartindan,

M
V(0 en(t.10) < Do o[+ 5=+ L

esitsizligi elde edilir.

My
A 94 7' 4] =
2”\|DCOH +8@M+ C(||X()||,t())>0

oldugundan,
V(t,x) €M(f,t()) < C(HX()H 7t0) Vi € [tkflatk) s k=1,2,....n (3.57)
esitsizligi bulunur. (3.52) sartindan,

Mlwx (@))1P < (V(t,x)),
(@) < M~V P W (6,x) P (3.58)

esitszligine ulasilir. (3.57) ve (3.58) esitsizliginden, her ¢ € [ty_1,%), k= 1,2,...,nigin
w(O)x ()] <M= () (Cllxoll  0)) P ecn(t,10)' 7

oldugu goriiliir. Boylelikle Tanim 3.2.1 e gore (3.44) sistemi y- diizgiin iistel kararhdir.
O

Teorem 3.2.5. Farz edelim ki D C R” orijin noktasin igersin ve her (¢,x) € T;) x D
i¢in I tipi Lyapunov fonksiyonu V : ’Jl‘;g X D — [0,00) var olsun. y, ¢ ’den bagimsiz
sabit bir fonksiyon, Aj,A;, p, d pozitif sabitler, L negatif olmayan bir sabit ve 0 < M <
min{A;,8} olmak tizere, hert € [ty _1,4), k= 1,2,...,ni¢in

MOl < V) (.59
) < VI LOODes(e

(3.60)
ise (3.44) sisteminin asikar ¢oztimii [0,0) da - diizgiin Gstel kararlidir.

Kanit. xhert >ty i¢in D bdlgesinde (3.44) sisteminin ¢oziimii olsun. M € R+, ey (¢,0)
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iyi tamml ve pozitiftir. Her ¢ € [ty_1,%), k= 1,2,...,nigin

[V (x(6)) en(t,0)]* = VA (t,x (1)) €fy (¢,0) + MV (x(1)) e (1,0)
< ()Y (x (1)) = L(M S 8)ecss(,0)) en(t,0)
+MV (x(2)) en (2,0)
Ao

DV (x(t)) +MV (x(1))
( L(M©8)es(t,0) )eM(t’O)

(M =A)V (x(2)) = L(MESB)ecs(t,0)) em(t,0)
—L(Mo 5) 665(t, 0)ear(t,0)
—L(M&)) eMeg(l‘,O) (3.61)

IN A

olacaktir. (3.61) esitsizligin her iki tarafi xo = x(#y) i¢in #yp dan ¢ ye integre edilirse,
te [tk—latk) i¢in

V(x(t))en(z,0)

IN

V (X()) eM(t(), 0) —Leys (t, O) +L6M@5(t(), 0)
V (X()) eM(to, 0) —I—LeM@g (t(), 0)
< (V (X()) —I—L) eM(t(), 0).

IN

Buradan,

Vix@) < ((V(xo)+L)em(t,0))esm(t,0)
= (V(xo0) +L)ecm(t,to) (3.62)

esitsizligi bulunur. (3.59) ve (3.62) esitsizliklerinden,
||\|DC (t)” < 7\‘1—1/[7 ((V (XO) +L) e@M(tvtO))l/p Vit € [tk—lvtk) ) k= 1727 <. n
esitsizligi elde edilir. Boylelikle Tanim 3.2.1 e gore (3.44) sistemi Y- diizgiin iistel

kararhdir. O]

Teorem 3.2.6. Farz edelim ki D C R” orijin noktasini i¢ersin ve her (,x) € T;O“ x D
i¢in I tipi Lyapunov fonksiyonu ¥ : T;) x D — [0,e0) var olsun. A1, A2, A3, p, g, 7 pozitif
sabitler K = A3/A;, L > A negatif olmayan sabitler ve & > A3 /A, olmak iizere, her
te [tk—latk)) k=1,2,...,ni¢in

MIVOXOI7 < V) <R w07, (3.63)
_ Y (OIP — e
) < SRR LESDecst0)
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ise (3.44) sisteminin asikar ¢oziimii [0,0) da - global iistel kararlidir.

Kamit. x her t > ty i¢in D bolgesinde (3.44) sisteminin ¢ozimi olsun. K = A3 /A,
ek (t,0) iyi tanimli ve pozitiftir. Her ¢ € [t;_1,%), k= 1,2,...,ni¢in

VA (1,2(1)) €% (1,0) +V (x (1)) €& (1,0)

(~As [w(O)x (1)]|P — L (K ©8) ecs(t,0)) e (t,0)

+KV (x(t)) ek (t,0) (3.65)

( X3 [w()x (|17 + KV (x(2)) )
ek (¢,0)

[V (x (1)) ex(2,0)]*

IN

L(K&d)eqs(t,0)

T2V (x () + KV (x(1))

( ~L(K©8)ecs(t,0) )eK(t’O)

= (—L(K©3d)ess(t,0))ex(1,0)

= —L(K©d)exos(t,0) (3.66)

IN

olacaktir. (3.66) esitsizligin her iki tarafi xo = x(#y) i¢in # dan ¢ ye integre edilirse,
t € [ty1,t) igin

V(x(t))ex(t,0)

IN

V (x0) ek (10,0) + L (exes(t0,0) — exes(t,0))
< V(xo)ex(tr,0)+L
< (V(x0)+L)ex(t,0).

AN

Buradan,

Vix(@) < ((V(xo0)+L)ek(t0,0))eck(t,0)
= (V(x0)+L)esk(t,to) (3.67)

esitsizligi bulunur. (3.63) ve (3.67) esitsizliklerinden, her ¢ € [t_1,%), k= 1,2,...,n
i¢cin

lwOx (@) < M™YP((V (x0) +L)ex(t.10)) " ”
< M VPV (x0) 4+ L) ex(t,10)) 7
M (eck(t,10))' P

esitsizligi elde edilir. M = (V(x;(:1)+L) > 1 oldugundan. Tanim 3.2.2 ye gore (3.44) sistemi

Y- global iistel kararlidir. [
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3.3. IKili Doniisiimleri Kullanarak Kararhhk

Ayrik denklemler i¢in Lyapunov’un direkt metodunun genislemesi Carvalho ve
Ferreira (1988) calismasinda verilmistir. Bu yontemin adi diferensiyel denklemlere
gelistirilmesi Carvalho (1991), Carvalho ve Cooke (1991) ¢alismalarinda yapilmistir.
Bu calismalardan sonra Carvalho ve Marconato (1997), Bena ve Dos Reis (1998),

Marconato (2005) gibi pek ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Bu boliimde ikili doniisiimleri kullanarak, ¢,7y € T ve D kompakt bir kiime olmak {izere
x(to) =x0, t >0, xo€R" (3.68)
baslangic kosulu ile (2.2),
XA =f(t,x),t >tp,xe DCR"

birinci mertebeden dinamik denkleminin asikar ¢6zlimiiniin kararlilig1 incelenecektir.
Ayrica hert € T, t > 1y, igin f(z,0) = 0 € D oldugunu kabul edersek, x = 0 *m (2.2)
denkleminin bir ¢6ziimii oldugu garantilenir. Tanim 2.5.4 ve Tanim 2.5.5 1 tekrar

hatirlanirsa;

Tamim 3.3.1. (2.2) denkleminin asikar ¢oziimii € > 0 ve fp € T igin & > 0 sayisi,
biitiin # > £y lar i¢in verilen denklemin |xo| < & baslangi¢ sarti altindaki x (¢) ¢ozimi
|x ()| < € esitsizligini saglayacak sekilde ise kararlidir. Eger (2.2) denklemi kararli ve

lim;_,ex (¢) = 0 ise asimptotik kararlidir.

ikili doniisiimler tanimlanmadan 6nce ilk olarak kullanilacak kiimeler tanimlanacaktr.
T €T, T>0, verilen bir sabit, ¢ € [ty,o0)q, N (¢) : [fo,°°) — [to,o0)p, N (1) <tvey e Q

olmak tizere x (¢,y) orijininin bir komsulugu Q ,

Q(T) = {yeQ:Vx(Ty)<VExMm(T)y)},
Q(T) = {yeQ:V(x(Ty)=V&xm(T).y)},
@t = {yeQ:ri () >0},
Qf = {reQ:r (x(.y)=0}

ve Q¥ (T) =Q_(T)uQy(T) olarak tanimlansin.

Tanmm 3.3.2. (2.2) denklemine bagli A tiirevlenebilir bir V' : R" — R fonksiyonu
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i¢in ﬁi C Qg (T) olacak sekilde 7>0 ve R" de orijinin Q komsulugu varsa V

fonksiyonuna ikili doniisiim denir.

Tanmm 3.3.3. A tiirevlenebilir bir V' : R” — R fonksiyonu, (2.2) denklemine bagl
bir ikili doniisiim ve ayrica (ﬁﬁ) C Q_(T) ve Qy(T)NQs = {0} ek kosullarmi

sagliyorsa verilen V' fonksiyonuna kesin ikili doniisiim denir.

Lyapunov fonksiyonlarinin (2.2) denklemine gore ikili doniisim oldugu

goriilmektedir.

Verileny € R" ve ¢, ,i =0, 1,2, ... fonksiyonlari, k sinifi fonksiyonlar olmak iizere,

¢; :max{V(x(t,y)) 20, (T) <1< q>j(T)} j=0,1,2,..

Ve

t :min{t 10, 1 (T)<t<9;(T),¢c;= V(x(tay))}

olarak tanimlansin. Kararlilik ile ilgili teoremleri ispatlamak i¢in asagidaki yardimei

teoremlere ihtiya¢ duyulacaktir.

Lemma 3.3.4. V pozitif tanimli ve c; = 0 ise, ¢ > ¢; olmak tizere x (¢,y) = 0 dir.

Kanmit. 'V (x (tj, y)) = 0 oldugundan ve ¥ (x) = 0 oldugu siirece x = 0 dir, buradan
x(t,y) = 0 sonucuna ulasilabilir. O

Lemma 3.3.5. V, (2.2) denklemine gore ikili déniisiim ve x(¢,y), 0 <¢ < ¢,(T)

lizerinde tamimlanmis (2.2) denkleminin bir ¢6ziimii ise, c; 1 > ¢; dir.

Kamt. tj=¢;_ (T) ise, ¢;j—1 ’in tanimindan,

-1

dir.#; > ¢;_; (T) durumunda ¢,_, (7) <¢ < ¢,(T) i¢in
V() <V (x(4.9))

bulunur. Ortalama deger teoreminden

i =)
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olacak sekilde 7 € (¢,¢;) vardir ve buradan
VA (x (f,y)) >0

sonucu elde edilir. # — #; iken x (¢,y) — x(¢;,») denilebilir. Bu da x (¢;,y) € ﬁ_AF

anlamina gelir. V' ikili doniisiim oldugundan,

V(x () <Vix(M(y).2)
dir. Buradan da,
¢ =V (x(t0) <V (x((y).) <ejm
dir. ]

Lemma 3.3.6. V, (2.2) ya gore kesin ikili doniisiim, #; > ¢, (T) ve x(¢,), 0 <t <

0; (T) igin tammlanmus (2.2) denkleminin bir ¢éziimii ise, c;—1 > ¢; dir.

Kanit. Bu durumda x(tj, y) € Qﬁ olmas1 ayrica x (tj, y) € Q_ olmasini gerektirir.
Boylece

&=V (r(tr9)) <V (1) ) <
dir. O]

Teorem 3.3.7. V/, (2.2) ya gore kesin ikili doniisiim, c;—1 # 0 ve x (¢,5),0 <t < ¢,(T)

i¢in tammmlanmus (2.2) denkleminin bir ¢6ziimii ise, ¢; 2 > ¢; dir.
Kanit. Yukaridaki hipotezlere gore, Lemma 3.3.5 den
Cj—22>Cj—12Cj

oldugunu bilinmektedir. Bununla birlikte, Lemma 3.3.6 dent; > ¢,_, (T) ise, c;—1 > ¢;
oldugunu, buradan da c; ; > ¢; oldugunu bilinmektedir.

tj= ¢j—1 (T) durumunda, ya cj—1>cjyadac;_ 1 =c;jolacaktir. ¢; 1 > ¢ durumunda
tekrar

Cj—22>Cj—1>Cj
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olacaktir. ¢; | = ¢; durumunda,
Q (T)NQg = {0}

ve ¢j_1 # 0 olacaktir.

tj-1=0;_(T) durumunda ise
VA(x(1,) =0

olamayacaktir. ;1 = ¢;_, (') durumu
VA(x(t,y) <0

ile eliseceginden ;1 = ¢;_, (7') durumunda
VA (x(t,y)) <0

olamayacaktir. Ayrica
VA(x(t,y)) >0

ti-1 =0, (T) durumu ile geliymektedir. Buradan c¢;_1 = ¢; iken ¢;_1 > ¢, ,(T)

sonucuna ulagilir, bdylece ¢;» > ¢;—1 = ¢; bulunur. O]

Teorem 3.3.8. V pozitif tanimli (2.2) ya gore ikili doniisiim ise (2.2) sisteminin agikar

¢Oztiimii kararhdir.

Kamt. Q@ C  A{ly| <R} olacak sekilde R > 0 almsin, ve
sup{|x(z,»)| : || <rn0<t<T} < R olacak sekilde r > 0 almsm. & =
inf{V (y) :r <|y| <R} olsun, & > 0 oldugu aciktir. Eger [y| < R ve V(y) < &
ise, [y| < r dir. ¥’nin ve (¢,y) — x (¢,y) doniisimiiniin strekliliginden, 0 <7 < T ve
ly| < a olacak sekilde a € (0,r) alirsak, V (x(¢,y)) < 8,72, |x(¢,y)| < R dir. Bu sekilde
kit ve yigin |x(¢,y)] <rdir. j > 1iken, ¢, | (T) <t < ¢;(T) igin |x(¢,y)| <7 ise,
0, (T) <t < ¢,y (T)igin [x(¢,y)| <R dir. ¢1 (v) < & iken, ¢;41(v) < 8 dir. Buradan
0;(T) <t <0, (T) igin V (x(t,y)) <8 ve |[x(¢,y)] <r oldugu bulunur. j > 1 i¢in

timevarimsal yaklagimdan her ¢ > 0 i¢in |x (¢,y)| < r oldugu goriilir. []

Teorem 3.3.9. V pozitif tanimli (2.2) ya gore kesin ikili doniisiim ise (2.2) sisteminin

asikar ¢coziimii asimptotik kararhdir.
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Kamit. V kesin ikili doniisiim olsun ve [y| < d, d € (0,r) olacak sekilde y almsin.
Theorem 3.3.8 den x(¢,y) nin kararl oldugu bilinmektedir ve Lemma 3.3.6 dan ¢; >
c¢j4+1 dir. Bu ylizden j — oo iken ¢; — oo oldugunu gostermek yeterlidir. Farzedelim,
¢ < c¢; bir pozitif sabit olsun dyle ki j — oo iken ¢; — ¢ olsun. Qﬁ ve Q_(T) nin
ayni anda y = 0 da sifirlandig1 bélgede bulunan y noktasi i¢in |y| < d ve ¢ < d oldugu
durumda, hipotez pozitif sabit bir / (¢) *nin varligin1 garanti eder, 6yle ki her y,

c<|y| <diginya Q4 < —h(c)yadaQ_(T) < —h(c) dir. Sonug olarak,

cjiv1—c; < —h(c), j=0,1,2,...

olacaktir. Bu durum ¢; — —oo sonucuna ulastirir, bu da geliskidir. Boylece ¢ = 0 dur.
]

Ornek 3.3.10. p > 0 ve 1y € T* olmak iizere,

Ay px=0 (3.69)

dinamik denklemi ele alinsin. Bu denklem x (0) = x¢ ve y (0) = yo kosulu ile,

A= py

W= —px

seklinde yazilabilir. V (x,y) = x> + %yz olarak secilsin. V' pozitif tanimhidir. Carpim
kurali kullanilarak V2 hesaplanirsa,

1 A
VA(tx,y) = (x2+§y2)

= XA O+ Ox(6(0)+5 (A Oy E0) +r 1A (1)

= A0 (200 + 10 0) + 3 0) (200 (A 1))
1

= (py) (2x+u(t) (py)) + 5 (=px) 2y +u(t) (—px))

2
1
= 2pxy+u(t) (p*?) — pxy+u(t) (Epzxz)

1
= poy+plulr) (5362 +y2)

bulunur. 72 negatif tanimli olmadigindan bu denklem igin Lyapunov fonksiyonu
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degildir. (3.69) denkleminin ¢6ziimii Bohner ve Peterson (2001) ¢alismasinda;

x(t) = xpcos,(t,t0) +yosin, (t,1)

y(t) = —X0 Sinp (t7t0) +y0 COSP (tvt())

olarak verilmistir. Eger o2 (a) periyotlu T zaman skalasinda T = a alinirsa,

V(x(a),y(a)) ="V (xo,y0) olacag: i¢in
V(x(a),y(a)) =V (x0,y0) =0

elde edilir. Bu yiizden Q = B komsulugu vardir. Ornegin,
—A
Q) = {(xy) €eQ:pxy>0}
Q° (a) = B.

Buradan ﬁi c Q (a) oldugu goriiliir. Teorem 3.3.8 geregince (3.69) sistemi pozitif

taniml1 ve ikili doniisiim oldugundan kararlidir.
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4. SONUC

Calismanin bulgular boliimiiniin ilk kisminda zaman skalasinda dinamik denklemlerin
istel ve diizgiin iistel kararliliklari tizerine daha 6nceden yapilmis Peterson ve Raffoul
(2005) calismasinda ki;

A= fltx), 1>1>0, (4.1)

x(tp) = xo0, 1 >0, xo€R

baslangi¢ deger problemi icin farkli kararlilik sartlar1 belirlenmistir. Peterson ve
Raffoul (2005) galismasinda; V' : D — [0,0), I tipi Lyapunov fonksiyonu, A; (¢),A; (¢)
ve A3 (¢) pozitif fonksiyonlar, A; (¢) azalmayan fonksiyon, p,q,r ve M pozitif sabitler,
L negatif olmayan bir sabit ve d > M := A3 / [kz]r/ 7 > 0 olmak lizere

M) [xlP < V(tx) <R (8) x|,

—A3 (1) Ix[|” = L(M©8) (t) ecs(t, 0)
- 1+Mu(t) ’
V(t,x) V™7 9t,x) < 0

A

VA (t,x)

olarak ifade edilmistir. Bu c¢alismada bulunmus iistel kararlilik sartlarindan farkl
olarak, her (¢,x) € [0,00) XxR" i¢in V' : T x R" — [0,0) I tipi Lyapunov fonksiyonu,
A1 (2),A2(¢) ve Az (t) pozitif fonksiyonlar, A; (¢) azalmayan fonksiyon, p,q ve M

pozitif sabitler olmak iizere

M@ Ix)? < Vi(x) <k (2)[1x]|7, (4.2)
VAx) < —As(t)]x]|7, (4.3)
7»3(l‘)
_kz(t) < &M (4.4)

olarak (4.1) sisteminin asikar ¢oziimiiniin iistel kararlilig1 i¢in.yeni kararlilik sartlar
ifade ve ispat edilmistir. Bununla birlikte (4.2) ve (4.3) sartlarinda kullanilan
A1 (2), X2 (¢) ve A3(t) pozitif fonksiyonlarni, Aj,A; ve A3 pozitif sabitleri alarak

(4.1) sisteminin asikar ¢oziimiiniin diizgiin iistel kararlilig1 sartlar1 verilmistir ve ispat
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edilmistir. Sonrasinda A, A;, p pozitif sabitler olmak tizere

MxllP < V(x),
VA(tx) < (6\)V(x)

sartlar1 ile (4.1) sisteminin asikar ¢oziimiiniin diizgiin tstel kararlilig1 oldugu ifade ve
ispat edilmistir.
Daha sonra zaman skalasinda 0 < f) <t < fp < ... <t, <t 1impuls etkisinin

sabitlenmis anlar1 olmak iizere

A1) = fltx),t €Tt #u,
() —x (i) = L(x(7)) st =tk=12,.n,
x

t
) = Xo

impuls dinamik denklemleminin y-iistel kararlilik sartlar1 V¢ € [t %), k=1,2,...,n
igin ¥ : T x D — [0,00) I tipi Lyapunov fonksiyonu, A (r),A2 () ve A3 (¢) pozitif
fonksiyonlar, A; (¢) azalmayan fonksiyon, p, g, r pozitif sabitler, L negatif olmayan bir
sabit ve 8 > M := inf=o A3 (£) / [A2 (£)]"7¢ > 0 olmak iizere,

M @) w@Ox O < V(ex) <R () [w(@)x ()|,
—M3 () W (@O)x (O] = L(MS38) ecs(t,10)
1+ Mu(t)

VAN

Y

yA (¢,x)

V(tx) =V 4tx) < Yeos(t.10)

olarak bulunmustur. y-diizgiin tistel kararlilik sartlarinin V¢ € [t;_1,%), k=1,2,...,n
icin y, ¢ ’den bagimsiz sabit bir fonksiyon, A,A, A3, p,q,r pozitif sabitler, L negatif
olmayan bir sabit ve 8 > M := A3/ [A2]"”? > 0 olmak iizere,

V(tx) < hallwx (0],
M3 |lyx ()" = L(M & 8) ecs(t,10)
1+ Mu(t) ’

A [l (2) 11
VA (t,x)

IN

IN

V(t,x) =V 9t,x)

IN

Yeos (t7 tO)
veya
V(x),

—}L2V<X) —L (M@ 8) e@5(t,0)
14+ Mu(t)

At [ (217
VA (t,x)

IN

IN
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oldugu gosterilmistir. y-global tistel kararlilik sartlart ise V¢ € [tr_1,%), k= 1,2,...,n
icin A,A2,A3, p,q,r pozitif sabitler K = A3 /Ay, L > A; negatif olmayan sabitler ve
d > A3/, olmak tizere,

Mw@Ox O < V(x) <A lw(@o)x ()1,
P < VORI —LKSF) e 5(1.0)
T 1+ Ku(t)

olarak ifade ve ispat edilmistir.

Son olarak da zaman skalasinda x(¢,y) nin Q komsilugu iizerinden
Q_(T),Q0(T),0Q%,Q) ve Q°(T) tamimlanmistir. Bun tanimlar kullanilarak
V :R" — R fonksiyonu igin ﬁi C Q% (T) olacak sekilde 7>0 ve R" de orijinin
Q komsulugu varliginda ¥ fonksiyonu ikili doniisim olarak tanimlanmustir. Ikili
doniisiim olan ¥, Lyapunov fonksiyonu seciminde gerekli olan 72 nin negatif
tanimlilik sartin1 gerektirmedigi i¢in ¥ fonksiyonu se¢iminde esneklik saglamaktadir.
Lyapunov fonksiyonu bulunamadigi durumlarda kullanilabilecek bu doniisiimler ile
(4.1) dinamik sisteminin kararlilig1 incelenmistir. Daha sonra da V' ikili doniisiimii,
ayrica <§ﬁ>* CQ_(T) ve Q(T)NQS = {0} ek kosullarin1 saglamasi durumunda
kesin ikili doniisiim olarak tanimlanmis ve kesin ikili doniisiimler kullanilarak (4.1)

dinamik sisteminin asimptotik kararlilig1 incelenmistir.

40



KAYNAKLAR

Atici, F.M., Biles, D.C., ve Lebedinsky, A. (2006) An Application of Time Scales to
Economics, Mathematical and Computer Modelling, 43: 718-726.

Benchohra, M., Henderson, J. ve Ntouyas, S. (2004) On first order impulsive dynamic
equations on time scales, Journal of Difference Equations and Applications,
10 (6): 541-548.

Benchohra, M., Henderson, J. ve Ntouyas, S. (2006) Impulsive Differential Equations
and Inclusions, 2. Baski, Hindawi Publishing Company, ABD, 370s.

Bena, M.A. ve Dos Reis, J.G. (1998) Some results on stability of retarded functional
differential equations using dichotomic map techniques, Positivity, 2(3),
229-238.

Bohner, M. ve Martynyuk, A.A. (2007) Elements of Lyapunov stability theory for
dynamic equations on time scale, [International Applied Mechanics, 43(9),
3-27.

Bohner, M. ve Peterson, A.C. (2001) Dynamic Equations on Time Scales an Introduc-
tion With Applications, Birkhauser, ABD, 368s.

Bohner, M. ve Peterson, A.C. (2002) Advances in Dynamic Equations on Time Scales,
Birkhauser, ABD, 368s.

Carvalho, L.A.V. (1991) On the stability of discrete equations and ordinary differential
equations, 89-97, Busenberg, S. ve Martelli, M. (editorler), Delay Dif-
ferential Equations and Dynamical Systems Lecture Notes in Mathematics.
Springer-Verlag, 249s.

Carvalho, L.A.V. ve Cooke, K. (1991) On dichotomic maps for a class of
differential-difference equations, Proc. Royal Soc. Edinburgh, 117A, 317-328.

41



Carvalho, L.A.V. ve Ferreira, R. (1988) On a new extension of Liapunov’s direct
method to discrete equations, Quart. Appl. Math., 66, 779-788.

Carvalho, L.A.V. ve Marconato, S.A.S. (1997) On dichotomic maps for differential
equations with piecewise continuous argument, Communications in Applied
Analysis, 1(1), 103—-112.

DaCunha, J. (2005), Journal of computational and applied mathematics, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 176, 381-410.

Guseinov, G.S. (2003) Integration on time scales, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 285, 107-127.

Hilger, S. (1988) FEin MabBkettenkalkiil mit Anwendung auf Zentrumsmannig-
faltigkeiten, Ph. D. thesis, Universtat Wiirzburg.

Hoffacker, J. ve Tisdell, C.C. (2005) Stability and instability for dynamic equations on
time scales, Computers and Mathematics with Applications, 49, 1327-1334.

Hovhannisyan, G. (2006) Asymptotic stability for dynamic equations on time scales,
Advances in Difference Equations, 2006, 1-17.

Jones, M.A., Song, B. ve Thomas, D.M. (2004) Controlling wound healing through
debridement, Mathematical and Computer Modelling, 40(9-10), 1057-1064.

Kaymakcalan, B. (1992) Lyapunov stability theory for dynamic systems on time
scales, J. Appl. Math. Stochastic. Anal., 5(5), 275-281.

Kaufmann, E.R., Kosmatov, N. ve Raffoul, Y.N. (2008) Impulsive dynamic equations
on a time scale, Electronic Journal of Differential Equations, 67, 1-9.

Kaymakecalan, B., Laksmikatham, V. ve Sivasundaram, S. (1996) Dynamical Systems
on Measure Chains, Kluwer Acedemic Publishers, Hollanda, 296s.

Lakshmikantham, V. ve Vatsala, A. (2002) Hybrid systems on time scales, J. Comput.
Appl. Math., 141, 227-235.

42



Li, L. ve Hong, S.H. (2011) Exponential stability for set dynamic equations on time
scales, Journal of Computational and Applied Mathematics, 235, 4916—4924.

Liu, A.L. (2006) Boundedness and exponential stability of solutions to dynamic
equations on time scales, Electronic Journal of Differential Equations, 12,
1-14.

Lupulescu, V. ve Zada, A. (2010) Linear impulsive dynamic systems on time scales,
Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, 11, 1-30.

Ma, Y. ve Sun, J. (2008) Stability criteria for impulsive systems on time scales, J.
Comput. Appl. Math., 213, 400-407.

Peterson, A.C. ve Raffoul, Y.N. (2005) Exponential stability of dynamic equations on
time scales, Adv. Difference Equ., 2, 133—144.

Peterson, A.C. ve Tisdell, C.C. (2004) Boundedness and uniqueness of solutions
to dynamic equations on time scales, J. Difference Equ. Appl., 10 (13-15),
1295-1306.

Marconato, S.A.S. (2005) The relationship between differential equations with
piecewise constant argument and the associated discrete equations via

dichotomic maps, Dynamics of Continuous Discrete and Impulsive Systems,
12, 755-768.

Sivasundaram, S. (2002) Stability of dynamic systems on the time scales. Nonlinear
Dynamics and Systems Theory, 2 (2), 185-202.

Yasar, I.B. ve Tuna A. (2007) y-uniformly stability for time varying linear dynamic
systems on time scales, International Mathematical Forum, 2 (20), 963-972.

43



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler
Ad Soyad Veysel Fuat Hatipoglu
Uyruk . T.C.
Dogum Yeri ve Tarihi: Mugla 24/10/1980
Medeni Hali Bekar
Telefon 02522115107
E-posta veyselfuat.hatipoglu@mu.edu.tr
Egitim
Alman Derece Aldig1 Kurum/Universite | Mezuniyet Yili
Lise Izmir Semikler Lisesi 1998
Lisans Yeditepe Universitesi 2003
Tezsiz Yiiksek Lisans Ege Universitesi 2005
Yiiksek Lisans Dokuz Eyliil Universitesi | 2007

Is Tecriibesi

Yil Yer Pozisyon/gorev

2007-2011 Usak Universitesi Arastirma Gorevlisi

2011- Mugla Sitki  Kogman | Arastirma Gorevlisi
Universitesi

44




