ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI OZEL 1+1- VE 2+1-BOYUTLU EVRIM TiPi DENKLEMLERDE
INTEGRE EDILEBILME VE SIMETRILER

DOKTORA TEZI

Cihangir OZEMIR

Matematik Miihendisligi Anabilim Dah

Matematik Miihendisligi Programi

AGUSTOS 2012






ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI OZEL 1+1- VE 2+1-BOYUTLU EVRIM TiPi DENKLEMLERDE
INTEGRE EDILEBILME VE SIMETRILER

DOKTORA TEZI

Cihangir OZEMIR
(509052002)

Matematik Miihendisligi Anabilim Dah

Matematik Miihendisligi Program

Tez Damsmani: Prof. Dr. Faruk GUNGOR

AGUSTOS 2012






ITU, Fen Bilimleri Enstitiisii’niin 509052002 numarali Doktora Ogrencisi Cihangir
OZEMIR, ilgili yonetmeliklerin belirledigi gerekli tiim sartlar1 yerine getirdikten sonra
hazirladign “BAZI OZEL 1+1- VE 2+1-BOYUTLU EVRIM TiPI DENKLEM-
LERDE INTEGRE EDILEBILME VE SIMETRILER” baslikli tezini asagidaki
imzalar1 olan jiiri oniinde basari ile sunmugtur.

Tez Damismani : Prof. Dr. Faruk GUNGOR  ..........c..cocoocoveennn.
Istanbul Teknik Universitesi

Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Emanullah HIZEL ............................
Istanbul Teknik Universitesi

Prof. Dr. Nese OZDEMIR ...
Istanbul Teknik Universitesi

Prof. Dr. Hiisnii Ata ERBAY ...
Ozyegin Universitesi

Prof. Dr. Aynur UYSAL ...
Dogus Universitesi

Teslim Tarihi : 30 Mayis 2012
Savunma Tarihi : 1 Agustos 2012

11






Birsen ve Jan Deniz’e,



Vi



ONSOZ

Bu ¢alismanin yiiriitiilmesinde engin bilgisi ve deneyimiyle bana rehberlik eden degerli
hocam Prof. Dr. Faruk Giingdr’e en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Tez izleme komitesi iiyeleri Prof. Dr. Emanullah Hizel ve Prof. Dr. Nese Ozdemir’e
verdikleri destek i¢in tesekkiir ederim.

Tezin degerlendirmesine katilan diger jiiri iiyeleri Prof. Dr. Hiisnii Ata Erbay’a ve
Prof. Dr. Aynur Uysal’a tesekkiirii bir borg bilirim.

Calismanin son boliimii, TUBITAK-BIDEB/2214 "Doktora Ogrencileri I¢in Yurtdis:
Arastirma Bursu" (2011- 1. donem) kapsaminda 01.10.2011-06.04.2012 tarihleri
arasinda Linkoping Universitesi Matematik Boliimii’'nde (Isveg) gerceklestirilen
"Kac-Moody-Virasoro Simetri Cebirine Sahip 2+1-Boyutlu Evrim Tipi Kismi Difer-
ansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi” baglikli arastirma projesinden iretilmistir.
Calisma Doc. Dr. Peter Basarab-Horwath’in rehberliginde gerceklestirilmistir.
Kendisine bu ziyaretin gerceklesebilmesine imkan sagladig1 ve iiretilen calismalar
icin tesekkiirii bir borg bilirim. Ayrica Linkoping Universitesi Matematik Boliimii’ne
gosterdikleri nazik ev sahipligi i¢in tesekkiir ediyorum.

Degerli hocam Prof. Dr. Faruk Giingor, lisans 6grenimimin birinci yilindaki
matematik derslerimizin Ogretim {iyesiydi. Kendisi ile bu vesile ile baslayan
tanismamin sonrasinda, onun verdigi destek ile ITU Matematik Béliimii’'nde arastirma
gorevlisi olarak calismaya basladim ve damismanliginda yiiksek lisans calismami
tamamladim. Doktora gibi uzun bir siirecte hemen herkes cesitli zorluklar atlatir.
Benim yasadigim en biiyiik zorluk, sanirim, Tanri’dan bir mucize dileyerek oglum
Deniz’in kokusunu hafizama kaydedip bir sabah ucagiyla Berlin’e gitmekti. Ayn1 giin
doniis ugaginda koltuga oturdugumda, dilegimin gerceklestigini diisiindiim: Sanirim
mucizeler, onu dilediginiz anda zaten gerceklesmeye baglamis oluyor. Faruk Bey’in
doniisiim sonrasi verdigi destek ve sahiplenisi bu siirecteki en 6nemli kdse taslarindan.
Bu sekilde basladigimiz tez ¢alismasinda beni yonelttigi problemler, yol gostermesi ve
yardimlariin yaninda, gosterdigi anlayis ve sabir i¢in kendisine ¢ok sey bor¢luyum.

Sevgili esim Birsen, bu siirecte her tiirlii yiikii omuzlarimdan aldi, "caligmaliyim"
dedigimde bana aninda alan yaratti. Kendine ait her seyi ikinci plana iterek, hayatimizi
bana gore organize ederek, yogun is temposunun yaninda bana sonsuz destek oldu.
Ben de kendisine boyle bir konuda destek verebilirsem mutlu olacagim. Kanimca
esler, bir “fahri doktora’ tinvanini ¢ok fazlasiyla hak ediyorlar.

Sevgili Deniz, kendisiyle oynayan ama akli zaman zaman, hatta ¢ogu zaman
caligmanin son durumuna takilan, firsat buldugunda da kendisini anne veya
anneanneye havale eden, iistiine iistliik bir de alt1 ayligina ortadan kaybolan bir
babaya katlandi. "Goteborg’u sevmedim ama senin i¢in burada kalirnm" diyen giizel
cocugumuza, herhalde ancak sarilarak tesekkiir edebilirim.

Dogumundan itibaren Deniz’in bakimi i¢in yanimizda olan, 6zellikle rapor
zamanlarimdaki en biiylik yardimcimiz, sunum provalarimi dahi ciddiyetle dinleyen

Vil



kayimnvalidem Fatma Altayli’ya, esinden ayr1 kalarak bu durumu sabirla uzaktan
destekleyen kayinpederim Ozdemir Altayli’ya sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.
Kendileri ailecek en biiyiik desteklerimiz. Emeklerinin karsiligin1 6demek imkansiz.

Atilla Altntas ile kahve yudumlarken, bir yandan gecmisi okuyup, bir yandan
gelecegimizi yazdigimizi diigiiniiyorum. Dostlugu i¢in kendimi sanslt hissediyorum.

Hocam ve agabeyim Miicahit Ozel’e, lise yillarimdan baglayarak bana kattig1 her sey
icin tesekkiir etmeliyim. Izledigim ¢izgide katkisi ¢ok biiyiik. Bizlere verdigi emek
icin Recep Zafer Besoluk’a, yine agabeylerim Ali Yildiz, Ali Riza Eliyorgun ve Fatih
Celikkan’a, ayrica Kerim Celikkan’a minnet duygularimi ifade etmek istiyorum.

Prof. Dr. 1. Bedii Ozdemir’e verdigi her tiirlii destek icin tesekkiir ediyorum.

Isvec’te gerceklestirdi§im arastirma ziyaretini ilk olarak aklima diisiiren, sevgili
hocamiz Dog. Dr. Fatma Ozdemir. Kendisine, eksik etmedigi iyi dilekleri icin tesekkiir
ediyorum.

Birlikte aragtirma gorevlisi olarak ¢alistigim arkadaglarim Ali Demirci ve Nurettin
Cenk Turgay’a, Sevgi Harman ve Selcuk Kayacan’a, paylastigimiz her sey icin
minnettarim. Ozgiir Aykanat, Ozgiir Martin, Tongu¢ Cagin, Rojbin Ozlem Laleoglu,
Muzaffer Ayvaz ve Serkan Karacuha adini anmak istedigim diger arkadaglarim. Bu
siirecte gecirdigim en keyifli zamanlarimi bu insanlara bor¢luyum.

Ali Demirci’nin "Uygulamali Matematik Enstitiisii" hayaline onceleri dudak biikerken,
bir siire sonra kendimi bu hayale ortak olmaya evrilmis buldum. Umarim bu ortaklik
gercege doniisiir. Paylastig1 arkadaglik i¢in kendisine minnettarim.

ITU Matematik Boliimii ailesindeki tiim elemanlara yiirekten sevgilerimi ifade etmek
istiyorum.

Tomasz Adamowicz’e Linkdping-The Bishop’s Arms’ta diizenledigi ii¢ adet "nonlin-
ear symposium’ ve sohbetleri icin tesekkiir etmek istiyorum.

Beni yetistiren anne-babam Nurcan Ozemir ve Ali Ozemir’e, ¢ok istesem de nasil
agabeylik yapacagimi bilemedigim ¢ok sevdigim kardeslerim Alpaslan, Giilcan ve
Ozlem’e sevgi ve tesekkiirlerimi sunuyorum.

Bagta Birsen ve Deniz; bu ¢alismanin tiim ’fahri’ yazarlarina sonsuz tesekkiir.

Agustos 2012 Cihangir OZEMIR

viil



ICINDEKILER

Sayfa

ONSOZ ..... . wee Vil
ICINDEKILER ... . iX
KISALTMALAR. .. Xiii
CIZELGE LISTESI . XV
SEKIL LISTESI.. - v XVii
OZET ... ceserssesssssessassarssarssaasssass e XIX
SUMMARY Xxiii
1. GIRIS.... . 1
1.1 TEZIN AIMNACT.ceiiiiiiieeiiiiee ettt ettt e et e ettt e e e st e e ssntbeeeesnnaeeesssaeens 1
1.2 Literatlir ATASUITAST ..ecuveereieeniieeeiteeeiee et eeeiee ettt e et e e st e eiteesibeessareesabee e 2
1.2.1 Genel SONUGIAT .......coeiiiiiiiieiieeiteeete et s 2

1.2.2 Degisken katsayili NLS denklemi alt stniflart...........coocoveeveniiiiinnnnnn. 6

1.2.3 Integre edilebilirlige iliskin SONUCIAT ..............ccoeveververreereeereceeieieieieans 8

1.2.4 Evrim tipi 2+1-boyutlu denklemlere iligkin sonuclar............cccceecueennee. 11

1.3 Tezde Incelenen ProblemIET .............c.cvovevevveeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 12
1.3.1 NLS denklemi integrallenebilirlik analizi ........c..ccocevvieeiiiniinicnncnnneen. 12

1.3.2 NLS denklemi grup-degismez ¢OZUMILTi .......ccveevveeenveeniieeieeeiieeee. 12

1.3.3 KKS denklemi simetri cebiri stniflart.........occeeeeeciiieiniiieniniieeeieeenne 12

1.3.4 KP-Burgers denkleminin sonsuz boyutlu simetri cebirleri..................... 13

2. LIE GRUPLARI VE LIE CEBIRLERI ....ccvcnsiuiinnincnssinscnsscssssssscssssssasens 15
2.1 L1€ GIUPIATT .t e 15
2.2 L€ CDITIETL ettt 17

3. NLS DENKLEMI INTEGRALLENEBILIRLIK ANALIZI .....ccccovscuseunece. 27
31 GHIIS ettt st ettt ettt ebe e 27
3.2 PainleVe ANAlIZi....cccueevuiiiiiiiiiiieiieeeee et 28
3.2.1 (3.1) denklemi i¢in PainleVeé testi .......cccvrerrieerieeeriieeiee e 30
3.2.2 (3.2) denklemi i¢in PainleVeé testi ........ccueeevvieriiiiiniieeiiieniieeieeeeeeeen 35
3.2.3 (3.3) denklemi i¢in PainleVeé testi ........ccveevveeeriiieniiieeiiieeiieeiee e, 36

3.3 NLS Denklemine DONUSTUM ........oevviiiieeiiiiiieeiiee et 37
3.4 Gross-Pitaevskii Denklemine Uygulama............cccceevviiiniieinnieiniieeiieeneee 42
3.5 Tam COZUMILT .....eeevuvieeiiieeiie ettt et ettt e et e et eetae e st e enaeesnseeenene 46
3501 (Be1) SINIET e e 46
3.5.2 (Be2) SINIEL covvviiiiieie e e e e 47
3.5.3 (3.3) SINIEL eevviiiiiiieeeeeeee e 48

iX



4. NLS DENKLEMI GRUP-DEGISMEZ COZUMLERI ..........oovreerererrecrcrenns 51

4.1 GHIIS teeeutieeeireeeeieeeetee ettt e et e esaeesbeeesabeesteeesaseeenseeennseeensaeeanseesnseesnseesnnseesnseesnns 51
4.2 Optimal Sistemin Bulunmasl...........cccceeviiriiiiiiiiniiiniieieececceeececeee e 52
4.2.1 Ly cebiri icin optimal SISEEM.....cccuutiriieriiieeniieeiieeniee et 52
4.2.2 Ly cebiri icin optimal SISTEM.....cccueeiiiieriieeeiieeieeeiee e eiee e 55
4.2.3 L3 cebiri i¢in optimal SIStEM........cooviriiriiiiiienieeieeieeeeee e 57
4.2.4 Ly cebiri icin optimal SISTEM.....cccuuieriieriiieniie ettt 59
4.2.5 Ls cebiri icin optimal SISEEM.....cccueeriiieeriiieeiieeiieeeiee e eiee e 60
4.3 Indirgenmis DenKIEMIET .............ccoveveeveverrereieerieeseeeseessee e 61
43.1 Ly ={T,D;,C1,W} ¢Ozillemez Cebiri........cccorrreirrerireriirieericenenen. 62
4311 L1 ={T+Ci+aW} alt Cebiri ....cooeurirriireieeeeeeeeeeeenes 63
4312 L1 5 ={D1+bW} alt CebIl...ccerrrrririrrririeiieeeeeeeeeee s 65
4313 L13={T+cW} alt CebIll..eoererrrririririiieiireeeeeeeeeeenes 66
432 Ly ={T,P,B,W} nilpotent CeDirl.......cecerruririreririereirieieeeeeereeeereeeee 67
4321 Ly g = {P} alt CEDI.uecuiieiiiiieieieieieeeeee e 68
4322 Lp5 ={T +aW} alt CeDIl....ccerrrreriririiiieiiireceeeeeeeeens 68
4323 L3 ={B+DbT} alt CeDIl....ccerererrrririreirieiieeeeeeee e 69
433 Ly ={T,P,Dy,W} ¢OZUleDIlir Cebiri.....ccererurirriieririeieeieieeeeeee 70
4.3.3.1 L3;] = {T} alt CEDIM c.eueveuiiieiiieicceeeee s 70
4.3.3.2 L35 ={P} alt CeDI..cerreuiireeiiieiieeeeeeee s 71
4333 L33 ={T+ €W} alt Cebiri ....cecoetrririirieieieeeeee e 71
4334 L34 ={P+ W} alt Cebirl .....ecereirriirieiieieeeeeene 72
4335 L35 ={D+aW} alt CeDII ....ececertrrrrreriiirirrecicctrereeeeceeaes 73
4336 L36 =T+ EP+DW alt CeLII ...eevurrriieiiiiiiciieieeeieeeee e 73
4.3.4 Ly ={P,B,Dy,W} ¢OZUlebIlir CEDIri....c.ervrreriirrriirieiiirieiirieeeeieeee 75
43.4.1 Lyg = {P} alt CeDI.ueurreruiiieiiieieeeieeeeee s 75
4342 Lgp ={B} alt CEDI..ccuiriiiiiiieieiiieceeeeeeee e 76
4343 Ly3={P+€B} alt Cebir.....ececseirririrrieieeeeeen 76
4344 Lyg={Dy+aW} alt Cebill....ccceoerinririrriieeeeeeeeeee e 77
4.3.5 Ls ={P,B,Cy,W} ¢OzUlebilir CEDII ......covueririrriiririiirieiiericcceee 78
4.3.5.1 Ls.] = {B} alt CeDIT..cerueuiiieiiiiiiieieeeeeee s 78
4352 L5y ={Co+aW} alt CeDIri ..eervruerieeeiieieiieeeeeeeee s 79

4.4 Indirgenmis Denklemlerin ANalizi .............ccooveveveveveeeveeeerccceeeeeeeeeeeenes 79
4.4.1 Uciincii mertebe denkIEmIET ...............c.coveveveveveveeeereeeeeseeeeeeeeeeeeenens 80
4.4.2 Tkinci mertebe denkKIemler..............cccoeveveveeeveveveceeeeereeeseeeeeseseeeee e 81
4.4.2.1 (4.98) denkleminin ¢OZUMI .........c.eerrvieriiieinieeniie e 81
4.4.2.2 (4.131) denkleminin COZUMTU ......ccveerrveerrierrieeeiie e e e 83
4.4.3 Indirgenmis denklemlerin ¢oziimlerinin bazi alt siiflari....................... 84
4.5 Kismi Integre Edilebilirlige Tliskin SONUCIAr ..............cocoovrvrrrceeeeerenennnns 86
4.5.1 Lj cebiri icin seri KeSme yONtemMi .......eeevuveeriiieeriieniieeieeeiie e 88
4.5.2 L3 cebiri igin seri KESME YONEMI .....cc.eeeuvieieeniiniieieeneeereeie e 94
4.5.3 Ly cebiri icin seri KeSme yONtemi .......eeevuveeriieinieeniieeieeniie e 95
5. KKS DENKLEMI SIMETRI CEBIRI SINIFLARI .......covsvtueiunciunncssacesseee 97
5.1 GHTLS 1ttt ettt ettt ettt e et e e bt e nteeateebeenteeenbeens 97



5.2 Denklik Doniisiimleri ve Belirleyici Denklemler.........cccccooeevieiiiniiniennens 98

5.3 SIMELrT CebIrlert ..ccouviiiiiiiiiiiiiiicice e 100
5.3.1 Sabit katsayil1 denklem igin SIMetriler .........cceceevienienciinieeneenicnneen 101
5.3.2 Bir boyutlu Cebirler.........c.ooviiiiiiiiiiieiiieieeeeeee e 102
5.3.3 TKi boyutlu CEDITIEr ........evveeeeeeeeeeeeeeeeee e, 104
5.3.4 Ug bOYUtIU CEDIIIET .......oeveeeececeece e 105

5.3.4.1 Abelyen durtim ..........cceeviuieeriieniieeieeeiee e 106
5.3.4.2 Ayristirtlabilit durum ........c.ooeeviiiiiiiiiiieee e 108
5.3.4.3 Nilpotent CeDITIEr........oouiriiiiiiniieiiiecce e 109
5.3.5 DOrt boyutlu CEDITIET ....c.evveeiiiiiiieeiieccee e 109
5.3.6 Bes ve alt1 boyutlu CebITler.......ccoovuiiiiiiiiiiieiiiieeeiiee e 111
5.3.6.1 A3 3B A CEDIIT weevuiiiiiiiiieiicecee e 111
5.3.60.2 A4 1 CEDITTcoiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 112
5.3.6.3 A48 CODITT..eeuiiiiiiiiiiiie e 113
5.3.614 A4.9 CEDIIT.ceeiiiiiiiiiiicicececeee e 114
5.4 Sabit Katsayil1 Denkleme DOntSim ........cccevvveeeviieniiieeniieeiieeciee e 115
5.5 Degisken Katsayili Radyal Tipte Kiibik-Kuintik Schrodinger Denklemi

Icin Simetri INdirgemMeleri .........oovevevervevieeieieereeeeie e 117

6. KP-BURGERS DENKLEMI SONSUZ BOYUTLU SIMETRI CEBIR-
LERIL............ sesnmsssnssssassssaes 121

0.1 GILS 1.ttt ettt ettt et et e st e e st e et e et eeabe et e e beesateenbeebeens 121

6.2 Denklik Doniisiimleri ve Belirleyici Denklemler............cccooeveeniieenniienieenne. 122
6.2.1 Kanonik denKIem.........coccueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiceceeeeee e 123
6.2.2 Ozel durumda kanonik denkIem.............ccccevevvereeuereeerceeeerenenesenennenn. 124
6.2.3 Simetri iireteci ve belirleyici denklemler............ccccoevvieniiiiniiinnieenen. 124

6.3 SIMELrT CebITIOIT ..ceeuiiiiiiiiiiiiiiice e 125
6.3.1 Virasoro tipinde SIMEri CEDII ....cc.eerrirruienieeriieieeieeieneeeeee e 125
6.3.2 Kac-Moody tipinde Simetri CEDITT ......cccuveevvieeriiieniieeiiieeiie e 128
6.3.3 Simetri cebirinde bir fONKSIYON .......cccoviiiiiiiiiiiieiiiee e 130

6.4 Bazi Uygulamalar............coociiiiiiiiiiiiiieeieeee et 130
6.4.1 Virasoro durumu i¢in indirgeme.........cccuveevveeerireeriiieeiieenieeeriee e 130
6.4.2 Kac-Moody durumu i¢in indirgeme .........ccceeeveveenieeenireenieeenieenieeeeen 131
6.4.3 Painlevé 6zelligi ve bir tam ¢OZUM.........cevveriiriiiiiieicriceeeeeeceee 132
6.4.4 Ozel bir durumda simetri ve indirgemeler..............ccccovvvrreerenererenennnn, 133

7. SONUCLAR VE ONERILER .. 137
Tl SONUGIAT ...ttt ettt et 137
7.2 ONEIILET ...ttt 139

KAYNAKLAR..... .. 141

OZGECMIS . . . . .. 150

X1



Xii



KISALTMALAR

ADD
DS
GDS
KDD
KDV
KGL
KKS
KKSD
KMV
KP
NLS
NLSD
ODE
PDE
VCNLS
WTC

: Adi Diferansiyel Denklem

: Davey-Stewartson

: Genellestirilmis Davey-Stewartson

: Kismi Diferansiyel Denklem

: Korteweg-de Vries

: Kompleks Ginzburg-Landau

: Kiibik-Kuintik Schrédinger

: Kiibik-Kuintik Schrodinger Denklemi

: Kac-Moody-Virasoro

: Kadomtsev-Petviashivili

: Nonlineer Schrodinger, Nonlinear Schrodinger
: Nonlineer Schrodinger Denklemi

: Ordinary Differential Equation

: Partial Differential Equation

: Variable Coefficient Nonlinear Schrédinger
: Weiss-Tabor-Carnevale

xiil



Xiv



CIZELGE LISTESI

Sayfa
Cizelge 4.1: Dort boyutlu simetri cebirleri ve (3.1) katsayilart........ccocceeveeeiennen. 51
Cizelge 4.2: 4-boyutlu cebirlerin 1-boyutlu alt cebirleri .........ccccoovveeverencieeninenne 61
Cizelge 4.3; Indirgenmis denkIemler...............coovrueviuevieeueieeerrieieceeieseie e 80
Cizelge 4.4: (4.220) denklemi igin Katsay1lar..........ccceeevueeeriieniiieeniienieeerieeeeee e 85
Cizelge 5.1: (5.90) denklemi icin dort boyutlu cebire sahip siniflar ...................... 118
Cizelge 5.2: Sabitler tizerindeki KOSullar ..........cccoceeviiniiiiniininiincniccceeeee, 118

XV



XVi



SEKIL LISTESI

Sayfa
Sekil 3.1 : (3.106); —40 <x <40,0 <t <100 (a); 0 <t <160 (b). ....ev.e..... 47
Sekil 3.2 : (3.107); —40 <x <40,0 <t <100 (a); 0 <t <160 (b). ................ 47

XVvil



Xviii



BAZI OZEL 1+1- VE 2+1-BOYUTLU EVRIM TiPi DENKLEMLERDE
INTEGRE EDILEBILME VE SIMETRILER

OZET

Evrim tipi denklemler, 1s1 yayilimi ve dalga hareketi gibi temel fiziksel olaylarin
modelleri olarak ortaya ¢ikmaktadir. Is1 denklemleri, nonlineer Schrodinger (NLS)
tipi dalga denklemleri, Davey-Stewartson (DS) ve genellestirilmis Davey-Stewartson
(GDS) sistemi, Korteweg-de Vries (KdV), Burgers ve Kadomtsev-Petviashvili (KP)
denklemleri bu sinif icin en sik karsilagilan denklemler olarak anilabilir. Bahsedilen
denklemler, uygulamali matematik ve matematiksel fizik alanindaki literatiiriin
oldukca biiyiik bir kismina konu olmaktadir.

Sabit katsayili denklemlerin degisken katsayili genellestirmeleri, tiiretildikleri
modellerde homojen olmayan, konum ve/veya zamana gore degisim gosteren kosullar
gozoniine alindiginda elde edilir. Cogunlukla bu genellestirme sonucunda orijinal
denklemin simetri cebiri ve integre edilebilirligi gibi ozellikleri aym1 kalmaz. Ancak
degisken katsayilar belli kosullart sagladiginda genellestirilmis denklem de Lax cifti,
Painlevé 6zelligi gibi integre edilebilirlik 6zelliklerine sahip olabilir, simetri cebirinin
tiimiinli veya alt cebirlerini tasiyabilir. Bu kogsullar elde etmedeki seceneklerden biri,
degisken katsayili denklemi sabit katsayili denkleme doniistiiren nokta doniistimlerinin
bulunmasidir.

Painlevé 6zelligi, bir denklemin tiim ¢oziimlerinin hareketli tekil noktalar civarinda
tek degerli olmasi, yani tiim ¢oziimlerde en fazla kutup tiiriinden tekillik bulunmasidir.
Painlevé 6zelligi integre edilebilirlik i¢cin gerek veya yeter kosul degildir. Ancak
literatiirde karsilasilan integre edilebilir denklemlerin biiyiik bir kismi ayn1 zamanda
bu 0zellige de sahiptir. Bu 0zelligi kimi yazarlar, "P-integre edilebilirlik" olarak
da adlandirmaktadir. Painlevé 6zelliginin arastirilmasi bazi durumlarda bilgisayar
yazilimlar1 ile dahi yapilabilmektedir. Bu kolaylik nedeniyle Painlevé analizi,
denklemlerin integre edilebilirlik ve ¢oziim analizinde iyi bir baglangi¢c noktasi
olmaktadir. Integre edilebilir olmayan denklemler igin Painlevé seri temsillerinin sonlu
terimde kesilmesinin de tam ¢oziim elde etmede faydali yontemlerden biri oldugunu
not etmek gerekir.

Diferansiyel denklemin c¢oziim uzayimni degismez birakan doniisiim gruplarinin
elde edilmesi, analitik ¢Oziim yoOntemleri oldukca kisithh olan dogrusal olmayan
denklemlerin analizinde en etkin sistematik araglardan biridir.  Lie gruplan
adim1 alan bu doniisiim gruplarn ve iligkili simetri cebirlerinin kullanilmasiyla bir
kismi diferansiyel denklemin degisken sayisinin azaltilmasi ve yeterince zengin
bir simetri cebiri varsa adi diferansiyel denklemlere indirgenerek tam c¢oziimlerin
bulunmas1 miimkiindiir. Uygulama alan1 fark denklemlerine degin uzanmaktadir.
Gortiniigte farkli olan iki denklemin simetri cebirleri, bir doniisiimle birbirine
denk ise bu denklemler de aslinda birbirine doniistiiriilebilir. ~ Bu acidan Lie
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teorisi, diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasinda bir arac¢ olarak ortaya cikar.
Diferansiyel denklemlerin simetri gruplar1 dikkate alinarak siniflandirilmasi giintimiize
degin aktif olarak calisilan bir konu olmustur. Matematiksel agidan, genel bir
denklem siifina ait, belirli simetri cebirlerine sahip denklem ailelerinin belirlenerek
ayirt edilmesi ilgin¢g bir problemdir. Elde edilen cebirler, bu ailelerin temsilci
denklemlerinin grup-degismez ¢oziimleri icin de yol gostermektedir. Sonsuz boyutlu
simetri cebirleri s6z konusu oldugunda, elde edilen denklem ailelerinin integre
edilebilirligi i¢cin de 1s1k tutabilmektedir. Fizikgiler icin, bu faydalara ek olarak,
uygulamada kargsilagilan denklemlerin genel simiflarinin cebirsel 6zellikleri dikkate
alinarak yapilan siniflandirma ¢alismalarinda ulasilan, ¢ok sayida durumda problemin
fiziksel dogasini yansitan sonuglar ilging olmaktadir. Elde edilen denklem aileleri,
belirli simetri 6zelliklerine sahip fiziksel olaylar1t modellemede aday olmaktadir.

Bu tez calismasinda yukarida belirtilen cercevedeki analiz yontemleriyle dort adet
problem ele alinmistir. Incelenen ilk problem, degisken katsayili kiibik nonlineer
Schrodinger denklemi’nin (NLSD) integre edilebilirligi tizerinedir. Degisken katsayili
NLSD ve tiirevli terimleri iceren genellestirmeleri igcin Painlevé testine iliskin
sonuglar elde edilmistir. Degisken katsayili NLSD icin sabit katsayili denkleme
doniisiim formiilleri elde edilmis, elde edilen sonuclarin simetri cebirleriyle iligkisi
bir 6rnek ilizerinde ele alinmistir. Sunulan sonuclar arasinda bazi tam ¢oziimler de
bulunmaktadir.

Literatiirdeki sonuglara gore, degisken katsayili NLS denkleminin Lie simetri
cebirlerinin maksimal boyutu bestir ve maksimal cebir, denklem sabit katsayili
denkleme doniistiiriilebildiginde gerceklenmektedir. Bunun yaninda, dort boyutlu
simetri cebirlerine sahip NLS denklemleri, birbirine denk olmayan bes farkli sinifa ait
olabilir. Tk problemde elde edilen sonuglara gore, degisken katsayili NLSD, Painlevé
testini gectigi kosulda standart NLS denklemine doniistiiriilebilir ve bes boyutlu bir
simetri cebirine sahiptir. Bu, denklemin integre edilebilir durumu olarak adlandirilir.
Eger bir degisken katsayili NLS denkleminin simetri cebirinin boyutu dort ise,
sabit katsayili denkleme doniistiirilemez. Dort boyutlu simetri cebirlerinin kanonik
denklemleri i¢in, bir boyutlu cebirlerin optimal sistemi kullanilarak adi diferansiyel
denklemlere indirgeme yapilabilir. Bu sekilde miimkiin tiim indirgemelerin elde
edilmesi ve ¢oziimlerinin analizi, ele alinan ikinci problemdir. Bunun yaninda, kanonik
kismi diferansiyel denklemlerin Painlevé serilerinin ilk terimde kesilmesi yoluyla
oldukca ilging tam ¢oziimler elde edilmistir.

Degisken katsayili kiibik-kuintik Schrodinger denklemi (KKSD), o6zellikle fiber
optik uygulamalarinda model olarak kullanilan bir denklemdir. Simetri cebirinin
maksimal boyutunun belirlenmesi ve denklem ailesinin sahip olabilecegi sonlu boyutlu
simetri cebirlerinin kanonik siniflarinin bulunmasi literatiirde mevcut kiibik durum
ile paralellik gostermektedir. Analiz sonuglarina gore kiibik-kuintik denklem icin
maksimal simetri cebiri dort boyutlu, kiibik durumda bes boyutlu, kuintik durumda ise
alt1 boyutludur. Burada elde edilen sonuglar, ikinci problemdeki analize benzer sekilde,
dort boyutlu simetri cebirlerine sahip kiibik-kuintik denklemler i¢in grup-degismez
cOziimlerin arastirilmasi imkanini verir.

Son olarak ele alinan problem, degisken katsayili KP-Burgers denkleminin sonsuz
boyutlu Lie simetri cebirlerine sahip siniflarinin belirlenmesidir. Literatiirde integre
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edilebilirligi bilinen 2 + 1-boyutlu denklemler icin Kac-Moody-Virasoro tipinde
simetri cebirine sahip olmak tipik bir ozelliktir. Ele alinan denklem ailesi icin,
Virasoro ve Kac-Moody tipinde simetri cebirlerinin denklemin degismezlik cebiri
olarak gerceklenebildigi gosterilmis, bulunan kanonik denklem aileleri icin Painlevé
ozelligi, tam ¢oziim ve indirgenmis denklemler iizerinde durulmustur.

Integre edilebilirlik ve simetri araglarim kullanarak, deisken katsayili evrim tipi
denklemlerden iki farkli simif dalga yayilimi denklemi iizerine literatiirde mevcut
sonuglara katkida bulundugumuzu diisiinmekteyiz.
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INTEGRABILITY AND SYMMETRIES OF SOME SPECIAL
EVOLUTIONARY TYPE EQUATIONS IN 1+1- AND 2+1-DIMENSIONS

SUMMARY

Evolutionary type equations tend to arise as models of basic physical phenomena such
as heat conduction and wave propagation. Heat equations, wave equations of nonlinear
Schrodinger (NLS) type, Davey-Stewartson and the generalized Davey-Stewartson
equations, Korteweg-de Vries, Burgers and Kadomtsev-Petviashvili equations can be
mentioned as the equations encountered very frequently belonging to this class. It
can be said that quite a big portion of the literature on applied mathematics and
mathematical physics is devoted to the analysis of these equations.

Variable coefficient extensions of nonlinear evolution type equations mostly arise
in cases when less idealized conditions such as inhomogeneities and variable
topographies are assumed in their derivation. For example, variable coefficient
Korteweg-de Vries and Kadomtsev-Petviashvili equations describe the propagation of
waves in a fluid under the more realistic assumptions including non-uniformness of
the depth and width, the compressibility of the fluid, the presence of vorticity and
others. While these conditions lead to variable coefficient equations, all or some of the
integrability properties of their standard counterparts, namely when the coefficients
are set equal to constants, are in general destroyed. However, when the coefficients are
appropriately related or have some specific form, the generalized equation can still be
integrable as evidenced by the presence of Painlevé property, Lax pairs, symmetries
and other attributes of integrability. One of the approaches to determine these relations
is to transform the variable-coefficient equation to its constant-coefficient counterpart.

A differential equation is said to have the Painlevé property if all of its solutions are
single-valued around any movable singular point; that is, they have singularities of
at most pole-type. Having the Painlevé property is not a necessary nor a sufficient
condition for the integrability of an equation. However, most of the equations known to
be integrable in the literature also have this property. Some authors name this property
as "P-integrability". Applying the Painlevé test to a differential equation can be made
using a computer package in some cases, therefore it is a good starting point for an
analysis of integrability and solutions of an equation. If a partial differential equation
(PDE) passes this test, it can 'roughly’ be said that the equation has a good chance of
being integrable. For integrable PDE:s it is usually possible to construct auto-Béacklund
transformations which relate equations to themselves via differential substitutions and
also Lax pairs, which then ensures the sufficient condition of integrability. Application
of the Painlevé series expansion to nonintegrable PDEs can allow particular explicit
solutions to be obtained by truncating the expansion at a finite term. This usually
requires compatibility of an overdetermined PDE system. Let us mention that the
method of truncated expansion has been successfully applied to many nonintegrable
PDE:s in constructing exact solutions.

XXxiii



Transformation groups which leave the solution space of an equation invariant is
one of the most efficient systematic tools for analysis of nonlinear equations, for
which methods of finding analytical solutions are very restricted. By the use of these
symmetry groups, which are called Lie groups, and the associated symmetry algebras
it is possible to lower the number of independent variables of a PDE, and even reduce
it to an ordinary differential equation (ODE) if the symmetry algebra is rich enough.
Application of the theory is also possible to difference equations. If two equations have
symmetry algebras which are equivalent by a point transformation, then the equations
are also equivalent to each other by this transformation. From this point of view the
theory of Lie appears as a tool for classifying differential equations.

Classifying evolutionary type PDEs has long been an active research area both for
mathematicians and physicists. There are various approaches for the classification of
PDEs with respect to point or higher symmetries under the action of diffeomorphisms.
So far classifications of considerably large classes of equations in (1+1)-dimensions
under the low-dimensional abstract finite-dimensional Lie algebras have been done.
On the other hand, it is well known that a number of physically significant integrable
partial differential equations in 2+1-dimensions typically have infinite-dimensional
symmetry algebras with a specific Kac-Moody-Virasoro (KMV) structure. Among
them, KP equation, modified KP, cylindrical KP equation, all equations of the KP
hierarchy, Davey-Stewartson system and three-wave resonant interaction equations are
the most prominent ones.

For the classification of symmetry algebras of an equation having arbitrary function(s)
one first needs to find the equivalence transformations of the equation, which means
finding the transformations those leave the equation form-invariant (keeping the
differential structure the same but changing the arbitrary elements). This can be
obtained by trying a direct transformation or by the infinitesimal method. The
symmetry generator is found by the algorithm due to Lie, which is a calculation
based on solutions of a overdetermined system of linear PDEs. The infinitesimal
is determined up to some unknown functions, and these unknowns satisfy a set
of PDEs with the arbitrary functions appearing in the equation. Then equivalence
transformations are used to obtain non-equivalent forms of the symmetry generator,
possibly in a simpler configuration. This is called the linearization of the vector
field and these non-equivalent forms are generators for canonical one-dimensional Lie
algebras which can be admitted by the equation. The remaining task is to check which
of the two and higher dimensional Lie algebras can be realized as the invariance algebra
of the equation. This is faciliated by the use of well-known structural results on the
classification of low-dimensional Lie algebras. The procedure is carried on till the
arbitrary function appearing in the equation is completely determined. The result is
a list of representative equations with canonical invariance algebras, classified up to
equivalence transformations.

Results concerning symmetry classification of PDEs are drawing interests of both
mathematicians and physicists. From the mathematical point of view, classification
itself is interesting for the reason that we can distinguish between subclasses of a family
of equations regarding their symmetry properties. It serves as an initial guide for the
solutions of the equations which arise as representatives of the subclasses. In the case
of infinite-dimensional symmetries, classification with respect to Lie symmetries can
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turn out to be a way of detecting integrable systems. On the other hand, it is known
that fundamental equations of physics have rich symmetry structures. A classification
of their generalizations exploiting the possible different symmetry properties allow
physicists to choose equations for modeling real phenomena with certain physical
properties.

In this thesis we deal with four problems using methods mentioned above. We first
analyze the integrability of a variable coefficient nonlinear Schrédinger (VCNLS)
equation. We obtain the results concerning the Painlevé tests of the VCNLS equation
and its generalizations including some derivative terms. We present the explicit
transformation formulae for VCNLS to the standard NLS equation and consider the
relations with the NLS symmetry algebra on a specific equation. We complete this
analysis by giving some exact solutions.

According to the results already available in the literature, maximal dimension of
Lie algebra of a VCNLS equation is five and it is achieved when the equation
is transformable to the standard NLS. On the other hand, there are five possible
four-dimensional non-equivalent Lie algebra that can be admitted. According to the
results obtained in the first problem, if a VCNLS equation passes the Painlevé test
it can be transformed to the standard NLS, therefore it has a five-dimensional Lie
algebra. This is the integrable case. Transformation to the standard NLS is not
possible in the four-dimensional case. The canonical variable coefficient PDEs having
four-dimensional Lie algebras can be reduced to ODEs. For a systematic reduction we
need an optimal system of one-dimensional subalgebras. Therefore we determine all
such reductions in this non-integrable case and work on their solutions. Furthermore,
we obtained interesting exact solutions of the canonical PDEs by truncating their
Painlevé series at the first term.

Variable coefficient cubic-quintic nonlinear Schrodinger equation is a typical model
equation of fiber optics. Determination of the maximal dimension of the symmetry
algebra and the canonical classes of the finite-dimensional symmetry algebras together
with the corresponding equations follows by similar lines with the cubic case existing
in the literature. According to our results, maximal dimension of the symmetry algebra
is four in the genuine cubic-quintic case, five in the cubic case, and it is six in the
quintic case. Results obtained in this part can be used to obtain the reduced equations
for cubic-quintic equations having four-dimensional symmetry algebras and hence to
find the group-invariant solutions, as in the cubic case of the second problem.

The last problem we worked on is the classification of infinite-dimensional Lie
symmetry algebras of variable coefficient KP-Burgers equations. As we mentioned,
integrable equations in 2 + 1-dimensions typically have symmetry algebras of
Kac-Moody-Virasoro type. It is shown that Virasoro and Kac-Moody type Lie algebras
can be realized as invariance algebras of specific subclasses of equations and some
results on Painlevé property, exact solution and reductions of the canonical equations
are presented.

We believe that we have made some contributions to the results existing in the literature
on two classes of variable coefficient evolutionary wave propagation equations using
the tools of integrability and symmetries.
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1. GIRIS

1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, dogrusal olmayan evrim tipi denklemlerden iki
simifin, simetri analizi ve integre edilebilirlik yOntemlerinin araglari kullanilarak
irdelenmesidir. Calisma esas olarak dort boliimden olusmaktadir. Ilk ii¢ boliim,
Schrodinger sinifi denklemlerin analizi iizerinedir. Ele alinan ilk problem, f,g,h

kompleks fonksiyonlar olmak iizere

i+ () Y+ 8 (6, 0) WPy +h(x, )y = 0 (1.1)

seklinde verilen degisken katsayili NLS dalga yayilimi denkleminin Painlevé testi
(P-testi), standart NLS denklemine doniisiimii ve integre edilebilirlik-simetri cebirinin
boyutu iligkisidir. Ikinci olarak, (1.1) denkleminin dort boyutlu simetri cebirine sahip,
integre edilebilir olmayan alt siniflarinin kanonik denklemleri i¢in grup-degismez
cozlimler iizerinde durulmus, buna ek olarak Painlevé serilerinin sabit terimde
kesilmesi yontemi ile oldukca ilging tam ¢oziimler elde edilmistir. Calisilan ii¢iincii
problem, f bir reel fonksiyon, diger katsayilar kompleks fonksiyon olmak iizere ele

alinan

iV A f (1) W 1) Y+ g ()W P g n) WPy +h( )y =0 (1.2)
dogrusal olmayan kiibik-kuintik Schrodinger (KKS) denkleminin Lie simetri
cebirlerinin simiflandirilmasidir.  Bu denklem siifinin simetri cebirlerinin boyutu
sonludur ve siiflandirma tam olarak elde edilmistir. Calismada ele alinan son
problem, literatiirde 2+1-boyutlu denklemler icin integre edilebilirligin kuvvetli bir

isareti olarak anilan Kac-Moody-Virasoro tipinde sonsuz boyutlu simetri cebirlerinin

(u ‘f’P(yvt)””x‘f'Cl(y?t)”xx + ”(W)”xxx)x + G()’J)”yy (1.3)

+a(y,t)uy + b(y,t)uxy + (3,1 uxe +e(y,t)ux + f(y, 1 )u+h(y,t) =0

seklinde ele alinacak KP-Burgers denklemi iizerinde gerceklenmeye ¢alisilmasidir.



1.2 Literatiir Arastirmasi

1.2.1 Genel sonuclar

A, n uzay boyutu i¢in Laplace operatoriinii gostermek iizere serbest dogrusal
Schrédinger denklemi
v, +Ay =0, xeR" (1.4)
icin 2n+4+n(n— 1) /2 boyutlu Lie simetri cebiri sch(n)
Py=0;, Pi=0, E=i(ydy—y dy),

1
Juy = xkal —xlak, B, = l‘&k + EXkE,

D = 260, +x, 9 — g(wal,, Y ay), (1.5)
_p [ .
C=t 8,+txk8k+ 4 E ZI(W8W+III &W*>

vektor alanlari tarafindan tiretilir [1]. Burada x = (x1,...,x,), k, [ = 1,....n, dy = 9 /dxy,
y : R" — C fonksiyon ve y* ise kompleks eslenigi gostermektedir. Tekrarlayan
indislerde toplam varsayilmistir. Cebirin yukarida verilen bazi 7 zaman otelemesi,
n adet P, konum 6telemeleri, E faz 6telemesi, n(n — 1) /2 sayida Ji; donme doniisiimii,
n sayida By Galilei itkisi doniisiimii, D 6l¢ek doniisiimii ve C konformal doniisiimlerini
temsil eden vektor alanlarindan olugsmaktadir. {7, P, E,Ji;, By} alt cebiri genigletilmis
Galilei cebiri, {D,T,P,E,Ji, By} alt cebiri ise genisletilmis Galilei benzesim cebiri
gs(n) olarak isimlendirilir.

Schrodinger tipi denklemlerin simetri cebirleri ile ilgili ilk ¢alismada, (1.4) denklemi

n = 3 uzay boyutu i¢in ele alinmis ve sch(3) cebiri elde edilmistir [2]. Harmonik bir

potansiyel etkisinin gbze alindigr durumda

1 2
i%+2—Aw—%|x|zw:0, xeR" (1.6)

m

denklemi i¢in yine simetri cebiri elde edilmis ve sch(n) cebirine izomorf oldugu

gozlenmistir [3]. Keyfi bir potansiyelin etkisi gdzoniine alinarak,
1
i%+2—Aw—V(x,t)q/=O, xeR" (1.7)
m

denkleminin de8ismezlik cebiri incelenmis ve fiziksel bazi1 potansiyel drnekleri i¢in

doniisiim gruplart verilmistir [4]. Serbest parcacik, yer¢ekimi potansiyeli ve harmonik
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potansiyel icin Schrodinger grubu, maksimal degismezlik grubudur. Bunlara ek olarak,
ters kare potansiyel icin SL(2,R) @ O(n), izotrop olmayan harmonik salinic1 i¢in R>"
abelyen grubu, zamana bagli Kepler potansiyelleri i¢in O(n) &R degismezlik gruplar
olarak elde edilmistir. Ayrica denklem, her statik potansiyel i¢in zaman Otelemesi,
kiiresel simetrik potansiyel icin donme doniisiimleri etkisinde degismezdir. Eg zamanh
bir calismada, (1.7) denklemi zamandan bagimsiz potansiyel icin ele alinmig ve
n = 1,2,3 i¢in denklemin bir simetri cebirine sahip olmasina izin veren potansiyel

formlarinin tam bir listesi elde edilmistir [5].

Lw:ithr%Aw—V(x,t)w:O, xeR" (1.8)
seklinde verilen denklemin simetri cebiri,

vV =00y + Q" dy~, Q=x(x1)+iXy (1.9)

seklinde bir evrim tipi vektor alanm tarafindan tretilir [6]. Burada

X = i(1(1)9 + & (x,1)0y, — i (x,1)), (1.10)

1
Sulx,1) = ST — Ay + filt), (1.11)
0e.) = 72"l +xef +8(0) +i(57 —B) (112)

seklindedir. x(x,7) (1.8) denklemini saglar, Ay, = —Aj, ve B sabitlerdir. ©(z), fi(7),

g(t) foksiyonlar1 ve Ay, sabitleri potansiyele bagl olup
1
(), + E(x, 1)V, + TV + Z’L’”’|x|2 +xefl +8 =0 (1.13)

denklemini saglamalidir. Her V (x,¢) potansiyeli i¢in ) (x,#) fonksiyonu, B sabiti ve bir
g = go sabiti, (1.13) denkleminin ¢éziimiidiir. Dolayisiyla Schrodinger denkleminin

dogrusallig1 nedeniyle
S(x) = 2(x.1)dy + " (x,1)dy, Ly =0,
N = Yoy + y oy, (1.14)
E=i(ydy —y dy-)
denklemin asikar simetrileridir. V = 0 i¢in sch(n) yukarida verilmisti. Bu cebirinn >3

icin Levi ayrisimi, H, 2n+ 1 boyutlu Heisenberg cebiri olmak iizere

[s1(2,R) @ O(n)] > H, (1.15)
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seklindedir.
S|<2,R) ~ {P(),D,C}, O(n) ~ {Jkl}7 Hn ~ {Pk,Bk,E} (1.16)

oldugunu not edelim. n = 1 uzay boyutunda, alt1 boyutlu sch(1) cebirinin yapisi, H;

ic boyutlu Heisenberg cebiri olmak iizere
sl(2,R)>H, ~{D,C,T}>{P,B,E} 1.17)
seklinde olup sifirdan farkli komiitasyon bagintilari

1
[1,0] =21, [1,C]=D, [D,C]=2C, [PB|=3E,

[T,B]=P, [D,B]=B, [D,P|=-P, [C,P|]=-B

(1.18)

esitliklerini saglamaktadir [7]. V = V(x) zamandan bagimsiz potansiyeli i¢in, (1.14)
simetrilerine ilaveten Py = J; simetrisi bulunur. Radyal V = V(|x|) potansiyeli
durumunda Py ve Jy; simetrileri eklenir. V = V(x,) gibi bir potansiyel durumunda
asikar simetriler
Py = 0, Pj:&j, Bj:l‘gj—ij, 1<j<n—1,
(1.19)
Ja = X0 —x10, 1<k<I<n-—1

ile genisler [6].

sch(1) cebirinin 1 < dimL < 6 boyutlu alt cebirleri, beg ve alt1 boyutlu i¢ otomorfizma

grubunun doniisiimleri kullanilarak siniflandirilmig, sonra da bu alt cebirlerin

W+ Y = F(t,x, 9, ") (1.20)

tipinde hangi denklemleri degismez biraktig1 belirlenmistir [8]. Belirli bir denklemin
simetri cebirinin arastirilmast yaninda bu yaklasim, simetri analizinin ters problemi
olarak adlandirilabilir. sch(2) cebirinin alt cebirlerinin siniflandirilmasi literatiirde

mevcuttur [9]. Bu alt cebirler altinda degismez kalan

W+ Ay = F(x,y,t,y,y") (1.21)

seklindeki denklem siniflarinin belirlenmesi de bagka bir ters problem ornegi olarak

verilebilir [10]. Yine bir ters problem 6rnegi olarak

iy, +hAy = yF(|yl], [y]d|¥la),
w2 (1.22)




tipinde denklemler, Galilei degismez Schrodinger tipi denklemler ailesinin birer alt
sinift olarak elde edilmistir [11]. Bir dizi ¢alismada, (3 + 1) boyutlu dogrusal olmayan
kiibik-kuintik Schrodinger denklemi

iV + Ay = agy + a1y Py +ailylty,
v=v(xyzt)eC, aeR,i=1,2,3; (ay,a2)#(0,0)

(1.23)

icin simetri cebirleri ve bu cebirlerin alt cebirleri bulunmus, 2 < dimL < 4 boyutlu
alt cebirler kullanilarak kismi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemler ve
cebirsel denklemlere indirgemeler yapilmis ve adi denklemlerin ¢oziimleri {izerinde
durulmustur [12-14]. (1.23) denklemi icin radyal koordinatin fonksiyonu olarak

¢oziim aranirsa denklem, r = (x2 +y? 4 z2)1/2 olmak iizere

. 2
i+ Y+ Y =aoy +ai|y Py +alylty
y=vy(xyzt)eC, aqeR,i=1,23, (a,a)#(0,0)

(1.24)

seklini alir. [12]°de elde edilen cebirlerden donme doniisiimlerini iceren alt cebirler
altinda indirgemeler yapilarak, bir kiire {izerinde baslangi¢ deger ile verilen Cauchy

probleminin ¢oziimleri elde edilmisgtir [15].
ivi+Ay = y]Py, xeR?’ wyeCN, N=23 (1.25)

seklinde dikkate alinan dogrusal olmayan kiibik vektor Schrodinger dalga denklemi
icin simetri cebirleri ve grup-degismez c¢oziimler elde edilmistir [16]. N = 3 icin
simetri cebiri sch(2) & su(3) yapisindadir. x € R”, n > 3 ve keyfi N i¢in gs(n) ®su(N)
seklinde simetri cebiri genellestirilebilir, konformal doniisiimler daha iist boyutlarda
gecerli olmamaktadir. N = 1 dalga durumundaki skaler denklem i¢in, [10]’da elde
edilen alt cebirler kullanilarak grup-degismez ¢oziimler iizerinde calisilmigtir [17]. n
uzay boyutunda

W, +Ay+F(y, ") =0 (1.26)
tipinde denklemlerin simetri cebirlerine gore siniflandirmasi yapilmistir [18].
W+ Yo+ F (60,0, 97, W, ) = 0 (1.27)

seklindeki genel simif denklem icin simetri cebirlerine ait simiflandirmada, denklemi

yapisal olarak degismez birakan denklik doniisiimleri kullanilarak 1 < dimL < 3
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boyutlu Lie simetri cebirlerinin kanonik formlar1 ve bu simetri cebirlerine sahip

temsilci denklemler belirlenmigtir [19]. y bir sabit olmak iizere

iV + Yo+ (W[ Y+ V(,x)y =0 (1.28)

seklindeki denklem i¢in Lie cebirlerinin siniflandirilmasi ve V' potansiyelinin kanonik

formlar1 elde edilmistir [20]. n uzay boyutunda

iV + Ay +kxPy — f(ly)y =0 (1.29)

denklemi icin simetri cebirlerinin sinmiflandirilmas: yapilmistir [21].

1.2.2 Degisken katsayih NLS denklemi alt simiflar:

Calisgmanin ilk boliimiinii olusturan (1.1) denklemi ¢ok sayida fiziksel olay1
modellemektedir ve bu nedenle zengin bir literatiire sahiptir. Esasen bu denklem,
iki temel denklemin genellestirmesidir. Bu iki denklemden biri, f =1, g = £1
ve diger katsay1 fonksiyonlar1 sifir olarak alindiginda elde edilen standart NLS
denklemidir. Burada y/(x,¢) fonksiyonu fizigin gesitli dallarinda farkli anlamlara gelir;
ornegin elektromanyetik potansiyel olarak tanimlanabilir ve NLS denklemi de bir
plazmadaki dogrusal olmayan dalgalarin evrimini belirler [22]. Dalga genligi olarak
tanimlandiginda denklem, zayif dogrusal olmayan ve zayif dispersif fiber optik [23] ya
da derin su dalgalarinin mekanigini belirler. NLS denkleminin ¢dziimlerinin genis bir
sinift dogrusal tekniklerle elde edilir; ters sacinim doniisiimii gibi. Bu ¢oziimlerin bir

kismi soliton yapida ¢oziimlerdir [24].

(1.1) denkleminin temel aldig1 ikinci denklem, f,g,h sabit alindiginda elde edilen
kompleks Ginzburg-Landau (KGL) denklemidir (esasen f,g,h sanal sabitler olarak
alindiginda Ginzburg-Landau adin1 aliyor). KGL denklemi de genis bir uygulama
alan1 bulmaktadir; O©rnegin dogrusal olmayan optikte elektrik alan genliginin

modellenmesinde kullanilir [24].

f,8,h fonksiyonlarmin degisken olarak (konuma ve zamana bagl) alinmasi,
denklemin modellemede kullanildi1 fiziksel olaylar sinifin1 genisletmektedir. Ornegin
dogrusal olmayan optikte homojen olmayan dielektrik ortam icin NLS veya KGL

degisken katsayili hale gelmektedir. ~ NLS denkleminin (1.1) genellestirmesi,
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integrallenebilirlik 6zelligi lizerine soru igareti getirir. Katsay1 fonksiyonlarimin cesitli

durumlar i¢in literatiirde yapilmig cok sayida ¢alisma mevcuttur.

[25]°te degisken katsayili kiibik-kuintik Schrodinger denklemi (KKSD) olarak

i+ B () e+ ¥ WPy + a) vy = (Vi(z.0) + V(1)) y (1.30)

denklemi ele alinir. Denklem optik fiberlerde dalga iletimini modellemekte olup, y
kompleks elektrik alan zarfi, V harici potansiyeli, o yiiksek mertebeden nonlineerligi,
B ikincil dispersif etkileri, ¥ da yine nonlineerligi temsil etmektedir. Calismada gesitli
doniistimlerle denklem adi diferansiyel denklemlere indirgenip trigonometrik tipte
coziimler elde edilmis olup, bu ¢oziimler, & = 0 icin, (1.1) denkleminin bir alt sinifina

ait coztimlere kargilik gelir. Benzer bir denklem
. 1 :
iy, + 5D(2) Y +R(2) Py =il(z)y (1.31)

seklinde verilir ve dagilmig dispersiyon ve nonlineerlige sahip bir optik fiberde
dalgalarin biiylime ya da kiiclilmesini veya stabilitesinin bozulmadan iletimini
tanimlar.  Burada z uzay koordinati, ¢ zaman koordinati, y optik dalganin
(elektrik alanin) genligi, D grup hiz1 dispersiyonu, R nonlinenerlik parametresi,
I' ise biiyiitme veya kiiciiltme katsayist olup bu denklemin soliton c¢oziimleri
bulunmustur [26]. [27] de ise bu denklem, ¢esitli doniisiimlerle ¢oziimleri bilinen bir
adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliip, cok sayida eliptik fonksiyon tipinde ¢oziim
elde edilmistir. Denklemin Hirota metoduyla soliton ¢oziimleri [28]’de elde edilmis
olup, yine soliton ¢oziimleri cift-Wronskian determinanti tiirtinden [29]’da verilmistir.
Kendine-benzeyen (self-similar) ¢oziimlerinin incelendigi bir ¢alismaya 6rnek olarak

[30] verilebilir.

(1.1) denkleminin bir alt sinifi

iV + (1) Yo + ()W = a(x, 1)y (1.32)

seklinde [31]’de ele alinmustir; burada c, b reel, a(x,t) = kj(x,t) + iky () ise kompleks
degerli bir fonksiyondur. Cesitli doniisiimlerle denklem bir adi diferansiyel denkleme
doniistiiriilerek hiperbolik, eliptik ve trigonometrik tipte ¢oziimlere ulagilmistir.

Burada potansiyelin reel kismi kj(x,7) = m(t)x*> 4+ n(t)x + d(t) seklinde secilmistir.
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Yine bu yapida katsayr fonksiyonlar: i¢in dogrudan simetri yontemiyle eliptik tipte
¢oziimler elde edilmistir [32]. ¢ ve b’nin sabit, a(x,t) = +£k’t> + il (k, T sabitler)

olarak alindig1 durumda denklemin soliton ¢6ziimii mevcuttur [33].

Periyodik (zamana gore) bir potansiyelle yapilan caligmalara 6rnek olarak b, ¢ sabitler

ve € = +1 olmak {izere
: 1 2 :
ll,l/[+§l[/xx:8|l}/| v +x(b+csinot)y (1.33)

denkleminin ele alindi81 [34] verilebilir. Bu ¢alismada ters saginim yontemi ve uygun

doniisiimlerle denklemin soliton ¢oziimleri elde edilmistir.

1
ivi+ W ay = Loty ) vy - int)y (1.34)

denklemi x € RY, r = |x| i¢in yazilarak benzerlik doniisiimleri elde edilmis ve bazi
coziimlere ulagilmistir [35]. Bu denklemin d = 1 durumu ig¢in cesitli tipte ¢oziim
onerileriyle iki sinif ¢oziim ailesi [36]’da gelistirilmistir. (1.1) denkleminde f =1

alinarak elde edilen reel potansiyel ve nonlineerlik katsayili

iV + Yo = V(1,00 Y+ g (1,0) WPy (1.35)

denklemini duragan NLS denklemine doniistiiren benzerlik doniisiimleri [37]’de

incelenmisg ve soliton tipte ¢esitli karakterlerde ¢oziimler elde edilmistir.

1.2.3 Integre edilebilirlige iliskin sonuclar

2
it 2yt or@ v - Qators =0 a3

denkleminin incelendigi [38]’de, kullanilan yontem 1s18inda denklemin integral-

lenebilirligi i¢in potansiyel, nonlineerlik ve dispersiyon arasinda
1
—Q?’D = (InD)" +R()" = (nD) (nR) (1.37)

kosulu verilmistir. Elde edilen soliton ¢oziimleri (otonom olmayan solitonlar) klasik
solitonlarin temel o6zelligi olan elastik etkilesim Ozelligini korur ancak yayilim
sirasinda ve etkilesme sonrasinda dalga genlikleri ve hizlar ayn1 kalmaz. Genelde

biitiin otonom olmayan solitonlar D(z) dispersiyonuna ve R(¢) nonlineerligine bagh
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olarak degisen hiz ve genliklerde hareket eder. Bu ¢alismay1 referans alan [39], (1.36)

denklemini dogrudan NLS denklemine doniistiirmeye ¢alisarak (1.37) kosuluna ulasir.

(1.1) denkleminin alt siiflarinin integrallenebilirligine iligkin bagka bir yaklagim

olarak da Painlevé analizi ornek verilebilir. En basit haliyle
iV +YotalyPy=0, acR (1.38)

denklemi Painlevé 6zelligine sahiptir [40]. Kompleks bir potansiyelin igerildigi

iV + Vo — 2| WP W = a(x,1)y +b(x,1) (1.39)

denklemi, 6;,0,,B keyfi fonksiyonlar olmak iizere a(x,z) = %(ij_[ts —2B%(1))x* +
01(t)x+ 6,(t) +iB(t) ve b(x,t) = 0 kosulu altinda Painlevé 6zelligine sahiptir [41].

Sifir potansiyelli, degisken nonlineerlige sahip

iV, + W+ F(t,) W)y =0 (1.40)

denklemi, ancak F(z,x) = 1/(a + bt), a,b sabitler olmasi durumunda Painlevé

ozelligini aragtiran WTC testini gecebilmektedir [42].

Bu tez ¢alismasinin motivasyonunda ilk rolii oynayan

iV + Y+ g0 WPy + kP y =0 (1.41)

denkleminde y/(x,t), bir Bose-Einstein yogusugunda makroskopik dalga fonksiy-
onunu temsil etmektedir [43]. Bu calismada denklemin Painlevé 6zelliine sahip

olmasi i¢in, WTC testinden,

slon) =500 = 220 142
olmas1 gerektigi goOsterilmistir. Ardindan g’nin bu yapist i¢in denklem, standart
NLS denklemine doniistiiriilmiis, doniisiim formiilleri yardimiyla denklemin NLS
coziimlerine dayanan ¢oziimleri elde edilmigstir. Bu ¢alismanin yazarlarindan birinin

de imzasin tagiyan [44]’te,
i+ ef (6, )W+ 8g(x, ) [wPu+V ()X y =0 (1.43)

denkleminin Painlevé analizinden, f = f(z), ¢ = g(¢t) olmas1 gerektigi sonucuna

varilmis ve katsay1 fonksiyonlar1 arasindaki uygunluk kosulu

) b
& & fT f &f

S 28 4l L8l nefy=0 1.44
¢ g2+f2 f+gf+ ef (1.44)
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seklinde verilmis, [39]’da alinana benzer tipte NLS’ye doniisiim formiilleri yazilmistir.

Takip eden ¢alismalarinda bu denklemin potansiyeline sanal kisim ekleyerek
. 2 1 2 (1)
iy + (1) Yax + 88 (x| W Ty — SV (X W = i~y (1.45)

icin uygunluk kosulunu, yine f = f(z), g = g(¢) olmak iizere,

f P g 8 fé f s ,
2efv==—-L_ 2425 LS (L _ 2%y g4 1.46
el f e & fg (f g)y 4 (140

seklinde vererek denklemin NLS’ye doniisiimiinii gerceklestirmislerdir [45]. Burada
not edilmesi gereken onemli bir nokta, Painlevé 6zelliginin gerektirdigi (1.42), (1.44),
(1.46) denklemleriyle verilen uygunluk kosullarinin, (1.37) integrallenebilirlik kosulu

ile Ortiisliyor olmasidir.

(1.1) denkleminde f, g reel fonksiyonlar olarak ele alinarak Painlevé testi yapilmistir
[46]. [47]’nin yazar1 (1.1) denklemini yine f, g nin reel olmasi durumunda ele almais,
denklemin Lax ciftine sahip olmasi ve benzerlik doniisiimleriyle duragan Schrédinger
denklemine doniigmesi gibi iki yontemle integrallenebilirligini irdelemis, buldugu

sonuglar1 [46]’da verilen Painlevé testi sonuglari ile karsilastirmigtir. [48] ise

iV + f Yot ky+glyPy+hy=0 (1.47)

denklemini f reel fonksiyon, diger katsayilar kompleks fonksiyon olmak iizere
ele alir. Painlevé testi sonuc¢larinin yani sira denklemin standart NLS denklemine
doniisiimii, Lax cifti, Liouville anlaminda integre edilebilirligi, Darboux doniisiimii

gibi Ozelliklerini inceler.

(1.1) denkleminin analizinde bagvurulacak onemli bir ¢alismada, denklemin denklik
doniistimleri ve bunlarin kullanimiyla 1 < dimL < 5 boyutlu simetri cebirleri elde
edilmis ve bu cebirlere karsilik katsayr fonksiyonlar1 f,g,A’nin ne yapida olmasi

gerektigi belirtilmistir [24]. (1.1) denklemi, ancak ve ancak denklik doniisiimleriyle
f=1; g=e+ig, &==+1, H€R;, h=0 (1.48)

yapilabiliyorsa bes boyutlu maksimal simetri cebirine sahiptir. ~ Buradan da
goriilebilecegi gibi, denklemin bes boyutlu simetri cebirine sahip olmasiyla standart

NLS denklemine doniismesi birbirine esdeger kosullar olmaktadir.

10



1.2.4 Evrim tipi 2+1-boyutlu denklemlere iliskin sonuclar

Literatiirde sonsuz boyutlu simetri cebirlerine sahip oldugu bilinen bazi denklemler ve
onlarm genellestirmeleri mevcuttur. Ik olarak Davey-Stewartson sistemi

iV + Ve + €1 Wy = 8| W2 W+ yw,

) (1.49)
Wax + 81wy = &2([W]7)y
anilabilir. Bu sistem 0; = —&; = =£1 i¢in sonsuz boyutlu bir simetri cebirine sahiptir
[49]. Genellestirilmis Davey-Stewartson sistemi
i+ W+ Yy = X WP W+ Y0+ )Y,
Wy + nq)xy +mowy, = (’ V”z)x, (1.50)

Wy + A @y +m1dyy = (| ‘l/|2)y7
(A —1)(m; —my) = n? bagintisiyla birlikte verilen 8, x,y,n, A, my,m; sabitleri my8 +
n+1=0, md+nd+ A =0 kosulunu sagliyorsa, DS sisteminin cebirine izomorf

sonsuz boyutlu bir simetri cebirine sahiptir [50]. Iki boyutlu Burgers denklemi

sOniimsiiz zay1f nonlineer ortamda ses dalgalarinin yayilimini modeller. Bu denklemin

soniim etkisini dikkate alan bir genellestirmesi
(v 4ttty — Uy ) x — yy =0 (1.52)

seklinde olup Zabolotskaya-Khoklov-Kuznetsov denklemi adimi alir ve simetri ce-
birinin sonsuz boyutlu oldugu bilinmektedir [S1]. Son olarak Kadomtsev-Petviashvili

(KP) denklemi (iki boyutlu KdV denklemi)

3 1 3
(ut + Euux + ZMXXX)X + ZGuyy =0, oc==l (1.53)

sonsuz boyutlu simetri cebirine sahip bir denklem sinifi olarak not edilebilir [52, 53].
Bu siniflar iceren (1.3) denklemi, ¢ = 0, r = r(t) icin (genellestirilmis KP denklemi)
[54]te, ¢ = ¢(t), r = 0 icin (genellestirilmig Burgers denklemi) [55] te incelenmistir.
Ik ¢alismada denklemin, katsayilarin belli sinifi i¢in Virasoro tipi sonsuz boyutlu
simetri cebirine sahip oldugu gosterilmistir. Ikinci calismada ele alinan denklemin
bu tipte cebiri yoktur. Her iki durumda Kac-Moody tipinde sonsuz boyutlu simetri
cebiri elde edilmigtir. Yakin zamanlh bir ¢aligmada (1.3) ailesi, g(y,#) = 0 i¢in ¢esitli

integre edilebilirlik 6zellikleri ve tam ¢oziimleri agisindan [56]’da ele alinmustir.

11



1.3 Tezde incelenen Problemler

1.3.1 NLS denklemi integrallenebilirlik analizi
Bu boliimde ele alinan sorular agagidaki gibi dzetlenebilir.

(1) f,&,h,k konum ve zamana bagh kompleks fonksiyonlar, /,m,n zamana bagl reel

fonksiyonlar olmak iizere, (1.1) denklemi, (1.47) denklemi ve

i+ f Yo+ g IWP W+ Ry AR+ i Y+ im (WP y)c+iny((y), =0 (1.54)
denkleminin Painlevé testini gecebilmesi icin katsayilarinin saglamasi gereken
kosullar nelerdir?

(i1) (1.1) denklemi, katsayilar1 Painlevé testinin kosullarini sagladigi durumda standart

NLS denklemine doniistiiriilebilir mi ?

(ii1) [24]’e gore (1.1) denklemi, standart NLS denklemine doniistiiriilebiliyorsa bes
boyutlu bir simetri cebirine sahiptir. (1.41) denkleminin standart NLS denklemine
doniismesi i¢in Painlevé testini gecmesi yeterlidir [43]. Bu ayn1 zamanda gerek kosul

mudur?

1.3.2 NLS denklemi grup-degismez coziimleri

(1.1) denkleminin [24]’te verilen dort boyutlu simetri cebirine sahip alt siniflarinin

temsilci denklemleri, Painlevé testinin kosullarin1 saglamamaktadir.

(i) Bu degisken katsayili denklemler icin, dort boyutlu simetri cebirlerinin bir
boyutlu alt cebirlerinin optimal sistemi kullanilarak elde edilecek indirgemeleri integre

edilebilir midir ?

(i1) Bu degisken katsayili denklemler i¢in Painlevé serilerinin sonlu terimde kesilmesi

yoluyla tam ¢oziimler elde edilebilir mi?

1.3.3 KKS denklemi simetri cebiri siniflari

(i) Degisken katsayili KKS denklemi (1.2) icin Lie simetri cebirlerinin siniflandirilmasi

[24]’teki gibi yapilirsa elde edilecek kanonik siniflar nelerdir?
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(i1) Bu denklem sinifinin simetri cebirlerinin maksimal boyutu nedir ? Hangi degisken

katsayili denklemler sabit katsayili yapilabilir ?

(111)) Smiflandirma sonucu elde edilen denklemlerin adi diferansiyel denklemlere

indirgemeleri nelerdir ?

1.3.4 KP-Burgers denkleminin sonsuz boyutlu simetri cebirleri

(i) Genellestirilmis KP-Burgers denklemi ailesi (1.3), sonsuz boyutlu
Kac-Moody-Virasoro tipinde simetri cebirlerine gore siniflandirilirsa hangi kanonik

siniflar elde edilir ?

(i1) Simetri cebirlerinden elde edilecek indirgemelerden ve Painlevé testi yaklagimin-

dan nasil sonuglar elde edilebilir ?
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2. LIE GRUPLARI VE LIE CEBIRLERI

2.1 Lie Gruplan

Tamim 2.1 r-boyutlu diferansiyellenebilir manifold yapisindaki G grubu igin,
m:GxG— G, m(g,h) =g-h, gheag (2.1)

grup islemi ve

i:G—G, ilg)=g"' g€G (2.2)
ters eslemesi diizgiin tasvirler ise, r-parametreli Lie grubu olarak adlandirilir.

Ornegin (R",+), (C",+), (R\{0},-), (C\{0},-) gruplar1 Lie gruplaridir. Matris
gruplar1 en bilinen 6rnekler arasindadir. Determinanti sifirdan farkli n X n matrislerin
kiimesi olan genel lineer grup GL(n,F) (F =R veya C ) bir Lie grubudur. Ornegin
GL(n,R), R™*nin bir acik alt kiimesi oldugundan manifold yapisinin gosterilmesinde
gerekli acik ortli kendisidir. Determinant sifirdan farkli oldugundan ters eleman
mevcuttur. Grup islemi olan matris ¢arpimi, matris elemanlarinin ¢arpimini ve bunlarin
toplamini iceren bir formiille hesaplandigindan diizgiin bir fonksiyondur. Ters eleman
bulma islemi de ayni sekilde diizgiin bir fonksiyondur. Dolayisiyla GL(n,[F) bir Lie

grubudur.

GL(n,F) alt gruplan ile sikca karsilagilan bagka Lie grubu oOrnekleri verilebilir.
Determinanti 1 olan tersinir matrisler kiimesi SL(n,IF) ozel lineer grup olarak
isimlendirilir. AA” = I kosulunu saglayan matrisler grubu O(n,F) ortogonal grup,
SO(n,F) = O(n,F) N SL(n,F) ézel ortogonal grup olarak adlandirilir. x,y € F" i¢in
tanimli (x,y) = Y, Xk bilineer formu O(n,F) tarafindan degismez birakilir. F =R ise
bu form bir i¢ ¢arpimdir, O(n,R) grup elemanlari i¢ carpimlari dolayisiyla vektorler
arasindaki agilar1 degismez biraktifindan donmelere karsilik gelir. x,y € C" icin

tanimlanan (x,y) = Y Xy ic carpimint degismez birakan A € GL(n,C) matrisleri,
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A* = AT olmak iizere A*A = I kosulunu saglamalidir ve iiniter grup U(n) olarak

isimlendirilir. Benzer sekilde SU(n) = U(n) NSL(n,C) ézel iiniter grup adini alir.

Tamim 2.2 Bir M manifoldu iizerindeki v vektor alani, Vx € M’ye karsilik te8et
uzay1 TM|,’ten bir vektor esleyen diizgiin tasvirdir. Manifoldun x = (x!,...,x™) lokal

koordinatlarinda bu vektor alanmi

m ; a
V], = i:Zlé () 53 (2.3)

seklindedir.

Tamm 2.3 Bir v vektor alaminin integral egrisi,x = ¢ (€) = (¢! (€),..., 0™ (€)) seklinde
tanimlanan ve her noktasinda teget vektorii, vektor alani ile cakisan egridir. Oyleyse,
&'(x) vektor alaminin bilesenleri olmak iizere,

¢(€) =Vlpe), ¢(0)=x0« ‘;—’: =&(x), x(0)=xp, i=1,...m (2.4)

sisteminin ¢6ziimiinden her xy noktasi i¢in integral egrisi tek tiirlii olarak belirlidir.

Tanmim 2.4 v bir vektor alan1 olmak iizere, x € M noktasindan gecen v’nin maksimal

integral egrisi W(&,x), v tarafindan tiretilen akig olarak isimlendirilir.

Bir vektor alaninin akist agsagidaki 6zelliklere sahiptir:

Y(5,¥(e,x)=¥(6+e,x), xeM, (2.5)
¥(0,x) = x, (2.6)

d
%T(S,x) = V|‘I—‘(8,x)' (27)

Bir vektor alanimmin akisi, R Lie grubunun M manifoldu iizerindeki etkisidir ve

bir-parametreli doniigiim grubu olarak isimlendirilir.
W(e,x) =x+e&(x)+0(e?) (2.8)

esitlifi dikkate alinirsa, v vektor alami, grup etkisinin sonsuz kiiciik iireteci olarak
isimlendirilir. W(g,x) M iizerinde etkiyen bir-parametreli doniigiim grubu ise, sonsuz
kiiciik iireteci

d

L= (e, 2.9
V=gl W) 29)

seklinde belirlenir. Yerel doniisiim grubu ile sonsuz kiiciik iireteci arasinda birebir

iligki vardir.
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Bir vektor alanina karsilik gelen doniisiim grubunun/akisin (ADD sisteminin

¢Oziimiiniin) bulunmasi igslemine, vektor alaninin iistelinin hesaplanmasi denir:

exp(ev)x :=Y¥(¢g,x). (2.10)

Tanmm 2.5 v,w M manifoldu iizerinde vektor alanlari, f : M — R diizgiin bir

fonksiyon olsun. v, w icin Lie parantezi,

v, W] =v(w(£)) = w(v(£)) (2.11)
seklinde tanimlanir.

Bu boliimde verilen bilgiler [57] referansindan derlenmistir.

2.2 Lie Cebirleri
Tanim 2.6 L bir vektor uzay1 olsun. ’Lie parantezi’
[,]:LxL—L
ikili islemine gore Vu,v,v',w,w’ € L ve Ve, ¢’ € R igin asagidaki kosullar saglaniyorsa,
L’ye Lie cebiri denir.
(a) Bilineer.  [cv+cV w] =c[vw]+ ]V, w],  [v,ew+ W] = c[v,w]+ v, W],
(b) Anti-simetrik.  [v,w] = —[w,V],
(c) Jacobi ozdesligi.  [u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = 0.

Baz1 6rnekler vermeye calisalim. L = R3 olsun. u,v € R? icin tanimlanan (u,v) —
[u,v] = u A v vektorel carpim islemine gore R? bir Lie cebiridir. Herhangi bir V vektor
uzayinda u,v € V igin [u,v] = 0 olacak sekilde bir Lie parantezi tanimlanabilir. Bu,
V iizerinde tanimli abelyen bir Lie cebiridir. V vektor uzay:1 F cismi iizerinde taniml

olsun. gl(V) ile V’den V’ye taniml tiim dogrusal tasvirlerin kiimesi gosterilirse,
uv|=u-v—v-u, uvegl(V) (2.12)

islemine gore gl(V) bir Lie cebiridir ve genel lineer cebir olarak adlandirthr. F
cisminde tamimh n X n matrisler matrisler kiimesi gl(n,F), [u,v] = uv — vu parantezi
ile bir Lie cebiridir; burada uv matris ¢carpimu iglemidir. sl(n,F) ile gl(n,F) nin sifir
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izli matrislerden olusan alt uzay1 gosterilsin. Keyfi u,v kare matrisleri i¢in uv — vu
matrisinin izi sifirdir, dolayisiyla [u,v] = uv — vu iglemi sl(n,[F) igin bir Lie cebiri
tanimlar. Bu ise ozel lineer cebir olarak isimlendirilir. Ortogonal cebir o(n,F) =
{A|AT + A = 0,A € gl(n,F)}, iiniter cebir u(n) = {A|A* = —A,A € gl(n,C)}}, ozel

iiniter cebir ise su(n) = u(n) Nsl(n,C) olarak tanimlanur.

G bir matris Lie grubu olsun. G’nin Lie cebiri g,
g={Alexp(tA) € G, VteR} (2.13)

seklinde tanimlanir. Buna goére, yukarida verilen Lie gruplarn ile Lie cebirleri
arasindaki iligki belirlenebilir. A herhangi bir n x n matris olsun. exp(fA) tersinir
bir matris oldugundan GL(n,C) nin elemamdir. Oyleyse GL(n,C) nin Lie cebiri,
gl(n,C)’dir. SL(n,C)’nin Lie cebiri, her € R i¢in 1 = det(exp(tA)) = exp(ttr(A))
kosulunu saglayan yani izi sifir olan A matrislerinin Lie cebiri sl(n,C)’dir. G C
GL(n,TF) bir matris Lie grubu, L = T,G ise birim elemandaki teget uzayi olsun. L, [u, V]
matris komiitasyonu iglemine gore kapalidir. Dikkat edilirse Tanim 2.6’da Lie cebiri,
matris cebirinden daha genel olarak herhangi bir vektor uzayi iizerinde kosullarla

verilmisgtir.

L Lie cebirinin S alt vektor uzayi, Vu,v € S i¢in [u,v] € S kosulunu sagliyorsa, L’nin
bir alt cebiridir denir. L i¢inde L’den ve sifirdan farkli olan alt cebirlere asikar olmayan
alt cebir denir. [ C L alt cebiri Yu € L, v € I i¢in [u,v] € I kosulunu saghyorsa
L’nin bir idealidir denir. Vu € L i¢in [z,u] = 0 olacak sekilde bir z € L varsa, z’ye
merkezcil eleman denir. Tiim z merkezcil elemanlarin birlesimi olan Z(L) kiimesine

L’nin merkezi denir ve L’nin bir idealidir.
Ly, L, sirasiyla [+, -]y ve [-, -] islemleri ile Lie cebirleri olsunlar.

I': Ly — L, tasviri, Yu,v € Ligin
T ([u,v)h) = [D(u),T(v)) (2.14)

esitligini sagliyorsa bir homomorfizmadir denir. Tersinir homomorfizmaya izomor-
fizma denir. L;’den L, cebirine Orten bir izomorfizma var ise L; ve L, izomorftur

denir. L’den kendi iizerine olan izomorfizmaya otomorfizma denir.
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S| ve Sp L’nin alt uzaylar olsun. u € Sy, v € S, olmak iizere tiim miimkiin [u, V]
komiitatorlerinin iirettigi alt uzaya, S;,S, uzaylarinin Lie ¢arpimu denir ve [Sy,S,] ile
gosterilir. L’'nin iki idealinin ¢arpimi yine L’de idealdir. L' = [L,L] ¢arpimina L’nin

tiirev cebiri denir.

gl(n,IF) icin ty(n) alt kiimesi st tiggensel matrislerin kiimesi olarak tanimlansin
(kosegenin sifir olmast kosulu yoktur). Boyle elemanlarin toplami ve komiitasyonu

ayni tiirde oldugundan t (n), gl(n,[F)’nin bir alt cebiridir.

Kosegeni sifir olan iist iiggen matrislerin Lie cebiri t (n),

[tJr (l/l),t+ (ﬂ)] = t++ (71) (2.15)
oldugundan t (n)’nin tiirev cebiri ve idealidir.

d: L — L tasviri Yu,v € Ligin
d([u,v]) = [d(u),v]+ [u,d(v)] (2.16)

esitligini saghiyorsa L’nin bir tiiretilisidir denir. d;,d, L’nin birer tiiretilisi ise a,b € R
i¢in ad; + bd, de bir tiiretilistir. Oyleyse L iizerinde tanimli tiim tiiretmeler bir vektor

uzay1 olusturur ve dL seklinde gosterilir. dy,d, € dL ise
(dl -d2 — d2 -dl) [u,v] = [(dl -dz —d2 -dl)(u),v] + [u, (dl 'd2 - d2 : dl)(v)] (2.17)

bulunur. Oyleyse [di,d>] = dy - d» — d; - dy islemi ile dL, L — L tiim dogrusal
tasvirlerin Lie cebiri gl(L) nin bir alt cebiridir. dL’ye L’nin tiiretiliglerinin Lie cebiri

denir.
adu : L — L olmak iizere

adul, = [v,u] (2.18)
seklinde tanimli tasvir Vu,v € L i¢in tanimhdir.

aduly,, = [[v,w],u] = [[v,u],w] + [v, [w,u]] = [adul,,w] + [v,ad ul,] (2.19)

oldugundan, adu L’nin bir tiiretilisidir ve L’nin i¢ tiiretilisi olarak isimlendirilir. L’ nin
tiim i¢ tiiretiliglerinin kiimesi &, dL’nin bir idealidir ve L’nin eslenik cebiri olarak

adlandiriir.
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(2.18) tanimu, ad : L — & seklinde, u — ad u eslemesini yapan, L’den eslenik cebirine

bir tasvir tanimlar. Bu tasvir bir homomorfizmadir.
ad[uvv”w = [W7 [uvv]] = —[V, [W7 u” - [M, [V7 W” = [[Wv u],v] - [[W7 V]vu] (2.20)

oldugunu gormek kolaydir. k € R i¢in k adu|, = k[v,u| = [v,ku] = ad(ku)|, oldugu goz

Oniine alinarak (2.20)’den

—adu,v]|w = —[[w, —u], =]+ [[w, —v], —u]
= —(—adv)-(—adu)|,+ (—adu) - (—adv)|,
= [—adu,—adv]|, (2.21)
elde edilir ve homomorfizma icin (2.14) esitligi dogrulanmig olur. ad : L —
% homomorfizmasina, L’nin eslenik cebiri iizerindeki dogal homomorfizmasi veya
adjoint homomorfizma veya adjoint temsil denir. Adjoint temsil, secilen u € L ile
degisen, adu : L — L seklinde .# vektor alami ailesini tanimlar. a,b € R,u,v € L

icin a adul,, + b adv|,, = ad(au + bv)|,, seklinde kapalilik asikardir, dolayisiyla .%# bir

vektor uzayidir (L iizerinde taniml vektor alanlarinin bir alt uzayidir.) Diger yandan,

ladu|,y,adv|,,| = [ad ul,,v] — [ad V|, u]

= [[w,u],v] = [[w,v],u] = [w,[u,v]] = ad[u, V]|, (2.22)

oldugundan [adu,adv] = ad[u,v] bulunur. Oyleyse .#, vektor alanlarmin bir Lie

cebiridir.
Sonlu boyutlu Lie cebirinin baz1 {u;}?_; olsun. [-,-] islemi [u;,u;] komiitatdrleri ile
tamamen belirlidir.
n
(i, uj] = Z afjuk (2.23)
k=1

. . . k . . . . . .
ifadesindeki a;; skalerlerine secilen baza gore yapi sabitleri denir.
L Lie cebirinin bir ideali I olsun. z € Li¢in z+1 = {z+ u|u € I} kosetleri ve

L/I={z+Iz€L} (2.24)

boliim vektor uzayi olusturulabilir. L/ tizerinde bir Lie parantezi, w,z € L i¢in

wWH1,z4+1]:=[w,z] +1 (2.25)
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seklinde tanimlanabilir. Bu sekilde L’nin / boliim cebiri elde edilir.

Lie cebirlerini boyutlarim1 dikkate alarak izomorfizma farkiyla simiflandirmak
istedigimizi diisiinelim. Verilen her n boyutlu vektor uzayi iizerinde sifir komiitatorii
ile abelyen Lie cebiri tanimlanabilir ve boyutu ayni1 olan iki abelyen cebir izomorftur.
Dolayisiyla her sonlu boyutta izomorfizma farkiyla tek bir abelyen Lie cebiri bulunur.
Her bir boyutlu Lie cebiri abelyendir. Iki boyutlu bir Lie cebiri L = {u,v} abelyen
degil ise, tiirev cebiri L' en fazla bir boyutlu olabilir ¢iinkii [u,v] tarafindan gerilir.
Diger yandan dimLZ’ = 0 olamaz aksi halde L abelyen olur. Oyleyse dimL' = 1
olmalidir. L' C L oldugundan 0 # u € L’ alinir ve 7 € L ile {u,7} seklinde L nin bir
bazi olugturulur. [u, V] € L' sifirdan farklidir (aksi halde L abelyen olur), o zaman bir o
skaleri i¢in [u, V] = o olur. ¥ = av seklinde degistirilirse, iki boyutlu abelyen olmayan
Lie cebiri i¢in komiitasyon bagmtisinin [u,v] = u kanonik sekline getirilebilecegi
goriiliir.

Ucg boyutlu abelyen olmayan Lie cebirinin tiirev cebirinin boyutu 1,2, 3 olabilir. Ayrica
Z(L)’nin L’de ideal oldugunu biliyoruz. dimL’' = 1 ve L' C Z(L) olacak sekilde tek bir
Lie cebiri vardir. Heisenberg cebiri adi verilen bu cebirin elemanlart {u,v,z}, z €
Z(L) olacak sekilde [u,v] = z kosulunu saglar. Matris temsili, e;; matrisinin i elemani
1, diger elemanlart sifir olarak tanmimlanmak iizere {e}s,e23,e13} C 144 (3) bazi ile
verilebilir. dimLZ’ = 1 olsun ve L' cebiri Z(L)’de igerilmesin. Bu dzellikleri saglayan
Lie cebiri tektir ve iki boyutlu abelyen olmayan Lie cebiri ile bir boyutlu Lie cebirinin

direkt toplamudir.

L’nin bir ideali I olsun. L/I boliim cebiri, ancak ve ancak L' C I ise abelyendir.
Oyleyse L', L’nin boliim cebiri abelyen olan en kiiciik idealidir. L’ igin tiirev cebirini
L? ile gosterelim. Benzer sekilde L? de L' ile boliimii abelyen olan en kiiciik idealidir.

Boylelikle L’nin tiirev serisi L", n =0,1,2, ...
=L L'=r=[L1, 2=, .. "=t (2.26)
seklinde tanimlanir. Ust merkezcil seri olarak da isimlendirilir.

L°>L' 51> .. (2.27)
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iligkisi mevcuttur ve LO LY 12, ... alt uzaylar1 L’nin idealidir. L,, n = 0,1,2,... alt

merkezcil serisi
Ly=L, Ly =ILL], L,=I[LL],... L,=I[L,L,] (2.28)

seklinde tanimlanir. Yine

LoDLi DLy D ... (2.29)
iligkisi mevcuttur ve Ly, L1, Lo, ... alt uzaylar1 L’nin idealleridir.

Sonlu boyutlu bir Lie cebiri icin her iki dizi belli bir terimden sonra sabit hale gelir.
L" = 0 olacak sekilde bir n € N varsa L ¢oziilebilir cebirdir denir. Ornek olarak
Heisenberg cebiri ¢oziilebilirdir. Abelyen cebirler, bir boyutlu cebir, ve yukaridaki
siniflandirma analizine gore her iki boyutlu Lie cebiri ¢oziilebilirdir. sl(2,C)" =

sl(2,C) oldugundan sl(2,C) ¢oziilebilir degildir.

L’nin maksimal ¢oziilebilir idealine L’nin radikali denir ve rad L seklinde gosterilir.
Her ¢oziilebilir L # O cebirinin abelyen I # 0O ideali mevcuttur. Sifirdan farkli
sonlu boyutlu Lie cebiri L, sifirdan farkli ¢oziilebilir ideali yoksa yani radL = 0O ise

yari-basittir denir. L/rad L yari-basittir.

L,, = 0 olacak sekilde bir n € N varsa L nilpotent cebirdir denir. Her L # 0 nilpotent
cebirinin sifirdan farkli bir abelyen ideali vardir. t,(n) tipik bir nilpotent cebir
ornegidir.

L; O L' oldugundan nilpotent cebirler ¢oziilebilirdir. Bunun tersi dogru degildir.

Ornegin, t (n) tipik bir ¢oziilebilir cebirdir.

[tr(n) t(n)] =tys(n), [to(n) tys(n)] =ty (n) (2.30)
bagntilar1 gézoniine alinirsa t (n)’nin n > 1 igin nilpotent olmadig1 goriiliir.

L abelyen degilse ve asikar olmayan ideali yoksa basit cebirdir denir. L basit cebiri
i¢in tiiretili cebiri kendisine esittir: L' = [L, L] = L. Basit cebirlerin yari-basit oldugu

aciktir.

Coziilebilir bir Lie cebirinin nilradikali NR(L), L’nin maksimal nilpotent idealidir.
Bu nilradikal tektir ve boyutu dimNR(L) > %dimL bagintisitm saglar. Herhangi
bir ¢oziilebilir cebir NR(L) nilradikali ve tamamlayici bir F lineer uzayinin cebirsel

toplamu olarak L = F -+ NR(L) seklinde yazilabilir.
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Bir L Lie cebiri, bir taban degisimi ile iki (veya daha ¢ok sayida) alt cebirin direkt

toplamina doniistiiriilebiliyor ise, ayristirilabilirdir denir. Yani,
L=L &L, [Ll ,Lz] =0 (2.31)

yazilabilir. Aksi halde, ayristirtlamazdir.

Levi Teoremi. Her sonlu boyutlu L Lie cebiri yari-basit bir S Lie cebiri ve ¢oziilebilir

bir idealin (R radikali) yari-direkt toplami olarak yazilabilir:
L=S>R, [S,S]=S, [S,RJCR, [R,R|]CR. (2.32)

Eger L basit ise, R = 0, L ¢oziilebilir ise S = 0 olur.

u € Lile L tizerinde iiretilen adu € .# vektor alani tarafindan iiretilen bir parametreli

doniisiim grubu,
d
%W =adu|y = [w,u], w0)=w (2.33)

sisteminin integrasyonundan

Ww(e) = Ad (exp(eu))w (2.34)
seklinde bulunur.
Ad(exp Su i g— (adu)"
= n!
2

=w—&[u,w] + —[u, [u,w]]... (2.35)

"l
ifadesinden sonsuz seri hesaplanarak da doniisiim grubu elde edilebilir.

up,wo € T,G = L olsun. exp(€up) bir-parametreli alt grubunu diisiinelim.
Ad(exp(€up))wo, L icinde bir egridir. Teget vektori ile [up,wp] komiitasyonu
arasindaki baginti

[ug, wo| = % SZOAd(eXp(suo))wo = % g:o% 5 Oexp(suo) exp(Owo) exp(—e€ug)

(2.36)

ile verilir.

Ad (exp(eu)) doniistimlerine L’nin i¢ otomorfizmalar1 veya adjoint doniisiimleri denir.
Tiim u € L i¢in bulunan i¢ otomorfizmalarin grubuna, L’nin i¢ otomorfizma grubu denir

ve InnL ile gosterilir.
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F : L x L — L simetrik bilineer formu, VA € InnL i¢ otomorfizmasi ve Vv,w € L icin
F(A(v),A(w)) = F(v,w) (2.37)

kosulunu sagliyorsa, InnL grubuna gore degismezdir denir. A = Ad (exp(eu)) aliir
ve (2.37) esitliginin € = 0’da tiirevi hesaplanirsa, F’nin i¢ otomorfizma grubu altinda

degismezligi icin bir kosul elde edilir:
F([[v,ul,w]) + F (v, [w,ul]) = 0 (2.38)

Degismez formlar yardimiyla bir Lie cebirinin idealleri verilebilir. I = {v € L|F (u,v) =
0, Vu € L} kiimesi L’nin bir idealidir. Ciinkii, F’nin dogrusalligindan, vy,v, € [ ise
a,b € R i¢in avy + bv, € I bulunur, dolayisiyla I C L olur. Diger yandan, F’nin
degismezligi v € I, w € L igin F([u,[v,w]]) = —F ([[u,w],v]) sonucunu verir ki bu

da [v,w] € I yani [ bir ideal demektir.

A : L — L dogrusal doniisiimiiniin izi, temsil matrisi i¢in segilen bazdan bagimsizdir
ve VA,B € Z(L) i¢in
tr(A-B) =tr(B-A) (2.39)

kurali uyarinca bilegske doniisiimiin sirasina baglh degildir.
K(u,v) =tr(adu-adv) (2.40)

seklinde tanimlanan simetrik bilineer form, Killing formu olarak isimlendirilir.

Killing formu ile bir Lie cebirinin radikali belirlenebilir. Sonlu boyutlu L Lie cebirinin
radikali yani maksimal ¢oziilebilir ideali, Vv € L' igin K(u,v) = 0 kosulunu saglayan

u € L elemanlarinin kiimesidir.

ng, r-boyutlu Lie cebirinin {x } bazinda yapi sabitleri olsun. Bu baza gore u = ugxq

ise, adu : L — L dogrusal doniisiimiiniin matrisi
(adu) = (C§,uy) (2.41)

seklindedir. Ayni bazda v = vgxg ise, u,v € L vektorleri i¢in Killing formu asagidaki

gibi hesaplanir:

K(u,v) = Kopttavg, Kgp=Csq gﬁ, (a,B=1,...,r). (2.42)
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detKyp = 0 ise Killing formu dejeneredir denir. Killing formu ile Cartan’a ait

asagidaki iki kriter ifade edilebilir.

Coziilebilirlik kriteri: L Lie cebiri ancak ve ancak Vu € L' i¢in K(u,u) = 0 ise

coziilebilirdir.

Yari-basitlik kriteri: L Lie cebiri ancak ve ancak Killing formu dejenere degilse

yari-basittir.

Bu boliimde verilen bilgiler [58—60] referanslarindan derlenmistir.
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3. NLS DENKLEMI INTEGRALLENEBILIRLIK ANALIZI

3.1 Giris

Bu boliimde
Wi+ f (1) Y+ g (1) WPy + h(x, 1)y = 0,
f=h+ifz, g=g +ig, h=h+ih, 3.1
figishj R2 =R, j=12 figi #0
seklinde verilen degisken katsayili dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin integre
edilebilir stniflarinin belirlenmesi icin Painlevé testi uygulanacaktir. Bu analize iligkin
hesaplar detayli olarak verildikten sonra, yine f = fi(x,t) +ifa(x,1), g = g1(x,¢) +
iga(x,t), h="hy(x,t) +iha(x,t) ve k =ky(x,t) +ikp(x,t), =1(t),m=m(t), n=n(r)
olmak iizere

iV + f W+ kW + g lWPW+hy =0 (3.2)

\

W+ Wt g WP+ hy ke + il Yo+ im((wy),+iny(ly?). =0 3.3)

denklemleri i¢in P-testinin sonuglar1 sunulacaktir. (3.2) i¢in analiz f’nin reel olmasi
durumunda [48]’de yapilmistir. (3.3) denkleminin integre edilebilirligi katsayilarin
sadece zamana bagli olmast durumunda [61]’de irdelenmistir, burada katsayilar

tizerinde konuma baglilik da icerilmistir.

Painlevé analizinden sonra, katsayilarin test kosullarini sagladigi durumda (3.1)’in
standart NLS denklemine doniistiigii, dolayisiyla P-testi kosullarinin integre edilebilir-
lik icin yeterli oldugu gosterilecektir. Sonuglar 6zel bir sinif denklem {iizerinde
uygulandiktan sonra, P-testi kosullarinin bu 6zel sinif denklem iizerinde integre
edilebilirlik i¢in ayn1 zamanda gerek kosul oldugu gosterilecektir. Boliim, her ii¢ sinif

denklem i¢in bazi tam ¢oziimlerin verilmesiyle sonlanmaktadir.

27



3.2 Painlevé Analizi

Adi diferansiyel denklemlerin tekil noktalar1 sabit tekil noktalar ve hareketli tekil
noktalar olmak iizere iki sinifa ayrilabilir. Sabit tekil noktalar, denklemle birlikte
belirlenen tekillikler olup denklemin ¢oziimii yapilmadan da saptanabilir. Hareketli
tekil noktalar ise dogrusal olmayan deklemlerde ortaya cikar ve baslangic kosullarina

bagl olan tekilliklerdir. Ornegin A # 0 olmak iizere,
Y4y =0, y(0)=— (3.4)

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii y(x) = 1/(x+ A) seklindedir. Goriildiigi gibi
¢Oziimiin x = 0’da verilen baslangi¢ kosuluna bagl olarak x = —A’da bir tekilligi vardir
ve bunu denklemden belirlemek miimkiin degildir. Burada x kompleks bir degisken
olarak diisliniildiigiinde, bu ¢oziimde birinci mertebeden kutup tiiriinden bir tekillik
bulunmaktadir. Benzer sekilde bir denklemin ¢oziimlerinde dallanma veya esasl
tiirden tekillikler de mevcut olabilir. Bir diferansiyel denklemin Painlevé ozelligine
sahip olmasi, tiim ¢oziimlerinin tiim hareketli tekil noktalarinin en fazla kutup tiirtinden
olmas1 demektir. Bu da tim coziimlerin esasli veya dallanma tiirlinden hareketli
tekillikler icermemesi yani ¢oziimlerin hareketli tekil noktalar civarinda tek degerli
olmast anlamina gelir. Bir diger ifadeyle tiim ¢oziimlerin meromorf, yani kutup

noktalar haricinde analitik yapida olmast demektir.

Kismi diferansiyel denklemler (KDD) durumunda denklemin ¢oziimii cok degisken-
lidir. Yine ele alinan denklemin bagimsiz degiskenleri kompleks olarak diisiiniilecektir.
Genelde cok degiskenli bir kompleks fonksiyonun tekil noktalar1 izole degildir.
® = 0O(zy,...,2,) bir meromorf fonksiyon ise, ® nin tekillikleri (n — 1) boyutlu bir
(kompleks) manifold iizerindedir. Bu manifoldlar, ¢ (tekillik manifoldunun bir
civarinda) analitik bir fonksiyon olmak iizere, ¢(zy,...,z,) = O seklinde kosullarca
belirlenir. Diger yandan, bir KDD karakteristik manifoldu boyunca her tiirden tekillige
sahip olabilir. Ornegin wy, —w;, = 0 dalga denkleminin genel ¢oziimii wy, w; keyfi
fonksiyonlart ile

w(x,t) =wy(x—1t)+wa(x+1) 3.5)

seklinde verilir. Bu coziimler keyfi fonksiyonlarin secimine bagli olarak x — ¢ = k;

ve x+1t = ky (ky,ky sabitler) karakteristik manifoldlar1 tizerinde her tiirden tekilligi
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tagiyabilir.  Bu nedenle kismi diferansiyel denklemler i¢in Painlevé o6zelliginin
tanimiin su sekilde yapilmasi uygun olacaktir: Kismi diferansiyel denklemin
tim ¢Oziimleri, karakteristik olmayan tekillik manifoldlart civarinda tek degerli ise

denklem Painlevé 6zelligine sahiptir.

Denklemin Painlevé o0zelliginin arastirilmasi icin WTC testi olarak bilinen test
gelistirilmistir [62]. Bu o6zelligin saglanmasi i¢in, karakteristik olmayan tekillik
manifoldu civarinda denklemin ¢6ziimiiniin
u(z) = Z uj(2)®@(z)’ %, zeC" (3.6)
Jj=0
tipinde bir Laurent serisine sahip olmasi sarti aranir. Bu Painlevé acilimi denklemde

yazildiginda agilimin katsay1 fonksiyonlari i¢in

Q()U()) =F()) 3.7)

seklinde bir tekrarlama bagintisi elde edilir, burada U( j) katsay1 fonksiyonlarini igeren
matristir. detQ(j) # 0 i¢in katsay1 fonksiyonlari bu sistemle belirlenir. detQ(j) =0
olan j indislerine rezonans indisleri denir. Rezonans diizeylerinde acilim katsayilari
belirlenemez, sistemin sundugu uygunluk kosullarinin saglanmasi durumunda bu

katsay1 fonksiyonlar1 keyfi kalir. Eger

P1) a onciil terimi negatif bir tamsay1 olarak belirleniyorsa,
P2) Biitiin rezonans indisleri tamsay1 olarak belirleniyorsa,

P3) Rezonans diizeylerinde (3.7)’nin getirecegi uygunluk denklemleri & tekillik

manifoldundan bagimsiz olarak saglaniyorsa

denklem, Painlevé testini gecmektedir denir. Bu oOzellikleri saglayan bir acilim
P1’den dolayr dallanma noktalar1 ve esash tekillik iceremez. P2 ve P3’iin
saglanmasiyla coziimde Cauchy-Kovalewski teoreminin gerektirdigi sayida agilim
katsay1 fonksiyonu keyfi kalir yani ¢6ziimde dogru sayida keyfi fonksiyon mevcut olur
ve kismi diferansiyel denklemin Painlevé 6zelligine sahip olmasi i¢in bir gerek kosul
yerine gelmis olur. Burada ®(z) keyfi fonksiyonlardan biri olmalidir. Painlevé 6zelligi
ile ilgili olarak [63,64] incelenebilir.
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Bir KDD bu testi geciyorsa, Painlevé o6zelligine sahip olma sansi vardir: (3.6)
coziimleri tekillik ylizeyi civarinda tek degerlidir ve bir z = zo icin verilecek keyfi
Cauchy baslangi¢ kosulunu saglayacak yeterli sayida keyfi fonksiyon icerir. Painlevé
testini gegmek, denklemin Painlevé 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek kosuldur ancak
yeterli degildir. Bu durumda, integre edilebilir KDDler icin denklemi diferansiyel
bagintilarla kendine esleyen 6z-Bécklund doniistimlerinin bulunmasi veya, integre
edilebilirlik i¢in yeter kosul olan Lax ciftinin olusturulmasi miimkiin olmaktadir.
Integre edilebilir olmayan KDDler igin ise, Painlevé acilimi sonlu bir terimde
kesilerek, & tekillik manifoldu ve keyfi fonksiyonlar tizerine bir kisim kisitlarla birlikte
denklemin 6zel ¢oziimleri bulunabilir. Burada genellikle kisit denklemlerinin sayisi,

keyfi fonksiyonlarin sayisindan fazladir.

3.2.1 (3.1) denklemi icin Painlevé testi

(3.1) denklemine tekillik analizini yapabilmek i¢in, denklem kompleks eslenigiyle
birlikte
iy + £, )i + g(x,0)uPv + h(x,0)u =0,

—ivi 4 p(o, 1) v+ q(x,0)uv? + r(x, 1)y =0 9
seklinde yazilir. Burada y degiskeni yerine u kullanilmis olup v ise #’nun kompleks
eslenigidir, ancak analizde bagimsiz fonksiyonlar olarak ele alinmaktadirlar. p,q,r
fonksiyonlar1 da sirasiyla f,g,h fonksiyonlarinin kompleks eslenikleridir. Painlevé
ozelliginin aragtirllmasinda sistemin, ®(x,7) = 0 seklinde tanimlanan, karakteristik
olmayan hareketli bir tekillik yiizeyi (bu durumda bir egri) civarinda Laurent ag¢ilimi

yapisinda ¢oziimlere sahip olmasi istenecektir. Dolayisiyla ¢oziimler i¢in su acilim

uygundur:

oo o5}

u(x,t) =Y uj(x, )@ (x,1), vix,t)=Y v, )@ (x0); (39
j=0 j=0

burada ug,vo # 0 ve u;,v;,® analitik fonksiyonlardir. o ve B baskin terim

davranmigindan belirlenecek olan negatif tamsayilardir.
o ve B onciil terimlerinin belirlenmesi igin (3.8)’de u ~ uy®%* ve v ~ vOCIDﬁ yazilir ve
en kiiciik mertebeden terimlerin dengelenmesinden
o+p=-2 (3.10)
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olmasi gerektigi goriilir. Bu denklem ancak o = —1 ve B = —1 tamsayilar i¢in
saglanir. Bunun yaninda,

(gu()V() + 2fCI) ) = (3.11a)
vo(quovo +2pP2) =0 (3.11b)

bagintilar1 da saglanmalidir ve buradan
wovo = 2020 — _2q?? (3.12)
8 q
olmasi gerektigi goriilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in f/g’nin reel bir say1 olmasi
gerekmektedir, bu ise f1g> = fog1 kosulunu getirir. f veya g’den biri reelse veya sadece

sanal kisimdan ibaretse, digeri de reeldir veya sadece sanal kistmdan ibarettir.

Onciil terimin belirlenmesinden sonra (3.9) agilimi (3.8)’de yerine yazilir. j = 0 igin,
®~3’iin katsayisinin sifira esitlenmesi (3.11) kosullarim verir. j > 1 i¢in ®3+/’nin

katsayis1 sifira esitlenirse

o (3) = (VR e ) (1) =(8)

3.13)
sistemi elde edilir, burada
Fj=—iujo,—i(=2+j)Quj1— fujo, xx—2(—2+j)f<1> Uj—1x
1 ~1 &k
— (=24 ) f Puxttj—1 — huj— 2—gvozuluj z—gZZMzuk 1V j—ks
k=11=0 (3.14)
Gj=ivj o, +i(=24j)¢vj—1—pvj-2, xx—2(—2+1)p<1>ij 1
-1 1k

—(=2+ ) pPrxvj—1 —1vj- 2—61MOZV1V] l_qz Zvlvk 1Uj—k

ile verilir. Burada j < 0 i¢in #; = 0 ve {ist indisi alt indisinden kiiciik olan toplamlar
sifir olarak alinacaktir. Fj ve G;’den birinde i <= —i, u < v, f < p, g g, h<r

degisimi yapildiginda digeri elde edilmektedir. u; ve v; agilim katsay1 fonksiyonlari,
det Q(j) = |fPP®L(j+1)j(j=3)(j—4) =0 (3.15)

olmadig siirece (3.13) sisteminden belirlenir. Rezonans indisleri j = —1,0,3,4 tiir.
Jj = —1 rezonansi @ tekillik manifoldunun keyfiligine karsilik gelmektedir ve j = 0
rezonansl, (3.12) denklemiyle dogrulandig1 gibi, ug ve vy fonksiyonlarindan birinin

keyfi kalmasi gerektigini gostermektedir.
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j=T1i¢in

_4fq))2c gu(Z) ui _ iDrup + zfq)xuo,x + fq)xxuo (3 16)
i —4p®2 )\ w — iy + 2pDyvo. + pPrrvo ‘

sistemi c¢oziiliir ve acilim katsayilari

_ 2fPevox | AfiPx 4S8 Px | 20D | D 3f Py

gvs 3gvo 3g%vo  3gvo  3qvo  gvo

% :-%_1_ Jxvo _&Vo iPvg  igPvyg Py
T, T3, 30, 6f07  3fqd2 | 282

uy = )

3.17)

seklinde bulunur. Bu sonuglarda p = qf/g ve ug = —2®2f/(gvo) bagntilari
kullanilmigtir, dolayisiyla vy rezonans diizeyi fonksiyonu keyfi fonksiyon olarak

belirlenmis, ug ise vo’a bagh olarak ifade edilmistir. j = 2 i¢in

( —4fP2  gu} ) < 753 ) _ ( —hug — gu3vy — 2guou1 vy — il s — fulo xx )

61"(2) —41?‘1’)2( vy )\ —rvo— CIV%MO —2qvoviug +ivos — Pvoxx
(3.18)

sisteminin ¢oziimiinden de up,v, belirlenir. Olduk¢a uzun sonuglari oldugundan

buraya kaydedilmemistir.

J = 3 rezonans diizeyinde, u3,v3 arasinda dogrusal bir iligki mevcuttur ve bir tanesi

keyfidir.
—2f®)26 gu% ) ( us3 ) ( F; >
= 3.19
( qvg —2p<I>)ZC V3 G ( )

sistemi, j = 3’teki uygunluk kosulunu
qvoFs = guoGs (3.20)

seklinde vermektedir. Uygunluk kosulu & manifoldunun her se¢imi i¢in saglanmasi
gerektiginden, (3.20)’de ortaya cikan &;,®? &3 &, terimlerinin katsayilar1 6zdes
olarak sifir olmalidir. ®;;’nin katsayisindan g?> = ¢ elde edilir. Buradan g = ¢ veya
g = —qg bulunur. ilki g = g; olmas1 durumunda, ikincisi ise g = ig, ise miimkiindiir. f
ve g ayn1 anda reel veya sadece sanal kistmdan ibaret olabildiklerinden, ilk durum i¢in

f = f1 ve ikinci durum i¢in f = if> olmalidir.

(i) g =igo, f = ifp durumu. (3.20)’de CID,Z’nin katsayisindan

@
Vox  82x _ fox 5 Pu_ 3.21)

2
vo & OR

olmas1 gerektigi goriiliir. f ve g denklemle birlikte verilen fonksiyonlardir. j = —1,0

rezonanslarina karsilik ®, vy fonksiyonlar iki keyfi fonksiyon olarak ortaya ¢ikmalidir,
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aralarinda (3.21) gibi bir bagintinin olmasi1 bu durumla ¢elisir. Dolaysisiyla, f ve g’nin

reel kisminin sifir oldugu durumda denklem, Painlevé testini gecememektedir.

(ii) g = g1, f = f1 durumu. Buradan itibaren 1 indisi kullanilmayacak ve f ve g’nin
reel olduklar1 varsayilacaktir. (3.20) esitliginin saglanmasi i¢in
(é)2+f"g"+4(g—")2—@—2gﬂ:o (3.22a)
f fg g s

3 1

22 2fs fg & f g

olmas1 gerekmektedir. j = 4 rezonans diizeyine gelinirse,

e ) () =(2)
= 3.23
( qv% 2p<I>)26 V4 Gy ( )

sisteminden, u4 ve v4 ten birinin keyfi olabilmesi i¢in

=0 (3.22b)

voFy +uyGy =0 (3.24)

uygunluk kosulunun saglanmasi gerektigi goriiliir. Bu uygunluk kosulu, j = 3 rezonans
diizeyinden gelen u3, v3 fonksiyonlarini igerir; (3.19)’dan uz = (gu(z)\/3 —FB)/(2f®?)
ifadesi (3.24)’te yazilirsa u3, v3 ortadan kalkar. Onceki rezonans diizeyine benzer
sekilde, ®; nin katsayisindan

= +2==0 3.25
7T (3.25)

elde edilir; bu ifade integre edildiginde ise, denklemin Painlevé testini gegmesi i¢in f

ve g arasinda
fOe1)g*(x,r) = K(1) (3.26)

iligkisinin saglanmasi1 gerektigi goriilir. ~ Burata K(z) keyfi bir fonksiyondur.
Dikkat edilirse f ve g’nin sadece t’ye bagli oldugu 6zel durumda bu kosul zaten
saglanmaktadir. f(x,1) = K(t)/g*(x,t) yazildiginda, j = 3 rezonansimin uygunluk
denklemlerinden (3.22a)’nin saglandigi, (3.22b)’nin ise &y, = (g:;/g)x seklinde

basitlestigi ve bu ifadenin integralinin de

Iy (x,1) = gg +7(0) (3.27)

seklinde, potansiyel fonksiyonunun sanal kismint belirledigi goriiliir, burada y(z) keyfi

bir fonksiyondur. Dikkat edilirse, g x’e bagh bir fonksiyon ise hy de x’e bagh
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olabilmektedir. Bundan sonra, (3.24) uygunluk kosulunun saglanmas icin tek bir

denklem kalir:

2K (h <h K K K
—( le 8 2”) = 4}/2+2y+2y—+——(—) 48 _8u

e o kKRR, ke e (3.28)
—|—K2 < 36 +48gxgxx . 6gxx 108xgxxx gxm)
g g g gs

Bu ifadeyi iki kez integre etmek miimkiindiir ve potansiyelin gercel kismi

Iy (x, 1) = (/gdx> —l—/g /’cldx)der : (%—%i—x)+5o/gdx+51 (3.29)

seklinde bulunur; burada 7y ve 7

2
2l+ (YK): n (InK)y 1 (gt) (3.30)

x Tk T 0 nTalwn=—3

’L'():T()(t): 5

seklinde verilmekte olup 8(¢) ve &;(¢) keyfi fonksiyonlardir. (3.29) formiilii verilen
bir denklem i¢in kullanilirken hesap edilen integrallere integrasyon sabitleri (keyfi

fonksiyonlar1) eklenmeyecektir.

Onerme. (3.1) denklemi ancak ve ancak (3.26), (3.27) ve (3.29) kosullar1

gercekleniyorsa Painlevé testini gecer.

Literatiirde sikca karsilagilan 6zel durum icin bu sonuclari diizenlemek faydali olabilir.
(3.25)’ten goriildiigii gibi, f ve g’den biri sadece #’nin fonksiyonu ise, digeri de dyle
olmalidir; birbirinden bagimsiz f = f(¢), g = g(¢) seklinde iki fonksiyondurlar. Bu
durumda (3.22a) denklemi saglanirken (3.22b)’den &, = O elde edilir, bu da, B(r)

keyfi bir fonksiyon olmak iizere

ha(x,1) = B (1) 3.31)

demektir. (3.24)’iin saglanmasi i¢in geriye tek bir denklem kalir:

fyo f& 580 T
) ()+f

2fhy o =4B%+2f 25—4 g _
fh, B+ﬁ+ﬁf Bg (f e

o9 |09

(3.32)

Bu ifadeyi (3.28)’de y(t) = B(t) — ¢/g yazarak dogrudan elde etmek miimkiindiir.

Esitligin sag tarafi
) : 5 1
2fhi e = 4B%+2B + 2ﬁ§ - 4l3§ +(nf)u + 8(§)tt — (Inf)i(Ing); (3.33)
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seklinde diizenlenebilir, burada ¢ indisi zaman tiirevini gostermektedir; ifade x’e gore

iki kez integre edildiginde A (x,¢) elde edilir:

1 : f g 1
hi(x,1) = ﬁ{4ﬁ2+2ﬁ F2p7 4P (St g( )
— (lnf)t(lng),}xz +H,(t)x+ Hy(1),

(3.34)

burada H, (t) ve H(t) keyfi fonksiyonlardir. Bu sonuglar [44]- [46]’da verilen sonuglar
ile cakismaktadir. f =1 ve g = —2 i¢in

iy (x,1) = %(252 + )2+ H (£)x+ Ho 1) (3.35)

bulunur, bu da [41]’de elde edilen sonuglar ile uyumludur.

3.2.2 (3.2) denklemi icin Painlevé testi

Yukarida detaylar1 verilen analiz, (3.1) denkleminin genellestirmeleri icin de
yapilabilir. Fiziksel olarak dnem tasiyan genellestirmelerden biri (3.2) denklemidir.
Daha once belirtildigi gibi f, g, h,k fonksiyonlar1 konum ve zamana bagl kompleks
fonksiyonlardir. Katsayilarin bazi 6zel durumlart i¢in denklem, etkin kiitleli NLS
denklemi olarak adlandirilmaktadir. Tekillik analizi (3.2) i¢in tekrarlanirsa, f,g

fonksiyonlarinin reel olmasi gerektigi goriilerek

1 gx(x,1)
ki(x,t) == t 3.36
1()6, ) zfx(xat) +f(x7 ) g(x,t) ) ( )
1/, g g’
hy(x,1) :4_1 (1n7),—|—k2(1n7)x+2k27x + (1), 3.37)
\Y&
C3fF  fu Bkafife  kadfi 3KGS7
h 2fhi o =4 2y — =L 4 — — LA
fx 1,x+f1.,xx ’}/2+ Y 4f2+2f 2f2 + 2f 4f2
k 3k k k3
+ 2,xft + 2,xfx _ kix + 2fxt _k2,xt + 2fxx _ k2k2,xx
f 2f f 2f (3.38)
_ T + 1ffx& _ 3178y + Ja8ufex 3ffugs + 3£ 13/ fc8x8xx
2> 2g° gt 4g 2¢° 4g 2g?
+ 7f2g3)2chx n 2f fix&xx _ zfzég)%x + S 8xfrxx n 3f fx8xxx _ 3fzg;gxxx n fzgxxxx
g g g 2¢g g g g

kosullart elde edilir. Burada 7y(¢) keyfi bir fonksiyondur. (3.38) denkleminin iki kez

integrasyonu izin verilen potansiyelin reel kismini belirler:

35



(x,1) / /Fv x,t)dxdx+ Jx8x fgx + fgxx
\/_ 4 4g

11, \f 339
+/2f< k> )i + ko (In k> )

Burada A(r) ve B(t) keyfi fonksiyonlar olup f >0 igcin v=1ve f <0Oigin v=—1

olmak tizere

Fy(x,t) =

( 2P +7— L > (3.40)

\/_ 8f2 4f

seklinde verilmektedir.

Hatirlatma. f; = 0icin (3.1) ve (3.2) denklemleri, yine P-testi sonuglar1 sunan [48]’de
incelenen sinifin icinde kalir. Buradaki analizde, f, fonksiyonu da dikkate alinarak test

uygulanmig ve 6zdes olarak sifir olmasi gerektigi sonucuna ulagilmstir.

3.2.3 (3.3) denklemi icin Painlevé testi

I(t), m(t), n(t) fonksiyonlar1 sifirdan farkli olarak ele alinmigtir. Bunun yaninda 6nciil
terim analizinden, 3m(t) + 2n(r) # 0 olmasi gerektigi goriilmiistiir ¢linkii aksi halde
I(t) = 0 olmasi gereklidir. Painlevé seri acihimindan, (i) n(t) = —m(t) veya (ii) n(t) =

—%m(t) olmas1 durumunda tamsay1 rezonanslar elde edilebilmektedir.

(i) Rezonans indisleri j = {—1,0,1,3,4,5} olarak bulunur. Rezonans diizeylerindeki

uygunluk kosullari
3l
fi(x,t) = 81, fa(x,t) =0, ga(x,t) =0, (3.41)
3l 3,
kl(XJ):—gl,x, ka (x, f):——281+x}’1+72, (3.42)
81 Mg
h](X,l) = / (? — W)dx—f— (X'}/l —|-’Y2)—
l l
__3g1+_gl,xx+xﬁl+ﬁ27 (3.43)
m m
mo 1 3l
=— - X 44
ha(x,1) o T3 818N (3.44)

seklinde elde edilmistir, burada ¥;,fB;,i = 1,2 zamanin keyfi fonksiyonudur.

g1(x,t),m(t) ve I(t) tizerinde kosul yoktur.

(ii) Rezonanslar j = {—1,0,2,3,4,4} olarak bulunmustur. (3.43) denkleminde 3;(z) =
0 olmak tiizere (1) ile aym kosullar elde edilir.
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Buradaki sonuglarin, [61]’de verilenler ile uyumlu oldugu not edilmelidir. (i)
durumunda yukaridaki sonuglar y; (¢) = B; (¢) = 0 ile ele alinir ve (3.43) denklemindeki
belirsiz integral dikkate alinmazsa, katsayilarin sadece zamana bagli oldugu
durumdaki kosullarin aynisi elde edilir. Ayni ifadeler (ii) durumu i¢in de gecerlidir,

ilaveten so 7~ O bir sabit olmak iizere g; = som kosulunu eklemek gereklidir.

3.3 NLS Denklemine Doniisiim

(3.1) denkleminin denklik doniisiimleri ve bunlarin kullanimiyla simetri gruplar
icin bir smiflandirma [24]’te elde edilmistir.  Burada denklik doniisiimleriyle,
denklemin yapisini degismez birakan (denkleme yeni terim eklemeyen), ancak katsay1

fonksiyonlarini degistirebilen doniistimler kastedilmektedir. (3.1) icin bu doniigiimler
y(x,t) = Q(x,1)P(X,1), I=X(x,1), r=T(t) (3.45)

yapisinda olup doniisiim fonksiyonlarinin saglamasi gereken kosul
i0X; + £(x,1) (XexQ +20:X,) = 0 (3.46)

seklindedir. Doniigiim sonrasinda denklemin katsay1 fonksiyonlari

2 2
fen=rent, awn=gen'2 347
h(x,7) = é(hQ +i0; + fOxx) (3.48)

haline gelir.

[24]’te yer alan Onemli sonuglardan biri sudur: 5 boyutlu bir simetri cebirine sahip

(3.1) yapisinda bir denklem,
f=1, g=g+ig, o=+1,5€R; h=0 (3.49)
durumunda elde edilen NLS denklemine denktir. Simetri cebiri i¢in bir baz
- 1. . 1_ I
Py= 8;, P = 8);, W =0z, B=1di+ Exa(;,, D =170+ Exc%; — Epaﬁ (3.50)

seklinde verilir. Burada y fonksiyonu modiilii ve argiimant tiiriinden ifade edilmistir:

v(x,1) = p(x,1)e’®*") . Bu sonugtan denklemin 5 boyutlu simetri cebirine sahip
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olmasiyla standart NLS denklemine doniismesinin birbirine esdeger kosullar oldugu

anlasilmaktadir.

O(x,1) = R(x,1)e'®™) R > 0,0 < 6 < 27 yazildiginda katsay1 fonksiyonlar

2o X? o R?(x,1)
f(xvt)_f(x7t>77 g(xut)_g(xut) T(f) 9 (3'51)
h(%,7) = ! h 9 Rax 62
(50 = i) 0+ ) (B - 02)
(3.52)

+1 hz(x,l)—l—%"'f(xaf)( +9xX)]}

seklini alir. Burada f(x,r) kompleks degerli bir fonksiyondur ancak takip eden
hesaplarda gercel fonksiyon olarak alinacagindan / formiilinde reel ve sanal

kisimlarina ayrilmamustir.

Onceki kistmda denklemin P-6zelligine sahip olmasi icin f,g,h fonksiyonlarmin
saglamast gerekli oldugu kosullar verilmigti.  Simdi cevaplanacak olan soru
ise, bu kosullar altinda denklemin, integre edilebilirli§i bilinen NLS denklemine
dontiigebilirligidir. Bu, (3.1) denkleminin NLS denkleminin simetri cebirine izomorf
5 boyutlu bir cebire sahip olmasina denktir. Denklik doniisiimleriyle bu doniisiimiin

gerceklesebilirligi aragtirilacaktir.

Onceki kistmda f ve g gergel fonksionlar olarak elde edilmisti. f gergel bir fonksiyon
ise, (3.46)’dan Ry(t) keyfi olmak iizere

Ro(?) 1 X
2 _ o _ "
R*(x,t) = X, 0, = 27X, (3.53)

elde edilir. (3.1)’in 5 boyutlu bir simetri cebiri olmasi i¢in,

- X2
f&D=f (x,t)Tx =1, (3.54a)
2
(%7 = g(x,t)w — ey, &=+l (3.54b)
h(z,1)=0 (3.54¢)

yapilmasi yeterlidir.  (3.54b)’nin sag tarafinda ig, sabiti yazilmamustir ¢iinkii
denklemin solunda yer alan biiyiikliikler reeldir. Bu denklemler ile R,0,X ve T

doniisiim fonksiyonlar1 bulunacaktir.
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Onceki boliimde / potansiyeli f ve g tiiriinden iki (ayr1 olmayan) durum igin yazilmusti.
() f(x,1)g*(x,t) = K(¢) durumu.

Bu hesaplarda f — K /g ifadesi kullanild1. (3.54a) ¢oziildiigiinde keyfi & (1) icin

Xx:el\/; , X (x,t) :81\/2/gdx+§(t), g ==+1 (3.55)

bulunur. Ikinci ¢oziilecek denklem olan (3.54b)’den

T 1/2
R(x,1) = (e%) (3.56)

bulunur.  (3.53)’teki kosullardan ilkine gore, R?(x,7)X,(x,t) carpimi ’nin bir
fonksiyonu olmalidir ve bu kosul gercekten saglanmaktadir. Ikinci kosulun integre

edilmesiyle 1 keyfi fonksiyonu i¢in 0 belirlenir:

0(x,1) = —SLK (m%)l (/gdx)2

1 &1
~ 3K g(/gtdx)dx—z\/ﬁ gdx+mn(t).

Geriye bir tek (3.54c¢) denkleminin saglanmasi kalir. (3.27), (3.29), (3.56), (3.57)

(3.57)

esitlikleri (3.52) formiiliinde kullanilarak (3.54c)’nin reel ve sanal kisimlarindan,

sirastyla
&2 €& eigT
o —N——= |+ |6+ - — , / dx
( LT % NN
1 (7 3/(F\* K 1/K\* K 2 O
T
— | == | = — =\ = 4y— 4y d —
+8K<T 2(T) X 2(1() AV BT 7) (/g x) 0
K T
4 — - = .
y(t)—l—K+ 7 0 (3.59)
bulunur. ikinci denklemin integre edilmesi zaman doniisiimiinii verir:
4 vdt
T(t)=T 0 dt +T»; T,, T, sabitler. (3.60)

f,g ve h (3.1) denkleminin 6zel bir durumu icin verildiginde, once P-6zelligi kosullari
kontrol edilebilir ve ardindan, ilke olarak, 7" doniistimii bulunabilir. Bu 7T igin
(3.58)’deki son terim sifirlanir ancak ilk ve ikinci terimlerin varligi devam eder.

Bununla beraber, & ve n

€& B e&T —0
2WKT 2VKT3?2 7
39
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2
01 (1) — ﬂ—f—Tzo (3.61b)

denklemlerinin ¢oziimleri olarak segilerek bu terimler de sifirlanabilir. 7 daha 6nce

belirlenmis oldugundan (3.61a) denklemi

g |T ‘5 _
So(r) + E<7)f0 (3.62)

seklinde diizenlenebilir ve iki kez integre edildiginde

E() = —2¢, / 7( / \/? 8o(t)dt)dr + ET () + & (3.63)

bulunur, burada &, &; sabitlerdir. (3.61b) denkleminden ise kolaylikla

:/51(;)dz— T( \/ESOdt)zdt

(3.64)
+81§0 \/760dt dt— T—|—90

elde edilir, burada 6y bir sabittir. Bu sekilde tiim doniisiim fonksiyonlar: bulunmus

olur. T ve R sirastyla (3.60) ve (3.56)’daki gibidir, uzay koordinat1 doniisiimii i¢in

X(x,t)z&\/%/gdx—Zel/T(/\/g&(t)dt)dtJréoT(t)—ké], g —+1 (3.65)

bulunmustur ve Q’nun argiiman
1 T 1
0(x,t)=— 8K <lnE) (/gd )% — T g(/gtdx)dx

\/> \/75007 — 160 gdx+/51dt (3.66)
/\/760dt dt+eléjo /\/750dt €0T+9

seklinde elde edilmistir.

T icin bulunan formiil kullanilirsa, (3.60) ile birlikte doniisiim fonksiyonlar1 asagidaki

gibi yazilabilir: T'(¢) =2 [ y(¢)dt olmak iizere,

I -2r
X (x,1) :£1ﬁ%/gdx—Zel\/Tl/eT(/erK&)dt)dt

—2r

+&T / ert+§1, (3.67)
/el 1/2
R(X,l) =e (g—K) y (3.68)

40



0 (x,1) :i(2y+ g)(/gdx)2 /g /gtdx Ydx — / _Zr(/erK&)dt)zdt
+;(/erl(60dt—glgoT\/—)/ dx+/5 dt — 20— ST _zrdt

T
—ZF
+eéoV/T / / T K &ydt)di + 6, (3.69)

bulunur.

(i) f(x,2) = f(t), g(x,¢) = g(¢) durumu.
Bu durum (i)’de igerilmektedir ancak katsayilarin bu formu i¢in literatiirde ¢okca
calisma bulundugundan bu 6zel durum icin sonuglarin sunulmasinin faydali olacagi
diisiiniilmiistiir. Bu durumda hesaplar tekrarlandiginda, (3.61) denklemlerinin bir
secim olmayip gercekten saglanmasi gerektigi goriiliir. Doniisiim fonksiyonlar1 (3.60),
(3.67)-(3.69) denklemlerinde

_ Hi(1)

- 8()’
yazilarak elde edilebilir. Bu durumda denklik doniisiimleri, B(z) = 2 [ B(¢)dt olmak

81(1) = Ha(r)  (3.70)

uzere,

2
T(1) =T / g7e23dt+T2, 3.71)

2
X (x,1) :81\/71§e3x—281\/71/g7e23(/ geBHldt)dt

—|—§0Tl/—€ 23dt+§ (3.72)
1/2
R(x,1) —e B (80T1§,> , 3.73)
0(x,1) 41f(2ﬁ+(1nf) —B/f PHdr 8160\/71)

/g —ZB/fBHdtzdt éol/g o284

+e1&VTi / g7e—23( / geBHldt)dt—l— / Hodt + 6y (3.74)

seklinde bulunur.

Hatirlatma. f = f; +if> icin, (3.51)’de X2 = T/f; secilebilir ve f fonksiyonu
f(x,7) = 1+ ifp(%,7) seklinde normalize edilebilir [24]. Dolayisiyla, genellikten
yitirmeden, (3.1)’e denk olarak

v+ (14 if2) Y + 80,0 WP W+ h(x, 1)y = 0 (3.75)
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denklemi de incelenebilir. Bu durumda 2. boliimdeki Painlevé analizinden hemen f>, =

0 ve g = g(t) reel degerli bir fonksiyon olarak elde edilir ve potansiyelin bilesenleri

hi(x,1) = (32+§—ﬁg+§(§)n)xz+ﬂl(f)x+ﬂz(f)a hy(x,t) =B(t)  (3.76)

olarak bulunur. Doniisiim fonksiyonlari da bu durumda oldukga basitlesecektir. Ancak
bu calismada elde dilen sonuglar f # 1 ile verilen bir denklem ic¢in halen kullanigh

olmaktadir.

3.4 Gross-Pitaevskii Denklemine Uygulama

Bu boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilmis olan sonuglar

iV + W+ 8 (x,1) WPy + kP y = 0 (3.77)

diferansiyel denklemine uygulanacaktir. Burada g kompleks degerli bir fonksiyon ve k
stfirdan farkli reel bir sabittir. Denklem bir Bose-Einstein yogusugunda makroskopik
dalga fonksiyonuna aittir ve integrallenebilirlifi Painlevé ozelligine sahip olmasi

acisindan [43]’te incelenmigstir. Bu caligmada denklemin, g fonksiyonu
g8 —28>+4kg®> =0 (3.78)

denklemini sagladiginda yani bu denklemin ¢6ziimii olarak A, B, g reel sabitler olmak

uzere
ZgOeiZ\//;t

glx,t) =g(t) = i g (3.79)

yapisinda oldugunda Painlevé testini gectigi gosterilmistir. Bunun ardindan denklemi

NLS denklemine doniistiirmiiglerdir.

2. bolimiin sonug¢larindan dogrudan (3.78) denklemi elde edilir. Ardindan da 3.
bolimde sunulan doniisiim formiillerinden denklemin NLS denklemine doniisiimii
gerceklestirilebilir.  Bunun yerine, Painlevé testinin sonuclarini dikkate almadan,
grup-teorik yaklagimla (3.77) NLS denklemine donistiiriilmeye ¢aligilacaktir. Bunun
icin, denklemin 5 boyutlu bir simetri cebirine sahip olmasi istenecektir. Bu kosul
altinda g’nin yine, Painlevé testiyle bulunan diferansiyel denklemi saglamasi gerektigi
gosterilecek, dolayisiyla integrallenebilirlik icin grup-teorik 6zellik ve Painlevé

ozelligi birbirine denk bulunacaktir.
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(3.77) ile (3.1) kargilastirilirsa, bu 6zel denklem icin f; = 1, f, = 0 ve kiibik
terimin katsayisimin ayni g(x,7) ve hi(x,t) = kx>, hy = 0 oldugu goriiliir. f bir
sabit oldugundan, g sadece ¢’nin fonksiyonudur. (3.32) denklemi kullanilir ve g
icin (3.78) denklemi bulunur. (3.77) denklemi bu kogsul altinda Painlevé 6zelligine
sahip olmaktadir. g fonksiyonu (3.78)’in bir ¢6ziimii olarak alinirsa, (3.71)-(3.74)

doniisiimleriyle (3.77) nin NLS’ye doniisiimii miimkiindiir.

NLS denklemine doniisiimiiniin miinkiin olmast, (3.77)’nin, g katsay1 fonskiyonunun
belli bir yapisi, ozellikle de (3.79)’da verilen hali i¢in 5 boyutlu bir simetri cebirine
sahip olup olamayaca81 sorusunu akla getirir. (3.77) denklemi (3.53) ve (3.54)

kullanilarak dogrudan NLS denklemine doniistiiriillmeye calisilacaktir. (3.54a)’dan
X(x,t) = e VTx+E(1) (3.80)

bulunur ve (3.53)’ten R(x,7) = R(¢) ve

17, &é()
377 ~ TR x+n(t) (3.81)

elde edilir. (3.54c)’nin sanal kismu sifira esitlenirse R/R + 6,, = 0 bulunur ve bu

0(x,t) =

ifadenin integraliyle

R(t) =Ro[T(1)]'*, Ry =sabit (3.82)

elde edilir. Reel kissmdan 62 + 6, — kx> = 0 bulunur, bu ifade ise T'(¢), &(1) ve 1(¢)

tizerine diferansiyel kosullar sunar:

r.3 (;) k=0, (3.83)
ET—ET =0, E>4+4nT =0. (3.83b)
o, &1, Oy sabitler olmak iizere
EO=GT()+E, 10 =& T+ (3.84)
bulunur ve 8 bdylelikle 7 tiiriinden belirlenir:
0(x,1) :—%%xz—%%Tl/z(t)x—%gT(t)—FGo. (3.85)

Geriye bir tek (3.83a) denkleminin ¢6ziimii kalmisti.  Bu denklem Schwarz
diferansiyel denklemi olarak bilinir ve
{T,t}+8k=0 (3.86)
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seklinde ifade edilir. Burada {7,¢}, T nin ¢ degiskenine gore Schwarz tiirevini ifade

etmektedir. Bu denklemin ¢oziimii, o7 ve 6,

&(t) —4ko (1) =0 (3.87)

denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oztimii olmak iizere 7 () = G;—é) seklinde verilir [65].

Q

)
Eger T, ..., Ty sabitleri igin T2 T3 — T1 Ty # O ise, 7101 (t) + Th02(t) ve T301(t) + T402(1)
de lineer bagimsizdir. Dolayisiyla

_ T 01 (t) —|—T262(Z‘)
o T30 (t) + T462(l‘)

T(1) (3.88)

(3.86) denklemi icin bir genel coziimdiir. (3.87) denkleminin lineer bagimsiz

coziimlerinin Wronskian determinanti aynidir, bu nedenle, genellikten yitirmeden,
W[Tl (o]] (t) + Tsz(t), T30 (l‘) + T462(l‘)] = (T1T4 — T2T3)W[61 (l‘), Gz(t)] =—1 (3.89)

secilebilir ve (3.88) bu sekilde iiciincii mertebeden (3.86) denkleminin ii¢c tane keyfi
sabite bagli genel ¢coziimii olur. Asagidaki hesaplarda da goriilecegi gibi Wronskian’in
bu sekilde secilmesi ile g(x,¢) fonksiyonunun en basit haliyle elde edilmesi miimkiin

olmaktadir.

k > 0 olsun. (3.87) denkleminden o (¢) = cosh2v/kt ve 05(t) = sinh2v/kt bulunur.

(3.89) secimi sabitler icin 1,73 — T1 Ty = ﬁ kosulunu getirir. Buradan 7" ve hesaplarda

kullanilacak olan 7" en basit haliyle
_ Tycosh 2Vkt + T sinh 2v/kt
T3 cosh2v/kt + Ty sinh 2v/kt

T(t (3.90)

ve

T (1) = [T3cosh2v/kt + Ty sinh 2v/kt] =2 (3.91)
seklinde bulunur. £ < 0 i¢in benzer sekilde (3.87) nin ¢oziimleri o} (1) = cos2v/—kt
ve 0, (t) = sin2+/—kt olarak alinarak

T(t) = Ticos2+/—kt + T> sin2+/—kt
T5cos2v/ —kt + Ty sin2+/—kt

(3.92)

ve
T(1) = [T3cos2v/—kt 4 Ty sin2+/—kt] 2 (3.93)

1
2V —k

denklik doniisiimiiniin tiim bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlenmistir. Ancak doniisiimde

elde edilir, burada da sabitler arasinda 175 — 11Ty = kosulu vardir. Artik
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kullanilan denklemlerden (3.54b)’nin de saglanmasi gerekir. Amag (3.77) 5 boyutlu
bir simetri cebirine sahip olacak sekilde g(x,7)’nin belirlenmesiydi. (3.54b) ve (3.82)
esitliklerinden

& .
g(x,1) = g(t) = ]73 7!/ (3.94)
0

elde edilir ve 7 igin daha &nce bulunan ifadenin kullanilmasiyla g(x,#) nin miimkiin

durumlari bulunur:

g1(t) = % [Tycosh2v/kt + Tysinh2vke] !, k>0, (3.95)
0

() = % [T3cos2v/—kt + Tysin2v/—ki] ™', k<O0. (3.96)
0

Simetri yaklagimiyla bulunan bu sonuclar ile [43] te Painlevé testi yardimiyla bulunan
sonuglar1 kargilagtirmak ilging olacaktir. [43]’iin yazarlart g(x,7) fonksiyonu igin
(3.78) denklemini elde etmisler ve (3.79)’u bu denklemin ¢6ziimii olarak sunmuglardi.

Yukarida T ve g icin verilen (3.94) iligkisi gbz Oniine alinarak
T =Lg?, L =sabit (3.97)

yazilir ve (3.83a) denkleminde yerine konursa, g icin aym (3.78) denklemine ulagilir.

Oyleyse (3.79) burada bulunan g(x,t) ¢dziimlerinde igerilmelidir. Gergekten,

_RjA-B T_iR_3A+B

Ty = _
& 280 & 2go

Y

secilir ve (3.95)’te yazilirsa, (3.79) fonksiyonuna doniistiigii goriiliir. Burada (3.79)’un
k < 0 durumundaki ¢6ziimii ifade etmedigini not etmek gerekir. g’nin (3.96) ile verilen

hali (3.77) i¢in yeni bir integre edilebilir durum olarak kaydedilmelidir.

Aslinda (3.83a) denklemi, (3.58) denkleminde herhangi bir secim yapmadan sifirlanan
ticlincii terimin 6zel bir halinden bagka bir sey degildir. Bu terimin sifirlanmasi 3.
boliimiin basinda denklemin P-6zelligine sahip oldugunun varsayilmasiyla miimkiin
olmustu. Ancak burada P-ozelligi dikkate alinmadigindan, bu terimden saglanmasi
gereken bir denklem ortaya ¢cikmakta ve denklemin P-6zelligine sahip olmasi kosuluna

denk olmaktadir.

Ulasilan sonuclarin daha kisa bir ifadesi i¢in

T h2+v/ kt + T, sinh 2/ kt k>0
Ut :{ 1COS Vkt + 5 sin \/_, >0, (3.98)

Tycos2+/ —kt +Tpsin2+/ —kt, k<O,
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Tycosh2v/ke + Tysinh2vkr, k>0
V(i :{ scosh2vke + Tysinh2v R, ! (3.99)

T3cos2+/ —kt + Tysin2+/—kt, k<O
fonksiyonlar: tanimlansimn. Sonug olarak burada, g(x,7) fonksiyonu g;(¢), j = 1,2

fonksiyonlarindan biri ise,

~ U €1 U
(=Tt == T = X(x.1) = — hel
(t) ( ) Va x(x,t) (X, ) |V|X+€0V+€l, (3 100)
Ro V , &b JU )
R(x,t) = ——— O(x.t)= —x* ——2y_20= 19
(X, ) |V|1/27 (x7 ) 4Vx |V| X 4V + 6o
doniistimii kullanilarak (3.77) denkleminin
1P + e + &0 PP = 0 (3.101)

denklemine doniistiigii gosterilmistir. Eger W (X,7) (3.101) denkleminin bir ¢oziimii ise
gj(1). j = 1,2 icin

v(x,1) = R(x,0)e® ) (X (x,1), T (1)) (3.102)
(3.77) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

(3.50) simetri cebiri de denklik doniisiimleri kullanilarak (3.77) denkleminin simetri

cebiri i¢in bir baza doniistiiriilebilir:

2
X; = V2 +(=&V+VVx)d, — %pVV&,, + <€—O — @V)H— 1(V2 +VV)x2) Ow,

4 2 4
1
X, = Vo += ( &0+ Vx)0w,

X; = (3.103)
1 1+UV

Xy = Udt5(E+— ).

X5 = UV8,+( %U+—V+(2+UV)X)8x—%p(l+UV)8p

S &l & &UV. 1LV UVE L,
+ (— (A 2V =2 (S UV ) o

3.5 Tam Coziimler

3.5.1 (3.1) siifi
Oncelikle (3.101) denklemi icin
— V2sech (x)e, g =1, (3.104)
¥ = V/2qo tanh (gox)e 29" g = —1 (3.105)
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coziimlerini not edelim [43]. (3.77) denklemi (3.1) smift icinde yer almaktadir
ve (3.96) durumu integre edilebilir alt durum olarak kaydedilmistir. Nonlineerlik
katsayisinin bu durumu igin, (3.102) doniisimii 77 =7y =1, T, = T3 =10, g0 = Ry =1,
=—-1,a=1 /198 sabitleriyle kullanilirsa,

1

U
|1,,|2:2|V|—1sech2(|V|—1x—V+E), g =1, (3.106)
u 1
lwl> =2|v| tanh? (V| lx— =4+ —), & =-1 (3.107)
vV 10
ifadelerinin k = —a? olmak iizere (3.77) denkleminin c¢6ziimlerinin genliklerinin
kareleri oldugu goriiliir. Burada
t t t t
U(r) :cos®+105in®, V(t) = 10005®+sin® (3.108)

seklindedir. Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de genlik kare fonksiyonlar1 resmedilmistir.

(a) (b)

(a) (b)
Sekil 3.2: (3.107); —40 <x <40,0 <t <100 (a); 0 <t <160 (b).

3.5.2 (3.2) sinifi
go ve hy kompleks sabitler olmak iizere degisken katsayili
v, + Ay + golx[N Hw Py + holx| 2y =0, xeRNT! (3.109)

cok boyutlu Schrodinger denkleminin ¢oziimlerini dikkate alalim. Bu denklemin

radyal koordinatin fonksiyonu olan ¢oziimleri, (14 1)-boyutlu
. N _ h
i Vit Yetgod T YRy Sy =0 (3.110)
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denklemini saglar (x > 0). Burada x, N + 1 uzay boyutunda radyal koordinati temsil

eder. N = 0 i¢in,

+1i h+
0 szw 1 2

v=0, &=%FI1 (3.111)

denkleminin sl(2,R) @ R cebirine izomorf dort boyutlu bir simetri cebirine sahip
denklemler ailesinin temsilci denklemi oldugu bilinmektedir [24]. Sonraki boliimde,

bu denklemin Painlevé serisinin ilk terimde kesilmesi suretiyle

Axl/6
1) =
y(x,1) 23 ¥ ko (kat + ky )23
. N 203 ) ) (3.112)
X i — ———tk |+
exp |1 H(hat +51) n (kat + k1 )2/ 2 3
cok parametreli ¢oziim ailesine sahip oldugu gosterilecektir; burada
5 44 3 V872 +9
hl = 535 h2:07 A:(__)l/za 6:_ 80+ 4 * (3.113)
36 3y
seklinde olup ki, k>, k3, k4 keyfi reel sabitlerdir. (3.111) denkleminde
vt =XN2g(E0, x=x 1=f (3.114)

doniisiimii yapilirsa, go = & + iy, ho = h; + ( 2 4 ih, olmak iizere (3.110)

denklemine ulasilir. Dolayisiyla

A1-3M)/6
1) =
W<x ) x2/3 —+ kz(k4l‘ + kq )2/3
) kgx? s x2/3 I L G115
X —_— = 7 +
exp |1 (st +40) n (kat + 5023 2 3
fonksiyonu (3.110) denkleminin bir ¢oziimiidiir, sabitler ise agsagidaki gibidir
: 5 NN-2)
go==8&+iy, ho=_+—F7—,
36 4 s (3.116)
3y
3.5.3 (3.3) simfi
(3.3) denkleminin ¢oziimleri i¢in Painlevé serisi
Lt()(X, )
t)= 3.117



seklinde kesilir ve denklemde yazilirsa, &/, j = —4, .., —1 katsayili terimler elde edilir.
@/ katsayilar1 ayr1 ayri sifira esitlendiginde, ay bir sabit ve M (1) = (3m(t)+2n(t)) /1(r)

olmak tizere

f= 0 +iai), g="Dug)
. (3.118)
B Za%  M(t) B ,Za%
h—Tfl(t)‘f‘le(t)a k—azfl(f)JrlTl(l)
0zel durumu i¢in
B -2 aias
Vi) = 3M(t) a1 +apexp(5x) (3:119)

coziimii elde edilir.  Dikkat edilirse bu ¢6ziim, Painlevé testinin kosullarinin

saglanmasinin gerek olmadig1 durumda gecerli bir tam ¢oziimdiir.
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4. NLS DENKLEMI GRUP-DEGISMEZ COZUMLERI

4.1 Giris

(3.1) denkleminin Lie simetri cebirleri i¢in tam bir simiflandirma yapilmig, 1 <
dimL < 5 boyutlu simetri cebirleri i¢in kanonik denklemler elde edilmigtir [24].
(3.1) denkleminin 5 boyutlu simetri cebirine sahip olmasi durumunda tek bir kanonik

denklem vardir ve bu durumda katsay1 fonksiyonlari
f=1, g=¢&+igy, & ==*1, go =sabit; h=0 4.1)

seklindedir.  Yani (3.1) denklemi, katsay1 fonksiyonlar1 [24]’te verilen denklik
doniisiimleriyle (4.1)’deki gibi yapilabiliyorsa 5 boyutlu bir simetri cebirine sahiptir.
Bu durum oOnceki bolimde yapilan analizin cergevesini olusturmustur ve integre

edilebilir durum olarak adlandirilabilir.

(3.1) denkleminin 4 boyutlu cebirleri ve her cebire ait kanonik denklem icin katsay1

fonksiyonlar1 agagidaki gibi verilmektedir. Tabloda 7y, h,h, sabitler olup & = £1

Cizelge 4.1: Dort boyutlu simetri cebirleri ve (3.1) katsayilari

No Cebir f g h Kosullar

Ly {T,D),C\,W} 1 (8()—}-1")/)% (hy —l—ihz)é

Ly {T,PDy,W} 1+ifa &+iy 0 f2#0

L, {PB,D,,W} 1 g0+ iy i hy %0
gotiy 2hy+i(2hy—1)

L5 {P737C27W} 1 IO_HZ 12(1+t22)

olarak verilmektedir. Dalga fonksiyonu w(x,7) = p(x,1)e'®™") seklinde kutupsal

olarak yazildiginda simetri cebirinin baz vektorleri ise,
1
T:a[, P:ax, W:aw, B:tax+§xaw (4.2)
ve L i¢in
’ 1 1, 1
Ci =170, +xtdy — Etpap + R 0w, Dji=2t0;+x0— Epap, 4.3)
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L3 ve Ly igin
Ds =10+ 330~ 3pp. 44)
Ls i¢in
Cr = (14120 + xtd, + 3—1x28w 4.5)
seklindedir. L; coziilebilir degildir, L, nilpotenttir ve diger iicli nilpotent olmayan

¢Oziilebilirdir. Ayrica L ve Lz ayristirilabilir cebirlerdir.

Cizelge 4.1°de verilen 4 boyutlu cebirlere ait kanonik denklemlerin katsayi
fonksiyonlar1, Painlevé testinin uygunluk kosullarim1 saglamamaktadir, dolayisiyla
bu denklemler Painlevé oOzelligine sahip degildir. Painlevé testinden elde edilen
kosullar ayn1 zamanda denklemin bir Lax c¢iftine sahip olmas1 kosullarina da denk
oldugundan, bu denklemler integre edilebilir degildir [47]. Degisken katsayilar
iceren bu denklemlerin grup-degismez ¢oziimlerinin aragtirilmasi ilging olacaktir. Bu
acidan, simetri cebirleri kullanilarak tiim indirgemeler yapilmis ve elde edilen ADD
sistemlerinin tam ¢éziimleri iizerinde durulmustur. Bunun yaninda, Painlevé serilerinin

ilk terimde kesilmesi yoluyla oldukca ilgin¢ bazi tam ¢oziimler de elde edilmistir.

4.2 Optimal Sistemin Bulunmasi

Denklemler iki bagimsiz degiskene sahip oldugundan, tiim dort boyutlu cebirlerin
bir boyutlu alt cebirlerinin optimal sisteminin bulunmasina ihtiya¢ vardir. L; cebiri
icin optimal sistem, (2.33) denkleminin integrasyonundan adjoint doniisiimlerin elde
edilmesi ve kanonik 1-boyutlu cebirlerin Killing formu yardimi ile bulunmasiyla elde
edilecektir. Diger 4 cebir icin adjoint etki, (2.35) serisi hesaplanarak bulunacaktir.

Siniflandirma yontemine iligkin referanslar olarak [57,60, 66] verilebilir.

4.2.1 L, cebiri icin optimal sistem

Baz elemanlarinin komiitasyon islemi asagidaki gibidir.

L1l T DG
T 0 2T D
D, | —2T 0 2C
C, | =Dy —-2C 0
Wl o 0 0

(4.6)

coc o o=
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Ly ={T,D;,C} ® {W} seklinde ayrigtirlabilir yapidadir. Simetri grubunun adjoint
etkisi ile W elemam iizerinde doniisiim yapmak miimkiin degildir. Dolayisiyla her
kanonik formda W elemani bulunacaktir. Optimal sistem {7,D;,C;} cebiri i¢in
bulunur ve her elemana W eklenir. Bu cebir i¢in en genel vektor, uy,us,u3 € R olmak

tizere u = u1 T 4+ upDy + u3C seklinde yazilirsa, w = wiT +w,D1 +w3Cy icin
adu|w = Z(Wluz — Wgul)T + (W1u3 — W3M1)D1 —|—2(W2u3 — W3M2)C1 4.7

bulunur. Adjoint temsilin matrisi hesaplanirsa

2ur  —2uy 0
adu = U3 0 —u 4.8)
0 2143 —2u2

bulunur. Buradan Killing formu adu ve adv matrislerinin ¢carpiminin izinden
K(u,v) = 4(2uavy — u1vz — uzvy) (4.9)

seklinde hesaplanir. InnZ; i¢ otomorfizma grubu, (2.33) denkleminin u = 7T',D1,C)
icin ¢oziilerek her bir vektore ait adjoint doniisiimiin bulunmasiyla elde edilecektir. T
vektoril tarafindan iiretilen adjoint doniisiim i¢in, (4.7) denkleminde u; = 1, up = u3z =

0 alinir ve (2.33) denkleminde yerine konursa

dw

% = —2W2, W] (0) = Wi,
v
% = —Ws3, w2(0) = wa, (4.10)
AV
% = 07 w3 (0) =Ww3
sisteminin ¢oziimiinden
Wy 1 —2¢ ¢? w1
w | =0 1 —¢ w2 (4.11)
w3 0 O 1 w3

elde edilir. T vektoriine ait adjoint temsilin w vektoril iizerindeki doniisiim etkisini
veren bu matris i¢ otomorfizmay1 temsil eder. Bunu A7 olarak adlandiralim. Benzer

hesaplarla Ap, ve Ac, matrisleri de

e 0 0 1 0 0
Ap,=| 0 1 0 , Ac,=| € 1 0 (4.12)
0 0 e % e 2e 1
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olarak bulunur. Tiim simetri grubunun adjoint etkisi, bu ii¢c otomorfizmanin bileskesi
olarak bulunacaktir. A = A7 (€) oAp, (3InA)oAc, (1) segilirse (A > 0)

2 262y 2
A—ZS,U—FZT T—ZS T

— eu 2el
A= R R L S (4.13)
© 2u 1
A A A

bileske otomorfizma elde edilir. w = w{T 4+ wyD| + w3Cy vektori w = Aw seklinde
degisecektir. w katsayilarini agik olarak yazalim:

2,2 22 2

i = (= 2ep+ Sy + (S —2ep+ s,
Wy = (M—STM)WHFU —%Tu)m—%% (4.14)
w3 = ,LLTle + 2T‘uwz + %w}
(4.9) formiiliinden hesaplanan
K(w,w) =28 (W% —wiw3) (4.15)

formu, bu doniigiimiin bir degismezidir; yani K(w,w) = K(w,w) esitligi dogrudur. (i)
K(w,w) >0, (i) K(w,w) < 0 ve (iii) K (w,w) = 0 durumlarina gore w vektorii i¢in denk

olmayan durumlar bulunacaktir.

(i) K(w,w) > 0 durumu. w vektoriine yalnizca Ay doniisiimii uygulanirsa (4 =0, A =

D),

Wi =w] —2ewy + 82W3, Wy =wy—EwWs, W3=Ww3 (4.16)

elde edilir. w3 = 0 ise, wy # 0 oldugundan (aksi halde K = 0 olur) hemen w; = 0
yapilabilir ve w = Dy kanonik bir boyutlu cebir olarak elde edilir. w3 # 0 ise, w; =0
denkleminin ¢6ziimiinden &; 5 = (w2 F 4 /W% —wiws) /w3 bulunur. Bu, K(w,w) >0
oldugundan w; = 0 yapilabiliyor demektir. Elde edilen w = w,D| +Ww3C; vektoriine

bu kez Ac, doniigimii uygulanirsa (€ =0, A = 1)
W1 =0, Wo=wW, W3=2UW+W3 4.17)

bulunur. K(w,w) = K(W,W) = W3 — w3 > 0 ve w = 0 oldugundan W, # 0 oldugunu
biliyoruz. Oyleyse u = —3 /(2 ) secilirse w3 = 0 sifir yapilabilir ve bu durumda da
ilk bir boyutlu cebir w = D bulunur.
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(i) K(w,w) < 0 durumu. wj # 0 ve wz # 0 olmalhdir. Ayrica Killing formun
degismezligi nedeniyle w; ve w3 katsayilarimi sifirlamak miimkiin degildir. A7

etkisinde w vektorii
w1 =w) — 2wy + €2W3, Wy =wr—EwWs, W3=Ww3 (4.18)

seklinde doniisiir. € = wy /w3 segilerek wy = 0 yapilabilir. w vektoriine Ap, doniisiimii
uygulanirsa (€ = u =0)

2
@lzx%f’z, Fr=0 W3=Alws (4.19)

bulunur. 22 = w}/(wiw; —w3) segilerek T ve C; vektorlerinin katsayilar esitlenmis

olur. Sonucta w = T + C bir boyutlu cebir olarak elde edilir.

(iii) K(w,w) = 0 durumu. w; # 0 veya wz # 0 olmalidir aksi halde w = 0 bulunur.
Oyleyse A7 veya Ac, doniigiimii kullanilarak v, = 0 yapilabilir. Killing forma gére,
w1 =0 veya w3 = 0 olmalidir. w; = w, = 0 ise w = C; kanonik cebiri, wy = w3 =0 ise
w = T kanonik cebiri elde edilir. Diger yandan, 7" vektoriine (4.14) bileske doniisiim
A = ey =1 igin uygulanirsa C; vektorii elde edilir. Son kanonik cebir olarak w = T

kaydedilecektir.

Bulunan ii¢ cebirin her birine W elemani eklenince, L cebiri i¢in bir boyutlu cebirlerin

optimal sistemi

{T+Ci+aW, D;+bW, T+cW} (4.20)

seklinde elde edilmis olur.

4.2.2 L, cebiri icin optimal sistem

L, cebiri baz elemanlarinin komiitasyon islemi agsagidaki gibidir.

]| T P B W
T 0 0 P 0
PloO0 0 iw o (4.21)
B |-P —iw 0 0
wilo 0 0 0
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Baz elemanlarinin adjoint doniisiimleri, (2.35) serisi kullanilarak

Ad(exp(e-)- T P B w
T T P B—eP W
P T P B—:iW W 4.22)
B T+eP+&W P+EW B W
W T P B W

seklinde hesaplanir. w = w1 T +wyP +w3B+w4W € L, seklinde en genel vektorii ele

alalim. 7’nin w iizerindeki adjoint etkisi, € € R olmak iizere
Ad (exp(eT))w =wiT +wrP+w3(B—€P) +wsW
=w T+ (W2 — 8W3)P +w3B+wqW (4.23)
seklindedir. wz # 0 olsun. € = wy /w3 segersek P yok edilmis olur. wiT +w3B +
wasW = w' diyelim. w’ lizerine P’nin adjoint doniisiimii ile etki edilirse, A € R i¢in
, A
Ad (exp(AP))w' =wiT +w3(B— EW) + waW

1

:W1T+W3B+(W4—EXW3)W (4.24)

bulunur. A = 2wy /w3 secildiginde W yok edilmis olur. wyT +w3B = w” diyelim.

w3 # 0 oldugundan, w” 6lgeklenerek bir boyutlu cebirler igin ilk kanonik form olan
Ww=B+bT (4.25)

elde edilir. Burada b bir reel sabittir.

w3 =0olsun. w =w T +wo P+ wsW vektorii iizerine it € R grup parametresi ile B’ye

ait adjoint doniisiim ile etki edersek

2

Ad (exp(/.t B))w =wiT + (uw; +wp)P+ (‘uTwl + %wz +wyq)W (4.26)

buluruz. w; # 0 varsayarak L = —wy /w) segersek P yok edilmig olur. w; # 0 kosulunu

kullanarak 6l¢cekleme yapilirsa, a € R olmak iizere ikinci kanonik form elde edilir
Ww=T+aW. (4.27)

wi = w3 = 0 durumunu ele alalim. w = wyP 4+ w4W vektorii lizerinde B’nin i¢

otomorfizma doniisiimiiniin etkisi, 6 € R olmak iizere

Ad (exp(6B))w = wrP+ (ng +wq)W (4.28)
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olarak bulunur. wy # 0 varsayilir ve § = —2w,4/wy segilirse W yok edilir. Olgekleme

yapilarak iiciincii kanonik form elde edilir
Ww=P (4.29)

w1 = wp = w3 = 0 durumunda da son kanonik form olarak w = W vektorii kalir.

4.2.3 L3 cebiri icin optimal sistem

L3 cebiri baz elemanlarinin komiitasyon islemi agsagidaki gibidir.

[]| T P Dy W

T 0 0 T 0

Pl o0 0 1P O (4.30)
D, | -T —3P 0 0

wilo 0 0 0

Adjoint doniisiimler ise (2.35) serisinin yardimiyla hesaplanmistir.

Ad(exp(e-)- | T P D, w
T T P Dy—¢eT W
P T P Dy-iP W (4.31)
D, ET 7P D, w
w T P D, W

w=w1T +wrP+w3D,+w4W € L3 seklinde en genel vektor ele alinir ve w iizerine

T’ye ait otomorfizma ile etki edilirse
w = Ad (exp(s T))w = (w; —ew3)T +wrP +w3Dy +waW (4.32)

bulunur. w3 # 0 varsayar ve € = wy/wj3 secersek T vektorii elenmis olur. w3 — 1

olgeklemesi yapilip w’ iizerine P’nin adjoint doniisiimii ile etki edilirse
// / A’
w" = Ad (exp(AP))w = (wy— §)P+D2+W4W (4.33)
bulunur. A = 2w segilerek P vektorii elenir ve ilk kanonik form, a € R olmak iizere
W=D, +aW (4.34)
seklinde elde edilir w3 # 0 kosulunu saglayan tiim w vektorleri bu forma

getirilebilmektedir.
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Ikinci adim olarak w3 = 0 durumunu ele alalim. w = w T + wy P + waW genel vektorii
iizerine D>’ nin adjoint doniisiimiinii uygularsak (baska uygulanabilecek doniisiim

yoktur)
w :Ad(exp(uDz))W=wle“T+wze”/2P+W4W (4.35)

buluruz. w; # 0 varsayarak T vektoriiniin katsayis1 1 olacak sekilde w' vektoriinii

Olcekleyelim:
w' =T+ wze_“/zP +wae HW. (4.36)

Bu durumda wy, = wy = O ise

w=T (4.37)
kanonik formu, wp, = 0, wy # 0 ise wge ™ = F1 = g se¢imiyle
w=T+gW (4.38)
kanonik vektorii, wy # 0, wg = 0 ise wze’“/ 2_xl=g¢g secimiyle
w=T+¢&P (4.39)
elde edilir. wy,wq # 0 ise wze_“/ 2-_Txl=g¢ secimiyle, b € R olmak iizere
w=T+&P+bW (4.40)

formu elde edilir.

wi = w3 = 0 olmast durumunda genel sonsuz kiigiik iiretec w = woP + wiW

seklindedir. D,’nin adjoint doniisiimii kullanilirsa
w' = Ad (exp(8D2))w = wre® 2P+ wyW (4.41)

elde edilir  wp # 0 varsayimi ile P’nin katsayist 1 olacak sekilde Ol¢ekleme
miimkiindiir: w' = P+ 6_5/2W4W. wyq = 0 ise P, wy # 0 ise P+ & W kanonik cebirler
olarak elde edilir. Son olarak w; = wy = w3 = 0 durumunda W bir boyutlu cebir olarak
karsimiza ¢ikar. Boylelikle, a,b € R, £ = F1 olmak iizere bir boyutlu alt cebirlerin
optimal sistemi {T,P,T + e W,P+ W,D; +aW,T + &P+ bW,W} seklinde elde

edilir.
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4.2.4 L, cebiri icin optimal sistem

L3 cebiri baz elemanlarinin komiitasyon islemi asagidaki gibidir.

[,]] P B Dy W
Pl o iw Ip o
B |—-iW 0 —4B 0 (4.42)
D, | —3P B 0 0
W | 0 0 0 0
Adjoint doniigiimler
Ad(exp(e-)- P B D, w
P P  B—iW D,—:iP W
B P+EW B Dy+iB W (4.43)
D, ef?P e IB D, W
w P B D, W

seklinde bulunur. w = wP +wyB +w3Dy +wsW € Ly seklinde en genel vektor ele

alinir ve P’nin otomorfizma doniisiimii kullanilirsa

€ E
w = Ad (exp(e P))w =(w; — §W3)P +waB+wsDy+ (wg — sz)W (4.44)

bulunur. w3 # 0 varsayarak w3 — 1 olacak sekilde w’ 6lgeklenir ve € = 2w secilirse

P elenmis olur. Ardindan

A
w’ = Ad (exp(?t B))w’ =(wy+ E)B + Dy + (wg —wiwp)W (4.45)
doniisiimii ve A = —2w, secimi B vektoriinii yok eder. Oyleyse ilk kanonik form
W=Dy +aW, acR (4.46)

olarak elde edilir. Simdi w3 = 0 durumunu ele alalim. w = w{P + wyB +w4W B’nin

adjoint etkisi altinda
w :Ad(exp(;,LB))w:w1P+sz+(%w1 +wq)W (4.47)

haline gelir. wy # 0 varsayilir, w; — 1 olacak sekilde w’ Slgeklenir ve L = —2wy

secilirse w' = P+ w, B bulunur.
w" = Ad (exp(8 D)W = /2P + wye 9/%B (4.48)

doéniisiimiinde 6lcekleme yapilarak w” = P+ wpe 9B seklinde diisiiniilebilir. wy = 0

ise w = P bir boyutlu cebiri, wy # 0 ise woe 0

elde edilir.

= g1 secilerek w = P+ € B alt cebirleri
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w1 = w3 = 0 durumunda w = wyB + wa4W vektorii P’nin etkisinde
o
w =Ad (exp(c P))w =wrB+ (w4 — EWQ)W (4.49)

seklinde doniistiiriiliir ve wy # 0 varsayimiyla 6 = 2wy /w» secilerek w = B cebiri elde

edilir. Son olarak da w; = wy = w3 = 0 durumu i¢in w = W bir boyutlu cebiri asikardir.

4.2.5 Ls cebiri icin optimal sistem

Ls cebiri baz elemanlarinin Lie parantezi islemi agagidaki gibidir.

[ ] P B G W
Pl 0 W B 0
B |-3W 0 -P 0 (4.50)
G —B P 0 O
W 0 0 0 O
Adjoint doniisiimler asagidaki gibidir.
Ad(exp(e-)- | P B G %4
P P B—tW C—eB+EW W
B P+EW B C+eP+EW W
G (cos€)P+ (sing)B  (cos€)B—(sing)P C; w
w P B G w
(4.51)

w = wiP + wyB +w3Cy + wysW € Ls vektorii icin ilk olarak P ile ilde edilen

otomorfizma doniisiimii

2

£ E
w =Ad (exp(e P))w =wiP+ (wy — ew3)B+w3Cs + (wg — W2 + IW3)W (4.52)

sonucunu verir. w3 # 0 varsayilarak w3 — 1 yapilir ve € = w; secilirse, B elenmis olur.

Elde edilen w' = w P+ Cy + (wgq — %W%)W vektoriine B otomorfizmasi uygulanirsa

1 A A2
w' = Ad (exp(AB))w = (Wi +A)P+Co+ (w4 — Zw% + W + T)W (4.53)
bulunur. A = —w secildiginde P yok edilerek
w=Cy+aW, acR (4.54)

bir boyutlu cebiri elde edilmis olur. w3 = 0 olsun. w = w; P+ w,B 4+ w4W i¢in

w = Ad (exp(,LLP))w =wiP+wyB+ (wg — %WQ)W (4.55)
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doniisiimiinde w, # 0 varsayimiyla wy, — 1 yapilir ve p = 2wy secilirse W yok

edilebilir. w' = w1 P + B i¢in tekrardan doniisiim uygulanirsa
w" = Ad (exp(6C2))w' = (wicos & —sin&)P + (wysind +cos §)B (4.56)

bulunur. tan & = w segilerek P elenir ve w = B cebirine ulagilir.

wy = w3z = 0 olsun. w = wiP+wsW i¢in

c
w = Ad(exp(cB))w=w P+ (EWI +wq)W (4.57)
doniistimiinde w; — 1 yapilarak ¢ = —2wy secildiginde W yok edilmis olur.

Oyleyse w = P bir boyutlu kanonik cebirlerden biridir. Ancak dikkat edilirse,
Ad (exp(eCy))P = (cos€)P + (sine)B doniisiimiinde € = 7/2 segilerek, Onceki
adimda elde edilen B vektoriine doniisiim yapilabilir; P optimal sisteme dahil
edilmeyecektir. Son olarak w; = wy = w3 = 0 durumu i¢in w = W cebirini not

ediyoruz.

Dort boyutlu cebirlere ait bir boyutlu cebirlerin optimal sistemi asagidaki tabloda

Ozetlenmistir. Burada elde edilen sonuglar, [67]’de verilenler ile tam olarak uyumludur.

Cizelge 4.2: 4-boyutlu cebirlerin 1-boyutlu alt cebirleri

Cebir Alt Cebir a,b,ceR, g =F1

L L, :{T+C1+GW} Li,= {D1—|-bW} Lis= {T+CW}

L, Ly ={P} Loy ={T+aW} Lr3={B+bT}
Lys={W}

L3 Ly ={T} L3, ={P} L3z ={T +&W}
L34 = {P—l—EIW} L35 = {D2+aW} L3 = {T+81P—|—bW}
Ly7 ={W}

Ly Ly ={P} Ls> = {B} Liyz={P+¢ B}
Lys={Dr+aW} Lys={W}

Ls Ls = {B} Lsp; ={C+aW} Ls3={W}

4.3 Indirgenmis Denklemler

Grup-degismez c¢oziimlerle ilgilendigimiz i¢in, yalmizca bir boyutlu alt cebirlere
ihtiyac duyulmaktadir. Bu alt cebirler kullanilarak denklemin adi diferansiyel

denklemlere indirgemeleri gerceklestirilecektir. Dalga fonksiyonu kutupsal formda
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ifade edildiginde (3.1) denklemi bir KDD sistemi haline gelir

PO+ (P — POT) — H(2px 0+ pO) + 819 +h1p = 0, (4.58a)
Pi+ fr(Px = POT) + f1(20: 0+ P D) +g2p  +hp = 0. (4.58b)
Bu sistemde 1,2 indisli terimler f, g ve /’1n reel ve sanal kistimlaridir. Ornegin L; cebiri

icin sistem goriilmek istenirse Cizelge 4.1°e bakilarak (4.58a) denkleminde A (x,¢)

yerine k1 /x?, Ls cebiri icin ise &1 /(1 +¢%) yazilir, yerine konan ifadelerde h; sabittir.

Belli bir alt cebir i¢in degismez yiizey kosulu p ve ® icin benzerlik degiskenlerini
verir. Elde edilen p ve w formiillerinin (4.58) denkleminde kullanilmasi, sistemdeki
bagimsiz degisken sayisini ikiden bire indirir, dolayisiyla bir ADD sistemi elde edilmis

olur. Bu ADD sistemleri birinci veya ikinci mertebe sistemler olarak elde edilmistir.

Asagidaki hesaplarda, indirgeme birinci mertebe bir denklem olarak elde edilmigse
¢oziimii hemen yazilmustir. Indirgeme ikinci mertebe bir denklem sistemi oldugunda,
icerilen sabitlerin bazi 6zel degerleri i¢in denklemler arasindaki baglilik kaldirilabilmis

ve analizleri sonraki kisima birakilmistir.
43.1 L, ={T,D;,C;,W} ¢oziilemez cebiri
L cebirinin baz elemanlarinin komiitasyon bagintilar1 asagidaki gibidir
[T,D||=2T, |[T,C\|]=Dy, [D;,Ci]=2C;. (4.59)

W merkezcil elemandir yani diger elemanlarla komiitasyonu sifirdir. Cebir, L1 =

sl(2,R) @& {W} dogrudan toplam yapisina sahiptir. Temsilci denklemi

1 1
Y+ Y+ (80 +17) WY + (i + i) 5y =0 (4.60)

olup &y = F1 ve v, hy, h; reel sabitlerdir. Kutupsal degiskenler tiiriinden

£ h
PO+ PP+ P 5p = 0, (4.61a)
Y3,
pt+2pxwx+pwxx+;p +x_2p =0 (4-61b)

sistemi saglanmaktadir. L cebirinin alt cebirleri i¢in indirgenmis denklemlerin elde

edilmesi asagidaki gibidir.
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43.1.1 Ly ={T +C)+aW} alt cebiri

Denklemin L; ; cebiri altinda de§ismez kalmasi, ¢oziimiin

W) = Mfff)

X2

T 1422

X2t

4(1+12)

exp [i <a arctan? +

+P(§)>] L& (4.62)

yapisinda olmasini gerektirir ve M (&), P(§) fonksiyonlart

3-¢&2
4
YM? + hoM + 8E*M'P' +4E>MP" =0 (4.63b)

eoM> + ( —ak+hy )M AEMP? 1 4E2M" =0,  (4.63a)

denklemlerini saglar. M ve P’nin bu denklemlerden ¢oziilebilmesi i¢in Oncelikle

denklemlerin kuplaji kaldirilmalidir. (4.63b) M ile ¢arpilip
YM* 4+ hyM? +4E2(M?P) =0 (4.64)

seklinde yazilirsa, (4.64)’iin bir ilk integralinin sabitlerin ii¢ farkli durumu i¢in elde

edilebilecegi goriiliir.

(i) y=0, h; # 0 durumu. (4.64) kullanilarak Y =Y (§)

hhoM 2
MPY == =Y’ 4.65
seklinde tanimlanirsa
M?P' =Y +C, C = sabit (4.66)
integrali alinabilir ve
4
M? = ——&%y’ (4.67)
hy
bulunur. Dolayisiyla (4.63a)’da yazilmak iizere
hy (Y +C)
P=— 4.
282y7 (4.68)

seklinde tamamen Y tiirlinden bir ifade elde edilebilir. Ancak, (4.63a)’daki diger
terimler de Y tiiriinden ifade edilmelidir. (4.67) kullanilirsa bunun miimkiin oldugu

goriiliir ve (4.63a)’dan, lciincli mertebeden bir dogrusal olmayan adi diferansiyel

denklem (ADD) elde edilir:

y'y" — %Yuz + %Y/Y//
(4.69)
1 /3-¢&2 2¢ h3
%5 - h)Y’Z——Y'3——2Y 2=0.
+2§2< ;o asth ! e O
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Bu denklemin bir ¢oziimiine karsilik (4.62) coziimiinde yazilmak iizere M,P

fonksiyonlari

hz Y+C

ME) =2y PE) =2 [ @70)

seklinde hesaplanacaktir.

(ii) Yy # 0, hy = 0 durumu. Y fonksiyonu (4.64)’ten bu kez

M4
(PP = -1 zr =Y @.71)
seklinde tanimlanirsa,
M?P' =Y +C, C = sabit 4.72)
integrali alinabilir ve
4
—— &2y’ (4.73)
Y
bulunur. (4.63a) denkleminden, Y nin sagladig1 denklem olarak
3 1
Y'y" — _Y//2 —_y'y"
i TE

1—4h 1 Y 2§ Y’ @.74)
1 ” 21 0,12

_ Y L y+O)y' Dy [T

<4§2 5 4) 52( ) 5 Y 0

ticlincii mertebeden denklemi elde edilir. Bu denklemin Y (&) ¢6ziimiine karsilik M, P

fonksiyonlari

M(§) = (—%izY/> 1/4, 2/\/;£d5 (4.75)

formiilleri ile bulunacaktir.

(iii) Y =hy = 0 durumu. Bu durumda kuplaj kolaylikla kaldirilabilmektedir. (4.64)

denkleminin integre edilmesiyle
2pl/ c :
M°P =C, P(&) = mdﬁ; C = sabit (4.76)

bulunur ve (4.63a) denkleminden

&
4¢&2

1 /E2-3
M = — 20 3 ( A )M M3 4.77
+ 282 n +a& 1 + ( )
diferansiyel denklemine ulasilir.
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4.3.1.2 L), = {D; + bW} alt cebiri

Denklemin L , cebiri altinda de§ismez kalmas1 durumunda ¢6ziim

2
y(x,t) = %exp [i(blnx+P(§))], &= - 4.78)

yapisinda olur ve M (&), P(&) fonksiyonlari

M3 + (% e +h1)M+a§(§ _4D)MP — 4E2MP2 4 4E2M" = 0,(4.792)

YM? + (hy —2b)M + E(4b — E)M' +8E*M'P' +4E2MP" = 0 (4.79b)

denklemlerini saglamalidir. M ve P’nin bu denklemlerden c¢oziilebilmesi i¢in 6ncelikle
denklemlerin kuplaji kaldirilmalidir. (4.79b) M ile ¢arpilirsa,
4 2 g2 (a2 (2b 1 A

M oM+ E2 | M <€—§+4P) —0 (4.80)

seklinde diizenlenebilir ve (4.80)’in integralinin sabitlerin ii¢ farkli durumu icin elde

edilebilecegi goriiliir:

(i) Y =0, hy # 0 durumu. (4.80) denkleminde Y (&) fonksiyonu
2b 1 ' M?
M2 (— - 4P’) — e =Y 4.81
[ F 2 + 2 22 (4.81)
seklinde tanimlanirsa,

1 Y
pot b mY+C (4.82)

ilk integrali yazilabilir ve
1
M? = ——E&%Y' (4.83)
hy

esitliginden, (4.79a) tiimiiyle Y tiiriinden ifade edilebilir:
1 2

y'y" — EY//2 + EY/Y//
(4.84)
1/3+4h; 2b 1> n o € .5 h3 5
()Y - Y~ 2 (Y +CO)" =0.
+8< g2 T E g ony) T gead +O

Y bu denklemin bir ¢6ziimii olmak iizere P ve M (4.82) ve (4.83) denklemleriyle

belirlenir.

(ii) Y # 0, h, = 0 durumu. (4.80) denkleminde Y (§) fonksiyonu

220 1 N Mt
{M (?—§+4Pﬂ =Yg =Y (4.85)
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seklinde tanimlanirsa
1 b Y+C | v

M* = —%gzy’ (4.87)

integrali yazilabilir ve

esitligi kullanilarak (4.79a) tiimiiyle Y tiiriinden bir denkleme doniistiiriiliir:

y'y" — éY//Z + lY/Y//

4 3
4h;—1 b 1 y & Y’ (4.88)
=4 v 2, 2y | Oy L
+< i 2§+16> a0 HOPY Y ./ =0

Y bu denklemin bir ¢oziimii olmak tizere P ve M fonksiyonlarini (4.86) ve (4.87)

denklemlerinin integrasyonu belirleyecektir.
(iii) Y = hy = 0 durumu. (4.80) denklemi integre edilirse

c 1 b

P=—+-—-— 4.89
M2 T8 2E (4.89)
elde edilir ve bu sonug (4.79a)’da yazildiginda M igin
M' =M~ B L(3 +4hy —2bE +l§2)M (4.90)
42 16£2 4 )
diferansiyel denklemi elde edilir.
4.3.1.3 L3 ={T +cW} alt cebiri
L 3 cebiri altinda degismezlik (3.1) denkleminin ¢dziimiiniin
y(x,t) = M(x)exp [i(ct + P(x))} (4.91)
yapisinda olmasini gerektirir ve M (&), P(§) fonksiyonlari
goxM> + (hy — cxz)M —X*MP? +x*M" =0, (4.92a)
VXM + hoM + 2x*M'P' + x*MP" =0 (4.92b)
denklemlerini saglar. Her iki denklem M ile ¢arpilirsa
goxM* + (hy — cx?)M? — X*M?P” + x*MM" =0, (4.932)
YeM* -+ oM+ 52 (MPP) =0 (4.93b)
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seklinde diizenlenebilir. Yukaridaki hesaplara benzer sekilde, su sonuclara ulagilmistir:

(i) y=0, hy # 0 durumu. M(x) ve P(x) fonksiyonlart

1, N\ Y +C
M(x) = (—h—zx Y’) . P =—h / o (4.94)
bagintilarindan bulunur. Burada Y (x) fonksiyonu,
1 2 h 2¢ 2h3
YY" — Y Zy'y" 42 (—; . c> Y2 ZyB T3y 40P =0 (495)
2 X X ho X

denkleminin ¢oziimiidiir.

(ii) ¥ # 0, h; = 0 durumu. M(x) ve P(x) fonksiyonlar1

M(x) = <—%/xY')l/4, P(x) = / Y +C)\/gdx (4.96)

esitliklerinden hesaplanacaktir. Burada Y (x) fonksiyonu,

Y'y" — éY//Z + lY/Y//
4 2x (4.97)
(16h1—3_4C>Y,2+4_Y(Y+C)2Y/+4ﬂyxz X0 :
4x2 X X Y

denklemini saglar.
(iii) Y = hy = 0 durumu. M(x) fonksiyonu

M =CM7 4 (o= 5 )M =20 (4.98)
denkleminin ¢6ziimii olup P(x) asagidaki gibi hesaplanir

P(x) = / A%dx. (4.99)

43.2 L, ={T,P,B,W} nilpotent cebiri

Sifirdan farkli komiitasyon bagmtisi [P,B] = %W olup cebir, ti¢ boyutlu Abelyen
{T,P,W} idealini icermektedir. B elemaninin bu ideal iizerindeki etkisi, asagidaki N

nilpotent matrisi ile temsil edilebilir

[P, B P 00 1/2
T,B] |=N( T |, N=[o00 0 |. (4.100)
[W,B] 1% 00 0

Bu cebire ait kanonik denklem, &y = F1, hy # 0 ve 7y reel sabitler olmak iizere

iV + Y+ (80 + V) WPy + iy =0 (4.101)

seklindedir.
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4.3.2.1 L, | = {P} alt cebiri

Ly 1 cebiri altinda degismez kalan ¢6ziim
y(x,1) = M(t)exp (iP(t)) (4.102)
yapisindadir ve M, P fonksiyonlari
gM>—P =0, yM>+hM+M =0 (4.103)

sisteminin ¢oziimiinden bulunur:

2
M(Z‘) = (Ml exp(2h2 t) — h_) , (4.104a)
2
& p <M1 _7 exp(—tht)) YP,  y#£0,
Pi)=4{ " (4.104b)
P —ﬁexp@hﬂ), Y=0.
4.3.2.2 Ly, ={T +aW} alt cebiri
L, > cebiri altinda degismez kalan ¢oziim
v(x,t) = M(x)exp [i (at + P(x))] (4.105)
yapisindadir ve M, P fonksiyonlarinin sagladig1 denklem sistemi
3 /2 "
eM” —aM —MP~+M" =0, (4.106a)
YM> + oM +2M'P + MP" =0 (4.106b)
seklindedir. ¥ = 0 durumunda (4.106b) M ile carpilir
hoM? + (M*P')' =0 (4.107)
ve (4.107) denkleminde Y (x) fonksiyonu
(M?P) = —hoM* =Y’ (4.108)
olarak tanimlanirsa,
Y+C
P(x) = —h / ;r, dx (4.109)

elde edilir. Bu ifade (4.106a)’da yazildiginda sistemdeki kuplaj kaldirilabilmektedir:

1 2
y'y" EYNZ _ %YB —2ar”? — 2h%(Y +C>2 =0. (4.110)
2
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P fonksiyonu (4.109)’dan, M ise
—y")l/? (4.111)
esitliginden belirlenecektir.

4.3.2.3 L3 ={B+bT} alt cebiri

(i) » # 0 durumu. L, 3 cebiri altinda degismez kalan ¢6ziim
2

Wi 1) = M(E)exp [i(%xt _ #:3 )], E=h-l @

seklindedir. M, P fonksiyonlar1 asagidaki denklem sisteminin ¢coziimleridir.

%M3 - %M ~MP*+M" =0, (4.1132)
YM? + oM 4+ 26*°M'P' + b*MP" = 0. (4.113b)

(4.113b) M ile ¢arpildiginda
yM* + hoM? 4+ b*(M?P') =0 (4.114)

seklinde diizenlenebilir. Y = 0 i¢in Y (§) fonksiyonu (4.114) denkleminde

h
(M2P) = —b—§M2 =Y (4.115)
gibi tanimlanirsa,
hy (Y+C
P(8) = —ﬁ/ LS (4.116)

elde edilir. Bu (4.113a)’da yazildiginda sistemdeki kuplaj kaldirilabilmektedir:

2h3

1 2
Y/Y/// _ 5y//2 . hiZOYB . %YQ . F(Y +C)2 —0. (4.117)
P fonksiyonu (4.116)’dan, M ise
b2
M(E) = (—-Y)'? 4.118)
2

formiiliinden belirlenecektir.

(ii) b = 0 durumu. L, 3 cebiri altinda degismez kalan ¢6ziim
12
w(x,1) = M(1)exp [i<4—t + P(z))] 4.119)
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yapisindadir. M, P fonksiyonlarinin sagladigi denklem sistemi
1
gM>—P =0, yM>+ (hy+ — > M+M =0 (4.120)

seklindedir. Bu sistemin ¢6ziimii ise asagidaki gibidir

M(t) = {r exp(2hot ) (M; +2y / exp( 2h2’ } 4.121)
" @ <2yf exp(-2hat) g +M1> P, 740 .
)= .

4.3.3 L3 = {T,P,D,,W} c¢oziilebilir cebiri
Cebir {T,P,W} abelyen idealine sahiptir. Sifirdan farkli komiitasyon bagntilari
1
D2, T]=T, [Dy,P]= EP (4.123)

seklindedir ve cebir Lz = {T,P,D,} & {W } aynistirlabilir yapisindadir. &y = F1, f> #

0, 7y reel sabitler olmak iizere bu simetri cebirine sahip kanonik denklem
iV + (1+if2) Yax + (80 +i7) WPy =0 (4.124)
seklindedir.

4.3.3.1 L3 = {T} alt cebiri

L3 1 cebiri altinda (3.1) denklemi degismez kaldiginda ¢oziim
v (x,1) = M(x)exp (iP(x)) (4.125)

yapisinda olmaktadir. M, P asagidaki denklem sistemini saglar:

eoM> —2HM' P —M(P? + f,P")+M" =0, (4.1262)
YM? +2M'P 4 foM” + M(—f,P +P") = 0. (4.126b)
Bu denklemlerin,
TP \3yp 4y <o, (4.127a)
1+ 75
—&f2, 4 2 N/
M*+(M*P) =0 4.127b
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seklinde diizenlenmesi miimkiindiir.

(i) v # gf durumu.

8 J—
(M2P') = ;”:i f;'M“ —y (4.128)
2
seklinde tanimlanan Y (x) fonksiyonu yardimiyla bulunan
Y +C 1+2 N\
P = % M= (%y’) (4.129)
S —

ifadeleri (4.127a)’da yazildiginda, Y (x) i¢in ii¢iincii mertebeden bir denklem elde

edilir:

y'y" — §Y//2_|_ 4(& +7/2) Y’ Y2 4y—&f2)

+
4 /1+f22 &fr—v 1+f22

Bu denklemin bir ¢oziimii icin M, P fonksiyonlar1 (4.129) denklemlerinden

(Y+CO)?Y' =0. (4.130)

hesaplanabilir.
(ii) ¥ = gf, durumu. M(x) fonksiyonu
" C2 3
M= ]W - SOM (4.131)
denkleminin ¢oziimudiir. P(x) fonksiyonu asagidaki gibidir
C

4332 L3, = {P} alt cebiri
L3 cebiri altinda degismez kalan ¢6ziim y(x,7) = M(r)exp (iP()) yapisinda olup

gM*>*—P =0, yM>*+M =0 (4.133)

sisteminin ¢oziimiinden asagidaki gibi elde edilir

M(t) = /2y + My, P(1) = e(y® +Mir) + Py (4.134)

4.3.3.3 L33 ={T + & W} alt cebiri

Grup-degismez ¢oziim

w(x,1) = M(x)exp [i(elt +P(x))} (4.135)
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yapisindadir. M, P fonksiyonlari

eoM> —2>M'P' — (g + P2+ LP"YM +M" =0, (4.136a)

YM? +2M'P' + (— foP? + P M + orM" =0 (4.136b)

denklemlerinden c¢oziilecektir. Denklemler kuplajin kaldirilabilmesi i¢in

&+ 7}2‘2 M? —MP?+M" =0, (4.1372)
L+ 15
(y—eofo)M* + &1 oM?> + (14 f3)(M?*P') =0 (4.137b)

seklinde diizenlenirse, f> # 0 oldugundan (4.137b) denkleminin ilk integralinin y =

€ f>» durumunda bulunabilecegi goriiliir: Y (x) fonksiyonu

€1 /2

ME=Y' 4.138
1+ /3 ( )

(MZP/)/ _

seklinde tanimlansin. Buradan elde edilen

Mz__1+f22Y/ P — £1f2 Y+C

= =— 4.139
&1/ 1+ f22 Y’ ( )
esitlikleri (4.137a) denkleminde yerine yazilirsa Y (x) fonksiyonu i¢in
1 2e0(1+ f3 213
Y/Y///__Y//Z_ 80( +f2)Y/3_ fzz(Y+C)2:0 (4.140)
2 €1f2 L+ /3
denklemine ulagilir.
4.3.34 L34 ={P+ & W} alt cebiri
Grup-degismez ¢oziim
w(x,1) = M(t)exp [i(81x+P(t))} 4.141)
yapisindadir ve ¢oziimiin bu sekli i¢in (3.1)’den elde edilen
1—eM?>+P =0, yM>—frM+M =0 (4.142)
denklem sisteminin ¢oziimiinden
v\ V2
M(t) = (Ml exp(—2fat) + ]T> , (4.143a)
2
;—‘;,ln(Ml—k%exp(Zfzt))—t—f—Pl, Y#0,
P(t) = (4.143b)

%exp(Zfzt)—t-i-Pl, '}/:O

elde edilir.
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4.3.3.5 L35 ={D+aW} alt cebiri

L3 5 cebiri i¢in grup-degismez ¢oziim

1
v(x,t)=-M(&E)exp [i(Zalnx—l—P(&))], &= - (4.144)
X
seklinde olacaktir. Burada M, P fonksiyonlari
eoM> + (2+6afy —4a* )M —2(1 +dafr)EM + (E2 +2(f» — 4a)E)MP’
—8HEXM'P —4E2MP? + 4E2M" — 4 £,E°MP" =0, (4.1452)
M+ (2f2 —6a—4a> )M + (8a—2f> — §)EM' —2(1 +4afr)EMP'
+8E2M'P — 41, E2MP? +AfE>M" +4E*MP" =0 (4.145b)
denklemlerini saglar. Bu denklemleri
(e0+ V)M +2(1=2a°)(1+ f5)M — (2(1+ f3)& + L5 )M'
+(E2—8a(1+ f)EWMP +4(1+ )EX(M" —MP?) =0,  (4.146a)
2
(7 e f)M* —6a(1 + )M + (da(1 + )& — 5 ) (M2
—Q(1+ e+ HEIMPP +4(1+ £5)E (M*P) =0 (4.146b)
seklinde, ikinci mertebeden tiirevli terim sadece P veya M olacak sekilde diizenlemek
miimkiindiir. Ancak yine de, bu denklemlerin kuplajinin kaldirilmasi bagsarilamamugtir.
4.3.3.6 L3¢ =T + € P+ bW alt cebiri

Grup-degismez ¢oziim

w(x,1) = M(E)exp [i(bt +P(§))] L E—x—g1 (4.147)

seklinde aranir ve M, P fonksiyonlari

(€0 +7f2)M> — bM — & oM’ + &sMP' — (1 + f3)MP"

+H(1+ )M = (4.1482)
(y—eaf2)M wmﬂzwwﬂMMf

+(1+5)(M°P) = (4.148b)

sistemini saglar. (4.148b) denklemi M 2P’ terimi dikkate alinarak diizenlenirse

81f2 (MZP/) 1

(MZP/)/_ 5
1+ f; 1—{—f2

( (M2) bf2M2+(8of2—}/)M4> (4.149)
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—&f2
1+£3

eLf2 /
— 2
S &M P’} =
1+ /3

bulunur. Bu denklem exp ( &) ile carpilir ve Y (&) fonksiyonu

exp ( exp

(_81f2 )
L+f7 1+ 13 (4.150)
€1

X [E(Mz)/ —brM* + (&0 fo — ?’)M4] =Y

seklinde tanimlanirsa

ar ey vo) 4.151)

M*P' =exp (
1+ 15

esitligine ulagilir. Diger yandan,

€1 /2
1+ f3

denkleminden M? c¢oziilmelidir. ~ M? terimine gore Riccati tipinde olan bu

(M?) —2e1b2M* +2¢1 (€0 o — ¥) (M?)* = 2&1 (1 + f7) exp ( E)Y (4.152)

denklemin genel ¢oziimii i¢in bir dzel ¢oziimiiniin bilinmesine gerek vardir. M? =

1
2e1(g0f—7)

da mimkiindir:

%/ doniisiimiiyle bu denklemin mertebesi yiikseltilerek dogrusallastirilmasi

€1/2
1+ f3

Ancak bu denklem de ¢6ziim i¢in ilerleme sans1 sunmamaktadir.

U" —2ebf,U' +4(y—e0f2)(1+ f2)exp ( 5) Y'U =0. (4.153)

(4.152) denkleminde dogrusal olmayan terim Yy = &y f, secimiyle ortadan kaldirilirsa

¢Oziim kolaylasacaktir. (4.152) denklemi

1

(eXP (—2e1b/28) MZ)/ =2¢&(1+ f7)exp (81 £ — 2b)e§) Y (4.154)

1+ /3
seklinde ifade edilebilir. b = m secilirse
2 2 eLf2
M*(&) =2&1(1+ f3) exp (—2L; §)<Y(éj)+c) 4.155)
1+ 15
bulunur. Bu ifade (4.151) ile karsilastirilirsa
P = ! (4.156)
2e1(1+ f22 ) )
olmas1 gerektigi goriiliir ve (4.148a) denklemi
M = £1/2 M + M — ggM? (4.157)
1+f7 41+ f3)?

seklini alir.
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Farkl1 bir yoldan (4.157) denkleminin daha genel bir halini elde etmek de miimkiindiir.
Soyle ki, ¥y = &y f> i¢in (4.148b) denklemi

/
((1 + )M~ %Mz) = &1 HM°P' — bfrM? (4.158)

seklinde diizenlensin. U(&) = (1+ f3)M*P' — 4 M? ve A = % olmak iizere, b =
2

1 ..
2173 1M
U =AU (4.159)

denklemine ulasilir. U (&) = Agexp(A &) olarak ¢oziiliir. Oyleyse bu denklemden, A

keyfi bir sabit olmak iizere P’ sdyle bulunabilir:

/ 1 _{_AOCXP(Ag)M—;

p — 4.160
2e1(14 /7))  1+f3 (*160)
Bu ifade (4.148a)’da yazildiginda ise M i¢in su denklem elde edilir:
1 2§ exp(2A
M = 81f2 M + M— €0M3 + 0 exp( é) -3 (4.161)

L+ A1+ )R (14 £3)?

4.3.4 Ly = {P,B,D,,W} ¢oziilebilir cebiri

Bu ¢oziilebilir nilpotent olmayan cebir, ti¢ boyutlu nilpotent {W,P,B} Lie cebirinin
genislemesidir. D, elemaninin bu ideal iizerindeki etkisi asagida verilen M matrisi ile

temsil edilebilir

(W, D] W 0 0 0
PDy |=m| P |, mM=[01/2 0o |. (4.162)
[B,D>) B 0 0 -—1/2

Cebir ayristirilabilir yapida degildir ve kanonik denklemi

. . 2 .h2

i+ Yot (80 + i) [y +i-my =0 (4.163)
seklindedir, burada yine & = F1, hy # 0 ve 7y reel sabitlerdir.

4.3.4.1 L4 = {P} alt cebiri

Grup-degismez ¢6ziim
W(x,1) =M(t)exp (iP(t)) (4.164)
yapisindadir.
h
eM*—P =0, M+ 72M+ yM? =0 (4.165)
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indirgenmis denklem sisteminin ¢6ziimii, s, = 1/2 igin

M(t) = (2ytInt +Myr)~'/?

%1n(2ylnt+M1)+P1, ’}/7é O,
P(t) = N
mlnt—}—Pl, '}/:0

ve hp # 1/2 igin

2
M) = (g M)

P %IH<M1+1—2;/h2t1_2h2)+P17 ’}/#07
)=
( ) & t1—2h2 1P =0

Mi(1-2h) 1 V=
seklinde olacaktir.
4.3.4.2 L4, = {B} alt cebiri
Grup-degismez ¢oziim

2

w(x,1) = M(t)exp [i(j—t +P(r))}

yapisindadir. Indirgenmis denklem sistemi

142h)

M+yM3 =0
2t +’}/ b

gM>—P =0, M +

¢cOziimil ise

Y

M(t) = (M1 +22 — hlt)—l/z

2
T )
1) =
g — et 4 p =0
2ho M, 1, Y=

olarak bulunur.

4.3.4.3 L,3 = {P+ ¢ B} alt cebiri

L4 3 cebiri altinda degismez kalan ¢oziim

81)62

y(x,t) = M(t) exp [i<m +P(t)>]

seklindedir. Iindirgenmis denklem sistemi

eM>—P =0,
hy €] 3
M+ |=4+— |M+yM° =0
+(l Jr2(1+81t)> Ty
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olarak bulunmaktadir. 4, = 1/2 olmast durumunda ¢6ziim

-1/2
M(t) = (t(1+81t)(2yln(1+81t)+M1)) , (4.173a)
20 1n 2}/1n( )+M1 + Py, Y#0,
P(t) = 2: < e > (4.173b)
Zvolln(1+811)+P ’}/:O

ve hy # 1/2 durumunda ¢6ziim

_1)2
M(t): (M1t2h2(1+81t)+ t(1+81t) 2F1(1—2h2,1,2—2h2;—81t)) ,

2
1—2h,
_ / eoM2d1 (4.174)

seklinde ,F)(a,b,c;t) Gauss hipergeometrik fonksiyonu tiirtinden bulunmaktadir.
2hy’nin tamsay1 degerleri i¢cin hipergeometrik fonksiyon elementer fonksiyonlar

tiirtinden ifade edilebilmektedir.
4.3.44 Ly4={D,+aW} alt cebiri
Grup-degismez ¢oziim
wix ) = %M(g exp[i(2amnzt P(E))], &= 4.175)
seklindedir ve M, P fonksiyonlar1

eoM> +2(1 —2a*)M — 2EM' + (E? — 8aE)MP' — 4E°MP”?

FAEIM" =0, (4.1762)
2

YM* + (ho& — 6a)M* + (4a& — %) (M?) —2EM*P'

+4§2(M2 Py =0 (4.176b)
denklemlerini saglar. Y = 0 i¢in (4.176b) denkleminde Y (£) fonksiyonu
2
4E2(MPP'Y —2EM*P' = (5 —4a&)(M?) + (6a — & )M* =Y’ (4.177)

seklinde tanimlansin. Bu esitliklerden

2l 51/2 —5/2y1
M2P _T(/g Y'dE+C) 4.178)
ve hp = 1/4 igin,
32
M2 = 2‘5 / E51y'ag +C) 4.179)
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sonu¢larina varilir. Bu durum i¢in (4.178) ve (4.179) denklemlerinden,

P(&E) = % —alné +P, (4.180)

olmasi gerektigi goriiliir ve (4.176b) denklemi saglanirken, (4.176a) M fonksiyonu i¢in

1 1 a 1 &
M =—M M— =2
4&2

/ 3
2% _(6_4_E+@) M (4.181)

kosulunu vermektedir.

4.3.5 Ls = {P,B,C,,W} coziilebilir cebiri

Ls cebiri, {W,P,B} nilpotent cebirinin, ¢oziilebilir nilpotent olmayan ve ayristirila-
mayan dort boyutlu bir cebire genigletilmesinden elde edilmis kanonik bir simiftir. C;

eleman1 {W, P, B} ideali iizerinde M matrisi ile

W,C,] w 0 0 0
PG |=m| P |, M=|0 0 1 (4.182)
[B,C5) B 0 -1 0

seklinde etkir. Incelenecek son dort boyutlu simetri cebirine sahip denklem sinifi,

& = F1, hy, hy ve y reel sabitler olmak iizere

. &+IiY, - 2/’11—|—i(2/’l2—t)
=0 4.183
Wi Yoot Wl y + T (4.183)
seklindedir.
4.3.5.1 Ls; = {B} alt cebiri
Grup-degismez ¢oziim
52
w(x,1) = M(r)exp [i(4—t + P(r))} 4.184)
yapisinda olup M, P fonksiyonlari
U V- L N (4.1852)
1412 14172 ’
M+ (5 +=IM M’ =0 4.185b
+(2(1+t2)+2t) Jr1-|—t2 ( )

sisteminin ¢oziimiidiir. (4.185b) denkleminde M = W ~1/2 doniisiimii yapilirsa

/
V1412 2
( ;L exp(—2hparctant) W) = Y exp(—2hy arctant) (4.186)

tV1+12
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bulunur. Buradan M, P fonksiyonlari

_ ~1/2
M) = (t exp(2h; arctant) <M1 —|—27/ exp(—2h;arctant) dt)) 4.1872)

V1412 V1412
hlarctant—i—;—(}’,ln (MH—Z)/[%(ZI)%—H, y#0
P(t) = (4.187b)
hlarctant—l—n‘;—olfm:zh— l%r;mOdH-Pl, y=0

olarak bulunmaktadir. M, P fonksiyonlarinin i¢erdigi integraller = tan z doniistimiiyle

hipergeometrik fonksiyon tiirtinden ¢oziilebilmektedir.

4.3.5.2 L5, ={C, +aW} alt cebiri

Grup-degismez ¢6ziim

2

x°t x
H)=M(5)e [( arctant + ——=~ + P )}, = 4.188
wixr) = M(E)exp|i(a T PO Es T wasy
seklindedir. Indirgenmis denklem sistemi ise asagidaki gibidir
2
eoM> + (hy —a— %)M —MP?+M" =0, (4.189a)
yM* + hoM? + (M?P)) = 0. (4.189b)
Y =0, hy # 0 olmast durumunda
rom Yom 280 3 52 n 2 2
2
1 Y+C
M=(——Y2 P =_h 4.191
seklinde kuplajin kaldirilmas: miimkiindiir. ¥ = s, = 0 durumunda ise
" __ 23 62 3
M'=C*M +(Z+a—h1)M—eOM, (4.192a)
P =CcM™? (4.192b)

denklem sistemi elde edilir.

4.4 Indirgenmis Denklemlerin Analizi

Bir boyutlu cebirlerden elde edilen indirgenmis denklemler Cizelge 4.3’te Ozetlen-
mistir. Uciincii mertebeden denklemlerden, Y’ tiirevine gére polinom olanlar tabloda

verilmig, Y’ 1/2 terimini icerenler tabloya dahil edilmemistir. Birinci mertebeden
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Cizelge 4.3: Indirgenmis denklemler

Mertebe Denklem Numarasi
1. mertebe (4.103), (4.120), (4.133), (4.142), (4.165), (4.169), (4.172), (5.70)
2. mertebe 4.77), (4.90), (4.98), (4.131), (4.161), (4.181), (4.192)
3. mertebe (4.69), (4.84), (4.95), (4.110), (4.117), (4.140), (4.190)

denklemlerin ¢oziimleri, Onceki boliimde denklemin hemen ardindan yazilmisti.
Bu boliimde, ikinci ve ligiincii mertebeden denklemlerin ¢oziimleri elde edilmeye

calisilacaktir.

4.4.1 Uciincii mertebe denklemler

Cizelge 4.3’te verilen 7 adet denklemden hicbiri Painlevé testini gecmemektedir.
(4.110) ve (4.140) denklemleri bagimsiz degiskeni icermediginden, Y’ = W(Y)
doniisiimiiyle mertebeleri indirilebilir. Elde edilen ikinci mertebe denklemler agsagidaki
gibidir:

(i) (4.110) denklemi igin, W = fl—‘;’ olmak iizere,

1 ., 26 2a 2m(Y+C)?

W=—— = 4.193
w hy Tw w3 ( )
(ii) (4.140) denklemi i¢in:
. 1 ., 2&(1+f2 212 (Y4C)?
o Ly 20 HS5) fzz( +3> (4.194)
2W Lfr 1+ W
Bu denklemlere, / bir sabit olmak tizere
A(Y,W)W3 +B(Y,W)W? +F(Y,W)W +G(Y,W) =1 (4.195)

seklinde bir ilk integral arandiginda miimkiin olmadig1 goriilmektedir. (4.110) ve
(4.140) dahil tiim iiciincii mertebe denklemler i¢in, Y = Y (&) ve I bir sabit olmak
uzere

AE Y, Y)Y +BE,Y Y)Y +F(EYY)=1 (4.196)
yapisinda bir ilk integral arandiginda, bunun yalmizca (4.95) denklemi i¢in miimkiin

oldugu goriiliir. Bulunan ilk integral, ¢ = 0, h; = (5 +81h3) /36 kosuluyla

10 2¢ 25+ 81h3 1213
y" s Dytyr - 208y 2ES M yn Ty (4.197)
3y hZ 9x2 x3
1203C 1\, 43 2
(- )+ oo
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seklindedir. Integrasyona devam etmek maksadiyla bu denklem igin de
A Y)Y?+Bx,Y)Y?+F(x, Y)Y +G(x,Y) =1 (4.198)

seklinde bir ilk integral denenmis ancak basarili olmamaistir.

4.4.2 ikinci mertebe denklemler

Indirgeme sonucu elde edilen 7 adet ikinci mertebe denklemden (4.98) denklemi h; =
5/36 degeri i¢in, (4.131) ise kosulsuz olarak Painlevé testini gegmektedir. Diger 5
denklem i¢in, M = M (&) ve I bir sabit olmak iizere

A(E,M)MP +B(E,M)M"* +-F(E,M)M' +G(E,M) =1 (4.199)

seklinde bir ilk integral arandiginda, higbiri icin bdyle bir integralin olmadig1 goriiliir.

(4.161) denkleminde Ao = O segilirse denklem bagimsiz degiskeni icermez ve

e1f> 1
1+/3° 4(1+£3)

M' = ayW (M) doniisiimii yapildiginda denklem ikinci tiirden Abel denklemine

mertebesi diisiirtilebilir. Gergekten, a; = ay = olmak iizere

indirgenmektedir:
. &
WW—1)=2M-2m°. (4.200)
al al
Bu denkleme, n = \/8%—?][2 —3, & =F1, w =w(z) olmak iizere
J2
n+2 1 ne n—+2
M = 2 W = 2 / 4.201
z2Zw, P (zw' + > w) ( )
2
doniisiimii yapildiginda, A = _%;;m olmak iizere
2
w' =AW (4.202)

seklinde Emden-Fowler tipinde bir denklem elde edilmektedir [68]. Ancak bu

denklemin hi¢ bir tam ¢6ziimii yoktur.

4.4.2.1 (4.98) denkleminin ¢oziimii

Bu denklemin analizi [17]’de verilen hesap yontemleriyle yapilabilir. M = /H(x),
H > 0 doniigiimii ile (4.98),

1 hy 2¢&y 2C?
H//:_H/2 2 __H__H2 =
gt A=) PR
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denklemine doniisiir. Bu denklemi, Painlevé siniflandirmasindaki 50 denklemden

birine doniistiirebilmek igin, H(x) = A (x)W (1 (x)) doniisiimii yapilirsa,

N T 1(17 A). 1( hy,  Ar A
2W n\n A i X 202 A 4.204)

elde edilir.

(a) C # 0 durumu. Doniisiim fonksiyonlari ve sabitler

- 2/3 - 1/3 - (= - =
n=nox"’", A=2Ax'’, ¢<0, no < > ) ,  h 36 (4.205)

seklinde secildiginde, PXXXIV denklemi ile bir sabit fark: ile ayn1 olan

. 1 .
W= sz +4aW? —nW +28°w ! (4.206)

1/3 1/6
denklemine ulagilir. Burada o = —% (%) ve § = % (;—3) olup Ay keyfidir.
(4.206) denkleminde
n

20W =V +V?+ 5 (4.207)

yazilirsa V’nin

. 1
V =2V34+nV +k, k:—§i4oc5i (4.208)

denklemini sagladig: goriiliir. (4.208), ikinci Painlevé transandani tarafindan saglanan
denklemdir ve ¢oziimii V = Py;(1n9x2/3) seklinde gosterilir. W karmasik say1 degerli
oldugundan, Ay, AgW ¢arpimini reel yapacak sekilde secilmesi gereken bir karmagik

sabit sayidir.

(b) C = 0 durumu. Déniisiim fonksiyonlar1 ve sabitler

n=mn?,  A=2x"?

Oc\ 1/3 32¢2\ 1/3 \ 5 (4.209)
7'10—(?) ) A0__80< 9 ) s 1_%
secildiginde PXX denklemine ulagilir:
. 1 .5 )
W= _—W"+4W~4+2nW. 4.210
w! T +21n ( )
U? = W doniisiimiiyle yine Painlevé transandani P;; elde edilir:
U=20U3+nU. (4.211)
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Sonug olarak, ¢6ziim asagidaki sekildedir:
v = Ay 25 0By (nox*?) exp(i(ct + By)). (4.212)

4.4.2.2 (4.131) denkleminin ¢oziimii

Bu denklemin, ikinci mertebeden denklemlerin Painlevé siniflandirmasindaki PXVIII
ve PXXXIII denklemlerine doniisiimii, ilk integralleri ve elementer ve eliptik
fonksiyonlar tiirtinden cesitli durumlar i¢in ¢oziimleri [17] te verilmistir. M = \/I-m
doniistimii ile (4.131)

2C?

1
" _ n 2
H" = A H~ —2eH" + — (4.213)

seklinde yazildiktan sonra H(x) = A (x)W (1 (x)) doniisiimii yapilirsa

R I O DA T O !

Vot (BB k(22
2e0A 2C?
e W2+;Lz,72

(4.214)

W—l

bulunur. Bu denklem A ve 1m’nin uygun bir secimiyle birinci mertebeden tiirevi
icermeyen ve ikinci dereceden terimin katsayisi sabit olan standart denkleme

dontstiiriilebilir. A ve n’nin se¢imi ve (4.214)’e gore denklemin doniigiimii

A :%7 n = Nox,
. 1 ] 280).0 2 C 2 —1 (4.215)
W= W2 (2202 o ey
2w ( ne ) (%ﬂo)

seklindedir ve ng = —gyAp/2 segilirse, PXXXIII deklemiyle sabit farki ile ayni olan

. 1 .
W= _—W2+4w? 4 25°w™! (4.216)
2W
denklemi haline gelir. Burada 6% = —82(%3 olarak verilmektedir.
0

(a) C # 0 durumu. (4.216) bir kez integre edilirse
W2 =4(W3 +CoW — §%), Cp = sabit (4.217)

denklemi elde edilir ki, bu denklemin ¢oziimii Weierstrass (&) fonksiyonu ya da
Jacobi eliptik fonksiyonlari tiiriinden yazilabilir. AW nin pozitif olmasi gerekmektedir.

W1, W,,Ws; (4.217) denkleminin sag tarafinin kokleri olmak iizere,

P(W) = 4(W3 +CoW — 8%) = 4(W — W) (W — Wa) (W — W3) (4.218)
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yazilirsa, P(W)’nin koklerine ve isaretine gore (4.217) denkleminin ¢6ziimleri [17]’de

detayl1 olarak incelenmistir.

4.4.3 Indirgenmis denklemlerin ¢6ziimlerinin baz1 alt siniflari

Indirgeme sonucu elde edilen denklem sistemlerinin c¢oziimiinde izlenen yol,
bilinmeyen fonksiyonlar olan M ve P’den P fonksiyonunun denklemlerden birinden
coziilerek digerinde yazilmasi ve bdylelikle kuplajin kaldirilarak M i¢in bir denklemin
elde edilmesi olmugstu. Ancak bu, sabitlerin baz1 6zel durumlar icin yapilabildi.
Sabitler iizerine bir kosul getirmeden, ancak bu kez P fonksiyonunun 6zel durumlari
icin denklemlerin baz1 asikar olmayan ¢oziimleri iiretilebilir. Ornegin L; 1 cebirine ait
indirgenmis denklemler olan (4.63) sisteminde P(&) fonksiyonu verilen bir fonksiyon
olarak ele alinirsa, (4.63b) denkleminde kiibik terim cekilerek (4.63a)’da yazilabilir ve
M (&) igin, ikinci mertebeden degisken katsayili dogrusal bir denklem elde edilir:

260 ., 3 h &hyl a 1, &,
PYM ey _Pr_Z2ZP\M=0. 421
) +((16+4 4}’) v ) 0. (4.219)

M// _ (
Bu denklemin ¢6ziimii, Py bir sabit olmak ilizere P’ = Py, P" = Py, P' = % gibi durumlar
i¢in incelendiginde £ = 0 bir diizgiin tekil nokta olur ve 6zel fonksiyonlar tiiriinden

ilging seri ¢oziimleri elde edilebilir. Indirgenmis denklem sistemi ikinci mertebeden

olan tiim cebirler icin (4.219) tipinde bir denklem elde etmek miimkiin olmaktadir.
M +Ag(EM +A(E)M =0 (4.220)

yapisinda olan bu denklemler icin Ag,A; katsayr fonksiyonlar1 Cizelge 4.4’te

Ozetlenmistir.

Bu tipte denklemlerden elde edilen ¢oziimlere 6rnek olarak L3 1 cebiri i¢in elde edilen
denklem, yani
2a1

M =M — (P2 P =0 4.221)
a a

incelenecektir. Oncelikle P'(x) = % durumunu dikkate alalim. Bu durumda,

2a, P
M =20 (P _pyM =0 (4.222)
ap ap

seklinde Euler diferansiyel denklemi elde edilir ve y ¢oziimii de

W(x,1) = (M x"" +Mx™) exp (i(PyInx+Py)) (4.223)
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Cizelge 4.4: (4.220) denklemi icin katsayilar

Cebir Sabitler: a; = €y + Yf2, ao =y — € f2, b1 = 1+f22
Ly Ay —op

— &My 1 1 2§
= 11:2 Al i16 +£_b_22;_yz)/g—%_ﬁ—P' 7°P”
Li> Ag b @b _Zap

v v
i 3 L2, &b h h b
5:’“7 Aq (R T—i_%—i_fl_eﬁ_f)é_lz_gpl‘f—ﬁ p EVOPU
L3 Ap Z& p/
h

é =X A (h2 — 80_72)6_12 _P/2 t;(/)P//
Ly A £ p/

’ Y
L3 Ag 28 pf
E=bx—5 A1 —(Z+2P24+2pP)
Ls Ao _2apl

A -
E=x Al —(P?+3P")
L33 Ay —2p

. o
é =X Al _(P/2+ alP//+ 8}1}?;{2)

2 2
Las Ao 4$b1_4%—(§+ “l)g— P
3 / /
§=% A @I g G - 200 (4 ) a — (L4 )P
L36 AO 81611 8](‘ 26l1b1 /
é—x gt A (1+a1f2)g P — (1+a§,{2)b—b1P’2—%P”
Ly 4 Agp 2—0_(2+280J)%_@P/
v Y

_x 1 2 3¢ 1 enh 1 ) € 5 e
el A N A 204 TS A s L il
Ls 3 Ay —2p

’ Y
e A s ek S i 2

seklinde yazilabilir.

(4.221) denkleminin ¢oziimiinii, bahsedildigi gibi 6zel fonksiyonlar tiiriinden de elde

etmek mimkiindiir.

(4.220) denkleminde M (x)

yapilir ve y(x) fonksiyonu yeni bagimli degisken olarak segilirse,

denklemi elde edilir. Burada 26" + Ao = 0 segilerek y' terimi yok edilebilir. Oyleyse,
— open’ icin (4.221) denklemi, A2 = (

o(x)

oy + (20" +Ap0)y + (06"

+AQG/+A1(7)y =0

a)? 41 olmak iizere
y// _)VZP/Zy —0
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= o(x)y(x) seklinde bir doniisiim

(4.224)

(4.225)



seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimlerini, degistirilmis Bessel denklemi olarak
adlandirilan ve ¢oziimleri bilinen

d*v  dv

2 2 2

t"—+t——(t =0 4.226
2 + 7 (t“4+v7)v ( )

denkleminin ¢oziimleri tiiriinden yazmak miimkiindiir. (4.226) denklemine
doniistiiriilebilecek diferansiyel denklemler ailesini belirlemek iizere, t = p(x), v(t) =
q(x)y(x) gibi bir doniisiim diigiinelim ve y(x) yeni bagimh degiskenimiz olsun. Dikkat
edilirse (4.226) denklemindeki ilk iki terim t% (t%) olarak yazilabilir. p(x) = ax” ve
q(x) = x° segimiyle,

2s+1 1
y// + iy/ — _2 ((raxr)z -+ \/2]/'2 — s2>y = 0 (4.227)
X X

denklemi elde edilir. Yani, (4.227) tipinde bir denklemin ¢dziimii, y(x) = x*v(t) =
xSv(ax") seklinde (4.226) denkleminin ¢6ziimleri tiiriinden ifade edilebilir. (4.225)
ve (4.227) karsilastirildiginda,

s=—1/2, V¥@*=s>=1/4, (ar)> =A% Px)=Px +P,r#0 (4.228)

olmast durumunda uyumlu olduklar1 goriiliir.  Degistirilmis Bessel denkleminin

herhangi bir ¢6ziimii Ky (t) olsun. Oyleyse, (4.225) denkleminin ¢oziimii
y(x) = x'/2 K% (P()?L xr) (4.229)
seklinde elde edilmis olur. Sonug olarak, M fonksiyonu da

M(x) = opx'/Zexp (Z—l (Pox"+P1)) K1 (FoAx") (4.230)
2 r

olarak bulunur.

4.5 Kismi Integre Edilebilirlige Iliskin Sonuclar

Uciincii boliimde (3.1) denkleminin tekillik analizi icin denklem

iy + f(x,1) ity —i—g(x,t)u2v+h(x,t)u =0,

(4.231)
—ivy + p(x, 1) var 4 q(x, D )uwn? + r(x,£)v =0
seklinde kompleks eslenigi ile birlikte yazilmis, u,v fonksiyonlari i¢in
u(x,t) =Y uj(, )@ (x,1), v(x,t) =Y vi(x,1)®P (1) (4.232)

Jj=0 j=0
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seklinde bir seri temsili 6nerilerek, denklemin tiim ¢6ziimlerinin bu yapida olabilmesi
icin katsay1 fonksiyonlarinin saglamasi gereken denklemler elde edilmisti. Bir 6rnek
tizerinde de, bu kosullarin, denklemin 5 boyutlu bir simetri cebirine sahip olmasi
kosuluna denk oldugu gosterilmisti. Daha Once bahsedildigi gibi, Cizelge 4.1°de
verilen 4 boyutlu cebirlere ait kanonik denklemlerin katsay1 fonksiyonlari, Painlevé
testinin uygunluk kosullarin1 saglamamaktadir, dolayisiyla bu denklemler Painlevé
ozelligine sahip degildir ve integre edilebilir degildir. Boyle bir durumda, ¢oziim
icin Onerilen (4.232) serisi bir j = N indisinde kesilerek denklemde yazilirsa, uj, j <
N indisleri ve & fonksiyonu i¢in bir denklem takimi elde edilir. Bu denklemler
coziilebilirse, denklemin bir tam c¢oziimii elde edilmis olur. Buna denklemin
kismi integre edilebilirligi denmektedir. Denklem takiminda j = —a ve j = —f
diizeylerinde elde edilen denklemler, u_q ve v_g katsayilarinin (3.1) denklemini
saglamasi gerektigini sOyler. Bu da, j = N indisinde kesilmis seriyi denklem icin bir

Bicklund doniisiimii haline getirmektedir.

Painlevé testinde j = —1,0,3,4 rezonans indislerine karsihk gelen ® ve uj,v;
fonksiyonlarinin keyfi kalmasi beklenmekteydi. Oncelikle, bu diizeylerdeki denklem-
ler, bu fonksiyonlarin belli halleri i¢in saglatilmaya calisilmistir. Ancak, rezonans
denklemlerinden, ya @ i¢in kosul elde edilememekte, P-testinin sonuclarina denk
kosullar elde edilmekte veya rezonans diizeyinden elde edilen katsay1 fonksiyonlar1 ve
®, diger diizeylerdeki denklemleri saglamamaktadir. Dolayisiyla 4 boyutlu cebirlere
sahip denklemler i¢in i¢in bu yontemle tam ¢oziim ve bir Biacklund doniisiimii elde
edilememigtir. Ancak, yontem [69] referansinda verildigi gibi uygulandiginda seri

kesme yontemi bagarili sonu¢ vermistir.

Painlevé testine iligkin hesaplar hatirlanacak olursa, o ve [ Onciil islerinin
belirlenmesi i¢in, (4.231) denkleminde u ~ uy®* ve v ~ vo®P yazilir ve en kiigiik

mertebeden terimlerin dengelenmesi i¢in

a+B—=—2 (4.233)
ve
_ foo Pao
wro = —a(@—1)70l = —p(B -1’ (4.234)
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olmasi gerektigi goriiliir. Denklemin Painlevé 6zelligine sahip olmasi i¢in Onciil iislerin
tam sayilar olmasi gerektiginden, (4.233) denkleminden o = —1 ve § = —1 bulunur.
Bu asamada, ele alinacak denklemler zaten Painlevé testini gegmeyeceginden, o ve
B’nin negatif tamsay1 olma kosulu kaldirthip (4.233) ve (4.234) denklemleri birlikte
ele alinarak onciil iisler belirlendikten sonra seri kesme yontemi uygulandiginda tam

¢Oziim elde edilebilmektedir.

Seri kesme yontemi L, L3, L4 cebirlerine ait kanonik denklemlere basariyla
uygulanmistir. Lj, Ls cebirlerinde elde edilen agir1 belirli denklem takimlari uyumlu

degildir, tam ¢oziimiin elde edilmesinde yontem sonu¢ vermemistir.

4.5.1 L, cebiri icin seri kesme yontemi

L; dort boyutlu cebiri i¢in katsay1 fonksiyonlart f =1, g = (& +1iy)/x, h = (h +

ihy) /x* seklindedir. Seri kesme yontemi, bu fonksiyonlar1 kapsayacak sekilde
B B 1 B N |
f_ 1, g—(SO‘HY);, h_(hl—’—th);? a7b€R (4.235)
katsayilari i¢in uygulanacaktir. a # 1, b = 2 ise denklem
-2
T=20, D:ra,+§ax+“7pap, W =9 (4.236)

baz1 ile verilen iic boyutlu ¢oziilebilir Lie cebiri etkisinde defismez kalir. a =1

durumunda cebir dort boyuta genisler.

(4.233) ve (4.234) denklemleri birlikte ¢oziiliirse, ¥ # 0 i¢in

_ 2
U= —1-i5, Be—1+id: = 38°i2Vy8Y +9 (4.237)
bulunur ve (4.234) denklemi
30
vy = —7xa o2 (4.238)

kosuluna denk olur. Painlevé acilimi ilk terimde kesilerek (j = 0),
u(x,t) = uo(x,))®(x,0) ' 7 v(x,1) = vo(x,1)D(x,1) 1 HO (4.239)

yapisinda bir ¢6ziim Onerilecektir. u# ve v i¢in bu ifade (4.231) sisteminde yazildiginda
ortaya cikan @30 P2+ B 1+ terimlerinin katsayilar sifira esitlenirse, ug, v

ve @ icin her biri iki denklemden olusan 3 adet denklem sistemi elde edilir. &3+
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mertebesinde elde edilen kosul (4.238) denklemine denktir. &2+ katsayisin sifir
secilmesinden

i D, UQ x D,y -0 . D V0,x D,y
20,  uy 2P, ’

e, T 20,

0 (4.240)

denklemleri elde edilir. Bu iki denklemin farki alinir ve (4.238) kullanilirsa, ¢o(7) ve

01 () keyfi fonksiyonlar olmak iizere

Go()x' 75 +1(r), a#3,
d(x,1) = (4.241)

oo(t) In|x|+ ¢1(¢), a=3
bulunur. & i¢in bulunan bu ifade (4.240) denklemlerinde kullanilarak ug, vo

fonksiyonlar1 ¢oziilebilir:

uo(x,1) = Cy (£) x/° exp (— iy dx) , (4.242a)
20,
o/6 i®,
vo(x,1) = Ca(t) x*® exp /2(1) dx | . (4.242b)

Burada Cy(t) ve C;(t) integrasyonun keyfi fonksiyonlaridir ve iistel fonksiyonun i¢inde

kapal1 formda birakilan integral su sekilde ifade edilebilir:

)

SR -p+g). a3
j .1 0y 2 by 1
D= i i, a=-3, (4.243)
20,

'@ 2 ﬂ xH%

l|:¢04(1_§1)+ 02(1_(192):|7 a?é:F:S

Painlevé testi uygulanirken, u ve v fonksiyonlarina birbirinden bagimsiz gibi davranilir.
Ancak bu problemde, u,v ¢oziimleri aranan (4.231) sisteminin (3.1) denklemine
karsilik gelmesi icin gercekten v* = u olmalidir. Bu da Cy(¢)* = C;(¢) olmasim
gerektirir. Bu agsamada, @ 3+id diizeyinden elde edilen (4.238) denkleminde (4.241)

esitlikleri kullanilirsa, bulunan keyfi fonksiyonlar iizerinde

_%(1_%)2@%(1‘)7 a7é37
C1()* = (4.244)

_%q)(% (t)7 a=3
kosulu elde edilir. ®(x,7) reel fonksiyon olarak diistiniildiiiinde, % < 0 olmasi
gereklidir. Oyleyse (4.237)’de verilen & formiiliinde, koklii ifadenin isareti negatif

olarak sec¢ilmelidir:
_3en— /892
§— D VIrHY (4.245)
2y
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&1+ terimlerinin katsayilarin sifira esitlenmesinden elde edilen denklemler, a,b

sayilariin se¢imine gore farkli durumlarda c¢oziilebilmektedir.

(i) a=3 durumu. Mertebe denklemleri b = 2, hy = 1/4, hy = 0 olmasim

gerektirmektedir. Analiz sonucunda
up(x,t) = cv/x, ®(x,t) =kolnl|x|+k (4.246)

bulunmaktadir. Burada kg, k| reel sabitlerdir ve ¢ € C i¢in |c| = ko /— % kosulu vardir.

Dolayisiyla kesme yontemi ile bulunan ¢6ziim,

Cﬁ
u(xt) koln x| + &, exp (= i8In(koln x| + K1) (4.247)

seklinde yazilabilir.

(ii) a = —3 durumu. Sabitler iizerinde b = 2, h% = 3 4+ 4h; kosulu vardir. Mertebe

denklemleri ¢oziildiiglinde
uo(x,1) = cx THT | D(x,1) = kox® — 2hakot + (4.248)

bulunur. ko, k| reel sabitler olup ¢ € C i¢in |c| = 2kg —% kosulu vardir. Denklemin
¢Ozumii
c xn/2

1) = exp | iln
U ) = T e — 2iakor £K1) p<l (kox? — 2hakot + k1)

) (4.249)

seklinde olacaktir.

(iili) a# F¥3 durumu. Olduk¢a karisik olan iki mertebe denkleminin taraf
tarafa toplanmast ve farkinin alinmasiyla, bir tanesi nispeten irdelenebilir duruma

gelmektedir. Analizi gerceklestirebilmek icin, bu denklemi yani

Cl CZ a+3 d)O b 2a ¢1 —149%4p
2h - _“ i PR 3 :0 4.250
2+<C1+Cz+a—3¢o)x+a—3¢ox (4.250)

kosulunu, a,b’nin farkli durumlar i¢in gercekleyecek Ci, ¢o, ¢; fonksiyonlart diger

mertebe denklemi olan

al@a—6) 5., (Ci G\, 9 o7 2y
2+ B [ R a—
R T +(C1 Cz>lx 2(a—3)2 98"
3(a—6) ¢ 3 P\ 24
% _ % 4.251
+<2(a—3)2¢g 2(a—3)¢0>x @230

18 Pod1 A
_(a+3)(a—3>2<6 o2 +(a—3)%>x b
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kosulunu da saglamalidir.

(il.i)0=b=—-1+ %‘ + b durumu. a = 3 olmalidir. @’nin bu degeri icin (i)’de b =2
durumunda ¢6ziim bulunabilmisti.

gerektigi goriiliir.

(A) a # 0 durumu. ¢@,(¢) = k; seklinde sabit olarak elde edilir. (4.251) denkleminde
x~2 teriminin katsay1s1 dikkate alimirsa a = 6 olarak belirlenir. (4.251) ve (4.250) tekrar

ifade edilirse, sirasiyla

Cl G\ o,
2 e 2 IR - R 4.252
””(cl C2> 200" (4.252)
Qhy + -1 G +& +3¢0 0 (4.253)

C1 [0}

yazilir. (4.252) denkleminde x%’nin katsayisindan kg, k3 sabit olmak iizere
Po(t) = kst + ko (4.254)
ve (4.253) denkleminin integre edilmesinden
exp(2hyt)C1Cr93 =5, s = sabit (4.255)

bulunur. C; = C} oldugu hatirlanarak (4.244)’ten elde edilen |C)|*> = —%(])g dikkate
alindiginda, (4.254) ve (4.255) denklemlerinin birlikte gerceklenmesi i, = k3 = 0 ise
miimkiin olur. Cy(t) = ko, / —% exp (iK(r)) seklinde ifade edilirse, (4.252) denklemi

K(t) = hit + ko olmas1 gerektigini sdylemektedir. Ozetlenirse,

uo(x,1) = ko /—?x exp (it +k2)), @(x,t) =kox ' +ki (4.256)

ve denklemin ¢oziimii

36 X2
1) = koy | =22
ubet) = ko)

exp (i(hlt ~ Sin(kox '+ k) +k2)> (4.257)
olacaktir.
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(B) a = 0 durumu. Benzer sekilde analiz yapilirsa, i, = 0 kosuluyla ¢ (1) = ko, ¢1(¢) =
2

kit+ky, Cy (l‘) = ko / —% exp (iK(l‘)), K(l‘) = (hl — %)l—{-lﬁ bulunur.
0

36 , k2 k
o (x,7) = ko /—7exp [l<<h1 _ ?)z _ 2—k10x+k3>], ®(x,1) = kox + kit + ko
0
(4.258)

seklinde belirlenmis olur ve denklemin ¢dziimii

u(x,1) ﬂ p[i((hl—k—%)t—k—lx—51n(kox—|—k1t—|—k2)—|—k3)]

T koxtkit ke a2’ 2k
(4.259)
olarak ifade edilir.
(iii.iv) b # 0 = —1 + § + b durumu. Bu durum igin ¢6ziim elde edilememektedir.
(ii.v) b #0, -1+ 5+b#0,b# —1+% +b durumu.
(4.250) denkleminde her katsay1 sifir olmalidir:
hy =0, (4.260a)
a+3
CiC5 " =35, (4.260Db)
ad; = 0. (4.260c)

C, = C} ve (4.244) kosulundan, |C;|*> = —%(1 — $)?¢¢ oldugu hatirlanarak (4.260b)
tekrar ifade edilirse

201 = G20t (4.261)

olmasi gerektigi goriiliir. Coziimleme (4.260c) ve (4.261) dikkate alinarak a sabitine

gore li¢ farkli durum icin yapilmalidir.

(A)a=0(b+#{0,1}) durumu. (4.250) ve (4.251) denklemlerinin birlikte ¢oziimiinden
.k2

=y =0, 9o(t) = ko, 91(t) = kit +ka, Ci (1) = cexp(—gh 1), |e|* = = kg, c € C

bulunur. ug, ¢ fonksiyonlari

k k2
o (x,7) = cexp (- i(z—klox—f— ﬁz)) . D(x,1) = kox + kit + ko (4.262)
0

seklinde, denklemin ¢oziimii de

C . kl k%
H)=——— —i| =—x+—5t+ 6 In(k kit +k 4.263
u(x,t) PR exp[ l<2k0x+4k(2) + & In(kox + kqt + 2)” ( )
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olarak belirlenir.

(B) a # {0, 1} durumu. (4.250) ve (4.251) denklemlerinin birlikte ¢oziimiinden ¢ (z) =

ko, $1(t) = ki, i =hy = 0,a =6, C1(1) = ¢ ve |¢[> = 2243 bulunur.
up(x,1) =cx, ®(x,1) =kox ' +k (4.264)

olarak bulunmakta ve denklemin ¢6ziimii

sz

ko +kix

u(x,t) = exp ( i n(kox ! kg )) (4.265)

olarak elde edilmektedir.

(C) a=1(b # 2/3) durumu. Incelenen bu son durum, L; cebirinin grup degismez

denklemi yani a = 1 ve b =2 icin seri kesme probleminin basarili sonucunu verecektir.

(4.250) denkleminin saglanmasi i¢in, i, = 0 ve ¢; = k; gereklidir. (4.251) denkleminin
saglanmasi ise ancak b = 2 ve h; = 5/36 olmasi durumunda miimkiindiir. Bu degerler
icin (4.251) ve (4.250) tekrar ifade edilirse,

(G2 3G 20 (G-Gaf)io ae
0

bulunur. Ortak ¢oziimden @g (1) = (kot +ka) =%/, Cy(t) = c100(r) ve Ca(t) = cado(r)
sonuglarina ulagilir. (4.244) kosulu, |c{|> = %"5, c¢1 € C olmasini gerekli kilar. Bulunan
fonksiyonlar 6zetlenirse,

1/6 2

Cc1x . kox
1) = ) 4.267
g () (kot +kp)?/3 xp (l4(k0t—|—k2)) ( )
®(x,1) = (kot + ko) 2353 + &y (4.268)
ve denklemin ¢oziimii de
1/6 ) 2/3
c1x ) 0X X
1) = ————— —O0In(——5 +k
0 = 3 o U Gty ~ ™ iy )]

(4.269)

seklindedir.

Hatirlatma. L; cebirinin kanonik denklemi, SL(2,R) grup dontigiimleri etkisinde
degismez kalmaktadir. Grup doniisiimii, 7 zaman 6telemesi, D 6l¢ek doniisiimii
ve C| konformal doniisiimiin bileskesidir. Bu grup etkisinde (4.269), yine kanonik

denklemin bir ¢oziimiine doniisiir. (| tarafindan iiretilen konformal doniisiimden
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dolay1 bu yeni ¢6ziim, sonlu zamanda bir tekillige sahiptir ve patlama problemi 6rnegi
olarak incelenmistir. Bu tekil ¢dziimiin L, L., ve distriblisyon anlaminda patlama

karakterinin gosterilmesi miimkiin olmustur [70].

4.5.2 L; cebiri i¢in seri kesme yontemi

L3 dort boyutlu cebiri i¢in katsay1 fonksiyonlari
f=1+4+if, g=(e0+iy), h=0 (4.270)

seklindedir. Aslinda bu durum [69]’da icerilmistir ancak burada elde edilen sonuglar
[69] sonuclarindan elde edilememistir. f Onceki cebirden farkli olarak sanal kisim

icermektedir.

(4.233) ve (4.234) denklemleri birlikte ¢oziliirse, ¥ # & f> i¢in

a=—1-i8, B=—1+i,

5 SEtrh)E V(& + 1) +8(7—e0f2)? (4.271)
2(y—¢&0f2)

bulunur ve (4.234) denklemi
(4.272)

kosuluna denk olur. Painlevé acilimi yine ilk terimde kesilerek (4.239) yapisinda bir
¢Oziim Onerilir. u ve v icin bu ifade (4.231) sisteminde yazildiginda ortaya ¢ikan
@30 H2+8 H— 1+ terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesi yolu izlenecektir.

®3+0 mertebesinde elde edilen denklem (4.272) denklemine denktir. &~ 2+i0

katsayisinin sifir se¢ilmesinden

.q)t . Uo x . q)xx
—+2(1 — 1 =0 4.273
i 2014 if2) 5254 (14if2) G =0, (42730
.q)t . V0 x . cI)xx
—i— +2(1— — 1-— =0 4.273b
i 21 —if2) " (1) (4.273b)
denklemleri elde edilir. Bu denklemler
j b D
l+f22 t Uuo x XX 07 (4.2743)
2(1 +f2) b, uy 29,
—1 D D,
it B vox | Pu (4.274b)

21+ 2) D vy | 2Dy
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seklinde de ifade edilebilir. (4.273) taraf tarafa toplanarak integre edilirse ve ayn1 islem
(4.274) i¢in de yapilirsa, F; ve F, keyfi fonksiyonlar olmak iizere sirasiyla asagidaki

denklemler bulunur:

i
uovo(bv‘—g) ', = F (1), 4.2752)

f /q)t
—d) D, = B (1), 4.275b
CXP<1+f22 . X Jupvo®yx = Fa (1) ( )

vo = ug, kosulu altinda (4.272) denklemi

=—— 2/ 5P 4.276
y—&f 7 ( )

o ? 301413 s 2
olacaktir. Bu ifade (4.275a) denkleminin modiiliinde yerine kondugunda, ®(x,7) =
do(t)x + ¢1(¢) yapisinda olmasi gerektigi goriiliir. Diger yandan & bu yapida
oldugunda, (4.275b) denkleminde iistel terim x tiiriinden olmamalidir. Oyleyse
®, = 0 yani ®(x,7) = kox + k; olmalidir. Oldukga basitlesen mertebe denklemleri
¢oziildiigiinde, ug(x,t) = c € C, |c]> = —%ﬁ) 5 k3 bulunur. (4.271)’de verilen
0 formiiliinde karekokiin isareti negatif olarak tercih edilmelidir. L, cebirinin

grup-degismez denkleminin ¢oziimii de

u(x,t)

= riE Y ( - 161n(k0x+k1)) 4.277)

seklinde elde edilir.

4.5.3 L4 cebiri icin seri kesme yontemi

L cebiri i¢in yapilan analiz h(x,t) = ht—z icin tekrarlanirsa, i, = 1/2 icin

2

C X X
A= —— expli(X —8In(-= +k ] 4.278
ueet) = o P G Nt T41) (3.278)
bulunur.  Burada |c|* = —% kosulu mevcuttur ve o = —38.+ V7,8Yz+9 olarak

verilmektedir.
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5. KKS DENKLEMI SIMETRI CEBIRI SINIFLARI

5.1 Giris

Tez calismasinin bu boliimiinde,

iV + £, ) W H R () W+ g(x,0) WP+ g(x, 1) [ W+ A(x, )y =0 (5.1)

seklinde ele alinacak kiibik-kuintik dogrusal olmayan Schrédinger denklemi icin,

sonlu boyutlu Lie cebirlerinin siniflandirmasina iligkin sonuclar sunulacaktir.

Burada y kompleks degerli bir fonksiyon, f reel fonksiyon ve k, g,q,h fonksiyonlari
da k = ky(x,1) +ika(x,1), g(x,t) = gi1(x,1) +iga(x,1), q(x,t) = q1(x,1) +iga(x,t) ve
h(x,t) = hy(x,t) + ihy(x,t) yapisinda kompleks degerli fonksiyonlardir. Katsayilara
iliskin g # 0 veya g #Z 0 varsayimi kullanilacak, yani g1,g2,q1,¢> fonksiyonlarindan

en az biri sifirdan farkli olarak diisiiniilecektir.

(5.1) denklemi, fiziksel olarak onem tasiyan, tek uzay boyutunda iki denklemi icerir:
k = g = 0 durumu i¢in kiibik Schrédinger denklemi, k = g = 0 icin kuintik Schrodinger
denklemi. Ozel olarak f = 1, k= (N — 1) /x olmas1 durumunda (5.1) denklemi, N uzay

boyutunda
i+ AW+ g (D) WPy + () lw y +h(x )y =0, xeRY  (5.2)

kiibik-kuintik Schrodinger denklemine radyal koordinatin fonksiyonu olarak ¢6ziim
arandiginda elde edilir ve bu durumda x degiskeni radyal koordinati temsil eder (N >

2).

Kiibik NLS denklemi nonlineer optik modellerinde sik kargilagilan bir denklemdir.
Yiiksek yogunluklu optik malzeme oOzellikleri dikkate alindiginda, daha yiiksek
mertebeden nonlineer terimler denkleme ilave olur [71, 72]. Sadece kuintik tipte
nonlineerligin ortaya ¢iktig1 drnekler olarak [73] ve [74] gosterilebilir. Denklemdeki

katsayilarin zamana baglh oldugu durumla ilgili olarak [75, 76] incelenebilir. Kiibik
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nonlineerlik katsayisinin sadece konuma bagli olarak ortaya ¢iktigi bir durum da

[77]°de irdelenmistir.

5.2 Denklik Doniisiimleri ve Belirleyici Denklemler

(5.1) denkleminin denklik doniisiimii grubu &, (5.1) denklemini yapisal olarak

degismez birakan, ancak katsayilar1 degistirebilen doniistimlerdir.

Tanim 5.1 (5.1) denkleminin denklik doniisiimii grabu &, diferansiyel yapiy1 koruyan
(t,x,y) — (7,%, ) diizgiin doniisiimleridir. & doniigiimii (5.1) denklemini

W+ fWee + kW + 80120+ G 9* W +hy =0 (5.3)

haline getirir. Denklik doniisiimii tiirev terimlerini de8ismez birakirken, katsayi
fonksiyonlarimi degistirebilir yani denklemi yapisal olarak degismez birakir. Nokta
doniigtimleri simetri grubu, & grubunun denklemin katsayilarin1 degigsmez birakan
alt grubudur. Bu doniisiimlere izin verilen doniisiimler de denmektedir. Denklik
doniisiimlerini bulmak igin iki ayr1 yontem izlenebilir. Infinitezimal yontem, simetri
analizine benzer sekilde agr1 belirli bir dogrusal KDD sisteminin ¢oziimiinii gerektirir.
Dezavantaji, ayrik doniisiimlerin elde edilememesidir.  Dogrudan doniisiimiin

aragtirilmasi ikinci yontemdir ve burada da uygulanacaktir. Bu doniisiimler
y(x,t) =Y(X,7,p(x7), T=X(xt) 1=T(xt) (5.4)
seklinde arastirilirsa, X, 7°Q # 0 olmak iizere
E: 1=T(t), x=X(x1), wv=0(x1)y (5.5)

secilmesi durumunda denkleme terim ilave olmaz. Katsay1 fonksiyonlari

f= f )T.(’g , (5.6a)
3= g, (5.6b)
G= q‘TQ‘4, (5.6¢)
ﬁ:%(hﬂ%jthQkaQQx) (5.6d)
k= % (zxt + Xox + 21X % + kX, ) (5.6¢)
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seklinde doniisiir. Hesaplarimizi Q, ¥ ve ¥ i¢cin tamimlayacagimiz
Q(x,t) = R(x,1)e® ™),y =p(x,1)®™), §=pEio (57
seklindeki kutupsal degiskenler tizerinden gerceklestirecegiz.

Burada fonksiyonlar iizerinde énemli miktarda basitlestirme yapmak miimkiindiir.

X2 = f(z: 7 sesilirse, f =1 yapilabilecegi agiktir [24]. Oyleyse (5.1) denkleminde
genellikten yitirmeden f = 1 varsayilabilir. Bu durumda uzay koordinati doniisiimii

icin, &(¢) keyfi bir fonksiyon olmak iizere
X(x,t)=eVTx+E&(t), e€=FI (5.8)

secilmesi gerektigi agiktir.  Diger yandan, (5.1) denkleminde yine genellikten
yitirmeden k = 0 varsayilabilir. Bunun i¢in, (5.1) denklemindeki katsayilarin her
secimi i¢in k — O yapilabildigi gosterilmelidir. (5.6e) denkleminin reel ve sanal

kisimlart sifira esitlenirse,

R
2—= 4k =0,
R (5.9)
2XX0)C +X[ + k2Xx — 0
bulunur. R ve 6 bu iki denklemden coziilebilir. Dolayisiyla, (5.1) denklemi yerine

esdeger olarak

i+ Yoo + 80,0 WP W+ q(x,0) W[ u+ h(x, )y =0 (5.10)

seklinde kanonik formdaki denklemi incelemek miimkiindiir. Denklik doniisiimleri
simetri cebirlerinin analizinde biiyiik rol oynayacaktir. (5.10) denklemi i¢in denklik
doniisimii grubu &, (5.6a)-(5.6e) denklemlerinde f = f = 1, k = k = 0 yazilarak

doniisiim fonksiyonlarinin elde edilmesiyle bulunur:
& F=T@), i=eVIx+E&@F), e=F1, y=Ry(®)e®™y.  (5.11)

Burada Ry(f), n(¢) keyfi fonksiyonlar olup

: T &
T#0, Ro(t)#0, O(x,1)=——x>*——2=x+1(t
9 () = g7 @ = 5 )
olarak verilmektedir ve katsayilarin doniismiis hali
2 4 >
-8Ry _qRy - 1 , Ro
g=50 g=12. h:?[(hl—e,—e§+l(h2+170+9xx>] (5.12)
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seklindedir. R( fonksiyonu #’ye bagl oldugundan, 6 ise x’e gore ikinci dereceden bir
polinom oldugundan, bu doniisiimlerle bir potansiyeli 6zdes olarak sifir yapmak her

zaman miimkiin degildir. Doniisiim Oncesi ve sonrasi koordinatlara iligkin

p(E.0) = ‘; (Ox(}t))’ B(%,7) = 0(x,1) — 6(x,1) (5.13)

bagintilar1 mevcuttur.
Hatirlatma. g ve g fonksiyonlarinda x bagliligi yoksa g1 — 1 ve g1 — 1 yapilabilir.
Bilinen yontemler kullanilarak, (5.10) denkleminin simetri cebirinin
V =x(x,1)0c+7(t)d, +A(t)pdp + D(x,t)0e (5.14)
yapisindaki vektor alani tarafindan iiretildigi bulunur. ) ve D fonksiyonlar
x(x,1) = §x+ a(r), D(x,t) = §x2+%x+n(t) (5.15)

olarak verilmektedir ve bu fonksiyonlar

T8I+ X81x+ (2A+1)g1 =0, (5.162)
T8+ X 82x+ (2A+1)g2 =0, (5.16b)
Q1+ X q1x+ (4A+1)q =0, (5.16¢)
@2+ X q2x+ (4A+1)q2 =0, (5.16d)
Thi;+ xhix+th—D; =0, (5.16¢)
Thoy+ X hox+ thy + A+ ; =0 (5.16f)

belirleyici denklem takimini saglamalidir.

5.3 Simetri Cebirleri

(5.10) denkleminin Lie cebirlerini belirlemek i¢in, oncelikle V' vektor alanm1 denklik
doniistimleri kullanilarak miimkiin oldugu kadar basitlestirilmeye ¢alisilacaktir. Vektor
alanindaki bilinmeyen fonksiyonlar bazi1 durumlarda bu yolla yok edilebilmekte, bunun
miimkiin olmadig1 durumda da belirleyici denklemlerden coziilmektedir. Sonsuz
kiiciik iiretecin bu sekilde elde edilen birbirine denk olmayan durumlari, bir boyutlu

simetri cebirlerinin kanonik formlarin1 verecektir. Ayni basitlestirme yolu takip
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edilerek, diisiik boyutlu Lie cebirleri i¢in literatiirde mevcut siniflandirma kullanilacak
ve denklemin kabul edecegi maksimal simetri cebiri boyutuna kadar ilerlemeye
devam edilecektir. Diisiik boyutlu Lie cebirlerinin kanonik siniflar1 i¢in [78] referans

alimustir.

5.3.1 Sabit katsayili denklem icin simetriler
(5.16) denklemleri biitiin katsayilar
glx,t) =g1+igy, q(x,t)=qi+ig, h(x,t)=nh (5.17)
seklinde sabit oldugunda kolaylikla ¢oziilebilir.
1.) g # 0, g # 0 (kiibik-kuintik durum): Simetri cebiri dort boyutludur ve
01=3, Q=0 Q:i=19:+50, Q=0 (5.18)

bazi ile iretili. Coziilebilir bir cebirdir ve bir boyutlu Galilei cebiri gal(1)’e

izomorftur.

2.) ¢ =0, g # 0 (kiibik durum): Simetri cebiri bes boyutludur ve bazi asagidaki gibidir.

Q1 =0 +hdy, Qr=0, Q3=l3x+§3w, 04 = dg,
X 1 (5.19)
QS = Eax'i'tal - Epap +h1law.

Coziilebilir bir cebirdir ve bir boyutlu Galilei benzegim cebiri gs(1) ~ H; > {Q1,0s}’e

izomorftur, burada H; = {Q», 03, 04} Heisenberg cebiri nilpotent idealdir.

3.) ¢ #0, g = 0 (kuintik durum): Simetri cebiri alt1 boyutludur ve
X
Ql :at-l-hla(lh QZZa)M Q3:tax+§a(07 Q4:aw7

1 1 2
Qs = )z—cax +10; — Zpap +hitde, Qg =xt0y+170, — Etpap + (% +11%)
(5.20)
bazina sahiptir. Coziilebilir degildir ve
sch(1) = {Q1,0s,06} > Hi (5.21)

Levi ayrigimi ile verilen bir boyutlu Schrodinger cebiri sch(1)’e izomorftur.

{01,05,0¢} basit cebiri sl(2,R)’ye izomorftur.

h = hy 4 ihy, hy # 0 durumunda elde edilen simetri cebiri, dort boyutludur ve her g, ¢

icin (5.18)’e izomorftur.
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5.3.2 Bir boyutlu cebirler

Bir boyutlu Lie cebirini A} = {Q;} seklinde gosterelim. (5.1) denkleminin ti¢ farkli bir
boyutlu simetri cebiri vardir. Bu cebirler iirete¢ bilinmeyen fonksiyonlarinin degisik

durumlarina gore asagidaki gibi ele edilmistir.

() 7(t) = a(r) = 0. Sonsuz kigiik iiretec V = A(t)pdp + n(t)dy, yapisindadir.
g1,82,91,q2 fonksiyonlarindan en az biri sifirdan farkli oldugundan, dort adet
(5.16a)-(5.16d) denklemlerinin birinden A(¢) = O bulunur ve diger ii¢ denklem de
saglanmig olur. (5.16e) denklemi n(z) bir sabit ise saglanir, (5.16f) ise zaten
gerceklenmektedir. Oyleyse V

Al 01=0, (5.22)

seklinde basitlesir ve bir boyutlu cebirlerin kanonik formlarindan biri elde edilmis olur.

Bu durumda g(x,t), g(x,t) ve h(x,t) fonksiyonlari iizerinde herhangi bir kisit yoktur.

(ii) 7(z) # 0. & denklik doniigiimiinii V vektor alanina uygulayalim.
V = (V£)ds+ (Vi)o;+ (VP)Ip + (VD) dw. (5.23)

Parantez icindeki terimler V' vektoriiniin doniisiim fonksiyonlar: tizerindeki etkisidir.

Simdi V iiretecini nasil basitlestirebilecegimizi gosterelim. Vi = 7(t)T (¢) oldugundan,

1

0; teriminin katsayis1 7 = 7t~ ! secimiyle 1 yapilabilir Bu sec¢im sonrasinda

-2 4 Té bulunur, dyleyse ?j = —eqr /2 secilirse d; teriminin katsayisi

Vi=¢eat
sifirlanir. T ve & bu sekilde belirlendikten sonra
2

- - R() - o .
_ - Vo=n— — — 24
Vp—p(A T O), w=n ™ (5 )

seklinde hesaplanir. Oyleyse, r( bir sabit olmak iizere Ry(t) = roexp < i %dt) segilirse

dp terimi elenir. dg vektoriiniin katsayist da 1) = 2 — 2“7 secimiyle sifirlanir. Eski

koordinatlara donersek, bir boyutlu cebirler i¢in ikinci kanonik form
A?: 01=9, (5.25)

olacaktir. (5.16) belirleyici denklemlerin, g(x,7) = g1(x) +ig2(x), q(x,2) = q1(x) +
ig2(x) ve h(x,t) = hj(x) + ihy(x) seklindeki katsay1 fonksiyonlar1 i¢in saglanacagi

aciktir.
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Simdi Q iiretecini degismez birakan denklik doniisiimiinii bulalim. Q1, & etkisinde

01 = (Q1%)9x + (017)9; + (Q1P)9p + (Q1®) 9 (5.26)

bigiminde hesaplanir. Ilk olarak

exT .

Qif=E+—=, Qii=T (5.27)
2T
katsayilarina bakalim. T'(¢t) =7+ Tp ve & (1) = & olmasi gerektigi agiktir. Bu secimle
. Ry -
01p= —PR—(), 010 =-1 (5.28)

bulunur, 6yleyse Ro(t) = ro ve n(t) = 1o (sabitler) olmalidir. Sonug olarak,

£(01): T=ext&, T=t+Tp, p:rﬂo d=—w—1m (529
bulunmus olur.
(iii) 7(t) = 0, a(t) # 0. Bu durumda iireteg
V= a()ac+AWpFp + (Gt n(t) ) (5.30)
yapisindadir. Bir denklik doniigiimii uygulanirsa
Vi=ea(t)VT (5.31)

bulunur. Bu durumda € = 1 ve T = o~ segilirse d; teriminin katsayis1 V& = 1 yapilmis

olur. Bu ise (5.30) vektoriinde o (¢) — 1 yazmak gibidir, dyleyse esdeger olarak
V =0c+A(t)pdp +n(1)dw (5.32)

vektorii elde edilir. Tekrar denklik doniisiimii uygulanirsa, T'(f) = ¢ + Ty bulunur. dj
vektoriiniin katsayisi

VP =A(1)p (5.33)

seklinde degismez olarak kalmaktadir. Buraya kadar yapilan secimlerle dg teriminin
katsayisi '
V@ =n(t)+ % (5.34)

bulunur ve & = —2n(r) secilerek V@ = 0 yapilmis olur. Sonug olarak, denklik
doniigiimleri kullanilarak @ (¢) — 1 ve n(t) — 0 yapilmis olur ve bir boyutlu cebirler
i¢in {i¢iincii kanonik form
V =0dc+m(t)pdp (5.35)
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elde edilmis olur (A(r) keyfi fonksiyou yerine m(¢) kullandik). (5.16) denklemlerinden

g(x,1) = (g1(t) +iga(r))e 2™, (5.36a)
q(x,t) = (q1(t) +iga(1))e~ ), (5.36b)
h(x,t) = hy(t) +i(ha(t) — xmm(r)) (5.36¢)

seklinde g,q ve h fonksiyonlar1 belirlenir. Bununla birlikte, (5.36¢) fonksiyonunu
daha da basitlestirmek miimkiindiir. ¥ =x+ &y, 7 =1, p = p/Ro(t), @ = ® — n(t)
doniistimii etkisinde (5.35) degismez kalir. Bunun yaninda (5.12) formiiliine gore

(5.36¢) denkleminde verilen A

Rz, F) = h (1) — 0(r) +i<h2(t) — xii(t) + %) (5.37)

seklinde doniisiir. Oyleyse & = 0, 1 = hy ve g—g = —hy secilirse
A? i Q1 =0 +m(t)pdp,

g(x,1) = (g1(1) +iga(r))e ",

A (5.38)
q(x,1) = (q1(t) +iga(t))e” wm(t)
h(x,t) = —ixm(t)
cebiri elde edilmis olur. Q; icin denklik doniisiimii not edilmelidir
£(01): F=x+&, i=t, p:rﬂ &= —1p. (5.39)
0

Hatirlatma. Q| = d, tarafindan iiretilen faz degismezligi katsayilarin her durumu i¢in
denklemin bir simetrisidir, yani bir boyutlu maksimal simetri cebiridir. Dolayisiyla
daha biiyiik boyutlu simetri cebirleri, {Q; = dyp} cebirinin daha biiyiik boyutlara

geniglemesi olacak, elde edilecek tiim siniflarda bu iirete¢c bulunacaktr.

5.3.3 iki boyutlu cebirler

Iki boyutlu Lie cebiri {Q1,0>}, ya [Q1,0>] = 0 kosulunu saglayan Ay = A; @
A} = 2A; abelyen cebirdir veya [Q,0>] = Q; komiitasyon bagintisin1 saglayan
abelyen olmayan A, , cebirine denktir. iki boyutlu cebirlerin olusturulmasinda, énce
elemanlardan birinin (6rnegin Q) yukarida elde edilen kanonik formlardan birinde

(A%,A% veya A?) oldugu varsayilacaktir. Ikinci eleman V genel formunda kabul
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edilecektir. Komiitasyon bagintilari, belirleyici denklemler ve denklik doniigiimleri

bu ikinci elemanin kanonik formunu belirleyecektir.

Q1 = dy, Qr =V seger (V iireteci (5.14) yapisindadir) ve [Q1,V] = 0 kosulunu
kullanirsak, bu kosulun V’nin yapisi tizerine kisit getirmeden saglandiini goriiriiz.
Hatirlarsak Q; = dy, Kkatsayilarin her durumu i¢in denklemin bir simetrisiydi.
Dolayisiyla geriye, Q> = V’nin denklik doniisiimleriyle basitlestirilmesi ve sonrasinda
belirleyici denklemlerin ¢oziilmesi kalir. Bu ise tam olarak bir boyutlu cebirleri elde
ederken yaptigimiz seydir. A% ve A? cebirlerinin iiretegleri, 0, nin kanonik formlari
olacaktir.
Ay1: Q=00 Q=10
g(x,1) = g1(x) +iga(x), (5.40)

q(x,t) = q1(x) +iga(x), h(x,t) = hi(x)+ihy(x).

Aj1: Q1=0w, Or= o +m(t)pdp,
g(x,1) = (g1(r) +iga(r))e ™), (5.41)
q(x,t) = (q1(t) +iga(t))e ™™D, h(x,t) = —ixi(t).

Bu cebirlerin & gruplart sirasiyla A% ve A? ile aymdir.

Q1 = 0dy, liretecinin V genel elemani ile komiitasyonu sifir oldugundan iki boyutlu

abelyen olmayan cebirin gerceklenmesi miimkiin degildir.

5.3.4 Uc boyutlu cebirler

Birbirine izomorf olmayan 11 tane {i¢ boyutlu Lie cebiri mevcuttur. Bu cebirler
{01,02,03} seklinde gosterilirse, sifirdan fakli olmayan komiitasyon bagmntilart
asagidaki gibidir.

Coziillemez cebirler (Yari-basit durum)

Azz: [01,02] = 01, [02,03] = 03, [01,03] = 20>.

Aza: [01,02] = 03, [Q2, 03] = 01, [Q3,01] = 0a.

Coziilebilir cebirler

A3 1 =A1PAPA =3A1 (aynistirilabilir).
Azp=Ar2PA1: [01,0:] =01 (aynistirilabilir).
Aszs: [02,03]=0; (nilpotent).
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Aze: [01,03] =01, [02,03] = 01+ Q2.

Azz: [01,03] =01, [02,03] = Q2.

Azs: (01,03 =01, (02, 03] = —0a.

Azg: [02,03] =02, [01,03] =q0Q1 (0 <|qo| <1).

Az10: (01,03 =—02, [02,03] = 0.
Asqr: [01,03) = q0Q1 — 02, [02,03) = Q1 +900Q2, ¢o>0.

Ucg boyutlu cebirlerin insa edilmesi iki boyutlu durumda yapildig1 gibi gerceklestirile-
cektir. Oncelikle {01,0,} ciftinin, iki boyutlu durumda elde edilen kanonik forma
getirilmis oldugunu varsayacagiz. Qs vektorii V genel formunda kabul edilecektir.
Ilgili cebirin komiitasyon bagmtilari, denklik doniisiimleri ve belirleyici denklemler,

(miimkiinse) ii¢iincii eleman V’nin yapisim belirleyecektir.

Aél ve A%.I iki boyutlu cebirleri daha yiiksek boyutlu cebirlerin yapitaglar1 olacaktir.
Yukaridaki listeden goriildiigi gibi ii¢ boyutlu bir cebir basit bir cebirdir veya
coziilebilir bir cebirdir. Q) = dg her zaman cebirde bulunacagindan ve V ile
komiitasyonu sifir oldugundan, elde edilen iki iki boyutlu cebirden basit cebirlerin
gerceklenmesi miimkiin degildir. Coziilebilir cebirlerin tiimiiniin iki boyutlu abelyen
bir ideali vardir. Q1 = dg, Q> (5.40) veya (5.41)’de verildigi sekliyle ve Q3 =V genel
eleman olmak iizere ii¢ boyutlu bir cebiri {Q1, 0,03} seklinde gosterelim. Burada

{01, 0,} abelyen idealdir. Oyleyse komiitasyon bagintilari

[01,03] =0, [02,03] =a101+a20> (5.42)

seklinde olacaktir. a; # 0 ise bir baz degisimi ile her zaman a; = 0, a, = 1 yapilabilir.
Bu A3 5 ayristirilabilir cebiridir (elemanlarin numaralanisi farklidir). a, =0 ise, a; =0
durumunda A3 abelyen cebiri, a; = 1 kanonik durumunda da A3 s nilpotent cebiri

miimkiin olacaktir.

Simdi Aé.I ve A%.l iki boyutlu abelyen ideallerinden bu cebirlerin nasil gerceklenebile-

cegi gosterilecektir.

5.3.4.1 Abelyen durum

A;.l ile baslayalim. Q| = dg, Q2 = d;, Q3 = V olsun.
.oox . , x, X
(02, V] = (a+ ET)QX—I— td +Apdp + (n+ 506 + 3 T)dp =0 (5.43)
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kosulundan, iirete¢ fonksiyonlart 7(f) = 19, o(t) = ap, n(t) = no seklinde sabitler
olarak elde edilir. Oyleyse V = ayox + T00d; + Agpdp + node seklindedir. Bir baz
degisimi ile 79 — O yapilabilir. oy = 0 ise, (5.16a)-(5.16d) denklemlerinden birinden
Ao = 0 bulunur ve V = 9, elde edilir, ama bu Q; ile aymdir. o # O varsayalim.
V’yi dlgekleyerek o — 1 yapabiliriz, bu durumda V = d, +Agpdp + node olur. Bu
vektoriin katsayilar icin belirleyici denklemler ¢oziildiigiinde,

Q1 =0p, Q2=0;, Q3=0+apdp,

g(x,1) = (g1 +ig2) exp (—2ax),

(5.44)

q(x,1) = (g1 +ig2) exp ( — 4ax),

h(x,t) = hy +ihy, a,81,82,91,92,h1,hy € R
bulunur (sabitler farkli isimlendirildi). Burada h; ve h;, sabitlerini, Q; ve Q;’yi

degismez birakarak denklik doniisiimleriyle yok etmek miimkiin degildir.

Simdi ideal olarak A%.l’i alahm. Q; = dy, Q2 = d +m(t)pdp, Q3 =V diyelim.
Komiitasyon kosulu

o

T :
[Ql,V] = §3x— ”L'mpap + ( 5

+ ;—Ci‘)&w ~0 (5.45)

olarak elde edilir. (i) 7(r) = 0 ise, o(t) = o olmalidir ve V = otgdy +A(r)pdp +
n(t)d bulunur. Baz degisimi ile V vektorii V =V — apQ1 = A(t)pdp +n(t)de sekline
getirilebilir (A(r) keyfi fonksiyon). Belirleyici denklemler ¢oziiliirse V = g, bulunur
ancak bu durum da A3 | cebiri ile aymidir. (i) (¢) # 0 olsun. m(t) = mg, a(t) = ao,
7(t) = 7o bulunur. O zaman vektorler Oy = dx +mopdp, V = g0y + T00; +A(t)pdp +
n(t)de seklindedir. V olceklenerek 7y — 1 yapilabilir ve bir baz degisimi ile V =
V — 0902 = 9, +A(t)pJdp + n(t)de bulunur (A(¢) yeniden adlandirildr). Belirleyici
denklemler ¢oziiliince, A(7) ve n(z)’nin sabitler olmasi gerektigi goriiliir. Boylelikle
A%’e ait genisleme asagidaki gibi elde edilir
A%.l : Q1=0p, Q2=0+apdp, Qr=0 +bpdp,
§0,1) = (g1 +ig2) exp ( — 2ax+br)),
(5.46)

q(x,t) = (q1 +ig2) exp ( —4(ax+ bt)),

h(x,t) =0, a,b,g1,82,91,92 € R.
Denklik doniisiimii (5.39) gibidir.
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(5.44) cebirini abelyen cebir olarak listelemedik. Bunun sebebi

¥=x+&, i=t+Ty, p=pexp(ht), @=w—hit+no. (5.47)
doniisiimii uyarinca A%.l cebirine denk olmasidir ve iki boyutlu abelyen cebirlerin
listesinde icerilmemistir.
5.3.4.2 Aynstirilabilir durum

Al | ile baglayalim ve Q1 = dg, Q2 = 9, Q3 = V diyelim. Komiitasyon kosulu

2
[05,V] = (& + %f)&x + 20, +Apdy + (+ %a + %‘f)aw ~ 0 (5.48)
gerektirir. Vektor alani
V = (00 +2)ds + (t +70)9 +A0pdp + 100a (5.49)

2
olarak bulunur, tiim indisli terimler sabittir. V — V — 190, baz degisimi diisiiniilerek

7o = 0 varsayilabilir. (5.29) denklik doniisiimii uygulanirsa (€ = 1)

x—&o

V=
(o + 5

)05 + (T — T0)8,~+A0;58p +npdg (5.50)
bulunur. O zaman &y = 20, Ty = 0 secilerek ve belirleyici denklemler ¢oziilerek

A;.zi Q1=0dw, (=9, Q3=§3x+t3z+ap8p,

_ &1t+ig _qitiq i +il
g(xvt)_)m7 (xa )_x2(4a+1)7 h(xut)_ %)

(5.51)

bulunur, burada a, g1, g2,91,92,h1,hy € R sabitlerdir.

A3 | cebirinin genislemesini elde edelim. Q) = 9y, Q2 = dx +m(t)pdp ve Q3 =V igin
a

102,V] = 29— wipdy + (5

>0, + zf)aw — 0, (5.52)

kosulundan 7(¢) = 2(r + 1), m(t) = /2=, a(r) = 0 bulunur, Syleyse

Vit
szax+\/tmT°_T0pap, V= (x+ ) +2(t +70)d +A(t)pdp +1(1)dp  (5.53)

olmalidir. (5.39) dontisiimii ile ap = O yapilir. Belirleyici denklemlerden A(z) ve n(z)

sabit olarak bulunur:
a
Az, - = dp, =0+ —=p3,,
5200 Q1=0dw, O \/H—_bp b

glr) = SR o (22
’ (t+b)l+e 1+b

g(x ,):Mexp(—4aX> hor) = i—
Tl (1 b)trEe Vi+b/’ ’ 2(t+b)3/?

Q3 =x0,+2(t +b)0; +cp dp,

(5.54)
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5.3.4.3 Nilpotent cebirler

Az = {01,0>} abelyen cebirlerini [Q>,03] = Q) kosulunu saglayacak Q3 =V
tireteciyle genisleterek A3 5 cebirini gerceklemeye calisacagiz. Aél cebirinden
A%,s  01=0w, OQ=9, Q3= ax—l—apap + 10,
g(X,t) = (gl +l82> exp(_zax)7 Q(x7t) = <Q1 +iq2)exp(—4ax), (5‘55)
h(x,t) = x+hy +ihy, a,81,82,91,92,h1,hy € R
nilpotent cebirini elde etmek miimkiindiir. A%. 'den agagidaki iki farkli cebir elde
edilebilmektedir.
A%,s D Q1=0w, Qry=0d+apdp, Q3="2t0x+10;+bpdp+xdy,
. )
g(x,1) = (g1 +igo)exp (—2ax+ T—O(at —bt)), (5.56)

4
q(x,1) = (q1 +ig2) exp (—4ax+ T—(at2 —bt)), h(x,r)=0.
0

Burada 79 # 0,a,b,g1,82,91,92 € R sabitlerdir. 7y = 0 olmasi durumunda

A%.S : Ql = aa)? Q2 = ax: Q3 - Ztax +Xaa)7
(5.57)

glxt) =g1(1) +iga(r),  q(xt) = qi(t) +iga(t),  h(x,1) =0

cebiri ortaya ¢ikmaktadir.

Boylelikle ii¢ boyutlu cebirlerin siniflandirmasi tamamlanmaisg olur.

5.3.5 Dort boyutlu cebirler

Dort boyutlu Lie cebirlerinin bir listesi ve ilgili komiitasyon bagintilar i¢in [78]
incelenebilir. Dort boyutlu durumda birbirine denk olmayan dort adet cebir elde

edilmistir.

Coziillemez cebirler icin, A3 3 cebiri agikar olarak

X 1
A33DA1: Q1=09, Or= §8x+t8;—zp3p7

2

1 X
Q3:xt8x+t28,—§tp8p+zaw, Q4 = do,
ge,t) = (g1+ig)x™", q(x.t)=qi+ig, h(x,t)=(h+ihy)x >

(5.58)

geniglemesini verir. Coziilebilir cebirler ayristirilabilir veya ayristilamaz seklinde iki

gruptadir.  Aynistirilabilir cebirler gerceklenememektedir. Geriye ayristirllamayan
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cebirlerin analizi kalir. Oncelikle, A3 cebirinin Galilei itkisini iireten vektorle
yari-direkt toplami olan
01=0, Q2=0+bpdp, 0s=0. Q=10+,
8(x,1) = (g1 +ig2)exp(=2bt), q(x,t) = (q1+iq2) exp(—4br), (5.59)
h(x,t)=0, b,g1,82,q1,q2 €R
nilpotent cebirini not edelim. Eger f =1¢, ¥ = x, p = pexp(—bt), @ = o doniigiimii
uygulanirsa bu simif
Ag1: Q1=0p, 02=0y, Q3=0, Qs=to+ gaw;
glx,1) = (g1+ig2), q(x,1) =(q1+ig2), (5.60)
h(x,t) =ihy, T2,81,82,91,92 €R.
seklinde basitlestirilebilir. A%_S nilpotent idealinden ise iki tane ayristiritlamayan cebir
elde edilmistir. T1ki, bu nilpotent idealin 6l¢ek doniisiimiinii iireten bir boyutlu cebir ile

yari-direkt toplamidir

leaw, Q2:8x, Q3:2t8x+x8w, Q4:x&x+2t8,+ap8p,

g1+ig q1+iq> (5.61)
g(xvt): a7 ( ’t):thL—Za’ h(x7t):O'

f=t,5=x p=pt 1T9/2 @& = @ doniisiimii ile

A4.8 . Ql :&ah Q2:aX7 Q3 ZZIaX+xaw> Q4:xax+2tat_papa
. ' T (5.62)
g(x,t) =g1+ig2, q(x,t)=(q1+ig)t, h(x,t)= i

kanonik formu seg¢ilecektir, burada /i, bir sabittir. Digeri ise konformal doniistimii
ireten bir boyutlu cebir ile yari-direkt toplam yapisindadir

Ql :8607 Q2:aX7 Q3 :2tax+xaw;

1 2
04 = x10,+(1+12)9 — 5 (b+1)pdp + %aw,

) (5.63)
(x,1) = 81 +18 exp (barctanr),
V1412
q(x,1) = (q1 +ig2) exp (2barctant), h(x,t) =0
vei=t,x=x,p=p(1 +t2)_1/4exp(§arctant), ® = o doniigiimii ile
Agg: 01 = aﬁh O = ax; O3 = 2tax +X8a),
2
x
Q4:xt8x+(1+t2)8,—tp8p+z8w, (5.64)
h
) = (a1 i), ) =l +ig2) (147), hlr) = i

seklinde basitlestirilecektir.
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5.3.6 Bes ve alt1 boyutlu cebirler

(5.10) denkleminin daha yiiksek boyutlu cebirlerini bulmak i¢in, dogrudan belirleyici
denklemleri (5.58), (5.60), (5.62), (5.64) siniflar1 i¢in ¢6zecegiz.

5.3.6.1 A33® A cebiri

(5.16a)-(5.16f) denklemlerinden

(4A+1)x—2a)g1 = 0, (5.652)
(4A+1)x—2a)g, = O, (5.65b)
4A+t)g1 = 0, (5.65¢)
(4A+1)g = 0, (5.65d)
>hi+n+ %x+ gxz = 0, (5.65¢)
i—?hz —A— L—: =0 (5.650)

elde edilir. ki farkli durumu dikkate alalim:

(i) a(t) # 0 olsun. g; = go = hy = hy = 0 olmalidir. Bu, sifir potansiyele sahip sabit

katsayili kuintik durumdur. (5.65¢) denkleminden
t(t) =citoxt+est’, alt)=cst+es, nt)=cq (5.66)

elde edilir, burada c;, i = 1,..,6 sabitlerdir. g; ve g, ayn1 anda sifir olamayacagindan,
(5.65¢) veya (5.65d) A(t) = —1/4 = —(cp + 2¢3t) /4 olmasin1 gerektirir ve bu sayede
(5.65f) de saglanir. (5.14) V vektor alani alti adet sabit igerir, dyleyse Lie cebiri
asagidaki gibi alt1 boyutludur

Q1=0, Q= §9x+t9z - ipap, Q3 = X0, +170 — %tp % +%28w,
Q4=10y, Qs=to+ §3w, Qg = Ok, (5.67)
g(x,t) =0, gq(x,t)=q1+iq, h(xt)=0, gqi,q2€R.
(i) a(t) = Oise g1, 82,91, 9> sabitlerinden birinin sifir olmamast durumunda 44+t =0
olmalidir ve analizin devamu (i) ile aynidir ancak bu durumda ¢4 = ¢5 = 0 oldugundan

V vektor alaninda ¢y, ¢, ¢3, cg sabitleri yasamaya devam eder. Bu nedenle dort boyutlu

cebiri genisletmek miimkiin degildir, A3z 3 & A cebirinin kendisi elde edilir.
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5.3.6.2 A4 cebiri

Belirleyici denklem takimi

(2A+1t)g = 0, (5.68a)
2A+1)g2 = 0, (5.68b)
(4A+t)qg = 0, (5.68¢)
4A+1)g = 0, (5.68d)
s ;ﬁ'x N gxz . (5.68¢)
h2f+A+§ =0 (5.68f)

seklinde bulunur. (5.68e)’den 7(t) = c1 +cat +c3t2, ot(t) = cat +cs, n(t) = cg bulunur.
Uc ayr1 durum icin inceleme yapilacaktir.

(i) g1 =q2 =0, g2+ g5 #0. (5.68a) ve (5.68b) denklemlerinin birinden A = —%/2
bulunur. (5.68f) kullanilirsa

Dhycat + hacy — %3 —0 (5.69)

kosulu elde edilir. 4, = 0 ise yalmizca ¢z = 0 kosulu vardir, dolayisiyla vektor alaninda

bes tane keyfi sabit bulunur ve Lie simetri cebiri
Ql :a(lh sza)h Q3:ata
X X 1
Q4:tax+§a(1)7 QSZE x‘f‘tat_ipapu (5°70)
g(xat):gl+ig27 C](x,f):(), h(xat):07 glagZER
seklinde bes boyutlu olarak elde edilir. /&, # 0 ise (5.69) denklemi ¢, = c3 = 0 gerektirir

ve cebir dort boyutta kalir.

(i) g1 =g =0, q% + q% # 0. (5.68¢) ve (5.68d) denklemlerinin birinden A = —1 /4
elde edilir, (5.68f)’den ise
ho (62 + 2C3t) =0 (5.71)

kosulu gelir. 4; = 0 durumu (5.67)’de verilen alt1 boyutlu cebire karsilik gelir. 4, # 0

ise (5.71) geregince ¢y = c¢3 = 0 olmasi gerekir ve dort boyutlu cebir genisletilemez.

(i) g7 + 83 # 0, ¢} + g5 # 0. (5.68a)-(5.68d) denklemlerinden c; = c3 =0 ve A(t) =0

elde edilir. Dolayisiyla kiibik-kuintik durumda da cebir genislememektedir.
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5.3.6.3 A4 g cebiri

Belirleyici denklemler

(2A+1)g = 0, (5.72a)
(2A+1)g, = 0, (5.72b)
(t+(@A+1))q = 0, (5.72¢)
(t+(@A+ D)) = O, (5.724d)
n+%x+%x2 Y (5.72¢)
_Th_+ @+A+Z — 0 (5.72f)

seklindedir. ©(¢) = ¢ + cat 4 c3t%, a(t) = c4t + c5, n(t) = cg bulunur.

1) g1 =q>=0, g% + g% # 0. (5.72a) veya (5.72b) denkleminden A = —7 /2 bulunur ve
(5.72f)
(2hy — 1)cat*> — 2hpc; =0 (5.73)

kosulunu verir.

(A) hp = 1/2 durumu. ¢; = 0 olmalidir. Vektor alaninda beg tane keyfi sabit bulunur.
Bu durumda elde edilen denklem, denklik doniisiimleriyle (5.70)’te verilen denkleme

doniistiiriilebilir.

(B) hy # 1/2 durumu. hy # 0 ise ¢; = ¢3 = 0 olmalidir ve cebir dort boyutta kalir.
hy =0 ise (5.70) durumu oldugu asikardir.

(i) g1 = g2 =0, ¢7 + ¢35 # 0. A(t) fonksiyonu (5.72¢c) veya (5.72d)’den ¢oziilerek
(5.72f)’de yazildiginda
(1—4hy)(c; —c3t?) =0 (5.74)

olmasi gerektigi goriiliir. iy = 1/4 ise cy,...,cq sabitleri iizerinde bir kosul yoktur ve
alt1 boyutlu bir cebir elde edilir. Elde edilen denklemin (5.67)’de verilene denkligi bir
doniigiim ile gosterilebilir. hy # 1/4 ise ¢; = ¢3 = 0 olmahidir ve cebirde genigleme

miimkiin olmaz.

(iii) g7 + g3 # 0, g3 + g5 # 0. (5.72a)-(5.72d) denklemlerinden ¢; = ¢3 = 0 bulunur,
(5.72f) saglanir ve dort boyutlu cebir elde edilir.
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5.3.6.4 A49 cebiri

(2A+1)g = 0, (5.752)
2A+1)g = 0, (5.75b)
<2tr+(4A+f)(l+t2))q1 ~ 0, (5.75¢)
(2[’6+(4A+’L’)(1—l—t2)>q2 . (5.75d)
o T,
n+ 2x+8x = 0, (5.75¢)
t+hy [ t+h . T

_C L A+S = i

T[2(1+t2)]t+r[2(1+t2)}+ Ty =0 (575D

belirleyici denklemlerinden hemen 7(t) = | + cat + c3t?, a(t) = cqt +cs, n(t) = cg

bulunur.
(i) g1 =q2 =0, g7 +g3 #0. A(r) fonksiyonu (5.75a) veya (5.75b)’den ¢oziilerek
(8.75f)’de kullanilirsa

—(03 —c1— h2C2) +2(h2€3 —hye1+ Cz)t + (C3 —C1— thz)tz =0 (5.76)
bulunur. ¢; = 0 ve ¢; = c¢3 olmalhdir. Dort tane keyfi sabit elde edildiginden cebirin
boyutu dort olarak kalir.

(i) g1 = g2 = 0, g% + g3 # 0. Benzer hesaplarla (5.75f)’den
hy(e2t* +2(c1 —c3)t —¢3) =0 (5.77)

elde edilir. 4y # 0 ise yine c; = 0 ve ¢| = ¢3 olmalidir, cebirin boyutu dorttiir. 4, = 0,
ise cy,...,c¢ sabitleri iizerinde kisit yoktur ve alt1 boyutlu cebire genisler. Elde edilen

denklemin (5.67) durumuna denk oldugu gosterilebilir.
(111) Kiibik-kuintik durumda da daha genis bir cebir elde edilememektedir.
Bu boliimde elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Teorem 5.1 Degisken katsayili kiibik-kuintik durumda simetri cebirinin boyutu en
fazla 4 olabilir. Bu durumda elde edilen, birbirine denk olmayan dort adet denklem

sinift mevcuttur ve (5.58), (5.60), (5.62), (5.64)’te 6zetlenmistir.
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Kiibik denklem durumunda A4 cebiri hy = 0 igin, A4 g cebiri hy = {0,1/2} igin
5-boyutlu cebire genigler. Kuintik durumda, A3 3@ A cebiri g = h = 0, A41 cebiri

hy =0, A g cebiri hy = 1/4, A9 cebiri h, = 0 i¢in 6-boyutlu cebire genisler.

Teorem 5.2 Bes veya alt1 boyutlu simetri cebirine sahip degisken katsayili kiibik veya

kuintik bir Schrodinger denklemi, sirasiyla

g<x7t):gl+ig27 Q(x7t)207 h(x7t):07 glngGR (5'78)
veya

gx,1) =0, q(x,1)=q+ig2, h(x,1)=0, q1,92€R (5.79)
standart kiibik veya kuintik sabit katsayili denklemlere doniistiiriilebilir.  Simetri

cebiri ilk durumda Galilei benzesim cebiri gs(1)’e, ikinci durumda Schrodinger cebiri

sch(1)’e izomorftur.

5.4 Sabit Katsayilh Denkleme Doniisiim

Bu bolimde f = 1 i¢in (5.1) denkleminin sabit katsayili kiibik-kuintik denkleme
doniistimiinii gerceklestirecegiz.  Bunun i¢in denklik doniisiimlerini kullanarak,
(5.3)’'te

f=1, g=a+iay#0, =b+iby#0, k=h=0 (5.80)

olmasi durumunu elde etmeye ¢alisacagiz. Burada ay,ay, by, by reel sabitlerdir. f =1
X(x,t)=eVTx+E(), e=FI (5.81)

olmasini gerektirir. (5.6b) ve (5.6¢)’ye gore

R® R

g= (g1+igz)7 =aj +iay, g= (611+i612)7 =b+iby (5.82)

olmalidir. gy (x,7) # 0 varsayalim, bu a; # 0 olmasini gerektirir. (5.82) kosullarindan,

doniisiimiin miimkiin olmasi i¢in g ve ¢’nun yapisina dair

B a2 _ by +ib; g%(x,t)
g(x,1) —gl(x,f)(lﬂa]), q(x,t) = 2 ) (5.83)

bagintilar1 elde edilir. g, fonksiyonu gi’in bir sabit kat1 olmali, ¢ ile g7’nin oram
zamanin bir fonksiyonu olmalidir. Bu kosullar saglaniyorsa, doniisiim fonksiyonlari

T(1) = / YO)di, R(x.1) = (%) 2 (5.84)
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seklinde elde edilir. k = 0 kosulundan
Ry .
XX(ZE +ki)+i(X +2X,60,+ ko X,) =0 (5.85)
bulunur. Reel kisimin sifira esitlenmesinden

ki (x,) = 1% (5.86)
81

kosulu elde edilir. Sanal kisimdan ise 6 ¢oziilebilir:

I AT |
0(x,t) = 8}/x 28\/7)6 z/kz(x,t)dx—i-n(t). (5.87)

Bundan sonra, 7 = 0 kosulundan doniisiimii miimkiin kilan potansiyel bilesenlerini

asagidaki gibi elde ederiz

hi(x,t) = (13_6(1’)2 7)x2+<57’—57')x

Y _8y 2ey3/2
2 2 )
8lxx  8lx kz 1/ 5 .
A Y 5.88
+ 28] 4g% 4 2 2.t x+4'}/+rl, ( a)
g1y kogix 1 Y
h ) = == . —ky  — —. 5.88b
2(x,1) 2 + 21 + 5k 4y ( )

Sonug olarak, (5.83), (5.86), (5.88) kosullar1 saglaniyorsa, (5.1) denkleminin (f = 1)
standart sabit katsayil1 denkleme doniisiimii (5.81), (5.84), (5.87) formiillerinde verilen

X,T,R, 0 fonksiyonlar1 ile miimkiin olmaktadir.

Hatirlatma. k(x,r) = ¥ olmasi durumunda (5.86) denkleminden, keyfi bir G igin
g1(x,1) = G(t)x" olmas gerektigi goriiliir. (5.83) kosulu saglaniyorsa, sabit katsay1li

denkleme doniisiime izin veren potansiyelin reel ve sanal kisimlari

hi(x,t) = (%(Z)Z 7>x2+<57’—5}/>x

Yy 8y 26732
N(N-2) &2
Syt (5.892)
G .
ha(xt) = 5o- %/ (5.89b)

olarak elde edilir.

hy fonksiyonundaki x? teriminin katsayisi, T(¢) fonksiyonunun Schwarz tiirevi
cinsinden —{T';t}/8 seklinde ifade edilebilir. Bu demektir ki, eger potansiyelde

kuadratik terim yoksa, zaman doniisiimii {i¢ parametreye bagli Mobius doniisiimii
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olmalidir. Bunun, ¥ = T'(¢) esitligi ve (5.83) bagintis1 nedeniyle ¢ iizerine bir kosul

getirecegi not edilmelidir.

Hatirlatma. Kiibik-kuintik durumda dort boyutlu A33 & Ay, Asg ve Agg cebirleri
(5.83), (5.86), (5.88) kosullarinin tamamini1 saglayamaz, ve bu siiftaki denklemler
sabit katsayili kiibik-kuintik denkleme doniistiiriilemez. Aj4; smifindaki kanonik
denklem bu kosullar1 yalmizca hy = O icin saglayabilmektedir, bu ise asikar bir

durumdur.

5.5 Degisken Katsayih Radyal Tipte Kiibik-Kuintik Schriodinger Denklemi Icin

Simetri Indirgemeleri

Yukarida yapilan siniflandirmada elde edilen sonuglara gore, (5.1) denklem ailesinin
simetri cebirlerinin miimkiin en biiyilk boyutu altidir. Bu smiftan bir denklemin
simetri cebirinin boyutu bes veya alt1 ise, sirasiyla sabit katsayili kiibik veya kuintik
denkleme doniistiiriilebilir. Literatiirde sabit katsayili denklemlere iligkin calismalar
kullanilarak bu smnif denklemler icin ¢oziimler elde edilebilir [79]. Dort boyutlu
cebirler dort farklt durumda gerceklenmistir; bunlardan birinde kanonik denklem sabit
katsayili kiibik-kuintik Schrodinger denklemidir, diger iicti degisken katsayili denklem
aileleridir. Bu degisken katsayili kanonik denklem smiflarin1 bir doniisiimle sabit
katsayili hale getirmek miimkiin degildir. Dort boyutlu simetri cebirlerine sahip
denklemlerin adi diferansiyel denklemlere indirgemelerinin yapilmasi ¢oziimlerinin

irdelenmesi acisindan ilging olacaktir.

Simetri cebirleri, (5.10) esas almarak belirlenmisti. (5.10) denkleminde y =

xN/2y(x,t) doniisiimii yapilirsa,

. N
u/ft+wxx+;wx+g|w|2w+q|w\4w+hw=0 (5.90)

radyal kiibik-kuintik Schrodinger denklemi elde edilir (g, g,/ farklidir). Bu tipte bir

denklem,
- 2 4 _ N+1
W+ Ay + gl y+qly*y+hy =0, (x,7) e R" xR (5.91)

denklemine radyal koordinatin fonksiyonu olan coziimler arandiginda elde edilir.

(5.90) denkleminin indirgemeleri yapilirsa, (5.10) yaninda cok boyutlu problemin
117



radyal coziimlerini de kapsayacak sekilde sonuglar elde edilmis olur. (5.90) denklemi
icin dort boyutlu simetri cebirlerine sahip kanonik smiflar, bahsedilen doniigiimle
Cizelge 5.1°deki gibi elde edilebilir. Cizelgede go = g1 +ig2, g0 = q1 +iq2, ho =

hi + ih; seklinde sabitler gosterilmektedir.

Cizelge 5.1: (5.90) denklemi i¢in dort boyutlu cebire sahip siniflar

Cebir f 2 A
L ={T,D;,C;,W} gox"~! gox?V 12( N(N—2))
L= {P,B,Dz,W} goxN thXZN N(i\;z 2) +l.ht—2

N-2
Ly={PB,Co,W} gox"  qo(1+1)x*" ( 2 i (tf;hfz)

Simetri cebirlerindeki baz elemanlarin1 agsagidaki gibi not edebiliriz:

T=03, W=0y Pz&x—%p8p, th&x—zﬁxtpap-i-g&w, (5.92)
Dy = x0, + 210 — N—“pap, D, = §8x+t8t N+2pap, (5.93)

Cy = 3ty + 120, — N—“ 1o+ aa,, (5.94)

Cy = xtd + (1+1%)9, —N—H pa,,+ aa, (5.95)

Sabitler iizerinde Boliim 5.3.6’da elde edilen kosullar asagidaki Cizelge 5.2°de

Ozetlenmistir.

Cizelge 5.2: Sabitler iizerindeki kosullar

Cebir Kosullar
Ly (80, h0) # (0,0)
Ly (80,h2) # (0,0),  (q0,h2) # (0,0)
Ly (go.h2) #(0,%), (qo0.h2) #(0,{0,1})
Ly (80, h2) # (0,0)

Bu dort denklem sinifinin Cizelge 4.2°de verilen bir boyutlu cebirlerin optimal sistemi
altinda indirgemeleri elde edilebilir. Yapilan analiz ve elde edilen indirgemeler,

Boliim 4.3 ile paralellik gosterdiginden burada tekrar edilmeyecektir. Ulagilan
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sonuclara kisaca deginmek gerekirse, incelenen denklemlerin indirgemeleri birinci ve
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem takimlar1 olarak bulunmustur. Icerilen
sabitlerin 6zel durumlarinda ikinci mertebe denklemlerin baghiliginin kaldirilmasi
miimkiin olmugtur. Ancak tek bir denklem diginda Painlevé 6zelligine sahip denkleme

rastlanmamigtir. Ulagilan denklemler icin sayisal analiz 6nerilebilir.

Bu kistmda yapilan analiz bu tez ¢calismasindan ITU Dergisi icin hazirlanan makalede

detayl olarak sunulmustur.
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6. KP-BURGERS DENKLEMI SONSUZ BOYUTLU SIMETRI CEBIRLERI

6.1 Giris

Bu bolimde, p(y,7) # 0, g(y,t) # 0, r(y,t) # 0, o(y,t) # 0 olmak iizere degisken

katsayili

(s + p(y,t)utty + q(p,1) oy + 1(, 1)ty ) + G()’at)”yy 6.1)

+a(y,t)uy +b(y,t)uxy +c(y,1 )ty +e(y, )ux + f(y,t)u+h(y,t) =0
denkleminin grup-teorik 6zellikleri, sonsuz boyutlu simetri cebirlerine sahip olmasi
agisindan incelenecektir. Daha once bahsedildigi gibi (6.1) denklemi, ¢ = 0, r = r(¢)
icin (genellestirilmis KP denklemi) [54]’te, ¢ = ¢(r), r = 0 i¢in (genellestirilmis
Burgers denklemi) [55] te incelenmistir. g soniim ve r dispersiyon terimlerinin sabitler

olarak birlikte ortaya ¢iktig1 modellere iliskin [80] ve [81] 6rnek verilebilir.

Literatiirde integre edilebilirligi bilinen 2 + 1-boyutlu denklemler icin zamana bagl
keyfi fonksiyonlar iceren Kac-Moody-Virasoro tiirlinde simetri cebirleri tipik bir
ozelliktir. Ozel olarak denklemin, bu tipte bir simetri cebirine sahip olup olamayacag1
belirlenmeye calisilacaktir. Denklemin simetri cebirinde Virasoro cebirinin bir alt
cebir olarak ortaya ¢ikmasi, integre edilebilirligin bir isareti olarak diisiiniilmektedir.
Denklem bu tipte bir cebire sahip olmasa bile, sonsuz boyutlu bir simetri cebirinin
bulunmasi, Lie teorisinin araglar1 kullanilarak genis ¢6ziim siniflarinin elde edilmesine

imkan vermektedir [55].

Asagidaki analizde denklem Once nokta doniisiimleriyle kanonik forma getirilecek,
ardindan Lie cebirini belirleyen simetri iireteci, denklemin katsayilarindan bagimsiz
olarak keyfi fonksiyonlar tagiyacak sekilde belirlenmeye calisilacaktir. Bu sekilde,
sonsuz boyutlu simetri cebirlerinin tipleri ve karsilik gelen denklem siniflar1 belirlen-
mistir. Denklemi degismez birakan doniisiimlerde keyfi fonksiyon bulundugunda, elde

edilecek indirgemelerden bulunan ¢oziimler de bu keyfi fonksiyonlara bagli olarak
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zenginlik kazanir. Elde edilen smiflar i¢in Painlevé testi sonuclari, indirgemeler ve

tam coziimler sunularak sonuglar zenginlestirilmeye calisilmistir.

6.2 Denklik Doniisiimleri ve Belirleyici Denklemler

(6.1) i¢in denklik doniisiimleri

ult) = RODIETT) = s +-So001),
F=at)x+B0t), §=Y(1), i=T(), (6.2)
a£0, R#0 Y,#0, T#0

seklinde,

a c 20p? .
<ﬁ+_l7yy__2y_f>a:0 (6.3)
P P P

kosulu ile birlikte bulunur. Katsay1 fonksiyonlarinin doniismiis sekli asagidaki gibidir

S5 7 Ro a? o’
p(y ) p(y7 ) T ‘I(yf) _q(yat)Fa r(.y? ) r(y7 ) T )
2
5 (y,t) = 1)<
Gty =o(n)x,
1 R,
Cl(y,l’) = ﬁ{aYy—f—GYyy—f—ZGYyF},
. 1
b(y,f) = ﬁ{(b(x-l—ZGBy)Yy—I-OCYt}, (6.4)

e 1
é(3,7) = ﬁ{coﬂ + B+ pSoa® + o B +bafy},
. 1 .
é(y,r) = W{Roce —Ra+R,a+aRP, + oRPB,, +baR,+20R,B,},

“RT ——(fR+aR,+OR,,),

- 1 d [ & 1 /a\? ap
WMy, f)=—4{h— — — = S S So—e— + b2
(y,f) = kT 8z( )+p(a> + 680,y +aSoy+ fSo—e p+ }

Katsay1 fonksiyonlar1 tizerinde bir miktar basitlestirme miimkiindiir.
T
R(y,t) = — 6.5
(1) pr (6.5)
secilirse

p(y,i)=1 (6.6)

yapilabilir. Oyleyse her zaman esdeger olarak p(y,t) = 1 6zel durumu ele alinabilir

(tim denklik dontisiimleri yerine (6.1)’de u — R(y,t)u yazilarak da bunu gormek
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miimkiindiir). Bu basitlestirme ile (6.3) kosulu

of =0
haline gelir.
aT
v=lg

secildiginde ise

yapmak miimkiindiir. Dahasi, B (y,t) ve So(y,?) uygun sekilde segilerek
é<)77f) = il(fﬁ =0
seklinde yok edilebilir. Sonug olarak, (6.1) denklemi nokta doniisiimleriyle
(ut + uny + q(y, t)uxx + r()’a t)uxxx)x + Elyy

+a(y, ) uy +b(y, )y +c(y, D + f(3,1)u=0, €=FI

denklemine denktir. Bu sinif i¢in denklik doniisiimleri
T=a()x+B0,1),

F=T(),

y=eValy+y(), &=7FI,

T (04
= i x4 So(y.t
u=—ii——x+ o(»s1)

seklinde bulunur,

7

af =0, eﬁyy+aﬁy+a?—2dzo,
d o (01

SSO,yy "‘aSOJ + fSo = E(a) - (a)z

kosullar1 not edilmelidir.

6.2.1 Kanonik denklem

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.11) denklem smifinin belirleyici denklem takiminin, sonsuz boyutlu simetrilerin

incelenmesi i¢in oldukca zor oldugu goriilmiistiir.

durumunu ele alacagiz. Bu durum icin (6.4)’te T = a3 (¢) r(t) segilerek

F(F) = 1

Bunun yerine r = r(t) olmasi

(6.14)

seklinde bir basitlestirme daha yapilabilir ve belirleyici denklem takimi gorece ¢ok

basitlesir. Oyleyse inceleyecegimiz kanonik denklem sinifi

(ut + uuy + Q(yat)uxx + uxxx)x + Eutyy
+a(y,t)uy +b(y, gy +c(y, e+ f(1,1)u=0, €=7FI
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olur ve denklik doniistimleri

i:a(t)x—}_l}(yat)? )7:800€2y+')/(l), 80::F17
~ ; (6.16)
t:/a3(t)dt, U= azﬁ—gx+50(y,t)
asagidaki kosullar saglar
d, o ., (6.17)
€S0,yy +aSo,y+ fSo = E(a) - (a) :

6.2.2 Ozel durumda kanonik denklem

Daha sonraki hesaplarda kullanilmak iizere (6.15) icin ¢ = ¢(t) ve a = f = 0 ozel
durumunda bagka bir basitlestirmeyi not edelim. f 6zdes olarak sifir oldugundan o(¢)
iizerinde bir kosul yoktur ve o(t) := g(t) secilerek (6.4)'te § = qa®/T = q/o = 1

yapilabilir. a = 0 varsayilir ise kanonik denklem
(g + Uty + Uy + U ) x + Eltyy + (¥, )ty +c(y,1)ury =0, €=+l (6.18)

seklini alir ve denklik doniisiimleri
i:x—i_ﬁl(t)y_{—ﬁZ(t)v )7:8()Y+Y(l)a

f=1+T, u=i+S8(r)y+S(t)

(6.19)

olur.

6.2.3 Simetri iireteci ve belirleyici denklemler

Denklik doniisiimleriyle elde edilen kanonik denklem (6.15) i¢in simetri iiretecini
V=10,+&d+nd+¢9, (6.20)

seklinde gosterelim. 7,&.1m,¢ katsayilari 7,x,y,u degiskenlerinin fonksiyonudur.
Denklemde mevcut katsayilar1 icermeyen belirleyici denklemler ¢oziildiigiinde, V'’ nin

yapisinin

V= t(1)a,+ (3x+§0<y,t>) 9, + (gnyrTlo(t)) 3, + (—%r‘w fx+s<y,z)) 9

3 3 3
(6.21)
seklinde olmasi gerektigi goriiliir, burada
2. 2
S(,t) = —tcr — (3 Ty+no0)ey + 8o + by — 2t (6.22)

3 3
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olarak bulunmustur. Geriye kalan belirleyici denklemler asagidaki gibidir

t(q+ 2yqy) +37q: +3N0gy =0, (6.23)

3ta; + (2ty+3n0)ay, +2at =0, (6.24)

—31jo — 2y% + 3th, + (2ty +310)by + bt — 6€&y, =0, (6.25)
t+3a&, +3e&y,, =0, (6.26)

fi=0, (6.27)

4ft43£T+ fy(2ty+31M0) =0, (6.28)

T +3fS +3aS, + 3¢Sy, = 0. (6.29)

6.3 Simetri Cebirleri

6.3.1 Virasoro tipinde simetri cebiri

Yukarida verilen belirleyici denklemlerden (6.24)-(6.29), ¢ = 0 durumunda [54]’te
elde edilen denklem sistemi ile aynidir. Denkleme dahil edilen g(y,?)u,, terimi igin
ek olarak (6.23) kosulu bulunmustur. [54]’te yapilan analiz takip edilecek ve elde
ettikleri sonuglar (6.23) kosulu ile birlikte saglanmaya calisilacaktir. Virasoro tipinde
sonsuz boyutlu bir simetri cebirinin ger¢eklenmesi i¢in (6.23)-(6.29) denklemleri 7(z)
tizerinde herhangi bir kosul olmadan saglanmali, yani V tarafindan iiretilen zaman

doniistimii keyfi bir fonksiyon olmalidir.

(6.27) denklemi f’nin 6zdes olarak sifir olmasini gerektirir, aksi halde 7(¢) dogrusal bir
fonksiyon olmahdir. f(y,#) = 0 i¢in (6.28) saglanmaktadir. (6.24) denklemi a(y,) =0
veya ag # 0 ve A(z) keyfi bir fonksiyon olmak iizere a(y,7) = ao/(y+A(t)) ise saglanir.
Oncelikle

a(y’t)_y—i—l(t)’ a();é() (6'30)

durumunu ele alalim. (6.24) denkleminden
1 .
No(t) = §(2f7L —311) (6.31)

bulunur. a(y,t) ve 1o(z) (6.26) denkleminde kullanilirsa &y (y,7) ti¢ farkli sekilde elde
edilir. Ancak her ii¢ durumda da (6.25)’te 7(r) fonksiyonunun keyfi kalmasi miimkiin

degildir ( [54] referansinda verilmis olan hesap detaylarini burada tekrarlamiyoruz).
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Dolayistyla a(y, ) ’nin bu durumu igin Virasoro tipinde bir simetri cebiri elde edilemez;

a(y,t) = 0 olmalidir. Bu kez (6.26)’dan

€.
So() = =B +u()y+§(0) (6.32)
bulunur ve (6.25) denklemi
—6eU — 3N+ bT+3Noby +2ythy +37h; =0 (6.33)

haline gelir. En ¢ok b, = b;(t) olabilir, ancak bu (tb;) = 0 gerektirir ki by # 0 ise T
keyfi kalamaz. Dolayistyla by, = 0, yani b = b(t) olmalidir. Buradan

u(t) = ¢ (bt +3th —3ik0) (6.34)
bulunur. Bu sonuglar (6.22) ile birlikte (6.29)’da kullanilirsa
21(3cyy + yCyyy) +3M0Cyyy + 3TCryy =0 (6.35)

kosuluna ulagilir.

(1) ¢1yy = 0 durumunda, ko bir sabit olmak iizere
c(vt) = koy* + c1(1)y + co(r) (6.36)

yapisindadir ve (6.35) denklemi 7 keyfi olacak sekilde ancak ko = O ise saglanir. Bu

durumda [54]’te bulunan ¢(¢) fonksiyonu elde edilmis olur.
(i1) 3cyy +ycyyy = 0 durumu. Bu kez
) = 2 ey el (637)
elde edilir. (6.35) kullanildiginda goriiliir ki
3cono —ytér =0 (6.38)

olmalidir. ¢; = 0 6nceki durum ile aynidir. ¢; # 0 ise Mo(¢) = 0 ve ¢p(t) = Iy yani bir

sabit olmalidir. Sonugta

l
c(y,t) = ;0 +c1(t)y+eo(t) (6.39)
bulunmus olur. Burada
keyfi < [p=0,
o) = { o L i 20 (6.40)
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oldugunu not edelim. Son olarak (6.23) denkleminin saglanmasi kalir:
t(q +2yqy) +37q: +31M0gy = 0. (6.41)

g+ 2yqy =0 ve g; = 0 olmaldir. Oyleyse g bir sabit olmak iizere g(y,r) = qo/+/y

olmalidir ve bir tek
gono(t) =0 (6.42)

kosulu kalir. g(y,t) # 0 varsayildigindan, 1no(¢) = 0 olmalidir. Bu béliimiin sonucu

asagidaki iki teoremle 6zetlenmistir.

Teorem 6.1 Kanonik genellestirilmis KP-Burgers denklemi (6.15) ancak ve ancak

I
):%, b=b(t), czco(t)+cl(t)Y+;o (6.43)

ise Virasoro tipinde bir simetri cebirine sahiptir.

a=f=0, gt

Teorem 6.2 Kanonik genellestirilmis KP-Burgers denklemi

/!
(uy + vuy + @uxx + txx)x + Etyy + b(t )ty + (co(t) +c1(t)y + ;O)uxx =0, (6.44)

VY
e =21,y € Rve b(t), co(t) ve ci(t) keyfi diizgiin fonksiyonlar olmak iizere, sonsuz
boyutlu bir Lie nokta doniisiimleri simetri grubu altinda degismezdir. Lie cebiri, 7(7)

ve £ (1) keyfi diizgiin fonksiyonlar olmak iizere
V=T(1)+X(&) (6.45)
seklindeki bir vektor alani ile temsil edilir, burada
T(t)=r1(t)d + é[38[§y1 + (2x + eby)t — £%y*] 0,
+ %i‘yay - é{[—6c‘o +3ebb + (—6¢1 +3eb)y|t
+ [—du+eb® —4co+4(eb—2c1)y|t 4+ (2x — eby)t —y*TYd,,  (6.46)
X(8) = &(1)9x+ (1) (6.47)

olarak verilmektedir.

Hatirlatma. Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 gg = O icin de gecerlidir, dolayisiyla
[54]’te ele alinan durum i¢in farkli kanonik smiflar olarak not edilmelidir. [54]’te

incelenen go = 0 durumunda, vektor alaninda ii¢ tane keyfi fonksiyon bulunmaktadir.
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Bunlarin iki tanesi burada elde edilen T(7) ve X(€) ile aymdir. Ucgiincii keyfi
fonksiyon 19 (7)’den bagka bir sey degildir, ve yukaridaki analiz gostermektedir ki
Mo(t) = 0 seklinde kisitlanmasi (6.44) denkleminde gouxxr/+/y Ve iy, /y terimlerinin

yasamasina izin vermektedir.

(6.44) denkleminin (6.16) denklik doniisiimleriyle daha da basitlestirilmesi
miimkiindiir. « = f = 0 oldugundan (6.17) kosullar (1) = < (%) — (%)2 olmak iizere

Y]

ﬁ(y,t)z—%yhrﬁ](t)wrﬁz(t), So(y,t)zgx(t)y2+51(t)y+52(t) (6.48)

seklinde formiile edilebilir. (6.4) kullanilarak

b(7) :% (eoba® +2g0e By + V), (6.49)
é(y,1) =IOO;_2 +a oo + afy +S$0% +eBf +bap)
+a (10 + af; +S,02 =20, —ebad)y
+a_4s(—%ad+%azx+a2)y2 (6.50)

oldugu goriiliir. y uygun sekilde segilerek 5(7) = 0 yapilabilir. Iy # 0 ise a*(t) = ||
secilir ve [y = F1 yapilir. Bu halde y? katsayis1 sifir olur ve y°, y carpanli terimleri yok
edecek sekilde Sy (¢) ve S»(r) fonksiyonlari bulunur. /y = 0 durumunda da () sabit
olarak secilir ve aymi ifadeler gecerlidir. Sonug olarak (6.44) denkleminde esdeger
olarak

b(t) =co(t) =c1(t)=0 (6.51)

varsayilabilir.

6.3.2 Kac-Moody tipinde simetri cebiri

(6.23) denkleminden goriiliir ki 1o(¢) fonksiyonu ancak ve ancak ¢, = 0 yani g = ¢(r)
ise keyfidir. Bu durumda (6.23) kolaylikla ¢oziilebilir. Ancak bu denklemi bir kenara
birakalim ve analize diger denklemlerden baslayalim. (6.24)-(6.29) denklemleri
[54]’te verilenler ile aynm1 oldugundan, hesaplamalarin detaylarina girilmeden analiz
sonucunu ifade etmek gerekirse sdylenebilir ki (6.24)-(6.28) denklemleri 1o (¢) keyfi

olacak sekilde ancak

€ € : : :
Eo(y,t) = —gry2+v(t)y+§(t), v(t) = 6(—3n0+3fcb0+3n0b1 +bot), (6.52)

b(y,t) =b1(t)y+bo(t), (tb1) =0, alyt)=rf(yt)=0 (6.53)
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ise ¢oziilebilir. a = f = 0 bulundugundan, analiz edilecek kanonik sinif (6.15) yerine
(6.18) denklemidir. Denklik doniigiimlerinin (6.19) ile verilmis oldugunu not edelim.

(6.23) denkleminde ¢(¢) = 1 yazilirsa 7(¢) = 7 sabit olarak bulunur. (6.29) denklemi

seklinde basitlesir.  ¢(y,#) = co(t) + c1(t)y + c2(t)y* olmasi gerektigi aciktir.

Saglanmasi gereken bagintilar olarak geriye
T9b; =0, Tocr =0 (6.55)
kalir.

(1) 7o = 0 1se, [54]’te bulunan simetri cebirinin aynist elde edilir. Sonucu bir teorem

olarak asagidaki gibi ifade ediyoruz.

Teorem 6.3

(Up + Uty + Uy + U ) x + Ettyy + (b1(2)y + bo(2) ) ttxy 656
+ (CZ(t)yz + Cl(t)y+C0(t>)uxx =0

denklem ailesi, € = £1 ve bg,b1,cp,c1,c2> zamanin keyfi fonksiyonlari1 olmak iizere,
iki keyfi fonksiyona bagli sonsuz boyutlu bir Lie nokta doniisiimleri grubu altinda
degismezdir. Lie cebiri Kac-Moody yapisindadir ve & (¢) ve 1(¢) diizgiin fonksiyonlar

olmak tizere

V=X(&)+Y(n), (6.57)
X(§) =& +&0, (6.58)
€ .
Y(n) = 2y(=n+b1m)o:+ndy+{[-2c2n
e . ) € ' (6.59)
+ 3 (=l b +bin)ly —ein + Sbo(=1 +bin) 1o
seklindeki bir vektor alani ile temsil edilir.
(6.19) doniisiimleriyle
bo([) :Co(l‘) :Cl(t) =0 (6.60)

yapilmast miimkiindiir.

Hatirlatma. Bu sonu¢ gostermektedir ki, genellestirilmis KP denklemi [54] ve
genellestirilmis Burgers denkleminin [55] Kac-Moody simetri cebiri (6.58)-(6.59),

esasinda bu iki denklemi kapsayan KP-Burgers denkleminin de degismezlik cebiridir.
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(ii) 7o # 0 icin (6.60) basitlestirmesi dikkate alindiginda by (1) = k1, c»(t) = k» seklinde
sabitler olarak bulunur. Dolayisiyla

(ut + Uty + Uy + uxxx)x + Euyy + kiy Uxy + k2y2uxx =0 (6.61)

denkleminin, (6.58) ve (6.59)’a ilaveten asikar T = d; simetrisi oldugu not edilir.

6.3.3 Simetri cebirinde bir fonksiyon

Son olarak 7(¢t) ve mo(¢) fonksiyonlarmmin belirleyici denklemlerce kisitlandii,

&o(y,7)’nin ise keyfi oldugu durum incelenecektir.
T=0, Mo=0, &(1)=&(r) (6.62)
olmas1 durumunda (6.23)-(6.28) denklemleri saglanir ve (6.29)
fE=0 (6.63)
seklini alir. Oyleyse & (¢) keyfi bir fonksiyon olmak iizere
X(8) =&(1)a: +E (1) (6.64)

vektor alami, f(y,t) = 0 ve her a(y,t), b(y,t) ve c(y,t) fonksiyonu igin (6.15)
denkleminin Lie simetrilerini iiretir (bu ifade uyy, teriminde bir r(y,t) katsayisi

bulundugunda da dogrudur).

f # 0 olmasi durumunda (6.25), (6.28) ve (6.29) denklemleri keyfi fonksiyon sansi
birakmamaktadir [54].

Teorem 6.4. (6.11) denklemi f(y,z) = 0 ve keyfi a,b,c,q,r icin (6.64) tarafindan

diretilen sonsuz boyutlu bir abelyen grup altinda de§igsmez kalmaktadir.

6.4 Bazi1 Uygulamalar

6.4.1 Virasoro durumu icin indirgeme

(6.44) denklemi i¢in (6.51) varsayimmi ile indirgenmis denklem elde edilecektir.

exp(T(7) +X(&)) grubu etkisinde degismez kalan ¢6ziim
o € apa [ —4/3 _ =32
p=xt 7+ cET Ty E(s)t(s) *ds, 6=y /"1,
0
S

T

c (6.65)
u=1"wp,0)— E‘L'_zyz(&c‘ﬁ —2tH) +

x’L’+
31
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seklindedir, burada w fonksiyonu

Wpppp +400"*wppp + 1007 P wpp +wwpp +wp
15¢ 9¢
+ 797/3W9 + ZGIO/SWQQ =0

denklemini saglar. Bu denklem X; = dp, X> = pdp — 36dg — 2wd,, tarafindan iiretilen

(6.66)

iki boyutlu bir simetri cebirine sahiptir. X; etkisinde degismez kalan ¢6ziimlerin elde
edilmesi kolaydir.

w(8) = wo+w 0723 (6.67)
bulunur ve u(x,y,t) iki keyfi fonksiyona baghdir. X; etkisinde degismez kalan ¢oziim
w(p,0) = 0>PF(z), z=p6'/> (6.68)

yapisindadir, burada F(z) fonksiyonu

€ e
F™ 4 goF" + (lo+ ZZZ)FN + ZZF/+ (FF/)/ +2eF =0 (6.69)

denklemini saglar. Ne yazik ki, genel durumda bu denklemin tam ¢oziimlerini

bulamadik.
Sunu da not etmek gerekir ki u ¢oziimii lizerinde
) ) 1 ) 4 1
C=T({t")=t0+ 6(4Xt —2&y°) ok + §ty3y + 6(4x — ut)d, (6.70)

tarafindan iiretilen alt grubun projektif etkisi A grup parametresi olmak iizere
t(1—2A)7 1,

y=(1-25)"*y,

i

2 2
F=(1-a) B+ 888X a5, (6.71)
317 314
2, eyt A e Ayk
e (1 a0t 2t EY € Ay -
i=(1—At) {u+3Q+3t)1_l{+6“_102Mt 2)}

seklindedir. Yani, u(x,y,t) bir ¢oziim ise (6.71) de denklemin diger bir ¢oziimii olur.

6.4.2 Kac-Moody durumu icin indirgeme

exp(X (&) +Y(n)) simetri grubu etkisinde degismez kalan ¢oziim

U= E <b+b2— %) —c}y2+%y+F(z,t),
| (6.72)
2=xt (bt %)y2 - %y
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yapisindadir. Burada (6.60) basitlestirmesi kullanilmig ve by(t) = b(t), c2(t) = ¢(t)

seklinde yeniden adlandirilmistir. Indirgenmis denklem

2 . .o
1 1/.
(F; +FFZ+EZ+I§ZZ)Z+8§—2FZZ+—<Q —b)FZ—28c+ —<b+b2— ﬂ) —0 (6.73)
n 2\n 2 n
olarak bulunur. F7; terimi
L ~ , £2
F(z,t)=F(Z,1), Z=z+P(t), f=t, B(t):—em (6.74)
doniigiimii ile elenebilir. 77/1 = b segildiginde de
(Fi + FE A4 Fp + Fpp), = 2¢c(t) (6.75)

denklemine ulagilir.

6.4.3 Painlevé ozelligi ve bir tam ¢oziim

PainleveTestV2.m [82] paketi kullanilarak (6.11) denklemine Painlevé testi uygulan-

mis, denklemin
q(y;t) =a(y,t) = f(y,1) =0, b(y,1) =bo(r) +b1(1)y,

) =roexp (5 [bi(o)ar), ent) =5 (3534b1 )7 10y o)

(6.76)

olmas1 durumunda testi gectigi goriilmiistiir. r yalnizca ¢’ nin fonksiyonu oldugundan 1
yapilabilir, bu ise by (#) — 0 anlamina gelir. Oyleyse bu katsayilara sahip denklemler,

[54]’te incelenen Kac-Moody-Virasoro simetri cebirine sahip denklem sinifina denktir.

Bu sonuclara gore bu boliimde incelenen Virasoro cebirine sahip kanonik denklem

(6.44) Painlevé ozelligine sahip olamaz (gg # 0).

Ikinci sonucumuzdaki denklem ailesi (6.56), basitlestirilmis hali (6.60) ile

diistiniildiigtinde
(s + Uty + Uy + Uy ) x + Eltyy + b(1) yigy + c(t)yzuxx =0, (6.77)

yine Painlevé 6zelligine sahip olamaz. Bu denklem i¢in Painlevé serisi ilk terimde

kesilerek
uo (X ' Ys t )

®(x,y.1) (6.78)

u(x,y,t) =
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seklinde bir ¢coziim onerilsin. (6.78) ifadesi (6.77)’de yazilir ve ortaya ¢ikan &/, j =
—6,—35,..,—1 terimlerinin katsayilarinin 6zdes olarak sifir olmasi istenirse, elde edilen
denklem takimi ¢(f) = 0 i¢in ¢oziilebilir ve

12k? 2 12t
up = ——Lexp [— e A Y S L UL TP / e 2/ b(’)d’dt} :
(6.79)

® = kj exp [— T yye Jb0ar —|—5£k%/e2fb(t)dtdt] +k3
elde edilir. Ayni yontem (6.44) icin (6.51) durumunda denenmis ancak sonug elde
edilememigstir. Diger yandan, [83] oldukca benzer bir sinif denklemi caligsmakta ve

Painlevé serisini

uo u
= CI? + 6 + uy (6.80)

seklinde sabit terimde keserek ¢Oziim aramaktadir. (6.80) denklemde yazildiginda

u

elde edilen kosullar dogrudan c¢oziillemediginden, & fonksiyonunun bazi 0zel
secimlerini deneyerek cok sayida tam ¢oziim iliretmektedirler. Benzer fikir kanonik

denklemlerimiz (6.44) ve (6.56) icin de sonug verebilir.

6.4.4 Ozel bir durumda simetri ve indirgemeler

Son olarak, a = b = ¢ = e = f = h = 0 durumunda, biitiin katsayilar1 sifirdan farkl

olarak kabul edilen
(ur + p(t)usy + q(t )t + 1(t) e )x + O () utyy = 0 (6.81)

denklemi ele alinacaktir. Denklik doniisiimleri yine (6.2) seklindedir, katsayilarin

doniistimii
» Ra N a? N o Y?
=pt)—, §i)=q(t)—, 7f)=r(t)—, 6()=o0(t)— 6.82
P =p5 a0 =), FO=r)%, s0=0() (68
gibidir. Denkleme bagka terim ilave olmamasi i¢in
oY,y =0, (6.83)
20B,Y,+aY; =0, (6.84)
Bio+ pSa* + 6By =0, (6.85)
—Ré& +Ra+ Ry, =0, (6.86)
d(a\ 1[a\
—— | — —| = Syy =0 6.87
dt<ap>+p(06) o (©87
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kosullar1 saglanmahdir. 7 = o’r ve R = or/p secilerek yine p(7) = #(7) = 1
yapilabilir. Ayrica Y (y,r) = p(t)y + v(¢t) oldugundan & katsayisinda y’ye baglilik

olmamalidir. (6.84)’ten

, av

B(yt) = —%y —mwﬁl() (6.88)
ve (6.85)’ten
1
S(,1) :—W(aﬁerGﬁyz) (6.89)

2
¢coziiliir. (6.86) bagintis1 y(t) = u()( ’> ise saglanir. Geriye kalan (6.87) kosulu

(0} (0} (e}
Y T N VA L AT
a\ p r o p r p r pr po  rO

seklini alir.
(i) o # Golr’—: durumu (op sabit). o(t) (6.90)dan c¢ozillir ve Kkatsayilarin
normalizasyonu tamamlanarak

(up + untx + q(t ) ttxx + ) x + O () ttyy =0 (6.91)

kanonik denklemi elde edilmis olur.

(i) o= G() 1se (6.90) denkleminin sol tarafi sifir oldugundan kosul

S35 38 9 (6.92)

seklini alir. Burada (6.91) denklemini analiz etmeye calisacagiz. Simetri lireteci

2
V= (et e)d+ (G vt &)a+ (5 -+ m0)dy

-(Feog(e)-8)a

yapisindadir. &y(7) ve no(r) keyfi fonksiyonlar olup belirleyici denklemler, gq bir sabit

(6.93)

olmak tizere

(cit+¢2)0, =0,  (cit+¢2)q° =qo (6.94)

sistemini verir. ¢; = ¢z = 0 olmas1 durumunda, ¢(¢) ve o(¢) ilizerinde kosul olmaz.
Simetri cebiri,

V=X(E)+Y(n) (6.95)
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vektor alanlari tarafindan iiretilen sonsuz boyutlu bir Lie cebiridir; X (&) ve Y(n)

asagidaki gibidir

X(é) = éax“f’éau;

g
Y(n)= —%y8x+n8y—y5(%)au.

expY (1) etkisinde degismezlik kullanilarak (6.91) denklemi i¢in

2n dt

2 . .
ydn _ n 2
= (20)“7(“)’ =5 on?

yapisinda ¢6ziim aranir ve indirgenmis denklem

n ne 1
(E+FF'z+szz+Fzzz>z+%Fz+2n_G_%:

biciminde elde edilir. 7} (t) = o(¢) segilerek, 6(r) = % olmak iizere

o(t)d

(Fi+FF4qF;+ Frp) .+ 6F, =0
homojen olmayan terim yok edilebilir. Bir kez integre edildiginde de
F+FF+qF;+ F + 6F = f(1)

homojen olmayan denklemi elde edilir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

7.1 Sonuclar

Bu tez calismasinda, integre edilebilirlik ve simetri araclar1 kullanilarak evrim tipi
1+ 1- ve 2 + 1-boyutlu denklemlerin analizi yapilmistir. Incelenen denklem siniflari
dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin degisken katsayili ve tiirevsel terimleri

iceren genellestirmeleri ile, genellestirilmis KP-Burgers denklemidir.

Ik olarak degisken katsayili NLSD ve genellestirmeleri icin Painlevé integre
edilebilirlik analizi uygulanmistir. Incelenen simflardan degisken katsayili kiibik
denklem icin, Painlevé testinin saglandig1 kosulda sabit katsayil1 denkleme doniistimii
gerceklestirilmistir. Buradaki sonuclar literatiirde mevcut sonuglar ile uyumludur,
bunun yaninda literatiirde mevcut sonuclar genisletilmistir. Ozel bir 6rnek iizerinde
simetri cebirinin boyutu-integre edilebilirlik iligkisi incelenmis, Painlevé yaklagimi
ile simetri yaklasgiminin katsay1 fonksiyonlar1 iizerine ayni kosullar1 getirdikleri
gosterilmigtir.  Bu Ornekte literatiire ek olarak elde edilen integre edilebilir durum
icin, bulunan doniisiim formiilleri ile sabit katsayili NLS denkleminin bilinen
coziimlerinden c¢oziimler iiretilmigtir. Di8er simif denklemler icin de tam ¢oziimler
verilmisgtir. Literatiirde mevcut pek ¢ok calismada gosterildigi gibi, genellikle Painlevé
ozelligine sahip bir denklemin Lax cifti de mevcuttur. Painlevé 6zelliginden elde edilen
kisitlamalar altinda denklemin bir Lax ciftine de sahip olmasini beklemek dogaldir.

Literatiirde de bu denkligi gosteren ¢alismalar mevcuttur.

Degisken katsayili bir kiibik NLS denkleminin simetri cebirinin boyutunun dort olmasi
durumunda elde edilen kanonik denklemler, Painlevé 6zelliginin gerektirdigi kosullari
saglamaz. Bu kosullar, literatiirde mevcut sonucglara gore, denklemin bir Lax ciftine
sahip olmasi i¢in gerekli kosullara denktir. Dolayisiyla bu denklemler integre edilebilir
degildir. Degisken katsayili NLS denkleminin dort boyutlu simetri cebirlerine

sahip aileleri denk olmayan bes sinifta toplanir. Bu ailelerin de8isken katsayili
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temsilci denklemlerinin tam coziimlerinin elde edilmesi igin, simetri cebirlerinin
bir boyutlu optimal sistemi kullanilarak adi diferansiyel denklem sistemlerine
indirgemeleri yapilmis ve tiim indirgemeler analiz edilmistir.  Indirgemelerden
bir kismi icerdikleri sabitlerin 6zel degerleri icin, Painlevé 0zelligine sahiptir.
Bu denklemler, ikinci mertebeden adi denklemlerin Painlevé siniflandirmasindaki
denklemlere doniistiiriildiigiinde eliptik fonksiyonlar ve Painlevé transandanlari
tiiriinden ¢oziimler bulunmaktadir. Indirgeme analizi bu sekilde tamamlandiktan sonra,
dort boyutlu simetri cebirlerinin kanonik denklemleri icin Painlevé serilerinin ilk
terimde kesilmesi yoluyla tam ¢oziimler arastirilmistir. Cebirlerden {i¢ii i¢in bu yontem
basar1 ile sonu¢ vermistir. Elde edilen sonuglardan biri, bagka bir ¢alismada sonlu

zamanda patlama problemi olarak incelenme imkani sunmustur.

Degisken katsayili kiibik ve kuintik nonlineer terimleri iceren Schrodinger denklemi
icin literatiirde, simetri cebirlerinin siniflandirilmasina iligkin bir sonu¢ bulunmamak-
tadir. En genel katsayili denklem nokta doniisiimleriyle kanonik forma getirilmis
ve diigiikk boyutlu Lie cebirleri bu denklem ailesinin degismezlik cebiri olarak
gerceklenmistir.  Siniflandirma sonucunda miimkiin Lie simetri cebirleri ile, bu
cebirlere sahip kanonik denklemlerin bir listesi elde edilmigtir. Simetri cebirlerinin
maksimal boyutu altidir ve sabit katsayili kuintik denklem durumunda gerceklenir.
Sabit katsayil kiibik durumda bilindigi gibi simetri cebirinin boyutu bestir. Ele alinan
genel denklemin sabit katsayili denkleme doniisiim kosullar1 ve formiilleri verilmistir.
Bu, literatiirde mevcut sonuclardan degisken katsayili denklemler icin ¢oziimler
tiiretme imkani tanir. Dort boyutlu simetri cebirleri ise sabit katsayili kiibik-kuintik
denklemi de iceren dort farkli sinifta elde edilmistir. Bu siniftaki degisken katsayili
denklemler, sabit katsayil1 denkleme doniistiiriilemez. Bu nedenle dort boyutlu simetri
cebirlerine sahip kanonik denklemlerin grup-degismez c¢oziimlerinin arastirilmasi,
stniflandirma probleminin devami niteliginde yapilabilir. Bu analiz, detaylart kiibik
durum ile paralellik gosterdiginden burada icerilmemis, tez ¢calismasindan ITU dergisi

icin hazirlanan makalede ayrintilariyla sunulmustur.

Son olarak ele alinan problem, sonsuz boyutlu Lie simetri cebirlerine sahip denklem
aileleri icin bir siniflandirma ¢aligmasidir. Literatiirde inetegre edilebilirligi bilinen

2 + 1-boyutlu denklemlerin tipik bir 6zelligi, Kac-Moody- Virasoro tipinde Lie simetri
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cebirlerine sahip olmalaridir. Bilinen bir takim sonuclar1 kapsayan genellestirilmis
KP-Burgers denklemi ele alinarak, katsayilarinin belli durumlari i¢in Virasoro tipinde
ve Kac-Moody tipinde simetri cebirlerine sahip denklem aileleri belirlenmistir. Elde
edilen smiflar integre edilebilir degildir. Painlevé testi, seri kesme yontemi ile
tam coziim ve indirgenmis denklemlerin elde edilmesi gibi yaklasimlarla ¢oziimler

hakkinda bazi sonuglar elde edilmeye calisilmigtir.

7.2 Oneriler
Son olarak bazi acik problemler iizerinde durmak istiyoruz.

Schrodinger smift 1 4 1-boyutlu denklemler icin yapilan analizlerin benzerleri, yine
degisken katsayili 2+ 1- ve 3+ 1- boyutlu denklemler i¢in yapilabilir. Ornegin [84] te
ele alinan manyetik alan varliginda Schrédinger denklemi i¢in, fiziksel olarak anlamli
potansiyeller durumunda simetri analizi ve grup-degismez coziimler incelenebilir.
Ayrica bu smiftaki en genel degisken katsayili denklem icin siniflandirma ¢aligmasi

yapilabilir.

Sabit katsayilt GDS sistemi icin Kac-Moody-Virasoro tipinde simetri cebirinin varligi
bilinmektedir [50]. Bu denklem icin, integre edilebilirligi gosteren bir Lax ¢iftinin
bulunmasi acik bir problemdir. Ayrica DS ve GDS sistemlerinin degigsken katsayili
genellestirilmeleri i¢in Painlevé testi, sonlu ve sonsuz boyutlu simetri analizleri, Lax

cifti bulunmasi integre edilebilirlik yoniinden ilging problemler olarak diisiiniilebilir.

Is1 ve dalga denklemlerinin genel siniflar i¢in literatiirde 1+ 1-boyutta yapilmis simetri
cebiri siniflandirma calismalar1 mevcuttur [85, 86]. Ancak 2+ 1- ve 3 4 1-boyutlu
denklemler icin genel siiflarin analizi incelenmeyi bekleyen bir problemdir. Bu

dogrultuda yapilacak kapsamli ¢caligmalar ilgi ¢ekici olacaktir.
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