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OZET

SUREKLI GECIKMELi YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN NOTRAL
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SALINIM YAPMAYAN COZUMLERININ
VARLIGI

CETIN, Bekir
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Tuncay CANDAN

Haziran 2012, 41 sayfa

Bu tezde,

[r(O[x(2) + P)x(t —D)]" T

+ 0| [ O0 - 0d¢ - [ au(r0g.xt- )= £ 1) |0

seklindeki siirekli gecikmeli yiiksek mertebeden lineer olmayan nétral diferansiyel
denklemler incelendi ve salimm yapmayan ¢oziimlerinin varhifi icin yeterli sartlar

verildi.

Anabhtar sozciikler: Notral denklemler, Tek nokta, Yiiksek mertebe, salinim yapmayan ¢oziim.
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SUMMARY

EXISTENCE OF NONOSCILLATORY SOLUTION OF HIGHER ORDER
NONLINEAR NEUTRAL DIFFERANTIAL EQUATIONS WITH DISTRUBUTED
DEVIATING ARGUMENTS

CETIN, Bekir
Nigde University
Gruduate School of Natural and Applied Science

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Proffesor Dr. Tuncay CANDAN

June, 41 pages

In this thesis, we consider the higher order neutral equation with distrubuted deviating

arguments of the form
[r(O[x(1) + P(t)x(t = )]" T

#C| [ 0.8 (a0 = E0dE [ antt. g, 30— ) f(t)} =0

and we give sufficent conditions to have nonoscillatory solutions.

Keywords: Neutral equation, Fixed point, Higher order, Nonoscillatory solution.
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BOLUM I
GIRIS

Cevremizde gelisen baz1 olaylar ve bagli olduklar1 sistemler hakkinda bilgi sahibi
olmak, onlar1 anlamak bilimsel acidan olduk¢a 6nemlidir. Bilindigi gibi adi diferansiyel
denklemler ile olusturulan bir modeldeki degisim orani1 ge¢cmisteki durumdan bagimsiz
olup sadece o andaki zamana baghdir. Halbuki tutarli bir matematiksel modelde s6z
konusu sistemin o andaki degisiminin ge¢misteki durumundan bagimsiz olmamasi
gerektigi acgiktir. Boyle bir matematiksel modelin kurulmasiyla, simdi gordiigiimiiz
olaylar1 degerlendirerek daha sonra gelisebilecek olaylar hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.
Yani, bircok uygulama, fiziksel sistemlerdeki degisim oraninin sadece bugiinkii zaman
ve duruma bagli olmadigini, ayn1 zamanda ge¢cmise de bagl oldugunu gostermektedir.
Model kurarken bu tiir gecikmeler de hesaba katilirsa olusturulan yapilar adi
diferansiyel denklemden farkli olup gecikmeli (delay), notral, ileri (advanced) gibi

denklemler olarak adlandirilir.

Bu tezin ikinci boliimiinde tezle ilgili temel kavramlar verilmis, iiclincii boliimde
yapilan tez calismamiza temel teskil edecek olan M.R.S. Kulenovi¢ ve S.
HadZiomerspahi¢ 1998 yilinda yayimladiklart ikinci mertebeden noétral gecikme
denklemlerinin salimim yapmayan ¢Oziimlerinin varligr iizerine yapmis oldugu

caligmalar incelenmistir [1].

Tezin dordiincii bolimiinde ise T. Candan’m 2012 yilinda yayimlanan yiiksek
mertebeden lineer olmayan notral diferansiyel denklemlerin salinim yapmayan

coziimlerinin varlig lizerine yapmis oldugu calismalar incelenmistir [2].

Tezin son boliimiinde de T. Candan’in yiiksek mertebeden lineer olmayan nétral
diferansiyel denklemlerin salinim yapmayan ¢oziimlerinin varligi [2] adli makalesi
genisletilerek gecikmeler, siirekli gecikmeli hale getirilmis ve salinim yapmayan

cOziimlerin varligl incelenmistir.



BOLUM II

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler

Adi diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sadece ¢ aninda
hesaplanir. Ger¢cek hayatta bazi olaylar sadece suan ki zamana degil gecmis ve gelecek
zamana da bagl olabilir. Bu tiir diferansiyel denklemlerde sadece ¢ degil de bilinmeyen

fonksiyon ve tiirevleri t—7 veya t+7, 7>0 amnda hesaplanir. Bu tiir diferansiyel

denklemlere fonksiyonel diferansiyel denklemler denir.
2.1.1 Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferansiyel denklemler

X = ft.x0),xt—7(1), ()20
seklindeki diferansiyel denklemlerdir. Burada en yiiksek mertebeden tiirev ¢ aninda,

digerleri ise t veya ¢ ’den daha Onceki zamanlarda hesaplanir.

Ornek 2.1.1 x'(t)+ px'(t-3)+ 2qx(é) =0 denklemi gecikmeli (delay) fonksiyonel
denkleme ornektir

2.1.2 ileri (Advanced) fonksiyonel diferansiyel denklemler

X' ()= f(t,x(t),x(t+7())), 7()=0 seklindeki diferansiyel denklemlerdir. Burada en

yiiksek mertebeden tiirev ¢t aninda, digerleri ¢ veya ¢ ’den daha sonraki zamanlarda

hesaplanir.

Ornek 2.1.2 xX'(t)= —x(t+5)+x(t+7)—t+1denklemi ileri (advanced) fonksiyonel

diferensiyel denklemlere bir 6rnektir.

2.1.3 Karma (Mixed) fonksiyonel diferansiyel denklemler

Karma fonksiyonel diferansiyel denklemler hem gecikmeli hem de ileri (advanced)

terimlerin bulundugu denklemlerdir.



Ornek 2.1.3 X'(7) =2x(t—1)-3x( +1) +1 ve x'(t) =—x(—1)x(@)—1 x(t +1)

denklemleri karma (mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemlere birer 6rnektir.
2.1.4 Notral fonksiyonel diferansiyel denklemler

Burada en yiiksek mertebeden tiirev sadece ¢ "ye bagli degil de hem gecikmeli hem de

ileri (advanced) terimlere bagh olabilir.

Ornek 2.14 x'(t)= _Ll x'(t—=1)+x(t—2)+3sint denklemi notral tipli denklemi
r+

fonksiyonel diferansiyel denklemlere birer ornektir.
2.2 Salimim (Oscillation)

Tammm 2.2.1 x(#) asikdr olmayan bir ¢6ziim olsun. Eger 7 >1¢, i¢in x(¢) ¢Oziimiiniin
keyfi biiyiikliikte sifir1 varsa x(f) salinimhdir denir. Yani bir {z,} dizisi vardir dyle ki

x(t,)=0 ve lim¢?, =co salimm yapmayan ¢0ziim i¢in bir #, sayis1 vardir dyle ki 721,

t—o0

oldugunda x(¢) #0 dir.

Bazen salinim yapma ve salimm yapmama kavramlart gecikmeli (veya ileri)
denklemlerde karstmiza cikar. Ornegin =~ X'(1)+x(t)=0 ve x"(1)—x(t)=0

denklemlerinin salinim yapan cOziimleri olmamasina ragmen
x'(t)+ x(t— %) =0 ve x'(t)—x(t—7m)=0 denklemlerinin ¢Oziimleri salinim
yapmaktadir. Gercekten yukaridaki ilk iki denklemin c¢Oziimleri sirasiyla
x(t)=e" ve x(t)=c,e +c,e'. ikinci denklem ciftinin ¢oziimleri ise sirasiyla x(¢) =sint

ve x(t)=cost dir.

2.3 Fonksiyonun Simirhilig:

Tamm 2.3.1 f:X Y ve Vxe X icin f(x) <M olacak sekilde bir M reel sayisi
varsa f fonksiyonuna iistten sinirhidir denir. M sayisina da bu fonksiyonun bir iist sinir1
adi verilir. Vxe X icin f(x) = Lolacak sekilde bir L reel sayis1 varsa bu fonksiyona

alttan sinirlidir denir, L sayisina da bu fonksiyonun bir alt sinir1 ad1 verilir.



Tamm 2.3.2 f:X —Y igin | f (x)| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 varsa

f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir.

2.4 Sabit Nokta

Tanim 2.4.1 Bir M kiimesinin yine M kiimesi i¢ine bir fonksiyona M’ nin kendi i¢ine

bir doniisiimii denir. f fonksiyonu M ’ nin kendi i¢ine siirekli bir doniisiim olsun. M’

nin f(x)=x kosulunu saglayan bir x elemanina f ’ nin bir sabit noktas1 denir.

Ornek 2.5.2 f:R - R; f(x)=x" fonksiyonunun O ile 1 olmak iizere iki sabit noktasi

vardir.
2.5 Metrik Uzay

Tanmm 2.5.1 X bostan farkli bir kiime olsun. d: X x X - R fonksiyonu asagidaki

sartlar1 saglar ise d ye X iizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu ve (X,d)

ikilisine de bir metrik uzay denir.

M1) Vx,ye Xicind(x,y)=0

M2) x,ye Xi¢in d(x,y)=0 & x=y

M3) Vx, ye Xicin d(x,y)= d(y,x)

M4) Vx,vy,z € Xicin d(x,z) <d(x,2)+d(y,z)

Ornek 2.5.1d: RxR — R*
(x,y) = d(x,y) =[x —y|

fonksiyonu R iizerinde bir metriktir.

Coziim: M1)V x, ye R igin
d(x, y)= |x - y| 20
M2) x,ye R i¢in
d(x,y)= |X — y| =0 x-y=0 = x=y
(M3) Vx,ye R i¢in
d (xy)= [x —y|=|(-D(x - y)[=d(y.x)

(M4) Vx,y,ze R icin



dx, y)= |x—y|=|x—z+z—y| < |X—z|+|z—y|= d(x,z)+d(z,y)

o halde bu dort sart saglandigindan d , R iizerinde bir metriktir
2.6 Acik ve Kapah Yuvar

Tamim 2.6.1 (X,d) bir metrik uzay x,€ X ve r>0 bir reel say1 olsun.
* B(x,.,r)={xeX: d(x,x,)<r} kiimesine x, merkezli ve r yaricaph acik yuvar
veya acik top,
. E(XO,I') ={xe X: d(x,x,) <r} kiimesine x, merkezli ve r yaricaph kapal yuvar

veya kapali top denir.

Tamm 2.6.2 X bir metrik uzay ve A< X olsun. Her xe€ A i¢in B(x,r) c A olacak

sekilde bir r pozitif sayis1 varsa A’ ya X’ in acik altkiimesi veya A, X’ de aciktir
denir. X’ in B altkiimesinin X ’ teki tiimleyeni yani B' =X —B, X’ te agiksa B’ ye

kapal1 kiime denir.

2.7 Yakinsakhk

Tamm 2.7.1 (X,d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda alinan bir dizi ve x,€ X olsun.
Eger; limd(x,,x,)=0 1ise, baska bir deyisle Ve>0 i¢cin n>N(g) oldugunda

d(x,,x,)<e olacak sekilde bir N(¢) dogal sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi X,

noktasina yakinsiyor denir ve x, — X, yada limx, =x, olarak ifade edilir.

n—oo

2.8 Cauchy Dizisi

Tammm 2.8.1 (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda alinan bir dizi olsun. Ve >0
icin m,n>N(g) oldugunda d(x,,x,)<¢e olacak sekilde ¢’ a bagl bir N(¢&)e N
bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Bu tanim1 daha kisa olarak sdyle
yazabiliriz; Ve>0 icin IN(e)e N>Vm,n>N(ge) icin d(x, ,x,)<e& (x,) dizisi

Cauchy dizisidir.



2.9 Tam Metrik Uzay

Tamm 2.9.1 (X,d) bir metrik uzay olsun. X’ te alman her (x,) Cauchy dizisi bu

uzayda bir limite yakinsiyorsa (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

2.10 Kompakthk

Tanmm 2.10.1 X bir metrik uzay olsun. A’ daki her bir dizi X ’ de yakinsak olan en az
bir alt diziye sahipse X’ e kompakt denir. X’ in A alt kilmesi X ’ in bir alt uzay1
olarak kompakt ise (yani A’ daki her bir dizi A da yakinsak bir alt diziye sahipse) A’

ya kompakt denir.

2.11 Kiimenin Simirhg: ve Capi

Tamm 2.11.1 (X,d) bir metrik uzay A <X olsun. d(A)=sup{ d(x,y): x, ye A}
sayisina A kiimesinin ¢apr denir. Eger d(A) sonlu ise A kiimesine (X,d) metrik
uzayinda smirli bir kiimedir denir. (X,d) metrik uzayinda ki (x,) dizisinin
terimlerinden olusan kiime X ° de sinirli ise (x,) dizisi (X,d) metrik uzayinda sinirhdir

denir.

Teorem 2.11.1 Bir metrik uzayin kompakt alt kiimesi kapal1 ve sinirlidir.

2.12 Lineer (vektor) Uzay

Tanmm 2.12.1 X bos olmayan bir kiime ve F cismi R veya C olsun ve toplama ve
skalerle carpma islemleri
+: XXX =X
(X, y) X +y
s :FxX—>X
(a, x) >ax
seklinde tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa X’ e F lizerinde lineer uzay (veya
vektor uzayi) denir.
A) X , + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
G1) Vx,ye X i¢cin x+ye F dir.

G2) Vx,y,ze X icin x+(y+z)=(x+y)+z dir.

6



G3) Vxe X i¢in x+0,_=0_+x =x olacak sekilde 0_e X vardir
G4) Vxe X i¢in x+(—x)=(—x)+x =0, olacak sekilde —x € X vardur.

GS) Vx,ye X i¢in x+y=y+x dir.

B) Vx,ye X ve Va, Be Ficin
L1) axe X dir.
L2) a(x+y)=oax+ay dir.
L3) (a+pB)x =ax +px dir.
L4) (o B)x = a(px) dir.

LS) 1.x =x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir.)

Tamm 2.12.2 X bir F cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun.

X > RY

x =[x

déniisiimii Vx,ye X ve Vae F igin
(ND |x|20
(N2) [x|=0=x=6
(N3) x| = o x|
(N4) [x+ ] <[x[+[y]

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adini alir ve bu durumda (X, |||) ikilisine bir

normlu (vektor) uzay adi verilir.

Ornek 2.12.1 C([a,b],R) siirekli fonksiyonlarin kiimesini alalim.
Vf,ge C([a,b].R) ve Vae R icin

(f+g), af (x) :[a,b] > R fonksiyonlar1 sirasiyla;
(f+8)x)=f(x)+g(x)
(@f) ()= a(fo)

olarak tanimlanirsa;

(a) C([a,b] ,R) stirekli fonksiyonlar kiimesinin R iizerinde bir lineer uzaydir.



(b) Vf e C([a,b].R) icin

| 7], =sup{|f(x)|: x€ [a,b]}
olarak tanimlanirsa

_:C([a,b].R) >R

fonksiyonu bir normdur.
2.13 Konveks Kiime

Tamm 2.13.1 L bir lineer uzay, Ac L ve x,ye A keyfi olmak iizere
Bz{ze L:z=ax+(-a)y, OSCZSI} cA

ise A kiimesine konveks kiime denir
2.14 Siireklilik

Tammm 2.14.1 X ve Y normlu uzaylar T:X — Y bir doniisiim olsun. x,€ X olmak
lizere Ve>0 i¢in bir 6>0 vardir oyle ki ”X_X()”X <3 olan VxeX icin

||T(x)—T(x0)||Y <eg ise T’ ye x, noktasinda siireklidir denir. 7, X’ in her noktasinda

surekli ise 7’ ye X’ te siireklidir denir.

Teorem 2.14.1 X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve A, X’ in bir alt kiimesi olsun.

A’ nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart A’ nin kapali ve sinirli olmasidir.

2.15 Banach Uzay1

Tamm 2.15.1 Bir (X,
(x.

) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise,

) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir.

n

12
Ornek 2.15.1 R" uzay: ||x|| .~ (Z]xi |2J normuna gore bir reel Banach uzayidir.

i=1
Teorem (Schauder Sabit Nokta Teoremi) 2.15.1 X bir Banach uzayi, A, X’ in bos

olmayan herhangi bir kompakt, konveks alt kiimesi ve f:A — A siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir.



2.16 Daralma Doniisiimii

Tanmm 2.16.1 (M,d) bir metrik uzay ve f fonksiyonu M’ nin kendi igine bir
doniigiimii olsun. M” deki her x, y i¢in d (f(x), f(y))<kd(x,y) ve 0<k <1 kosulunu

saglayan bir k sayisi varsa f’ ye bir daralma doniisiimii denir.



BOLUM III

IKiNCi MERTEBEDEN LINEER NOTRAL GECIiKME DENKLEMLERININ
SALINIM YAPMAYAN COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, yapilan tez ¢alismasina temel teskil edecek olan M.R.S. Kulenovi¢ ve S.
Hadziomerspahi¢ [1] 1998 yilinda yayimladiklar ikinci mertebeden nétral gecikme
denklemlerinin salimim yapmayan c¢Oziimlerinin varligr iizerine yapmis oldugu

calismalar incelenmistir.

pe R ve 7€ (0,0), 0,,0,€ [0,00) ve Q,, 0, € C([t,,>0),R") (3.1
ve
j T50.(s)ds <o, i=1,2. (3.2)

olmak {lizere, asagidaki sekilde pozitif ve negatif katsayili ikinci mertebeden nétral

gecikmeli denklemi

2

%[x(t) + px(t—7)]+Q,t)x(t—0,) - Q,(t)x(t—0,)=0 (3.3)
ele alinmustir.

m=max{7, 0,, 0,}  olmak  iizere  (3.3)  denkleminin, 7 >7,  icin
xeC ([t,—m, = ], R) ¢Oziimii denilince x(¢)+ px(t—7), [t,, o) aralifinda iki kez

diferansiyellenebilir ve ¢ >¢, i¢in (3.3) denklemi saglanmalidir.

Teorem 1 (3.1) ve (3.2) sartlar1 saglansin. p #£1 olmak iizere ve yeterince biiyiik 7,

icin Vt 27, ve a >0 oldugunda

aQ,(s)—0,(s) =0 (3.4)

oluyorsa (3.3) denkleminin salinim yapmayan ¢oziimii vardir [1].

Ispat: Teoremin ispati p parametresinin dort farkli durumu icin dort durumda

gerceklestirilecektir.

1) pe[0,1) durumu. Keyfi biiytikliikteki ¢, > ¢,

t, 2max{7,t,+o}, o=max{r,0,,0,} (3.5)
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J, SQ()+ Qy(9)lds <1 p (3.6)
0< ["sIM,Q,(5)~ M, Q,(5)lds < p—1+M, (3.7)

[ sIM,0,(5)~M,0,(s)lds > 0 (3.8)

saglanacak sekilde secilsin. M, ve M, dyle pozitif sabitlerdir ki,

1-M
1-M,<p< !
1+M,

sart1 saglanir. X, sup normuyla [#,,o0) aralig1 ilizerinde siirekli ve sinirli fonksiyonlarin
bir kiimesi olsun. A kimesi A={xe X: M, <x(t)<M,, t=t,} seklinde ve
T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin,

I-p—px(t—7)+ t_[l [Q,(s)x(s—0,)—0,(s)x(s—0,)]ds

(Tx) = +J-: s[Q,(s)x(s—0,)—Q,(s)x(s —0,)]ds, t>t,

(), (<1<t

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu aciktir.

Vxe A vet 2t i¢in (3.4) ve (3.7) kullanilarak

(TxX)(1) =1= p = px(t =) +1[ " [Q,(5)x(s = 6,) = Qs (5)x(s — 7,)]ds
+ [/ 10, (9)x(s = 0,) = @, ()x(s — 0,)lds
1= p+1]][M,Q,(5) = M,Q,(s)lds + [ SIM,Q, () = M Q,(5))ds
1= p+ [ sIM,0,(5) = M,Q,())ds + [ SIM,Q,(5) ~ M Q. (5)lds

=1-p+ j:s[Mle(s) — M,Q,(s)]ds
<M,

bulunur. Benzer sekilde (3.4) ve (3.8) kullanilarak

(Tx)(1) = 1= p= px(t =) +1] [Q,()x(s = 6,) = O, ()x(s = 7,)]ds
+], S0, (9)x(5 = 6) = Qs (5)x(s ~ 0,1

>1—p—pM,+t Lm[MlQl(s) —M,0,(s)ds
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+ [ s1M,0,(5) — M0, (5)lds
21-p-pM,
> M,

bulunur. Buda TA c Aoldugunu gosterir. A, X 'nin kapali smmirli konveks bir alt
kiimesi oldugundan daralma prensibine bagvurabilmek icin 7 'nin A kiimesi iizerinde
daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X,x,€A vet2t icin
|(Tx,)(t) = (Tx,)(®)| < p|x,(t =7) — x,(t = 7)| +rj:°Q1(s)|xl(s —0)—x,(s—0))|ds
+tJ.:°Q2(s)|xl(s—02)—x2(s—0'2)|ds
+j 5O,(9)|x, (s = 6) = x,(s — 7)) ds
+] 50,9 (s = 0,) —x (s~ )| ds
< plx =+ x - x|

x{ [7S10.(9)+ 0, (9)lds + [ s[0,(5) + QZ(S)]dS}

= - lel{p +[7s109)+ Qz(s)]ds}

=[x =
Buradan da ||Txl —T)c2||Sq1 ||x1 —x2|| elde edilir. g, <1 oldugundan 7 'nin daralma

doniisiimii oldugu agiktir. 7 daralma doniisiimii oldugundan 7’ nin tek bir x sabit
noktasi vardir. Buradan da x’ in (3.3) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii oldugu agiktir.

Buda birinci durumun ispatini tamamlar.

2) pe (1,400) durumu. Yeterince biiyiik #, > 7, >,

1, +721,+max{o,,0,} (3.9)
[ s10.(5)+ 0, (9)1ds <1-p (3.10)
0< [7SIN,Q (5)+N,Q,(s)lds <1=p+pN, (3.11)
ve
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[ 5IN,0, ()= N,0,()lds 2 0 (3.12)

saglanacak sekilde secilsin. Burada N, ve N, Oyle pozitif sabitlerdir ki
(1-N)p=1+N, ve p(1-N,) <1

sartlart saglanir. Birinci durumdaki X kiimesi ele alinsin,

A={xe X: N, <x(t)<N,, t=2t,} kimesi ve T:A— X doniisimii asagidaki gibi

tanimlansin

l—l—lx(t+1)

pp
t+7 e

o —0)- ~0,)ld
(Tx)(t) = + » L,[Ql(s)x(s 0,)—Q,(s)x(s —0,)lds

L jws[QI ()x(s—0,) -0, (5)x(s —0,)lds, t>t,
ph

(Tx)(x,), t, <t<t.
Buradan 7x doniisiimiiniin siirekli oldugu agiktir.

Vxe A vet 2t i¢in (3.4) ve (3.11) kullamilarak

(Tx)(t)=1- 1 lx(r +7)
p P
147 (e
+7Lf[QI(~‘)x<S —0,) = Q,(5)x(s — 0,)]ds

+%j;”s[Ql (5)x(s = 0,) = O, ()x(s — 5,)ds

1 +
<1__+t T

T p p
+%J.r,r+r S[NZQI (S) - Nle(S)]ds

[ IN0,(9) = N,Qy(9)1ds

1 1=
<1 ——+—{ [ sIN,Q /()= N,Q,(s)lds
p p 1+7

SN () - Nle(s)]ds}

1 1=
=1——+—] 5IN,Q,(s) = N0, (5)Ids
p ph

<N,

bulunur. Benzer sekilde
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(Tx)(1) =1—i—lx(t +7)
p p
+”7T [ 10,()x(5 = 6)) = 0, ()x(s ~ &,)lds

1 pt+r
+;J-z] S[QI(S)X(S - 61) - Qz(S)X(S - 62 )]dS

Zl_i_&_kﬂ__r ©

[NIQI(S) - N2Q2 (S)]ds
p p p T

+lJ‘z+rS[N1Ql (s) — N,Q,(s)]ds Zl—l_ﬂ
ph b p

> N,.
Boylece TA c A oldugu gosterilmis oldu. Simdide A, X ’in sinmirli, kapali ve konveks

alt kiimesi oldugundan ve 7 ’nin X ’in A alt kiimesi iizerinde daralma doniisiimii

oldugu gosterilmelidir.

X, Xx,€ A vet=t oldugunda
|(Tx1 )(t) - (sz)(t)|

r+7

sl|xl(t+r)—x2(z+r)|+—[r Q,(5)|x,(s =) — x,(s —0))| ds
p p +7

" 0,(9)|x(s=0,) = x, (s - az)|ds}

+l|:J-t+1SQ1(S)|X1(S —0,)—x,(s— Gl)|ds
pLh

+Itt+fsQ2(s)|xl(s —0,)—x,(s— 0'2)|ds}

1 1
e R e
P P

x[ [” s10,(5)+ 0, (s)lds + _[t:+TS[Q1(s)+Q2(s)]ds}

= %”x] - x2||[1 + j:s[Ql(s) + Qz(s)]dsJ =q,|x —x,|.

Buradan da ||Tx1 —sz”qu”x1 —x2|| elde edilir. g, <1 oldugundan 7 'nin daralma

doniisiimii oldugu agiktir. 7 daralma doniistimii oldugundan da 7’ nin tek bir x sabit

noktast vardir. Buradan da x’in (3.3) denkleminin pozitif bir ¢oziimii oldugu agiktir.

Buda ikinci durumun ispatini1 tamamlar.
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3) pe (-1,0) durumu. 1, >7, >, yeterince biiyiik se¢ilsin ki (3.5) ve

J, SQ()+ 0y ($)ds <1+ p

0= ["5IM,0,(5)~ M,Q,(s)lds < (p+1)(M, ~1)

saglansin. M, ve M, dyle pozitif sabitlerdir ki
O0<M,<1<M,

sart1 saglanir. X, birinci durumda tanimlanan

kiime

(3.13)

(3.14)

veE

A={xe X: M, <x(t)<M,, t=t,} seklinde, T:A— X doniisiimii de asagidaki gibi

tanimlansin.

I+ p—px(t—7)

+1[ 710, (5)x(s = 0) = 0, (5)x(s— 5, 1ds
(Tx)(1) = ,
+[ 10,()x(s=0,) = Qs ()x(s—0)Ids, 121,

(Tx)(,), t, <1<t

Tx donisimiiniin siirekli oldugu aciktir. Vxe A ve t=t icin (3.4) ve (3.14)

kullanilarak

(TX)(1) =1+ p= px(t =7) +1[ " 510,(5)x(s = 7,) = Oy (5)x(s — 5, 1ds
+Lr s[O,(s)x(s —0,) =0, (s)x(s —0,)]lds <1+ p— pM
+[ " TM 0, (5)~ M0, (5)1ds + j sLM ,0,(s) — M0, (5))ds

<L+ p=pM,+ [ SIM,0,(5)~ M 0, (5)lds

<l+p-pM,+(p+1)(M,-1)
=M,
elde edilir. Simdi de (3.4) ve (3.13) kullanilarak

(T =1+ p = px(t =) +1] [Q,()x(s = 7,) — 0, ()x(s — 7,)Ids
+]10,(5)x(5=0)) = Q. (5)x(s ~ 0,)1ds

>14 p—pM, +1[ [MQ,(5) = M Q,()lds + [ sIM.Q,(5)~ M 0, (s)lds
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21+ p—-pM,
>M,

bulunur. Buda 7Ac A oldugunu gosterir. A, X’ in smirli, kapali ve konveks alt
kiimesi oldugundan daralma prensibine bagvurabilmek i¢cin 7’ nin X * in A alt kiimesi
tizerinde daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X,Xx, €A ve t=t, igin
|(Tx)(0) = (Tx,)(0)| £ —p|x,(t = 7) = x,(t = 7)| +tJ‘:°Ql(s)|xl(s ~0)—x,(s—0,)|ds
+tf°Q2(s)|xl(s—az) —x,(s—0,)|ds
+] 50| (s =)~ x (s~ 0plds
+] 5095~ 0,) ~x (s~ 0,)|ds
<=l =+ [ = st + 0 )las

=~ xlf-p + [ S10,05) + Qu(571ds) = g~ ]

Buradan da ||Tx1 —Tx2||Sq3 ||x1 —x2|| elde edilir. g, <1 oldugundan 7’ nin daralma

doniistimii oldugu agiktir. 7 de daralma doniisiimii oldugundan 7’ nin bir tek x sabit
noktas1 vardir. Buradan da x’ in (3.3) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii oldugu agiktir.

Buda iigiincii durumun ispatini tamamlar.

4) pe (o0, —1) durumu. Yeterince bilyiik 7, >7, >, secilsin ki (3.9) ve

J, SQ()+ 0y ()lds < =p -1 (3.15)

0< j:°[1v4Q1 (8)+ N,Q, (s)lds < (p + (N, —1) (3.16)

saglansin. Burada N, ve N, Oyle pozitif sabitlerdir ki

O0<N,<I<N,
sarti saglanir. Birinci durumdaki X kiimesi ele alinsin,
A={xe X: N, <x(t)<N,, t2t,} kimesi ve. T:A— X donlisimii de asagidaki

sekilde tanimlansin
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1+l—lx(t+r)

p P
+t+—7 T 10,(9)x(s —0,) = 0, (8)x(s ~ 7, )lds
Tx)() =1 P ‘ ’

L1 I s[0,(s)x(s—0)—0,(s)x(s—0,)lds, 121,
p

(), (<1<t

Buradan Tx’in siirekli oldugu aciktir. Vxe A ve r 2 ¢, icin (3.4) kullanilarak

T =1+~ Lxr+7) 227 10/(9)x(5s— 0,) ~ Q,(s)x(s — 0,))ds
p p p t+7

+%L:+TS[Q1 (5)x(s = 0,) = O, (s)x(s — 5,)ds

< 1+%_% H_TJ' [N,0,(s) = N,Q,(s)]ds +—J: "SIN,Q,(5) — N, 0, (5)]ds

<N,

bulunur. Benzer seklide (3.16) kullanilarak

Tx)(t)=1+ l - lx(t +7)
p p
+”7” [ 10.()x(s = 6,) = 0, (s)x(s ~ &,)lds

+% J, S (5)x(s =) = Q,()x(s = 7,)lds

z1+l—&+t” " IN,O,(5) = N,Q,(s)lds
p pp

o] TANLQ 0 N2, s

SSPRLILERE j S[N,0,(s) — N0, (s)]ds
p P

21+l—£+l(p+l)(N3—l)
p pP D

:]\73
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elde edilir. Buda TA c A oldugunu gosterir. A, X ’in simirli, kapali ve konveks alt
kiimesi oldugundan daralma prensibine basvurabilmek icin 7 ’nin X ’in A alt kiimesi
izerinde daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.
X, x, € A vet=t oldugunda

1+7

1 -
|(Tx)(1) = (Tx,)(1)| < —;|x1(t +7)—x,(t+7)| - 7UMQI(s)pcl(s —0,)—x,(s—0))|ds

+j:fQ2(s>|xl<s—az)—x2<s—az)|ds}

1 t+7 t+7
_;Uﬁ sQl(s)|xl(s—0'1)—)62(3—0'1)|ds+J‘r1 st(s)|xl(s—O'2)—x2(s—o'z)|ds]

1 +7
< —%”x1 —x2||—;||x1 —x2||{ J. 510 () + Oy (s + [ s[Ql(s)+Q2(s)]ds}

1 o
=l [ @)+ 0o} =g -]

Buradan da ||Tx1—Tx2||Sq4||xl—x2|| elde edilir. g, <1 oldugundan 7 ’'nin daralma

doniistimii oldugu aciktir. 7 daralma doniisiimii oldugundan 7’ nin tek bir x sabit
noktast vardir. Buradan da x’ in (3.3) denkleminin pozitif bir ¢oziimii oldugu agiktir.
Buda dordiincii durumun ispatin1 tamamlar. Buradan da teoremin ispati da tamamlanmis

olur.
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BOLUM IV

YUKSEK MERTEBEDEN LiNEER OLMAYAN NOTRAL DiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SALINIM YAPMAYAN COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, T. Candan’in [2] 2012 yilinda yayimlanan yiiksek mertebeden lineer
olmayan noétral diferansiyel denklemlerin salilim yapmayan c¢oziimlerinin varligi

tizerine yapmis oldugu calisma incelenmistir.
[r(O[x(@) + PO)x(t =) T +(=1)"[Q, (g, (x(r = 0,) = O, () g, (x(t = 0,)) = f(H] =0 (4.1)

seklindeki yiiksek mertebeden lineer olmayan notral diferansiyel denklemi ele alinsin.

Burada, n22  pozitif tam say1  Pe C[[t,,),R], re C([t,,o),R")
0,€ C([t,,)R*), i=12, fe C(ty,=).R") ve g, CR,R), i=12 icin g (x) yerel
Lipschitz sartim1 x # 0 i¢in g,(x)x>0, i =1,2 sartlar1 alinda saglasin.

m=max {7z, 0,, 0,}  olsun. (4.1) denkleminin 7 =7, olmak iizere
xeC ([t,—m, o ], R) c¢oziimii denilince [1t, o) araliginda x(t)+P(t)x(t—7),
(n—1) defa siirekli diferansiyellenebilir ve r(t)[x(¢)+ P(t)x(t—7)]"" bir kez siirekli

diferansiyellenebilir ve ¢ 21, icin (4.1) denklemi saglanmalidir.

Teorem 1: Kabul edelimki 0<P(#)< p<1 ve

Iw
Ty

olsun. Bu takdir de (4.1) denkleminin sinirli salinim yapmayan ¢oziimii vardir [2].

J. j e | f ()| duds < oo (4.2)

fy r(s)

ispat: A, [t,,00) aralify iizerinde sup normuyla tanimlanan biitiin siirekli ve smirh
fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M, ,

pM,+M, <a <M,
sartini saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A:M,<x(t)<M,, 121}

seklinde tanimlansin. L, i=1,2., g,(x), i=12., fonksiyonlarinin A kiimesi iizerinde
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Lipschitz sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)}, i=12., olsun. (4.2) den

dolayr 1t 2t,+max{r,0,,0,}olmak iizere t, > t,yeterince biiylik se¢ilebilir dyle ki

1
il (s t) I[Ql(u)ﬁ'+|f(u)|:|duds<M —a, 121,

1 t
(n—2)!" (S ) I[Qz(”)ﬂz+|f(u)|]duds<a M,—pM,, t>1,
ve

1

( t)n 2 1
(n_z)!.l[ ;!. [Ql(“)+Q2(u)]dudS<T t>t,

saglanir.

T : A — A operatorii asagidaki gibi tanimlansin

O )
(n=2)17  r(s) I (0@ (xtu=-0,)

(Tx)(1) =1-0,(u) g, (x(u—0,))— f(u)]duds, t>t,

a-POx(t—-7)+

(Tx)(t,), t,<t<t,

Tx operatoriiniin siirekli oldugu aciktir. £ 2¢, ve xe Aigin (4.3) kullanilarak

1 n-2 s

(Tx)(t)Sa+(n_2)‘J.(s 2 I[Ql(u)gl(x(u 0)— f ()] duds

(s—
(n 2)'~[ () H:Ql(u)ﬁl |f(u)|]duds

<M,
bulunur ve (4.4) kullanilarak

L (82D ([0, @g,(xtw—0,)+ f@)] duds

(T)C)(l) 2 CZ—P(T)X(I_T)_ (n_z)' ’ I"(S) :

I 7( t)
2a=pM; ~ ] — I[Qz(uwz | @[] duds

> M,

20

4.3)

4.4)

4.5)



bulunur. Buda 7Ac A oldugunu gosterir. A, A’nin kapali sinirli konveks bir alt
kiimesi oldugundan daralma prensibine basvurabilmek icin 7 'nin A kiimesi iizerinde
daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X,Xx, €A vet=t igin

|(Tx1)(t)—(Tx2)(t)|:a’—P(t)xl(t—T)+ [ (S ’) J, 10,8, (x,(u=0))

2)'

-0,(m)g,(x,(u—0,))— f(u)lduds — o+ P(t)x,(t —7)

Ry e jf[Q,(u)g,(xz(u—a,))—Qz(mgz(xz(u—02)>+f(u>]duds

<PO)|x(t—1) - x,(t =) + Z)J (S j 0, (w)]g,(x,(u=0)) =~ g,(x, (1= )

+Q2(u)|g2(x1(u —0,)) — 8,(x,(u—0,))|duds

yada (4.5) kullanilarak

n -2
|(Tx )(0) = (Tx)(0)] < —lel[p+ 2),j(s [ o <u>+Q2(u)]duds]
<[lx =
buradan sup normuna gegilirse ||Txl —Tx2||<||x1 —x2|| olur ki buda T ’nin A iizerinde

daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (4.1) denkleminin tek bir pozitif ¢oziimii

oldugunu ispatlar.

Teorem 2: Kabul edelimki 1< p<P(t)< p,<co ve (4.2) saglansin. Bu durumda

(4.1) denkleminin sinirh salinim yapmayan ¢oziimii vardir [2].

Ispat: A, [t,,0) aralig1 iizerinde sup normuyla tanimlanan biitiin siirekli ve simrlt
fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M,

pM,+M, << pM,
sartini  saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A:M,<x(t)<M,, t21,}
seklinde tanimlansin. L,,i=1,2., g,(x), i=1,2., fonksiyonlarinin A kiimesi iizerinde
Lipschitz sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)}, i=12. olsun. (4.2) den

dolay1 t,+72>1t,+max{o,,0,} olmak lizere t, > ¢, yeterince biiylik secilebilir dyle ki
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1 o (s—1)""

) [[ep +|fw]] duds < pM,~ar. 124 (4.6)
1 o (s—1)"7 ps

ol J [Q:B, +|f @] duds <a=M, = pM;. 121, 4.7)

ve

(njz)!j(s;(i))”j [0,()+Q, ()] duds < pL_l’ 121, (4.8)

saglanir,

T:A— A doniisimil asagidaki gibi tanimlansin

_ T (s—t—-17)"" | ~
P(M){a st et ACEEE

(Tx)(1) = ~0,(w)g,(x(u~0,))~ f (w)] duds}, 121,
(Tx)(t), t,<t<t,.

Tx operatoriiniin siirekli oldugu aciktir. =1, ve xe Aigin (4.6) kullanilarak

1 1 F(s—t—-7)"" ] L
(Tx)(t)sp{a%(n_z)!m o) tlj;[Ql(u)gl(x(u o))~ fw)] duds}

S%{M 1 T(s—t—r)n— I[Ql(u)ﬁl+|f(u)|]duds]

-2l L
<M,

bulunur ve (4.7) kullanilarak

1 R B
(Tx)(t)Zpo {a x(t+7) (n—z)!i o) ZIL[Qz(u)gz(x(u o))+ f(w)] duds}

L _ _ 1 2 (S_l._,z.)n—Z K
> Po {0! M, (n=2)!1 r(s) []J;T[Qz(”)ﬂz +|f(u)|] duds}

22



>M,
bulunur. Buda TAc A oldugunu gosterir. A, A’nin kapali simirli konveks bir alt
kiimesi oldugundan daralma prensibine bagvurabilmek icin 7 ’'nin A kiimesi iizerinde
daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.
X, X, € A ve t 21, igin

1
P(t+7)

T(s—t—17)"?

)

|(Tx)(0) = (Tx, )(1)] =

{a—xl(t+r)+(n_2)!

f [0, ) g, (x,(u = 6,) =0, () g, (x,(u — 7)) = f(u)]duds}

1
P(it+71)

T(s—t-17)""?

Ge 1)

{a—xz(t+r)+ (2!

f [0, )g,(x,(u —0))~0, () g, (x,(u ~ 7,)) ~ f(u)]duds}

1 B 1 G (s—t-0)"7
SP(t+r){|x‘(t+T) x2(t+T)|+(n—2)!,£ )

[ [Q)]g,(x =0, - g,(x,w=0)] = Q,w)]g,(x,(u=0,))— g, (x,(u —@))Ududs}
yada (4.8) kullanilarak

1 F(s—t—17)"7 §

woi) e Jlewrewl dudsJ

|(TX1)([) - (sz)(f)| < ”xl —X ” [1 4L
p
<||x1 - xz”
buradan da sup normuna gecilirse ||Tx1 - Tx2|| < ||xl - x2|| olur ki buda 7 'nin A kiimesi

tizerinde daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (4.1) denkleminin tekbir pozitif

¢cOziime sahip oldugunu gosterir.

Teorem 3: Kabul edelim ki —1< p< P(t)<0 ve (4.2) saglansin. Bu durumda (4.1)

denkleminin sinirli salinim yapamayan ¢6ziimii vardir [2].

ispat: A, [t,,o0) araligi lizerinde sup normuyla tanimlanan biitiin siirekli ve siirh
fonksiyonlarin kiimesi olsun. M ve M,

M,;<a<(+p)M,
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sartinl saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A:M,<x(t)<M,, 121}
seklinde tammmlansin L, i=1,2., g,(x), i=1,2., fonksiyonlarinin A kiimesi iizerinde
Lipschitz sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)}, i=12. olsun (4.2)’den

dolayr t,+72>1t,+max{o,,0,} olmak iizere t, > ¢, yeterince biiylik secilebilir dyle ki

(_12); . t) f[Q.(u),B, |f@)] duds<(1+p)M,-a, 121, (4.9)
1 (s t)
(n—2)!) II[QZ( W, +|f W] duds<a—M;, 121, (4.10)
ve
1 (S t)n29 1+
(n-2)! I[Ql(u)+Q2(u)]duds<T t>t, 4.11)
saglanir.

T:A— A donlisimil

~ _ 1 T(s=0)"77 B
a-P()x(t r)+(n_2)![ o j [0,(w)g,(x(u—0,)

(Tx)(1) =3 =0, (u) g, (x(u—0,)) = f(w)|duds, 121,
(Tx)(t,), f, <t<t,.

seklinde tanimlanirsa 7x ’in siirekli oldugu aciktir. >+ ve xe€ A i¢in (4.9) kullanilarak

(Tx)(1) < @ — P(t)x(t - r)+( il j (s J[Ql(u)gl(x(u )~ |f )] duds

i

1 (s t)
Sa—pMoto ] {[Qmu)ﬁl +| £ )| ] duds

<M,

bulunur ve (4.10) kullanilarak

(n_z)’J‘ (s ;(ts))_ J.[Qz(u)gz(x(u—o'z))+f(u)] duds

h

(Ix)t)za—-P)x(t—7)—
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1 (s t)
za—c— j [Q,(0)B,+|f )] duds
> M,

bulunr. Buda TA c A oldugunu gosterir. A, A ’nin kapali sinirli konveks bir alt kiimesi
oldugunda daralma prensibine basvurabilmek i¢in 7 'nin A kiimesi iizerinde daralma
doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X,Xx,€ A vet=t igin

|(Tx) (@) = (Tx,)(0)| = | — P(1)x,(t —7) +

(n—z)v.[ S t) I[Ql(u)gl(x,(u 0)

-Q,(u)g,(x,(u—0,))— f(u)lduds — ot + P(t)x,(t — T)

- 2), [ (H) jf[QI(wgl(xz(u—q))—Qz(u)gz(xz(u—az>)+f<u)]duds

<P (=)~ x -0+ 2), [ (s j 0,(w)|g,(x,(u=0,) = g (x,(u=0))

+Q2(u)|g2(x1 (1 —0,)) - g,(x,(u— 0,))|duds
yada (4.11) kullanilarak

Iy

1 T(s—0)"7]
(@)@ = @) O] |y~ ]| —p+ L= I o | [Q1<u>+Q2<u>]duds}
<[lx =
buradan sup normuna gegilirse ||Tx1 —Tx2|| <||x1 —x2|| olur ki buda T ’nin A iizerinde

daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (4.1) denkleminin tek bir pozitif ¢coziime

sahip oldugunu ispatlar.

Teorem 4: Kabul edelim ki —o < p, < P(f) < p<-1 ve (4.2) saglansin. Bu durumda

(4.1) denkleminin sinirli salinim yapmayan ¢oziimii vardir [2].

ispat: A, [t,,o0) aralig1 lizerinde sup normuyla tanimlanan biitiin siirekli ve smrh

fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M,
(=py—DM; <o <(-p-DM;
sartini saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A: M, <x(t)<M, t>1,} seklinde

tanimlansin. L,,i=1,2., g,(x), i=1,2. fonksiyonlarimin A kiimesi iizerinde Lipschitz
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sabiti, L=max{L,L,} ve fB =max_,{g,(x)},i=12., olsun. (4.2)’den dolay1

t,+721t,+max{o,,0,} olmak iizere f, >, yeterince biiyiik se¢ilebilir dyle ki

1 Do(s_l‘)n—z.v
-1 s) ![Qz(u)ﬁz+|f(u)|]dudsS(—p—l)MS—Ot, t>1, (4.12)
1 m(S—t)n—zjl:Q(u),B+|f(u)|]duds<a’+(p TDOM., 1>t 4.13)
(H—Z)!t I’(S) " ! ! - 0 72 =4 .
ve
1 “(S_t)n—2s _p_l
(n_z)!J; r(s) ;!‘[Ql(u)+Qz(u)]duds< T >33 (4.14)
saglanir.

T:A— A doniisimii asagida ki gibi tanimlansin

| T (s—t—1)"? | B
P(t+r){ a T e, lewstea)
(Tx)(t) = —0,(u)g,(x(u—0,))— fw)]duds}, t=t,
(Tx)(t)), t,<t<1,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu agiktir. £ >¢#, ve xe Aigin (4.12) kullamilarak

T <Lt xrn e — [ BZ=D° j.[Qz(u)gz(x(u—O'z)—f(u)] duds
p =Dl 1) o

1 1 F(s—t-0)"" ¢
S—;l:a+M8+(n_2)!'[ e I[Qz(u)[)’2+|f(u)|]duds]

t+7 H+7

<M,

bulunur. (4.13) kullanmilarak;

1 5 (s—t—1)"" ¢ )
(n_z)!m—r I"(S) tIJ;r[Ql(u)gl(X(t O-l))+f(u)]dudsj|

Po

(Tx)(t) =2 —i[a+ x(t+7)—
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1 1 T(s—t—7)"2
" a+M7_(n—2)zf£ r(s) ,I[f[Q‘(u)ﬂ‘+|f(u)Hduds
>M,

bulunur. Buda TAc A oldugunu gosterir. A, A’nin kapali simirli konveks bir alt
kiimesi oldugunda daralma prensibine basvurabilmek i¢in 7 ’nin A kiimesi iizerinde
daralma doniistimii oldugu gosterilmelidir.

X,X, €A vet=t igin

|(Tx1 )t)— (sz)(t)| =

! {a—xl(t+7)+ ! T(S_Z_T)ni
P(t+7) (n=2)! " r(s)

j [0/ g, (x,(u—0)))— 0, (u)g,(x,(u—0,)) - f(u)}duds}

n+7

1
Pit+1)

T(s—t—17)""
(n=2)! 7. r(s)

{a—xz(t+2')+

I [0/ (w)g,(x,(u~ 7))~ 0, () g, (x,(u~07,)) - f(u)]duds}

Hh+T

<—

I ) 1 F(s—t-0)
P(Z+T){|xl(t+f) XZ(I+T)|+(”—2)’,L e

| [Ql(u>|g,(xl<u—o:))—gl(xz(u—al>)|—Q2<u)|g2<x,(u—az)>—g2<x2<u—az>)|duds}

yada (4.14) kullanilarak

L (82D [ 0,0)+0, )] duds

|(Tx,)(t)—(Tx2)(t)|S—”xl_x2”[1+L ]
P n=2l3, ()

<[l x|
Buradan sup normuna gegilirse ||Tx1 —Tx2|| < ||xl - x2|| olur ki buda 7 ’nin A iizerinde

daralma doniistimii oldugunu gosterir. Buda (4.1) denkleminin tekbir pozitif ¢coziime

sahip oldugunu gosterir.

/7

—t “ —t =2t
Ornek: [e[m){e Zl}c(r—a} ]{e—mo—l)—ez x(t—2)—16e”+e"3’—e4“}:0
e e e
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—t —t =2t
e

denklemini ele alalim.Burada n=5, r(t)=¢€', P(t) :—3_1 , O0,(1) :e—3 ve O, (1) :e—z,
e e e

g, (x0)=x", g,(x)=x ve f(t)=16e" —e™ +e™ dir. Teorem 3’ iin sartlarinin direk olarak

saglandigi gosterilebilir. x(¢) =e™ (4.1) denkleminin salinim yapmayan ¢oziimiidiir.
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BOLUM YV

SUREKLIi GECiKMELI YUKSEK MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN
NOTRAL DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN SALINIM YAPMAYAN
COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, dordiincii boliimde verilen T. Candan [2] tarafindan c¢alisilan (4.1)

denkleminden daha genel olan
[I"(t)[X(t) + P(t)x(t _ T)](n—l)]/

+(=1)" [ [ 4,t.98,(x(0 = E0dE = [ 4,0, )8, (et~ p)d s~ f (;)J =0 (5.1)

seklindeki siirekli gecikmeli yiiksek mertebeden lineer olmayan nétral diferansiyel
denklemi c¢alisilmig ve dordiincii bolimde incelenen durumlar (5.1) denklemi ig¢in
genellestirilmistir.

Burada, n=2 pozitif sabit Pe C[[to,oo), R] , re C([t,,%), R"),
q,€[lty,00)x[a,b], R" |, g,€[lt,°0)x[c,d], R"|, feC(lty,), R), 0<a<b,
O<c<d, g,€e C(R,R), i=1,2 i¢in g,(x) yerel Lipschitz sartim x#0 i¢in g,(x)x>0,
i=1,2 sartlar altinda saglasin.

m=max {7, b, d} olsun. (5.1)  denkleminin 1,21, olmak  iizere
xeC ([t,—m, o ], R) c¢oOziimii denilince [¢, o) aralifinda x(¢)+ P(#)x(t—7),
(n—1) defa siirekli diferansiyellenebilir, r()[x(t)+ P(t)x(t—7)]"" bir kez siirekli

diferansiyellenebilir ve ¢ >, i¢in (5.1) denklemi saglanmalidir.

Teorem: Q,(s) = [ 4,(5.6)dé, Q,(s) = g,(s. iy olmak iizere,

J-oo
Ty

olsun bu durumda (5.1) denklemin sinirli salinim yapmayan ¢oziimii vardir.

ci=l2ve | —|f(u)|duds<oo (5.2)

o r(s) o r(s)

Ispat: Teoremin ispati p parametresinin dort farkli durumuna gére dort durumda

gerceklestirilecektir.
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1) 0<P(t)< p<1 durumu. A, [t,,o0) aralig1 lizerinde sup normuyla tanimlanan biitiin
stirekli ve sinirh fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M,

pM,+ M, <a<M,
sartini saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A:M <x(1)<M,, 121}
seklinde tanimlansin. L, i=1,2., g,(x), i=1,2,. fonksiyonlarin A kiimesi iizerinde
Lipschitz sabitleri, L=max{L,L,} ve [ =max _,{g,(x)},i=L12,.0olsun. (5.2) den

dolayr ¢ =1, +max{b,d,r} olmak iizere ¢, >, yeterince biiyiik se¢ilebilir Oyle ki

ol S [owp ) duas s, -a i, (5.3)
1 hed - n=2 s

(n—2)|J.t (s r(l;)) J';] [Qz(u)ﬂ2+|f(u)|:| dlxldSSa—Ml _pMZ’ tth (54)
I CE I-p

(n—2)! ; I’(S) ;':(Ql(u)'i'Qz(u)) duds <T, t> L (55)

saglanir.

T : A — A operatorii asagidaki gibi tanimlansin

~ ~ 1 FGs=0""¢ | ¢ ~
@-PWXI-D+ j . j D 4 (&) g, (x(u—&)d¢

(T)(0) =4~ g, (. 12) 8, (x(ut — 1)) 1 f(u)}duds, t>1,

(Tx)t,), 1, <t<1,.

Tx operatoriiniin siirekli oldugu aciktir. =1, ve x€ Aigin (5.3) kullanilarak

1 FGs—-0""¢ ~ ~
o sar == j[jqxu,«f)gl(x(u &Ndé f(u)} duds

tiLa

1 F(s—1)"%
£a+(n_2)!J; o) I[Ql(u),ﬁ', +|f(u)|] duds

Iy

<M,
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bulunur ve (5.4) kullanilarak

Tx)t)za—-P(t)x(t—7)—

1 N(S—t)n_z s| d B
(n=2)!5  r(s) H%(”’”)gz(x(” /‘))dﬂ+f(u)}duds

B

1 m(s—t)”_2
=amr Mz_(n—Z)!',[ r(s) J10:w, +17 @] duds

h

> M,

bulunur. Buda 7A c Aoldugunu gosterir. A, A’nin kapali sinirli konveks bir alt
kiimesi olgundan daralma prensibine basvurabilmek i¢in 7 'nin A kiimesi iizerinde

daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X,Xx,€ A vet=t igin

|(Tx)(1) = (Tx, )(1)] =

1 F(s=0"2% |
a—P(t)xl(t—r)+(n_2)!'!‘ o !Dql(u,f)gl(xl(u—f))df

[ g . 10) g, (3, (u = p))d g - f(u)} duds —at+ P(1)x, (t ~7)

5

3 1 oc(s—l‘)nizj'
(n=2)!7  r(s) !

{ [@.6)8, 0y (= ENAE = [ q, (u, 1008, (3, (w = i) p - f(u)} duds

1 °°( _t)n—Zs b
SP<z>|xl<r—r>—x2<t—r>|+(n_z)!! Sr(s) [ {quu,fngl(a(u—f))—gl<x2<u—§>>|d§

f a

+J.Q2(uuu)|g2(x1 (u—p)—g,(x,(u _/U))|dﬂ} duds

yada (5.5) kullanilarak

1 °° (S _ t)n—z s
|(Tx () = (Tx,)(0)| < |, —x2||{ prlo— j o j [0,(w)+0,w)] duds]
<[}x =
buradan sup normuna gegilirse ||Tx1 —Tx2|| < ||x1 - x2|| olur ki buda 7 ’nin A kiimesi

lizerinde daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Bu ise (5.1) denkleminin tek bir

¢Oziimiinii oldugunu ispatlar.

2) 1< p<P(t)< p,<oo durumu. A, [t,,00) aralig1 iizerinde sup normuyla tanimlanan

biitiin siirekli ve siurl fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M,
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pMi+M,<a<pM,
sartinin  saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A:M,<x(t)<M,, t21,}
seklinde tanimlansin. L, i=1,2., g,(x), i=1,2., fonksiyonlarmin A kiimesi iizerinde
Lipschitz sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)}, i=12. olsun. (5.2)’den

dolayr ¢, +72>1t,+max{b,d} olmak lizere ¢t >, yeterince biiyiik secilebilir dyle ki

(n_12)! , = t) JI.[Ql(M),B+|f(u)|] duds< pM,-a, t21, (5.6)
1 (s 0
= ;l:l:Qz( W+ f )] duds < @M, pM,, 121, (5.7)
ve
1 (S Z‘)n 2 1
e J (@ +0.) duds < L=, 121 (5.8)
saglanir.

T:A— A doniistimii asagida ki gibi tanimlansin

1 (s—t—7)"% % | %
P(t+7){ B (HT)JF( —2)'I ] [Iql(”’f)gl(x(“—f))di

1+7 I”(S) LT

a

(T = ~[ g . 1) 8, (3 — g p - f(u)} duds}, =

(Tx)(1,), t, <t<t,.

Tx operatoriiniin siirekli oldugu aciktir. =17, ve xe Aigin (5.6) kullanilarak

(S ,Z.)n—z K b
(Tx)(t)<;{a'+(n 2)vj r() | Dql(u,f)gl(x(u—f))di—f(u)} duds}

t+7 n+tla

1 1 F(s—t=17)"" §
S;[a—i_ (n—2)!,L r(s) sz[Ql(u)ﬁl +|f(u)|] d”dsJ
<M,

bulunur ve (5.7) kullanilarak
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0l I T et k2 i
(TX)(I)ZP([“ Xi+7) (n—2)!t;L r(s)

j (I g, (u, 1) g, (x(t — p))d 1 — f(u)j duds}

H+T\ ¢

t+7 H+7

R R T s
zpo{a M, (n—2)!-[ o j(Qz(u)ﬁ2+|f(u)|)duds}
> M,

elde edilir. Buda TA c Aoldugunu gosterir. A, A’nin kapali sinirli konveks bir alt

kiimesi oldugundan daralma prensibine bagvurabilmek icin 7 'nin A kiimesi iizerinde

daralma doniisiimii oldugu gosterilmelidir.

X, X, €A ve t =t igin

~ |1 ~ 1 T6-1-0" ¢ |¢ _
|(Tx,)(0) (sz)(’”“p(t”){“ X (t+7) + (n_z)!j | {qu(u,@gl(xl(u Ndé

t+7 r(s) h+7

a

[ g, .08, 5, (= ) p - f(u)} duds}

T Ly o i1 g | PP PRSP Y
P(t+7) ? (n—2)! r(s) DESI8IG

T n+t La

_J-Q2(uuu)g2(xz (u—)du— f(”):| duds}

<
P(t+7)

T (s—t-7)""

A

{|xl(t+1)—x2(t+r)|+(n_z)!

| {qu @), (x5 (=)= g, (x,(u=EN|dE

n+t La

+I‘12 (”uu)|g2 (=) — g, (x,(u —,u))|d,u}duds}

yada (5.8) den

1~ 2 1 Ts—t-0)"" |
|(Txl)(t)—(Tx2)(t)|S”x px ”[1+L(n_2)! (s ;(S)T) j [Ql(u)+Q2(u)]dudsJ

L+7

<[x = x|

buradan sup normuna gegilirse ||Tx1 —Tx2|| < ||x1 - x2|| olur ki buda 7 ’nin A kiimesi
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tizerinde daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (5.1) denkleminin tek bir pozitif

¢cOziime sahip oldugunu gosterir.

3) -1< p< P(t) <0 durumu. A, [¢,,00) aralif1 lizerinde sup normuyla tanimlanan

biitiin siirekli ve siurli fonksiyonlarin kiimesi olsun. M. ve M

M,<a<(+p)M,

sartin1 saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A: M, <x(t)<M, t>1,} seklinde

tammlasin L, i=1,2., g,(x), i=12., fonksiyonlarinin A kiimesi tizerinde Lipschitz

sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)}, i=1,2.0lsun.

(5.2)’den

dolay1 ¢, 2 t,+ max{b,d,r} olmak iizere 1, >t, yeterince biiyiik secilebilir dyle ki

1 S(s—0"
(n=2)!-  r(s)

I[Q. B, +|f )] duds <1+ p)M -, 121,

o s

1 F(s-0)"7 i
(n_z),! s) ![Qz(u)ﬂzﬂf(u)ﬂdudsSa M, t>t

ve

)n—2 N

O,(u)+Q,(u) a’ua’s<1+—p, >t
J. [ 1 2 ] I 1

Iy

1 T (s—t
(n=2)!=  r(s)
saglanir.

T:A— A doniistimii asagidaki gibi tanimlansin

i La

(T)(0) =4~ g, . 2) 8, (x(ut = 1)) pr f(u)}duds, t>1,

(Tx)(t,), t,<t<t,

Tx ’in siirekli oldugu agiktir. ¢ >¢, ve xe Aigin (5.9) kullanilarak
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~ ~ 1 FGs=0""¢ | ¢ ~
@-POX(=7)+ j o | D 4, €)g, (x(u—&)d&

(5.9)

(5.10)

(5.11)



~ ~ 1 FG-0""¢ ¢ ~ ~
T S @=POx =D+ [ ﬂquw@gl(x(u &Ndé f(u)} duds

a

L FG-n""
Sa—pM6+(n_2)J — ;.:[Ql(u),Bl +| £ @[] duds

<M,

bulunur ve (5.10) kullanilarak

~ N R D ~
TOW 2 a=PO -0~ [ j{jqz(u,mz(x(u ﬂ))dﬂ+f(u)}duds

tle

1 Fs—)"
Za—(n_m!! = ;][[Qz( ) B, +| f )| duds

>M

5

bulunur. Buda TAc A oldugunu gosterir. A, A’nin kapali sinirli konveks bir alt

kiimesi oldugunda daralma prensibine basvurabilmek i¢in 7 ’nin A kiimesi iizerinde

daralma doniistimii oldugunu gosterilmelidir.

X,Xx, €A vet=t igin

(500 ~T5)0] = =P+ o [E 0] {j 0,0, )8, (3 (u— ENE

tlLa

d
_qu (u’lu)gz(-x1 (l/t - ,U))d/,l - f(u)}duds

t

1 (s t)”2
~at POs =D j{ j ¢, (1,88, (x, (u = )d&

_qu(u’:u)gz(xz(u _,u))d,u - f(bl)i|d1/tds

<—P(0)|x(t—7)—x,(t—7)|

L1 “(s—z)"—zj
(n=2)!<  r(s)

{ [ 4,92, =) = g,(x, (= EN|d&

h

+J.q2(u’lu)|g2('xl (u—p)—g,(x,(u —/,l)|d,d} duds

yada (5.11) kullanilarak
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1 (S t)n 2
|(Tx )(O) = (Tx,) ()| €%, =, || —p+L o j j [0, () +0,(w)] dudsJ
<[ x|
buradan sup normuna gegilirse ||Tx1 —Tx2||<||x1 —x2|| olur ki buda 7 ’nin A kiimesi

tizerinde daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (5.1) denkleminin tek bir pozitif

¢cOziime sahip oldugunu ispatlar.

4) —oo<p,<P(t)<p<-1 durumu. A, [f,,0) aralif1 iizerinde sup normuyla

tanimlanan biitiin siirekli ve sinirl fonksiyonlarin kiimesi olsun. M, ve M.,
=p,—DM,<a<(-p-1)M,

sartini saglayan pozitif sabitler olmak iizere A={xe A: M, <x(t)<M, t 21} seklinde

tammmlansin. L,i=1,2., g,(x), i=1,2., fonksiyonlarinin A kiimesi iizerinde Lipschitz

sabitleri, L=max{L,L,} ve B =max _,{g,(x)},i=12,..olsun. (5.2) denkleminden

dolay1 t, + 7 >, + max{b,d } olmak iizere 1, > ¢, yeterince bilylik se¢ilebilir dyle ki

1 (s 0
(n=2)!4 I[Q2( )ﬁ2+|f(”)|]d”d~‘<( p—-DM,-ca, t2t, (5.12)
(_12)| - t) J[Ql(u)ﬂ1 |f@)] duds <@+ (p,+DM,, 121, (5.13)
ve

1 (S t)n 28
) I[Ql )+, ()] duds <= (>t (5.14)
saglanir.

T:A— A doniisiimii asagida ki gibi tanimlansin

1
P(t+7)

G i I

{—a —x(t+7)+
(n=2l5,

(Tx)(6) = { [ @0 &), (x(u = $NdE = @, w, 1) g, (x(u— p)d 1~ f(u)} duds}, r21,

(), (<1<t
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Tx ’in siirekli oldugu agiktir. £ >¢, ve xe€ A i¢in (5.12) kullanilarak

Nl L fomee
(Tx)(1) < - [OH' XE+T)+ (n— 2)!,!7 r(s)

j (qu (u, 1) 8, (x(u— p))d pt — f (u)] duds}

AN

1 1 T G—t-70)""
S—;£a+M8+(n_2)!m ) tlL[Qz(u)ﬂzﬂf(u)Hduds}
<M,

bulunur ve (5.13) kullanilarak

i 1 FG-t-0"
(Tx)(t)zpo[ a x(r+r)+(n_2)!i e

j U q,u,8) g, (x(t=E)NdS+ f (u)j a’uds]

n+r\a

1 1 T G-t-0""
Zp([ “ M7+(n—2)!m r(s) tlL(Ql(u)ﬂﬁ'f(u)D duds}

=M,
elde edilir. Buda TA c A oldugunu gosterir. A, A ’nin kapali sinirli konveks bir alt
kiimesi oldugunda daralma prensibine bagvurabilmek i¢in 7 'nin A kiimesi lizerinde
daralma doniistimii oldugunu gosterilmelidir.
X,X, €A vet=t igin
T s—t-0)""

1
(n=2)! ;L r(s)

P(t+7)

|(Tx,)(®) — (Tx,)(1)| = {a—xl (t+7)+

j [iql(u’g)gl(xl(u -&)dé

n+t La

_J. 9, (M, :u)gz(x1 (I/l —,U))d,u - f(u):| dl/tdS}
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R 1 % (s—t—zy b [ )
P(t+7){a xz(t+r)+(n_2)!j | Dql(u,f)gl(xz(u E)dé

t+7 I”(S) Hh+t

a

_J.qz(unu)gz(xz(u —,U))dﬂ - f(u)}duds}

<—
P(t+7)

1 F(s—t—1)7
{|x1(t+r)—x2(t+r)|+(n_z)!I

)

[ [I 4,(16,6)| 8, (x,(u = &) = g, (x, (u — &))|d&

n+tla

+[ @y, 1) 8, (5, (= 1)) = g, (3, (u —ﬂ))ldﬂ} duds}

yada (5.14) den

1~ 2 1 Ts—t—0)"" |
|(Txl)(t)—(Tx2)(t)|S—”x px ”[1+L(n_2)' (s ;(S)T) [ [2.a)+0,)] duds]

<[ x|
buradan sup normuna gegilirse ||Txl —Tx2|| < ||x1 - x2|| olur ki buda 7 ’'nin A iizerinde

daralma doniisiimii oldugunu gosterir. Buda (5.1) denkleminin tek bir pozitif ¢oziime

sahip oldugunu gosterir.

Ornek:

fooremo] |
e'| x(t) + (——)x(r—21)
e

2 3
—De_'_‘fd§+je_’_2”d,u —%e_’ (2e_1 +et =27 —e_6)+e_2’} =0 (5.15)
2

1

e—2t

2
denklemi ele alinsin. Burada n=3, r(t)=¢€', P(t)= ( ; j ,q(t,E)=e",
e

gt ) =e"7, g ()=g,(x)=1ve f()= —%e" (2¢"+e* =27 —e*)+18¢7™ dir.

(5.15) denklemi (5.2) sartlarim sagladigi agiktir dolaysiyla x() =e™ (5.1) denkleminin

salinim yapmayan ¢6ztiimiidiir.
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BOLUM VI

SONUCLAR

Bu calismada daha once calisiimamis olan (5.1) denkleminin salinim yapmayan

cOziimlerinin varlig i¢in yeterli sartlar verildi P(¢) fonksiyonunun dort farkli durumu

icin salinim yapmayan ¢oziimlerin varligi incelendi.
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