
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bazı Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin  

Taylor Kolokeyşin-Genişletilmiş Kübik B-spline Fonksiyonlar ile Sayısal Çözümleri 

 
Abdullah Murat Aksoy 

 
DOKTORA TEZİ 

 
Matematik Anabilim Dalı 

 
Eylül 2012 

 
 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Numerical Solutions of  Some Partial Differential Equations  

Using the Taylor Collocation-Extended Cubic B-spline Functions  

 

 
Abdullah Murat Aksoy 

 
DOCTORAL DISSERTATION 

 
Department of Mathematics 

 
September 2012 

 
 

 



 

 

 Bazı Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin  

Taylor Kolokeyşin-Genişletilmiş Kübik B-spline Fonksiyonlar ile Sayısal Çözümleri 

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abdullah Murat Aksoy 

 
 
 
 
 
 
 

Eskişehir Osmangazi Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Lisansüstü Yönetmeliği Uyarınca 

Matematik Anabilim Dalı 

Uygulamalı Matematik Bilim Dalında 

DOKTORA TEZİ 

Olarak Hazırlanmıştır 

 
 
 
 
 
 
 

Danışman: Prof. Dr. İdris Dağ 

 

 
Eylül 2012 



ONAY 

 
Matematik Anabilim Dalı Doktora öğrencisi Abdullah Murat Aksoy’un DOKTORA 

tezi olarak hazırladığı “Bazı Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin Taylor Kolokeyşin-

Genişletilmiş Kübik B-spline Fonksiyonlar ile Sayısal Çözümleri” başlıklı bu çalışma, 

jürimizce lisansüstü yönetmeliğin ilgili maddeleri uyarınca değerlendirilerek kabul edilmiştir. 

 
 
                                                                                                                  
Danışman  : Prof. Dr. İdris DAĞ 
 
 
İkinci Danışman : - 
 
 
 
Doktora Tez Savunma Jürisi: 
 
Üye : Prof. Dr. İdris DAĞ 
 
 
Üye : Doç. Dr. Bülent Saka 
 
 
Üye : Yrd. Doç. Dr. Yılmaz Dereli 
 
 
Üye : Yrd. Doç. Dr. Dursun Irk 
 
 
Üye : Yrd. Doç. Dr. Ahmet Boz 
 
 
 
 
 
 
 Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu’nun ............................. tarih ve ........................ 

sayılı kararıyla onaylanmıştır. 

  
  
  
  

 Prof. Dr. Nimetullah BURNAK 
  

 Enstitü Müdürü 
  
 



 

v 

ÖZET 

 

Bu tezde, genişletilmiş kübik B-spline Taylor kolokeyşin metodu kullanılarak 

bazı kısmi türevli diferansiyel denklem sistemlerinin sayısal çözümleri araştırılmıştır.  

 İlk bölümde sonlu farklar ve sonlu elemanlar yöntemleri, kolokeyşin metodu,  

B-spline fonksiyonlar, kübik B-spline fonksiyonlar, genişletilmiş kübik B-spline 

fonksiyonlar, genişletilmiş kübik B-spline kolokeyşin yöntemi, lineer olmayan oluşum 

denklemleri, korunum kanunları ve soliton dalgaları tanıtılmıştır. İlerleyen bölümlerde 

sayısal çözümleri bulunacak olan denklem sistemleri ve test problemleri hakkında 

bilgiler verilmiştir.  

İkinci bölümde, NLS denklemi sayısal olarak çözülmüştür. Soliton dalga 

çözümü, iki soliton dalgasının çarpışması, sabit soliton dalgasının doğuşu, hareketli 

soliton dalgasının doğuşu ve bağlı durumlu solitonlar incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde, KB ve RB denklem sistemleri yaklaşık olarak çözülmüştür. 

Önerilen yöntemin doğruluğu ilerleyen dalga çözümü ve iki ilerleyen dalganın 

çarpışması test problemleri ile kontrol edilmiştir.  

Dördüncü bölümde, İkili Burgers denklem sistemi için genişletilmiş kübik         

B-spline kolokeyşin yöntemi tanıtılmış ve iki test problemi üzerinde çalışılmıştır.  

Beşinci bölümde, reaksiyon-difüzyon denklem sisteminin sayısal çözümü 

bulunmuş, lineer reaksiyon-difüzyon ve izotermal kimyasal sistem problemleri yaklaşık 

olarak çözülmüştür 

Anahtar Kelimeler: B-spline, Genişletilmiş B-spline, Sonlu elemanlar, Soliton dalgası, 

Kolokeyşin, İlerleyen dalga, İzotermal 
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SUMMARY 

 

This thesis deals with the numerical solutions of some partial differential 

equation systems by using extended the cubic B-spline Taylor collocation method. 

In the first chapter, the finite difference and the finite element methods, 

collocation method, B-spline functions, cubic B-spline functions, extended cubic         

B-spline functions, nonlinear evolution equations, conversation laws, soliton waves are 

described.  The partial differential equation systems that will be solved numerically in 

the next chapters are introduced together with their test problems. 

In the second chapter, the NLS equation is solved numerically. Five test 

problems concerning solitary waves, interaction of two soliton waves, birth of standing 

soliton, birth of mobile soliton and bound state of solitons are used to show accuracy of 

numerical solutions. 

In the third chapter, the systems of KB and RB equations are solved numerically.  

The proposed method is tested by studying travelling wave test problem and interaction 

of two travelling waves test problem.  

In the fourth chapter, Coupled Burgers equation is solved numerically and   two 

test problems are used to demonstrate the performance of the method.  

In the fifth chapter, system of reaction-diffusion equation is solved numerically. 

Linear reaction-diffusion problem and isothermal chemical system problem are used to 

evaluate the method.   

 

Keywords: B-spline, Extended B-spline, Finite element, Soliton waves, Collocation, 

Travelling waves, Isothermal 
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Fizik, matematik gibi bilim dallar¬nda ve çeşitli mühendislik alanlar¬nda kaŗs¬-

laş¬lan birçok problem, k¬smi türevli diferansiyel denklemlerle modellenir. Model

problemleri analitik yöntemlerle çözmek her zaman mümkün olmad¬¼g¬ndan dolay¬,

alternatif olarak yaklaş¬k çözüm yöntemleri kullan¬l¬r. Sonlu farklar yöntemi ve

sonlu elemanlar yöntemi yayg¬n olarak kullan¬lan yaklaş¬k çözüm yöntemleridir.

1.1 Sonlu Farklar Yöntemi

Sonlu farklar yönteminde diferansiyel denklemin tan¬m aral¬¼g¬sonlu say¬da bö-

lünme noktalar¬na ayr¬l¬r ve her bir bölünme noktas¬ndaki türev de¼gerleri yerine

Taylor seri aç¬l¬mlar¬yard¬m¬yla elde edilen, sonlu fark yaklaş¬mlar¬yaz¬l¬r. Böylece

diferansiyel denklem bir cebirsel denkleme dönüşür.

Bir de¼gi̧sken içeren ifadeler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬, Taylor serisi yard¬m¬yla

aşa¼g¬daki şekilde elde edilir.

[a; b] tan¬m aral¬¼g¬için, N bir pozitif tamsay¬, h =
b� a
N

ve bölünme noktalar¬

xi = ih; i = 0; 1; : : : ; N

olsun. Bu durumda, U(x) fonksiyonu ve türevleri tan¬m aral¬¼g¬üzerinde sürekli

olmak üzere, U(xi+h) ve U(xi�h) ifadelerinin xi noktas¬ndaki Taylor seri aç¬l¬mlar¬

U(xi + h) = U(xi) + hUx(xi) +
h2

2!
Uxx(xi) +

h3

3!
Uxxx(xi) + : : : ; (1.1)

U(xi � h) = U(xi)� hUx(xi) +
h2

2!
Uxx(xi)�

h3

3!
Uxxx(xi) + : : : (1.2)

olarak bulunabilir. (1.1-1.2) eşitlikleri

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi)

h
� h

2!
Uxx(xi)�

h2

3!
Uxxx(xi)� : : : ; (1.3)

Ux(xi) =
U(xi)� U(xi � h)

h
+
h

2!
Uxx(xi)�

h2

3!
Uxxx(xi) + : : : (1.4)

şeklinde düzenlenirse, U ifadesinin xi noktas¬ndaki birinci türevi

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi)

h
+O(h) = Ui+1 � Ui

h
+O(h); (1.5)

Ux(xi) =
U(xi)� U(xi � h)

h
+O(h) = Ui � Ui�1

h
+O(h) (1.6)
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formunda yaklaş¬k olarak bulunabilir. (1.5-1.6) ile bulunan yaklaş¬mlar s¬ras¬yla

ileri ve geri fark yaklaş¬mlar¬olarak adland¬r¬l¬r. Her iki yaklaş¬mda da görüldü¼gü

gibi, seri belli bir yerden kesildi¼gi için bir hata oluşacakt¬r. Oluşan hatalar, serinin

kesildi¼gi yerden sonraki ilk terime göre de¼gerlendirilir ve O(:) ile gösterilir.

(1.2) eşitli¼gi, (1.1) eşitli¼ginden ç¬kar¬l¬r ve düzenlenirse

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi � h)

2h
+O(h2);

Ux(xi) =
Ui+1 � Ui�1

2h
+O(h2) (1.7)

formunda birinci türev için merkezi fark yaklaş¬m¬bulunur. Ayr¬ca, (1.1) ve (1.2)

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

Uxx(xi) =
U(xi + h)� 2U(xi) + U(xi � h)

h2
+O(h2);

Uxx(xi) =
Ui+1 � 2Ui + Ui�1

h2
+O(h2) (1.8)

formunda ikinci türev için sonlu fark yaklaş¬m¬da bulunabilir.

Ayr¬nt¬l¬bilgi için (Lapidus and Pinder, 1982; Smith, 1978; Thomas, 1995; Irk,

2007) referanslar¬incelenebilir.

1.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi

Fiziksel sürecin matematiksel formülasyonu ve matematisel modelin nümerik

olarak analizi, �ziksel olaylar üzerinde çal¬̧san birçok mühendis ve bilim adam¬n¬n il-

gilendi¼gi iki temel konudur. Fiziksel sürecin matematiksel formülasyonu, ilgili konu

(örne¼gin �zik yasalar¬) hakk¬nda ve kullan¬lacak matematiksel yöntem hakk¬nda

deneyim gerektirir. Formülasyon sonucunda genellikle bir diferansiyel denklem

ortaya ç¬kar. Matematiksel modelin elde edilmesi ve �ziksel sürecin karakteris-

tik özelliklerinin tahmin edilmesi için kullan¬lan nümerik yöntemlerden birisi sonlu

elemanlar yöntemidir.

Sonlu elemanlar yöntemi, varyasyonel yöntemlerdendir. Fakat geleneksel varyas-

yonel yöntemlerin baz¬dezavantajl¬yönlerinin üstesinden gelmi̧stir. Sonlu elemanlar

yöntemini di¼ger say¬sal yöntemlerden üstün k¬lan üç temel özellik vard¬r. Bunlardan

birincisi, geometrik olarak karmaş¬k olan çözüm bölgesinin, sonlu eleman olarak
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adland¬r¬lan, geometrik alt bölgelerin bir kolleksiyonu olarak yeniden gösterilmesidir.

·Ikincisi, herhangi bir sürekli fonksiyon, cebirsel polinomlar¬n bir lineer kombinas-

yonu olarak gösterilebilir düşüncesinden hareketle, herbir sonlu eleman üzerinde,

çözüm fonksiyonlar¬için yaklaş¬m fonksiyonlar¬oluşturulmas¬d¬r. Üçüncüsü, dife-

ransiyel denklem kullan¬larak, bilinmeyen katsay¬lar aras¬nda cebirsel ba¼g¬nt¬lar elde

edilmesidir (Reddy, 1993).

Sonlu elemanlar metodu hem düzgün, hem de düzgün olmayan karmaş¬k geometrik

bölgelerde iyi sonuçlar vermektedir. Pratik, uygulanmas¬kolay ve bilgisayar prog-

ramlama mant¬¼g¬na uygun bir yöntemdir (Logan, 2007).

Problemin çözüm bölgesinin, alt bölgelerin bir kolleksiyonu olarak göterilmesi

sadece sonlu elemanlar yöntemine ait bir yaklaş¬m de¼gildir. Antik matematikçiler,

bu yaklaş¬m¬� say¬s¬n¬n de¼gerini hesaplamak için kullanm¬̧slar ve � say¬s¬n¬n yak-

laş¬k 40 basama¼g¬n¬ do¼gru olarak hesaplam¬̧slard¬r. Hesaplamalar¬ yaparken bir

çemberi sonlu say¬da kenarlar¬olan bir çokgen olarak ele alm¬̧slard¬r. Burada çok-

genin herbir kenar¬bir sonlu eleman olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Hreniko¤ (1941), bir

elastik düzlemi kolonlar ve kiri̧slerin bir kolleksiyonu olarak yap¬sal analizde kul-

lanm¬̧st¬r. Courant (1943), bilinmeyen bir fonksiyona yaklaş¬m yapmak için alt

bölgelerde tan¬ml¬, parçal¬ve sürekli fonksiyonlar¬kullanm¬̧st¬r. Yöntemin formal

gösterimi ise virtuel i̧s prensibi kullan¬larak Argyris and Kelsey (1960) ve bir üçgen

matris için rijitlik matrisi oluşturularak Turner, et al. (1956) referanslar¬nda ortaya

konmuştur. Sonlu eleman terimi ilk olarak 1960 da Clough taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r

(Reddy, 1993).

Aşa¼g¬da sonlu elemanlar yönteminin bir diferansiyel denkleme nas¬l uyguland¬¼g¬

gösterilmi̧stir. L bir diferansiyel operatör ve v(x) bilinen fonksiyon olmak üzere,

Lu(x) = v(x) (1.9)

şeklinde bir diferansiyel denklem alal¬m. u(x) çözümüne

u(x) � uN(x) =
NX
j=1

aj�j(x) (1.10)

yaklaş¬m¬yap¬ls¬n. (1.10) eşitli¼ginde verilen �j(x); j = 1; : : : ; N fonksiyonlar¬, tüm

s¬n¬r şartlar¬n¬ sa¼glayacak şekilde seçilen taban fonksiyonlar¬ ve aj; j = 1; : : : ; N
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bilinmeyen katsay¬lard¬r. uN(x) yaklaş¬k çözümü denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

R(x) = LuN(x)� v(x) = LuN(x)� Lu(x) (1.11)

rezidüsü elde edilir. Rezidüyü küçültmek için, 
 tan¬m bölgesi üzerindeki a¼g¬rl¬kl¬

integral s¬f¬ra eşitlenir. BöyleceZ



Wj(x)R(x)dx = 0; j = 1; : : : ; N (1.12)

formunda, N bilinmeyen ve N denklemden oluşan bir denklem sistemi elde edilir

(Irk, 2007). Burada Wj; j = 1; : : : ; N a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬d¬r. (1.12) denklem

sisteminin çözülebilir olmas¬ için, fWjg kümesi lineer ba¼g¬ms¬z olmal¬d¬r (Reddy,

1993). (1.12) sistemi çözülerek aj katsay¬lar¬bulunur. Bulunan katsay¬lar (1.10)

eşitli¼ginde yerlerine yaz¬ld¬¼g¬nda da uN(x) yaklaş¬k çözümüne ulaş¬l¬r .

1.2.1 Kolokeyşin metodu

Kolokeyşin metodunda (1.9) için bir uN yaklaş¬k çözümü bulunmaya çal¬̧s¬l¬r.

Bu yöntemde Wj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬olarak,

Wj = �(x� xj) (1.13)

Dirac Delta fonksiyonlar¬seçilir. Burada xj ler key� olarak seçilen kolokeyşin nok-

talar¬d¬r. Kolokeyşin noktalar¬ genelde birbirlerine eşit uzakl¬kta olacak şekilde

seçilmektedir. (1.12) denkleminde Wj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬yerine �(x�xj) yaz¬l¬rsaZ



�(x� xj)R(x)dx = 0, j = 1; : : : ; N (1.14)

elde edilir. Kolokeyşin yönteminde rezidü, 
 tan¬m bölgesi üzerindeki xj nokta-

lar¬nda s¬f¬r olmal¬d¬r (Reddy, 1993). Buradan

R(x) = 0

LuN � v(x) = 0

L

 
NX
j=1

aj�j(x)

!
� v(x) = 0 (1.15)
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eşitli¼gi bulunur. (1.15) den aj katsay¬lar¬hesaplan¬r ve böylece yaklaş¬k çözüm elde

edilmi̧s olur.

1.3 B-spline Fonksiyonlar

Aran¬lan fonksiyon için e¼gri yaklaş¬m¬yapmak her zaman iyi sonuçlar vermeye-

bilir. Ayr¬ca kullan¬lan Lagrange ve Newton interpolasyon polinomlar¬n¬n dere-

celeri, bölünme noktalar¬n¬n say¬s¬artt¬kça artaca¼g¬ndan, bu tür polinomlarla yap¬la-

cak i̧slemler zorlaş¬r. Bu gibi durumlarda, ardarda gelen iki veri aras¬nda birinci,

ikinci, üçüncü ya da daha yüksek dereceden fonksiyonlarla yaklaş¬m¬n yap¬ld¬¼g¬

spline interpolasyon yöntemi önerilmektedir. Spline interpolasyonu; tan¬mlanan

aral¬k üzerinde, birbirlerini örtmeyen alt aral¬klarda, daha küçük dereceden polinom

bulma esas¬na dayanmaktad¬r (Davies, 1980).

Spline fonksiyonlar, aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan parçal¬polinom fonksiyonlard¬r

(Da¼g, 1994).

� Düzgün fonksiyonlard¬r.

� Uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r.

� Hesaplanmas¬kolay olan fonksiyonlard¬r.

� Türevleri ve integralleri de spline fonksiyondur.

� Küçük dereceden spline fonksiyonlar çok esnektir ve polinomlarda oldu¼gu gibi

sal¬n¬m yapmazlar.

� Çözüm bölgesi üzerinde sürekli olan her fonksiyon, bir spline fonksiyon cinsin-

den gösterilebilir.

Belirli derecede ve düzgünlükteki her spline fonksiyon, B-spline fonksiyonlar¬n

lineer kombinasyonu olarak yaz¬labilir (Boor, 1978).

: : : < x�2 < x�1 < x0 < x1 < x2 < : : : ve lim
i!1

xi =1; lim
i!1

x�i = �1 (1.16)

olmak üzere, 0: dereceden B-spline fonksiyon,

B0i =

8<: 1; xi � x < xi+1
0; di¼ger durumlar

(1.17)
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olarak tan¬mlan¬r (Boor, 1978). Görüldü¼gü gibi B0i ; B-spline fonksiyonu sürek-

sizdir.

Yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar ise

Bki =
x� xi
xi+k � xi

Bk�1i (x) +
xi+k+1 � x
xi+k+1 � xi+1

Bk�1i+1 (x) (1.18)

k = 1; 2; : : : i = 0;�1;�2; : : :

ba¼g¬nt¬s¬ yard¬m¬yla hesaplan¬r (Höllig, 2003). B-spline fonksiyonlar geometrik

olarak farkl¬ uzunluklara sahip alt aral¬klar üzerinde de tan¬mlanabilirler (Da¼g,

1994).

1.3.1 Kübik B-spline kolokeyşin yöntemi

[a; b] aral¬¼g¬

a = x0 < x1 < : : : < xN = b (1.19)

olacak şekilde düzgün aral¬klara bölünsün ve �m fonksiyonlar¬xm noktalar¬ndaki

kübik B-spline fonksiyonlar¬göstersinler. Bu durumda ��1; : : : ; �N+1 fonksiyonlar¬

[a; b] üzerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlar için bir taband¬r (Prenter, 1975). Bundan

dolay¬w(x; t) çözümü için

wm(x; t) =
N+1X
m=�1

�m(x)�m(t) (1.20)

formunda bir wm(x; t) yaklaş¬k çözümü al¬nabilir.

�m kübik B-spline fonksiyonlar¬, m = �1; 0; : : : ; N + 1 için h = (xm+1 � xm)

olmak üzere aşa¼g¬da verilen ba¼g¬nt¬ile verilir (Prenter, 1975):

�m(x) =
1

h3

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�2)3; [xm�2; xm�1]

h3 + 3h2(x� xm�1) + 3h(x� xm�1)2

�3(x� xm�1)3; [xm�1; xm]

h3 + 3h2(xm+1 � x) + 3h(xm+1 � x)2

�3(xm+1 � x)3; [xm; xm+1]

(xm+2 � x)3; [xm+1; xm+2]

0; di¼ger durumlar.

(1.21)
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�m(x) B-spline fonksiyonlar¬, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r.
0 ve 00; x�e

göre birinci ve ikinci türevi göstermek üzere, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬nda �m(x); �
0
m(x)

ve �00m(x) fonksiyonlar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki de¼gerleri s¬ras¬yla

�m(xm�2) =
1

h3
(xm�2 � xm�2)3 = 0;

�m(xm�1) =
1

h3
�
h3 + 3h2(xm�1 � xm�1) + 3h(xm�1 � xm�1)2 � 3(xm�1 � xm�1)3

�
= 1;

�m(xm) =
1

h3
�
h3 + 3h2(xm+1 � xm) + 3h(xm+1 � xm)2 � 3(xm+1 � xm)3

�
= 4;

�m(xm+1) =
1

h3
(xm+2 � xm+1)3 = 1;

�m(xm+2) = 0;

�0m(xm�2) =
3

h3
(xm�2 � xm�2)2 = 0;

�0m(xm�1) =
1

h3
�
3h2 + 6h(xm�1 � xm�1)� 9(xm�1 � xm�1)2

�
=
3

h
;

�0m(xm) =
1

h3
�
�3h2 � 6h(xm+1 � xm) + 9(xm+1 � x)2

�
= 0;

�0m(xm+1) = � 3
h3
(xm+2 � xm+1)2 = �

3

h
;

�0m(xm+2) = 0;

�00m(xm�2) =
6

h3
(xm�2 � xm�2) = 0;

�00m(xm�1) =
1

h3
[6h� 18(xm�1 � xm�1)] =

6

h2
;

�00m(xm) =
1

h3
[6h� 18(xm+1 � xm)] = �

12

h2
;

�00m(xm+1) =
6

h3
(xm+2 � xm+1) =

6

h2
;

�00m(xm+2) = 0

olarak bulunur. Tablo 1.1�de, bölünme noktalar¬ndaki kübik B-spline de¼gerleri

görülmektedir.

Tablo 1.1: Bölünme noktalar¬ndaki kübik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

�m(x) 0 1 4 1 0

h�0m(x) 0 3 0 �3 0

h2�00m(x) 0 6 �12 6 0
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[xm; xm+1] aral¬¼g¬, �m�1; �m; �m+1; �m+2 kübik B-spline fonksiyonlar¬taraf¬ndan

örtülür. Bu durum Şekil 1.1�de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.1: [xm; xm+1] sonlu eleman¬nda �m�1; : : : ; �m+2 kübik B-spline fonksiyonlar¬

Ayr¬ca [xm; xm+1] aral¬¼g¬ üzerinde, �m�1; �m; �m+1; �m+2 d¬̧s¬ndaki di¼ger tüm

kübik B-spline fonksiyonlar¬s¬f¬r olaca¼g¬ndan, bu aral¬k üzerindeki w için yaklaş¬m

ifadesi

wm(x; t) =
m+2X
j=m�1

�j(x)�j(t) (1.22)

formunda yaz¬labilir.

Tablo 1.1 ve (1.22) yaklaş¬k çözümünün kullan¬lmas¬ile bölünme noktalar¬nda

wm ve ilk iki türevi

wm(xm; t) =

m+2X
j=m�1

�j(x)�j(t);

wm = �m�1�m�1(xm) + �m�m(xm) + �m+1�m+1(xm) + �m+2�m+2(xm);

wm = �m�1 + 4�m + �m+1;

w0m(xm; t) =
m+2X
j=m�1

�0j(x)�j(t);

w0m = �m�1�
0
m�1(xm) + �m�

0
m(xm) + �m+1�

0
m+1(xm) + �m+2�

0
m+2(xm);

w0m =
3

h
(�m+1 � �m�1);
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w00m(xm; t) =

m+2X
j=m�1

�00j (x)�j(t);

w00m = �m�1�
00
m�1(xm) + �m�

00
m(xm) + �m+1�

00
m+1(xm) + �m+2�

00
m+2(xm);

w00m =
6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

olarak bulunur. Sonuç olarak wm; w0m ve w
00
m yaklaş¬mlar¬n¬n bölünme noktalar¬n-

daki de¼gerleri �m parametresine göre,

wm = wm(xm; t) = �m�1 + 4�m + �m+1; (1.23)

w0m = w0m(xm; t) =
3

h
(�m+1 � �m�1) ; (1.24)

w00m = w00m(xm; t) =
6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1) (1.25)

şeklinde yaz¬l¬r.

Ayr¬nt¬l¬bilgi için, (Da¼g et al., 2005 a, 2005 b ; Gardner et al., 1996, Saka and

Da¼g, 2005) referanslar¬incelenebilir.

1.3.2 Geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi

[a; b] aral¬¼g¬(1.19) da oldu¼gu gibi düzgün aral¬klara bölünsün ve Em fonksiyonlar¬

xm noktalar¬ndaki geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬göstersinler. Bu du-

rumda E�1; : : : ; EN+1 fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlar

için bir taband¬r. Bundan dolay¬w(x; t) çözümü için,

wm(x; t) =

N+1X
m=�1

Em(x)�m(t) (1.26)

formunda bir wm(x; t) yaklaş¬k çözümü al¬nabilir.

Em geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬, m = �1; 0; : : : ; N + 1 için

h = (xm+1 � xm) olmak üzere
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Em(x) =
1

24h4

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

4h(1� �)(x� xm�2)3 + 3�(x� xm�2)4; [xm�2; xm�1]

(4� �)h4 + 12h3(x� xm�1) + 6h2(2 + �)(x� xm�1)2

�12h(x� xm�1)3 � 3�(x� xm�1)4; [xm�1; xm]

(4� �)h4 � 12h3(x� xm+1) + 6h2(2 + �)(x� xm+1)2

+12h (x� xm+1)3 � 3�(x� xm+1)4; [xm; xm+1]

4h (�� 1) (x� xm+2)3 + 3� (x� xm+2)4 ; [xm+1; xm+2]

0; di¼ger durumlar.
(1.27)

ba¼g¬nt¬s¬yla verilir (Gang, 2008). Bu ba¼g¬nt¬n¬n katsay¬lar¬nda, kübik B-spline

fonksiyonlar¬n katsay¬lar¬ndan farkl¬olarak � ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skeni kullan¬lmaktad¬r.

En do¼gru sonuç elde edilene kadar, üzerinde çal¬̧s¬lan denklemlerin say¬sal çözümleri

� n¬n farkl¬de¼gerleri için yeniden hesaplan¬r. � = 0 al¬nmas¬durumunda bulu-

nan sonuçlar kübik B-spline kolokeyşin yönteminin sonuçlar¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Böylece � n¬n s¬f¬r oldu¼gu kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile � n¬n s¬f¬rdan farkl¬

de¼gerler ald¬¼g¬geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi aras¬nda kaŗs¬laşt¬rma

yap¬labilmektedir.

Em(x) B-spline fonksiyonlar¬, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. 0 ve 00; x�e

göre birinci ve ikinci türevi göstermek üzere, [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬nda, Em(x); E 0m(x)

ve E 00m(x) fonksiyonlar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki de¼gerleri s¬ras¬yla,

Em(xm�2) =
1

24h4
�
4h(1� �)(x� xm�2)3 + 3�(x� xm�2)4

�
= 0;

Em(xm�1) =
1

24h4
�
(4� �)h4 + 12h3(x� xm�1) + 6h2(2 + �)(x� xm�1)2

�12h(x� xm�1)3 � 3�(x� xm�1)4
�
;

Em(xm�1) =
4� �
24

;

Em(xm) =
1

24h4
�
(4� �)h4 � 12h3(x� xm+1) + 6h2(2 + �)(x� xm+1)2

+12h (x� xm+1)3 � 3�(x� xm+1)4
�
;

Em(xm) =
8 + �

12
;

Em(xm+1) = � 1

24h4
�
4h (�� 1) (x� xm+2)3 + 3� (x� xm+2)4

�
=
4� �
24

;

Em(xm+2) = 0;
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E 0m(xm�2) =
1

24h4
�
12h(1� �)(x� xm�2)2 + 12�(x� xm�2)3

�
= 0;

E 0m(xm�1) =
1

24h4
�
12h3 + 12h2(2 + �)(x� xm�1)� 36h(x� xm�1)2

�12�(x� xm�1)3
�
;

E 0m(xm�1) =
1

2h
;

E 0m(xm) =
1

24h4
�
�12h3 + 12h2(2 + �)(x� xm+1) + 36h (x� xm+1)2

�12�(x� xm+1)3
�
;

E 0m(xm) = 0;

E 0m(xm+1) = � 1

24h4
�
4h (�� 1) (x� xm+2)3 + 3� (x� xm+2)4

�
= � 1

2h
;

E 0m(xm+2) = 0;

E 00m(xm�2) =
1

24h4
�
24h(1� �)(x� xm�2) + 36�(x� xm�2)2

�
= 0;

E 00m(xm�1) =
1

24h4
�
12h2(2 + �)� 72h(x� xm�1)� 36�(x� xm�1)2)

�
=
2 + �

2h2
;

E 00m(xm) =
1

h3
[6h� 18(xm+1 � xm)] = �

2 + �

h2
;

E 00m(xm+1) =
6

h3
(xm+2 � xm+1) =

2 + �

2h2
;

E 00m(xm+2) = 0

olarak bulunur. Tablo 1.2�de, bölünme noktalar¬ndaki geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

de¼gerleri görülmektedir.

Tablo 1.2: Bölünme noktalar¬ndaki geni̧sletilmi̧s kübik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

24Em(x) 0 4� � 16 + 2� 4� � 0

2hE 0m(x) 0 �1 0 1 0

2h2E 00m(x) 0 2 + � �4� 2� 2 + � 0

Şekil 1.2 de geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar görülmektedir (Hamid et

al., 2011).
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Şekil 1.2 : � = �10;�5; 0; 5; 10 için geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar

Ayr¬ca [xm; xm+1] aral¬¼g¬üzerinde, Em�1; Em; Em+1; Em+2 d¬̧s¬ndaki di¼ger tüm

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬s¬f¬r olaca¼g¬ndan, bu aral¬k üzerindeki w

için yaklaş¬m ifadesi

wm(x; t) =
m+2X
j=m�1

Ej(x)�j(t) (1.28)

eşitli¼gi ile bulunur.

Tablo 1.2 ve (1.28) yaklaş¬k çözümünün kullan¬lmas¬ile bölünme noktalar¬nda

wm ve ilk iki türevi

wm(xm; t) =

m+2X
j=m�1

Ej(x)�j(t);

wm = �m�1Em�1(xm) + �mEm(xm) + �m+1Em+1(xm) + �m+2Em+2(xm);

wm =
4� �
24

�m�1 +
8 + �

12
4�m +

4� �
24

�m+1;

w0m(xm; t) =
m+2X
j=m�1

E 0j(x)�j(t);

w0m = �m�1E
0
m�1(xm) + �mE

0
m(xm) + �m+1E

0
m+1(xm) + �m+2E

0
m+2(xm);

w0m = � 1

2h
(�m�1 � �m+1);
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w00m(xm; t) =

m+2X
j=m�1

E 00j (x)�j(t);

w00m = �m�1E
00
m�1(xm) + �mE

00
m(xm) + �m+1E

00
m+1(xm) + �m+2E

00
m+2(xm);

w00m =
2 + �

2h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

olarak yaz¬l¬r. Sonuç olarak wm; w0m ve w
00
m yaklaş¬mlar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki

de¼gerleri �m parametresine göre

wm = wm(xm; t) =
4� �
24

�m�1 +
8 + �

12
4�m +

4� �
24

�m+1; (1.29)

w0m = w0m(xm; t) = �
1

2h
(�m�1 � �m+1); (1.30)

w00m = w00m(xm; t) =
2 + �

2h2
(�m�1 � 2�m + �m+1) (1.31)

şeklinde ifade edilir.

1.4 Lineer Olmayan Oluşum Denklemleri

Oluşum denklemleri,

ut = K[u] (1.32)

formundad¬r. Burada K[u]; u fonksiyonu ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine göre

türevlerini içeren bir fonksiyonu, t alt indisi zamana göre türevi, u(x; t) ise çözüm

fonksiyonunu göstermektedir.

Fizik, kimya, biyoloji gibi bir çok bilim dal¬nda ve çeşitli mühendislik alanlar¬nda

geni̧s uygulama alan¬na sahip olan, lineer olmayan oluşum denklemlerinden baz¬lar¬

aşa¼g¬da verilmi̧stir.

(i) Kimyasal reaksiyonlar ve popülasyon biyolojisinde model problem olan,

ut = �u+ f(u) (1.33)

formundaki Reaksiyon-Difüzyon denklemi.

(ii) Bulaş¬c¬lar¬n taş¬nmas¬n¬ve yo¼gun ak¬̧skan ak¬̧s¬n¬modelleyen

ut + f(u)x = �u (1.34)

formunda verilen adveksiyon-difüzyon denklemi.
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(iii) Gözenekli ortamlarda madde geçi̧si gibi olaylar¬n modellenmesinde ortaya

ç¬kan

ut = 5 � [D(u)5 u] (1.35)

şeklindeki lineer olmayan difüzyon matrisi denklemi.

(iv) Lineer olmayan klasik alan teorisinde basit bir model denklem olan

utt ��u+ f(u) = 0 (1.36)

formundaki hiperbolik dalga denklemi.

(v) Ak¬̧skanlar mekani¼ginde, plazma �zi¼ginde ve lineer olmayan optik problem-

lerinde model denklem olarak kullan¬lan

iut + uxx + q juj2 u = 0 (1.37)

lineer olmayan kübik Schrödinger denklemi.

(vi) Yüzey dalgalar¬n¬n yay¬l¬m¬için bir model olan

vt + ux + (vu)x = 0; (1.38)

ut + vx + uux �
1

3
uxxt = 0 (1.39)

formundaki Klasik Boussinesq denklemi.

(vii) Lineer olmayan plazma dalgalar¬n¬n oluşumunu modelleyen

wt(x; t) + wxxx(x; t) + � (jw(x; t)jw(x; t))x = 0 (1.40)

formundaki CMKdV denklemi.

Detayl¬bilgi için (Hunter, 1996) ve (Irk, 2007) referanslar¬incelenebilir.

1.5 Korunum Kanunlar¬

Lineer olmayan oluşum denklemleri için korunum kanunu

Tt + Xx = 0 (1.41)

formundad¬r. Burada T [u] ve X [u] s¬ras¬yla, u ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine

göre türevlerini içeren korunumlu yo¼gunluk ve ilgili ak¬d¬r. Tt ve Xx s¬ras¬yla t ve
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x de¼gi̧skenlerine göre tam türevi gösterir ve

Tt =
@T
@u
ut +

@T
@ux

utx + : : : ;

(1.42)

Xx =
@X
@u
ut +

@X
@ux

uxx + : : :

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

(1.41) denkleminin x de¼gi̧skenine göre, bir (A;B) aral¬¼g¬nda integrali al¬nd¬¼g¬nda

BZ
A

@

@t
T dx+ XjBA =

@

@t

BZ
A

T dx+ XjBA = 0 (1.43)

elde edilir. (B � A)�n¬n periyodun tam kat¬oldu¼gu veya u(x; t)�nin x ! �1 ve

(A;B) = (�1;1) iken s¬f¬ra gitti¼gi uygun periyodik s¬n¬r koşullar¬alt¬nda, (1.43)

eşitli¼ginden

@

@t

BZ
A

T dx = 0 (1.44)

olup buradan t de¼gi̧skenine göre integral al¬nd¬¼g¬nda ise

BZ
A

T dx = sabit (1.45)

hareket sabiti elde edilir (Fordy, 1990; Taşcan, 2002).

Bu çal¬̧smada NLS denklemi için korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri hesaplan-

m¬̧s ve ifadeleri ilgili bölümde verilmi̧stir.

1.6 Solitonlar

Solitonlar ilk kez, 1834 y¬l¬nda, J. Scott Russell taraf¬ndan, Edinburgh kentindeki

Union kanal¬nda gözlemlenmi̧stir. Russell birçok kaynakta da yer alan gözlemini

aşa¼g¬daki şekilde ifade etmi̧stir (Irk, 2007).

"·Iki çift at taraf¬ndan dar bir kanal boyunca h¬zla çekilen bir botun hareketini göz-

lemliyordum. Bot aniden durdu¼gunda, bota hareket sa¼glayan kanaldaki su kütlesi

durmad¬ve su kütlesi şiddetli bir çalkalanma şeklinde botun uç k¬sm¬etraf¬nda top-

land¬ve aniden botu arkas¬nda b¬rakarak, büyük bir h¬zla harekete geçti. Büyük bir
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solitary dalga yüksekli¼gine sahip olarak düşündü¼güm formdaki, dairesel ve düzgün

bir su kütlesinin kanal boyunca şekil veya h¬z¬n¬ bozmadan yoluna devam etti¼gini

gördüm. Bu dalga formunu, at üzerinde takip ettim ve yaklaş¬k 30 feet mesafe so-

nunda 8 veya 9 mil/saat h¬z¬nda, ilk baştaki orijinal şeklinde ve yar¬yüksekli¼ginde

yuvarlan¬r halde gördüm. Yüksekli¼gi kademeli olarak azald¬ ve yaklaş¬k 1 veya 2

mil takip sonunda, kanal¬n kenarlar¬nda kayboldu¼gunu gördüm. ·Işte 1834 y¬l¬n¬n

A¼gustos ay¬, ilk kez ötelenme dalgas¬ olarak adland¬rd¬¼g¬m bu ilginç ve güzel olay¬

gözleme şans¬buldu¼gum zamand¬."

Russell, başlang¬çta �otelenme dalgas{ olarak adaland¬rd¬¼g¬dalgaya, daha sonra

b�uy�uk solitary dalgas{ ismini vermi̧stir. Bu isim literatürde k¬salt¬larak solitary

dalgas{ olarak da kullan¬lm¬̧st¬r. Günümüzde ise s¬kl¬kla solitary dalgas{ yerine

soliton terimi kullan¬lmaktad¬r (Infeld and Rowlands, 1990).

Daha sonra Russel, soliton dalgalar¬n¬daha dikkatli inceleyebilmek için, labaratu-

var¬nda oluşturdu¼gu dalga tanklar¬nda birçok deneyler yapm¬̧s ve aşa¼g¬daki sonuçlara

ulaşm¬̧st¬r (Falkovich, 2007):

(i) Solitary dalgalar¬hsech2 (k(x� vt)) formuna sahiptir.

(ii) Yeterince büyük miktardaki su kütlesi, iki veya daha fazla ba¼g¬ms¬z solitary

dalgas¬üretir.

(iii) Normal dalgalar¬n aksine solitary dalgalar¬ asla birleşmezler. Bu sebeple

küçük genli¼ge sahip bir solitary dalgas¬ile büyük genli¼ge sahip bir solitary dal-

gas¬birbirleri ile çarp¬̧st¬ktan sonra, iki solitary dalgas¬birbirlerinden ayr¬larak

şekillerinde bir bozulma olmadan yollar¬na devam edebilirler.

(iv) g yerçekimi ivmesi olmak üzere, h yüksekli¼gine sahip olan ve d derinli¼gindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgas¬n¬n h¬z¬

v =
p
g(d+ h) (1.46)

ba¼g¬nt¬s¬ile ifade edilir.
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Şekil 1.3 Bir soliton dalgas¬n¬n hareketi

1895 y¬l¬nda Korteweg de Vries, lineer olmayan s¬¼g su dalgalar¬n¬n hareketini

modelleyen

@u(x; t)

@t
+ c

@u(x; t)

@x
+ "

@3u(x; t)

@x3
+ 
u(x; t)

@u(x; t)

@x
= 0 (1.47)

(1.47) denkleminin

u(x; t) = ~u(x� vt) (1.48)

formunda bir solitary dalga çözümüne sahip oldu¼gunu gösterdiler. (Korteweg and

de Vries, 1895). Denklemde u(x; t); dalgan¬n genli¼gini; c =
p
gd, küçük genlikli

dalgan¬n h¬z¬n¬; " = c (d2=6� T=2�g) ; da¼g¬lma parametresini; 
, lineer olmayan

parametreyi; T , yüzey gerilimini; �, suyun yo¼gunlu¼gunu göstermektedir. 1965

y¬l¬nda Kruskal and Zabusky, KdV denklemini sonlu farklar metodu ile çözmüş,

solitary dalgalar¬n¬n çarp¬̧sma sonras¬nda şekillerini de¼gi̧stirmediklerini gözlemlemi̧s

ve bu özelli¼gin parçac¬klar¬n çarp¬̧smas¬na benzedi¼gini bularak bu tip dalgalara soli-

ton ad¬n¬vermi̧slerdir (Zabusky and Kruskal, 1965). 1967 y¬l¬nda Gardner, Greene,

Kruskal ve Miura taraf¬ndan ters saç¬lma dönüşüm metodu kullan¬larak, KdV denk-

leminin soliton çözümleri analitik olarak da verilmi̧stir (Gardner et.al., 1967).

Günümüzde solitonlar; ak¬̧skanlar mekani¼gi, temel parçac¬klar �zi¼gi, lazer �zi¼gi,

süper iletkenlik �zi¼gi, biyo�zik gibi bir çok �zik alanlar¬nda kullan¬lmaktad¬r (Chao-

hao, 1995). 2006 y¬l¬nda Harvard üniversitesi elektrik mühendisli¼ginde görevli olan

Donhee Ham ve iki doktora ö¼grencisi David Ricketts ve Xiaofenh Li taraf¬ndan

geli̧stilen elektronik bir ayg¬t sayesinde, soliton dalgalar¬elde edilmi̧stir. Bu bu-

luş ile normal dalgalar yerine soliton dalgalar¬n¬n kullan¬lmas¬n¬n yolu aç¬lm¬̧st¬r ve
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yak¬n gelecekte radar, ileti̧sim sektörü gibi bir çok yerde solitonlar kullan¬lacakt¬r

(Harvard Gazette archives, 2006).

Detayl¬bilgi için (Irk, 2007) referans¬incelenebilir.

1.7 Lineer Olmayan Schrödinger Denklemi (NLS) ve Test Problemleri

i =
p
�1; u(x; t); x ve t ye ba¼gl¬kompleks de¼gerli bir fonksiyon, q reel bir sabit,

x ve t alt indisleri ise s¬rayla konum ve zamana göre türevi göstermek üzere NLS

denklemi

iut + uxx + q juj2 u = 0 (1.49)

formundad¬r. NLS denklemi için başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬ise s¬ras¬yla,

u (x; 0) = g (x) ; (1.50)

ux (a; t) = ux (b; t) = 0; (1.51)

olarak tan¬mlanabilir. Burada g (x) ilerleyen bölümlerde tan¬mlanacakt¬r.

Fizikte önemli uygulama alanlar¬na sahip olan (1.49) denklemi, kübik Schrödinger

denklemi olarak da adland¬r¬l¬r ve ak¬̧skanlar mekani¼ginde (Hasimoto and Ono,

1972), lineer olmayan optik problemlerinde (Strauss, 1978) ve plazma �zi¼ginde

(Lamb, 1980) model olarak kullan¬lmaktad¬r.

(1.49) denkleminin analitik çözümü V.I. Karpman and E.M. Krushkal (1969) ,

V.E. Zakharov and A.B. Shabat (1972), A.C. Scott, F.Y.F. Chu and D.W. Mclaugh-

lin (1973) çal¬̧smalar¬nda verilmi̧stir. NLS denkleminin daha genel başlang¬ç şartlar¬

için analitik çözümü bilinmedi¼ginden dolay¬, denklemin nümerik çözümünü bulma

ad¬na günümüze kadar pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧smalar aras¬nda; sonlu ele-

manlar yöntemleri (Löhner et.al.,1984), (Herbst et.al.,1985), (Argyris and Haase,1987),

(Tourigny and Morris, 1988), kübik spline sonlu elemanlar yöntemi (Gardner et

al.,1991), ortogonal spline kolokeyşin yöntemi (M.P. Robinson and G. Fairweather,

1994), Gakerkin yöntemi (Ismail, 2007), yapay sinir a¼glar¬kullan¬larak uygulanan

nümerik çözüm yöntemi (Shirvany et al., 2007), diferansiyel quadrature yöntemi
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(Korkmaz and Da¼g, 2008), radyal taban fonksiyonlar¬kullan¬larak kolokeyşin yön-

temi (Dereli, Irk and Da¼g, 2009), Pseudo-Spectral yöntem (Denghan and Taleei,

2010), diferansiyel dönüşüm yöntemi ve indirgenmi̧s diferansiyel dönüşüm yöntemi

(Abazari, 2011), diferansiyel quadrature yöntemi (Mokhtari, 2011 a) örnek verilebi-

lir.

(1.49) denkleminin çözümü olan u(x; t) fonksiyonu

u (x; t) = r (x; t) + is (x; t) (1.52)

olacak şekilde reel ve sanal k¬s¬mlar¬na ayr¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

rt = �sxx � q (r2 + s2) s;

st = rxx + q (r
2 + s2) r:

(1.53)

denklem sistemi elde edilir ki burada r (x; t) ve s (x; t) reel de¼gerli fonksiyonlard¬r.

NLS denklemi aşa¼g¬daki korunum kanunlar¬n¬sa¼glamaktad¬r. ·Ilerleyen bölüm-

lerde nümerik de¼gerleri hesaplanan C1 ve C2 korunum sabitleri,

C1 =

bZ
a

juj2 dx; (1.54)

C2 =

bZ
a

�
juxj2 �

1

2
q juj4

�
dx: (1.55)

şeklindedir.

NLS denklem sisteminin nümerik çözümlerin do¼grulunu incelemek için aşa¼g¬da

ifadeleri verilen L1 ve L2 hata normlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

L1 =


utam � un�um

1 = maxj ��utamj � un�umj

�� ; (1.56)

L2 =


utam � un�um



2
=

"
h

NX
j

��utamj � un�umj

��2# 1
2

: (1.57)

Burada un�um ile u (x; t) fonksiyonunun say¬sal çözümü gösterilmektedir.

1.7.1 Soliton dalga çözümü

NLS denkleminin çarp¬̧sma sonras¬nda da çarp¬̧sma öncesindeki şekillerini ve h¬z-

lar¬n¬koruyan soliton dalga çözümleri vard¬r(Calogero and Eckhaus, 1987). Soliton
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dalga çözümü aşa¼g¬daki formdad¬r.

u(x; t) = �

�
2

q

� 1
2

exp i

�
1

2
Sx� 1

4

�
S2 � �2

�
t

�
sech [� (x� St)] (1.58)

Burada S, büyüklü¼gü � ya ba¼gl¬olan soliton dalgas¬n¬n h¬z¬d¬r. Hesaplamalarda

�20 � x � 20 aral¬¼g¬ ve q = 2; S = 4; � = 1; 2; �t = 0:005 parametreleri

kullan¬lm¬̧st¬r (Taha and Ablowitz, 1984),(Tourigny and Morris, 1988). � = 1;

olarak al¬nd¬¼g¬nda say¬sal çözümün modülü

juj = sech (x� 4t) (1.59)

olarak bulunur. (1.58) ifadesi genli¼gi 1, h¬z¬4 olan soliton dalgas¬n¬n soldan sa¼ga

do¼gru sabit h¬zla ilerlemesini modellemektedir.

1.7.2 ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

NLS denklemi aşa¼g¬daki formda bir çarp¬̧san dalga çözümüne sahiptir (Gardner

et al., 1991).

u(x; 0) = u1(x; 0) + u2(x; 0); (1.60)

uj(x; t) = �j

�
2

q

� 1
2

exp i

�
1

2
S (x� xj)

�
sech (�jx) ; j = 1; 2 (1.61)

Burada parametreler q = 2; h = 0:1; �t = 0:005; �1 = 1:0; S1 = �4:0; x1 = �10;

�2 = 1:0; S2 = 4:0; x2 = 10 ve aral¬k �20 � x � 20 olarak seçilmi̧stir: (1.60)

başlang¬ç şart¬, büyüklükleri eşit ve aralar¬ndaki uzakl¬k 20 birim olan iki soliton

dalgas¬tan¬mlar. Dalgalardan birincisinin tepe noktas¬x = �10 , ikincisinin tepe

noktas¬x = 10 da konumlanm¬̧st¬r. Her iki dalgan¬n h¬z¬da 4 birimdir.

1.7.3 Sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

E¼ger
1Z

�1

u (x; 0) dx � � (1.62)

şart¬sa¼glan¬yorsa, u (x; 0) başlang¬ç şart¬bir soliton dalgas¬üretir (Gardner et al.,

1991). Bu test probleminde başlang¬ç şart¬,

u (x; 0) = A exp
�
�x2

�
; (1.63)
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parametreler, h = 0:03; �t = 0:005; N = 1334; A = 1:78; q = 2 ve bölge

�45 � x � 45 şeklinde seçilmi̧stir.

1.7.4 Hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

Burada başlang¬ç şart¬

u (x; 0) = A exp
�
�x2 + 2ix

�
(1.64)

şeklinde (Gardner et al., 1991), parametreler h = 0:03; �t = 0:005, q = 2; A = 1:78

ve bölge �45 � x � 45 olarak seçilmi̧stir.

1.7.5 Ba¼gl¬durumlu solitonlar (Bound state of solitons)

Başlang¬ç şart¬

u (x; 0) = sech (x) (1.65)

al¬nd¬¼g¬nda e¼ger

q = 2M2;M = 1; 2; ::: (1.66)

iseM tane soliton dalgas¬oluşur (Gardner et al., 1991). Bu problemde parametreler

h = 0:03;�t = 0:005; N = 1334 ve q = 32; 50, konum aral¬¼g¬ise�20 � x � 20 olarak

seçilmi̧stir. Bu test problemi için analitik çözüm (Miles, 1981) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Fakat analitik çözüm M > 3 olmas¬durumunda kullan¬̧sl¬de¼gildir. q = 2; 8; 16 için
hesaplanan nümerik çözümler Herbst (1985), Gardner (1991) referaslar¬nda geni̧s

çapl¬olarak ele al¬nm¬̧st¬r.

1.8 KB Denklem Sistemi, RB Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Bu bölümde ilk olarak BST denklem sistemi tan¬t¬lacakt¬r.

BST denklem sistemi,

vt + ux + (vu)x + �1uxxx � �2vxxt = 0; (1.67)

ut + vx + uux + �3vxxx � �4uxxt = 0 (1.68)

formundad¬r (Bona et al., 1997, Bona, et al., 2002). Burada �1; �2; �3; �4 reel

sabitleri, x ve t alt indisleri ise s¬ras¬yla konum ve zamana göre türevi göstermektedir.
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BST denklem sistemi

vt + ux + (vu)x = 0; (1.69)

ut + vx + uux �
1

3
uxxt = 0 (1.70)

formundaki KB denklem sisteminden türetilmi̧stir (Bona, et al., 2002). KB sistemi,

Boussinesq (1871) taraf¬ndan yüzey dalgalar¬n¬n yay¬l¬m¬için bir model olarak veril-

mi̧stir (Amick, 1984; Schonbek, 1981; Whitham, 1974). BST denklem sistemi, bir

su tünelindeki yüzey su dalgalar¬n¬modellemektedir (Bona and Chen, 1998; Chen,

1998 a, 1998 b; Pelloni and Dougalis, 2001). Pelloni and Dougalis (2001), spectral

metot ile; Al-Khaled and Nusier (2008), Adomian ayr¬̧s¬m yöntemi ile; Mohyud-Din

(2010), Adomian ayr¬̧s¬m ve Homotopy perturbasyon yöntemleri ile BST denklem

sisteminin say¬sal çözümleri üzerinde çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r.

(1.67-1.68) denklem sistemindeki terimler,

� h; durgun suyun yüksekli¼gi,

� g; yerçekimi ivmesi,

� x; h ile ölçeklendirilmi̧s kanal boyunun uzunlu¼gu,

� t; (h=g)1=2 ile ölçülen geçen zaman,

� v(x; t); ilk dura¼gan duruma göre h ile ölçülen su yüzeyinin boyutsuz sapmas¬,

� u(x; t); 0 � � � 1 olmak üzere, kanal¬n dibinden yukar¬do¼gru �h yüksekli¼ginde
p
gh ile ölçülen boyutsuz yatay h¬z,

olarak ifade edilmi̧stir (Chen, 1998 b). � ve � reel sabitler olmak üzere denk-

lemde bulunan �1; �2; �3; �4 reel sabitleri

�1 =
1

2

�
�2 � 1

3

�
�; �2 =

1

2

�
�2 � 1

3

�
(1� �);

�3 =
1

2

�
1� �2

�
�; �4 =

1

2

�
1� �2

�
(1� �);

(1.71)

eşitlikleriyle verilirler (Chen, 1998 b).
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(1.67-1.68) denklem sisteminden, �1; �2; �3; �4 reel parametrelerinin farkl¬de¼ger-

leri için, farkl¬isimlerde denklem sistemleri türetilebilir (Chen, 1998 a). Bu sistem-

lerden biri de Regularized Boussinesq (RB) denklem sistemidir. �2 =
2

3
; � = 0,

� = 0 olarak seçilirsse, (1.71) eşitliklerindeki katsay¬lar

�1 = 0; �2 =
1

6
; �3 = 0 ve �4 =

1

6

olarak elde edilir. Bu katsay¬lar¬n (1.67-1.68) denklemlerinde yerlerine yaz¬lmas¬

sonucunda

vt + ux + (vu)x �
1

6
vxxt = 0; (1.72)

ut + vx + uux �
1

6
uxxt = 0: (1.73)

RB denklem sistemine ulaş¬l¬r (Bona and Chen, 1998).

KB ve RB denklem sistemlerinin yaklaş¬k çözümleri araşt¬r¬l¬rken,

u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0 (1.74)

u0(a; t) = u0(b; t) = 0; t > 0 (1.75)

v(a; t) = v(b; t) = 0; t > 0 (1.76)

v0(a; t) = v0(b; t) = 0; t > 0 (1.77)

s¬n¬r şartlar¬ve f1(x), f2(x) sonradan belirlenmek üzere

v(x; 0) = f1(x); (1.78)

u(x; 0) = f2(x) (1.79)

başlang¬ç şartlar¬kullan¬lacakt¬r.

KB ve RB denklem sistemlerinin nümerik çözümlerin do¼grulunu incelemek için,

(1.56-1.57) referanslar¬yla verilen L1 ve L2 hata normlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

1.8.1 ·Ilerleyen dalga çözümü

(1.69-1.70) eşitlikleri ile verilen KB denklem sisteminin; g; x0 ve c reel sabitler

olmak üzere

v(x; t) = �1; (1.80)

u(x; t) =
�
1� g

3

�
c+ cgsech2

�p
g

2
(x+ x0 � ct)

�
(1.81)
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şeklinde bir ilerleyen dalga çözümü vard¬r (Chen, 1998a). (1.80-1.81) eşitliklerinde

x0 = 0; g = 3 ve c =
1

3

seçimleri yap¬ld¬¼g¬nda, KB sisteminin ilerleyen dalga çözümü

v(x; t) = �1 (1.82)

u(x; t) = sech2
 p

3

2

�
x� t

3

�!
(1.83)

olarak bulunur ve (1.82-1.83) eşitliklerinde t = 0 al¬n¬rsa

v(x; 0) = �1 (1.84)

u(x; 0) = sech2
 p

3

2
x

!
(1.85)

başlang¬ç şartlar¬elde edilir.

(1.72-1.73) denklemlerinden oluşan RB sisteminin ilerleyen dalga çözümü ise; g;

x0 ve c reel sabitler olmak üzere

v(x; t) = �1; (1.86)

u(x; t) =
�
1� g

6

�
c+

cg

2
sech2

�p
g

2
(x+ x0 � ct)

�
(1.87)

formunda verilmi̧stir.(Chen, 1998a).

(1.86-1.87) eşitliklerinde

x0 = 0; g = 6; c =
1

3

seçimleri yap¬l¬rsa, RB sisteminin

v(x; t) = �1; (1.88)

u(x; t) = sech2
 p

6

2
(x� t

3
)

!
(1.89)

ilerleyen dalga çözümü elde edilir. (1.88-1.89) eşitliklerinde t = 0 al¬nd¬¼g¬nda ise, RB

sisteminin başlang¬ç şartlar¬

v(x; 0) = �1; (1.90)

u(x; 0) = sech2
 p

6

2
x

!
(1.91)
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olarak bulunur.

1.8.2 ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

(1.80-1.81) ilerleyen dalga çözümünün kullan¬lmas¬yla x1; x2, g1; g2; c1 ve c2 reel

sabitler olmak üzere, iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬test problemi için ,

v(x; 0) = �1; (1.92)

u(x; 0) =

2X
i=1

��
1� gi

3

�
ci + cigisech

2

�p
gi

2
(x+ xi)

��
(1.93)

formundaki başlang¬ç şart¬elde edilir.

(1.92-1.93) eşitliklerinde

x1 = 0; c1 = 1; g1 = 3;

x2 = �10; c2 =
1

2
; g2 = 2;

seçimleri yap¬l¬rsa, KB sisteminin iki ilerleyen dalga çözümü

v(x; 0) = �1 (1.94)

u(x; 0) =
1

6
+ 3sech2

 p
3

2
x

!
+ sech2

 p
2

2
(x� 10)

!
(1.95)

olur. (1.95) eşitli¼gi; genlikleri 3, 1, h¬zlar¬1, 1=2 olan ve tepe noktalar¬x = 0,

x = 10 konumlar¬na kaŗs¬l¬k gelen iki ilerleyen dalgan¬n hareketini modellemektedir.

RB sistemi için ise, (1.86-1.87) ilerleyen dalga çözümünün kullan¬lmas¬yla x1; x2,

g1; g2; c1 ve c2 reel sabitler olmak üzere,

v(x; 0) = �1; (1.96)

u(x; 0) =

2X
i=1

��
1� gi

6

�
ci + 2sech

2

�p
gi

2
(x+ xi)

��
(1.97)

başlang¬ç şart¬elde edilir.

(1.96-1.97) eşitliklerinde

x1 = 0; c1 = 1; g1 = 6;

x2 = �10; c2 =
1

3
; g2 = 6;
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seçimleri yap¬l¬rsa, RB sisteminin iki ilerleyen dalga çözümü

v(x; 0) = �1; (1.98)

u(x; 0) = 3sech2
 p

6

2
x

!
+ sech2

 p
6

2
(x� 10)

!
(1.99)

olarak bulunur. (1.99) eşitli¼gi; genlikleri 3, 1, h¬zlar¬1, 1=3 olan ve tepe noktalar¬

x = 0, x = 10 konumlar¬na kaŗs¬l¬k gelen iki ilerleyen dalgan¬n hareketini modelle-

mektedir.

Detayl¬bilgi için (Irk, 2007) referans¬incelenebilir.

1.9 ·Ikili Burger Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Bu bölümde

ut � uxx + �uux + � (uv)x = 0 (1.100)

vt � vxx + �vvx + � (uv)x = 0 (1.101)

formundaki ·Ikili Burgers denkleminin say¬sal çözümleri araşt¬r¬lacakt¬r. (1.100-

1.101) denklem sisteminin başlang¬ç şartlar¬, a � x � b olmak üzere

u(x; 0) = �1(x) (1.102)

v(x; 0) = �2(x) (1.103)

ve s¬n¬r şartlar¬, t > 0 olmak üzere

u(a; t) = f1(a; t) (1.104)

u(b; t) = f2(a; t) (1.105)

v(a; t) = g1(a; t) (1.106)

v(a; t) = g2(a; t) (1.107)

şeklindedir. Burada �1(x); �2(x); f1(x; t); f2(x; t); g1(x; t); g2(x; t) önceden tan¬ml¬

fonksiyonlar, � bir reel sabit, � ve � ise sistem parametrelerine ba¼gl¬ sabitlerdir

(Nee and Duan, 1998).

·Ilk olarak Esipov (1995) taraf¬ndan ortaya at¬lan ·Ikili Burgers denklem siste-

minin nümerik çözümlerinin bulunmas¬ için çeşitli yöntemler uygulanm¬̧st¬r. Bu
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yöntemler aras¬nda bir yak¬nsak kuvvet serisi formunda Adomian ayr¬̧s¬m yöntemi

(Kaya, 2001), Adomian-Páde tekni¼gi (Denghan et al., 2007), Chebyshev spectral

kolokeyşin yöntemi (Khater et al., 2008), homotopi perturbasyon yöntemi (Ghotbi

et al., 2008), Fourier pseudospectral yöntemi (Rashid and Ismail, 2009), diferan-

siyel dönüşüm yöntemi (Abazari and Borhanifar, 2010), kübik B-spline kolokeyşin

yöntemi (Mittal and Arora, 2011), basit klasik radyal bazlar yard¬m¬yla kolokeyşin

yöntemi (Islam et al., 2012), Bäcklund dönüşüm ve benzerlik uygulamas¬yöntemi

(Inan et al., 2010), homotoby perturbasyon ve Páde teknikleri (Y¬ld¬r¬m and Kel-

leci, 2011), genelleştirilmi̧s iki boyutlu diferansiyel dönüşüm yöntemi (Liu and Hou,

2011), homotoby perturbasyon yöntemi (Ghoreishi et al., 2011) , genelleştirilmi̧s

diferansiyel quadrature yöntemi (Mokhtari, et al., 2011 b), Adomian ayr¬̧st¬rma yön-

temi (Chen and An, 2008), varyasyonel iterasyon yöntemi (Soliman, 2007), tekrarl¬

operatör yöntemi (Lian and Lou, 2006) say¬labilir.

Abdou and Soliman (2005) referans¬nda, Adomian ayr¬̧s¬m yöntemi; Soliman

(2006) refeferans¬nda, geni̧sletilmi̧s tanh-fonksiyon yöntemi kullan¬larak ·Ikili Burgers

denklem sisteminin tam çözümü bulunmuştur.

Abassy, El-Tawil and El-Zoheiry.(2007), Páde tekni¼gi ile birleştirilmi̧s varyas-

yonel iterasyon yöntemini kullanarak, Sweilam and Khader (2009) ise homotopy

perturbasyon yöntemini kullanarak (1.100-1.101) denklem sisteminin kapal¬formda

çözümlerini elde etmi̧slerdir.

Liu (2010) uyumluluk yöntemiyle (1.100-1.101) denkleminin simetrisini elde et-

mi̧s, Jin-Ming ve Yao-Ming (2011) Hirota bilineer yöntemiyle (1.100-1.101) denklem

sisteminin tamamen integrallenebilir oldu¼gunu göstermi̧slerdir (Uçar, 2011).

·Ikili Burger denklem sisteminin nümerik çözümlerin do¼grulunu incelemek için,

(1.56-1.57) referanslar¬yla verilen L1 ve L2 hata normlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

1.9.1 Problem 1

·Ilk test problemi için � = 1; � = 1 seçimleriyle

ut � uxx � 2uux + (uv)x = 0 (1.108)

vt � vxx � 2vvx + (uv)x = 0 (1.109)
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·Ikili Burger denklem sisteminin başlang¬ç şartlar¬,

u(x; 0) = sin(x) (1.110)

v(x; 0) = sin(x) (1.111)

s¬n¬r şartlar¬,

u(a; t) = e�t sin(a) (1.112)

u(b; t) = e�t sin(b) (1.113)

v(a; t) = e�t sin(a) (1.114)

v(b; t) = e�t sin(b) (1.115)

için tam çözümü

u(x; t) = v(x; t) = e�t sin(x) (1.116)

olarak al¬nm¬̧st¬r (Kaya, 2001).

1.9.2 Problem 2

·Ikinci test problemi için

ut � uxx + 2uux + � (uv)x = 0 (1.117)

vt � vxx + 2vvx + � (uv)x = 0 (1.118)

·Ikili Burger denklem sisteminin başlang¬ç şartlar¬,

u(x; 0) = a0 � 2A
�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh (Ax) (1.119)

v(x; 0) = a0

�
2� � 1
2�� 1

�
� 2A

�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh (Ax) (1.120)

s¬n¬r şartlar¬,

u(a; t) = a0 � 2A
�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (a� 2At)] (1.121)

v(a; t) = a0

�
2� � 1
2�� 1

�
� 2A

�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (a� 2At)] (1.122)

u(b; t) = a0 � 2A
�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (b� 2At)] (1.123)

v(b; t) = a0

�
2� � 1
2�� 1

�
� 2A

�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (b� 2At)] (1.124)
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tam çözümü, a0 = 0:05 ve A =
1

2

�
a0 (4�� � 1)
2�� 1

�
olmak üzere

u(x; t) = a0 � 2A
�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (x� 2At)] (1.125)

v(x; t) = a0

�
2� � 1
2�� 1

�
� 2A

�
2�� 1
4�� � 1

�
tanh [A (x� 2At)] (1.126)

olarak al¬nm¬̧st¬r (Soliman, 2006).

Detayl¬bilgi için (Uçar, 2011) referans¬incelenebilir.

1.10 Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Reaksiyon-Difüzyon denklemi

�u

�t
= �

�2u

�x2
+ � (u) (1.127)

formundad¬r. Burada u (x; t) reel de¼gerli bir fonksiyon, �
�2u

�x2
difüzyon terimi, � 6= 0

difüzyon katsay¬s¬, � (u) fonksiyonu sistemin reaksiyonudur.

Reaksiyon-Difüzyon denklem sistemi, biyoloji ve kimyada birçok olay¬n model

problemi olarak kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin bir bölgedeki bakterilerin hareketleri

veya salg¬n hastal¬klar¬n yay¬l¬m¬, reaksiyon difüzyon denklem sistemi ile model-

lenebilir.

Birden fazla ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken bulunduran, Reaksiyon-Difüzyon denklem sistemi

aşa¼g¬da verilmi̧stir.
�u

�t
= Du

�2u

�x2
+ F (u; v)

�v

�t
= Dv

�2v

�x2
+G (u; v)

(1.128)

Burada u (x; t) ve v (x; t) do¼gadaki iki türün popülasyon yo¼gunluk fonksiyonlar¬ya

da iki farkl¬ kimyasal maddenin konsantrasyonu, Du ile Dv s¬ras¬yla u ve v nin

difüzyon katsay¬lar¬, F ile G de sistemin reaksiyonunu temsil eden lineer olmayan

fonksiyonlard¬r.

(1.128) sisteminin s¬n¬r koşulu olarak

u(x0; t) = u(xN ; t) = 0;

v(x0; t) = v(xN ; t) = 0;
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ba¼g¬nt¬lar¬ile verilen, Dirichlet s¬n¬r koşullar¬veya

ux(x0; t) = ux(xN ; t) = 0;

vx(x0; t) = vx(xN ; t) = 0;

ba¼g¬nt¬lar¬ile verilen, Neumann s¬n¬r koşullar¬kullan¬labilir.

Reaksiyon-Difüzyon denklem sisteminin modelledi¼gi baz¬problemler aşa¼g¬da ve-

rilmi̧stir (Şahin, 2009).

i.Thomas Mekanizmas¬

Bu model, ürik asit ayr¬̧smas¬n¬n ilk aşamas¬n¬kataliz eden enzim içerisinde reak-

siyona giren oksijen ve ürik asitin etkileşimine dayan¬r. Reaksiyona giren ürik asit

ve oksijenin yo¼gunluklar¬s¬ras¬yla u ve v ile temsil edilir. Problem

�u

�t
= r2u+ 
 (a� u� h (u; v)) ;

�v

�t
= dr2v + 
 (ab� �v � h (u; v)) :

şeklinde gösterilir (Thomas, 1975). Burada a; b; d; 
; �; �; k pozitif parametreler ve

h (u; v) terimi de

h (u; v) =
�uv

1 + u+ kKu2

şeklinde tan¬mlanan ve u ve v nin tükenme oranlar¬n¬gösteren bir fonksiyondur.

ii. Gierer-Meinhardt Mekanizmas¬

Bir kimyasal¬n (aktivatör) harekete geçirdi¼gi bir di¼ger kimyasala (inhibitör) ait

ürünün, aktivatörün ürününü engellemesini modellemektedir. u fonksiyonu ak-

tivatörün yo¼gunlu¼gunu , v fonksiyonu inhibitörün yo¼gunlu¼gunu göstermek üzere,

boyutsuzlaşt¬r¬lm¬̧s formuyla Gierer-Meinhardt reaksiyonu

�u

�t
= r2u+ 


�
a� bu+ u2

v (1 + ku2)

�
;

�v

�t
= dr2v + 


�
u2 � v

�
:

şeklinde göterilir(Gierer and Meinhardt, 1972). Burada a; b; d; 
 pozitif parametre-

ler, k ise satürasyon yo¼gunlu¼gunun öçüsüdür.
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iii. CIMA Reaksiyonu

Klor dioksit, iyot ve malonik asit reaksiyonunu modeller. a; b; d pozitif paramet-

reler olmak üzere

�u

�t
= r2u+ a� u� 4uv

1 + u2
;

�v

�t
= dr2v + b

�
u� uv

1 + u2

�
:

şeklinde gösterilir. Bu modelde, aktivatör olan (I�) iyot ve inhibitör olan da�
CIO�2

�
klor dioksittir. u fonksiyonu aktivatörün yo¼gunlu¼gunu , v fonksiyonu in-

hibitörün yo¼gunlu¼gnunu gösterir (Epstein and Pojman, 1998; Maini, et al., 1997).

Reaksiyon-Difüzyon denkleminin nümerik çözümlerini bulmaya yönelik çal¬̧smalar

aras¬nda, Gear�s yöntemi ve Crank-Nicolson yöntemi (Sherratt, 1997), sonlu farklar

yöntemi (Twizell et al., 1994), Crank-Nicholson yöntemi (Chou et al., 2007), sonlu

farklar yöntemi (Liu and Sun, 2007), sonlu farklar yöntemi (Somathilake, 2009),

varyasyonel iterasyon yöntemi (Barari, et al. 2010) say¬labilir.

Reaksiyon-Difüzyon denkleminin genel formu

ut = a1uxx + b1u+ c1v + d1u
2v + e1uv +m1uv

2 + n1 (1.129)

vt = a2vxx + b2u+ c2v + d2u
2v + e2uv +m2uv

2 + n2 (1.130)

şeklindedir. Burada a1; a2; b1; b2; c1; c2; d1; d2; e1; e2;m1;m2; n1; n2 reel sabitlerdir.

1.10.1 Lineer problem

·Ilk test problemimiz olan lineer problem, (1.129-1.130) denklem sisteminde a; b; d

reel sabitler olmak üzere

a1 = d; a2 = d; b1 = �a; b2 = 0; c1 = 1; c2 = �b; d1 = 0;

d2 = 0; e1 = 0; e2 = 0; m1 = 0; m2 = 0; n1 = 0; n2 = 0:

seçimleri yap¬larak

�u

�t
= d

�2u

�x2
� au+ v; (1.131)

�v

�t
= d

�2v

�x2
� bv: (1.132)
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olarak elde edilir. Denklem sisteminin analitik çözümleri,

u(x; t) =
�
e�(a+d)t + e�(b+d)t

�
cos (x) (1.133)

v(x; t) = (a� b) e�(b+d)t cos (x) (1.134)

şeklindedir. (1.131-1.132) sisteminin başlang¬ç şartlar¬, (1.133-1.134) analitik çözüm-

lerinde t = 0 al¬nmas¬yla elde edilmi̧stir. S¬n¬r şartlar¬ise 0 < x <
�

2
omak üzere

ux(0; t) = 0; (1.135)

vx(0; t) = 0; (1.136)

u(
�

2
; t) = 0; (1.137)

v(
�

2
; t) = 0; (1.138)

olarak verilir (Chou et al., 2007).

(1.131-1.132) sisteminin nümerik çözümlerin do¼grulunu incelemek için, (1.56-

1.57) referanslar¬yla verilen L1 ve L2 hata normlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

1.10.2 ·Izotermal kimyasal sistem

(1.129-1.130) denklem sisteminde k reel bir sabit olmak üzere,

a1 = 1; a2 = 1; b1 = 0; b2 = 0; c1 = 0; c2 = �k; d1 = 0;

d2 = 0; e1 = �1; e2 = 1; m1 = 0; m2 = 0; n1 = 0; n2 = 0:

seçimleri yap¬larak elde edilen

�u

�t
=

�2u

�x2
� uv; (1.139)

�v

�t
=

�2v

�x2
� kv + uv: (1.140)

formundaki lineer olmayan denklem sistemidir (Merkin et al., 1989). Buradaki

u (x; t) fonksiyonu A reaktant¬n¬n, v (x; t) fonksiyonu B reaktant¬n¬n boyutsuzlaşt¬-

r¬lm¬̧s yo¼gunlu¼gu, k ise boyutsuzlaşt¬rma parametresidir. (1.139-1.140) sisteminde

uv terimi kuadratik otokatalizi, �kv terimi B reaktant¬ndaki lineer azalmay¬gös-

terir. (1.139-1.140) sisteminin ilerleyen dalga çözümünün varl¬¼g¬ için gerekli şart

k < 1 olmas¬d¬r ve bu çözümlerin asimptotik h¬z¬2 (1� k)
1
2 şeklindedir (Merkin et
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al., 1989). Asimptotik h¬z kavram¬ilk olarak Aronson ve Weinberger taraf¬ndan

1975 de ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bu kavram, c� h¬z¬yla yay¬lan bir salg¬n modeli üzerinde,

şu şekilde aç¬klanmaktad¬r: c > c� olacak şekilde c h¬z¬yla hareket eden birey salg¬n¬

geride b¬rakacak, c < c� olacak şekilde c h¬z¬yla hareket eden birey ise salg¬n¬n içinde

kalacakt¬r ( Wu and Liu, 2009).

(1.139-1.140) sisteminin başlang¬ç şartlar¬,

u (x; 0) = 1; (1.141)

v (x; 0) =

8<: exp (�x2) ; jxj � L

0; jxj > L
(1.142)

s¬n¬r şartlar¬,

ux(x0; t) = 0; (1.143)

vx(x0; t) = 0; (1.144)

u(xN ; t) = 1; (1.145)

v(xN ; t) = 0; (1.146)

şeklinde al¬nm¬̧st¬r.

Bu test probleminin analitik çözümü olmad¬¼g¬ndan dolay¬, nümerik çözümlerin

do¼grulu¼gunu incelemek için aşa¼g¬da ifadesi verilen ba¼g¬l hata kullan¬lm¬̧st¬r.

Ba¼g¬l Hata =

vuuuuuuuut
NX
j=0

��un+1j � unj
��2

NX
j=0

��un+1j

��2 (1.147)

Detayl¬bilgi için (Şahin, 2009) referans¬incelenebilir.
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BÖLÜM 2

NLS DENKLEM·IN·IN GEN·IŞLET·ILM·IŞ KÜB·IK B-SPLINE TAYLOR

KOLOKEYŞ·IN METODUYLA SAYISAL ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde NLS denkleminin, B-spline kolokeyşin metoduyla say¬sal çözümleri

araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, beş test problemi için L2 ve L1hata

normlar¬ile C1 ve C2 korunum sabitleri hesaplanarak kontrol edilmi̧stir.

2.1 NLS Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Geni̧sletilmi̧s Kübik

B-spline Taylor Kolokeyşin Metodu

2.1.1 Zaman ayr¬̧s¬m¬

(1.53) denklem sisteminin zaman ayr¬̧s¬m¬için rn+1 ve sn+1 terimleri aşa¼g¬daki

şekilde Taylor serisine aç¬l¬rsa

rn+1 = rn +�t (rt)
n +

�t2

2
(rtt)

n +O
�
�t3
�
; (2.1)

sn+1 = sn +�t (st)
n +

�t2

2
(stt)

n +O
�
�t3
�
; (2.2)

elde edilir. Burada O(�t3) daha yüksek mertebeden olan terimleri temsil eder ve

ihmal edilecektir.

rntt ve s
n
tt ifadelerinin

rntt � (rt)
n+1 � (rt)n

�t
; (2.3)

sntt � (st)
n+1 � (st)n

�t
(2.4)

formundaki yaklaş¬k de¼gerleri, (2.1) ve (2.2) de yerlerine yaz¬l¬rsa

rn+1 � �t
2
(rt)

n+1 = rn +
�t

2
(rt)

n ; (2.5)

sn+1 � �t
2
(st)

n+1 = sn +
�t

2
(st)

n ; (2.6)

elde edilir. (1.53), (2.5) ve (2.6) da yerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

��t
2
q (r2 + s2)

n+1
rn+1 + sn+1 � �t

2
rn+1xx

=
�t

2
q (r2 + s2)

n
rn + sn +

�t

2
rnxx;

(2.7)
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�t

2
q (r2 + s2)

n+1
sn+1 + rn+1 +

�t

2
sn+1xx

= ��t
2
q (r2 + s2)

n
sn + rn � �t

2
snxx

(2.8)

formundaki, zaman ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧s olan NLS denklem sistemi elde edilir.

2.1.2 Konum ayr¬̧s¬m¬

a1 =
4� �
24

; a2 =
8 + �

12
; a3 = a1; b1 = �

1

2h
;

b3 =
1

2h
; c1 =

2 + �

2h2
; c2 = �

2 + �

h2
; c1 = c3:

olmak üzere, r(x; t) ve s(x; t) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla �m ve �m parametreleri cinsinden

yaz¬l¬rsa

rn+1m = a1�
n+1
m�1 + a2�

n+1
m + a3�

n+1
m+1;

sn+1m = a1�
n+1
m�1 + a2�

n+1
m + a3�

n+1
m+1;

(rx)
n+1
m = b1�

n+1
m�1 + b3�

n+1
m+1;

(sx)
n+1
m = b1�

n+1
m�1 + b3�

n+1
m+1;

(rxx)
n+1
m = c1�

n+1
m�1 + c2�

n+1
m + c3�

n+1
m+1;

(sxx)
n+1
m = c1�

n+1
m�1 + c2�

n+1
m + c3�

n+1
m+1;

elde edilir. Burada �m = �m + i�m şeklinde seçilmi̧stir. Elde edilen de¼gerler (2.7)

- (2.8) denklem sisteminde yerlerine yaz¬l¬r ve düzenlemeler yap¬l¬rsa

�m1 =
�t

2
q (r2 + s2)

n
rn + sn +

�t

2
rnxx

�m2 = �
�t

2
q (r2 + s2)

n
sn + rn � �t

2
snxx

(2.9)

olmak üzere

�n+1m�1

 
��tq (r

2 + s2)
n+1

(4� �)
48

� �t (2 + �)
4h2

!
+ �n+1m�1

�
4� �
24

�
+

�n+1m

 
��tq (r

2 + s2)
n+1

(8 + �)

24
+
�t (2 + �)

2h2

!
+ �n+1m

�
8 + �

12

�
+

�n+1m+1

 
��tq (r

2 + s2)
n+1

(4� �)
48

� �t (2 + �)
4h2

!
+ �n+1m+1

�
4� �
24

�
= �m1

(2.10)
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�n+1m�1

�
4� �
24

�
+ �n+1m�1

 
�tq (r2 + s2)

n+1
(4� �)

48
+
�t (2 + �)

4h2

!
+

�n+1m

�
8 + �

12

�
+ �n+1m

 
�tq (r2 + s2)

n+1
(8 + �)

24
� �t (2 + �)

2h2

!
+

�n+1m+1

�
4� �
24

�
+ �n+1m+1

 
�tq (r2 + s2)

n+1
(4� �)

48
+
�t (2 + �)

4h2

!
= �m2

(2.11)

elde edilir. (2.10) - (2.11) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6 bilinmeyen-

den oluşmaktad¬r. Sistemin çözülebilmesi için, denklem say¬s¬ve bilinmeyen say¬s¬

eşit olmal¬d¬r. Bunun için, �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 parametreleri s¬n¬r şartlar¬

kullan¬larak yok edilmelidir. (1.51) de verilen s¬n¬r şartlar¬ndan

u(x0; t) = u0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ; (2.12)

v(x0; t) = v0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ; (2.13)

u(xN ; t) = uN = a1�
n+1
N�1 + a2�

n+1
N + a3�

n+1
N+1; (2.14)

v(xN ; t) = vN = a1�
n+1
N�1 + a24�

n+1
N + a3�

n+1
N+1 (2.15)

yaz¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�n+1�1 =
1

a1

�
u0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (2.16)

�n+1�1 =
1

a1

�
v0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (2.17)

�n+1N+1 =
1

a3

�
uN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
; (2.18)

�n+1N+1 =
1

a3

�
vN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
(2.19)

eşitlikleri elde edilir. (2.10) - (2.11)denklem sisteminde �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1

parametreleri yerine, (2.16-2.19) eşitlikleri kullan¬ld¬¼g¬nda denklem ve bilinmeyen

say¬lar¬2N + 2 olur. Böylece (1.53) denklem sistemi xm; m = 0; 1; : : : ; N bölünme

noktalar¬nda

a00 = ��tq (r
2 + s2)

n+1
(4� �)

48
� �t (2 + �)

4h2
;

a01 =
4� �
24

;

a02 = ��tq (r
2 + s2)

n+1
(8 + �)

24
+
�t (2 + �)

2
;
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a03 =
8 + �

12
;

a04 = a00;

a05 = a01;

a10 = a01;

a11 = �a00;

a12 = a03;

a13 = �a02;

a14 = a05;

a15 = �a04

olmak üzere ,

m = 0 için�
a02 � a00

a2
a1

�
�n+10 +

�
a04 � a00

a3
a1

�
�n+11 +

�
a03 � a01

a2
a1

�
�n+10

+

�
a05 � a01

a3
a1

�
�n+11 = �m1 � a00

1

a1
rn0 � a01

1

a1
sn0 ;

�
a12 � a10

�2
�1

�
�n+10 +

�
a14 � a10

�3
�1

�
�n+11 +

�
a13 � a11

�2
�1

�
�n+10

+

�
a15 � a11

�3
�1

�
�n+11 = �m2 � a10

1

�1
rn0 � a11

1

�1
sn0

m = 1 için

a00�
n+1
0 + a01�

n+1
0 + a02�

n+1
1 + a03�1 + a04�2 + a05�2 = �m1;

a10�
n+1
0 + a11�

n+1
0 + a12�

n+1
1 + a13�

n+1
1 + a14�

n+1
2 + a15�

n+1
2 = �m2;

... (2.20)
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m = N � 1 için

a00�
n+1
N�2 + a01�

n+1
N�2 + a02�

n+1
N�1 + a03�

n+1
N�1 + a04�

n+1
N + a05�

n+1
N = �m1;

a10�
n+1
N�2 + a11�

n+1
N�2 + a12�

n+1
N�1 + a13�

n+1
N�1 + a14�

n+1
N + a15�

n+1
N = �m2

m = N için�
aN�1;0 � aN�1;4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN�1;1 � aN�1;5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN�1;2 � aN�1;4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN�1;3 � aN�1;5

a2
a3

�
�n+1N

= �m1 � aN�1;4
1

�3
rnN � aN�1;5

1

�3
snN

�
aN0 � aN4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN1 � aN5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN2 � aN4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN3 � aN5

a2
a3

�
�n+1N

= �m2 � aN4
1

a3
rnN � aN5

1

a3
snN

formunda aç¬k olarak yaz¬labilir. (2.20) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2

bilinmeyenden oluşan 6 sütün elemanl¬ bir sistemdir ve Thomas algoritmas¬ kul-

lan¬larak çözülebilir. Thomas algoritmas¬n¬n kullan¬labilmesi için sistem lineer ol-

mal¬d¬r. Lineerleştirme için

(��i )
n+1 = �ni +

1

2
(�n+1i ��ni ) (2.21)

formundaki iterasyon ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r. (2.21) ba¼g¬nt¬s¬her zaman ad¬m¬nda

iki kez uygulanarak (��i )
n+1 parametresi hesaplanm¬̧s ve �n+1parametresinin n + 1:

zaman ad¬m¬ndaki de¼geri için yeni bir yaklaş¬m yap¬lm¬̧st¬r. Bu i̧slem program¬n

çal¬̧smas¬bitene kadar tekrarlanm¬̧st¬r.

(2.20) denklem sisteminin çözümüne,�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
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başlang¬ç vektörlerinin hesaplanmas¬ile başlan¬r.

2.2 Başlang¬ç Durumu

Başlang¬ç vektörleri, (1.50) başlang¬ç şart¬ ile bulunabilir. Bunun için (1.26)

yaklaş¬k çözümü, t = 0 zaman¬nda reel ve sanal k¬s¬mlar¬na ayr¬l¬rsa

rm(x; 0) =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m; (2.22)

sm(x; 0) =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m (2.23)

bulunur. (2.22-2.23) eşitliklerinde, rm(x; 0) ve sm(x; 0) de¼gerleri, (1.50) başlang¬ç

şart¬ndan dolay¬bilinmektedir. Bu de¼gerlere göre de �0m ve �
0
m vektörleri hesaplan¬r.

(2.22) eşitli¼gi aç¬k olarak yaz¬l¬rsa N +3 bilinmeyen ve N +1 denklemden oluşan

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = r0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = r1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = rN

(2.24)

sistemine ulaş¬l¬r. (1.51) s¬n¬r şartlar¬ndan

r0(x0; 0) = r00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
r
p

0 � b3�01
�

(2.25)

r0(xN ; 0) = r0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
r
p

N � b1�0N�1
�

(2.26)

yaz¬larak, �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri (2.24) sisteminden yok edilir ve gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa
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2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1
b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

r0 �
a1
b1
r
p

0

r1

r2
...

rN�2

rN�1

rN �
a3
b3
r
p

N

377777777777777775
(2.27)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözüldü¼günde

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve bu de¼gerlerin (2.25-2.26) eşitliklerinde kullan¬lmas¬ile de �0�1 ve

�0N+1 bilinmeyenleri hesaplanm¬̧s olur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü elde edilir.

Benzer şekilde, (2.23) eşitli¼gi aç¬k olarak

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = s0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = s1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = sN

(2.28)

şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan bir sistem elde

edilir. �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri, (1.51) s¬n¬r şartlar¬ndan

s0(x0; 0) = s00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
s
p

0 � b3�01
�

(2.29)

s0(xN ; 0) = s0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
s
p

N � b1�0N�1
�

(2.30)
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şeklinde hesaplan¬r ve (2.28) sisteminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1

b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

s0 �
a1
b1
s
p

0

s1

s2
...

sN�2

sN�1

sN �
a3
b3
s
p

N

377777777777777775
(2.31)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözülürse

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve (2.29-2.30) eşitliklerinin kullan¬lmas¬yla da � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü hesaplanm¬̧s olur.

Başlang¬ç şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla elde edilen başlang¬ç vektörleri sayesinde,

n = 0 için (2.20) denklem sistemininin sa¼g taraf¬ndaki tüm de¼gerler art¬k bilin-

mektedir. Sol k¬s¬mdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas¬ile hesaplanabilir.

Sonraki zaman ad¬mlar¬nda, bir önceki zamanda bulunan de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla,

istenilen zamandaki NLS denkleminin say¬sal çözümüne ulaş¬lana kadar iterasyona

devam edilir.

2.3 Test Problemleri

2.3.1 Soliton dalga çözümü

Seçilen parametrelere göre (1.54)-(1.55) korunum sabitlerinin tam de¼gerleri

C1 = 2 ve C2 = 7:333333 olarak hesaplan¬r. C1 ve C2 sabitlerinin yamuklar

kural¬yla hesaplanan yaklaş¬k de¼gerleri ve (1.56)-(1.57) hata normlar¬n¬n yaklaş¬k

de¼gerleri Tablo 2.1�de verilmi̧stir. Yaklaş¬k de¼gerler � = 0 ve � = �0:00152 du-

rumlar¬için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧st¬r. Çünkü, � n¬n çeşitli de¼gerleri için yaklaş¬k
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de¼gerler hesaplanm¬̧s ve � = �0:00152 için en do¼gru sonucun bulundu¼gu gözlem-

lenmi̧stir. Tablo 2.1�den de görüldü¼gü gibi C1, � = 0 ve � = �0:00152 durumlar¬

için sabit kalmakta, C2 ise genelde 6. basama¼ga kadar do¼gru sonuç vermektedir.

� = �0:00152 al¬nmas¬halinde yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi

uyguland¬¼g¬nda hata normlar¬n¬n de¼gerlerinin küçüldü¼gü gözlemlenmektedir.

Tablo 2.1: h = 0:03;�t = 0:005; N = 1334 için hata normlar¬ve korunum sabitleri

� = 0

Zaman C1 C2 L2 L1

0:0 2:0 7:3333297 0:00000 0:00000

0:5 2:0 7:3333302 0:00124 0:00096

1:0 2:0 7:3333321 0:00250 0:00176

1:5 2:0 7:3333359 0:00373 0:00245

2:0 2:0 7:3333340 0:00486 0:00309

2:5 2:0 7:3333364 0:00587 0:00366

� = �0; 00152

Zaman C1 C2 L2 L1

0:0 2:0 7:3333340 0:00000 0:00000

0:5 2:0 7:3333340 0:00035 0:00024

1:0 2:0 7:3333368 0:00075 0:00048

1:5 2:0 7:3333340 0:00112 0:00067

2:0 2:0 7:3333349 0:00141 0:00081

2:5 2:0 7:3333364 0:00160 0:00092

Şekil 2.1 analitik ve nümerik çözümler aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼gerinin gra�¼gi-

dir. Gra�k incelendi¼ginde en büyük hatan¬n x = 4 civar¬nda oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 2.1: t = 1; N = 1334;�t = 0:005; � = �0:00152 için,
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Şekil 2.2: � = 1; q = 2; N = 1334;�t = 0:005; � = �0:00152.için soliton dalga çözümleri

Şekil 2.2�de, ayn¬parametreler için program farkl¬zamanlarda çal¬̧st¬r¬larak say¬sal

çözümün modülü, reel ve sanal k¬s¬mlar¬ gra�klerle gösterilmi̧stir. Gra�klerden

görüldü¼gü gibi t = 0 zaman¬nda tepe noktas¬x = 0 konumunda olan dalga, t = 4

an¬na kadar soldan sa¼ga do¼gru şekli bozulmadan ilerlemekte ve tepe noktas¬x = 16
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civar¬na kadar gelmektedir. Ayr¬ca dalgalar¬n genlikleri de 1 civar¬nda kalm¬̧s, gözle

görülür bir de¼gi̧sme olmam¬̧st¬r. Dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin

yönteminin, genli¼gi 1 olan orijinal dalgay¬iyi şekilde modelledi¼gi söylenebilir.

2.3.2 ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

Şekil 2.3�de dalgalar¬n birbirine kaŗs¬hareketleri, çarp¬̧smalar¬ve orijinal şekil-

lerini koruyarak ayr¬lmalar¬ gösterilmi̧stir. Gra�klerden, soldaki dalgan¬n sa¼ga

do¼gru, sa¼gdaki dalgan¬n sola do¼gru ilerlemekte olduklar¬, t = 2 civar¬nda başlayan

çarp¬̧sman¬n yaklaş¬k t = 4 zaman¬na kadar devam etti¼gi, çarp¬̧smadan sonra dal-

galar¬n birbirlerine z¬t yönlerde ve başlang¬çtaki şekilleri bozulmadan ilerlemeye de-

vam ettikleri görülmektedir.
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Şekil 2.3. � = 1; q = 2; � = �0:00152. için iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

Tablo 2.2�de korunum sabitlerinin seçilen zamanlardaki de¼gerleri gösterilmi̧stir.

Mevcut parametre seçimlerine göre korunum sabitlerinin analitik de¼gerleri C1 = 4,
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C2 = 14:66666 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Tablo 2.2�den de görüldü¼gü gibi C1, � = 0 ve

� = �0:00152 durumlar¬için, t = 2:5 zaman¬d¬̧s¬nda, sabit kalmakta; C2 ise genelde

analitik de¼gerine yak¬n sonuçlar vermektedir.

Tablo 2.2 : ·Iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬

� = 0

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0:0 4:00000 14:66669 3:5 4:00000 14:66667

0:5 4:00000 14:66667 4:0 4:00000 14:66667

1:0 4:00000 14:66665 4:5 4:00000 14:66666

1:5 4:00000 14:66667 5:0 4:00000 14:66666

2:0 4:00000 14:66665 5:5 4:00000 14:66664

2:5 4:00000 14:66180 6:0 4:00000 14:66669

3:0 4:00000 14:66667

� = �0:00152

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0:0 4:00000 14:66666 3:5 4:00000 14:66668

0:5 4:00000 14:66667 4:0 4:00000 14:66668

1:0 4:00000 14:66666 4:5 4:00000 14:66667

1:5 4:00000 14:66667 5:0 4:00000 14:66666

2:0 4:00000 14:66671 5:5 4:00000 14:66666

2:5 4:00000 14:66572 6:0 4:00000 14:66674

3:0 4:00000 14:66670

2.3.3 Sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

A = 1:78 >
p
� = 1:7725 için, üretilen soliton dalgalar¬Şekil 2.4 de görülmekte-

dir. A = 1:78 seçimiyle genli¼gi 2 de¼gerini alan soliton dalgas¬n¬n, farkl¬zamanlarda

çizilen gra�kleri incelendi¼ginde şeklinde bir miktar bozulma oldu¼gu, genli¼ginde ise

t = 0 zaman¬d¬̧s¬nda gözle görülür bir bozulma olmad¬¼g¬söylenebilir.
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Şekil 2.4 � = 1; q = 2; A = 1:78; N = 1334; � = �0:00152. için sabit soliton dalgas¬n¬n

do¼guşu

Analitik de¼gerleri aşa¼g¬da verilen korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri Tablo

2.3�de verilmi̧stir. Tablo 2.3�den de görüldü¼gü gibi C1, � = 0 ve � = �0:00152 du-

rumlar¬ için birbirlerine ve analitik çözüme yak¬n de¼gerler vermekte, C2 ise

� = �0:00152 olmas¬ durumunda, � = 0 durumundaki de¼gerlere göre analitik

çözüme daha yak¬n sonuçlar vermektedir.

C1 = (1:78)2
r
�

2
= 3:97100;

C2 =
1

4
A2
�
2
p
2� qA2

�p
� = �4:92562
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Tablo 2.3 : h = 0:03; �t = 0:005; A = 1:78; N = 1334 için sabit soliton dalgas¬n¬n

do¼guşu

� = 0

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0:0 3:97100 �4:92562 4:0 3:97094 �4:92596

2:0 3:97093 �4:92662 6:0 3:97093 �4:92672

� = �0:00152

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0:0 3:97100 �4:92562 4:0 3:97093 �4:92566

2:0 3:97093 �4:92557 6:0 3:97093 �4:92566

2.3.4 Hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu
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Şekil 2.5 � = 1; q = 2; A = 1:78; � = �0:00152,N = 1334 için hareketli soliton dalgas¬n¬n

do¼guşu
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Hareketli soliton dalgas¬n¬n t = 0:0; 2:0; 4:0; 6:0 zamanlar¬nda çizilen gra�kleri

Şekil 2.5�de verilmi̧stir. Gra�kler incelendi¼ginde soliton dalgas¬n¬n t = 0 an¬nda tepe

noktas¬n¬n x = 0�da oldu¼gu, zaman artt¬kça dalgan¬n sa¼ga do¼gru ilerledi¼gi, t = 6

zaman¬na gelindi¼ginde dalgan¬n tepe noktas¬n¬n x = 23 civar¬na geldi¼gi, dalgan¬n

genli¼ginin ve şeklinin çok fazla bozulmad¬¼g¬görülecektir.

Korunum sabitlerinin de¼gerleri Tablo 2.4�de verilmi̧stir. Tabloya göre � = 0

durumunda ve � = �0:00152 seçilmesi durumunda C1 de¼gerinin sabit kald¬¼g¬, buna

kaŗs¬n C2 de¼gerlerinin de¼gi̧siklik gösterdi¼gi söylenebilir.

Tablo 2.4: h = 0:03; �t = 0:005; A = 1:78 için hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu

� = 0 � = �0:00152

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0 3:97100 10:95837 0 3:97100 10:95338

2 3:97086 10:95611 2 3:97086 10:95716

4 3:97087 10:95432 4 3:97087 10:95534

6 3:97087 10:95524 6 3:97087 10:95625

2.3.5 Ba¼gl¬durumlu solitonlar

M = 4 olmas¬durumunda oluşan gra�kler Şekil 2.6�da,M = 5 olmas¬durumunda

oluşan gra�kler Şekil 2.7�de gösterilmi̧stir.
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Şekil 2.6M = 4; q = 32 için jsech(x)j
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Şekil 2.7M = 5; q = 50 için jsech(x)j
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(1.65) başlang¬ç şart¬seçimiyle analitik de¼gerleri C1 = 2; C2 =
2

3
(1� q) olarak

hesaplanan korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri Tablo 2.5 ve Tablo 2.6�da veril-

mi̧stir. Tablolara göre C1 de¼gerleri sabit kalmakta, C2 de¼gerleri ise zaman artt¬kça

de¼gi̧siklik göstermektedir.

Tablo 2.5: h = 0:03;�t = 0:005; q = 32 için korunum sabitleri

� = 0 � = 0:0123

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0 2 �20:667 0 2 �20:667

1 2 �20:612 1 2 �20:667

2 2 �20:631 2 2 �20:664

3 2 �20:536 3 2 �20:475

4 2 �20:531 4 2 �20:369

5 2 �20:503 5 2 �20:486

Analitik de¼ger 2 �20:667 Analitik de¼ger 2 �20:667

Tablo 2.6: h = 0:03;�t = 0:005; q = 50 için korunum sabitleri

� = 0 � = 0:07654

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0 2 �32:667 0 2 �32:667

1 2 �31:160 1 2 �32:667

2 2 �31:457 2 2 �32:738

3 2 �31:401 3 2 �32:769

4 2 �31:390 4 2 �32:780

5 2 �31:452 5 2 �32:748

Analitik de¼ger 2 �32:667 Analitik de¼ger 2 �32:667
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2.4 Sonuç

Bu bölümde, NLS denkleminin say¬sal çözümünü araşt¬rmak için, geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline kolokeyşin yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. NLS denklemi reel ve sanal k¬s¬m-

lar¬na ay¬r¬ld¬ktan sonra iki denklemden oluşan bir denklem sistemi elde edilmi̧stir.

Zaman ayr¬̧s¬m¬için için Taylor seri aç¬l¬m¬, konum ayr¬̧s¬m¬içinse geni̧sletilmi̧s kübik

B-spline kolokeyşin metodu kullan¬lm¬̧st¬r. Elde edilen denklem sistemi 2N + 2

denklem, 2N + 6 bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Denklemin çözülebilmesi için denk-

lem say¬s¬ile bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, NLS denkleminin s¬n¬r

şartlar¬kullan¬larak baz¬bilinmeyenler elimine edilerek sistem çözülebilir hale geti-

rilmi̧stir. Daha sonra da Thomas algoritmas¬kullan¬larak çözüme gidilmi̧stir.

Nümerik çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleriyle kontrol edilmi̧stir. Nümerik

çözümler, serbest parametre olan � n¬n s¬f¬ra eşit oldu¼gu ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu

de¼gerler için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. � de¼geri

s¬f¬ra eşit al¬nd¬¼g¬nda yöntemimiz kübik B-spline kolokeyşin yöntemiyle ayn¬sonuçlar¬

vermektedir. Dolay¬s¬yla farkl¬test problemleri ve farkl¬parametreler için kübik

B-spline kolokeyşin yöntemiyle, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi a-

ras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yapma imkan¬na kavuşulmuştur.

·Ilk test problemi olan solitary dalga çözümünde, � = �0:00152 için elde edilen

hata normlar¬n¬n de¼gerlerinde, � = 0 durumundakine göre küçülme oldu¼gu, dolay¬-

s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin

yöntemine göre biraz daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi söylenebilir. Analitik ve nümerik

çözümleri daha iyi k¬yaslayabilmek için çizilen hata gra�klerine bak¬ld¬¼g¬nda, oluşan

maksimum hatan¬n o anda oluşan dalgan¬n tepe noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen konum

de¼geri civar¬nda oluştu¼gu gözlemlenmi̧stir. Gra�klere bak¬ld¬¼g¬nda, soliton dal-

gas¬n¬n zaman içerisinde şeklinde ciddi bir bozulma olmadan ilerledi¼gi, yani geni̧s-

letilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, dalgan¬n hareketini iyi modelledi¼gi

görülmüştür. Korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri incelendi¼ginde ise geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile birbirine

yak¬n sonuçlar verdi¼gi görülmüştür.

·Ikinci test problemi olarak, iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬problemi al¬nm¬̧st¬r.
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Çizilen gra�kler incelendi¼ginde, dalgalar¬n çarp¬̧sma öncesindeki şekillerini çarp¬̧sma

sonras¬nda da büyük oranda koruduklar¬görülmüştür. Yani yöntemimizin bu test

problemini de iyi bir şekilde modelledi¼gi söylenebilir. Korunum sabitlerinin de¼ger-

leri incelendi¼ginde ise, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik

B-spline kolokeyşin yöntemine göre analitik de¼gerlere biraz daha yak¬n sonuçlar

verdi¼gi görülmüştür.

Üçüncü test problemi olarak soliton dalgas¬n¬n do¼guşu incelenmi̧stir. Gra�kler

incelendi¼ginde zaman ilerledikçe dalgan¬n şeklini büyük oranda korudu¼gu, korunum

sabitlerinin de¼gerleri incelendi¼ginde ise, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yön-

teminin, kübik B-spline kolokeyşin yöntemine göre, C2 sabiti için, analitik de¼gere

daha yak¬n sonuçlar verdi¼gi gözlemlenmi̧stir.

Dördüncü test problemi olarak al¬nan, hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu prob-

lemine ait olan gra�kler incelendi¼ginde, zaman ilerledikçe dalgan¬n şeklini büyük

oranda korudu¼gu; korunum sabitlerinin de¼gerleri incelendi¼ginde ise, her iki yöntemde

de C1 de¼gerinin zaman ilerledikçe, analitik çözüme yak¬n olan de¼gerini korudu¼gu,

C2 de¼gerlerinin ise de¼gi̧skenlik gösterdi¼gi tespit edilmi̧stir.

Beşinci test problemi olarak, ba¼gl¬durumlu solitonlar al¬nm¬̧st¬r. � n¬n s¬f¬rdan

farkl¬oldu¼gu hallerde korunum sabitlerinin, analitik de¼gerlerine daha yak¬n de¼ger-

ler ald¬¼g¬, yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline

kolokeyşin yöntemine göre, problemi daha iyi modelledi¼gi söylenebilir.
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BÖLÜM 3

KB VE RB DENKLEM S·ISTEMLER·IN·IN GEN·IŞLET·ILM·IŞ KÜB·IK

B-SPL·INE TAYLOR KOLOKEYŞ·IN YÖNTEM·IYLE ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde KB ve RB denklem sistemlerinin, B-spline kolokeyşin metoduyla

say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, iki̧ser adet test prob-

lemi için L2 ve L1hata normlar¬hesaplanarak kontrol edilmi̧stir.

3.1 KB Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Geni̧sletilmi̧s Kübik

B-spline Taylor Kolokeyşin Metodu

3.1.1 Zaman ayr¬̧s¬m¬

(1.69-1.70) denklem sistemi

vt + ux + (vu)x = 0; (3.1)�
u� 1

3
uxx

�
t

+ vx + uux = 0: (3.2)

şeklinde düzenlenir ve

p = u� 1
3
uxx (3.3)

seçilirse

vt + ux + (vu)x = 0; (3.4)

pt + vx + uux = 0: (3.5)

şeklinde bir sisteme dönüşür. vn+1 ve pn+1 terimleri aşa¼g¬daki şekilde Taylor serisine

aç¬l¬rsa

vn+1 = vn +�t (vt)
n +

�t2

2
(vtt)

n +O
�
�t3
�

(3.6)

pn+1 = pn +�t (pt)
n +

�t2

2
(ptt)

n +O
�
�t3
�

(3.7)

elde edilir. (3.6-3.7) eşitliklerinde vntt ve p
n
tt ifadelerinin yerine

vntt � (vt)
n+1 � (vt)n

�t
; (3.8)

pntt � (pt)
n+1 � (pt)n

�t
(3.9)
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yaklaş¬mlar¬yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬r ve O (�t3) terimi ihmal edilirse

vn+1 � �t
2
(vt)

n+1 = vn +
�t

2
(vt)

n (3.10)

pn+1 � �t
2
(pt)

n+1 = pn +
�t

2
(pt)

n (3.11)

eşitliklerine ulaş¬l¬r. (3.10-3.11) eşitliklerinde s¬ras¬yla p yerine (3.3) ifadesindeki

eşiti, vt ve pt yerine de (3.4-3.5) ifadelerindeki eşitleri yaz¬l¬p gereken düzenlemeler

yap¬ld¬¼g¬nda

vn+1 +
�t

2
(1 + vn+1)un+1x +

�t

2
un+1vn+1x

= vn � �t
2
(1 + vn)unx �

�t

2
unvnx

(3.12)

un+1 +
�t

2
un+1un+1x � 1

3
un+1xx +

�t

2
vn+1x

= un � �t
2
uunx �

1

3
unxx �

�t

2
vnx

(3.13)

şeklinde zaman ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧s olan KB denklem sistemi elde edilir.

3.1.2 Konum ayr¬̧s¬m¬

a1 =
4� �
24

; a2 =
8 + �

12
; a3 = a1; b1 = �

1

2h
;

b3 =
1

2h
; c1 =

2 + �

2h2
; c2 = �

2 + �

h2
; c1 = c3:

ve �m = �m + i�molmak üzere, u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla �m ve �m

parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa

unm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

vnm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

(ux)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(vx)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(uxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(vxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(3.14)

elde edilir. (3.12-3.13) denklem sisteminde (3.14) de¼gerleri yerlerine yaz¬l¬rsa

�m1 = v
n � �t

2
(1 + vn)unx �

�t

2
unvnx

�m2 = u
n � �t

2
uunx � 1

3
unxx �

�t

2
vnx

(3.15)
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olmak üzere,

�n+1m�1

�
b1
�t

2
(1 + vn+1)

�
+ �n+1m�1

�
a1 + b1

�t

2
un+1

�
+

�n+1m (0) + �n+1m (a2)+

�n+1m+1

�
b3
�t

2
(1 + vn+1)

�
+ �n+1m+1

�
a3 + b3

�t

2
un+1

�
= �m1

(3.16)

�n+1m�1

�
a1 + b1

�t

2
un+1 � 1

3
c1

�
+ �n+1m�1

�
b1
�t

2

�
+

�n+1m

�
a2 �

1

3
c2

�
+ �n+1m (0)+

�n+1m+1

�
a3 + b3

�t

2
un+1 � 1

3
c3

�
+ �n+1m+1

�
b3
�t

2

�
= �m2

(3.17)

denklem sistemi elde edilir. (3.16-3.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6

bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Sistemin çözülebilir olmas¬için, denklem say¬s¬ve bi-

linmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 parametreleri

s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak yok edilmelidir. Buna göre, (1.74-1.76) s¬n¬r şartlar¬ndan

u(x0; t) = u0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

v(x0; t) = v0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

u(xN ; t) = uN = a1�
n+1
N�1 + a2�

n+1
N + a3�

n+1
N+1;

v(xN ; t) = vN = a1�
n+1
N�1 + a24�

n+1
N + a3�

n+1
N+1

yaz¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�n+1�1 =
1

a1

�
u0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (3.18)

�n+1�1 =
1

a1

�
v0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (3.19)

�n+1N+1 =
1

a3

�
uN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
; (3.20)

�n+1N+1 =
1

a3

�
vN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
(3.21)

eşitlikleri elde edilir. (3.16-3.17) denklem sisteminde �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 para-

metreleri yerine, (3.18-3.21) eşitlikleri kullan¬ld¬¼g¬nda denklem ve bilinmeyen say¬lar¬
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2N + 2 olur. Böylece (3.16-3.17) denklemleri xm; m = 0; 1; : : : ; N bölünme nokta-

lar¬nda

a00 = b1
�t

2

�
1 + vn+1

�
;

a01 = a1 + b1
�t

2
un+1;

a02 = 0;

a03 = a2;

a04 = b3
�t

2

�
1 + vn+1

�
;

a05 = a3 + b3
�t

2
un+1;

a10 = a1 + b1
�t

2
un+1 � 1

3
c1;

a11 = b1
�t

2
;

a12 = a2 �
1

3
c2;

a13 = 0;

a14 = a3 + b3
�t

2
un+1 � 1

3
c3;

a15 = b3
�t

2

olmak üzere,

m = 0 için�
a02 � a00

a2
a1

�
�n+10 +

�
a04 � a00

a3
a1

�
�n+11 +

�
a03 � a01

a2
a1

�
�n+10

+

�
a05 � a01

a3
a1

�
�n+11 = �m1 � a00

1

a1
rn0 � a01

1

a1
sn0 ;

�
a12 � a10

�2
�1

�
�n+10 +

�
a14 � a10

�3
�1

�
�n+11 +

�
a13 � a11

�2
�1

�
�n+10

+

�
a15 � a11

�3
�1

�
�n+11 = �m2 � a10

1

�1
rn0 � a11

1

�1
sn0

m = 1 için

a00�
n+1
0 + a01�

n+1
0 + a02�

n+1
1 + a03�1 + a04�2 + a05�2 = �m1;
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a10�
n+1
0 + a11�

n+1
0 + a12�

n+1
1 + a13�

n+1
1 + a14�

n+1
2 + a15�

n+1
2 = �m2;

... (3.22)

m = N � 1 için

a00�
n+1
N�2 + a01�

n+1
N�2 + a02�

n+1
N�1 + a03�

n+1
N�1 + a04�

n+1
N + a05�

n+1
N = �m1;

a10�
n+1
N�2 + a11�

n+1
N�2 + a12�

n+1
N�1 + a13�

n+1
N�1 + a14�

n+1
N + a15�

n+1
N = �m2

m = N için�
aN�1;0 � aN�1;4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN�1;1 � aN�1;5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN�1;2 � aN�1;4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN�1;3 � aN�1;5

a2
a3

�
�n+1N

= �m1 � aN�1;4
1

�3
rnN � aN�1;5

1

�3
snN

�
aN0 � aN4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN1 � aN5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN2 � aN4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN3 � aN5

a2
a3

�
�n+1N

= �m2 � aN4
1

a3
rnN � aN5

1

a3
snN

formunda aç¬k olarak yaz¬labilir. (3.22) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2

bilinmeyenden oluşan 6 sütün elemanl¬ bir sistemdir ve Thomas algoritmas¬ kul-

lan¬larak çözülebilir. Thomas algoritmas¬n¬n kullan¬labilmesi için sistem lineer

olmal¬d¬r. Lineerleştirme için (2.21) ile verilen iterasyon ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.



58

(2.21) ba¼g¬nt¬s¬her zaman ad¬m¬nda iki kez uygulanarak (��i )
n+1 parametresi hesap-

lanm¬̧s ve �n+1parametresinin n+1: zaman ad¬m¬ndaki de¼geri için yeni bir yaklaş¬m

yap¬lm¬̧st¬r. Bu i̧slem program¬n çal¬̧smas¬bitene kadar tekrarlanm¬̧st¬r.

KB denkleminin geni̧sletilmi̧s B-spline kolokeyşin metodu ile say¬sal çözümü

araşt¬r¬l¬rken elde edilen (3.22) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir.

3.1.3 Başlang¬ç durumu

Başlang¬ç vektörleri, (1.78 ve 1.79) başlang¬ç şartlar¬ile bulunabilir. Bunun için

(1.26) yaklaş¬k çözümü, t = 0 zaman¬nda

um(x; 0) = um =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m; (3.23)

vm(x; 0) = vm =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m (3.24)

formunda yaz¬l¬r. (3.23-3.24) eşitliklerinde, um(x; 0) ve vm(x; 0) de¼gerleri, (1.78 ve

1.79) başlang¬ç şartlar¬ndan bilindi¼ginden, �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

·Ilk olarak, (3.23) eşitli¼gi aç¬k olarak yaz¬l¬rsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-

lemden oluşan

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = u0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = u1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = uN

(3.25)

sistemine ulaş¬l¬r. (1.75) s¬n¬r şartlar¬ndan

u0(x0; 0) = u00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
u
p

0 � b3�01
�

(3.26)

u0(xN ; 0) = u0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
u
p

N � b1�0N�1
�

(3.27)
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yaz¬larak, �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri (3.25) sisteminden yok edilir ve gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1

b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

u0 �
a1
b1
u
p

0

u1

u2
...

uN�2

uN�1

uN �
a3
b3
u
p

N

377777777777777775
(3.28)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözüldü¼günde

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve bu de¼gerlerin (3.26-3.27) eşitliklerinde kullan¬lmas¬ile de �0�1 ve

�0N+1 bilinmeyenleri hesaplanm¬̧s olur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü elde edilir.

Benzer şekilde, (3.24) eşitli¼gi aç¬k olarak

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = v0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = v1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = vN

(3.29)

şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan bir sistem elde

edilir. �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri, (1.77) s¬n¬r şartlar¬ndan

v0(x0; 0) = v00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
v
p

0 � b3�01
�

(3.30)

v0(xN ; 0) = v0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
v
p

N � b1�0N�1
�

(3.31)
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şeklinde hesaplan¬r ve (3.24) sisteminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬-

l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1
b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

v0 �
a1
b1
v
p

0

v1

v2
...

vN�2

vN�1

vN �
a3
b3
v
p

N

377777777777777775
(3.32)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözülürse

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve (3.30-3.31) eşitliklerinin de kullan¬lmas¬yla �0�1 ve �
0
N+1 de¼gerleri

bulunur. Böylece � parametresi için

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü hesaplanm¬̧s olur.

Başlang¬ç şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla elde edilen başlang¬ç vektörleri sayesinde,

n = 0 için (3.22) denklem sistemininin sa¼g taraf¬ndaki tüm de¼gerler art¬k bilin-

mektedir. Sol k¬s¬mdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas¬ile hesaplanabilir.

Sonraki zaman ad¬mlar¬nda, bir önceki zamanda bulunan de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla,

istenilen zamandaki KB denkleminin say¬sal çözümüne ulaş¬lana kadar iterasyona

devam edilir.

3.1.4 Test problemleri

3.1.4.1 ·Ilerleyen dalga çözümü

(1.81) ilerleyen dalga çözümü; genli¼gi 1, h¬z¬1=3 olan, tepe noktas¬x = 0 nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen bir ilerleyen dalgan¬n soldan sa¼ga do¼gru hareketini modelle-

mektedir. Program,�20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda, N = 1000 ve çeşitli �t
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de¼gerleri için t = 5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s, v(x; t) ve u(x; t) de¼gerlerinin say¬sal

sonuçlar¬bulunarak, Tablo 3.1 ve Tablo 3.2�de hata normlar¬n¬n de¼gerleri verilmi̧stir.

Tablo 3.1�den görüldü¼gü gibi � n¬n farkl¬de¼gerleri seçildi¼ginde �t = 0:005 için hata

normlar¬n¬n de¼gerlerinde azalma olmakta, di¼ger zaman ad¬m¬seçimlerinde ise hemen

hemen ayn¬gelmektedir.

Tablo 3.1: vm için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere t = 5 zaman¬ndaki hata

normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

� �t L2 � 105 L1 � 105 � �t L2 � 105 L1 � 105

0 0.5 0.000000 0.000000 -0.0332 0.5 0.000000 0.000000

0 0.05 0.000000 0.000000 -0.00197 0.05 0.000000 0.000000

0 0.005 0.000006 0.000002 -0.0017 0.005 0.000000 0.000000

Tablo 3.2 incelendi¼ginde ise � n¬n farkl¬de¼gerler almas¬durumunda hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde fazla de¼gi̧sme olmad¬¼g¬, yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline ko-

lokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile yak¬n sonuçlar verdi¼gi

söylenebilir.

Tablo 3.2: um için N = 1000ve �20 � x � 30 olmak üzere t = 5 zaman¬ndaki hata

normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

� �t L2 � 1000 L1 � 1000 � �t L2 � 1000 L1 � 1000

0 0.5 10.310526 9.915176 -0.0339 0.5 3.182846 2.279022

0 0.05 0.642989 0.631048 -0.00197 0.05 0.289269 0.206695

0 0.005 0.560242 0.551502 -0.0017 0.005 0.254152 0.182177



62

Şekil 3.1�de tam çözüm ile say¬sal çözüm aras¬ndaki fark¬n modülü gra�klerle

gösterilmi̧stir. Hata gra�kleri v(x; t) ve u(x; t) çözümleri için ayr¬ayr¬verilmi̧stir.

Şekil 3.1�de v ve u ile analitik çözümler, vm ve um ile de say¬sal çözümler gösteril-

mektedir. Şekilden maksimum hatan¬n, v(x; t) fonksiyonu için 1:8 � 10�6 , u(x; t)

fonksiyonu için 1:8� 10�4 oldu¼gu görülebilir.

­20 0 20 40x
0

4E­007

8E­007

1.2E­006

1.6E­006

2E­006

v

­20 0 20 40x
0

4E­005

8E­005

0.00012

0.00016

0.0002

u

jv(x; 5)� vm(x; 5)j � 108 ju(x; 5)� um(x; 5)j

Şekil 3.1: N = 1000, �t = 0:005; � = �0:0017 ve �20 � x � 30 için t = 5 zaman¬ndaki

Mutlak Hata=jAnalitik çözüm� Say¬sal çözümj

Şekil 3.2�de, N = 1000, �t = 0:005 ve � = �0:0017 için, �20 � x � 30 konum

aral¬¼g¬nda, t = 0:0; t = 5:0; t = 10:0; t = 15:0 zamanlar¬nda elde edilen ilerleyen

dalga çözümleri verilmi̧stir. v(x; t) ,�1 sabitine eşit oldu¼gu için gra�¼gi çizilmemi̧stir.

Gra�kte görüldü¼gü gibi, t = 0 an¬nda tepe noktas¬x = 0 konumunda olacak şekilde

harakete başlayan bir dalga, t = 15 zaman¬nda tepe noktas¬x = 5 civar¬nda olacak

şekilde bir bozulma olmadan x ekseninde soldan sa¼ga do¼gru haraket etmektedir.
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­20 0 20 40x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

t=0.0

­20 0 20 40x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

t=5.0

­20 0 20 40x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

t=10.0

­20 0 20 40x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

t=15.0

Şekil 3.2 N = 1000, �t = 0:005 ve � = �0:0017 ,�20 � x � 30 için say¬sal çözümler

3.1.4.2 ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

(1.93) ile verilen başlang¬ç şart¬Şekil 3.3�de çizilmi̧stir. Şekilden de görüldü¼gü

gibi, genlik de¼geri 3 olan büyük dalgan¬n tepe noktas¬x = 0 konumuna ve genlik

de¼geri 1 olan küçük dalgan¬n tepe noktas¬ise x = 10 konumuna kaŗs¬l¬k gelmektedir.

­20 0 20 40x
0

1

2

3

u

t=0.0

Şekil 3.3: t = 0 an¬nda dalgalar¬n durumu
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­20 0 20 40x
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u

t=10.0

­20 0 20 40x
0

1
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u

t=12.0

­20 0 20 40x
0

1
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u

t=13.0

­20 0 20 40x
0

1

2

3

u

t=14.0

­20 0 20 40x
0

1

2

3

u

t=17.0

­20 0 20 40x
0

1

2

3

u

t=25.0

Şekil 3.4: N = 1000, �t = 0:005, � = �0:0017 ve �20 � x � 30 için ilerleyen iki

dalgan¬n çarp¬̧smas¬

Şekil 3.4, N = 1000, �t = 0:005 ve � = �0:0017 ve �20 � x � 30 de¼gerleri

için, t = 10:0; t = 12:0; t = 13:0; t = 14:0; t = 17:0; t = 25:0 zamanlar¬nda ilerleyen

iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬n¬göstermektedir. Şekil 3.4�de görüldü¼gü gibi, ayn¬yönde

harekete başlayan iki dalgadan, h¬zl¬olan¬n öndeki olan yavaş dalgaya yeti̧smesi ile

çarp¬̧sma başlam¬̧s ve bir süre sonra h¬zl¬dalgan¬n öne geçmesi ile de çarp¬̧sma sona

ermi̧stir. Ayn¬zamanda dalgalar¬n şekillerinde ve genliklerinde, çarp¬̧sma öncesi ve
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çarp¬̧sma sonras¬nda ciddi bir bozulma olmad¬¼g¬da görülmektedir.

3.2 RB Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Geni̧sletilmi̧s Kübik

B-spline Taylor Kolokeyşin Metodu

3.2.1 Zaman ayr¬̧s¬m¬

(1.72-1.73) denklem sistemi�
v � 1

6
vxx

�
t

+ ux + (vu)x = 0; (3.33)�
u� 1

6
uxx

�
t

+ vx + uux = 0: (3.34)

şeklinde düzenlenir ve

k = v � 1
6
vxx (3.35)

l = u� 1
6
uxx (3.36)

seçilirse

kt + ux + (vu)x = 0; (3.37)

lt + vx + uux = 0: (3.38)

şeklinde bir sisteme dönüşür. kn+1 ve ln+1 terimleri aşa¼g¬daki şekilde Taylor serisine

aç¬l¬rsa

kn+1 = kn +�t (kt)
n +

�t2

2
(ktt)

n +O
�
�t3
�

(3.39)

ln+1 = ln +�t (lt)
n +

�t2

2
(ltt)

n +O
�
�t3
�

(3.40)

elde edilir. (3.39-3.40) eşitliklerinde kntt ve l
n
tt ifadelerinin yerine

kntt � (kt)
n+1 � (kt)n

�t
; (3.41)

lntt � (lt)
n+1 � (lt)n

�t
(3.42)

yaklaş¬mlar¬yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬r ve O (�t3) terimi ihmal edilirse

kn+1 � �t
2
(kt)

n+1 = kn +
�t

2
(kt)

n (3.43)

ln+1 � �t
2
(lt)

n+1 = ln +
�t

2
(lt)

n (3.44)
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eşitliklerine ulaş¬l¬r. (3.43-3.44) eşitliklerinde s¬ras¬yla k ve l yerine (3.35-3.36)

ifadelerindeki eşitleri, kt ve lt yerine de (3.37-3.38) ifadelerindeki eşitleri yaz¬l¬p

gereken düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

un+1 +
�t

2
un+1un+1x � 1

6
un+1xx +

�t

2
vn+1x

= un � �t
2
ununx �

1

6
unxx �

�t

2
vnx

(3.45)

vn+1 +
�t

2
un+1vn+1x � 1

6
vn+1xx +

�
�t

2
+
�t

2
vn+1

�
un+1x

= vn � �t
2
unvnx �

1

6
vnxx �

�
�t

2
+
�t

2
vn
�
unx

(3.46)

şeklinde zaman ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧s olan RB denklem sistemi elde edilir.

3.2.2 Konum ayr¬̧s¬m¬

a1 =
4� �
24

; a2 =
8 + �

12
; a3 = a1; b1 = �

1

2h
;

b3 =
1

2h
; c1 =

2 + �

2h2
; c2 = �

2 + �

h2
; c1 = c3:

ve �m = �m + i�m olmak üzere, u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla �m ve �m

parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa

unm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

vnm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

(ux)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(vx)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(uxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(vxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(3.47)

elde edilir. (3.45-3.46) denklem sisteminde (3.47) de¼gerleri yerlerine yaz¬l¬rsa

�m1 = u
n � �t

2
vnx �

�t

2
ununx �

unxx
6

�m2 = v
n � �t

2
unx �

�t

2
vnunx �

�t

2
vnxu

n � v
n
xx

6

(3.48)
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olmak üzere

�n+1m�1

�
a1 + b1

�t
2
un+1 � c1

6

�
+ �n+1m�1

�
�t

2
b1

�
+

�n+1m

�
a2 �

c2
6

�
+ �n+1m (0)+

�n+1m+1

�
a3 + b3

�t
2
un+1 � c3

6

�
+ �n+1m+1

�
�t

2
b3

�
= �m1

(3.49)

�n+1m�1

�
�t

2
+
�t

2
vn+1

�
b1 + �

n+1
m�1

�
a1 + b1

�t

2
un+1 � c1

6

�
+

�n+1m (0) + �n+1m

�
a2 �

c2
6

�
+

�n+1m+1

�
�t

2
+
�t

2
vn+1

�
b3 + �

n+1
m+1

�
a3 + b3

�t

2
un+1 � c3

6

�
= �m2

(3.50)

denklem sistemi elde edilir. (3.49-3.50) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6

bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Sistemin çözülebilir olmas¬için, denklem say¬s¬ve bi-

linmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 parametreleri

s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak yok edilmelidir. Buna göre, (1.74-1.76) s¬n¬r şartlar¬ndan

u(x0; t) = u0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

v(x0; t) = v0 = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

u(xN ; t) = uN = a1�
n+1
N�1 + a2�

n+1
N + a3�

n+1
N+1;

v(xN ; t) = vN = a1�
n+1
N�1 + a24�

n+1
N + a3�

n+1
N+1

yaz¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�n+1�1 =
1

a1

�
u0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (3.51)

�n+1�1 =
1

a1

�
v0 � a2�n+10 � a3�n+11

�
; (3.52)

�n+1N+1 =
1

a3

�
uN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
; (3.53)

�n+1N+1 =
1

a3

�
vN � a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
(3.54)

eşitlikleri elde edilir. (3.49-3.50) denklem sisteminde �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1

parametreleri yerine, (3.51-3.54) eşitlikleri kullan¬ld¬¼g¬nda denklem ve bilinmeyen
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say¬lar¬2N + 2 olur. Böylece (3.49-3.50) denklemleri xm; m = 0; 1; : : : ; N bölünme

noktalar¬nda

a00 = a1 + b1
�t

2
un+1 � c1

6
;

a01 =
�t

2
b1;

a02 = a2 �
c2
6
;

a03 = 0;

a04 = a3 + b3
�t

2
un+1 � c3

6
;

a05 =
�t

2
b3;

a10 =
�t

2
+
�t

2
vn+1;

a11 = a00;

a12 = 0;

a13 = a02;

a14 = a10;

a15 = a04

olmak üzere ,

m = 0 için�
a02 � a00

a2
a1

�
�n+10 +

�
a04 � a00

a3
a1

�
�n+11 +

�
a03 � a01

a2
a1

�
�n+10

+

�
a05 � a01

a3
a1

�
�n+11 = �m1 � a00

1

a1
rn0 � a01

1

a1
sn0 ;

�
a12 � a10

�2
�1

�
�n+10 +

�
a14 � a10

�3
�1

�
�n+11 +

�
a13 � a11

�2
�1

�
�n+10

+

�
a15 � a11

�3
�1

�
�n+11 = �m2 � a10

1

�1
rn0 � a11

1

�1
sn0
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m = 1 için

a00�
n+1
0 + a01�

n+1
0 + a02�

n+1
1 + a03�1 + a04�2 + a05�2 = �m1;

a10�
n+1
0 + a11�

n+1
0 + a12�

n+1
1 + a13�

n+1
1 + a14�

n+1
2 + a15�

n+1
2 = �m2;

... (3.55)

m = N � 1 için

a00�
n+1
N�2 + a01�

n+1
N�2 + a02�

n+1
N�1 + a03�

n+1
N�1 + a04�

n+1
N + a05�

n+1
N = �m1;

a10�
n+1
N�2 + a11�

n+1
N�2 + a12�

n+1
N�1 + a13�

n+1
N�1 + a14�

n+1
N + a15�

n+1
N = �m2

m = N için�
aN�1;0 � aN�1;4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN�1;1 � aN�1;5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN�1;2 � aN�1;4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN�1;3 � aN�1;5

a2
a3

�
�n+1N

= �m1 � aN�1;4
1

�3
rnN � aN�1;5

1

�3
snN

�
aN0 � aN4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN1 � aN5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN2 � aN4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN3 � aN5

a2
a3

�
�n+1N

= �m2 � aN4
1

a3
rnN � aN5

1

a3
snN

formunda aç¬k olarak yaz¬labilir. (3.55) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2

bilinmeyenden oluşan 6 sütün elemanl¬ bir sistemdir ve Thomas algoritmas¬ kul-

lan¬larak çözülebilir. Thomas algoritmas¬n¬n kullan¬labilmesi için sistem lineer
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olmal¬d¬r. Lineerleştirme için (2.21) ile verilen iterasyon ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.

(2.21) ba¼g¬nt¬s¬her zaman ad¬m¬nda iki kez uygulanarak (��i )
n+1 parametresi hesap-

lanm¬̧s ve �n+1parametresinin n+1: zaman ad¬m¬ndaki de¼geri için yeni bir yaklaş¬m

yap¬lm¬̧st¬r. Bu i̧slem program¬n çal¬̧smas¬bitene kadar tekrarlanm¬̧st¬r.

RB denkleminin geni̧sletilmi̧s B-spline kolokeyşin metodu ile say¬sal çözümü

araşt¬r¬l¬rken elde edilen (3.55) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir.

3.2.3 Başlang¬ç durumu

Başlang¬ç vektörleri, (1.78 ve 1.79) başlang¬ç şartlar¬ile bulunabilir. Bunun için

(1.26) yaklaş¬k çözümü, t = 0 zaman¬nda

um(x; 0) = um =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m; (3.56)

vm(x; 0) = vm =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m (3.57)

formunda yaz¬l¬r. (3.56-3.57) eşitliklerinde, um(x; 0) ve vm(x; 0) de¼gerleri, (3.17 ve

3.18) başlang¬ç şartlar¬ndan bilindi¼ginden, �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

·Ilk olarak, (3.56) eşitli¼gi aç¬k olarak yaz¬l¬rsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-

lemden oluşan

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = u0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = u1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = uN

(3.58)

sistemine ulaş¬l¬r. (1.75) s¬n¬r şartlar¬ndan

u0(x0; 0) = u00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
u
p

0 � b3�01
�

(3.59)

u0(xN ; 0) = u0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
u
p

N � b1�0N�1
�

(3.60)
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yaz¬larak, �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri (3.58) sisteminden yok edilir ve gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1

b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

u0 �
a1
b1
u
p

0

u1

u2
...

uN�2

uN�1

uN �
a3
b3
u
p

N

377777777777777775
(3.61)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözüldü¼günde

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve bu de¼gerlerin (3.59-3.60) eşitliklerinde kullan¬lmas¬ile de �0�1 ve

�0N+1 bilinmeyenleri hesaplanm¬̧s olur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü elde edilir.

Benzer şekilde, (3.42) eşitli¼gi aç¬k olarak

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = v0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = v1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = vN

(3.62)

şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan bir sistem elde

edilir. �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri, (1.77) s¬n¬r şartlar¬ndan

v0(x0; 0) = v00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
v
p

0 � b3�01
�

(3.63)

v0(xN ; 0) = v0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
v
p

N � b1�0N�1
�

(3.64)
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şeklinde hesaplan¬r ve (3.57) sisteminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1
b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

v0 �
a1
b1
v
p

0

v1

v2
...

vN�2

vN�1

vN �
a3
b3
v
p

N

377777777777777775
(3.65)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözülürse

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve (3.63-3.64) eşitliklerinin de kullan¬lmas¬yla �0�1 ve �
0
N+1 de¼gerleri

bulunur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü hesaplanm¬̧s olur.

Başlang¬ç şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla elde edilen başlang¬ç vektörleri sayesinde,

n = 0 için (3.55) denklem sistemininin sa¼g taraf¬ndaki tüm de¼gerler art¬k bilin-

mektedir. Sol k¬s¬mdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas¬ile hesaplanabilir.

Sonraki zaman ad¬mlar¬nda, bir önceki zamanda bulunan de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla,

istenilen zamandaki RB denkleminin say¬sal çözümüne ulaş¬lana kadar iterasyona

devam edilir.

3.2 4 Test problemleri

3.2.4.1 ·Ilerleyen dalga çözümü

Program,�20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda, N = 1000 ve çeşitli �t de¼gerleri için

t = 5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s, v(x; t) ve u(x; t) de¼gerlerinin say¬sal sonuçlar¬

bulunarak, Tablo 3.3 ve Tablo 3.4�de hata normlar¬ verilmi̧stir. Tablo 3.3�den

görüldü¼gü gibi � n¬n farkl¬de¼gerleri için hata normlar¬n¬n de¼gerleri hemen hemen
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ayn¬gelmektedir. Yani kübik B-spline kolokeyşin ve geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

kolokeyşin yöntemleri birbirine yak¬n do¼grulukta sonuçlar vermektedir.

Tablo 3.3: vm için N = 1000 ve �20 � x � 30 olmak üzere t = 5 zaman¬ndaki

hata normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

� �t L2 � 105 L1 � 105 � �t L2 � 105 L1 � 105

0 0.5 0.000000 0.000000 -0.0642 0.5 0.000000 0.000000

0 0.05 0.000001 0.000000 -0.003627 0.05 0.000001 0.000000

0 0.005 0.000006 0.000002 -0.00297 0.005 0.000007 0.000003

Tablo 3.4 incelendi¼ginde ise � n¬n farkl¬de¼gerler almas¬durumunda hata norm-

lar¬n¬n de¼gerlerinde ciddi azalmalar oldu¼gu görülmeltedir. Bu durumda geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yöntemine göre

daha iyi sonuçlar verdi¼gi görülmektedir. Ayr¬ca zaman ad¬m¬ küçüldükçe hata

normlar¬n¬n de¼gerlerinin azald¬¼g¬da gözlemlenmektedir.

Tablo 3.4: um için N = 1000ve �20 � x � 30 olmak üzere t = 5 zaman¬ndaki hata

normlar¬n¬n k¬yaslanmas¬

� �t L2 � 1000 L1 � 1000 � �t L2 � 1000 L1 � 1000

0 0.5 21.938956 23.364410 -0.0642 0.5 5.740425 4.839046

0 0.05 1.335463 1.435993 -0.003627 0.05 0.516358 0.439634

0 0.005 1.144258 1.231550 -0.00297 0.005 0.458834 0.369655

Şekil 3.5�de tam çözüm ile say¬sal çözüm aras¬ndaki fark¬n modülü gra�klerle

gösterilmi̧stir. Hata gra�kleri v(x; t) ve u(x; t) çözümleri için ayr¬ayr¬verilmi̧stir.

Şekil 3.5�de v ve u ile analitik çözümler, vm ve um ile de say¬sal çözümler göste-

rilmektedir. Her iki gra�k için de maksimum hatan¬n, dalgalar¬n tepe noktalar¬

civar¬nda oldu¼gu gözlemlenmi̧stir.
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jv(x; 5)� vm(x; 5)j � 108 ju(x; 5)� um(x; 5)j

Şekil 3.5: N = 1000, �t = 0:005; � = �0:00297 ve �20 � x � 30 için t = 5 zaman¬ndaki

Mutlak Hata=jAnalitik çözüm� Say¬sal çözümj

N = 1000, �t = 0:005, � = �0:00297 için, �20 � x � 30 konum aral¬¼g¬nda,

t = 0:0; 5:0; 10:0; 15:0 zamanlar¬nda, elde edilen say¬sal çözümler Şekil 3.6�da veril-

mi̧stir.
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Şekil 3.6 N = 1000, �t = 0:005 ve � = �0:00297, �20 � x � 30 için

t = 0:0; 5:0; 10:0; 15:0 anlar¬ndaki say¬sal çözümler
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Gra�kten görüldü¼gü gibi, t = 0 an¬nda tepe noktas¬x = 0 konumunda olacak

şekilde harakete başlayan bir dalga, t = 15 zaman¬nda tepe noktas¬x = 5 civar¬nda

olacak şekilde, x ekseninde soldan sa¼ga do¼gru haraket etmektedir ve şeklinde bir

bozulma olmamaktad¬r.

3.2.4.2 ·Iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬

­20 0 20 40x
0

1
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3

u

Şekil 3.7: t = 0 an¬nda dalgalar¬n durumu

Şekil 3.7�de (1.97) ile verilen başlang¬ç şart¬çizilmi̧stir. Şekilden de görüldü¼gü

gibi, genlik de¼geri 3 olan büyük dalgan¬n tepe noktas¬x = 0 konumuna, genlik de¼geri

1 olan küçük dalgan¬n tepe noktas¬ise x = 10 konumuna kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Şekil 3.8, N = 1000, �t = 0:005; � = �0:00297 ve �20 � x � 30 de¼gerleri

için, t = 10:0; t = 12:0; t = 15:0; t = 16:0; t = 17:0; t = 25:0;zamanlar¬nda ilerleyen

iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬n¬göstermektedir. Şekil 3.8 incelendi¼ginde dalgalar¬n şekil-

lerinde ve genliklerinde çarp¬̧sma öncesi ve çarp¬̧sma sonras¬nda bir bozulma olmad¬¼g¬

görülmektedir.
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Şekil 3.8 ·Ilerleyen iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬

3.3 Sonuç

Bu bölümde, KB ve RB denklem sistemlerinin say¬sal çözümünü araşt¬rmak için,

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. Zaman ayr¬̧s¬m¬için

için Taylor seri aç¬l¬m¬, konum ayr¬̧s¬m¬içinse geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin

metodu kullan¬lm¬̧st¬r. Elde edilen denklem sistemleri 2N + 2 denklem 2N + 6

bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Denklemlerin çözülebilmesi için denklem say¬s¬ ile
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bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬ gerekti¼ginden, s¬n¬r şartlar¬ kullan¬larak baz¬ bi-

linmeyenler elimine edilerek sistemler çözülebilir hale getirilmi̧stir. Daha sonra da

Thomas algoritmas¬kullan¬larak çözüme gidilmi̧stir.

Nümerik çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleriyle kontrol edilmi̧stir. Nümerik

çözümler, serbest parametre olan � n¬n s¬f¬ra eşit oldu¼gu ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu

de¼gerler için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. � de¼geri

s¬f¬ra eşit al¬nd¬¼g¬nda yöntemimiz kübik B-spline kolokeyşin yöntemiyle ayn¬sonuçlar¬

vermektedir. Dolay¬s¬yla farkl¬test problemleri ve farkl¬parametreler için kübik

B-spline kolokeyşin yöntemiyle, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi a-

ras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yapma imkan¬na kavuşulmuştur.

·Ilk test problemi olan ilerleyen dalga çözümünde, RB denklem sistemi için bu-

lunan sonuçlar incelendi¼ginde, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerleri için elde edilen hata

normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre daha küçük de¼gerler oldu¼gu, dolay¬s¬yla

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yön-

temine göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Ancak KB denklem sis-

temi için elde edilen sonuçlar incelendi¼ginde, kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ve

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile elde edilen sonuçlar¬n birbirine

yak¬n oldu¼gu görülmüştür. Hata gra�klerine bak¬ld¬¼g¬nda, RB denklem sistemi için

oluşan maksimum hatan¬n, dalgan¬n tepe noktas¬civar¬nda oldu¼gu görülmüştür. ·I-

lerleyen dalgalar¬gösteren gra�klere bak¬ld¬¼g¬nda, dalgan¬n zaman içersinde şeklinde

ciddi bir bozulma olmadan ilerledi¼gi, yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin

yönteminin, dalgan¬n hareketini iyi bir şekilde modelledi¼gi gözlemlenmi̧stir.

·Ikinci test problemi olarak, iki ilerleyen dalgan¬n çarp¬̧smas¬problemi al¬nm¬̧st¬r.

KB denklem sistemi için ve RB denklem sistemi için, çizilen gra�kler incelendi¼ginde,

dalgalar¬n çarp¬̧sma öncesindeki şekillerini çarp¬̧sma sonras¬nda da büyük oranda

koruduklar¬görülmüştür. Buna göre yöntemimizin bu test problemini de iyi bir

şekilde modelledi¼gi söylenebilir.
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BÖLÜM 4

·IK·IL·I BURGERS DENKLEM S·ISTEM·IN·IN GEN·IŞLET·ILM·IŞ

KÜB·IK B-SPLINE TAYLOR KOLOKEYŞ·IN METODUYLA SAYISAL

ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde ·Ikili Burgers denklem sisteminin, B-spline kolokeyşin metoduyla

say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, iki test problemi için

L2 ve L1hata normlar¬hesaplanarak kontrol edilmi̧stir.

4.1 ·Ikili Burgers Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için Geni̧sletilmi̧s

Kübik B-spline Taylor Kolokeyşin Metodu

4.1.1 Zaman ayr¬̧s¬m¬

(1.100-1.101) denklem sisteminin zaman ayr¬̧s¬m¬ için, un+1 ve vn+1 terimleri

Taylor serisine aç¬l¬rsa

un+1 = un +�t (ut)
n +

�t2

2
(utt)

n +O
�
�t3
�

(4.1)

vn+1 = vn +�t (vt)
n +

�t2

2
(vtt)

n +O
�
�t3
�

(4.2)

elde edilir. Burada O (�t3) daha yüksek mertebeden terimleri göstermektedir ve

ihmal edilecektir. untt ve v
n
tt nin aşa¼g¬da verilmi̧s olan yaklaş¬k de¼gerleri

untt � (ut)
n+1 � (ut)n

�t
(4.3)

vntt � (vt)
n+1 � (vt)n

�t
(4.4)

(4.1) ve (4.2) eşitliklerinde yerlerine yaz¬l¬rsa

un+1 � �t
2
un+1t = un +

�t

2
unt (4.5)

vn+1 � �t
2
vn+1t = vn +

�t

2
vnt (4.6)

bulunur. (1.100-1.101) eşitliklerine göre ut ve vt nin de¼gerleri bulunup (4.5) ve (4.6)

de yerlerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

un+1 +
�t

2
un+1x (�un+1 + �vn+1)� �t

2
un+1xx +

�t

2
�un+1vn+1x

= un +
�t

2
(uxx � �uux � � (uv)x)

n
(4.7)
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ve

vn+1 +
�t

2
vn+1x (�vn+1 + �un+1)� �t

2
vn+1xx +

�t

2
�vn+1un+1x

= vn +
�t

2
(vxx � �vvx � � (uv)x)

n
(4.8)

denklem sistemi elde edilir. Bulunan denklemler (1.100-1.101) denklemlerinin za-

man ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧s halidir.

4.1.2 Konum ayr¬̧s¬m¬

a1 =
4� �
24

; a2 =
8 + �

12
; a3 = a1; b1 = �

1

2h
;

b3 =
1

2h
; c1 =

2 + �

2h2
; c2 = �

2 + �

h2
; c1 = c3:

ve �m = �m + i�m olmak üzere, u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla �m ve �m

parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa

unm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

vnm = a1�
n
m�1 + a2�

n
m + a3�

n
m+1;

(ux)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(vx)
n
m = b1�

n
m�1 + b3�

n
m+1;

(uxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(vxx)
n
m = c1�

n
m�1 + c2�

n
m + c3�

n
m+1;

(4.9)

elde edilir. (4.9) eşitlikleri, (4.7) ve (4.8) denklemlerinde kullan¬l¬rsa

�m1 = unm +
�t

2
(uxx � �uux � � (uv)x)

n
m (4.10)

�m2 = vnm +
�t

2
(vxx � �vvx � � (uv)x)

n
m

olmak üzere

�n+1m�1

�
a1 + b1

�t

2
(�un+1 + �vn+1)� �t

2
c1

�
+ �n+1m�1

�
b1
�t

2
�un+1

�
+

�n+1m

�
a2 �

�t

2
c2

�
+ �n+1m (0)+

�n+1m+1

�
a3 + b3

�t

2
(�un+1 + �vn+1)� �t

2
c3

�
+ �n+1m+1

�
b3
�t

2
�un+1

�
= �m1

(4.11)
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�n+1m�1

�
b1
�t

2
�vn+1

�
+ �n+1m�1

�
a1 + b1

�t

2
(�vn+1 + �un+1)� �t

2
c1

�
+

�n+1m (0) + �n+1m

�
a2 �

�t

2
c2

�
+

�n+1m+1

�
b3
�t

2
�vn+1

�
+ �n+1m+1

�
a3 + b3

�t

2
(�vn+1 + �un+1)� �t

2
c3

�
= �m2

(4.12)

denklem sistemi elde edilir. (4.11-4.12) denklem sistemi 2N + 2 denklem

2N + 6 bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Sistemin çözülebilir olmas¬ için, denklem

say¬s¬ve bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1

parametreleri s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak yok edilmelidir. Buna göre, (1.104-1.107)

s¬n¬r şartlar¬ndan

u(x0; t) = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

v(x0; t) = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

u(xN ; t) = a1�
n+1
N�1 + a2�

n+1
N + a3�

n+1
N+1;

v(xN ; t) = a1�
n+1
N�1 + a24�

n+1
N + a3�

n+1
N+1

yaz¬larak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�n+1�1 =
1

a1

�
u(x0; t)� a2�n+10 � a3�n+11

�
; (4.13)

�n+1�1 =
1

a1

�
v(x0; t)� a2�n+10 � a3�n+11

�
; (4.14)

�n+1N+1 =
1

a3

�
u(xN ; t)� a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
; (4.15)

�n+1N+1 =
1

a3

�
v(xN ; t)� a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
(4.16)

eşitlikleri elde edilir. (4.11-4.12) denklem sisteminde �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1

parametreleri yerine, (4.13-4.16) eşitlikleri kullan¬ld¬¼g¬nda denklem ve bilinmeyen

say¬lar¬2N+2 olur. Böylece (4.11-4.12) denklemleri, xm; m = 0; 1; : : : ; N bölünme

noktalar¬nda

a00 = a1 + b1
�t

2

�
�un+1 + �vn+1

�
� �t
2
c1;

a01 = b1
�t

2
�un+1;
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a02 = a2 �
�t

2
c2;

a03 = 0;

a04 = a3 + b3
�t

2

�
�un+1 + �vn+1

�
� �t
2
c3;

a05 = b3
�t

2
�un+1;

a10 = b1
�t

2
�vn+1;

a11 = a00;

a12 = 0;

a13 = a02;

a14 = a10;

a15 = a11

olmak üzere ,

m = 0 için�
a02 � a00

a2
a1

�
�n+10 +

�
a04 � a00

a3
a1

�
�n+11 +

�
a03 � a01

a2
a1

�
�n+10

+

�
a05 � a01

a3
a1

�
�n+11 = �m1 � a00

1

a1
rn0 � a01

1

a1
sn0 ;

�
a12 � a10

�2
�1

�
�n+10 +

�
a14 � a10

�3
�1

�
�n+11 +

�
a13 � a11

�2
�1

�
�n+10

+

�
a15 � a11

�3
�1

�
�n+11 = �m2 � a10

1

�1
rn0 � a11

1

�1
sn0

m = 1 için

a00�
n+1
0 + a01�

n+1
0 + a02�

n+1
1 + a03�1 + a04�2 + a05�2 = �m1;

a10�
n+1
0 + a11�

n+1
0 + a12�

n+1
1 + a13�

n+1
1 + a14�

n+1
2 + a15�

n+1
2 = �m2;
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... (4.17)

m = N � 1 için

a00�
n+1
N�2 + a01�

n+1
N�2 + a02�

n+1
N�1 + a03�

n+1
N�1 + a04�

n+1
N + a05�

n+1
N = �m1;

a10�
n+1
N�2 + a11�

n+1
N�2 + a12�

n+1
N�1 + a13�

n+1
N�1 + a14�

n+1
N + a15�

n+1
N = �m2

m = N için�
aN�1;0 � aN�1;4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN�1;1 � aN�1;5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN�1;2 � aN�1;4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN�1;3 � aN�1;5

a2
a3

�
�n+1N

= �m1 � aN�1;4
1

�3
rnN � aN�1;5

1

�3
snN

�
aN0 � aN4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN1 � aN5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN2 � aN4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN3 � aN5

a2
a3

�
�n+1N

= �m2 � aN4
1

a3
rnN � aN5

1

a3
snN

formunda aç¬k olarak yaz¬labilir. (4.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2

bilinmeyenden oluşan 6 sütün elemanl¬ bir sistemdir ve Thomas algoritmas¬ kul-

lan¬larak çözülebilir. Thomas algoritmas¬n¬n kullan¬labilmesi için sistem lineer

olmal¬d¬r. Lineerleştirme için (2.21) ile verilen iterasyon ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.

(2.21) ba¼g¬nt¬s¬her zaman ad¬m¬nda iki kez uygulanarak (��i )
n+1 parametresi hesap-

lanm¬̧s ve �n+1parametresinin n+1: zaman ad¬m¬ndaki de¼geri için yeni bir yaklaş¬m

yap¬lm¬̧st¬r. Bu i̧slem program¬n çal¬̧smas¬bitene kadar tekrarlanm¬̧st¬r.

·Ikili Burgers denkleminin geni̧sletilmi̧s B-spline kolokeyşin metodu ile say¬sal

çözümü araşt¬r¬l¬rken elde edilen (4.17) denklem sisteminin çözülebilmesi için,�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
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başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir.

4.2 Başlang¬ç durumu

Başlang¬ç vektörleri, (1.102 ve 1.103) başlang¬ç şartlar¬ile bulunabilir. Bunun

için (1.26) yaklaş¬k çözümü, t = 0 zaman¬nda

um(x; 0) = um =

N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m; (4.18)

vm(x; 0) = vm =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m (4.19)

formunda yaz¬l¬r. (4.18-4.19) eşitliklerinde, um(x; 0) ve vm(x; 0) de¼gerleri, (1.102 ve

1.103) başlang¬ç şartlar¬ndan bilindi¼ginden, �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

·Ilk olarak, (4.18) eşitli¼gi aç¬k olarak yaz¬l¬rsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-

lemden oluşan

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = u0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = u1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = uN

(4.20)

sistemine ulaş¬l¬r. S¬n¬r şartlar¬ndan

u0(x0; 0) = u00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
u
p

0 � b3�01
�

(4.21)

u0(xN ; 0) = u0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
u
p

N � b1�0N�1
�

(4.22)

yaz¬larak, �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri (4.20) sisteminden yok edilir ve gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa
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2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1

b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

u0 �
a1
b1
u
p

0

u1

u2
...

uN�2

uN�1

uN �
a3
b3
u
p

N

377777777777777775
(4.23)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözüldü¼günde

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve bu de¼gerlerin (4.21-4.22) eşitliklerinde kullan¬lmas¬ile de �0�1 ve

�0N+1 bilinmeyenleri hesaplanm¬̧s olur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü elde edilir.

Benzer şekilde, (4.19) eşitli¼gi aç¬k olarak

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = v0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = v1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = vN

(4.24)

şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan bir sistem elde

edilir. �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri, s¬n¬r şartlar¬ndan

v0(x0; 0) = v00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
v
p

0 � b3�01
�

(4.25)

v0(xN ; 0) = v0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
v
p

N � b1�0N�1
�

(4.26)
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şeklinde hesaplan¬r ve (4.19) sisteminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬-

l¬rsa2666666666666666664

a2

�
a3 � a1

b3
b1

�
a1 a2 a3

a1 a2 a3
. . . . . . . . .

a1 a2 a3

a1 a2 a3�
a1 � a3

b1
b3

�
a2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775
=

266666666666666664

v0 �
a1
b1
v
p

0

v1

v2
...

vN�2

vN�1

vN �
a3
b3
v
p

N

377777777777777775
(4.27)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözülürse

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve (4.25-4.26) eşitliklerinin de kullan¬lmas¬yla �0�1 ve �
0
N+1 de¼gerleri

bulunur. Böylece � parametresi için

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü hesaplanm¬̧s olur.

Başlang¬ç şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla elde edilen başlang¬ç vektörleri sayesinde,

n = 0 için (4.17) denklem sistemininin sa¼g taraf¬ndaki tüm de¼gerler art¬k bilin-

mektedir. Sol k¬s¬mdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas¬ile hesaplanabilir.

Sonraki zaman ad¬mlar¬nda, bir önceki zamanda bulunan de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla,

·Ikili Burgers denkleminin istenilen zamandaki say¬sal çözümüne ulaş¬lana kadar ite-

rasyona devam edilir.

4.3 Test Problemleri

4.3.1 Problem 1

Bu test problemi için tüm hesaplamalar �� � x � � aral¬¼g¬nda yap¬lm¬̧st¬r.

Tablo 4.1�de yaklaş¬k çözümlerin N = 200 ve N = 400 için farkl¬� de¼gerlerinde

ald¬¼g¬de¼gerler verilmi̧stir. Görüldü¼gü gibi genel olarak ad¬m uzunlu¼gu azald¬kça
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hata normlar¬n¬n de¼gerleri de azalmaktad¬r. Bunun yan¬nda � = �1:64 � 10�4

ve � = �4:087 � 10�5 seçilmesi halinde, � = 0 durumuna göre hata normlar¬n¬n

de¼gerlerinde büyük miktarda azalma görülmektedir. Buna göre geni̧sletilmi̧s kübik

kolokeyşin yönteminin, kübik kolokeyşin yöntemine göre çok daha do¼gru sonuçlar

verdi¼gi söylenebilir. Burada u(x; t) = v(x; t) oldu¼gu için ikisi de ayn¬ tabloda

gösterilmi̧stir.

Tablo 4.1 t = 0:1; N = 200, N = 400 ve �t = 0:001 için hata normlar¬.

N = 200

� = 0 � = �1:64� 10�4

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

1:31728 0:74326 0:00154 0:00079

N = 400

� = 0 � = �4:087� 10�5

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

0:32842 0:18534 0:00009 0:00006

Tablo 4.2, farkl¬ zaman ad¬mlar¬ için t = 1 zaman¬ndaki hata normalar¬n¬n

de¼gerlerini göstermektedir. Tablodan da görüldü¼gü gibi � = �5:896 � 10�5 ve

� = �5:992�10�5 olarak al¬nd¬¼g¬nda � = 0 durumuna göre hata normlar¬n¬n de¼ger-

lerinde büyük azalmalar meydana gelmektedir. Yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

kolokeyşin yöntemi, kübik B-spline kolokeyşin yöntemine göre çok daha do¼gru so-

nuçlar vermektedir.
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Tablo 4.2 N = 400; t = 1;�t = 0:01;�t = 0:001 için hata normlar¬.

�t = 0:01

� = 0 � = �5:896� 10�5

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

1:92653 1:08691 0:00191 0:00131

�t = 0:001

� = 0 � = �5:992� 10�5

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

1:95667 1:10393 0:00062 0:00036

Şekil 4.1�de, farkl¬ t zamanlar¬ndaki say¬al çözümler gösterilmi̧stir. Gra�kten

de görüldü¼gü gibi geni̧sletilmi̧s kübik kolokeyşin yöntemi problemin �ziksel karak-

teristi¼gini korumaktad¬r. Problemin başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬simetrik oldu¼gundan

u(x; t) ve v(x; t) için elde edilen nümerik çözümler ayn¬d¬r.

­2 0 2x
­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

u

t=1.0

t=2.0

t=3.0

Şekil 4.1 N = 400;�t = 0:001; � = �4:087� 10�5 için farkl¬zamanlardaki say¬sal

çözümler

4.3.2 Problem 2

Bu test problemi için tüm hesaplamalar 0 � x � 1 aral¬¼g¬nda yap¬lm¬̧s ve

� = 1; � = 0:3. olarak seçilmi̧stir. Tablo 4.3�de u(x; t) için, Tablo 4.4�de v(x; t)
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için hesaplanan hata normlar¬n¬n de¼gerleri verilmi̧stir. Görüldü¼gü gibi genel olarak

ad¬m uzunlu¼gu azald¬kça hata normlar¬n¬n de¼gerlerinde de¼gi̧siklik olmamaktad¬r.

Bunun yan¬nda � için s¬f¬rdan farkl¬bir de¼ger al¬nd¬¼g¬nda, hata normlar¬n¬n de¼ger-

lerinde büyük miktarda azalma görülmektedir. Yani geni̧sletilmi̧s kübik kolokeyşin

yöntemi, kübik kolokeyşin yöntemine göre çok daha do¼gru sonuçlar vermektedir.

Tablo 4.3 t = 1;�t = 0:001; N = 10,N = 100 olmak üzere, u(x; t) için hesaplanan hata

normlar¬.

N = 10

� = 0 � = �6� 105

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

2:72760 3:73505 0:00055 0:00077

N = 100

� = 0 � = �4:087� 10�5

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

2:72272 3:73503 0:00056 0:00078

Tablo 4.4 t = 1;�t = 0:001; N = 10,N = 100 olmak üzere, v(x; t) için hesaplanan hata

normlar¬.

N = 10

� = 0 � = �6� 105

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

0:94232 1:29039 0:00057 0:00079

N = 100

� = 0 � = �4:087� 10�5

L2 � 105 L1 � 105 L2 � 105 L1 � 105

0:94236 1:29038 0:00057 0:00079

Şekil 4.2 N = 10; �t = 0:001, a0 = 0:05; 0 � x � 1; � = 1; � = 0:3;
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� = �6 � 105 için t = 1 zaman¬ndaki tam çözüm ile yaklaş¬k çözüm aras¬ndaki

fark¬n mutlak de¼gerinin gra�¼gini göstermektedir. Görüldü¼gü gibi hata, konum ara-

l¬¼g¬n¬n ortalar¬nda artmaktad¬r.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ha
ta

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

ha
ta

Mutlak Hata=
��utam�uyaklaş¬k���109 Mutlak Hata=

��vtam�vyaklaş¬k���109
Şekil 4.2 N = 10; �t = 0:001, a0= 0:05; 0 � x � 1; � = 1; � = 0:3 için t = 1

zaman¬ndaki mutlak hatalar

4.4 Sonuç

Bu bölümde, ·Ikili Burgers denklem sisteminin say¬sal çözümünü araşt¬rmak için,

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. Zaman ayr¬̧s¬m¬için

için Taylor seri aç¬l¬m¬, konum ayr¬̧s¬m¬içinse geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin

metodu kullan¬lm¬̧st¬r. Elde edilen denklem sistemi 2N+2 denklem 2N+6 bilinme-

yenden oluşmaktad¬r. Denklemlerin çözülebilmesi için denklem say¬s¬ile bilinmeyen

say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak baz¬bilinmeyenler eli-

mine edilerek sistem çözülebilir hale getirilmi̧stir. Daha sonra da Thomas algorit-

mas¬kullan¬larak çözüme gidilmi̧stir.

Nümerik çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleriyle kontrol edilmi̧stir. Nümerik

çözümler, serbest parametre olan � n¬n s¬f¬ra eşit oldu¼gu ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu

de¼gerler için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. � de¼geri

s¬f¬ra eşit al¬nd¬¼g¬nda yöntemimiz kübik B-spline kolokeyşin yöntemiyle ayn¬sonuçlar¬

vermektedir. Dolay¬s¬yla farkl¬test problemleri ve farkl¬parametreler için kübik
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B-spline kolokeyşin yöntemiyle, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi a-

ras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yapma imkan¬na kavuşulmuştur.

·Ilk test probleminin tablolar¬incelendi¼ginde, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerleri için

elde edilen hata normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre çok daha küçük de¼ger-

ler oldu¼gu, dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik

B-spline kolokeyşin yöntemine göre çok daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür.

Gra�kler incelendi¼ginde, say¬sal çözümün zaman içersindeki davran¬̧s¬n¬n, referans-

larla uyumlu oldu¼gu, dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin

problemi iyi modelledi¼gi anlaş¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci test probleminin tablolar¬incelendi¼ginde de, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerleri

için elde edilen hata normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre çok daha küçük de¼ger-

ler oldu¼gu, dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik

B-spline kolokeyşin yöntemine göre çok daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür.

Analitik ve nümerik çözümleri daha iyi k¬yaslayabilmek için çizilen hata gra�kleri-

ne bak¬ld¬¼g¬nda, oluşan maksimum hatan¬n çözüm aral¬¼g¬n¬n ortalar¬nda oluştu¼gu

görülmektedir.
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BÖLÜM 5

REAKS·IYON D·IFÜZYON DENKLEM S·ISTEM·IN·IN

GEN·IŞLET·ILM·IŞ KÜB·IK B-SPLINE TAYLOR KOLOKEYŞ·IN

METODUYLA SAYISAL ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde reaksiyon difüzyon denklem sisteminin, B-spline kolokeyşin meto-

duyla say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧s, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu, iki test problemi

için L2 ve L1hata normlar¬hesaplanarak kontrol edilmi̧stir.

5.1 Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sisteminin Say¬sal Çözümü ·Için

Geni̧sletilmi̧s Kübik B-spline Taylor Kolokeyşin Metodu

5.1.1 Zaman ayr¬̧s¬m¬

un+1 ve vn+1 terimleri Taylor serisine aç¬l¬rsa

un+1 = un +�t (ut)
n +

�t2

2
(utt)

n +O
�
�t3
�

(5.1)

vn+1 = vn +�t (vt)
n +

�t2

2
(vtt)

n +O
�
�t3
�

(5.2)

elde edilir. Burada O (�t3) daha yüksek mertebeden terimleri göstermektedir ve

ihmal edilecektir. untt ve v
n
tt nin aşa¼g¬da verilmi̧s olan yaklaş¬k de¼gerleri

untt � (ut)
n+1 � (ut)n

�t
(5.3)

vntt � (vt)
n+1 � (vt)n

�t
(5.4)

(5.1) ve (5.2) eşitliklerinde yerlerine yaz¬l¬rsa

un+1 � �t
2
un+1t = un +

�t

2
unt (5.5)

vn+1 � �t
2
vn+1t = vn +

�t

2
vnt (5.6)

bulunur. (1.129-1.130) eşitliklerine göre ut ve vt nin de¼gerleri (5.5) ve (5.6) da yer-
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lerine yaz¬l¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2

�
v2
�n+1�

un+1 � a1
�t

2
un+1xx

�
�
c1
�t

2
+ d1

�t

2

�
u2
�n+1

+ e1
�t

2
un+1

�
vn+1 + n1

= (5.7)�
1 + b1

�t

2
+m1

�t

2

�
v2
�n�

un + a1
�t

2
unxx

+

�
c1
�t

2
+ d1

�t

2

�
u2
�n
+ e1

�t

2
un
�
vn + n1

�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2
�
u2
�n+1�

vn+1 � �t
2
a2v

n+1
xx

�
�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn+1 +m2

�t

2

�
v2
�n+1�

un+1 + n2

= (5.8)�
1 +

�t

2
c2 +

�t

2
d2
�
u2
�n�

vn +
�t

2
a2v

n
xx

+

�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn +m2

�t

2

�
v2
�n�

un + n2

denklem sistemi elde edilir. Bulunan denklemler (1.129-1.130) denklemlerinin zaman

ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧s halidir.

5.1.2 Konum ayr¬̧s¬m¬

aa1 =
4� �
24

; aa2 =
8 + �

12
; aa3 = aa1; bb1 = �

1

2h
;

bb3 =
1

2h
; cc1 =

2 + �

2h2
; cc2 = �

2 + �

h2
; cc1 = cc3:

ve �m = �m + i�m olmak üzere, u(x; t) ve v(x; t) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla �m ve �m

parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa
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unm = aa1�
n
m�1 + aa2�

n
m + aa3�

n
m+1;

vnm = aa1�
n
m�1 + aa2�

n
m + aa3�

n
m+1;

(ux)
n
m = bb1�

n
m�1 + bb3�

n
m+1;

(vx)
n
m = bb1�

n
m�1 + bb3�

n
m+1;

(uxx)
n
m = cc1�

n
m�1 + cc2�

n
m + cc3�

n
m+1;

(vxx)
n
m = cc1�

n
m�1 + cc2�

n
m + cc3�

n
m+1;

(5.9)

elde edilir. (5.9) eşitlikleri, (5.7) ve (5.8) denklemlerinde kullan¬l¬rsa

�m1 =

�
1 + b1

�t

2
+m1

�t

2
(v2)

n

�
un + a1

�t

2
unxx

+

�
c1
�t

2
+ d1

�t

2
(u2)

n
+ e1

�t

2
un
�
vn + n1;

�m2 =

�
1 +

�t

2
c2 +

�t

2
d2 (u

2)
n

�
vn +

�t

2
a2v

n
xx

+

�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn +m2

�t

2
(v2)

n

�
un + n2:

(5.10)

olmak üzere,

�n+1m�1

�
aa1

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2
(v2)

n+1

�
� cc1a1

�t

2

�
+

�n+1m�1

�
�aa1

�
c1
�t

2
+ d1

�t

2
(u2)

n+1
+ e1

�t

2
un+1

��
+

�n+1m

�
aa2

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2
(v2)

n+1

�
� cc2a1

�t

2

�
+

�n+1m

�
�aa2

�
c1
�t

2
+ d1

�t

2
(u2)

n+1
+ e1

�t

2
un+1

��
+

�n+1m+1

�
aa3

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2
(v2)

n+1

�
� cc3a1

�t

2

�
+

�n+1m+1

�
�aa3

�
c1
�t

2
+ d1

�t

2
(u2)

n+1
+ e1

�t

2
un+1

��
= �m1

(5.11)
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�n+1m�1

�
�aa1

�
b2
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2
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�t

2
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�t

2
(v2)
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1� �t

2
c2 �

�t

2
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� cc1a2

�t
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�
+

�n+1m

�
�aa2

�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
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�t

2
(v2)

n+1

��
+

�n+1m

�
aa2

�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2 (u

2)
n+1

�
� cc2a2

�t

2

�
+

�n+1m+1

�
�aa3

�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn+1 +m2

�t

2
(v2)

n+1

��
+

�n+1m+1

�
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�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2 (u

2)
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�
� cc3a2

�t

2

�
= �m2

(5.12)

denklem sistemi elde edilir. (5.11-5.12) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 6

bilinmeyenden oluşmaktad¬r. Sistemin çözülebilir olmas¬ için, denklem say¬s¬ve

bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 paramet-

releri s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak yok edilmelidir. Buna göre,

u(x0; t) = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

v(x0; t) = a1�
n+1
�1 + a2�

n+1
0 + a3�

n+1
1 ;

u(xN ; t) = a1�
n+1
N�1 + a2�

n+1
N + a3�

n+1
N+1;

v(xN ; t) = a1�
n+1
N�1 + a24�

n+1
N + a3�

n+1
N+1

yaz¬l¬rarak gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�n+1�1 =
1

a1

�
u(x0; t)� a2�n+10 � a3�n+11

�
; (5.13)

�n+1�1 =
1

a1

�
v(x0; t)� a2�n+10 � a3�n+11

�
; (5.14)

�n+1N+1 =
1

a3

�
u(xN ; t)� a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
; (5.15)

�n+1N+1 =
1

a3

�
v(xN ; t)� a2�n+1N � a1�n+1N�1

�
(5.16)

eşitlikleri elde edilir. (5.11-5.12) denklem sisteminde �n+1�1 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1

parametreleri yerine, (5.13-5.16) eşitlikleri kullan¬ld¬¼g¬nda denklem ve bilinmeyen

say¬lar¬2N +2 olur. Böylece (5.11-5.12) denklemleri xm; m = 0; 1; : : : ; N bölünme
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noktalar¬nda

a00 = aa1

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2

�
v2
�n+1�� cc1a1�t

2
;

a01 = �aa1
�
c1
�t

2
+ d1

�t

2

�
u2
�n+1

+ e1
�t

2
un+1

�
;

a02 = aa2

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2

�
v2
�n+1�� cc2a1�t

2
;

a03 = �aa2
�
c1
�t

2
+ d1

�t

2

�
u2
�n+1

+ e1
�t

2
un+1

�
;

a04 = aa3

�
1� b1

�t

2
�m1

�t

2

�
v2
�n+1�� cc3a1�t

2
;

a05 = �aa3
�
c1
�t

2
+ d1

�t

2

�
u2
�n+1

+ e1
�t

2
un+1

�
;

a10 = �aa1
�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn+1 +m2

�t

2

�
v2
�n+1�

;

a11 = aa1

�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2
�
u2
�n+1�� cc1a2�t

2
;

a12 = �aa2
�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn+1 +m2

�t

2

�
v2
�n+1�

;

a13 = aa2

�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2
�
u2
�n+1�� cc2a2�t

2
;

a14 = �aa3
�
b2
�t

2
+ e2

�t

2
vn+1 +m2

�t

2

�
v2
�n+1�

;

a15 = aa3

�
1� �t

2
c2 �

�t

2
d2
�
u2
�n+1�� cc3a2�t

2
;

olmak üzere ,

m = 0 için�
a02 � a00

a2
a1

�
�n+10 +

�
a04 � a00

a3
a1

�
�n+11 +

�
a03 � a01

a2
a1

�
�n+10

+

�
a05 � a01

a3
a1

�
�n+11 = �m1 � a00

1

a1
rn0 � a01

1

a1
sn0 ;

�
a12 � a10

�2
�1

�
�n+10 +

�
a14 � a10

�3
�1

�
�n+11 +

�
a13 � a11

�2
�1

�
�n+10

+

�
a15 � a11

�3
�1

�
�n+11 = �m2 � a10

1

�1
rn0 � a11

1

�1
sn0
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m = 1 için

a00�
n+1
0 + a01�

n+1
0 + a02�

n+1
1 + a03�1 + a04�2 + a05�2 = �m1;

a10�
n+1
0 + a11�

n+1
0 + a12�

n+1
1 + a13�

n+1
1 + a14�

n+1
2 + a15�

n+1
2 = �m2;

... (5.17)

m = N � 1 için

a00�
n+1
N�2 + a01�

n+1
N�2 + a02�

n+1
N�1 + a03�

n+1
N�1 + a04�

n+1
N + a05�

n+1
N = �m1;

a10�
n+1
N�2 + a11�

n+1
N�2 + a12�

n+1
N�1 + a13�

n+1
N�1 + a14�

n+1
N + a15�

n+1
N = �m2

m = N için�
aN�1;0 � aN�1;4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN�1;1 � aN�1;5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN�1;2 � aN�1;4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN�1;3 � aN�1;5

a2
a3

�
�n+1N

= �m1 � aN�1;4
1

�3
rnN � aN�1;5

1

�3
snN

�
aN0 � aN4

a1
a3

�
�n+1N�1 +

�
aN1 � aN5

a1
a3

�
�n+1N�1 +�

aN2 � aN4
a2
a3

�
�n+1N +

�
aN3 � aN5

a2
a3

�
�n+1N

= �m2 � aN4
1

a3
rnN � aN5

1

a3
snN

formunda aç¬k olarak yaz¬labilir. (5.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2

bilinmeyenden oluşan 6 sütün elemanl¬ bir sistemdir ve Thomas algoritmas¬ kul-

lan¬larak çözülebilir. Thomas algoritmas¬n¬n kullan¬labilmesi için sistem lineer
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olmal¬d¬r. Lineerleştirme için (2.21) ile verilen iterasyon ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.

(2.21) ba¼g¬nt¬s¬her zaman ad¬m¬nda iki kez uygulanarak (��i )
n+1 parametresi hesap-

lanm¬̧s ve �n+1parametresinin n+1: zaman ad¬m¬ndaki de¼geri için yeni bir yaklaş¬m

yap¬lm¬̧st¬r. Bu i̧slem program¬n çal¬̧smas¬bitene kadar tekrarlanm¬̧st¬r.

Reaksiyon-Difüzyon denkleminin geni̧sletilmi̧s B-spline kolokeyşin metodu ile sa-

y¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken elde edilen (5.17) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
ve
�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörlerinin bulunmas¬gereklidir.

5.2 Başlang¬ç Durumu

Başlang¬ç vektörleri, başlang¬ç şartlar¬ile bulunabilir. Bunun için (1.26) yaklaş¬k

çözümü, t = 0 zaman¬nda

um(x; 0) = um =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m; (5.18)

vm(x; 0) = vm =
N+1X
m=�1

Em(x)�
0
m (5.19)

formunda yaz¬l¬r. (5.18-5.19) eşitliklerinde, um(x; 0) ve vm(x; 0) de¼gerleri, başlang¬ç

şartlar¬ndan bilindi¼ginden, �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

·Ilk olarak, (5.18) eşitli¼gi aç¬k olarak yaz¬l¬rsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-

lemden oluşan

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = u0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = u1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = uN

(5.20)

sistemine ulaş¬l¬r. S¬n¬r şartlar¬ndan

u0(x0; 0) = u00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
u
p

0 � b3�01
�

(5.21)

u0(xN ; 0) = u0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
u
p

N � b1�0N�1
�

(5.22)
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yaz¬larak, �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri (5.20) sisteminden yok edilir ve gerekli düzen-

lemeler yap¬l¬rsa2666666666666666664

aa2

�
aa3 � aa1

bb3
bb1

�
aa1 aa2 aa3

aa1 aa2 aa3
. . . . . . . . .

aa1 aa2 aa3

aa1 aa2 aa3�
aa1 � aa3

bb1
bb3

�
aa2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775

=

266666666666666664

u0 �
a1
b1
u
p

0

u1

u2
...

uN�2

uN�1

uN �
a3
b3
u
p

N

377777777777777775
(5.23)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözüldü¼günde

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve bu de¼gerlerin (5.21-5.22) eşitliklerinde kullan¬lmas¬ile de �0�1 ve

�0N+1 bilinmeyenleri hesaplanm¬̧s olur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�
başlang¬ç vektörü elde edilir.

Benzer şekilde, (5.19) eşitli¼gi aç¬k olarak

�0�1 + 4�
0
0 + �

0
1 = v0;

�00 + 4�
0
1 + �

0
2 = v1;

...

�0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1 = vN

(5.24)
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şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan bir sistem elde

edilir. �0�1 ve �
0
N+1 bilinmeyenleri, s¬n¬r şartlar¬ndan

v0(x0; 0) = v00 = b1�
0
�1 + b3�

0
1;

�0�1 =
1

b1

�
v
p

0 � b3�01
�

(5.25)

v0(xN ; 0) = v0N = b1�
0
N�1 + b3�

0
N+1;

�0N+1 =
1

b3

�
v
p

N � b1�0N�1
�

(5.26)

şeklinde hesaplan¬r ve (5.24) sisteminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬-

l¬rsa 2666666666666666664

aa2

�
aa3 � aa1

bb3
bb1

�
aa1 aa2 aa3

aa1 aa2 aa3
. . . . . . . . .

aa1 aa2 aa3

aa1 aa2 aa3�
aa1 � aa3

bb1
bb3

�
aa2

3777777777777777775

26666666666666664

�00

�01

�02
...

�0N�2

�0N�1

�0N

37777777777777775

=

266666666666666664

v0 �
a1
b1
v
p

0

v1

v2
...

vN�2

vN�1

vN �
a3
b3
v
p

N

377777777777777775
(5.27)

matris sistemine ulaş¬l¬r. Bu sistem Thomas algoritmas¬ile çözülürse

�00; �
0
1; : : : ; �

0
N�1; �

0
N

bilinmeyenleri ve (5.25-5.26) eşitliklerinin de kullan¬lmas¬yla �0�1 ve �
0
N+1 de¼gerleri

bulunur. Böylece � parametresi için�
�0�1; �

0
0; : : : ; �

0
N ; �

0
N+1

�



100

başlang¬ç vektörü hesaplanm¬̧s olur.

Başlang¬ç şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla elde edilen başlang¬ç vektörleri sayesinde,

n = 0 için (5.17) denklem sistemininin sa¼g taraf¬ndaki tüm de¼gerler art¬k bilinmekte-

dir. Sol k¬s¬mdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas¬ile hesaplanabilir. Sonraki

zaman ad¬mlar¬nda, bir önceki zamanda bulunan de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla, iste-

nilen zamandaki Reaksiyon-Difüzyon denkleminin say¬sal çözümüne ulaş¬lana kadar

iterasyona devam edilir.

5.3 Test Problemleri

5.3.1 Lineer problem

Nümerik hesaplamalarda a; b; d için iki farkl¬seçim yap¬larak sonuçlar incelen-

mi̧stir. ·Ilk olarak

a = 0:1; b = 0:01 ve d = 1 (5.28)

seçilerek difüzyon teriminin reaksiyon terimine göre daha bask¬n oldu¼gu bir sis-

tem ele al¬nm¬̧st¬r. (5.28) seçimleri alt¬nda t = 1 an¬nda elde edilen sonuçlar

Tablo 5.1�de gösterilmi̧stir. Tablo incelendi¼ginde v (x; t) fonksiyonu için bulunan

nümerik çözümlerin u (x; t) fonksiyonu için bulunan nümerik çözümlere göre daha

do¼gru sonuçlar oldu¼gu, ayn¬zamanda � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerler ald¬¼g¬durumlarda,

yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonkiyonlar¬n kullan¬ld¬¼g¬durumlarda da sonuçlar¬n

daha do¼gru oldu¼gu görülmektedir.

Tablo 5.1 t = 1 an¬nda difüzyon bask¬n durumu için elde edilen hata normlar¬

N �t � u v

L2 � 106 L1 � 106 L2 � 106 L1 � 106

512 0:005 0 2:486730 2:824275 0:107367 0:122302

512 0:005 �7:92� 10�6 0:039944 0:066519 0:007814 0:009883

·Ikinci olarak

a = 2; b = 1 ve d = 0:001 (5.29)
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seçimleriyle reaksiyon terimlerinin etkisi art¬r¬lm¬̧s, (5.29) seçimleri alt¬nda t = 1

an¬nda elde edilen sonuçlar Tablo 5.2 de gösterilmi̧stir. Tablo incelendi¼ginde v (x; t)

fonksiyonu için bulunan nümerik çözümlerin, u (x; t) fonksiyonuna göre bulunan

nümerik çözümlere göre daha do¼gru sonuçlar oldu¼gu, ayn¬zamanda � n¬n s¬f¬rdan

farkl¬de¼gerler ald¬¼g¬durumlarda, yani geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonkiyonlar¬n kul-

lan¬ld¬¼g¬durumlarda da, sonuçlar¬n daha do¼gru oldu¼gu görülmektedir. Ayr¬ca reak-

siyon teriminin bask¬n olmas¬durumunda, konum parçalanmas¬n¬n nümerik çözüm-

ler üzerinde etkili olmad¬¼g¬da söylenebilir.

Tablo 5.2 t = 1 an¬nda reaksiyon bask¬n durumu için elde edilen hata normlar¬

N �t � u v

L2 � 106 L1 � 106 L2 � 106 L1 � 106

512 0:005 0 3:109156 3:506869 0:926684 1:046081

512 0:005 �1:0� 10�2 0:879772 0:993713 0:703125 0:791181

5.3.2 ·Izotermal kimyasal sistem

(1.139-1.140) sistemi k < 1 için ilerleyen dalga çözümüne sahiptir (Merkin et al.,

1989).

Sonlu farklar yöntemi (Twizell et al., 1994) ve k¬smi lineerleştirilmi̧s üçgensel

ve köşegen ��metotlar¬(Lopez and Ramos, 1996),(1.139-1.140) sisteminin nümerik

çözümlerini bulmak için daha önce kullan¬lan yöntemlerden baz¬lar¬d¬r (Şahin, 2009).

·Ilerleyen dalgalar¬n asimptotik h¬zlar¬için üç farkl¬durum dikkate al¬nm¬̧s, çözüm

bölgesi olarak [0; 200] aral¬¼g¬seçilmi̧stir. Şekil 5.1 de � = 0 ve k = 0:1 için yani,

asimptotik h¬z¬n 2 (1� k)
1
2 = 1:897 de¼geri için oluşan ilerleyen dalga çözümleri

gra�klerle gösterilmi̧stir. Şekil 5.1�den görüldü¼gü gibi k = 0:1 için dalgalar çözüm

bölgesi üzerinde asimptotik h¬za ulaşmakta ve sa¼g s¬n¬rda s¬klaşma göstermektedir.

(Twizel et al., 1994) referans¬yla kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda bu s¬klaşman¬n normal oldu¼gu

söylenebilir.
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v

t=0.0
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Şekil 5.1: N = 400; k = 0:1; � = 0 için ilerleyen dalga çözümleri

Şekil 5.2�de ise � = 1 ve k = 0:1 için yani asimptotik h¬z¬n 2 (1� k)
1
2 = 1:897

de¼geri için oluşan ilerleyen dalga çözümleri gra�klerle gösterilmi̧stir. Şekil 5.2�den

görüldü¼gü gibi k = 0:1 için dalgalar çözüm bölgesi üzerinde asimptotik h¬za ulaş-

makta ve sa¼g s¬n¬rda Şekil 5.1�deki duruma göre daha k¬sa zamanda s¬klaşma göster-

mektedir.

0 40 80 120 160 200x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u

t=0

t=50 t=100

t=300®

0 40 80 120 160 200x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v

t=0

t=50 t=100

t=300

Şekil 5.2: N = 400; k = 0:1; � = 1 için ilerleyen dalga çözümleri

Tablo 5.3�de k = 0:1 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri verilmi̧stir. Tablo-

dan görüldü¼gü gibi � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerler almas¬halinde v fonksiyonu için

hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerlerinde azalma görülmekedir.
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Tablo 5.3: k = 0:1; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

k = 0:1

� = 0 � = 1

u v u v

Hata�103 Hata�103 Hata�103 Hata�103

0:00970 0:00110 0:00900 0:00089

·Ikinci durum olarak k = 0:5 seçildi¼ginde dalgalar¬n asimptotik h¬z¬1:414 olmak-

tad¬r. Şekil 5.3�de � = 0 ve k = 0:5 için için oluşan ilerleyen dalga çözümleri

gra�klerle gösterilmi̧stir. Şekil 5.3�den görüldü¼gü gibi k = 0:5 için dalgalar çözüm

bölgesi üzerinde asimptotik h¬za ulaşmakta fakat s¬klaşma daha yavaş olmaktad¬r.
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0 40 80 120 160 200x
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1

v
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t=50 t=100

t=300

Şekil 5.3: N = 400; k = 0:5; � = 0 için ilerleyen dalga çözümleri

Şekil 5.4�de ise � = 0:16 ve k = 0:5 için oluşan ilerleyen dalga çözümleri gra�k-

lerle gösterilmi̧stir. Şekil 5.4�den görüldü¼gü gibi dalgalar çözüm bölgesi üzerinde

asimptotik h¬za ulaşmakta ve sa¼g s¬n¬rda Şekil 5.3�deki ile ayn¬zamanda s¬klaşma

göstermektedir.
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Şekil 5.4: N = 400; k = 0:5; � = 0:16 için ilerleyen dalga çözümleri

Tablo 5.4�de k = 0:5 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri verilmi̧stir. Tablo-

dan görüldü¼gü gibi � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerler almas¬halinde ba¼g¬l hata de¼ger-

lerinde ciddi bir de¼gi̧sme olmamaktad¬r. Yani k = 0:5 durumunda geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ayn¬sonuç-

lar¬vermektedir.

Tablo 5.4: k = 0:5; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

k = 0:5

� = 0 � = 0:16

u v u v

Hata�103 Hata�103 Hata�103 Hata�103

0:03520 0:01539 0:03458 0:01354

k = 0:9 seçildi¼ginde ise Şekil 5.5�den görüldü¼gü gibi dalgalar bölge üzerinde

asimptotik h¬za ulaşamamaktad¬r. Bundan dolay¬da dalgalar¬n ilerlemesi s¬ras¬nda

s¬klaşma olmamaktad¬r.
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Şekil 5.5: N = 400; k = 0:9; � = 0 için ilerleyen dalga çözümleri

Şekil 5.6 da � = �1:93 ve k = 0:9 için oluşan ilerleyen dalga çözümleri gra�k-

lerle gösterilmi̧stir. Şekil 5.6 dan görüldü¼gü gibi dalgalar çözüm bölgesi üzerinde

asimptotik h¬za ulaşamamakta ve sabit h¬za yak¬n bir h¬zla ilerlemektedir.

Şekil 5.6: N = 400; k = 0:9; � = �1:93 için ilerleyen dalga çözümleri

Tablo 5.5�de k = 0:9 durumunda oluşan ba¼g¬l hata de¼gerleri verilmi̧stir. Tablo-

dan görüldü¼gü gibi � = �1:93 seçildi¼ginde u fonksiyonu için hesaplanan ba¼g¬l hata

de¼gerlerinde azalma görülmekedir.
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Tabo 5.5: k = 0:9; t = 300 için hesaplanan ba¼g¬l hata de¼gerleri

k = 0:9

� = 0 � = �1:93

u v u v

Hata�103 Hata�103 Hata�103 Hata�103

0:14209 3:92251 0:05089 3:85121

5.4 Sonuç

Bu bölümde, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile Reaksiyon-Di-

füzyon denklem sisteminin say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Zaman ayr¬̧s¬m¬ için

için Taylor seri aç¬l¬m¬, konum ayr¬̧s¬m¬içinse geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin

metodu kullan¬lm¬̧st¬r. Elde edilen denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6 bilin-

meyenden oluşmaktad¬r. Denklemlerin çözülebilmesi için denklem say¬s¬ile bilin-

meyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬gerekti¼ginden, s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak baz¬bilinmeyen-

ler elimine edilerek sistemler çözülebilir hale getirilmi̧stir. Daha sonra da Thomas

algoritmas¬kullan¬larak çözüme gidilmi̧stir.

Nümerik çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleriyle kontrol edilmi̧stir. Nümerik

çözümler, serbest parametre olan � n¬n s¬f¬ra eşit oldu¼gu ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gu

de¼gerler için ayr¬ayr¬hesaplanm¬̧s ve bulunan sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. � de¼geri

s¬f¬ra eşit al¬nd¬¼g¬nda yöntemimiz kübik B-spline kolokeyşin yöntemiyle ayn¬sonuçlar¬

vermektedir. Dolay¬s¬yla farkl¬ test problemleri ve farkl¬ parametreler için kübik

B-spline kolokeyşin yöntemiyle, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi a-

ras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yapma imkan¬na kavuşulmuştur.

Lineer problemin tablolar¬incelendi¼ginde, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerleri için elde

edilen hata normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre daha küçük de¼gerler oldu¼gu,

dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik

B-spline kolokeyşin yöntemine göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür.

·Izotermal kimyasal sitemin nümerik çözümlerinin do¼grulu¼gunu kontrol etmek

için ba¼g¬l hata kullan¬lm¬̧st¬r. Oluşturulan tablolar incelendi¼ginde de,k = 0:1
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durumunda, v(x; t) için elde edilen ba¼g¬l hata de¼gerlerinin, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬

oldu¼gu hallerde, � = 0 durumundakine göre daha küçük de¼gerler oldu¼gu, dolay¬s¬yla

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yön-

temine göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Gra�kler incelendi¼ginde ise

dalgalar¬n asimptotik h¬za ulaşt¬klar¬, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yön-

temi kullan¬ld¬¼g¬nda, sa¼g taraftaki s¬klaşman¬n daha k¬sa sürede oldu¼gu söylenebilir.

k = 0:5 seçilmesi durumunda, � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼gerleri için elde edilen hata

normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre farkl¬ olmad¬¼g¬, dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile ayn¬

sonuçlar¬verdi¼gi görülmüştür. Gra�kler incelendi¼ginde, dalgalar¬n asimptotik h¬za

ulaşt¬klar¬, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yöntemi kullan¬ld¬¼g¬nda sa¼g ta-

raftaki s¬klaşman¬n, kübik B-spline kolokeyşin yöntemi ile ayn¬sürede oldu¼gu söyle-

nebilir. k = 0:9 seçilmesi durumunda ise, u (x; t) için bulunan ba¼g¬l hatan¬n, � n¬n

s¬f¬rdan farkl¬olmas¬durumunda, � = 0 durumundakine göre daha küçük oldu¼gu,

dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik

B-spline kolokeyşin yöntemine göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Gra�k-

ler incelendi¼ginde ise k = 0:9 seçilmesi durumunda, dalgalar¬n her iki yöntem için

de sabit h¬za yak¬n bir h¬zla ilerledikleri ve asimptotik h¬za ulaşamad¬klar¬gözlem-

lenmi̧stir.
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BÖLÜM 6

SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada NLS, RB , KB, ·Ikili Burgers ve Reaksiyon-Difüzyon denklem sis-

temlerinin geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Taylor kolokeyşin yöntemi ile say¬sal çözüm-

leri araşt¬r¬lm¬̧s, çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleri kullan¬larak incelenmi̧stir.

Birinci bölümde; sonlu farklar ve sonlu elemanlar yöntemleri, kolokeyşin metodu,

B-spline fonksiyonlar, kübik B-spline fonksiyonlar, geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolo-

keyşin yöntemi, lineer olmayan oluşum denklemleri, korunum kanunlar¬, soliton dal-

galar¬tan¬t¬lm¬̧s, daha sonra, ilerleyen bölümlerde say¬sal çözümleri bulunacak olan

denklem sistemleri ve test problemleri hakk¬nda bilgiler verilmi̧stir. Bu bölümde

ayn¬zamanda elde edilen nümerik çözümlerin do¼grulu¼gunu kontrol etmek için kul-

land¬¼g¬m¬z hata normlar¬ve ba¼g¬l hatan¬n ba¼g¬nt¬lar¬da verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde NLS denklem sisteminin say¬sal çözümleri bulunmuş, bulunan

çözümlerin do¼grulu¼gu hata normlar¬ve korunum sabitlerinin de¼gerlerine bak¬larak

kontrol edilmi̧stir. Say¬sal çözümün modülünün ve oluşan hatan¬n gra�kleri çizil-

mi̧stir. Ayn¬ zamanda bulunan say¬sal sonuçlar tablolarla gösterilmi̧stir. Öne-

rilen yöntemin do¼grulu¼gu, solitary dalga çözümü, iki soliton dalgas¬n¬n çarp¬̧smas¬,

sabit soliton dalgas¬n¬n do¼guşu, hareketli soliton dalgas¬n¬n do¼guşu ve ba¼gl¬durumlu

solitonlar başl¬klar¬alt¬nda ifade edilen, beş tane test problemi ile araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde KB ve RB denklem sistemlerinin say¬sal çözümleri bulunmuş,

bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu hata normlar¬n¬n de¼gerlerine bak¬larak kontrol edil-

mi̧stir. Say¬sal çözümün ve oluşan hatan¬n gra�kleri çizilmi̧stir. Ayn¬zamanda

bulunan say¬sal sonuçlar tablolarla gösterilmi̧stir. Geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

kolokeyşin yönteminin do¼grulu¼gu, ilerleyen dalga çözümü, iki ilerleyen dalgan¬n

çarp¬̧smas¬başl¬klar¬ile ifade edilen iki adet test problemi ile incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde ·Ikili Burgers denklem sisteminin say¬sal çözümleri bulun-

muş, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu hata normlar¬n¬n de¼gerlerine bak¬larak kontrol

edilmi̧stir. Say¬sal çözümün ve oluşan hatan¬n gra�kleri çizilmi̧stir. Ayn¬ za-

manda bulunan say¬sal sonuçlar tablolarla gösterilmi̧stir. Kullan¬lan say¬sal yön-

temin do¼grulu¼gu iki test problemi kullan¬larak araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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Beşinci bölümde Reaksiyon-Difüzyon denklem sisteminin say¬sal çözümleri bu-

lunmuş, bulunan çözümlerin do¼grulu¼gu hata normlar¬n¬n de¼gerlerine bak¬larak kont-

rol edilmi̧stir. Say¬sal çözümün gra�kleri çizilmi̧stir. Ayn¬ zamanda bulunan

say¬sal sonuçlar tablolarla gösterilmi̧stir. Kullan¬lan say¬sal yöntemin do¼grulu¼gu

lineer problem ve izotermal kimyasal sistem olarak adland¬r¬lan iki tane test prob-

lemi ile araşt¬r¬lm¬̧st¬r. ·Izotermal kimyasal problem başl¬¼g¬yla verilen test problem-

inin say¬sal sonuçlar¬n¬n do¼grulu¼gunu kontrol etmek için önceki bölümlerden farkl¬

olarak, ba¼g¬l hata de¼gerleri kullan¬lm¬̧st¬r. Çünkü bu test probleminin analitik

çözümü yoktur.

Elde edilen tüm sonuçlar incelendi¼ginde, genel olarak � n¬n s¬f¬rdan farkl¬de¼ger-

leri için elde edilen hata normlar¬n¬n, � = 0 durumundakine göre daha küçük de¼gerler

ald¬¼g¬, dolay¬s¬yla geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin yönteminin, kübik B-spline

kolokeyşin yöntemine göre daha do¼gru sonuçlar verdi¼gi görülmüştür. Uygulanmas¬

aç¬s¬ndan bak¬ld¬¼g¬nda geni̧sletilmi̧s kübik B-spline kolokeyşin metodunun, kübik

B-spline kolokeyşin metoduna göre i̧slem maliyetinin daha fazla oldu¼gu söylenebilir.

Sonuç olarak , do¼gru sonuçlar vermesi ve problemleri modellemedeki başar¬s¬

aç¬s¬ndan bak¬d¬¼g¬nda, benzer tipteki k¬smi türevli diferansiyel denklemlerin say¬sal

çözümleri araşt¬r¬l¬rken kullan¬lmas¬tavsiye edilir.
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