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OZET

Bu tezde, genisletilmis kibik B-spline Taylor kolokeysin metodu kullanilarak
baz1 kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri aragtirilmistir.

Ik boéliimde sonlu farklar ve sonlu elemanlar yéntemleri, kolokeysin metodu,
B-spline fonksiyonlar, kibik B-spline fonksiyonlar, genisletilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar, genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi, lineer olmayan olusum
denklemleri, korunum kanunlar1 ve soliton dalgalar1 tamtilmistir. Ilerleyen boliimlerde
sayisal ¢Ozumleri bulunacak olan denklem sistemleri ve test problemleri hakkinda
bilgiler verilmistir.

Ikinci bolimde, NLS denklemi sayisal olarak c¢oziilmiistir. Soliton dalga
¢6zimi, iki soliton dalgasinin ¢arpigsmasi, Sabit soliton dalgasinin dogusu, hareketli
soliton dalgasinin dogusu ve bagli durumlu solitonlar incelenmistir.

Uciincli boliimde, KB ve RB denklem sistemleri yaklasik olarak ¢oziilmiistiir.
Onerilen yontemin dogrulugu ilerleyen dalga ¢ozimi ve iki ilerleyen dalganin
carpismasi test problemleri ile kontrol edilmistir.

Dordiincii bolimde, ikili Burgers denklem sistemi igin genisletilmis kiibik
B-spline kolokeysin yontemi tanitilmig ve iki test problemi Uzerinde ¢aligiimstir.

Besinci bolimde, reaksiyon-difiizyon denklem sisteminin sayisal ¢6zimi
bulunmus, lineer reaksiyon-diflizyon ve izotermal kimyasal sistem problemleri yaklasik
olarak ¢oziilmiistiir
Anahtar Kelimeler: B-spline, Genisletilmis B-spline, Sonlu elemanlar, Soliton dalgasi,

Kolokeysin, ilerleyen dalga, izotermal



Vi

SUMMARY

This thesis deals with the numerical solutions of some partial differential
equation systems by using extended the cubic B-spline Taylor collocation method.

In the first chapter, the finite difference and the finite element methods,
collocation method, B-spline functions, cubic B-spline functions, extended cubic
B-spline functions, nonlinear evolution equations, conversation laws, soliton waves are
described. The partial differential equation systems that will be solved numerically in
the next chapters are introduced together with their test problems.

In the second chapter, the NLS equation is solved numerically. Five test
problems concerning solitary waves, interaction of two soliton waves, birth of standing
soliton, birth of mobile soliton and bound state of solitons are used to show accuracy of
numerical solutions.

In the third chapter, the systems of KB and RB equations are solved numerically.
The proposed method is tested by studying travelling wave test problem and interaction
of two travelling waves test problem.

In the fourth chapter, Coupled Burgers equation is solved numerically and two
test problems are used to demonstrate the performance of the method.

In the fifth chapter, system of reaction-diffusion equation is solved numerically.
Linear reaction-diffusion problem and isothermal chemical system problem are used to

evaluate the method.

Keywords: B-spline, Extended B-spline, Finite element, Soliton waves, Collocation,

Travelling waves, Isothermal
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Fizik, matematik gibi bilim dallarinda ve gesitli miihendislik alanlarinda kargi-
lagilan bircok problem, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle modellenir. Model
problemleri analitik yontemlerle ¢6zmek her zaman miimkiin olmadigindan dolayi,
alternatif olarak yaklagik ¢oziim yontemleri kullanilir.  Sonlu farklar yontemi ve

sonlu elemanlar yontemi yaygin olarak kullanilan yaklagik ¢oziim yontemleridir.
1.1 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yonteminde diferansiyel denklemin tanim araligi sonlu sayida bo-
liinme noktalarina ayrilir ve her bir boliinme noktasindaki tiirev degerleri yerine
Taylor seri agilimlar: yardimiyla elde edilen, sonlu fark yaklagimlar: yazilir. Boylece
diferansiyel denklem bir cebirsel denkleme doniistir.

Bir degisken iceren ifadeler icin sonlu fark yaklagimlari, Taylor serisi yardimiyla
asagidaki sekilde elde edilir.

ve boliinme noktalar:

[a, b] tamm araligy i¢in, N bir pozitif tamsay1, h =
@ =ih, i=0,1,...,N

olsun. Bu durumda, U(z) fonksiyonu ve tiirevleri tanim araligi {izerinde siirekli

olmak tizere, U(x;+ h) ve U(z; — h) ifadelerinin x; noktasindaki Taylor seri agilimlari

h? h3
0 %
olarak bulunabilir. (1.1-1.2) egitlikleri
C Ulwi+h) = Ulz)  h h?
U(x;)) —U(x; — h h h?

seklinde diizenlenirse, U ifadesinin z; noktasindaki birinci tiirevi

Uy(;) = m%+2_UmWHmm=@%§ﬂ+omx (1.5)
U(a;) = wm_g@“ﬁﬂmwwzz%?i+om) (1.6)



formunda yaklagik olarak bulunabilir. (1.5-1.6) ile bulunan yaklagimlar sirasiyla
ileri ve geri fark yaklasimlar: olarak adlandirilir. Her iki yaklagimda da goriildiigii
gibi, seri belli bir yerden kesildigi i¢in bir hata olusacaktir. Olusan hatalar, serinin
kesildigi yerden sonraki ilk terime gore degerlendirilir ve O(.) ile gosterilir.

(1.2) esitligi, (1.1) esitliginden ¢ikarilir ve diizenlenirse

Ua) — U(xi+h)2—hU(xi—h)+O(h2)7
Uifw) = SHEEL4002) (1.7

formunda birinci tiirev i¢in merkezi fark yaklagimi bulunur. Ayrica, (1.1) ve (1.2)

egitlikleri taraf tarafa toplanirsa

U1 —2U; + Ui
Unalw) = =TS 02) (1.8)

formunda ikinci tiirev i¢in sonlu fark yaklagimi da bulunabilir.
Ayrintili bilgi igin (Lapidus and Pinder, 1982; Smith, 1978; Thomas, 1995; Irk,

2007) referanslar1 incelenebilir.
1.2 Sonlu Elemanlar Yontemi

Fiziksel siirecin matematiksel formiilasyonu ve matematisel modelin niimerik
olarak analizi, fiziksel olaylar tizerinde caligan bircok miihendis ve bilim adaminin il-
gilendigi iki temel konudur. Fiziksel siirecin matematiksel formiilasyonu, ilgili konu
(6rnegin fizik yasalar1) hakkinda ve kullamlacak matematiksel yontem hakkinda
deneyim gerektirir.  Formiilasyon sonucunda genellikle bir diferansiyel denklem
ortaya gikar. Matematiksel modelin elde edilmesi ve fiziksel siirecin karakteris-
tik ozelliklerinin tahmin edilmesi icin kullanilan niimerik yontemlerden birisi sonlu
elemanlar yontemidir.

Sonlu elemanlar yontemi, varyasyonel yontemlerdendir. Fakat geleneksel varyas-
yonel yontemlerin bazi dezavantajli yonlerinin iistesinden gelmistir. Sonlu elemanlar
yontemini diger sayisal yontemlerden iistiin kilan ii¢ temel 6zellik vardir. Bunlardan

birincisi, geometrik olarak karmagik olan ¢oziim bolgesinin, sonlu eleman olarak



adlandirilan, geometrik alt bolgelerin bir kolleksiyonu olarak yeniden gosterilmesidir.
Ikincisi, herhangi bir siirekli fonksiyon, cebirsel polinomlarmn bir lineer kombinas-
yonu olarak gosterilebilir diisiincesinden hareketle, herbir sonlu eleman iizerinde,
coziim fonksiyonlar icin yaklasim fonksiyonlar: olusturulmasidir. Uciinciisii, dife-
ransiyel denklem kullanilarak, bilinmeyen katsayilar arasinda cebirsel bagintilar elde
edilmesidir (Reddy, 1993).

Sonlu elemanlar metodu hem diizgiin, hem de diizgiin olmayan karmasik geometrik
bolgelerde iyi sonuglar vermektedir. Pratik, uygulanmasi kolay ve bilgisayar prog-
ramlama mantigina uygun bir yontemdir (Logan, 2007).

Problemin coziim bolgesinin, alt bolgelerin bir kolleksiyonu olarak goterilmesi
sadece sonlu elemanlar yontemine ait bir yaklagim degildir. Antik matematikgiler,
bu yaklagimi 7 sayisinin degerini hesaplamak i¢in kullanmiglar ve 7 sayisinin yak-
lagik 40 basamagini dogru olarak hesaplamiglardir. Hesaplamalar1 yaparken bir
gemberi sonlu sayida kenarlar1 olan bir ¢okgen olarak ele almiglardir. Burada ¢ok-
genin herbir kenar1 bir sonlu eleman olarak ele alinmigtir. Hrenikoff (1941), bir
elastik diizlemi kolonlar ve kiriglerin bir kolleksiyonu olarak yapisal analizde kul-
lanmigtir.  Courant (1943), bilinmeyen bir fonksiyona yaklagim yapmak igin alt
bolgelerde tanimli, parcali ve siirekli fonksiyonlar1 kullanmigtir. Yontemin formal
gosterimi ise virtuel ig prensibi kullamlarak Argyris and Kelsey (1960) ve bir iiggen
matris i¢in rijitlik matrisi olugturularak Turner, et al. (1956) referanslarinda ortaya
konmugtur. Sonlu eleman terimi ilk olarak 1960 da Clough tarafindan kullanilmigtir
(Reddy, 1993).

Asgagida sonlu elemanlar yonteminin bir diferansiyel denkleme nasil uygulandigi

gosterilmigtir. L bir diferansiyel operator ve v(x) bilinen fonksiyon olmak iizere,
Lu(z) = v(z) (1.9)

seklinde bir diferansiyel denklem alalim. w(z) ¢6ziimiine

u(z) ~uy(z) =Y a;o;(x) (1.10)

7j=1
yaklagimi yapilsin. (1.10) esitliginde verilen ¢;(x), j =1,..., N fonksiyonlar, tiim

simir sartlarim saglayacak sekilde secilen taban fonksiyonlar ve a;, j = 1,..., N

°



bilinmeyen katsayilardir. wuy(z) yaklagik ¢oziimii denklemde yerine yazilirsa,
R(z) = Lun(z) — v(z) = Luy(z) — Lu(x) (1.11)

rezidiisii elde edilir. Rezidiiyii kiiciiltmek i¢in, €2 tanim bolgesi iizerindeki agirlikli

integral sifira egitlenir. Boylece

/VVj(m)R(x)dx:O,j =1,...,N (1.12)
Q

formunda, N bilinmeyen ve N denklemden olugan bir denklem sistemi elde edilir
(Irk, 2007). Burada W;,j = 1,..., N aguhk fonksiyonlaridir. (1.12) denklem
sisteminin ¢oziilebilir olmasi icin, {W;} kiimesi lineer bagimsiz olmalidir (Reddy,
1993). (1.12) sistemi ¢oziilerek a; katsayilar1 bulunur. Bulunan katsayilar (1.10)

esitliginde yerlerine yazildiginda da ux(z) yaklagik ¢oziimiine ulagilir .
1.2.1 Kolokeysin metodu

Kolokeysin metodunda (1.9) icin bir uy yaklagik ¢oziimii bulunmaya galigilir.

Bu yontemde W; agirlik fonksiyonlar: olarak,

Dirac Delta fonksiyonlar secilir. Burada z; ler keyfi olarak secilen kolokeysin nok-
talaridir.  Kolokeysin noktalar1 genelde birbirlerine esit uzaklikta olacak sekilde

secilmektedir. (1.12) denkleminde W; agirlik fonksiyonlar: yerine §(x — z;) yazilirsa

/(5(m—a}j)R(x)dm:O, j=1,...N (1.14)

elde edilir. Kolokeysin yonteminde rezidii, {2 tamim bolgesi tizerindeki z; nokta-

larinda sifir olmalidir (Reddy, 1993). Buradan

L (Zaquj(x)) —o(z) = 0 (1.15)



esitligi bulunur. (1.15) den a; katsayilar1 hesaplanir ve boylece yaklagik ¢oziim elde

edilmig olur.
1.3 B-spline Fonksiyonlar

Aranilan fonksiyon i¢in egri yaklagimi yapmak her zaman iyi sonuglar vermeye-
bilir.  Ayrica kullanilan Lagrange ve Newton interpolasyon polinomlarinin dere-
celeri, boliinme noktalarinin sayisi arttikca artacagindan, bu tiir polinomlarla yapila-
cak iglemler zorlagir. Bu gibi durumlarda, ardarda gelen iki veri arasinda birinci,
ikinci, iiclincii ya da daha yiiksek dereceden fonksiyonlarla yaklagimin yapildig
spline interpolasyon yontemi onerilmektedir. Spline interpolasyonu; tanimlanan
aralik tizerinde, birbirlerini 6rtmeyen alt araliklarda, daha kiigiik dereceden polinom
bulma esasina dayanmaktadir (Davies, 1980).

Spline fonksiyonlar, agagidaki 6zellikleri saglayan parcali polinom fonksiyonlardir

(Dag, 1994).
e Diizgiin fonksiyonlardir.
e Uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
e Hesaplanmasi kolay olan fonksiyonlardir.
e Tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyondur.

e Kiigiik dereceden spline fonksiyonlar ¢cok esnektir ve polinomlarda oldugu gibi

salinim yapmaszlar.

e (Joziim bolgesi tizerinde siirekli olan her fonksiyon, bir spline fonksiyon cinsin-

den gosterilebilir.

Belirli derecede ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, B-spline fonksiyonlarin

lineer kombinasyonu olarak yazilabilir (Boor, 1978).

< T og<r 1 <xp< T <xy<...Velimx; =00, limr_; =—00 (1.16)

71— 00 71— 00

olmak tizere, 0. dereceden B-spline fonksiyon,

1, z,<z<uz
BY = i (1.17)

0, diger durumlar



olarak tammmlanir (Boor, 1978). Goriildiigii gibi B?, B-spline fonksiyonu siirek-
sizdir.

Yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar ise

T — _ Titk+1 — T -
' Tivk —Ti =)+ Lithk+1 — Litl i (=) ( )
E = 1,2,... 1 =0,£1,£2,...

bagmtist yardimiyla hesaplamir (Hollig, 2003).  B-spline fonksiyonlar geometrik
olarak farkli uzunluklara sahip alt araliklar iizerinde de tammlanabilirler (Dag,

1994).
1.3.1 Kiibik B-spline kolokeysin yontemi

[a, b] aralig

a=z9<11<...<2xN=0D (1.19)

olacak sekilde diizgiin araliklara boliinsiin ve ¢,, fonksiyonlar1 z,, noktalarindaki
kiibik B-spline fonksiyonlar1 géstersinler. Bu durumda ¢_,, ..., ¢y, fonksiyonlar
[a, b] tizerinde tanmimlanmug fonksiyonlar i¢in bir tabandir (Prenter, 1975). Bundan
dolay1 w(z,t) ¢dziimii i¢in

N+1

W (2,8) = Y G (@) (t) (1.20)

m=—1
formunda bir w,,(x,t) yaklagik ¢oziimii alinabilir.
®,, kiibik B-spline fonksiyonlari, m = —1,0,...,N + 1 i¢in h = (11 — Tpm)
olmak iizere agagida verilen baginti ile verilir (Prenter, 1975):

p
(ZL’ - xm—2>37 [l’m_Q, xm—l]

h3 + 3h*(x — xp_1) + 3h(z — Tp1)?

=3(x — Tp1)?, [T 1, T

O (T) = % h3 + 302 (2py1 — x) + 3h(2y 1 — )3 (1.21)
—3(@m41 — @)?, [T, Trm1]
(Tmi2 — ), [Tma1, Tino)

0, diger durumlar.



¢, () B-spline fonksiyonlari, [z, 2, T, 2] araligimin diginda sifirdir.

! ve //, r'e

gore birinci ve ikinci tiirevi gostermek tizere, [, o, Tpmy2| arahginda ¢,,(z), ¢, ()

ve ¢! (x) fonksiyonlarmim béliinme noktalarindaki degerleri sirasiyla

O (Tm—2)
Gy (L1

P (Tm)
D (Tm1)

D (Tmt2)
O (Tm—2)
O (Tim—1)

G (Tm)
G (Tim1)
O (Tm+2)
O (Tm-2)
O (Tim—1)

G (Trm)
O (Tm1)

¢Zz<xm+2)

olarak bulunur.

goriilmektedir.

1

ﬁ(xmf2 — xmf2)3 = Ou

1

E [hs + 3h2(37m—1 - xm—l) + 3h($m—l - xm—1>2 - 3($m—1 - xm—l)ﬂ =1,
1

h3 (17 4 3% (i1 — ) + 3W(Tmi1 — Zm)? = 3(Xmar — )] = 4,

1
ﬁ(xm—ﬂ — Tpy1)’ =1,
0,

3

ﬁ(fpm—Q - xm—2)2 - 07

1
[3h2 + 6h(Tym—1 — Tm-1) = NTm—1 — $m71)2] = %,

n?

1

73 [—3h2 — 6h(Tmy1 — Tm) + (@1 — :L‘)ﬂ =0,
3 3

—ﬁ(%wz - $m+1>2 = T

0,

6

ﬁ(l'm—2 - xm—?) = 07

1 6

ﬁ [6]1 — 18(1’m,1 — Z’mfl)] = ﬁ’

1 12

E [Gh — 18(I‘m+1 — I‘m)] = _ﬁ’

6 6

ﬁ(fmw — Tmy1) = 2’

0

Tablo 1.1’de, boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

Tablo 1.1: Boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

xz Tm—2 | Tm—1 Tm, Tm+1 | Tm+42
o, (x) | 0 1 4 1 0
he' (z) | 0 3 0| -3 0

h2" (z) | 0 6 | —12| 6 0




[Ty, Tmg1] araligl, @, 1, Gy Groi1s Pnyo Kiibik B-spline fonksiyonlar: tarafindan

ortiiliir. Bu durum Sekil 1.1’de gosterilmistir.

- P

— ———n

¢m71

X X X

m m+1

Sekil 1.1: [.rm, ffm—s-l] sonlu elemaninda @,, 1, . .

D 1o kiibik B-spline fonksiyonlar:

Ayrica [z, Tpmiq] araligl tizerinde, ¢, 1, @y Oimp1s Pyo disindaki diger tiim
kiibik B-spline fonksiyonlar1 sifir olacagindan, bu aralik tizerindeki w i¢in yaklagim

ifadesi

wa(z,8) = Y ¢;(x)5;(t) (1.22)

formunda yazilabilir.
Tablo 1.1 ve (1.22) yaklagik ¢oziimiiniin kullanilmasi ile boliinme noktalarinda
w,, ve ilk iki tiirevi

m—+2

W (T, ) = Z ¢j(37>5j(t)>

j=m—1

Wy = Om10m 1 (Tm) + 0Py (X)) + Omt 1Pt (Tm) + 5m+2¢m+2($m>7

Wm = 6m—1 + 45771 + 5m+1a

m—+2
wh (T, t) = Y &(x)6;(t),
j=m—1
w7,n = 5m—1¢,m—1(mm) + 5m¢:n(xm> + 5m+1¢:n+1 (Tm) + 5m+2¢:n+2 (Tm),

3

':n - E(5m+1_5m—1)7



m—+2
w (T, t) =Y ¢()5,(0),
j=m—1
Wy = 11 (@) + 6 (@) + Oms1 Ol (Tm) + Gmsa b (),
, 6
wn’l = §(5m71—26m+5m+1)

olarak bulunur. Sonug olarak w,,,w! ve w! yaklagimlarinin bsliinme noktalarin-

daki degerleri 9,,, parametresine gore,

W = Wy (T, t) = 01 + 405 + dinat, (1.23)

Wy = W) = Bt — G (1.24)
n " 6

w, = wm(xm, t) = ﬁ ((Smfl — 25m + 5m+1) (125)

seklinde yazilir.
Ayrintili bilgi igin, (Dag et al., 2005 a, 2005 b ; Gardner et al., 1996, Saka and

Dag, 2005) referanslar1 incelenebilir.
1.3.2 Genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi

[a, b] araligy (1.19) da oldugu gibi diizgiin araliklara béliinsiin ve E,, fonksiyonlar
Z,, noktalarindaki genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar1 gostersinler. Bu du-
rumda E_1,..., Ey, fonksiyonlan [a,b] aralig {izerinde tammlanmig fonksiyonlar
i¢in bir tabandir. Bundan dolay1 w(z,t) ¢ziimii igin,

N+1

Wi (2,8) = Y ()0 (1) (1.26)

m=—1
formunda bir w,,(x,t) yaklagik ¢oziimii alinabilir.
E,, genigletilmis kiibik B-spline fonksiyonlari, m = -1,0,...,N + 1 igin

h = (i1 — T) olmak tizere
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4h(1 = N)(x — Tp2)® + 3N (2 — 2 2)%, (T2, Tm_1]
(4= N)h*+ 1203 (2 — Tp1) + 6R%(2 + X) (2 — Tpp1)?
—12h(x — Tp_1)? — 3N(@ — Tp1)?, [Tm—1, T
En(x) = 241h4 (4 = MN)h* = 1203 (2 — Tyny1) + 6R%(2 + N) (2 — 241)?
+120 (2 — Tmg1)” — 3N(& — Zgr), [Ty Ty ]
Ah (N = 1) (& — Zya)® + 3A (2 — Zpaa)?, [Zomt1, Tmsa)
| 0, diger durumlar.
(1.27)

bagintisiyla verilir (Gang, 2008). Bu bagmtinin katsayilarinda, kiibik B-spline
fonksiyonlarin katsayilarindan farkli olarak A bagimsiz degiskeni kullanilmaktadir.
En dogru sonug elde edilene kadar, iizerinde c¢alisilan denklemlerin sayisal ¢oziimleri
A nin farkl degerleri i¢in yeniden hesaplanir. = 0 alinmas1 durumunda bulu-
nan sonuglar kiibik B-spline kolokeysin yonteminin sonuclarina karsilik gelmektedir.
Boylece A nin sifir oldugu kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile A nin sifirdan farkh
degerler aldig1 genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi arasinda kargilagtirma
yapilabilmektedir.

E,,(x) B-spline fonksiyonlari, [x,, o, o] araligimn diginda sifirdir. ' ve | x’e
gore birinci ve ikinci tiirevi gostermek iizere, [x,, 2, o] araliginda, E,,(z), E! (x)

ve E (x) fonksiyonlarinin boliinme noktalarindaki degerleri sirasiyla,

Bl 2) = s [W(1 = N — 22)° 430 — 702)"] =0,
Fulrn) = 41h4 [(4 — M+ 1283 ( — 20t) + 6132 + )& — )
—12h(z — Tp_1)® — 3N — T11)?]
B (tm-1) = %,
Ep(zm) = 241h4 [(4 = NR* = 12h% (2 — 2ppg1) + 607 (2 + N) (2 — Tpppa)?
+12h (2 — Zpma)® — 3N (@ — Tmi1)t]
L
En(Tmi1) = _241h4 [4h (A = 1) (2 — @iyo)” + 3N (T — Tpnpa) ] = %,

Em(xm+2) = 0,
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E (Tm_2) = ﬂ;[mmy—m@—xmg?+mxx—%ngﬂ—m
El (tm-1) = 241h4 [12h% + 12R%(2 + N)(z — 1) — 36R(2 — Tpp_1)”
—12X\ (& — zp-1)?]
By ) = o
E (v,) = 2;ﬁ4[—12H*+12h%2+—Axx-xm+g-+36h(x-xm+02

—12X\ (& — Zpi1)?]

B @nn) = —52 [4h (A= 1) (7 = i)’ + 37 (0 — 2042)"] = —o-
m\¥m+1 24 h4 m+2 m+2 Qh’
Erln(xm—f—Z) = 0,
1
En(@m-s) = g7 2401 = \)(@ = 2-2) +36A(x — 702)°] =0,
1 2 9 2+ A
En(tmat) = g (120724 0) = T2h(z — wog) = 36M(x — 2m0)*)] = 757,
1 24 A
6 2+ A\
B (Tmi1) = ﬁ(‘rm-ﬂ — Typy1) = R

)
=
3
+
S

I
=]

olarak bulunur. Tablo 1.2’de, boliinme noktalarindaki genisletilmis kiibik B-spline

degerleri goriilmektedir.

Tablo 1.2: Boliinme noktalarindaki genisletilmig kiibik B-spline degerleri

x Tm—2 | Tm—1 T Tm41 | Tm+2
UEn,(z) | 0 |4—A| 1642\ |[4—A| 0
ohE! (x) | 0 | -1 0 1 0

2WPE"(z) | 0 |24 A |—4—=2\|2+X]| O

Sekil 1.2 de genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar goriilmektedir (Hamid et
al., 2011).
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Sekil 1.2 : A = —10,—-5,0, 5, 10 icin genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar

Ayrica [T, Tpy1] araligy tizerinde, E,,_1, By, By, Fpge disindaki diger tiim
genigletilmig kiibik B-spline fonksiyonlar:1 sifir olacagindan, bu aralik iizerindeki w

i¢in yaklagim ifadesi
m—+2
W, t) = Y Bi(e)d() (1.28)

esitligi ile bulunur.
Tablo 1.2 ve (1.28) yaklagik ¢oziimiiniin kullamlmasi ile boliinme noktalarinda

w,, ve ik iki tiirevi

m—+2
Win (T, t) = Z Ej(x)d;(1),
j=m—1
Wm = j(5771—1Em—1(xm) + 0m B (Tm) + Omi1 By 1 (Tm) + Oma2 B2 (Tm),
m—+2
wh (T, t) = Y Ej(@)d;(1),
j=m—1
W, = iSm_lE;n_l(xm) + 0B () + Ot By (Tm) + G2 By o (),
Wy = o (Bt — i),

2h
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m—+2
wi (Tm,t) = > Ef()5,(t),
j=m—1
wi% = 5m—1E7/7,z—1(xm) + 5mE7/q,z(xm) + 5m+1E7,7/1+1($m) + 5m+2E7/r,z+2<wm)v
2+ A
wy, = W(am—l — 20 + Omi1)

olarak yazilir. Sonug olarak w,,, w! ve w! yaklagimlarinim béliinme noktalarindaki

degerleri 9,, parametresine gore

4—- A 8+ A 4 -\

Wy, = wm(a:m, t) = Tém_l + T45m + 7(5,71_,_1, (129)
1
Wy = Wy (T, t) = —%(5771—1 — Omt1), (1.30)
2
wh = Wl (T, t) = %2)\(67,1_1 — 20 4 Omet1) (1.31)

seklinde ifade edilir.
1.4 Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Olusum denklemleri,

u = K|u (1.32)

formundadir. Burada Klu|; u fonksiyonu ve u fonksiyonunun x degiskenine gore
tiirevlerini igeren bir fonksiyonu, ¢ alt indisi zamana gore tiirevi, u(x,t) ise ¢oziim
fonksiyonunu gostermektedir.

Fizik, kimya, biyoloji gibi bir ¢ok bilim dalinda ve ¢esitli miihendislik alanlarinda
genig uygulama alanina sahip olan, lineer olmayan olusum denklemlerinden bazilari
asagida verilmistir.

(i) Kimyasal reaksiyonlar ve popiilasyon biyolojisinde model problem olan,
up = Au~+ f(u) (1.33)

formundaki Reaksiyon-Difiizyon denklemi.

(ii) Bulagicilarin tagmmasini ve yogun akigkan akigini modelleyen
ug + f(u), = Au (1.34)

formunda verilen adveksiyon-difiizyon denklemi.
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(iii) Gozenekli ortamlarda madde gegisi gibi olaylarin modellenmesinde ortaya
gikan
w =" [D(u) v u (1.35)
seklindeki lineer olmayan difiizyon matrisi denklemi.

(iv) Lineer olmayan klasik alan teorisinde basit bir model denklem olan
u — Au+ f(u) =0 (1.36)

formundaki hiperbolik dalga denklemi.
(v) Akigkanlar mekaniginde, plazma fiziginde ve lineer olmayan optik problem-

lerinde model denklem olarak kullanilan
ity + Ugy 4+ ¢ |ul?u =0 (1.37)

lineer olmayan kiibik Schrodinger denklemi.

(vi) Yiizey dalgalarinin yayilimi i¢in bir model olan

vy 4 uy + (vu), = 0, (1.38)
1
Uy + Uy + Uy — Flaat = 0 (1.39)

formundaki Klasik Boussinesq denklemi.

(vii) Lineer olmayan plazma dalgalarimin olusumunu modelleyen
wi(#,) + Waga (2, 1) + o ([w(z, 1) w(z, 1)), =0 (1.40)

formundaki CMKdV denklemi.
Detayl bilgi igin (Hunter, 1996) ve (Irk, 2007) referanslar1 incelenebilir.

1.5 Korunum Kanunlari
Lineer olmayan olugsum denklemleri i¢in korunum kanunu
T+ &, =0 (1.41)

formundadir. Burada 7 [u| ve X[u] sirasiyla, v ve u fonksiyonunun = degigskenine

gore tiirevlerini igeren korunumlu yogunluk ve ilgili akidir. 7; ve X, sirasiyla t ve
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x degigkenlerine gore tam tiirevi gosterir ve

T = a_,T + a_T +
t = ou Ut O, Uty T -+
(1.42)
0xX oxX

seklinde tanimhidir.
(1.41) denkleminin x degiskenine gore, bir (A, B) araliginda integrali alindiginda

B

B

0 B_ 0 B _

ETd:U—l—X]A—at/Td:U—l—X]A—O (1.43)
A

A
elde edilir. (B — A)’min periyodun tam kati oldugu veya u(z,t)’nin x — Foo ve
(A, B) = (—o00, 00) iken sifira gittigi uygun periyodik simir kogullari altinda, (1.43)

esitliginden
B
9 / Tdx =0 (1.44)
ot B '
A

olup buradan ¢ degiskenine gore integral alindiginda ise
B
/ 7T dx = sabit (1.45)
A

hareket sabiti elde edilir (Fordy, 1990; Tascan, 2002).
Bu caligmada NLS denklemi i¢in korunum sabitlerinin sayisal degerleri hesaplan-

mig ve ifadeleri ilgili boliimde verilmigtir.
1.6 Solitonlar

Solitonlar ilk kez, 1834 yilinda, J. Scott Russell tarafindan, Edinburgh kentindeki
Union kanalinda gozlemlenmigtir. Russell bircok kaynakta da yer alan gozlemini
agagidaki gekilde ifade etmigtir (Irk, 2007).

"Iki ¢ift at tarafindan dar bir kanal boyunca hizla cekilen bir botun hareketing géz-
lemliyordum. Bot aniden durdugunda, bota hareket saglayan kanaldaki su kiitlesi
durmadsr ve su kiitlesi siddetli bir ¢alkalanma seklinde botun u¢ kisma etrafinda top-

landr ve aniden botu arkasinda birakarak, biiyik bir hizla harekete gecti. Biiyiik bir
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solitary dalga yiiksekligine sahip olarak disindigim formdaki, dairesel ve diizgiin
bir su kiitlesinin kanal boyunca sekil veya hizini bozmadan yoluna devam ettigini
gordiim. Bu dalga formunu, at dizerinde takip ettim ve yaklagik 30 feet mesafe so-
nunda 8 veya 9 mil/saat hizinda, ilk bastaki orijinal seklinde ve yari yiksekliginde
yuvarlanwr halde gordiom.  Yiiksekligi kademeli olarak azaldr ve yaklasik 1 veya 2
mil takip sonunda, kanalm kenarlarnda kayboldugunu gérdiim. Iste 1834 ylimin
Agustos ain, ilk kez otelenme dalgasy olarak adlandirdigim bu ilging ve gtizel olay
gozleme sansi buldugum zamands."

Russell, baglangicta otelenme dalgast olarak adalandirdig1 dalgaya, daha sonra
buyik solitary dalgas: ismini vermigtir. Bu isim literatiirde kisaltilarak solitary
dalgast olarak da kullanilmigtir. Giintimiizde ise siklikla solitary dalgast yerine
soliton terimi kullanilmaktadir (Infeld and Rowlands, 1990).

Daha sonra Russel, soliton dalgalarini daha dikkatli inceleyebilmek icin, labaratu-
varinda olusturdugu dalga tanklarinda bircok deneyler yapmis ve agagidaki sonuglara

ulagmigtir (Falkovich, 2007):

(i) Solitary dalgalari hsech? (k(z — vt)) formuna sahiptir.

(ii) Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary

dalgas: iiretir.

(iii) Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar1 asla birlesmezler. Bu sebeple
kiigiik genlige sahip bir solitary dalgasi ile biiyiik genlige sahip bir solitary dal-
gast birbirleri ile ¢arpistiktan sonra, iki solitary dalgasi birbirlerinden ayrilarak

sekillerinde bir bozulma olmadan yollarina devam edebilirler.

(iv) g yergekimi ivmesi olmak iizere, h yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgasinin hiz
v=1/g(d+h) (1.46)

bagintisi ile ifade edilir.
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d+h

|

Jekil 1.3 Bir soliton dalgasinin hareketi

T S —

1895 yilinda Korteweg de Vries, lineer olmayan sig su dalgalarinin hareketini

modelleyen
ou(z,t)  Ou(z,t)  Pu(x,t) ou(z,t)
T +c e +e 9 +7u(x,t)7 =0 (1.47)
(1.47) denkleminin
u(z,t) = a(z — vt) (1.48)

formunda bir solitary dalga ¢oziimiine sahip oldugunu gosterdiler. (Korteweg and
de Vries, 1895). Denklemde u(x,t), dalganin genligini; ¢ = \/gd, kiigiik genlikli
dalganin hizini; € = ¢(d?/6 — T/2pg), dagilma parametresini; v, lineer olmayan
parametreyi; T, yiizey gerilimini; p, suyun yogunlugunu gostermektedir. 1965
yilinda Kruskal and Zabusky, KdV denklemini sonlu farklar metodu ile ¢tzmiis,
solitary dalgalarinin ¢arpigsma sonrasinda gekillerini degistirmediklerini gézlemlemig
ve bu ozelligin parcaciklarin ¢arpigmasina benzedigini bularak bu tip dalgalara soli-
ton adinm vermiglerdir (Zabusky and Kruskal, 1965). 1967 yilinda Gardner, Greene,
Kruskal ve Miura tarafindan ters sa¢ilma doniisiim metodu kullanilarak, KdV denk-
leminin soliton ¢oziimleri analitik olarak da verilmistir (Gardner et.al., 1967).
Giiniimiizde solitonlar; akiskanlar mekanigi, temel parcaciklar fizigi, lazer fizigi,
stiper iletkenlik fizigi, biyofizik gibi bir ¢ok fizik alanlarinda kullamlmaktadir (Chao-
hao, 1995). 2006 yilinda Harvard iiniversitesi elektrik miihendisliginde gorevli olan
Donhee Ham ve iki doktora ogrencisi David Ricketts ve Xiaofenh Li tarafindan
geligtilen elektronik bir aygit sayesinde, soliton dalgalari elde edilmistir. Bu bu-

lus ile normal dalgalar yerine soliton dalgalarinin kullanilmasinin yolu acilmistir ve
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yakin gelecekte radar, iletisim sektorii gibi bir cok yerde solitonlar kullanilacaktir
(Harvard Gazette archives, 2006).
Detayli bilgi igin (Irk, 2007) referans: incelenebilir.

1.7 Lineer Olmayan Schrédinger Denklemi (NLS) ve Test Problemleri

i =+/—1, u(x,t), z ve t ye bagh kompleks degerli bir fonksiyon, ¢ reel bir sabit,
x ve t alt indisleri ise sirayla konum ve zamana gore tiirevi gostermek tizere NLS

denklemi

ity + Ugy 4+ q |ul?u =0 (1.49)

formundadir. NLS denklemi i¢in baglangic ve siir sartlar ise sirasiyla,

u(z,0) = g(z), (1.50)
uz (a,t) = wug(bt) =0, (1.51)

olarak tamimlanabilir. Burada ¢ (x) ilerleyen béliimlerde tammlanacaktir.

Fizikte 6nemli uygulama alanlarma sahip olan (1.49) denklemi, kiibik Schrédinger
denklemi olarak da adlandirilir ve akigkanlar mekaniginde (Hasimoto and Ono,
1972), lineer olmayan optik problemlerinde (Strauss, 1978) ve plazma fiziginde
(Lamb, 1980) model olarak kullanilmaktadir.

(1.49) denkleminin analitik ¢oziimii V.I. Karpman and E.M. Krushkal (1969) ,
V.E. Zakharov and A.B. Shabat (1972), A.C. Scott, F.Y.F. Chu and D.W. Mclaugh-
lin (1973) galismalarinda verilmistir. NLS denkleminin daha genel baglangig sartlar:
icin analitik ¢oziimii bilinmediginden dolay1, denklemin niimerik ¢dziimiinii bulma
adina giintimiize kadar pek ¢ok caligma yapilmigtir. Calismalar arasinda; sonlu ele-
manlar yontemleri (Lohner et.al.,1984), (Herbst et.al.,1985), (Argyris and Haase,1987),
(Tourigny and Morris, 1988), kiibik spline sonlu elemanlar yontemi (Gardner et
al.,1991), ortogonal spline kolokeysin yontemi (M.P. Robinson and G. Fairweather,
1994), Gakerkin yontemi (Ismail, 2007), yapay sinir aglar1 kullanilarak uygulanan

niimerik ¢oziim yontemi (Shirvany et al., 2007), diferansiyel quadrature yontemi
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(Korkmaz and Dag, 2008), radyal taban fonksiyonlar1 kullanilarak kolokeysin yon-
temi (Dereli, Irk and Dag, 2009), Pseudo-Spectral yontem (Denghan and Taleei,
2010), diferansiyel doniigiim yontemi ve indirgenmis diferansiyel doniigiim yontemi
(Abazari, 2011), diferansiyel quadrature yontemi (Mokhtari, 2011 a) érnek verilebi-
lir.

(1.49) denkleminin ¢oziimii olan u(x,t) fonksiyonu
u(x,t) =r(x,t)+is(z,t) (1.52)
olacak gekilde reel ve sanal kisimlarina ayrilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Ty = —Spp — q (1% + 5* S,
t 70+ <) (1.53)
St = Tgz + Q<r2 + 82) T.

denklem sistemi elde edilir ki burada r (z,t) ve s (z,t) reel degerli fonksiyonlardir.
NLS denklemi asagidaki korunum kanunlarim saglamaktadir. Ilerleyen boliim-

lerde niimerik degerleri hesaplanan C; ve C5 korunum sabitleri,

c = /\u|2d:c, (1.54)

b
Cy = /[lux|2——q|u|4] da. (1.55)

seklindedir.
NLS denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerin dogrulunu incelemek igin agagida

ifadeleri verilen L., ve Ly hata normlar: kullanilmigtir.

Lo = Humm — u”“mH = rnax |ut“m — ug“””| , (1.56)

2

Ly = Hutam_ numH2 [h2|utam_ num|2] ) (157)

Burada u™™ ile u (x,t) fonksiyonunun sayisal ¢oziimii gosterilmektedir.
1.7.1 Soliton dalga ¢6ziimii

NLS denkleminin ¢arpigma sonrasinda da ¢arpigsma 6ncesindeki sekillerini ve hiz-

larii koruyan soliton dalga ¢oziimleri vardir(Calogero and Eckhaus, 1987). Soliton
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dalga coziimii asagidaki formdadir.

1 1

(@) = a (3)  xp {55@ (57— a?) t} sech o (z — St)] (1.58)

Burada S, biiytikligii o ya bagh olan soliton dalgasinin hizidir. Hesaplamalarda
—20 <z < 20 arahigi ve ¢ = 2, S = 4, a = 1,2, At = 0.005 parametreleri
kullamlmigtir (Taha and Ablowitz, 1984),(Tourigny and Morris, 1988). o = 1,

olarak alindiginda sayisal ¢oziimiin modiilii
|u| = sech (z — 4t) (1.59)

olarak bulunur. (1.58) ifadesi genligi 1, hiz1 4 olan soliton dalgasinin soldan saga

dogru sabit hizla ilerlemesini modellemektedir.
1.7.2 iki soliton dalgasinin ¢arpigmasi

NLS denklemi agagidaki formda bir ¢arpisan dalga ¢oziimiine sahiptir (Gardner
et al., 1991).
u(z,0) = ui(x,0) 4+ uz(z,0), (1.60)

2 1
uj(z,t) = o <—) exp {55 (x — xj)} sech (a;x),j =1,2 (1.61)
q
Burada parametreler ¢ = 2, h = 0.1, At = 0.005, a; = 1.0, S; = —4.0, x; = —10,
az = 1.0, Sy = 4.0, x5 = 10 ve aralik —20 < z < 20 olarak segilmistir. (1.60)

=

baslangic sarti, biiyiikliikleri esit ve aralarindaki uzaklik 20 birim olan iki soliton
dalgas1 tanimlar. Dalgalardan birincisinin tepe noktasi z = —10 , ikincisinin tepe

noktasit = 10 da konumlanmigtir. Her iki dalganin hiz1 da 4 birimdir.
1.7.3 Sabit soliton dalgasinin dogusu

Eger

o0

/u (x,0)dx > 7 (1.62)

—0o0

sart1 saglamyorsa, u (z,0) baglangic sart1 bir soliton dalgasi iiretir (Gardner et al.,

1991). Bu test probleminde baglangig sarti,

u(z,0) = Aexp (—2°) , (1.63)
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parametreler, h = 0.03, At = 0.005, N = 1334,A = 1.78,q = 2 ve bolge

—45 < x < 45 geklinde secilmigtir.
1.7.4 Hareketli soliton dalgasinin dogusu

Burada baglangi¢ sarti
u(z,0) = Aexp (—2” + 2ix) (1.64)
seklinde (Gardner et al., 1991), parametreler h = 0.03, At = 0.005, ¢ =2, A =1.78
ve bolge —45 < x < 45 olarak segilmistir.

1.7.5 Bagli durumlu solitonlar (Bound state of solitons)

Baslangig sart:
u (z,0) = sech (x) (1.65)

alindiginda eger

qg=2M?*M=1,2,.. (1.66)

ise M tane soliton dalgasi olugur (Gardner et al., 1991). Bu problemde parametreler
h =0.03, At = 0.005, N = 1334 ve ¢ = 32, 50, konum araligi ise —20 < x < 20 olarak
secilmistir. Bu test problemi i¢in analitik ¢oziim (Miles, 1981) tarafindan verilmigtir.
Fakat analitik ¢oztim M > 3 olmasi durumunda kullanigh degildir. ¢ = 2,8, 16 igin
hesaplanan niimerik ¢oztimler Herbst (1985), Gardner (1991) referaslarinda genis

caph olarak ele alinmistir.
1.8 KB Denklem Sistemi, RB Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Bu boliimde ilk olarak BST denklem sistemi tanmitilacaktir.
BST denklem sistemi,

Vg + Uy + (VU + O Uppy — QU = 0, (1.67)

Up + Vyp + Uy + Q3VUppy — Qg = 0O (1.68)

formundadir (Bona et al., 1997, Bona, et al., 2002). Burada oy, as, asz, a4 reel

sabitleri, x ve t alt indisleri ise sirasiyla konum ve zamana gore tiirevi gostermektedir.
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BST denklem sistemi

v+ ug + (vu), = 0, (1.69)
1
Up + Uy + Uy — gumt =0 (1.70)

formundaki KB denklem sisteminden tiiretilmistir (Bona, et al., 2002). KB sistemi,
Boussinesq (1871) tarafindan yiizey dalgalarinin yayilimi i¢in bir model olarak veril-
mistir (Amick, 1984; Schonbek, 1981; Whitham, 1974). BST denklem sistemi, bir
su tiinelindeki yiizey su dalgalarint modellemektedir (Bona and Chen, 1998; Chen,
1998 a, 1998 b; Pelloni and Dougalis, 2001). Pelloni and Dougalis (2001), spectral
metot ile; Al-Khaled and Nusier (2008), Adomian ayrigim yéntemi ile; Mohyud-Din
(2010), Adomian ayrigim ve Homotopy perturbasyon yontemleri ile BST denklem
sisteminin sayisal ¢oziimleri iizerinde ¢aligmalar yapmiglardir.

(1.67-1.68) denklem sistemindeki terimler,

e h, durgun suyun yiiksekligi,

e ¢, yercekimi ivmesi,

e 1, h ile olgeklendirilmis kanal boyunun uzunlugu,

e t, (h/g)'/? ile dlciilen gecen zaman,

e v(x,t), ilk duragan duruma gore h ile 6lgiilen su yiizeyinin boyutsuz sapmas,

e u(z,t),0 <6 <1olmak iizere, kanalin dibinden yukar: dogru 6h yiiksekliginde
Vv gh ile olgiilen boyutsuz yatay hiz,

olarak ifade edilmigtir (Chen, 1998 b). A ve p reel sabitler olmak iizere denk-

lemde bulunan aq, s, as, a4 reel sabitleri

1, 1 1, 1
041—5(0 —g) /\, 042—2(6 3) (1 )\),

1

1
a3:§(1—62)u, a4:§(1—62)(1—u),

esitlikleriyle verilirler (Chen, 1998 b).

(1.71)
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(1.67-1.68) denklem sisteminden, oy, aa, a3, iy reel parametrelerinin farkh deger-
leri igin, farkl isimlerde denklem sistemleri tiiretilebilir (Chen, 1998 a). Bu sistem-

2
—,)\:0,

lerden biri de Regularized Boussinesq (RB) denklem sistemidir. 6% = 3

p = 0 olarak secilirsse, (1.71) egitliklerindeki katsayilar

a1:O, Qg = —, 04320V6054:—

6 6
olarak elde edilir. Bu katsayilarin (1.67-1.68) denklemlerinde yerlerine yazilmasi

sonucunda
1
vy + uy + (vu), — évmt = 0, (1.72)
1
U + Uy + WUy — Eumt = 0. (1.73)

RB denklem sistemine ulagilir (Bona and Chen, 1998).

KB ve RB denklem sistemlerinin yaklagik ¢oziimleri arastirilirken,

u(a,t) = wu(b,t) =0, t>0

!/

.H
D Ot
_ — =

(a,1) (

u'(a,t) = u'(bt)=0,t>0 (

v(a,t) = wv(b,t) =0, t>0 (1.
(a,1) (

/

v'(a,t) = V'(bt)=0,t>0

siur gartlar ve fi(x), fo(z) sonradan belirlenmek iizere
0(5,0) = ), (1.78)
u(z,0) = foz) (1.79)

baglangic sartlar1 kullanilacaktir.
KB ve RB denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimlerin dogrulunu incelemek igin,

(1.56-1.57) referanslariyla verilen Lo, ve Ly hata normlar: kullanilmigtir.
1.8.1 Ilerleyen dalga c¢oziimii

(1.69-1.70) esitlikleri ile verilen KB denklem sisteminin; g, 2o ve ¢ reel sabitler

olmak tizere

v(x,t) = -1, (1.80)
u(z,t) = (1 — %) ¢ + cgsech? <§($ + 9 — ct)) (1.81)



24

seklinde bir ilerleyen dalga ¢oziimii vardir (Chen, 1998a). (1.80-1.81) esitliklerinde
1
9 = 0, g:3vec:§

secimleri yapildiginda, KB sisteminin ilerleyen dalga ¢o6ziimii

v(z,t) = —1 (1.82)
u(z,t) = sech? (? (m — é)) (1.83)
olarak bulunur ve (1.82-1.83) esitliklerinde ¢ = 0 alinirsa
v(z,0) = -1 (1.84)
u(x,0) = sech? (?m) (1.85)

baglangic sartlar1 elde edilir.
(1.72-1.73) denklemlerinden olugsan RB sisteminin ilerleyen dalga ¢oziimii ise; g,

o ve ¢ reel sabitler olmak iizere

v(z,t) = —1, (1.86)

u(z,t) = (1 — %) + %sech2 (%g(x + 9 — ct)) (1.87)

formunda verilmistir.(Chen, 1998a).
(1.86-1.87) esitliklerinde

1
x0:O7g:6,c:§
secimleri yapilirsa, RB sisteminin
v(z,t) = —1, (1.88)
6
u(z,t) = sech? (\/7_(95 - %)) (1.89)

ilerleyen dalga ¢oziimii elde edilir. (1.88-1.89) egitliklerinde ¢ = 0 alindiginda ise, RB

sisteminin baslangic sartlar:
v(z,0) = —1, (1.90)

u(x,0) = sech? (?m) (1.91)
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olarak bulunur.
1.8.2 ki ilerleyen dalganin garpismasi

(1.80-1.81) ilerleyen dalga ¢oziimiiniin kullamlmasiyla x1, xo, g1, g2, ¢1 Ve ¢ reel

sabitler olmak iizere, iki ilerleyen dalganin ¢arpigmasi test problemi icin ,

o(z,0) = —1, (1.92)
u(z,0) = i[(p%) Ci—i-cigisechQ(\/ZE(x—i—xi))} (1.93)

formundaki baglangi¢ sart1 elde edilir.

(1.92-1.93) esitliklerinde

—_

1 =0, C1 = g1

I
[NCRNIU

T = —10, Co = =, 02

N | —

secimleri yapilirsa, KB sisteminin iki ilerleyen dalga c¢oziimii
v(z,0) = —1 (1.94)
1 3 2
u(z,0) = 6 + 3sech? (%—1’) + sech? (%(m - 10)) (1.95)
olur. (1.95) esitligi; genlikleri 3, 1, hizlar1 1, 1/2 olan ve tepe noktalar1 x = 0,
x = 10 konumlarina karsilik gelen iki ilerleyen dalganin hareketini modellemektedir.

RB sistemi igin ise, (1.86-1.87) ilerleyen dalga ¢oziimiiniin kullanilmasiyla xy, x5,

g1, g2, €1 ve ¢ reel sabitler olmak iizere,

o(@,0) = —1, (1.96)
u(w,0) = é {(1 . %) ¢i + 2sech? <\/2@(x + x)ﬂ (1.97)

baglangi¢ sart1 elde edilir.
(1.96-1.97) esitliklerinde

CL'1:0, 01217 91267
1
9 = —10, 2= 3 g2 =6,
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secimleri yapilirsa, RB sisteminin iki ilerleyen dalga ¢6ziimii
v(xz,0) = —1, (1.98)

u(z,0) = 3sech? (?9&) + sech? <§(w — 10)) (1.99)

olarak bulunur. (1.99) esitligi; genlikleri 3, 1, hizlar1 1, 1/3 olan ve tepe noktalari
x = 0, z = 10 konumlarina karsilik gelen iki ilerleyen dalganin hareketini modelle-
mektedir.

Detayl bilgi igin (Irk, 2007) referans: incelenebilir.
1.9 Ikili Burger Denklem Sistemi ve Test Problemleri
Bu boliimde

Up — Ugy + MUty +a (uwv), = 0 (1.100)

Vp — Vg + 00, + B (wv), = 0 (1.101)

formundaki Ikili Burgers denkleminin sayisal ¢oziimleri arastirilacaktir.  (1.100-

1.101) denklem sisteminin baglangi¢ sartlari, a < x < b olmak iizere

u(z,0) = ¢,(x) (1.102)
v(x,0) = ¢y(x) (1.103)

ve sinir sartlary, ¢ > 0 olmak tizere

u(a,t) = fi(a,t) (1.104)
ub,t) = fola,t) (1.105)
v(at) = gila,t) (1.106)
v(a,t) = ga(a,t) (1.107)

seklindedir. Burada ¢,(x), ¢5(x), fi(z,1), f2(z, 1), 91(x, ), g2(x, t) 6nceden taniml
fonksiyonlar, n bir reel sabit, a ve [ ise sistem parametrelerine baglh sabitlerdir
(Nee and Duan, 1998).

[k olarak Esipov (1995) tarafindan ortaya atilan Ikili Burgers denklem siste-

minin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi icin cesitli yontemler uygulanmistir. Bu
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yontemler arasinda bir yakinsak kuvvet serisi formunda Adomian ayrigim yontemi
(Kaya, 2001), Adomian-Pdde teknigi (Denghan et al., 2007), Chebyshev spectral
kolokeysin yontemi (Khater et al., 2008), homotopi perturbasyon yéntemi (Ghotbi
et al., 2008), Fourier pseudospectral yontemi (Rashid and Ismail, 2009), diferan-
siyel doniigiim yontemi (Abazari and Borhanifar, 2010), kiibik B-spline kolokeysin
yontemi (Mittal and Arora, 2011), basit klasik radyal bazlar yardimiyla kolokeysin
yontemi (Islam et al., 2012), Bécklund doniisiim ve benzerlik uygulamasi yontemi
(Inan et al., 2010), homotoby perturbasyon ve Pade teknikleri (Yildirim and Kel-
leci, 2011), genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel déniigiim yontemi (Liu and Hou,
2011), homotoby perturbasyon yontemi (Ghoreishi et al., 2011) , genellegtirilmis
diferansiyel quadrature yontemi (Mokhtari, et al., 2011 b), Adomian ayrigtirma yon-
temi (Chen and An, 2008), varyasyonel iterasyon yontemi (Soliman, 2007), tekrarl
operator yontemi (Lian and Lou, 2006) sayilabilir.

Abdou and Soliman (2005) referansinda, Adomian ayrigim yontemi; Soliman
(2006) refeferansinda, genisletilmis tanh-fonksiyon yontemi kullamlarak Ikili Burgers
denklem sisteminin tam ¢oziimii bulunmustur.

Abassy, El-Tawil and El-Zoheiry.(2007), Pade teknigi ile birlestirilmis varyas-
yonel iterasyon yontemini kullanarak, Sweilam and Khader (2009) ise homotopy
perturbasyon yoéntemini kullanarak (1.100-1.101) denklem sisteminin kapali formda
¢oziimlerini elde etmislerdir.

Liu (2010) uyumluluk yontemiyle (1.100-1.101) denkleminin simetrisini elde et-
mis, Jin-Ming ve Yao-Ming (2011) Hirota bilineer yontemiyle (1.100-1.101) denklem
sisteminin tamamen integrallenebilir oldugunu gostermislerdir (Ugar, 2011).

Ikili Burger denklem sisteminin niimerik c¢oziimlerin dogrulunu incelemek icin,

(1.56-1.57) referanslariyla verilen L, ve Ly hata normlar1 kullanilmigtir.
1.9.1 Problem 1
[k test problemi icin o = 1, 3 = 1 secimleriyle

Up — Ugy — 2uty + (wv), = 0 (1.108)

Up — Vgg — 200, + (uv), = 0 (1.109)
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ikili Burger denklem sisteminin baslangi¢ sartlar,

u(z,0) = sin(x) (1.110)
v(xz,0) = sin(z) (1.111)
sinir sartlari,
u(a,t) = e 'sin(a) (1.112)
u(b,t) = e 'sin(b) (1.113)
v(a,t) = e 'sin(a) (1.114)
v(b,t) = e "sin(b) (1.115)
icin tam ¢oziimi
u(z,t) = v(x,t) = e 'sin(x) (1.116)
olarak alinmugtir (Kaya, 2001).
1.9.2 Problem 2
Ikinci test problemi icin
Up — Ugg + 2ut, +a (uv), = 0 (1.117)
Vp — Ugy + 200, + f(uv), = 0 (1.118)

Ikili Burger denklem sisteminin baslangi¢ sartlar,

u(z,0) = ag—24 (420?5_—11) tanh (Ax) (1.119)
26 -1 20 — 1
v(2,0) = ap (2§_ 1) — 24 <#> tanh (Az) (1.120)
sinir sartlari,
u(a,t) = ap—24 (42;5__11) tanh [A (a — 2At)] (1.121)

v(a,t) = a (;g — 1) — 24 (42(%__11) tanh[A (a — 24t)]  (1.122)

200 — 1
u(b,t) = a0_2A(4a6—1

o(bt) — a0<§§:1>—2,4 (%) tanh [A (b— 24)]  (1.124)

) tanh [A (b — 24¢)] (1.123)
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1 4aff — 1
tam ¢oziimii, ag = 0.05 ve A = = (M> olmak tizere
2 200 — 1
(1.) = ao—24 (221 tanh [A (2 — 249) (1.125)
ulzr, = o lof—1 a z .

o(z,t) = ag @i - 1) 94 (410‘5__11> tanh [A (z — 248)]  (1.126)

olarak alinmigtir (Soliman, 2006).

Detaylh bilgi igin (Ugar, 2011) referansi incelenebilir.
1.10 Reaksiyon-Difiizyon Denklem Sistemi ve Test Problemleri

Reaksiyon-Difiizyon denklemi

2
L0, (1.127)
%u
formundadir. Burada u (z,t) reel degerli bir fonksiyon, a@ difiizyon terimi, a # 0
difiizyon katsayisi, ¢ (u) fonksiyonu sistemin reaksiyonudur.

Reaksiyon-Difiizyon denklem sistemi, biyoloji ve kimyada bircok olayin model
problemi olarak kullamlmaktadir. Ornegin bir bolgedeki bakterilerin hareketleri
veya salgin hastaliklarin yayilimi, reaksiyon difiizyon denklem sistemi ile model-
lenebilir.

Birden fazla bagiml degisken bulunduran, Reaksiyon-Difiizyon denklem sistemi

asagida verilmistir.

2
(;—ZL = Du% + F (u,v)
& oy (1.128)

—=D,— + G (u,v

ot dx? ()
Burada u (x,t) ve v (z,t) dogadaki iki tiiriin popiilasyon yogunluk fonksiyonlar1 ya
da iki farkli kimyasal maddenin konsantrasyonu, D, ile D, sirasiyla u ve v nin
difiizyon katsayilari, F' ile G de sistemin reaksiyonunu temsil eden lineer olmayan

fonksiyonlardir.

(1.128) sisteminin smir kogulu olarak

u(zo,t) = wu(xy,t) =0,

v(xg,t) = wv(xy,t) =0,
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bagintilar ile verilen, Dirichlet sinir kogullar: veya

ug(xo,t) = ug(zy,t) =0,

Ve (x0,t) = wvp(zN,t) =0,

bagintilari ile verilen, Neumann siir kogullar: kullanilabilir.

Reaksiyon-Difiizyon denklem sisteminin modelledigi baz1 problemler agsagida ve-
rilmigtir (Sahin, 2009).

i.Thomas Mekanizmasi

Bu model, iirik asit ayrigmasimin ilk asamasini kataliz eden enzim icerisinde reak-
siyona giren oksijen ve {irik asitin etkilesimine dayanir. Reaksiyona giren iirik asit

ve oksijenin yogunluklar: sirasiyla u ve v ile temsil edilir. Problem

% = Viu+v(a—u—h(uw))),
v 9
5t = dV*v + v (ab — av — h (u,v)).

seklinde gosterilir (Thomas, 1975). Burada a, b, d, v, a, p, k pozitif parametreler ve
h (u,v) terimi de

puv
h(uv) = — P
(u,v) 1+ u+ kEKu?

seklinde tanimlanan ve u ve v nin titkenme oranlarini1 gésteren bir fonksiyondur.
ii. Gierer-Meinhardt Mekanizmasi
Bir kimyasalin (aktivator) harekete gecirdigi bir diger kimyasala (inhibitor) ait
tirtiniin, aktivatoriin {iriintinii engellemesini modellemektedir.  u fonksiyonu ak-
tivatoriin yogunlugunu , v fonksiyonu inhibitériin yogunlugunu gostermek {izere,

boyutsuzlagtirilmis formuyla Gierer-Meinhardt reaksiyonu

ou 9 u?
5 Vu+7(a—bu+—v(l+ku2)),
o

5 - dV2v—|—7(u2—v).

seklinde goterilir(Gierer and Meinhardt, 1972). Burada a, b, d, vy pozitif parametre-

ler, k ise satiirasyon yogunlugunun ogiistidiir.
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iii. CIMA Reaksiyonu
Klor dioksit, iyot ve malonik asit reaksiyonunu modeller. a, b, d pozitif paramet-

reler olmak iizere

ou 9 duw
TR w2
ov uv

— = dVv+b|u-— .
ot Vit <u 1+u2>

seklinde gosterilir.  Bu modelde, aktivator olan (/7) iyot ve inhibitér olan da
(C’I Oy ) klor dioksittir. u fonksiyonu aktivatoriin yogunlugunu , v fonksiyonu in-
hibitériin yogunlugnunu gosterir (Epstein and Pojman, 1998; Maini, et al., 1997).

Reaksiyon-Difiizyon denkleminin niimerik ¢oziimlerini bulmaya yonelik ¢aligmalar
arasinda, Gear’s yontemi ve Crank-Nicolson yontemi (Sherratt, 1997), sonlu farklar
yontemi (Twizell et al., 1994), Crank-Nicholson yéntemi (Chou et al., 2007), sonlu
farklar yontemi (Liu and Sun, 2007), sonlu farklar yontemi (Somathilake, 2009),
varyasyonel iterasyon yontemi (Barari, et al. 2010) sayilabilir.

Reaksiyon-Difiizyon denkleminin genel formu

U = Algy + biu + c1v + diuv 4+ equv + myuv® + ng (1.129)

V= oUps + Dot + Cov + dot®v + esuv + mouv? + ngy (1.130)
seklindedir. Burada aq, as, by, bs, c1, co, dy, do, €1, €5, m1, Mms, Ny, no reel sabitlerdir.
1.10.1 Lineer problem

[lk test problemimiz olan lineer problem, (1.129-1.130) denklem sisteminde a, b, d

reel sabitler olmak tizere

a; = d, a9 = d, b1 = —a, bg = 0, C1 = 1, Cy = —b7 dl = O,

dgzo, 61:(), 62:0, m1:0, m2:0, n1:0, 7’L2:0.

secimleri yapilarak

ou 5%
2
v g0y, (1.132)

ot o2



32

olarak elde edilir. Denklem sisteminin analitik ¢oziimleri,

u(z,t) = (e 4 T cog (z) (1.133)

v(z,t) = (a—0b)e D cos(z) (1.134)

seklindedir. (1.131-1.132) sisteminin baglangig sartlari, (1.133-1.134) analitik ¢oziim-

T
lerinde ¢ = 0 alinmasiyla elde edilmistir. Sinir sartlari ise 0 < x < 5 omak tizere

=
~

< N
8 8
—~ —~

—~ /:\
STEITE
~

=
~
S— S— S~— S—
o
—~ ~~ —~ —~
—
—
w
(@)
SN—r N— SN— SN—

<
~

olarak verilir (Chou et al., 2007).
(1.131-1.132) sisteminin niimerik ¢oziimlerin dogrulunu incelemek igin, (1.56-

1.57) referanslariyla verilen L, ve Ly hata normlar1 kullanilmigtir.
1.10.2 izotermal kimyasal sistem

(1.129-1.130) denklem sisteminde k reel bir sabit olmak {izere,

a1:1, agzl, 61:0, bQZO, 61:0, ng—k, dlz y

dQZO, 61:—]., 62:1, ma :0, mgzo, nq :O, n2:0.

secimleri yapilarak elde edilen

ou 5%u

- = _Z_ 1.1
ot~ o2 (1-139)
5 52

5_: _ 6—;;—kv—|—uv. (1.140)

formundaki lineer olmayan denklem sistemidir (Merkin et al., 1989). Buradaki
u (x,t) fonksiyonu A reaktantinin, v (z,t) fonksiyonu B reaktantinin boyutsuzlagti-
rilmis yogunlugu, k ise boyutsuzlagtirma parametresidir. (1.139-1.140) sisteminde
uv terimi kuadratik otokatalizi, —kv terimi B reaktantindaki lineer azalmay1 gos-
terir. (1.139-1.140) sisteminin ilerleyen dalga ¢oziimiiniin varhg: icin gerekli sart

k < 1 olmasidir ve bu ¢oziimlerin asimptotik hiz1 2 (1 — k)% seklindedir (Merkin et
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al., 1989). Asimptotik hiz kavrami ilk olarak Aronson ve Weinberger tarafindan

1975 de ortaya atilmigtir. Bu kavram, ¢* hiziyla yayilan bir salgin modeli tizerinde,

su sekilde agiklanmaktadir: ¢ > ¢* olacak sekilde ¢ hiziyla hareket eden birey salgini

geride birakacak, ¢ < ¢* olacak sekilde ¢ hiziyla hareket eden birey ise salginin i¢cinde

kalacaktir ( Wu and Liu, 2009).

(1.139-1.140) sisteminin baglangi¢ sartlar: ,

u(x,0) = 1, (1.141)

exp (—22), |z| <L
v (2,0) = p(=r), ol < (1.142)

0, lz| > L

sinir sartlari,

Ug(z0,t) = 0, (1.143)
ve(xo,t) = 0, (1.144)
u(zy,t) = 1, (1.145)
v(xy,t) = 0, (1.146)

seklinde alinmigtar.

Bu test probleminin analitik ¢oziimii olmadigindan dolayi, niimerik ¢oziimlerin

dogrulugunu incelemek icin asagida ifadesi verilen bagil hata kullanilmigtir.

Bagil Hata =

\

N
> fupt =g
= - (1.147)
n+
;0 |ui |

Detaylh bilgi igin (Sahin, 2009) referans: incelenebilir.
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BOLUM 2

NLS DENKLEMININ GENISLETILMIiS KUBIK B-SPLINE TAYLOR
KOLOKEYSIN METODUYLA SAYISAL COZUMLERI

Bu boliimde NLS denkleminin, B-spline kolokeysin metoduyla sayisal ¢oziimleri
aragtirilmig, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu, bes test problemi i¢in Lo ve L,.hata

normlari ile Cy ve Cy korunum sabitleri hesaplanarak kontrol edilmistir.

2.1 NLS Denkleminin Sayisal Coziimii Icin Genisletilmis Kiibik
B-spline Taylor Kolokeysin Metodu

2.1.1 Zaman ayrisimi

(1.53) denklem sisteminin zaman ayrigimi icin 7! ve s"! terimleri agagidaki

sekilde Taylor serisine acilirsa

2
TnJrl = r" -+ At (T't)n + ATt (Ttt>n + @ (At3) , (21)

At?
Sn+1 = s" + At (St)n + T (Stt)n + @) (Atg) , (22)
elde edilir. Burada O(At*) daha yiiksek mertebeden olan terimleri temsil eder ve
ihmal edilecektir.

ry, ve sy, ifadelerinin

rn N : (2.3)
nt1 n
s (s) +A; (s) (2.4)
formundaki yaklagik degerleri, (2.1) ve (2.2) de yerlerine yazilirsa
= 2yt = e By (2
sl % (5" = "+ % (s))" (2.6)

elde edilir. (1.53), (2.5) ve (2.6) da yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

At n At
—7(] (r2 + 32) +1 prtl o gntl 7TZIH
(2.7)
At

n At
=54 (r? +s%)"r" + s" + 77“;}37,



35

%q (r? + §2)" gt gt 4 %sﬁjl
2.8
At 2 2\ n n At n ( )
= —Tq(r +s°) s"+r ~ 5 S

formundaki, zaman ayrigimi yapilmis olan NLS denklem sistemi elde edilir.

2.1.2 Konum ayrisimi

4— A\ 8+ A b 1
) = —F/, G2=—F—, G3=40a 1= —%7
24 ' 127 ’ 2h’
b 1 2+ 24+ A
3 = — Cl = —— Cy —= ———(—— C1 C3.
2h’ 2h2 7 h? '’
olmak iizere, r(x,t) ve s(z, t) fonksiyonlar sirasiyla p,, ve o, parametreleri cinsinden
yazilirsa
n+l __ n+1 n+1 n+1
T~ = Q10 T Q2P + a3Pm+1>
1 1
sttt = agopt™ + asott 4 azoptl,
n+1l n+1 n+1
(Tﬂf)m - blpm—l + b3/0m+17
n+l n+1 n+1
(SQU)m - blo_mfl + b30m+17
n+l n-+1 +1 n-+1
(Taw)m = C1Pm1 T C2pp + 3P,
nt+l n+1 1 n+1
(Sza)y ™ = 100"y + caol 4 czom

elde edilir. Burada §,, = p,, + i0,, seklinde secilmigtir. Elde edilen degerler (2.7)

- (2.8) denklem sisteminde yerlerine yazilir ve diizenlemeler yapilirsa

At " At
[ 54 (r*+s3)"r" +s" + 7r§z
2.9
At 2 2\ _n n At n ( )
€m2:_7Q(T + s ) st 4T _781,’:5
olmak {izere
o CAtg(r? )" A=) A2+ ) Lo (A
m—1 48 4h? m=l\ 24
Atg(r2+ )" (8+A) A2+ )) 8+ A
nt+l [ n+1
P < 7 + o2 + o 1 + (2.10)

m+1 48 4h2 ml\ "o

o (DO A=) AN L, (1A
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n+1
it <4—>\> g <Atq(r2+s2) -y At(2+)\)>

24 m-1 48 4h2?
84\ Atg(r?+s3)" 7 (84 ))  At(2+))
n+1 n
o <—12 )+0m ( N o + (2.11)
o o Atg(r2+ )" (4= 2)  At(2+))
m+1 m+1 48 _'_ 4h2 = £m2

elde edilir.  (2.10) - (2.11) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6 bilinmeyen-
den olugmaktadir. Sistemin ¢oziilebilmesi i¢in, denklem sayisi ve bilinmeyen sayist
esit olmahdir. Bunun igin, p"1", o”"1', pitY ve o'yt parametreleri smir sartlar

kullanilarak yok edilmelidir. (1.51) de verilen sinir gsartlarindan

u(zo,t) = ug= aip™ Tt + agpptt + azpt T, (2.12)
v(wg,t) = vo = a10"Tt + ayol T + azot (2.13)
u(zy,t) = uy=aphy + apitt + azpith, (2.14)
v(ryn,t) = vy =aon + axdoT + aga’ﬁjrll (2.15)
yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
Pt o= ai (uo — azpf™ — aspi™t), (2.16)
o't = ai (vo — azof ! — azott) (2.17)
P = o (o — i — aup) (2.18)
ot = ai (on — agoitt — aro’yth) (2.19)

esitlikleri elde edilir. (2.10) - (2.11)denklem sisteminde p"1', 61", pith ve ot}
parametreleri yerine, (2.16-2.19) esitlikleri kullamldiginda denklem ve bilinmeyen
sayilar1 2NV + 2 olur. Boylece (1.53) denklem sistemi x,,, m = 0,1,..., N boliinme

noktalarinda

Atq(r2+ )" (4 =X) A2+ )N

doo =~ 48 T
-
o1 = o
Atg(r2+ )" (84N  AL(24N)
Qo2 = — + )

24 2
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8+ A
Qo3 = —12 )
Qpa = QQo,
Qps = Qo1,
10 = Qo1,
a11 = —Qpo,
Q12 = QGo3,
a13 = —ap2,
Q14 = AQAops,
ais = Qo4
olmak tizere ,
m = 0 i¢in
a2\ 1 a3\ 41 A2\ p1
(002 - &oo—> pPo T a4 —aw—)p1  +|a3—an— |0
a1 ay a1
as n+1 n 1 n
+ | aos —apr— | o7 =&, — Goo—T) — Qo1— 5y,
a1 a1 a1
Q2\ i1 az\ nt1 Qg n+1
a1 — awa— Py | a4 — a10a— p1 + | a1z — ana— o
1 1 1
Qs n+1 ]' n 1 n
+ a1 —a11— | 01 = ng — Q10— Ty — A11— S
03] (03] 03]
m =1 icin
n+1 n+1 n+1 _
apopy” + ao1og F agepy” + agsor + apapy + aos02 = &y
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l
appy Fannoy T Faep] +azolT +awps +as05 T =&,

(2.20)
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m =N — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l __
Ap0PN s T Q010N o + Q2PN 1 + G030 N1 + aoapN + aos0N T = &t

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l
10PNz + a110N_5 + a12pN "y + a130N + a1apy T+ a150N T = &g
m = N i¢in
a1 n+1 ay n+1
(aN—l,o - GN—1,4a—) Pyt lan-11— CLN—1,5a— On_1+
3 3

A2\ 41 a2\ nt1
GN-12 —aN-14— | Py T | an_13 —an—15— | Op
as as

n n
= &m1 —AN-14—TN —AN-15—SN
(0%} Qs

a1\ i1 a1\ nt1
<CLN0 - aN4_) PN—1 T | ant — aN5a_ On_q1 T
3

as
a2\ i1 a2\ nt1
an2 —ans— | Py F | ans —ans— | Oy
a3 as
1 1
n n
= &2 — ANA—TN — AN5—SN
as as

formunda acik olarak yazilabilir. (2.20) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2
bilinmeyenden olusan 6 siitiin elemanli bir sistemdir ve Thomas algoritmas1 kul-
lanilarak ¢oziilebilir. Thomas algoritmasinin kullanilabilmesi i¢in sistem lineer ol-
malidir. Lineerlestirme igin

1
(G = 67 4+ 5 (07 =a7) (2:21)

formundaki iterasyon bagintisi kullanilmigtir. (2.21) bagintisi her zaman adiminda

iki kez uygulanarak (§7)"*! parametresi hesaplanmig ve §"*'

parametresinin n + 1.
zaman adimindaki degeri i¢in yeni bir yaklagim yapilmistir. Bu islem programin
calismasi bitene kadar tekrarlanmigtir.

(2.20) denklem sisteminin ¢oziimiine,

0 0 0 0 0 0 0 0
(p—lap()a"'apNapN-H) ve (0—170_07-'-70N70N+1)
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basglangic vektorlerinin hesaplanmasi ile baglanir.
2.2 Baslangi¢c Durumu

Baslangig vektorleri, (1.50) baglangi¢ sarti ile bulunabilir. Bunun igin (1.26)
yaklagik ¢oziimii, ¢ = 0 zamaninda reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa

N+1

rm(z,0) = Z B ()00, (2.22)
$m(2,0) = > Ep(x)o), (2.23)

bulunur. (2.22-2.23) esitliklerinde, r,,(z,0) ve s,,(x,0) degerleri, (1.50) baslangig
sartindan dolay1 bilinmektedir. Bu degerlere gore de p2, ve 00, vektorleri hesaplanir.

(2.22) esitligi acik olarak yazilirsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olusan

Py +4ph + o1 = 7o,
po +4p] + ph =11,

(2.24)
Pr—1 +4p% + p(]]V-H =TN
sistemine ulagilir. (1.51) siur sartlarindan
r(20,0) = 16 =Dbiply +bspl,
Pl = bil (Tb - bsp?) (2.25)
r(zn,0) = riy=bipX 1+ b3pNs1,
p(]JV+1 = bl?) <T}v - blp?vfl) (2.26)

yazilarak, p°; ve p%; bilinmeyenleri (2.24) sisteminden yok edilir ve gerekli diizen-

lemeler yapilirsa
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b3 r T B CLl | ]
e, o T,
1
0
ay (%) as 1 (&1
0
a az as Pa T2
0
ay Qs as PN—2 N—2
0
ay a2 as PN-1 N-1
b1 0 o 28
a; — (lgb— Qo L PN ] N b N
3 | L 3 _

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziildiigiinde

0 0 0 0
Pos P1s- -5 PN-1) PN

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (2.25-2.26) esitliklerinde kullanmilmas ile de p°, ve

0% 41 bilinmeyenleri hesaplanmig olur. Boylece p parametresi i¢in

(P21 08 P Psr)

baglangic vektorii elde edilir.
Benzer gekilde, (2.23) esitligi agik olarak

0%, + 408 + 09 = s,
o) + 409 + 09 = s, (2.28)

0 0 0 —
O-N71+4O'N+O-N+1_SN

seklinde yazildiginda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olugan bir sistem elde

edilir. 0%, ve 0%, bilinmeyenleri, (1.51) siur sartlarindan

§'(29,0) = sy =0b0", +bsa?,
1 /.
T b (SO - b30'(1)> (2.29)
s'(xy,0) = sy =bo% |+ bga?vﬂ,

1 1
ONs1 = bs (SN - le?V—l) (2.30)
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seklinde hesaplanir ve (2.28) sisteminde yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

b3 - . [ a; ]
woAm Ty i 07 %
1
aq (05} as O'? S1
a a a 9
1 2 3 09 S2
0
a1 Qo as ON_2 SN—2
0
aq a9 as ON_1 SN—1
bl 0 a3 |
a; — a3— a9 OnN SN—b—SN
| b3 1 - - L 3 .
(2.31)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse

0 0 0 0
09,01,---,0N_1,0xN

bilinmeyenleri ve (2.29-2.30) esitliklerinin kullamlmasiyla da o parametresi igin

0 0 0 0
(071,00, e ,JN,JNH)

baglangic vektorii hesaplanmig olur.

Baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla elde edilen baglangic vektorleri sayesinde,
n = 0 i¢in (2.20) denklem sistemininin sag tarafindaki tiim degerler artik bilin-
mektedir. Sol kisimdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmas ile hesaplanabilir.
Sonraki zaman adimlarinda, bir 6nceki zamanda bulunan degerlerin kullanilmasiyla,
istenilen zamandaki NLS denkleminin sayisal ¢oziimiine ulagilana kadar iterasyona

devam edilir.
2.3 Test Problemleri
2.3.1 Soliton dalga ¢oziimii

Segilen parametrelere gore (1.54)-(1.55) korunum sabitlerinin tam degerleri
Cy = 2 ve Cy = 7.333333 olarak hesaplanir. () ve Cy sabitlerinin yamuklar
kuraliyla hesaplanan yaklagik degerleri ve (1.56)-(1.57) hata normlarinin yaklagik
degerleri Tablo 2.1’de verilmistir. Yaklagik degerler A = 0 ve A = —0.00152 du-

rumlar: i¢in ayr1 ayri hesaplanmistir.  Ciinkii, A\ nin gesitli degerleri i¢in yaklagik
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degerler hesaplanmig ve A = —0.00152 i¢in en dogru sonucun bulundugu gozlem-
lenmigtir. Tablo 2.1’den de goriildiigii gibi C;, A = 0 ve A = —0.00152 durumlar
icin sabit kalmakta, (5 ise genelde 6. basamaga kadar dogru sonug¢ vermektedir.
A = —0.00152 alinmas1 halinde yani genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi

uygulandiginda hata normlarinin degerlerinin kiigiildiigii gozlemlenmektedir.

Tablo 2.1: A = 0.03, At = 0.005, N = 1334 icin hata normlar1 ve korunum sabitleri

A=0
Zaman Cl 02 L2 Loo
0.0 2.0 | 7.3333297 | 0.00000 | 0.00000

0.5 2.0 | 7.3333302 | 0.00124 | 0.00096

1.0 2.0 | 7.3333321 | 0.00250 | 0.00176
1.5 2.0 | 7.3333359 | 0.00373 | 0.00245
2.0 2.0 | 7.3333340 | 0.00486 | 0.00309
2.5 2.0 | 7.3333364 | 0.00587 | 0.00366
A= —0,00152
Zaman | C Cy Lo Lo
0.0 2.0 | 7.3333340 | 0.00000 | 0.00000
0.5 2.0 | 7.3333340 | 0.00035 | 0.00024
1.0 2.0 | 7.3333368 | 0.00075 | 0.00048
1.5 2.0 | 7.3333340 | 0.00112 | 0.00067
2.0 2.0 | 7.3333349 | 0.00141 | 0.00081
2.5 2.0 | 7.3333364 | 0.00160 | 0.00092

Sekil 2.1 analitik ve niimerik ¢oziimler arasindaki farkin mutlak degerinin grafigi-

dir. Grafik incelendiginde en biiyiik hatanin x = 4 civarinda oldugu goriilmektedir.
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0.0005 —

0.0004 —|

0.0001 —|

Sekil 2.1: t = 1, N = 1334, At = 0.005, A = —0.00152 icin,

Mutlak Hata:‘Analitik ¢oziimiin modiilii — Sayisal ¢oziimiin modﬁh‘i’
27 1=0.0 27 t=1.0
—— Reel | ——Reel
| ----Sanal ----Sanal

—u| 08 — —|u]

-
~

20 10 0X 10 20 -20 10 oX 10 20
12 — 12 —
t=2.0 t=4.0
| —— Reel —— Reel
----Sanal | ----Sanal
08 — —|u| —u|
08 —
0.4 —
| 04 —
u u
lul, lul
] 0
0.4 —
0.4 —
08 —|
1.2 0.8
-20 -10 0X 10 20 20 -10 oX 10 20

Sekil 2.2: a=1,q =2, N = 1334, At = 0.005, A = —0.00152.igin soliton dalga ¢oziimleri

Sekil 2.2’de, ayn1 parametreler i¢in program farkli zamanlarda caligtirilarak sayisal
¢oziimiin modiilii, reel ve sanal kisimlar1 grafiklerle gosterilmigtir.  Grafiklerden
goriildiigii gibi ¢t = 0 zamaninda tepe noktasi x = 0 konumunda olan dalga, ¢t = 4

anina kadar soldan saga dogru sekli bozulmadan ilerlemekte ve tepe noktas1 z = 16
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civarina kadar gelmektedir. Ayrica dalgalarin genlikleri de 1 civarinda kalmis, gozle
goriiliir bir degisme olmamigtir. Dolayisiyla genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin

yonteminin, genligi 1 olan orijinal dalgay1 iyi sekilde modelledigi sdylenebilir.
2.3.2 iki soliton dalgasimin carpismasi

Sekil 2.3’de dalgalarin birbirine karsi hareketleri, carpigmalar: ve orijinal gekil-
lerini koruyarak ayrilmalari gosterilmigtir.  Grafiklerden, soldaki dalganin saga
dogru, sagdaki dalganin sola dogru ilerlemekte olduklari, t = 2 civarinda baslayan
carpigmanin yaklasik ¢ = 4 zamanina kadar devam ettigi, carpismadan sonra dal-

galarin birbirlerine zit yonlerde ve baslangictaki sekilleri bozulmadan ilerlemeye de-

vam ettikleri goriilmektedir.

1—
0.8 —f

0.6 —f

u

0.4 —f

0.2 —f

0 —

t
20 10 10 20
t

0.8 —f

0.6 —f

0.4 —f

0.2 —f

t=2.0

0.8 —f

0.6 —f

0.4 —|

0.2 —f

t=4.0

=0.0
=2.5

0 X

0
I I I T !
20 10 oX 10 20

Sekil 2.3. « = 1,q = 2, A = —0.00152. i¢in iki soliton dalgasmin carpigmasi

Tablo 2.2’de korunum sabitlerinin secilen zamanlardaki degerleri gosterilmistir.

Mevcut parametre secimlerine gére korunum sabitlerinin analitik degerleri C = 4,
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C5 = 14.66666 olarak hesaplanmigtir. Tablo 2.2’den de goriildiigii gibi C;, A = 0 ve

A = —0.00152 durumlari i¢in, ¢ = 2.5 zaman diginda, sabit kalmakta; Cs ise genelde

analitik degerine yakin sonuclar vermektedir.

Tablo 2.2 : ki soliton dalgasmin carpismasi

A=0

Zaman & (Y Zaman @ Cy
0.0 | 4.00000 | 14.66669 3.5 | 4.00000 | 14.66667
0.5 | 4.00000 | 14.66667 | 4.0 | 4.00000 | 14.66667
1.0 | 4.00000 | 14.66665 | 4.5 | 4.00000 | 14.66666
1.5 | 4.00000 | 14.66667 | 5.0 | 4.00000 | 14.66666
2.0 | 4.00000 | 14.66665 5.5 | 4.00000 | 14.66664
2.5 | 4.00000 | 14.66180 6.0 | 4.00000 | 14.66669
3.0 | 4.00000 | 14.66667

A = —0.00152

Zaman 4 Cy Zaman (& Cy
0.0 | 4.00000 | 14.66666 3.5 | 4.00000 | 14.66668
0.5 | 4.00000 | 14.66667 | 4.0 | 4.00000 | 14.66668
1.0 | 4.00000 | 14.66666 | 4.5 | 4.00000 | 14.66667
1.5 | 4.00000 | 14.66667 | 5.0 | 4.00000 | 14.66666
2.0 | 4.00000 | 14.66671 5.5 | 4.00000 | 14.66666
2.5 | 4.00000 | 14.66572 6.0 | 4.00000 | 14.66674
3.0 | 4.00000 | 14.66670

2.3.3 Sabit soliton dalgasinin dogusu

A =178 > \/m = 1.7725 igin, iiretilen soliton dalgalar1 Sekil 2.4 de goriilmekte-
dir. A = 1.78 segimiyle genligi 2 degerini alan soliton dalgasinin, farkli zamanlarda
cizilen grafikleri incelendiginde geklinde bir miktar bozulma oldugu, genliginde ise

t = 0 zamam disinda gozle goriiliir bir bozulma olmadigi stylenebilir.



46

2 2
t=0.0 t=2.0
16 — 16 —
12 — 12 4
u u
08 — 08 —
0.4 — 04 —
0 Jt 0 j\JL\
T L R T | L R I T |
60 40 20 0X 20 40 60 60 40 -20 0X 20 40 60
2 — 2 — _
t=4.0 t=6.0
16 — 16 —|
12 — 12 —
u u
0.8 — 08 —
0.4 —| 0.4 —|
0 — 0 Jk
‘ﬁ%%v—ﬁ T T I T T |

Sekil 24 a=1,g=2,A=1.78, N = 1334, A = —0.00152. icin sabit soliton dalgasmin

dogusu

Analitik degerleri asagida verilen korunum sabitlerinin sayisal degerleri Tablo
2.3’de verilmistir. Tablo 2.3’den de goriildiigii gibi C;, A =0 ve A = —0.00152 du-
rumlar1 i¢in birbirlerine ve analitik ¢oziime yakin degerler vermekte, C5 ise
A = —0.00152 olmasi durumunda, A = 0 durumundaki degerlere gore analitik

¢oziime daha yakin sonuclar vermektedir.

C; = (1.78)° \/g = 3.97100,

1
G = A (2f _ qA2> VT = —4.92562



Tablo 2.3 : h = 0.03, At = 0.005, A = 1.78, N = 1334 icin sabit soliton dalgasinin

dogusu
A=0
Zaman Cl Cg Zaman Cl Cg
0.0 3.97100 | —4.92562 4.0 3.97094 | —4.92596
2.0 3.97093 | —4.92662 6.0 3.97093 | —4.92672
A= —0.00152
Zaman 4 Cy Zaman (@ Cy
0.0 3.97100 | —4.92562 4.0 3.97093 | —4.92566
2.0 3.97093 | —4.92557 6.0 3.97093 | —4.92566
2.3.4 Hareketli soliton dalgasinin dogusu
7 t=0.0 27 t=2.0
o T T “X T T e T T j\XJ ‘LN# ™
] t=4.0 7] t=6.0
S R /\J L ™ o T T “ -

60 -40 20 0X 20 40 60 -60 -40 -20 0oX 20 40 60

Sekil 2.5 a =1, =2, A =1.78, A = —0.00152,N = 1334 icin hareketli soliton dalgasmin

dogusu
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Hareketli soliton dalgasinin ¢ = 0.0, 2.0,4.0,6.0 zamanlarinda c¢izilen grafikleri
Sekil 2.5’de verilmigtir. Grafikler incelendiginde soliton dalgasinin t = 0 aninda tepe
noktasinin z = 0’da oldugu, zaman arttikca dalganin saga dogru ilerledigi, ¢ = 6
zamanina gelindiginde dalganin tepe noktasinin x = 23 civarina geldigi, dalganin
genliginin ve geklinin ¢ok fazla bozulmadig goriilecektir.

Korunum sabitlerinin degerleri Tablo 2.4’de verilmisgtir. Tabloya gore A = 0
durumunda ve A = —0.00152 secilmesi durumunda C; degerinin sabit kaldigi, buna

kargin C5 degerlerinin degisiklik gosterdigi soylenebilir.

Tablo 2.4: h = 0.03, At = 0.005, A = 1.78 i¢in hareketli soliton dalgasinin dogusu

A=0 A = —0.00152
Zaman (& Cy Zaman (& Cy
0 3.97100 | 10.95837 0 3.97100 | 10.95338
3.97086 | 10.95611 3.97086 | 10.95716
3.97087 | 10.95432 3.97087 | 10.95534
3.97087 | 10.95524 3.97087 | 10.95625

S|~ N
|~ N

2.3.5 Bagli durumlu solitonlar

M = 4 olmas1 durumunda olugan grafikler Sekil 2.6’da, M = 5 olmasi durumunda

olusan grafikler Sekil 2.7’de gosterilmigtir.



t=0.1 -1 t=0.2
16 — 16 —
12 — 12 —
u u
08 —| 08 —|
0.4 —| 0.4 —|
0 0
T T T T T 1 T T T T T 1
20 10 oX 10 20 20 10 oX 10 20
¥ t=04 7 1=0.6
2 |
12 —
b 15 —
u u
0.8 —| B
1
0.4 —|
05 —|
0 0
T I T ! I !
20 10 0oX 10 20 20 10 0X 10 20
Sekil 2.6 M = 4, q = 32 igin |sech(z)]
27 t=0.1 27 t=02
2 — 16 —
15 — 12 —
u u
1 08 —|
05 —| 04 —|
0 0
T I T ! T I T !
20 10 oX 10 20 20 10 0X 10 20
25 — 2 —
°7] t=04 t=0.6
2— 16 —
15 — 12 —
u u
1 08 —|
05 —| 0.4 —|
0 0 —
T I T !
-20 10 oX 10 20 20 -10 oX 10 20

Sekil 2.7 M = 5, ¢

= 50 igin |sech(z)]

49
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2
(1.65) baslangic sart1 segimiyle analitik degerleri C; = 2,Cy = 3 (1 — q) olarak
hesaplanan korunum sabitlerinin sayisal degerleri Tablo 2.5 ve Tablo 2.6’da veril-
mistir. Tablolara gore C'; degerleri sabit kalmakta, C5 degerleri ise zaman arttikca

degisiklik gostermektedir.

Tablo 2.5: h = 0.03, At = 0.005, ¢ = 32 igin korunum sabitleri

A=0 A =0.0123
Zaman 4 Cy Zaman 4 Cy
0 2 | —20.667 0 2 | —20.667
1 2 | —20.612 1 2 | —20.667
2 2 | —20.631 2 2 | —20.664
3 2 | —20.536 3 2 | —20.475
4 2 | —20.531 4 2 | —20.369
5 2 | —20.503 5 2 | —20.486
Analitik deger | 2 | —20.667 | Analitik deger | 2 | —20.667
Tablo 2.6: h = 0.03, At = 0.005, ¢ = 50 icin korunum sabitleri
A=0 A =0.07654
Zaman 4 Cy Zaman 4 Cy
0 2 | —32.667 0 2 | —32.667
1 2 | —31.160 1 2 | —32.667
2 2 | —31.457 2 2 | —32.738
3 2 | =31.401 3 2 | —32.769
4 2 | —31.390 4 2 | —32.780
5) 2 | —31.452 5) 2 | —32.748
Analitik deger | 2 | —32.667 | Analitik deger | 2 | —32.667
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2.4 Sonug

Bu boliimde, NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmak icin, genisletilmisg
kiibik B-spline kolokeysin yéntemi kullanilmigtir. NLS denklemi reel ve sanal kisim-
larina ayirildiktan sonra iki denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilmistir.
Zaman ayrigimi i¢in i¢in Taylor seri acilimi, konum ayrigimi iginse genigletilmis kiibik
B-spline kolokeysin metodu kullanmilmigtir. Elde edilen denklem sistemi 2N + 2
denklem, 2N + 6 bilinmeyenden olugsmaktadir. Denklemin ¢oziilebilmesi igin denk-
lem sayisi ile bilinmeyen sayisinin esit olmasi gerektiginden, NLS denkleminin sinir
sartlar1 kullamilarak bazi bilinmeyenler elimine edilerek sistem coziilebilir hale geti-
rilmigtir. Daha sonra da Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziime gidilmistir.

Niimerik ¢oziimlerin dogrulugu test problemleriyle kontrol edilmistir. Niimerik
¢oziimler, serbest parametre olan A nin sifira esit oldugu ve sifirdan farkli oldugu
degerler icin ayr1 ayr1 hesaplanmig ve bulunan sonuclar karsilagtirilmigtir. A\ degeri
sifira esit alindiginda yontemimiz kiibik B-spline kolokeysin yontemiyle ayni sonuglari
vermektedir. Dolayisiyla farkl test problemleri ve farkli parametreler icin kiibik
B-spline kolokeysin yontemiyle, genisletilmig kiibik B-spline kolokeysin yontemi a-
rasinda kargilagtirma yapma imkanina kavusulmustur.

Ik test problemi olan solitary dalga coziimiinde, A = —0.00152 icin elde edilen
hata normlarinin degerlerinde, A = 0 durumundakine gore kiigiilme oldugu, dolay:-
siyla genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin
yontemine gore biraz daha dogru sonuclar verdigi soylenebilir. Analitik ve niimerik
¢oziimleri daha iyi kiyaslayabilmek icin cizilen hata grafiklerine bakildiginda, olusan
maksimum hatanin o anda olugsan dalganin tepe noktasina karsilik gelen konum
degeri civarinda olustugu gozlemlenmistir.  Grafiklere bakildiginda, soliton dal-
gasinin zaman icerisinde seklinde ciddi bir bozulma olmadan ilerledigi, yani genis-
letilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, dalganin hareketini iyi modelledigi
goriilmiigtiir. Korunum sabitlerinin sayisal degerleri incelendiginde ise genisletilmis
kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile birbirine
yakin sonuclar verdigi goriillmiigtiir.

Ikinci test problemi olarak, iki soliton dalgasmin carpigsmasi problemi alinmistar.
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Cizilen grafikler incelendiginde, dalgalarin carpigsma 6ncesindeki sekillerini ¢arpigma
sonrasinda da biiyiik oranda koruduklar: goriilmiigtiir. Yani yontemimizin bu test
problemini de iyi bir sekilde modelledigi soylenebilir. Korunum sabitlerinin deger-
leri incelendiginde ise, genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik
B-spline kolokeysin yontemine gore analitik degerlere biraz daha yakin sonugclar
verdigi goriilmiistiir.

Uciincii test problemi olarak soliton dalgasinin dogusu incelenmistir. Grafikler
incelendiginde zaman ilerledikce dalganin seklini biiyiik oranda korudugu, korunum
sabitlerinin degerleri incelendiginde ise, genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yon-
teminin, kiibik B-spline kolokeysin yontemine gore, Cs sabiti i¢in, analitik degere
daha yakin sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

Dordiincii test problemi olarak alinan, hareketli soliton dalgasinin dogusu prob-
lemine ait olan grafikler incelendiginde, zaman ilerledikce dalganin seklini biiyiik
oranda korudugu; korunum sabitlerinin degerleri incelendiginde ise, her iki yontemde
de (] degerinin zaman ilerledikge, analitik ¢oziime yakin olan degerini korudugu,
(5 degerlerinin ise degigkenlik gosterdigi tespit edilmigtir.

Beginci test problemi olarak, bagli durumlu solitonlar alinmigtir. A nin sifirdan
farkli oldugu hallerde korunum sabitlerinin, analitik degerlerine daha yakin deger-
ler aldigi, yani genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline

kolokeysin yontemine gore, problemi daha iyi modelledigi soylenebilir.
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BOLUM 3
KB VE RB DENKLEM SiSTEMLERININ GENISLETILMIS KUBIK

B-SPLINE TAYLOR KOLOKEYSIN YONTEMIYLE COZUMLERI

Bu boliimde KB ve RB denklem sistemlerinin, B-spline kolokeysin metoduyla
sayisal ¢oziimleri aragtirilmig, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu, ikiser adet test prob-

lemi i¢in Ly ve Ly hata normlar1 hesaplanarak kontrol edilmistir.

3.1 KB Denklem Sisteminin Sayisal Coziimii Icin Genisletilmis Kiibik
B-spline Taylor Kolokeysin Metodu

3.1.1 Zaman ayrisimi

(1.69-1.70) denklem sistemi

v+ ug + (vu), = 0, (3.1)
1
(u — —um) + vy +uu, = 0. (3.2)
3 t
seklinde diizenlenir ve
1
P=u= Sla (3.3)
secilirse
v+ Uy + (vu), = 0, (3.4)
P+ vy +uu, = 0. (3.5)
seklinde bir sisteme doniigiir. v+ ve p"*! terimleri asagidaki sekilde Taylor serisine
acilirsa
n+1 n n At2 n 3
v = v + At (Ut) + T (Utt) + O (At ) (36)
n+1 n n At2 n 3
D = p"+ At(p)" + 5 (pr)" + O (At ) (3.7)

elde edilir. (3.6-3.7) egitliklerinde v}, ve p}. ifadelerinin yerine

n+1 n
" v — (v
Uy = (v At (v) ) (3.8)

n+1 n
n p — P
Py = (p) AL () (3.9)
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yaklagimlar1 yazihip gerekli diizenlemeler yapilir ve O (At?) terimi ihmal edilirse

At

,Un-i-l > (Ut)n+1 — " + 7 (Ut)n (310)
At n . At n
it — - (1) = + - (pe) (3.11)

esitliklerine ulagilir. (3.10-3.11) esitliklerinde sirasiyla p yerine (3.3) ifadesindeki

esiti, v; ve p; yerine de (3.4-3.5) ifadelerindeki esitleri yazilhip gereken diizenlemeler

yapildiginda
At At
Un+1 + - (1 + Un-‘r].) u;b"rl _|_ —Un+1vg+1
2 2 9
At At (3.12)
=" — 7 (1 + 'Un) ug — TUnU;Z
unJrl + gunJrlunJrl _ lunJrl + ganrl
At 1 At (3:.13)
=u" — —uul — zul,. — —vUy
2 3 2

seklinde zaman ayrisimi yapilmis olan KB denklem sistemi elde edilir.

3.1.2 Konum ayrisimi

I U T S , 1

a; = 247 Gy = 127 az = asp, 1 — 2h7
1 24+ A 24\

S AT g 2T o aTe

ve O = p,, + lopmolmak iizere, u(x,t) ve v(z,t) fonksiyonlar: sirasiyla p,, ve o,

parametreleri cinsinden yazilirsa

n o __ n n n
Uy, = 1Py, 1 + A20p, + a3Pm+1>

Uy, =10y, 1+ a0, + a3o,;, o,
Uz), = D1pr, 1+ b3pr, 1, (3.14)

— n n

(
(
(
(

n o __ n n n
u$$)m - Clpm—l + C2pm + C3pm+17
n
Vza ) m

J— n n n
= C10,, 1+ C20,, + C30,,.4,

elde edilir. (3.12-3.13) denklem sisteminde (3.14) degerleri yerlerine yazilirsa

At At
gml =" — 7 (1 + ’Un) U;L — TUnU;L
Epp = U — —uu” — tu, — —"



olmak tizere,
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At At
p%tll (617 (1 + ’Un+1)) + O'Z:__ll (al + 617u"+1) +
Pt (0) + o (az) + (3.16)
At At
Py (537 (1 +Un+1)) +onth (a3 + b37un+l) =&m
At 1 At
pz:r_ll (Gl + bl—u”H — 561) + O'Z;r_ll <b17) +
n+1 1 n+1
P (G2 = ge2 | +op(0)+ (3.17)

At 1 At
Pty <G3 + b37un+1 - §C3> +omth <b37) =&mo

denklem sistemi elde edilir. (3.16-3.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6
bilinmeyenden olugmaktadir. Sistemin ¢oziilebilir olmasi i¢in, denklem sayisi ve bi-

n+41 n+1 n+1 n+1
1,0

linmeyen sayisinin esit olmasi gerektiginden, p "1, PN Ve oyl parametreleri

siir gartlarn kullanilarak yok edilmelidir. Buna gore, (1.74-1.76) sinir sartlarindan

u(xo, t) uy = a1 p"tt + ang—H +agpt,
v(xg, t) vo = a1o" T + apot T + azot

u(zy, 1) un = a1pit +agpitt + azpitl,
v(@N, ) vy = a10§Y + agdoy + agcf?;-rkll

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
ot p (uo — azpf™ — aspit') (3.18)
1
ot a (Uo — azott — a30?+1) ; (3.19)
7 1 T T
PNJF+11 3 (UN — G2PN+1 - a1pN+_11) , (3.20)
1
07\/111 a_3 (UN - GQU?VH — a107]§/t11) (3.21)

esitlikleri elde edilir. (3.16-3.17) denklem sisteminde p"1', o"1", pit} ve o'k} para-

metreleri yerine, (3.18-3.21) esitlikleri kullamldiginda denklem ve bilinmeyen sayilari
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2N + 2 olur. Boylece (3.16-3.17) denklemleri z,,, m = 0,1,..., N boliinme nokta-

larinda

aop = b1% (1 + v”“) ,
agy = aj+ blgun“,
az = 0,
Qo3 = 02,
Qos = b3% (1 + U"H) ,
ags = az+bs %u”“,
At 1
ayp = GthZh?UnH 3
ailx = 517,
B 1
aiz = Qa2 — 5027
a3 = 0,
At 1
VIS G3th37un+l 3%
a5 = 537

olmak {izere,

m = 0 igin

a2\ p1 a3\ n+1 a2\ p+1
Qo2 — Ggo— | Py + | Goa —ago— | p1 + | @03 — ap1— | 09
aq ax ay

as n+1 n 1 n
+( aos — apn— | 01" = &1 — Goo—T) — Ao1— S,
a1 a a1

Q2 n+1 a3 n-1 Qg n+1
a2 —ap— | pg tlaus—awo— | p1 + | a3 —an— | oy
aq (0%} gy

a3 n+1 n 1 n
+las —an— | ol =&, — ao—"y — a11—35
(651 (651 (651

m =1 i¢in

n+1 n+1 n+1 _
agopy "+ aoioy T 4 aepy” 4 o301 + apapy + ags02 = &1,
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n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l
apy T Fanoy T+ aep]T Fa3o]T +aupy +ais05" T =&,
(3.22)

m =N — 1 icin

n+1 n+1 n—+1 n+1 n—+1 n+1 __
Ap0PN o T Q010N + Q2PN 1 + Q030 N1 + AoapN + Qo0 N = &t

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 __
10PN _y + 110 N5 + Q12PN + a130N; + aapy’ + a150NT = o

m = N igin
a1\ i1 a1\ nt1
(CLN—LO - GN—1,4a—) Pyt lan-11— CLN—1,5a— On_1 T+
3 3

a2\ n1 a2\ i1
aN-12 —aN-14— | Py + | GN-13 —aAN-15— | Opn
as as
1

n n
= &m1 —AN-14—TN —AN-15—SN
(0%} Qs

a1\ 41 ai n+1
ano —aNsa— | Py + | GN1 —ans— | O +
a3 as

a a
(aNZ — GN4—2) PR/H + (@N3 — CLN5—2> 07\;“
as as
= — aNg—T N — AN5—S
m2 N4 TN T ANS SN
formunda acik olarak yazilabilir. (3.22) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2
bilinmeyenden olusan 6 siitiin elemanli bir sistemdir ve Thomas algoritmasi kul-
lanilarak coziilebilir. ~ Thomas algoritmasimin kullanilabilmesi igin sistem lineer

olmalidir.  Lineerlegtirme icin (2.21) ile verilen iterasyon bagmntis1 kullanilmigtir.
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parametresi hesap-

lanmis ve 6" parametresinin n + 1. zaman adimindaki degeri icin yeni bir yaklagim

yapilmigtir. Bu iglem programin calismasi bitene kadar tekrarlanmistir.

KB denkleminin genisletilmis B-spline kolokeysin metodu ile sayisal ¢oziimii

aragtirilirken elde edilen (3.22) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin,

0 0 0 0 0 0 0 0
(/0—17 Pos- -5 PN pN+1) ve (0-717 Ogs---H 0N UN+1)

baglangic vektorlerinin bulunmasi gereklidir.

3.1.3 Baslangi¢ durumu

Baglangig vektorleri, (1.78 ve 1.79) baglangi¢ sartlari ile bulunabilir.

(1.26) yaklagik ¢oziimii, t = 0 zamaninda

N+1
Un(2,0) = Uy = Z Epn(z)p),,

m=—1
N+1

Un(2,0) = U= En(2)dd,

m=—1

Bunun igin

(3.23)

(3.24)

formunda yazilir. (3.23-3.24) esitliklerinde, wu,,(z,0) ve v, (x,0) degerleri, (1.78 ve

1.79) baslangig sartlarindan bilindiginden, p2, ve 0¥ degerleri bulunabilir.

[k olarak, (3.23) esitligi acik olarak yazilirsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-

lemden olusan
pLy +4pg + P} = uo,
po +4p) + py = uy,

p(])\/fl + 40?\/ + IO(Z)V+1 = un

sistemine ulagilir. (1.75) sinr sartlarindan

' (29,0) = ug = bip?y + bgpt,
1 |
p(ll = b (Uo - b3p(1)>
1
ul(‘rN? 0) = ulN = blp(])Vfl + b3p?\f+17

]. ]
p?\H—l = E <uN - blp?\f—l)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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yazilarak, p®, ve p%; bilinmeyenleri (3.25) sisteminden yok edilir ve gerekli diizen-

lemeler yapilirsa

b3 - . i ay
2\ Ty, P to — U
1
0
ai as as P1 U1
0
ax az a3 P2 U2
0
ap Qs as PN-2 UN—2
0
ai Qg as PN-1 UN-1
b1 0 _ sy,
a; —ag— as PN Un b U pny
B b3 1 - - - 3
(3.28)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziildiigiinde

0 0 0 0
Pos P1s -+ PN—-1) PN

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (3.26-3.27) esitliklerinde kullamlmasi ile de p°; ve

0% 41 bilinmeyenleri hesaplanmig olur. Boylece p parametresi igin

(p(ib pga s 710(])Va p?\f—i-l)

baglangic vektorii elde edilir.
Benzer sekilde, (3.24) esitligi agik olarak

0 0 0 __
o, +4oy+ 0] = v,

0 0 0 _

(3.29)

0 0 0 —
O-N71+40-N+O-N+I_UN

seklinde yazildiginda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olugan bir sistem elde

edilir. 0?; ve 0%, bilinmeyenleri, (1.77) siur sartlarindan

V' (20,0) = vy =0bo’, +bso?,
T bil (vb - ng?) (3.30)
V' (zn,0) = vy =bioN |+ 530(1]v+17
o = g (= o) 331)
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seklinde hesaplanir ve (3.24) sisteminde yerlerine yazihip gerekli diizenlemeler yapi-

lirsa
[ bs 1 ¢ . [ a ]
1
" (ag b % 0T
aq (05} as 0'(1) (%1
0
aq Qo Qs 09 (%)
0
a1 Qo as ON_2 UN—2
0
aq (05} as ON_1 UN-1
bl 0 as
a; — agb— as | N ] UN — b—SUN
L 3 _ - -
(3.32)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse

0 0 0 0
09;01,---,0N_1,0N

bilinmeyenleri ve (3.30-3.31) esitliklerinin de kullamlmasiyla 0°; ve 0%, degerleri

bulunur. Boylece o parametresi i¢in

0 0 0 0
(0-—1’0—07"'70-N70-N+1)

baslangi¢ vektorii hesaplanmis olur.

Baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla elde edilen baglangic vektorleri sayesinde,
n = 0 i¢in (3.22) denklem sistemininin sag tarafindaki tiim degerler artik bilin-
mektedir. Sol kistmdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmasi ile hesaplanabilir.
Sonraki zaman adimlarinda, bir 6nceki zamanda bulunan degerlerin kullanilmasiyla,
istenilen zamandaki KB denkleminin sayisal ¢oziimiine ulagilana kadar iterasyona

devam edilir.
3.1.4 Test problemleri

3.1.4.1 Tlerleyen dalga ¢6ziimii

(1.81) ilerleyen dalga ¢oziimii; genligi 1, hizi 1/3 olan, tepe noktasi x = 0 nok-
tasina karsilik gelen bir ilerleyen dalganin soldan saga dogru hareketini modelle-

mektedir. Program,—20 < z < 30 konum arahginda, N = 1000 ve cesitli At
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degerleri igin t = 5 zamanina kadar galigtirilmis, v(z, t) ve u(x,t) degerlerinin sayisal
sonuglar: bulunarak, Tablo 3.1 ve Tablo 3.2’de hata normlarinin degerleri verilmistir.
Tablo 3.1’den goriildiigii gibi A nin farkli degerleri secildiginde At = 0.005 i¢in hata
normlarinin degerlerinde azalma olmakta, diger zaman adimi se¢imlerinde ise hemen

hemen ayni gelmektedir.

Tablo 3.1: ¥, icin N = 1000 ve —20 < x < 30 olmak tizere t = 5 zamanindaki hata

normlarinin kiyaslanmasi

At | Ly x 105 | Ly x 10° A At | Ly x 105 | Lo, x 10°
0.5 0.000000 | 0.000000 |-0.0332 | 0.5 0.000000 | 0.000000
0.05 | 0.000000 | 0.000000 | -0.00197 | 0.05 | 0.000000 | 0.000000
0.005 | 0.000006 | 0.000002 | -0.0017 | 0.005 | 0.000000 | 0.000000

O | O || O | >

Tablo 3.2 incelendiginde ise A nin farkh degerler almasi durumunda hata norm-
larinin degerlerinde fazla degisme olmadigl, yani genisletilmis kiibik B-spline ko-
lokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile yakin sonuglar verdigi

soylenebilir.

Tablo 3.2: U, icin N = 1000ve —20 < x < 30 olmak iizere £ = 5 zamanindaki hata

normlarimin kiyaslanmasi

At | Ly x 1000 | Ly x 1000 A At | Ly x 1000 | Ly x 1000

0.5 10.310526 | 9.915176 -0.0339 | 0.5 3.182846 | 2.279022

0.05 | 0.642989 | 0.631048 -0.00197 | 0.05 | 0.289269 | 0.206695

o | O | O | >

0.005 | 0.560242 | 0.551502 -0.0017 | 0.005 | 0.254152 | 0.182177
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Sekil 3.1’de tam ¢oziim ile sayisal ¢oziim arasindaki farkin modiilii grafiklerle
gosterilmigtir. Hata grafikleri v(x,t) ve u(x,t) ¢oziimleri igin ayr1 ayr1 verilmistir.
Sekil 3.1’de v ve w ile analitik ¢oziimler, v, ve u,, ile de sayisal ¢oziimler gosteril-
mektedir. Sekilden maksimum hatanin, v(z,t) fonksiyonu igin 1.8 x 1076, u(x,t)

fonksiyonu i¢in 1.8 x 10~* oldugu goriilebilir.

2E-006 — 0.0002 —

0.00016 —|

0.00012 —|
u

8E-005 —

4E-005 —|

0
' I I ' I

-20 0 X 20 40

lv(z,5) — v (z,5)| x 108 lu(z,5) — up(x,5)]

Sekil 3.1: N = 1000, At = 0.005, A = —0.0017 ve —20 < x < 30 i¢in t = 5 zamanindaki

Mutlak Hata:‘Analitik ¢oziim — Sayisal (;ijzﬁm’

Sekil 3.2’de, N = 1000, At = 0.005 ve A = —0.0017 i¢in, —20 < x < 30 konum
araliginda, ¢ = 0.0,¢ = 5.0,¢ = 10.0,¢ = 15.0 zamanlarinda elde edilen ilerleyen
dalga ¢oziimleri verilmigtir. v(x,t) ,—1 sabitine egit oldugu i¢in grafigi ¢izilmemigtir.
Grafikte goriildiigii gibi, ¢ = 0 aninda tepe noktasi x = 0 konumunda olacak sekilde
harakete baglayan bir dalga, ¢t = 15 zamaninda tepe noktasi x = 5 civarinda olacak

sekilde bir bozulma olmadan = ekseninde soldan saga dogru haraket etmektedir.
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1T t=0.0 17 t=5.0

20 4 X 20 40 20 0 X 20 40

7 t=10.0 T t=15.0

Sekil 3.2 N = 1000, At = 0.005 ve A = —0.0017 ,—20 < x < 30 icin sayisal ¢oziimler

3.1.4.2 Iki ilerleyen dalganin carpigsmasi

(1.93) ile verilen baglangig sart1 Sekil 3.3’de ¢izilmigtir. Sekilden de goriildiigii
gibi, genlik degeri 3 olan biiyiik dalganin tepe noktasi x = 0 konumuna ve genlik

degeri 1 olan kiiciik dalganin tepe noktasi ise z = 10 konumuna kargilik gelmektedir.

o
I T I |

-20 0 X 20 40

Sekil 3.3: £ = 0 aninda dalgalarin durumu
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*7 t=10.0 :7 t=120

2 — 2

u u

1 1

0 T T T T T 1 ° T T T T !
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40

7 t=13.0 7 t=14.0

2 — 2

u u

1 — 1

° \ ‘ \ 1° \ ‘ \ \
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40

7 t=17.0 ®7] t=25.0

2 — 2

u u

1 1

° \ \ e \ ‘ \ ‘ \
20 0 X 20 40 20 0 X 20

40

Sekil 3.4: N = 1000, At = 0.005, A = —0.0017 ve —20 < 2 < 30 icin ilerleyen iki

dalganin ¢arpigmasi

Sekil 3.4, N = 1000, At = 0.005 ve A\ = —0.0017 ve —20 < z < 30 degerleri
icin, t = 10.0,¢ = 12.0,¢t = 13.0,¢t = 14.0,¢t = 17.0,¢ = 25.0 zamanlarinda ilerleyen
iki dalganin carpigmasin gostermektedir. Sekil 3.4’de goriildiigii gibi, ayn1 yonde
harekete baglayan iki dalgadan, hizli olanin 6ndeki olan yavas dalgaya yetismesi ile
carpigsma basglamig ve bir siire sonra hizli dalganin 6ne ge¢mesi ile de ¢arpigsma sona

ermigtir. Ayni zamanda dalgalarin gekillerinde ve genliklerinde, ¢arpigma éncesi ve
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carpigma sonrasinda ciddi bir bozulma olmadigr da goriilmektedir.

3.2 RB Denklem Sisteminin Sayisal Coziimii I¢in Genisletilmis Kiibik
B-spline Taylor Kolokeysin Metodu

3.2.1 Zaman ayrisimi

(1.72-1.73) denklem sistemi

1
(v — évm> + u; + (vu), = 0, (3.33)
t
1
(u - éu”) + v, +uu, = 0. (3.34)
t
seklinde diizenlenir ve
1
k = v— gvm (3.35)
1
I = u— éum (3.36)
secilirse
ki + uy + (vu), = 0, (3.37)
ly + vy, +uu, = 0. (3.38)

seklinde bir sisteme dontistir. k"™ ve ["*! terimleri asagidaki sekilde Taylor serisine

acilirsa
n+1 n n AtQ n 3
k = K"+ At (/ft) + T (ktt) + 0 (At ) (339)
n+1 n n At2 n 3
l = "+ At ()" + - (I)" + O (At?) (3.40)

elde edilir. (3.39-3.40) esitliklerinde £}, ve [}, ifadelerinin yerine
(kt)n—i-l . (kt)n

K ~ : (3.41)
n (l )”+1 — (l )n
AN # (3.42)

yaklagimlar1 yazihip gerekli diizenlemeler yapilir ve O (At?) terimi ihmal edilirse

At At

gt > (k)" = k" + < (k) (3.43)
At LAt

ln+1 - 7 (lt) 1 — l + 7 (lt) (344)
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esitliklerine ulagilir. (3.43-3.44) esitliklerinde sirasiyla k ve [ yerine (3.35-3.36)
ifadelerindeki esitleri, k; ve l; yerine de (3.37-3.38) ifadelerindeki egitleri yazilip

gereken diizenlemeler yapildiginda

un-i—l + Atun—i-lun-i-l _ lun—f—l + Atvn—i-l
At 1 At (3.45)
=y — Tyt — oyt — T

t 1 At At
/Un-‘rl + 5 un+1v;1+1 évg;rl <7 4 5 U?’L+1> u’fxl-‘rl
At 1 At At (3.46)
=" — —u"} — v — | —=— + —=v" | u,
2 6 2 2

seklinde zaman ayrisimi yapilmig olan RB denklem sistemi elde edilir.

3.2.2 Konum ayrisimi

4 84 A B po_

a1 = 24 , Q2 = 12 , ag = ai, 1 — 2h7
1 2+ A 2+ A

b3:ﬁ’ ClZW, C2 = — nz €1 = C3.

ve 0y = p,, + @0, olmak iizere, u(z,t) ve v(x,t) fonksiyonlar sirasiyla p,, ve o,

parametreleri cinsinden yazilirsa

n o __ n n n
Uy, = 1Py + 20, + a3Pm1s

n __ n n n
Uy, = 10, 1 + G20, +a30,, .4,

Z = bipp,_1 + b3P7n+1, (3 47)

— n n
= bioy, 1 +bsoy 4,

(ta)
(vz)

(Uoa) = C1Pp—1 + C2Ppy, + C3P7 11
(V2)r,

— n n n
Vg )y = C10 1 T C20,, + C30 11,

elde edilir. (3.45-3.46) denklem sisteminde (3.47) degerleri yerlerine yazilirsa

n n n,n ugw
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olmak tizere
Pl <CL1 + 51%’&"“ — %) + o™t <71)1> -+
n-+1 < @) Fom(0) 4+
o )T om (3.49)

¢ At
P <a3 + by urt! g) + o <753> =&m

" At At . At c1
prth (7 + 5V +1> by + o™ (al + b17u wtl E) +

n+1 n+1 G2
P (0) + o (az - g) + (3.50)

At At At
antll (7 + — 5 ”“) bs + Jm+1 (CL3 + 5377/1“ 3) = Em2

denklem sistemi elde edilir. (3.49-3.50) denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6
bilinmeyenden olugmaktadir. Sistemin ¢oziilebilir olmasi i¢in, denklem sayis1 ve bi-
linmeyen sayisimn esit olmasi gerektiginden, p"1', o™, pitY ve o'yt parametreleri

siir sartlarn kullamlarak yok edilmelidir. Buna gore, (1.74-1.76) sinir sartlarindan

u(zo,t) = ug= aip™ Tt + agpptt + azpt T,
v(xg,t) = vo = a10" T + agol ™t + azot,
w(zy,t) = uy =apith + ap + GSP?VTD
v(zn,t) = vy =aon 1 + agdo’y’ Ty aga’]‘jjrll

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

pit = o (uo — azpg™ — aspi ™), (3.51)
1
ot = o (vo — agog™ — azottt), (3.52)
7 1 n+ n
PN = =3 (un — azp™ — arpii™) (3.53)
1
‘7?/111 = a5 (UN — a0t — ala’ﬁll) (3.54)

esitlikleri elde edilir.  (3.49-3.50) denklem sisteminde p"1', 01!, pith ve ot}

parametreleri yerine, (3.51-3.54) esitlikleri kullamldiginda denklem ve bilinmeyen
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sayilar1 2N + 2 olur. Boylece (3.49-3.50) denklemleri x,,, m = 0,1,..., N boliinme

noktalarinda
At C1
agy = ay+b—u"tt— =
00 1 1 5 6
At

Qg1 = 751,

Co
Qo2 = dAag — E’
aps = 0,

At C3
aps = az+bg—u"tt — =2
04 3 3 9 6

At
Qo5 = 753,
At At
aypy = — +—u"t
10 9 5
@11 = Qoo,
a2 = 0,
13 = Qop2,
Q14 = Q0
Q15 = Qap4

olmak iizere ,

m = 0 i¢in

a2 n+1 as n+1 az n+1
Qo2 — @go— | Py + | Goa —ago— | p1 + | G0z — ap1— | 09
ar ay ai

as n+1 n 1 n
+( aos — api— | 07" = &1 — Goo—T) — Ao1— S,
ai ay a1

az\ i1 s\ .41 Q2 n+1
a2 —a1o— | pg T \@s—awo— | p;  +|a3—an1— )0y
Qq Qy o

a3 n+1 n 1 n
+(ais —an— | oy =&, — 10—y — a11—35
aq aq 03]
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m =1 i¢in

n—+1 n+1 n—+1 _
agopy T+ aoiog + apepy’ T A+ @301 + Goapy + G502 = & s

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l
apy Fannoy T Faep] +azolT +awps T+ a505 0 =&,

(3.55)

m =N — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l __
Ap0PN o T Q010N o + Qo2p N1 + G030 N1 + AoapN + aos0N T = &t

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l __
10PN g T Q110N + a12p N1 + a130 N + aupy’ + a0y =&,

m = N igin
a1 n+1 ay n+1
(aN—l,o - GN—1,4a—) Pyt lan-11— CLN—1,5a— On_1 Tt
3 3

a2\ nt1 a2\ i1
GN-12 —aN-14— | Py T | an_13 —an—15— | Oy
as as

n n
= &m1 —AN-14—TN —AN-15—SN
(0%} Qs

a1\ 41 ai n+1
aNo —aN4a— | Py + | GN1 —aNs— | O +
as as

a2\ 41 az n+1
an2 —ans— | Py F | ans —ans— | Oy
as as

1 n 1 n
= &m2 — N4 TN T ANS Sy
formunda acik olarak yazilabilir. (3.55) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2
bilinmeyenden olusan 6 siitiin elemanli bir sistemdir ve Thomas algoritmas1 kul-

lanilarak coziilebilir.  Thomas algoritmasinin kullanilabilmesi igin sistem lineer
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olmalidir.  Lineerlegtirme icin (2.21) ile verilen iterasyon bagmtisi kullanilmigtir.

n+1 parametresi hesap-

(2.21) bagintist her zaman adiminda iki kez uygulanarak (07)
lannus ve 0" parametresinin n + 1. zaman adimindaki degeri icin yeni bir yaklagim
yapilmigtir. Bu igslem programin calismasi bitene kadar tekrarlanmigtir.

RB denkleminin genigletilmis B-spline kolokeysin metodu ile sayisal ¢oziimii

aragtirihirken elde edilen (3.55) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin,

0 0 0 0 0 0 0 0
(10—17 Pos -5 PN> pN+1) ve (0-—17 Ogs---H 0N UN+1)

baglangic vektorlerinin bulunmasi gereklidir.
3.2.3 Baslangic durumu

Baglangig¢ vektorleri, (1.78 ve 1.79) baglangi¢ sartlari ile bulunabilir. Bunun igin
(1.26) yaklagik ¢oziimii, ¢ = 0 zamaninda

U (2,0) = Uy = Z B ()02, (3.56)

m=—1
N+1

Um(2,0) = v, = Z E(2)0?, (3.57)

m=—1
formunda yazilir. (3.56-3.57) esitliklerinde, wu,,(z,0) ve vy, (x,0) degerleri, (3.17 ve
3.18) baglangig sartlarindan bilindiginden, p° ve o9 degerleri bulunabilir.
[k olarak, (3.56) esitligi acik olarak yazilirsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-
lemden olugan
P2+ 40+ pY = o,
P+ 40t + p3 =,

(3.58)
pv_1 40N + P = un
sistemine ulagilir. (1.75) siur sartlarindan
/ _ I 0 0
w(20,0) = wug=0b1p_, + bspy,
L/
1= g (o= bart) (3.59)

U,($N> 0) = U,N = blP(J)\L1 + b3p9\/+17

]. I
Py = by <uN - blﬂ?\hl) (3.60)
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yazilarak, p®, ve p%, bilinmeyenleri (3.58) sisteminden yok edilir ve gerekli diizen-

lemeler yapilirsa

b3 - . i ay
2\ Ty, P to — U
1
0
ai as as P1 U1
0
ax az a3 P2 U2
0
ap Qs as PN-2 UN—2
0
ai Qg as PN-1 UN-1
b1 0 _ sy,
a; —ag— as PN Un b U pny
B b3 1 - - - 3
(3.61)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziildiigiinde

0 0 0 0
Pos P1s -+ PN—-1) PN

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (3.59-3.60) esitliklerinde kullamlmasi ile de p°; ve

0% 41 bilinmeyenleri hesaplanmig olur. Boylece p parametresi igin

(p(ib pga s 710(])Va p?\f—i-l)

baglangic vektorii elde edilir.
Benzer gekilde, (3.42) esitligi agik olarak

0 0 0 __
o, +4oy+ 0] = v,

0 0 0 _

(3.62)

0 0 0 —
O-N71+40-N+O-N+I_UN

seklinde yazildiginda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olugan bir sistem elde

edilir. 0?; ve 0%, bilinmeyenleri, (1.77) siur sartlarindan

V' (20,0) = vy =0bo’, +bso?,
T bil (vb - ng?) (3.63)
V' (zn,0) = vy =bioN |+ 530(1]v+17
o = g (= o) (.60
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seklinde hesaplanir ve (3.57) sisteminde yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

a as — a b—3 [ i [ ar ]
2 3 1b1 0-8 Vo — b—1UO
a1 a9 as 0'[1) U1
0
aq a9 as 09 V2
0
a1 Qo as ON_2 UN—-2
0
aq a9 as ON_1 UN-1
bl 0 as |
a; — agb— Qs | N | UN — E“N
L 3 . - -
(3.65)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse

0 0 0 0
00,01,---,0N_1,0xN

bilinmeyenleri ve (3.63-3.64) esitliklerinin de kullamlmasiyla 0, ve 0%, degerleri

bulunur. Boylece o parametresi i¢in

0 0 0 0
(0'_1,0'0, o ,O'N,O'N_H)

baslangic vektorii hesaplanmig olur.

Baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla elde edilen baslangic vektorleri sayesinde,
n = 0 i¢in (3.55) denklem sistemininin sag tarafindaki tiim degerler artik bilin-
mektedir. Sol kistmdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmasi ile hesaplanabilir.
Sonraki zaman adimlarinda, bir énceki zamanda bulunan degerlerin kullanilmasiyla,
istenilen zamandaki RB denkleminin sayisal ¢oziimiine ulagilana kadar iterasyona

devam edilir.
3.2 4 Test problemleri

3.2.4.1 Ilerleyen dalga ¢6ziimii

Program,—20 < x < 30 konum araliginda, N = 1000 ve cesitli At degerleri icin
t = 5 zamanina kadar cahstirilmis, v(x,t) ve u(xz,t) degerlerinin sayisal sonuclary
bulunarak, Tablo 3.3 ve Tablo 3.4’de hata normlar1 verilmistir. ~ Tablo 3.3’den

goriildiigii gibi A nin farkh degerleri i¢in hata normlarinin degerleri hemen hemen



ayni gelmektedir.

kolokeysin yontemleri birbirine yakin dogrulukta sonuclar vermektedir.

Tablo 3.3: ¥, icin N = 1000 ve —20 < x < 30 olmak tizere t = 5 zamanindaki

hata normlarinin kiyaslanmasi

A At | Ly x10° | Lo x 10° A At | Ly x 10° | Lo x 10°
005 0.000000 | 0.000000 | -0.0642 0.5 0.000000 | 0.000000
0 | 0.05 | 0.000001 | 0.000000 | -0.003627 | 0.05 | 0.000001 | 0.000000
0 | 0.005 | 0.000006 | 0.000002 | -0.00297 | 0.005 | 0.000007 | 0.000003
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Yani kiibik B-spline kolokeysin ve genigletilmig kiibik B-spline

Tablo 3.4 incelendiginde ise A nin farkli degerler almas1 durumunda hata norm-

larinin degerlerinde ciddi azalmalar oldugu goriilmeltedir. Bu durumda genisletilmis

kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin yontemine gore

daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

normlarimin degerlerinin azaldigl da gozlemlenmektedir.

Tablo 3.4: U, icin N = 1000ve —20 < 2 < 30 olmak iizere t = 5 zamanindaki hata

normlarinin kiyaslanmasi

Ayrica zaman adim kiigiildiikce hata

A At | Ly x 1000 | Lo x 1000 A At | Ly x 1000 | Lo x 1000
01]0.5 21.938956 | 23.364410 | -0.0642 0.5 5.740425 | 4.839046
01]0.05 |1.335463 | 1.435993 -0.003627 | 0.05 | 0.516358 | 0.439634
0 | 0.005 | 1.144258 | 1.231550 -0.00297 | 0.005 | 0.458834 | 0.369655

Sekil 3.5’de tam coziim ile sayisal ¢oziim arasindaki farkin modiilii grafiklerle

gosterilmigtir. Hata grafikleri v(x,t) ve u(x,t) ¢oziimleri igin ayr1 ayr1 verilmistir.

Sekil 3.5’de v ve u ile analitik ¢oziimler, v, ve u,, ile de sayisal ¢oziimler goste-

rilmektedir.

Her iki grafik i¢in de maksimum hatanin, dalgalarin tepe noktalari

civarinda oldugu gozlemlenmigtir.
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5E-007 —

4E-007 —

3E-007 —

2E-007 —

1E-007 —|

0 ‘ \ ‘ [ T ° 1 ‘ T ‘ \

’U(.’L‘,5) _Um($>5>’ x 10° \u(:z:, 5) —um(x,5)]
Sekil 3.5: N = 1000, At = 0.005, A = —0.00297 ve —20 < x < 30 icin ¢ = 5 zamanindaki

Mutlak Hata:|Analitik ¢oziim — Sayisal gézﬁm|

N = 1000, At = 0.005, A = —0.00297 icin, —20 < z < 30 konum araliginda,
t = 0.0;5.0;10.0; 15.0 zamanlarinda, elde edilen sayisal coziimler Sekil 3.6’da veril-

migtir.
7] t=0.0 T t=5.0
08 —| 08 —|
06 —| 06 —|
u u
02 —| 02 —|
0 0
I I ! I I !
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40
7] t=10.0 17 t=15.0
08 —| 08 —|
06 — 06 —
u u
0.4 —| —
02 —| 02 —|
° ‘ \ ‘ \ ‘ e ‘ \ ‘ \ ‘ 1
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40

Sekil 3.6 N = 1000, At = 0.005 ve A = —0.00297, —20 < x < 30 i¢in

t = 0.0;5.0;10.0; 15.0 anlarindaki sayisal ¢oziimler
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Grafikten goriildiigii gibi, ¢ = 0 aninda tepe noktasi x = 0 konumunda olacak
sekilde harakete baglayan bir dalga, ¢ = 15 zamaninda tepe noktasi x = 5 civarinda
olacak sekilde, x ekseninde soldan saga dogru haraket etmektedir ve geklinde bir

bozulma olmamaktadir.

3.2.4.2 Iki ilerleyen dalganin garpismasi

S

20 0 X 20 40

Sekil 3.7: t = 0 aninda dalgalarin durumu

Sekil 3.7°de (1.97) ile verilen baglangig sart1 ¢izilmigtir. Sekilden de goriildiigii
gibi, genlik degeri 3 olan biiyiik dalganin tepe noktasi x = 0 konumuna, genlik degeri
1 olan kiiciik dalganin tepe noktasi ise x = 10 konumuna karsilik gelmektedir.

Sekil 3.8, N = 1000, At = 0.005, A = —0.00297 ve —20 < z < 30 degerleri
icin, t = 10.0,t = 12.0,¢t = 15.0,t = 16.0,¢t = 17.0,¢t = 25.0,zamanlarinda ilerleyen
iki dalganin ¢arpigmasini gostermektedir. Sekil 3.8 incelendiginde dalgalarin sekil-
lerinde ve genliklerinde carpisma 6ncesi ve ¢arpisma sonrasinda bir bozulma olmadigi

goriilmektedir.
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7 t=10.0 7 t=12.0

2— 2—

u u

1— 1—

0 ‘ \ ‘ \ ‘ e ‘ \ ‘ \ ‘ \
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40

3 3

t=15.0 t=16.0

2— 2—

u u

1 1—

0 o

' I i I ' | ' I T I |

20 0 X 20 40 20 0 X 20 40
_ 3

7 t=17.0 t=25.0

2— 2—

u u

1 1 —

0 ‘ \ ‘ \ ‘ e ‘ \ ‘ I ‘ \
20 0 X 20 40 20 0 X 20 40

Sekil 3.8 Ilerleyen iki dalganm carpismasi

3.3 Sonug

Bu bolimde, KB ve RB denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimiinii aragtirmak icin,
genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi kullanilmigtir. Zaman ayrigimi igin
icin Taylor seri a¢ilimi, konum ayrigimi icinse genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin
metodu kullanilmigtir.  Elde edilen denklem sistemleri 2N + 2 denklem 2N + 6

bilinmeyenden olugsmaktadir. Denklemlerin coziilebilmesi i¢in denklem sayisi ile
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bilinmeyen sayisinin egit olmasi gerektiginden, siir sartlar1 kullanilarak bazi bi-
linmeyenler elimine edilerek sistemler ¢oziilebilir hale getirilmistir. Daha sonra da
Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziime gidilmistir.

Niimerik ¢oziimlerin dogrulugu test problemleriyle kontrol edilmigtir. Niimerik
¢oziimler, serbest parametre olan A min sifira esit oldugu ve sifirdan farkli oldugu
degerler icin ayr1 ayr1 hesaplanmig ve bulunan sonuclar karsilagtirilmigtir. A\ degeri
sifira egit alindiginda yontemimiz kiibik B-spline kolokeysin yéntemiyle ayni sonuglar:
vermektedir. Dolayisiyla farkli test problemleri ve farkli parametreler icin kiibik
B-spline kolokeysin yontemiyle, genigletilmig kiibik B-spline kolokeysin yontemi a-
rasinda karsilagtirma yapma imkanina kavusulmustur.

Ik test problemi olan ilerleyen dalga coziimiinde, RB denklem sistemi icin bu-
lunan sonuclar incelendiginde, A nin sifirdan farkli degerleri i¢in elde edilen hata
normlarinin, A = 0 durumundakine gore daha kiiciik degerler oldugu, dolayisiyla
genigletilmig kiibik B-spline kolokeysin yénteminin, kiibik B-spline kolokeysin yon-
temine gore daha dogru sonuclar verdigi goriilmiigtiir. Ancak KB denklem sis-
temi icin elde edilen sonuglar incelendiginde, kiibik B-spline kolokeysin yoéntemi ve
genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile elde edilen sonuclarin birbirine
yakin oldugu goriilmiistiir. Hata grafiklerine bakildiginda, RB denklem sistemi i¢in
olusan maksimum hatanim, dalganin tepe noktasi civarinda oldugu goriilmiistiir. I-
lerleyen dalgalar1 gosteren grafiklere bakildiginda, dalganin zaman igersinde geklinde
ciddi bir bozulma olmadan ilerledigi, yani genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin
yonteminin, dalganin hareketini iyi bir gekilde modelledigi gozlemlenmigtir.

Ikinci test problemi olarak, iki ilerleyen dalganin carpismas: problemi alinmistir.
KB denklem sistemi i¢in ve RB denklem sistemi icin, ¢izilen grafikler incelendiginde,
dalgalarin carpigma oncesindeki sekillerini ¢arpigma sonrasinda da biiyiik oranda
koruduklar1 goriilmiistiir. Buna gore yontemimizin bu test problemini de iyi bir

sekilde modelledigi soylenebilir.
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BOLUM 4

IKiLi BURGERS DENKLEM SiSTEMININ GENISLETILMIiS
KUBIK B-SPLINE TAYLOR KOLOKEYSIN METODUYLA SAYISAL
COZUMLERI

Bu boliimde Ikili Burgers denklem sisteminin, B-spline kolokeysin metoduyla
sayisal ¢oziimleri aragtirilmig, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu, iki test problemi i¢in

Ly ve Ly hata normlar: hesaplanarak kontrol edilmigtir.

4.1 ikili Burgers Denklem Sisteminin Sayisal C6ziimii I¢in Genisletilmis

Kiibik B-spline Taylor Kolokeysin Metodu

4.1.1 Zaman ayrigimi

(1.100-1.101) denklem sisteminin zaman ayrigimi icin, u™*™' ve v™*! terimleri
Taylor serisine acilirsa
n+1 n n At2 n 3
n+1 n n Atz n 3
v = v+ AN ('Ut) -+ T (Utt) -+ O (At ) (42)

elde edilir. Burada O (At?*) daha yiiksek mertebeden terimleri gostermektedir ve

ihmal edilecektir. wuy, ve vy, nin asagida verilmis olan yaklasik degerleri

(Ut)nJrl — (u,)"

Uy A A7 (4.3)
n+1 n
g o~ - A (v) (4.4)
(4.1) ve (4.2) esitliklerinde yerlerine yazilirsa
u"tt — %u?ﬂ = u"+ %u? (4.5)
"t — %vf“ = "+ %vf (4.6)

bulunur. (1.100-1.101) esitliklerine gore u; ve v; nin degerleri bulunup (4.5) ve (4.6)

de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
At At

t
un—i—l + 7,&;—0—1 (nun—l-l + Oé’Un+1) _ 7,“;;—1 + 70411”“2}?“
At (4.7)

=u" + - (U — MUy — a (wv),)"
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ve

t At At
,Un—i-l + —U;L—H (nvn—i-l + Bun—l—l) _ _UZZ;I + 7

1, n+1
Bty
2 2 v

(4.8)

At N
=" + 7 (Um: — NVV; — 6 (UU)I)

denklem sistemi elde edilir. Bulunan denklemler (1.100-1.101) denklemlerinin za-

man ayrigimi yapilmig halidir.

4.1.2 Konum ayrisimi

4— A 84+ A b 1
a1 = —— Ay = —— as = = ——
1 24 9 2 12 ) 3 1 1 2h7
b 1 2+ A 24+ A

= — Cl = —- Co = — C1 = Ca.
3 2h7 1 2h27 2 h,2 ) 1 3

ve Oy = p,, + 10y, olmak iizere, u(z,t) ve v(z,t) fonksiyonlar: sirasiyla p,, ve o,

parametreleri cinsinden yazilirsa

n o __ n n n
Uy, = Q1,1 + A20p, + a3Pm+1>

n __ n n n
Uy = @10, 1 + G20, + a30,, .4,

Ug) = byp™ 4 b3p” g,
( )m 1Pm—1 3Pm41 (4.9)
(Ua:)nm =bioy, 1+ bsop, 1,
(Uaw)yy, = CLPp 1 + Copiy + C3P 1,
(sz):l = 010'21_1 + 020—,’7?” + 030%_,’_1,
elde edilir. (4.9) egitlikleri, (4.7) ve (4.8) denklemlerinde kullanilirsa
At
. = U+ - (Ugz — ULy — a (uv),)" (4.10)
At

Ema = Uyt o (Um — v, — 3 (uv)x)z

olmak {izere

At

At At
prth (a1 + b17 (nu™*t + qu ) — —01> + o™t <bl

2 2

At At At
Pt (a3 + 637 (nu"*t + ™) — 7¢3> + ol <637au”+1) =&m

(4.11)
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At At At
prtL (b17621"+1> + o™t <a1 + 517 ("t + Bu ) — 701> +

At

P (0) + ot (a2 - 762> + (4.12)

At At At
Pt (%75””“) + ot <a3 + b37 (o™t + purtt) — 703> = &m2

denklem sistemi elde edilir. (4.11-4.12) denklem sistemi 2N + 2 denklem
2N + 6 bilinmeyenden olugsmaktadir.  Sistemin ¢oziilebilir olmasi igin, denklem
sayisi ve bilinmeyen sayisinim esit olmasi gerektiginden, p™1!, o"1!, p?Verll ve 07}\;;11

parametreleri siir gartlar1 kullanilarak yok edilmelidir. Buna gore, (1.104-1.107)

sinir sartlarindan

u(wo,t) = arp"i +agpy ™ + aspi ™,
’U(SL'(], t) = CZIUiJlrl + G20'8+1 + a30?+1,
wzn,t) = apy +aspi + aspi,
v(rn,t) = a0+ axdott + agaﬁ,trll

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
Pt o= o (ulwo,t) — azppt — aspi ™) (4.13)
1
UTfl = &—1 (U(l“o, t) — GQUSH — a307f+1) , (4.14)
T 1 7 7
P = o (u@nt) —aap = apth) (4.15)
1
o = @ (v(xn, t) — agoitt — arot) (4.16)

esitlikleri elde edilir.  (4.11-4.12) denklem sisteminde p"7', o”"7', pitY ve ot
parametreleri yerine, (4.13-4.16) esitlikleri kullamldiginda denklem ve bilinmeyen
sayilar1 2N 42 olur. Boylece (4.11-4.12) denklemleri, x,,, m = 0,1,..., N boliinme

noktalarinda

At
agp = a1+ bl? (’I]U,n—‘rl + OZ’Un+1) — — (1,

At
apy = bl —Oé'UJnJrl,

2



olmak {izere ,

JAN?
Qo2 = G2 — 702,
aps = 0,
AN At
1 1
ags = a3+ b3— (nu"+ + OéUn+ ) — —Cs,
2 2
AN

o n+1

Qo5 = 5370416 )
At

_ n+1
10 = 51750 )
a1 = Qoo,
a;p = 0,
13 = Q4p2,
aisa = aio,
a5 = a1

m = 0 i¢in
az \ npi1 as\ n41 az n+1
Qo2 — @go— | Py + | Goa —aoo— | p1 + | Go3 —ap1— | 09
ai a1 ai

as n+1 n 1 n
+( aps —apn— | 07" =&, — Goo—T) — o1 —Sy,
ai ay a1

A2\ 1 a3\ nt1 @2\ 11
a2 —a1p— | pg T \@s—awo— | p;  +|a3—an1— )0y
651 (651 (631

(0%} n+1 1 n 1 n
+ | ais —aj1— 01 = £m2 — Q10— Ty — A11—9S
aq aq aq

m =1 i¢in

n+1 n+1 n+1 _
agopy +aoiog T+ agepy’ T + ao3o1 + Goapy + a2 = s

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l __
Py Fanoy T Faep]” T Fazo] +aupy +ais05" T =,

81
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(4.17)

m = N — 1 igin

n+1 n+1 n—+1 n+1 n+1 n+1 __
Ap0PN o T Q010 N + Q2PN 1 + Q030 N1 + GoapN + a0 N = &t

n+1 n+1 n+1 n+1 n+41 n+l __
a10pN_y T a110N 5 + a12pN" ) + a130N" + aupy’ +aisoy T =&

m = N igin
a1\ nt1 a1\ nt1
(GNLO - GN1,4a—) Pt lanv-11 — &N71,5a— On_1 T
3 3

a2\ 41 2\ pt1
aN-12 —aN-14— | Py T aNn_13—an_15— | Oy
as as

n n
= &m1 —AN-14—TN —AN-15—5N
a3 a3

a1\ 41 a1\ n41
(aNO - GN4—) Py_1 T {an1 — aN5a_ On_1+
3

a3
a2\ 41 a2\ p+1
aN2 —ansa— | Py T | an3 —ans— | O
a3 as
1 1
n n
= &ma — AN4—TN — GN5—SN
a3 as

formunda acik olarak yazilabilir. (4.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2
bilinmeyenden olusan 6 siitiin elemanli bir sistemdir ve Thomas algoritmas: kul-
lanilarak coziilebilir. ~ Thomas algoritmasinin kullanilabilmesi igin sistem lineer
olmahdir. Lineerlegtirme icin (2.21) ile verilen iterasyon bagintis1 kullanilmigtir.
(2.21) bagintist her zaman adiminda iki kez uygulanarak (§7)"*! parametresi hesap-
lanmis ve 6" parametresinin n + 1. zaman adimindaki degeri icin yeni bir yaklagim
yapilmigtir. Bu iglem programin calismasi bitene kadar tekrarlanmigtir.

Ikili Burgers denkleminin genisletilmis B-spline kolokeysin metodu ile sayisal

¢oziimii aragtirilirken elde edilen (4.17) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin,

0 0 0 0 0 0 0 0
(p—lap()a"'apNapN-H) ve (0—170_07-'-70N70N+1)
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baglangi¢ vektorlerinin bulunmasi gereklidir.
4.2 Baslangi¢ durumu

Baslangig vektorleri, (1.102 ve 1.103) baslangi¢ sartlari ile bulunabilir. Bunun
icin (1.26) yaklagik ¢oziimii, ¢ = 0 zamaninda

N+1

U (2,0) = Uy = Z B (2)p2,, (4.18)

m=—1

U (2,0) = v = > En(x)o), (4.19)

formunda yazilir. (4.18-4.19) esitliklerinde, w,,(z,0) ve v,,(x,0) degerleri, (1.102 ve
1.103) baglangig sartlarindan bilindiginden, p9 ve ¢? degerleri bulunabilir.
Ik olarak, (4.18) esitligi acik olarak yazilirsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-
lemden olugan
P2y +4p6 + pi = o,
po+ 4P+ Py =,

(4.20)
Pv—1 T Al + PN = un
sistemine ulagilir. Sinir sartlarindan
u'(0,0) = up = bip’y + bapt,
]. I
Pl = by <u0 - b3p(1)) (4.21)
u/(x]\U 0) = ulN = blp(])\f—l + b3p?\f+17
1/
Pyer = b (uN - blp?v_l) (4.22)

yazilarak, p°; ve p%, bilinmeyenleri (4.20) sisteminden yok edilir ve gerekli diizen-

lemeler yapilirsa



a3

a2 as

bl
a1 — CL3E a9

Po
P1
P2

0
PN_2

0
PN-1

PN

Uy —

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziildiigiinde

0 0
Po> P1s - - -

0 0
yPN-1) PN
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ay

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (4.21-4.22) esitliklerinde kullanmilmas ile de p°, ve

0% 41 bilinmeyenleri hesaplanmig olur. Boylece p parametresi i¢in

(p(lbpga ce

baglangic vektorii elde edilir.

PN PNi1)

Benzer gekilde, (4.19) esitligi agik olarak

0 04 40 _
o, +4oy+ 0] = v,

0 0 0 _

0 0 0 —
O'N71+4O'N+O'N+1_UN

(4.24)

seklinde yazildiginda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olugan bir sistem elde

edilir.

0
0.1

v' (20, 0)

0 K .
ve o, bilinmeyenleri, sinir sartlarindan

/ 0 0

]. |
b (UO - ng?)

0 0
Uy =bioy_q + b3oy g,

1 /.
bs

(4.25)

(4.26)
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seklinde hesaplanir ve (4.19) sisteminde yerlerine yazihip gerekli diizenlemeler yapi-

lirsa
[ bs 1 ¢ . [ a ]
1
" (ag b % 0T
aq (05} as 0'(1) (%1
0
aq Qo Qs 09 (%)
0
a1 Qo as ON_2 UN—2
0
aq (05} as ON_1 UN-1
bl 0 as
a; — agb— as | N ] UN — b—SUN
L 3 _ - -
(4.27)

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse

0 0 0 0
09;01,---,0N_1,0N

bilinmeyenleri ve (4.25-4.26) esitliklerinin de kullamlmasiyla 0, ve 0%, degerleri

bulunur. Boylece o parametresi i¢in

0 0 0 0
(0-—1’0—07"'70-N70-N+1)

baslangi¢ vektorii hesaplanmis olur.

Baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla elde edilen baglangic vektorleri sayesinde,
n = 0 i¢in (4.17) denklem sistemininin sag tarafindaki tiim degerler artik bilin-
mektedir. Sol kistmdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmasi ile hesaplanabilir.
Sonraki zaman adimlarinda, bir 6nceki zamanda bulunan degerlerin kullanilmasiyla,
Ikili Burgers denkleminin istenilen zamandaki sayisal ¢oziimiine ulagilana kadar ite-

rasyona devam edilir.
4.3 Test Problemleri

4.3.1 Problem 1

Bu test problemi i¢in tiim hesaplamalar —7 < z < 7 araliginda yapilmistir.
Tablo 4.1’de yaklagik ¢oziimlerin N = 200 ve N = 400 icin farkhh A degerlerinde

aldig1 degerler verilmigtir. Goriildiigii gibi genel olarak adim uzunlugu azaldikca
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hata normlarinin degerleri de azalmaktadir. Bunun yaninda A = —1.64 x 1074
ve A = —4.087 x 107° secilmesi halinde, A = 0 durumuna gére hata normlarimimn
degerlerinde biiyiik miktarda azalma goriilmektedir. Buna gore genisletilmis kiibik
kolokeysin yonteminin, kiibik kolokeysin yontemine gore ¢cok daha dogru sonuclar
verdigi soylenebilir.  Burada u(z,t) = v(x,t) oldugu igin ikisi de aymi tabloda

gosterilmistir.

Tablo 4.1t = 0.1, N =200, N = 400 ve At = 0.001 i¢in hata normlar:.

N =200
A=0 A=-1.64x10"*
Ly x 10° | Lo X 10° | Ly x 10° | Ly x 10°
1.31728 | 0.74326 | 0.00154 | 0.00079
N =400

A=0 A= —4.087 x 107
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°
0.32842 0.18534 0.00009 0.00006

Tablo 4.2, farkli zaman adimlar i¢gin ¢ = 1 zamanindaki hata normalarinin
degerlerini gostermektedir. Tablodan da goriildiigii gibi A = —5.896 x 107° ve
A = —5.992 x 107? olarak alindiginda A\ = 0 durumuna gore hata normlarinin deger-

lerinde biiyiik azalmalar meydana gelmektedir. Yani genigletilmig kiibik B-spline
kolokeysin yontemi, kiibik B-spline kolokeysin yontemine gore ¢ok daha dogru so-

nuclar vermektedir.
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Tablo 4.2 N = 400,¢t = 1, At = 0.01, At = 0.001 i¢in hata normlar:.

At =0.01
A=0 A= —5.896 x 107
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°

1.92653 1.08691 0.00191 0.00131
At = 0.001

A=0 A= —5.992 x 107°

Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°

1.95667 | 1.10393 | 0.00062 | 0.00036

Sekil 4.1’de, farklh ¢t zamanlarindaki sayial ¢oziimler gosterilmistir. Grafikten
de goriildiigii gibi genisletilmis kiibik kolokeysin yontemi problemin fiziksel karak-
teristigini korumaktadir. Problemin basglangic ve sinir sartlari simetrik oldugundan

u(z,t) ve v(x,t) i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler aynidir.

Sekil 4.1 N = 400, At = 0.001, A = —4.087 x 1077 icin farkli zamanlardaki sayisal

¢oziimler

4.3.2 Problem 2

Bu test problemi i¢in tiim hesaplamalar 0 < z < 1 arahiginda yapilmig ve

a = 1,4 = 0.3. olarak segilmigtir. Tablo 4.3’de u(z,t) igin, Tablo 4.4’de v(z,t)
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icin hesaplanan hata normlarinin degerleri verilmigtir. Goriildiigii gibi genel olarak
adim uzunlugu azaldikca hata normlarinin degerlerinde degisiklik olmamaktadir.
Bunun yaninda A i¢in sifirdan farkli bir deger alindiginda, hata normlarinin deger-
lerinde biiyiik miktarda azalma goriilmektedir. Yani genisletilmis kiibik kolokeysin

yontemi, kiibik kolokeysin yontemine gore ¢ok daha dogru sonuglar vermektedir.

Tablo 4.3t = 1, At = 0.001, N = 10, N = 100 olmak iizere, u(x, t) igin hesaplanan hata

normlari.
N =10
A=0 A= —6x10°
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°
2.72760 | 3.73505 | 0.00055 0.00077
N =100
A=0 A= —4.087 x 107°
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°
2.72272 | 3.73503 | 0.00056 | 0.00078

Tablo4.4t = 1, At = 0.001, N = 10, N = 100 olmak iizere, v(, t) igin hesaplanan hata

normlari.
N =10
A=0 A= —6x10°
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°
0.94232 1.29039 | 0.00057 | 0.00079
N =100
A=0 A= —4.087 x 107°
Ly x 10° | Lo x 10° | Ly x 10° | Lo x 10°
0.94236 1.29038 | 0.00057 | 0.00079

Sekil 4.2 N = 10, At = 0.001, ap = 0.05, 0 < =

IA
—_
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A = —6 x 10° i¢in t = 1 zamanindaki tam c¢oziim ile yaklagik ¢oziim arasmdaki
farkin mutlak degerinin grafigini gostermektedir. Goriildiigii gibi hata, konum ara-

liginin ortalarinda artmaktadir.

o T T T T T T T T T | o T T T T T T T T T |

0 0.2 04 X 0.6 0.8 1 0 0.2 04 X 0.6 08 1

Mutlak Hata:‘utam—uyak1a§lk x10%  Mutlak Hata:{vtam—vyakla@lﬂ %109

Sekil 4.2 N = 10, At = 0.001, ap=0.05,0< 2 < 1,a=1,8=03i¢nt =1

zamanindaki mutlak hatalar

4.4 Sonug

Bu boliimde, Ikili Burgers denklem sisteminin sayisal ¢oziimiinii arastirmak icin,
genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi kullanilmigtir. Zaman ayrigimi igin
icin Taylor seri agilimi, konum ayrigimi iginse genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin
metodu kullanilmigtir. Elde edilen denklem sistemi 2N +2 denklem 2N +6 bilinme-
yenden olugsmaktadir. Denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in denklem sayisi ile bilinmeyen
sayisinin esit olmasi gerektiginden, siir sartlar: kullanilarak bazi bilinmeyenler eli-
mine edilerek sistem c¢oziilebilir hale getirilmigtir. Daha sonra da Thomas algorit-
mas1 kullanilarak ¢oziime gidilmistir.

Niimerik ¢oziimlerin dogrulugu test problemleriyle kontrol edilmigtir. Niimerik
¢oziimler, serbest parametre olan A min sifira esit oldugu ve sifirdan farkli oldugu
degerler i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmis ve bulunan sonuclar karsilagtirilmigtir. A degeri
sifira egit alindiginda yontemimiz kiibik B-spline kolokeysin yontemiyle ayni sonuglar:

vermektedir. Dolayisiyla farkli test problemleri ve farkli parametreler icin kiibik
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B-spline kolokeysin yontemiyle, genigletilmig kiibik B-spline kolokeysin yontemi a-
rasinda karsilagtirma yapma imkanina kavusulmustur.

[k test probleminin tablolar: incelendiginde, A nin sifirdan farkl degerleri icin
elde edilen hata normlarinin, A = 0 durumundakine gore ¢cok daha kiiciik deger-
ler oldugu, dolayisiyla genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik
B-spline kolokeysin yontemine gore cok daha dogru sonuclar verdigi goriilmiistiir.
Grafikler incelendiginde, sayisal ¢oziimiin zaman igersindeki davraniginin, referans-
larla uyumlu oldugu, dolayisiyla genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin
problemi iyi modelledigi anlagilmigtir.

Ikinci test probleminin tablolar1 incelendiginde de, A nin sifirdan farkli degerleri
icin elde edilen hata normlarinin, A = 0 durumundakine gore ¢cok daha kiiciik deger-
ler oldugu, dolayisiyla genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik
B-spline kolokeysin yontemine gore cok daha dogru sonuclar verdigi goriilmiistiir.
Analitik ve niimerik ¢oziimleri daha iyi kiyaslayabilmek igin ¢izilen hata grafikleri-
ne bakildiginda, olusan maksimum hatanin ¢oziim araliginin ortalarinda olugtugu

goriilmektedir.



91

BOLUM 5

REAKSIYON DiFUZYON DENKLEM SISTEMININ
GENISLETILMIiS KUBIK B-SPLINE TAYLOR KOLOKEYSIN
METODUYLA SAYISAL COZUMLERI

Bu boéliimde reaksiyon difiizyon denklem sisteminin, B-spline kolokeysin meto-
duyla sayisal ¢coziimleri aragtirilmig, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu, iki test problemi

icin Ly ve Lyhata normlar1 hesaplanarak kontrol edilmigtir.

5.1 Reaksiyon-Difiizyon Denklem Sisteminin Sayisal Céziimii I¢in

Genisgletilmis Kiibik B-spline Taylor Kolokeysin Metodu

5.1.1 Zaman ayrisimi

u™*! ve v"*! terimleri Taylor serisine acilirsa
n+1 n n AtQ n 3
n+1 n n AtQ n 3
v = "+ At (Ut) -+ T (vtt) + O (At ) (52)

elde edilir. Burada O (At?®) daha yiiksek mertebeden terimleri gostermektedir ve

ihmal edilecektir. uj, ve vy, nin asagida verilmis olan yaklasik degerleri

(ut)nH — (u)"

uy, A~ A7 (5.3)
n (0)""" = (v)"
(S A7 (5.4)
(5.1) ve (5.2) esitliklerinde yerlerine yazilirsa

At At
't — Tt =yt (5.5)

2 2

At At
"t — 7@?“ = "+ 72}? (5.6)

bulunur. (1.129-1.130) esitliklerine gore u; ve v, nin degerleri (5.5) ve (5.6) da yer-



92

lerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

At At n+1
— (617+d17( 2) e1—Uu
= (5.7)
At At o\ At
(1+617+m17 (U2) )u +a17um
At A, g AN
+(617+d17(u) +€17U)U +n1
At At wir\ o At
<1 — 702 — 7d2 (UQ) > 1 7@ Ul,;l
At At Aty
—<527+62 2v+1+m27(02) > +1—|—7”L
(5.8)

1_
+20

N
+ b2—+627v +m27(v) u" + ny

At At n At
( >+ - do (u®) ) vt S av,

2

denklem sistemi elde edilir. Bulunan denklemler (1.129-1.130) denklemlerinin zaman

ayrigimi yapilmig halidir.

5.1.2 Konum ayrisimi

4— )\ 8+ A ” 1
aqgT = —— = — = = — —
1 o1 aas 12 aaz = aay, 1 on
b e 2+ A 2+ A
3 1 oh2 2 nz €C1 = CC3

2k
ve 8y = p,, + @0, olmak iizere, u(z,t) ve v(x,t) fonksiyonlar sirasiyla p,, ve o,

parametreleri cinsinden yazilirsa
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n o _ n n n
Uy, = Q1P 1 + AA20,, + aa3Pm 1,

Uy, = aa10,, 4 + aazo;, +aazo,, ),
Ug )l = bbyplt 1 + bbspl . 4,
( ) 1Pm-1 30m-+1 (5.9)
(vg)r = bbyolt,_4 + bbsol 1,
(um) = CC1Pp_1 F CCapp, + CC3Pp 41,
(Vg )y = CC1OT, 4 + CCo0T, + CC307 1+,
elde edilir. (5.9) esitlikleri, (5.7) ve (5.8) denklemlerinde kullanilirsa
At At At
gml = <1+b17+m17(v ) )un+a17u;‘x
N At d At( 2y 4 At "y
Cq 5 1 5 €1 5 u™ | v ny,
(5.10)
At At At
me = <1 + —co + —dg ( ) ) " + —(Igvgm
2 2
N bAt+ Atn+ At( 2
2 5 (D) 9 v mo 5 v Uu Nno.
olmak {izere,
At At n At
prtL (aa1 (1 — bl— — i (v?) +1> — ccla17> +
A A A
ot <—aa1 (01_75 dl—t( 2yt el—tu”+1)) +
2 2
At n At
prtt ( (1 — bl— - (v?) H) — 002(117) +
5.11)
At A A (
Pias! <—aa2 (Cl_t dl—t( )”+1 + el_tunJrl)) i
2 2
At At n At
ijjrll (aag (1 — bl— — M (v?) H) — 003a17> +

At At n At
fnfl <—aa3 (cl— + d17 (u?) o 617u”+1)> =&,
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Pt (—aa1 (bgg + 62%1)”*1 + my A; (ﬂ)”“)) +
ot (aal (1 — gcz _ ng( )n+1) _ CCl%g) n
2 2
it ( (1 — %cg - %dz( )nH) — cczaQ%) + (5.12)
Pt <—GG3 <b2g + e A; ntl 4 mQ% (v2)”+1>> +
O (aa3 (1 - %Cz - %d ( 2)n+1) - cc:),az%) € mo

denklem sistemi elde edilir. (5.11-5.12) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 6
bilinmeyenden olusmaktadir. Sistemin ¢oziilebilir olmasi icin, denklem sayisi ve
bilinmeyen sayismin esit olmasi gerektiginden, p"1', o1, ,O?thl ve J”Ntrll paramet-

releri sinir sartlart kullanilarak yok edilmelidir. Buna gore,

u(zo,t) = arp"Tt + agpp ™t + azpt
v(zo,t) = ayo™t + agof ™ + azot,
u(zy,t) = aipi + aspitt + %P?\ftlp
v(zy,t) = ala?;r_ll + a24a7]i,+1 + agaﬁ,trll

yazilirarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

Pt = o (u(xo,t) — azpp ™ — aszpi™), (5.13)
1
UTlrl = CL_1 (U(iUo, t) — azo(}“ - 030?“) , (5.14)
n+tl 1 n+1 n+1
S (u(n,t) = azpi™ — arpy) (5.15)
1
U?vti = a_3 (U(ﬁNﬂf) - @207&“ - CL107]§+11) (5.16)

esitlikleri elde edilir.  (5.11-5.12) denklem sisteminde p"7', o”"7', pitY ve ot

parametreleri yerine, (5.13-5.16) esitlikleri kullamldiginda denklem ve bilinmeyen

sayilar1 2N + 2 olur. Boylece (5.11-5.12) denklemleri z,,,, m = 0,1, ..., N boliinme



noktalarinda

At At n At
agy = aay (1 —b— —my— (1)2) H) —cca—,

2 2 2
apr = —aa (cl% + d1% ( 2)%1 + 1%1[’“) ,
Qo2 = Qs (1 — b1% — m1% (02)n+1> — CCQCll%,
Qo3 = —aas (cl% + d1% (uZ)nJrl + el%u”“) ,
Qps = aas (1 — bl% — ml% (vz)nH) — 663(11%,
Qos = —aas (cl% + dl% (u2)"+1 + el%u”ﬂ) ’
ayjp = —aa (52% + 62%?}”“ + m2% (7)2)71“) ;
a;n = aaq (1 - %cz — %dz (uz)nﬂ) — CC].CLQ%,
als = —aap (bg% + 62%1}”+1 - mQ% (vz)nﬂ) :
a3 = ads (1 — %cg — %dQ (uz)nﬂ) — CCQCLQ%,
a4 = —aas (bg% + eg%v“l + mQ% (v2)n+1) ,
a3 = aas (1 — %02 — %dg (u2)n+1) — 003a2%,
olmak {izere ,
m = 0 i¢in
(@02 — aOOZ_) Pt + <a04 — aooa—) Pt + (@03 — ao1z—j) ot

+ ( aos —ap1— | 07" =&, — Goo—T( — Go1— Sy,
a1 a1 a1

Q2 Qs Qg n+1
Q12 — alo— Po + a14 — a10— ,01 + 13 — a11— | Oy
o7 o1 oq

as n+1 1 n ]' n
+ | a5 —ann— =&mo — Q10—T) — G11— 5
aq aq aq

95
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m =1 i¢in

n—+1 n+1 n—+1 _
agopy T+ aoiog + apepy’ T A+ @301 + Goapy + G502 = & s

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l
apy Fannoy T Faep] +azolT +awps T+ a505 0 =&,

(5.17)

m =N — 1 icin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l __
Ap0PN o T Q010N o + Qo2p N1 + G030 N1 + AoapN + aos0N T = &t

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+l __
10PN g T Q110N + a12p N1 + a130 N + aupy’ + a0y =&,

m = N igin
a1 n+1 ay n+1
(aN—l,o - GN—1,4a—) Pyt lan-11— CLN—1,5a— On_1 Tt
3 3

a2\ nt1 a2\ i1
GN-12 —aN-14— | Py T | an_13 —an—15— | Oy
as as

n n
= &m1 —AN-14—TN —AN-15—SN
(0%} Qs

a1\ 41 ai n+1
aNo —aN4a— | Py + | GN1 —aNs— | O +
as as

a2\ 41 az n+1
an2 —ans— | Py F | ans —ans— | Oy
as as

1 n 1 n
= &m2 — N4 TN T ANS Sy
formunda acik olarak yazilabilir. (5.17) denklem sistemi 2N + 2 denklem, 2N + 2
bilinmeyenden olusan 6 siitiin elemanli bir sistemdir ve Thomas algoritmas1 kul-

lanilarak coziilebilir.  Thomas algoritmasinin kullanilabilmesi igin sistem lineer
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olmaldir. Lineerlegtirme igin (2.21) ile verilen iterasyon bagmtisi kullanilmigtir.
(2.21) bagintist her zaman adiminda iki kez uygulanarak (87)"*! parametresi hesap-
lanmis ve 6" parametresinin n + 1. zaman adimimdaki degeri icin yeni bir yaklagim
yapilmigtir. Bu igslem programin calismasi bitene kadar tekrarlanmigtir.
Reaksiyon-Difiizyon denkleminin genisletilmis B-spline kolokeysin metodu ile sa-

yisal ¢oziimii aragtirilirken elde edilen (5.17) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi igin,

0 0 0 0 0 0 0 0
(prﬂoa ce 7pN7pN+1) ve (0-7170-07 T 70-N70-N+1)

baglangic vektorlerinin bulunmasi gereklidir.
5.2 Baslangic Durumu

Baglangig vektorleri, baglangig sartlari ile bulunabilir. Bunun i¢in (1.26) yaklagik
¢oziimii, t = 0 zamaninda

N+1

U (2,0) = upy = Z B ()02, (5.18)

m=—1
N+1

Un(2,0) = vy = > En(x)o), (5.19)

m=—1
formunda yazilir. (5.18-5.19) esitliklerinde, u,,(x,0) ve v,,(z,0) degerleri, baglangig
sartlarindan bilindiginden, p2, ve 0¥ degerleri bulunabilir.
Ik olarak, (5.18) esitligi acik olarak yazilirsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denk-
lemden olugan
Ply+4p6 + pi = o,
P+ 401 + P = s,

(5.20)
pv—1 40N + Py = uy
sistemine ulagilir. Sinir sartlarindan
/ _ I 0 0
w(x9,0) = wug=0bip’y + bspy,
1 /.
Pl = by <U0 - bSP?) (5.21)

U,($N> 0) = U,N = blP(J)\L1 + b3p(])\/+17

]. I
Py = by <uN - blﬂ?\hl) (5.22)
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yazilarak, p®, ve p%, bilinmeyenleri (5.20) sisteminden yok edilir ve gerekli diizen-

lemeler yapilirsa

i aa aa aa —bb3 Ir o |
2 3 — aa;
bb1 Lo
aaq aas aas p[l)
aay aas aas 09
0
aap aas aas PN_2
0
aay aas aas PN_1
bb, 0
aaq —CLCL3£ aas | AN
L 3 A
- ar |
Ug — Uy
b1
Uy
%)
= : (5.23)
UN—2
UN-1
as |
unN — b—UN
L 3 i

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziildiigiinde

0 0 0 0
Pos P15+ PN=15 PN

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (5.21-5.22) esitliklerinde kullamlmas: ile de p°; ve

0% 41 bilinmeyenleri hesaplanmig olur. Boylece p parametresi igin

(P21, 00, - s PNy PNs1)

baglangic vektorii elde edilir.
Benzer sekilde, (5.19) esitligi agik olarak

0%, + 400+ ¥ = vy,

0 04 40 _
oy +40] + o0y = vy,

(5.24)

0 0 0o _
On_1+4oy+oN =N
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seklinde yazildiginda N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden olusan bir sistem elde

edilir. 0%, ve 0% bilinmeyenleri, sinir sartlarmdan

V' (20,0) = v} =bo’, + bsol,
o0, = % (u‘o - bga?) (5.25)
V(en,0) = vy =bioR; + by,
o = g (= hoko) (520

seklinde hesaplanir ve (5.24) sisteminde yerlerine yazihp gerekli diizenlemeler yapi-

lirsa
[ bbs 1 - -
aas aaz — aa,le 08
1
aa, aas aas o?
aaq aas aas O'g
aa; aa aa 9
1 2 3 ON—2
0
aaq adas aas OnN_1
bby 0
aa, — aaz— aas ON
| bbg 1 - -
- . alv‘ _
0~ 7%
b1
U1
(%)
= : (5.27)
UN—-2
UN-1
v 23
N — 77UN
by

matris sistemine ulagilir. Bu sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse

0 0 0 0
00701770N—170N

bilinmeyenleri ve (5.25-5.26) esitliklerinin de kullamlmasiyla 0, ve 0%, degerleri
bulunur. Boylece o parametresi igin

0 0 0 0
(0-—1’0—0""70-N70-N+1)
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baslangi¢ vektorii hesaplanmis olur.

Baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla elde edilen baglangic vektorleri sayesinde,
n = 0i¢in (5.17) denklem sistemininin sag tarafindaki tiim degerler artik bilinmekte-
dir. Sol kisimdaki bilinmeyenler ise, Thomas algoritmasi ile hesaplanabilir. Sonraki
zaman adimlarinda, bir ¢nceki zamanda bulunan degerlerin kullanilmasiyla, iste-

nilen zamandaki Reaksiyon-Difiizyon denkleminin sayisal ¢coziimiine ulasilana kadar

iterasyona devam edilir.
5.3 Test Problemleri
5.3.1 Lineer problem

Niimerik hesaplamalarda a, b, d i¢in iki farkli secim yapilarak sonuclar incelen-
mistir. Ilk olarak

a=01b=00lved=1 (5.28)

secilerek difiizyon teriminin reaksiyon terimine gore daha baskin oldugu bir sis-

tem ele alinmugtir. (5.28) segimleri altinda ¢t = 1 aninda elde edilen sonuglar

Tablo 5.1’de gosterilmistir. Tablo incelendiginde v (z,t) fonksiyonu igin bulunan
niimerik ¢oziimlerin wu (z,t) fonksiyonu igin bulunan niimerik ¢oziimlere gére daha
dogru sonuglar oldugu, ayni zamanda A nin sifirdan farkli degerler aldigi durumlarda,

yani genisletilmig kiibik B-spline fonkiyonlarin kullanildigi durumlarda da sonuglarin

daha dogru oldugu goriilmektedir.

Tablo 5.1 t = 1 aninda difiizyon baskin durumu i¢in elde edilen hata normlar

N At A u v

Ly x 108 | Lo x 108 | Ly x 106 | L, x 10°
512 | 0.005 0 2.486730 | 2.824275 | 0.107367 | 0.122302
512 | 0.005 | —7.92 x 10¢ | 0.039944 | 0.066519 | 0.007814 | 0.009883

Ikinci olarak

a=2,b=1ved=0.001
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segimleriyle reaksiyon terimlerinin etkisi artirilmig, (5.29) segimleri altinda ¢t = 1
aninda elde edilen sonuglar Tablo 5.2 de gosterilmigtir. Tablo incelendiginde v (z, t)
fonksiyonu i¢in bulunan niimerik ¢oziimlerin, u (z,t) fonksiyonuna gére bulunan
niimerik c¢oziimlere gore daha dogru sonuclar oldugu, ayni zamanda A nin sifirdan
farkli degerler aldig1 durumlarda, yani genisletilmis kiibik B-spline fonkiyonlarin kul-
lanildig1 durumlarda da, sonuclarin daha dogru oldugu goriilmektedir. Ayrica reak-
siyon teriminin baskin olmasi durumunda, konum pargalanmasinin niimerik ¢oziim-

ler {izerinde etkili olmadig1 da soylenebilir.

Tablo 5.2 ¢ = 1 aninda reaksiyon baskin durumu igin elde edilen hata normlar

N At A u v

Ly x 10° | Lo x 108 | Ly x 10° | Lo x 108
512 1 0.005 0 3.109156 | 3.506869 | 0.926684 | 1.046081
512 | 0.005 | —1.0 x 1072 | 0.879772 | 0.993713 | 0.703125 | 0.791181

5.3.2 Izotermal kimyasal sistem

(1.139-1.140) sistemi k < 1 igin ilerleyen dalga ¢ziimiine sahiptir (Merkin et al.,
1989).

Sonlu farklar yontemi (Twizell et al., 1994) ve kismi lineerlegtirilmis iiggensel
ve kogegen 0 —metotlar1 (Lopez and Ramos, 1996),(1.139-1.140) sisteminin niimerik
¢oziimlerini bulmak i¢in daha 6nce kullanilan yontemlerden bazilaridir (Sahin, 2009).

Ilerleyen dalgalarm asimptotik hizlari icin ti¢ farkli durum dikkate alinmis, ¢oziim
bolgesi olarak [0,200] aralig secilmigtir. Sekil 5.1 de A = 0 ve & = 0.1 igin yani,
asimptotik hizin 2 (1 — k:)% = 1.897 degeri i¢gin olusan ilerleyen dalga ¢oziimleri
grafiklerle gosterilmigtir. Sekil 5.1’den goriildiigii gibi £ = 0.1 icin dalgalar ¢oziim
bolgesi iizerinde asimptotik hiza ulagmakta ve sag sinirda siklagma gostermektedir.
(Twizel et al., 1994) referansiyla karsilagtinldiginda bu siklagmanin normal oldugu

soylenebilir.
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t=0 t=0.0

0.8 —

0.6 —f

t=50
04 —

t=50 t=100 =300

0.2 —f

0 40 80 X 120 160 200

Sekil 5.1: N =400,k = 0.1, A = 0 igin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Sekil 5.2’de ise A = 1 ve k = 0.1 igin yani asimptotik hizin 2 (1 — k)% = 1.897
degeri i¢in olusan ilerleyen dalga ¢oziimleri grafiklerle gosterilmistir. Sekil 5.2’den
goriildiigii gibi £ = 0.1 igin dalgalar ¢oziim bolgesi tizerinde asimptotik hiza ulas-
makta ve sag sinirda Sekil 5.1’deki duruma gore daha kisa zamanda siklagma goster-

mektedir.

t=0 t=0

Sekil 5.2: N =400,k = 0.1, A = 1 igin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Tablo 5.3’de k£ = 0.1 durumunda olusan bagil hata degerleri verilmigtir. Tablo-
dan goriildiigii gibi A nin sifirdan farkli degerler almasi halinde v fonksiyonu ic¢in

hesaplanan bagil hata degerlerinde azalma goriilmekedir.
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Tablo 5.3: k = 0.1, = 300 i¢in hesaplanan bagil hata degerleri

Hatax10% | Hatax 10% | Hatax 10? | Hatax 103
0.00970 0.00110 0.00900 0.00089

Ikinci durum olarak k = 0.5 secildiginde dalgalarin asimptotik hiz 1.414 olmak-
tadir.  Sekil 5.3’'de A = 0 ve £ = 0.5 i¢in i¢in olusan ilerleyen dalga coziimleri
grafiklerle gosterilmistir. Sekil 5.3’den goriildiigii gibi £ = 0.5 igin dalgalar ¢oziim

bolgesi iizerinde asimptotik hiza ulagsmakta fakat siklagsma daha yavas olmaktadir.

t=0

t=0

7 t=50 t=100 =300

t=50 t=100
=300

Sekil 5.3: N = 400, k£ = 0.5, A\ = 0 icin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Sekil 5.4’de ise A = 0.16 ve k = 0.5 igin olusan ilerleyen dalga c¢oziimleri grafik-
lerle gosterilmisgtir. Sekil 5.4’den goriildiigii gibi dalgalar ¢oziim bolgesi iizerinde
asimptotik hiza ulagsmakta ve sag siirda Sekil 5.3’deki ile ayn1 zamanda siklagma

gostermektedir.
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Sekil 5.4: N =400,k = 0.5, A = 0.16 igin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Tablo 5.4’de k = 0.5 durumunda olusan bagil hata degerleri verilmisgtir. Tablo-

dan goriildiigii gibi A\ nin sifirdan farkli degerler almasi halinde bagil hata deger-

lerinde ciddi bir degisme olmamaktadir.

Yani £ = 0.5 durumunda genisletilmis

kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile kiibik B-spline kolokeysin yontemi ayni sonug-

lar1 vermektedir.

Tablo 5.4: k = 0.5,¢ = 300 igin hesaplanan bagil hata degerleri

k=0.5
A=0 A=0.16
u v u v
Hatax 103 | Hatax10% | Hatax 103 | Hatax103
0.03520 0.01539 0.03458 0.01354

kE = 0.9 secildiginde ise Sekil 5.5’den goriildiigii gibi dalgalar bolge iizerinde

asimptotik hiza ulasamamaktadir. Bundan dolay1 da dalgalarin ilerlemesi sirasinda

siklagma olmamaktadir.
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us | 50
o6 —
v =100 =300
vx100 vx100
M =50
££0,50,100,150,200,250,300 v-100
0z —
Y17 T T " 1 "~ 1
[ 40 ] X 120 160 200 [] [ ] X 120 160 200

Sekil 5.5: N = 400, k£ = 0.9, A\ = 0 icin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Sekil 5.6 da A = —1.93 ve £ = 0.9 i¢in olusan ilerleyen dalga ¢oziimleri grafik-
lerle gosterilmistir. Sekil 5.6 dan goriildiigii gibi dalgalar ¢oziim bolgesi iizerinde

asimptotik hiza ulasamamakta ve sabit hiza yakin bir hizla ilerlemektedir.

s

og —
06 —

1=0,50,100,150,200,250 300

04 —

06 —

0z — 1=50,100,300,vx100

M7 71 T 1 T 1 "7

Sekil 5.6: N = 400,k = 0.9, A = —1.93 icin ilerleyen dalga ¢oziimleri

Tablo 5.5’de k£ = 0.9 durumunda olusan bagil hata degerleri verilmigtir. Tablo-
dan goriildiigii gibi A = —1.93 segildiginde u fonksiyonu igin hesaplanan bagil hata

degerlerinde azalma goriilmekedir.
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Tabo 5.5: k = 0.9,¢ = 300 i¢in hesaplanan bagil hata degerleri

k=09
A=0 A=—-193

u (% u (%

Hatax10® | Hatax10® | Hatax10® | Hatax10?
0.14209 3.92251 0.05089 3.85121

5.4 Sonug

Bu boliimde, genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile Reaksiyon-Di-
fiizyon denklem sisteminin sayisal ¢oziimleri aragtirilmistir.  Zaman ayrigimi ic¢in
icin Taylor seri a¢ilimi, konum ayrigimi icinse genigletilmig kiibik B-spline kolokeysin
metodu kullanilmigtir. Elde edilen denklem sistemi 2N + 2 denklem 2N + 6 bilin-
meyenden olugmaktadir. Denklemlerin ¢oziilebilmesi i¢in denklem sayisi ile bilin-
meyen sayisinin esit olmasi gerektiginden, sinir sartlar: kullanilarak bazi bilinmeyen-
ler elimine edilerek sistemler ¢oziilebilir hale getirilmistir. Daha sonra da Thomas
algoritmasi kullanilarak ¢oziime gidilmistir.

Niimerik ¢oziimlerin dogrulugu test problemleriyle kontrol edilmistir. Niimerik
¢oziimler, serbest parametre olan A nin sifira esit oldugu ve sifirdan farkh oldugu
degerler icin ayr1 ayr1 hesaplanmig ve bulunan sonuclar karsilagtirilmigtir. A\ degeri
sifira egit alindiginda yontemimiz kiibik B-spline kolokeysin yontemiyle ayni sonuglar:
vermektedir. Dolayisiyla farkli test problemleri ve farkli parametreler icin kiibik
B-spline kolokeysin yontemiyle, genisletilmisg kiibik B-spline kolokeysin yontemi a-
rasinda karsilagtirma yapma imkanina kavusulmustur.

Lineer problemin tablolar: incelendiginde, A\ nin sifirdan farkli degerleri icin elde
edilen hata normlarinin, A = 0 durumundakine gore daha kiiciik degerler oldugu,
dolayisiyla  genigletilmis  kiibik  B-spline  kolokeysin  yonteminin,  kiibik
B-spline kolokeysin yontemine gore daha dogru sonuglar verdigi goriilmiigtiir.

Izotermal kimyasal sitemin niimerik coziimlerinin dogrulugunu kontrol etmek

icin bagil hata kullanilmigtir.  Olusturulan tablolar incelendiginde de,k = 0.1
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durumunda, v(z,t) icin elde edilen bagil hata degerlerinin, A nin sifirdan farkh
oldugu hallerde, A = 0 durumundakine gore daha kiiciik degerler oldugu, dolayisiyla
genigletilmisg kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin yon-
temine gore daha dogru sonuglar verdigi goriilmiistiir. Grafikler incelendiginde ise
dalgalarin asimptotik hiza ulastiklari, genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin yon-
temi kullanildiginda, sag taraftaki siklasmanin daha kisa siirede oldugu soylenebilir.
k = 0.5 se¢ilmesi durumunda, A nin sifirdan farkli degerleri icin elde edilen hata
normlarinin, A = 0 durumundakine gore farkli olmadigi, dolayisiyla genisletilmis
kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile ayni
sonuglar verdigi goriilmiistiir. Grafikler incelendiginde, dalgalarin asimptotik hiza
ulagtiklari, genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yontemi kullanildiginda sag ta-
raftaki siklagmanin, kiibik B-spline kolokeysin yéntemi ile ayni siirede oldugu soyle-
nebilir. k& = 0.9 segilmesi durumunda ise, u (z,t) i¢in bulunan bagil hatanin, A nin
sifirdan farkli olmasi durumunda, A = 0 durumundakine gore daha kiiciik oldugu,
dolayisiyla  genigletilmis  kiibik  B-spline  kolokeysin  yonteminin,  kiibik
B-spline kolokeysin yéntemine gore daha dogru sonuclar verdigi goriilmiistiir. Grafik-
ler incelendiginde ise k£ = 0.9 se¢ilmesi durumunda, dalgalarin her iki yontem icin
de sabit hiza yakin bir hizla ilerledikleri ve asimptotik hiza ulagamadiklar1 gozlem-

lenmistir.
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BOLUM 6

SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada NLS, RB , KB, Ikili Burgers ve Reaksiyon-Difiizyon denklem sis-
temlerinin genisletilmis kiibik B-spline Taylor kolokeysin yontemi ile sayisal ¢oziim-
leri aragtirilmig, ¢oziimlerin dogrulugu test problemleri kullanilarak incelenmistir.

Birinci boliimde; sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemleri, kolokeysin metodu,
B-spline fonksiyonlar, kiibik B-spline fonksiyonlar, genisletilmis kiibik B-spline kolo-
keysin yontemi, lineer olmayan olugum denklemleri, korunum kanunlari, soliton dal-
galar1 tanitilmig, daha sonra, ilerleyen boliimlerde sayisal ¢oziimleri bulunacak olan
denklem sistemleri ve test problemleri hakkinda bilgiler verilmigtir. Bu boliimde
ayni zamanda elde edilen niimerik c¢oziimlerin dogrulugunu kontrol etmek i¢in kul-
landigimiz hata normlari ve bagil hatanin bagintilar1 da verilmistir.

Ikinci boliimde NLS denklem sisteminin sayisal ¢oziimleri bulunmus, bulunan
¢oziimlerin dogrulugu hata normlar1 ve korunum sabitlerinin degerlerine bakilarak
kontrol edilmistir. Sayisal ¢oziimiin modiiliiniin ve olugan hatanin grafikleri ¢izil-
mistir. Ayni1 zamanda bulunan sayisal sonuclar tablolarla gosterilmistir.  One-
rilen yontemin dogrulugu, solitary dalga c¢oziimii, iki soliton dalgasinin ¢arpigmasi,
sabit soliton dalgasinin dogusu, hareketli soliton dalgasinin dogusu ve bagh durumlu
solitonlar bagliklar1 altinda ifade edilen, bes tane test problemi ile aragtirilmigtir.

Uciincii boliimde KB ve RB denklem sistemlerinin sayisal ¢coziimleri bulunmus,
bulunan ¢oziimlerin dogrulugu hata normlarinin degerlerine bakilarak kontrol edil-
migtir.  Sayisal ¢oziimiin ve olusan hatanin grafikleri ¢izilmigtir. Aym zamanda
bulunan sayisal sonuglar tablolarla gosterilmistir.  Genigletilmis kiibik B-spline
kolokeysin yonteminin dogrulugu, ilerleyen dalga coziimii, iki ilerleyen dalganin
carpismasi bagliklar ile ifade edilen iki adet test problemi ile incelenmistir.

Dordiincii boliimde Ikili Burgers denklem sisteminin sayisal coziimleri bulun-
mus, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu hata normlarinin degerlerine bakilarak kontrol
edilmigtir.  Sayisal ¢oziimiin ve olugan hatanin grafikleri ¢izilmigtir. Aym za-
manda bulunan sayisal sonuclar tablolarla gosterilmistir. Kullanilan sayisal yon-

temin dogrulugu iki test problemi kullanilarak arastirilmigtir.
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Besinci boliimde Reaksiyon-Difiizyon denklem sisteminin sayisal ¢oziimleri bu-
lunmusg, bulunan ¢oziimlerin dogrulugu hata normlarinin degerlerine bakilarak kont-
rol edilmigtir.  Sayisal ¢oziimiin grafikleri ¢izilmigtir. ~ Aym zamanda bulunan
sayisal sonuglar tablolarla gosterilmistir. Kullanilan sayisal yontemin dogrulugu
lineer problem ve izotermal kimyasal sistem olarak adlandirilan iki tane test prob-
lemi ile arastirilmistir. Izotermal kimyasal problem bagligiyla verilen test problem-
inin sayisal sonuglarinin dogrulugunu kontrol etmek icin 6nceki boliimlerden farkl
olarak, bagil hata degerleri kullanilmigtir.  Ciinkii bu test probleminin analitik
¢ozuimii yoktur.

Elde edilen tiim sonuclar incelendiginde, genel olarak A nmin sifirdan farkl deger-
leri i¢in elde edilen hata normlarimin, A = 0 durumundakine gore daha kiiciik degerler
aldigi, dolayisiyla genigletilmis kiibik B-spline kolokeysin yonteminin, kiibik B-spline
kolokeysin yontemine gore daha dogru sonuclar verdigi goriilmiigtiir. Uygulanmasi
acisindan bakildiginda genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin metodunun, kiibik
B-spline kolokeysin metoduna gore iglem maliyetinin daha fazla oldugu soylenebilir.

Sonug olarak , dogru sonuglar vermesi ve problemleri modellemedeki bagarist
acisindan bakidiginda, benzer tipteki kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sayisal

¢oziimleri aragtirilirken kullanilmas: tavsiye edilir.
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