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Kasm 2012, 204 sayfa 

 
Bu çal mada, Neuman, Dirichlet ve integral ko ullu dalga problemi, Neuman, 
Dirichlet ve Robin ko ullu genel formda ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel 
denklem problemi, ba langç ve snr ko ullu genel formda ikinci mertebe lineer 
ksmi diferansiyel denklem problemi, singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik 
konveksiyon-difüzyon problemi ve iki boyutlu ikinci mertebeden lineer de i ken 
katsayl ksmi diferansiyel denklem problemi için Bessel sralama yöntemi sunulur. 
Ayrca, her bir problem için rezidüel hata fonksiyonunu temel alan yöntemin hata 
tahmini sunulmu tur. Tahmin edilen hata fonksiyonlar aracl yla Bessel polinom 
çözümleri iyile tirilir. laveten, ba langç ve snr ko ullu genel formda ikinci 
mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem problemi için yöntemin karma kl  
üzerine çal lm tr.    

Yöntemin etkinli ini ve tutarll n göstermek için, yöntemin pek çok örne e 
uygulamas verilmi tir. Hata tahmini ve çözümlerin iyile tirilmeleri de örneklerde 
yaplm tr. Tam çözüm bilinen problemlerde gerçek mutlak hatalar ile tahmin edilen 
mutlak hatalar ve gerçek ve tahmin edilen hata fonksiyonlar kar la trlm tr. 
Bizim sonuçlar ile daha ba ka metotlarn sonuçlar arasnda kar la trmalar 
yaplm tr. 

 
Anahtar Kelimeler: Ksmi Diferansiyel Denklemler, Bessel Sralama Metodu,  
                                   Birinci Tür Bessel Fonksiyonlar, Sralama noktalar 
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ABSTRACT 
BESSEL COLLOCATION METHOD FOR NUMERICAL SOLUTIONS OF 

SECOND ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 
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In this study, Bessel collocation method is presented for wave problem with 
Neuman, Dirichlet and integral conditions, second order linear partial differential 
equation problem in general form under Neuman, Dirichlet and Robin conditions, 
second order linear partial differential equation problem in general form with initial 
and boundary conditions, singularly pertürbed one-dimensional parabolic 
convection-diffusion problem and two-dimensional second order linear partial 
differential equation problem with variable coefficients. Also, the error estimation of 
the method, based residual error function, is presented for each problem. The Bessel 
polynomial solutions are improved by means of the estimated error functions. In 
addition, the complexity of the technique has been studied for second order linear 
partial differential equation problem in general form with initial and boundary 
conditions. 
To demonstrate the effectiveness and consistency of the method, applications of the 
technique have been given to several examples. Also, error estimation and 
improvement of the solutions have been done in examples. In problems with the 
exact solutions, the actual absolute errors are compared with the estimated absolute 
errors, and the actual and the estimated error functions are compared. Comparisons 
between our results and the results of other methods are given.  

 
Keywords: Partial Differential Equations, Bessel Collocation Method, Bessel  
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1. G R  

Ksmi diferansiyel denklemler titre im, elastikiyet, elektrostatik, ak kanlar, s 

iletimi, elektrik ve manyetizma teorileri gibi fizik alanlarnda modeller 

geni letilirken ortaya çkm tr. Ksmi diferansiyel denklemler konusunda yaplan ilk 

çal malar 18. yüzylda Euler, d�’Alembert, Lagrange ve Laplace�’ n fizik bilimindeki 

modeller için bir araç olarak ksmi diferansiyel denklemleri kullanmas ile ba lar. 19. 

yüzyln ortalarnda ba layan Riemann�’ n çal malaryla ksmi diferansiyel 

denklemler matemati in di er dallarnda da temel bir araç oldu. 

19. ve 20. yüzyl boyunca ksmi diferansiyel denklemlerin fizik, mühendislik ve 

di er uygulama alanlarnda modeller ile ili kilere sahip olu u ve matemati in di er 

dallarnn geli iminde bir araç olarak kullanlmas ksmi diferansiyel denklemler için 

büyük bir önem ta m tr. Ksmi diferansiyel denklemleri fizik ve mühendislik gibi 

uygulama alanlarnda modeller ile ili kilendiren ve matemati in di er dallarnn 

geli iminde bir araç olarak kullanan ilk kez 1890 ylnda H. Poincare olmu tur.  

Di er taraftan, birinci mertebe ksmi diferansiyel denklemler sistemlerinin teorisinin 

1870�’ deki S. Lie�’ nin orijinal çal masndaki Lie teorisi ile önemli bir ili kisi 

olmu tur ve 1890�’ l yllarda E. Cartan�’ n Lie teorisi ile olan çal malar ile de 

önemli bir ili kisi olmu tur. 

20. yüzyln ba larndan beri ksmi diferansiyel denklemler ve onlarn snr de er 

problemlerinin çözümleri reel analiz ve fonksiyonel analizin geli mesine katkda 

bulunmu tur. Fonksiyonel analizin geli imindeki bu perspektifi J. Dieudonne ortaya 

koymu tur. 1950 ve 1960�’ l yllarda ba layan lineer ksmi diferansiyel denklemler 

ve onlarn snr de er problemleri üzerine yaplan çal malar Fourier analizdeki 

tekniklerin oldukça geni lemesini sa lam tr. Ksmi diferansiyel denklemlerin tekil 

integral operatörler ile ili kisi 1930�’ da ba lam tr. Pseudo-diferansiyel operatörler 

ve Fourier integral operatörleri sayesinde ksmi diferansiyel denklemler için Fourier 

analiz uygulamalar lineer ksmi diferansiyel denklemlerin teorisinin oldukça 

geni lemesini sa lam tr.  
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Ksmi diferansiyel denklemler ve topoloji arasnda da önemli bir etkile im vardr. Bu 

etkile im özellikle ak kanlar mekani inde art  gösteren lineer olmayan ksmi 

diferansiyel denklemlerin global çözümleri için ilk olarak 1920 ve 1930 yllar 

arasnda ba lam tr. 1920�’ li yllarda M. Morse ve Ljusternik-Schnirelman�’ n 

varyasyonlar teorisi ve 1930�’ lu yllarda klasik Brouwer derecesinin bir geni lemesi 

olan sonsuz boyutlu uzaylarda Leray-Schaude derecesi bu etkile ime örnektir.   

Ksmi diferansiyel denklemler matemati in di er dallarnda da önemli bir rol oynar. 

Örne in, Korteweg-De Vries ksmi diferansiyel denklemi soliton teorisi ve cebirsel 

geometri arasnda bir ili ki sa lam tr. lk kez 1896�’ da çal lmaya ba lanan bu 

denklem 1960�’ da M. Kruskal ve onun çal ma arkada lar tarafndan su dalgalar 

için bir model olarak kullanld.  

Diferansiyel geometrideki problemler Monge-Ampere denklemi ve minimal yüzey 

denklemleri gibi lineer olmayan ksmi diferansiyel denklemler ile verilir.  

Titre imin bir modeli olarak 1752�’ de d�’Alembert tarafndan  

2 2

2 2

u u
t x

 

bir boyutlu dalga denklemi ortaya kondu ve analiz edildi. D�’Alembert�’ in çal masn 

1759�’ da Euler iki boyutlu dalga denklemine ve 1762�’ de D. Bernoulli üç boyutlu 

dalga denklemine geni letti. 1780 ylnda Laplace çekimsel potansiyel alanndaki 

onun çal masnda 0u  Laplace denklemini çal m tr.  

u u
t

 

s denklemi 1810-1822 yllar arasnda Fourier tarafndan verilmi tir. 2. mertebe 

ksmi diferansiyel denklemlerin üç önemli örnekleri olan hiperbolik, eliptik ve 

parabolik denklemler ile ilgili çal malar ilk kez 19. yüzyln ilk on ylnda 

yaplmasna ra men 20. yüzyla kadar açk bir ekilde formüle edilememi tir. 

1750 ve 1900 yllar arasnda fiziksel olaylar sayesinde ortaya çkan baz denklemler 

unlardr: 

 Sk trlamaz ak kanlarn Euler denklemi (1755). 

 1760�’ da Lagrange tarafndan verilen minimal yüzey denklemi.  
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 1755�’ de Monge tarafndan Monge-Ampere denklemi. 

 Elektrik ve manyetik problemlere uygulanan Laplace denklemi (1780) ve 

Poisson denklemi (1813).  

 1822-1827 yllar arasnda Navier tarafndan ak kanlar için Navier Stokes 

denklemleri. 

 1864�’ de elektromanyetik teoride Maxwell denklemi. 

 1860�’ da ses bilimi ile ili kili Laplace operatörü için öz de er problemi ve 

Helmholtz denklemi. 

 1840�’ da sabun köpükleri için bir model olarak Plateau problemi. 

 1896�’ da sadece su dalgalar için bir model olarak Korteweg-De Vries 

denklemi. 

19. yüzyl boyunca uygun snr ko ullaryla ksmi diferansiyel denklemlerin 

çözümlerini bulmak için kullanlan baz önemli metotlar a a daki gibidir. 

a) De i kenlerine ayrma metodu: 

Dalga denkleminin çözümleri için ilk kez 1747 ylnda d�’Alembert bu metodu 

çal maya ba lam tr. Ayrca, dalga denklemi için de i kenlerine ayrma metodu 

üzerine 1748 ylnda Euler�’ de çal maya ba lam tr. 1782 ylnda Laplace ve 

Legendre tarafndan Laplace denklemi için de i kenlerine ayrma metodu 

kullanlm tr. Is denklemi için ise bu metot 1811-1824 yllar arasnda Fourier 

tarafndan çal lm tr. 

b) Riemann�’ n 1851�’ de yapt  çal maya dayanan tek bir kompleks de i kenli 

analitik fonksiyonlar ve iki boyutlu reel harmonik fonksiyonlar çal mas arasndaki 

etkile im 1870 yl civarnda C. Neumann, H. A. Schwarz ve E. B. Christoffel 

tarafndan geli tirildi. 

c) Laplace denklemi için 1835�’ de Green�’s fonksiyonlar metodu çal lmaya 

ba land. Bu çal ma Laplace denkleminin özel tekil çözümleri çal masn da içerir.  

d)  3 �’ nn  snrnda verilen bir u  snr de eri için  

0u  

Laplace denkleminin bir çözümünün  
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23

1i i

v
x

 

integralini  snrnda v  olacak ekilde tüm v  fonksiyonlar arasnda minimize 

etti i 1833 ylnda G. Green tarafndan gözlemlendi. 

e) Ksmi diferansiyel denklemlerin özel çözümlerini elde etmek için Euler, 

d'Alembert, Laplace ve di erleri tarafndan kuvvet seri metotlar kullanld.  

1890 ylnda Poincare her sürekli Dirichlet snr ko ulu için Laplace denkleminin bir 

çözümünün varl nn ve tekli inin ispatn verdi.  

Picard ve onun okulundakiler 1880 ylnn ba larnda lineer olmayan problemlerin 

çözümleri için ard k yakla m metodunu uygulad.  

Picard Fuchsian fonksiyonlar teorisinde art  gösteren uu e  lineer olmayan 

denkleminin bir çözümünün varl n 1898 ylnda ispatlad. Bu problemin 

yardmyla Picard süreklilik metodunun prensiplerini formülle tirdi.  

1906 ylnn ba larnda S. Bernstein lineer olmayan eliptik denklemler için Dirichlet 

probleminin süreklilik metodu ile çözülebilirli ini gözlemledi. 

Korteweg-De Vries (KDV) denkleminin soliton (geçici) çözümleri ilk kez 1834 

ylnda J. S. Russell tarafndan fark edildi. 1960 ylnda M. Kruskal ve çal ma 

arkada lar KDV denkleminin soliton çözümlerinin bir teorisini çal m tr. 

Ksmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin hesaplanmas oldukça zordur. 

Poincare döneminde mevcut pratik teknikler olmasna ra men ksm diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin hesaplanmasnn zor oldu undan 1890�’ da Poincare 

bahsetmi tir. Günümüzde ise, yüksek hzl bilgisayarlar sayesinde hesaplamalar ksa 

zamanda yaplabilmektedir.  

Yukardaki bilgiler Brezis ve Browder (1998) tarafndan sunulmu tur. 

Bugüne kadar, ksmi diferansiyel denklemlerin yakla k çözümleri için oldukça çok 

çal malar yaplm  ve yöntemler verilmi tir. Telegraph denkleminin nümerik 

çözümleri için Adomian ayr trma metodu (Biazar ve Ebrahimi, 2007) ve 

varyasyonel iterasyon  metodu (Biazar vd., 2009a) kullanld. Hiperbolik telegraph 

denklemi Chebyshev Tau metodu (Saadatmandi ve Dehghan, 2010), çekirdek 

yöntemi (Yao, 2011), Legendre multiwavelet Galerkin metodu (Yousefi, 2010) ve 
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radyal temel fonksiyonlar (Dehghan ve Shokri, 2009a) aracl yla çözülmü tür. Is 

da lm problemini çözmek için sonlu farklar metodu  (Azari ve Zhang, 2010) ve 

üstel fonksiyon yöntemi (Wen vd., 2009) çal ld. Dehghan ve Shokri (2009b) ve 

Bratsos (2009) Klein-Gordon denkleminin nümerik çözümü üzerine çal m tr. 

Zakharov-Kuznetsov denklemi homotopi pertürbasyon metodu (Biazar vd., 2009b) 

ve yardmc denklem metodu (Ma vd., 2009) ile çözüldü. Kawahara tipi denklemleri 

çözmek için radyal temel fonksiyonlar (Dereli ve Da , 2012) kullanld. MRLW 

denklemi de radyal temel fonksiyonlar (Dereli, 2012) kullanlarak çözülmü tür. 

Korteweg-de Vries Burgers denklemini çözmek için He�’ nin homotopi pertürbasyon 

metodu ( nc, 2010) kullanld. Fokker-Planck denklemi Cubic B-Spline fonksiyonlar 

(Lakestani ve Dehghan, 2009) aracl yla çözülmü tür. KdV-Burgers-Kuramoto 

denklemlerini çözmek için He�’ nin varyasyonel iterasyon metodu ve Adomian 

ayr trma yöntemi (Safari vd., 2009) kullanld. KDV-Burger denklemleri homotopi 

pertürbasyon metodu (Yildirim ve Berberler, 2010) ile çözüldü. RLW denkleminin 

çözümleri için kosinüs geni leme tabanl diferansiyel kareleme algoritmas (Da  vd., 

2010) kullanld. Darvishi ve Khani (2009) Foam drainage denkleminin bir seri 

çözümü üzerine çal t. Dalga denklemi varyasyonel iterasyon metodu (Hemeda, 

2008) ve Bernstein Ritz-Galerkin metodu (Yousefi vd., 2010) kullanlarak çözüldü. 

Kelleci ve Yldrm (2011) homotopi pertürbasyon ve Pade tekniklerinin birle imi ile 

Burger denklemini çözdü. Chebyshev spectral kollokasyon metoduyla Kuramoto-

Sivashinsky denklemi Khater ve Temsah (2008)  tarafndan çözüldü. Murphy ve 

Evans (1981) iki boyutlu s denkleminin Chebyshev seri çözümleri üzerine çal t. 

Sezer (1989) Dirichlet problemi için bir Chebyshev polinom yakla m sundu. kinci 

ve dördüncü mertebe eliptik denklemler Chebyshev açlm metodu (Khalifa vd., 

2003) ile çözüldü. Ke an (2003) ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denklemleri 

Chebyshev polinom metodu ile çözdü. Parabolik ve hiperbolik ksmi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri için wavelet Galerkin metodu (Kumar ve Mehra, 2006), 

sonlu farklar metodu (Benito vd., 2007) ve homotopi pertürbasyon metodu (Biazar 

ve Ghazvini, 2008) sunuldu. kinci mertebe ksmi diferansiyel denklemler Kurulay 

ve Bayram (2009) tarafndan kuvvet seri metodu ile çözüldü. Doha ve Al-Kholi 

(2001) parabolik ve eliptik ksmi diferansiyel denklemleri Legendre spectral 

metodunu kullanarak çözdü. Ksmi diferansiyel denklemleri çözmek için iki boyutlu 

diferansiyel dönü üm metodu (Bildik ve Konuralp, 2006), Adomian ayr trma 

yöntemi (Bildik ve Konuralp, 2006), varyasyonel iterasyon yöntemi (Bildik ve 



 6

Konuralp, 2006), n-boyutlu diferansiyel dönü üm metodu (Kurnaz vd., 2005), 

kollokasyon metodu (Liu ve Tai, 2006) ve Legendre wavelet metodu (Liu ve Lin 

2010) kullanld. Tepki-difüzyon problemleri Revelli ve Ridolfi (2008) tarafndan 

genelle tirilmi  kollokasyon metodu kullanlarak çözüldü. Cauchy tepki-difüzyon 

problemini çözmek için He�’ nin homotopi pertürbasyon metodu (Yldrm, 2009) 

kullanld. Nanoteknolojide art  gösteren problemleri çözmek için homotopi 

pertürbasyon metodu (Zhu vd., 2009) çal ld. De i ken katsayl adveksiyon-

difüzyon modelleri için uygun bir nümerik metot (Ponsoda vd., 2008) kullanld. 

Gecikmeli difüzyon modellerinin analitik ve nümerik çözümleri üzerine çal ld 

(Reyes vd., 2008). Bülbül ve Sezer (2011) hiperbolik ksmi diferansiyel denklemlerin 

çözümleri için Taylor matris yöntemini uygulad. Norhashidah ve Evans (2004) 

eliptik ksmi diferansiyel denklemleri çözmek için baz iteratif metotlar çal t. 

Lineer olmayan ksmi diferansiyel denklemler Parand ve Rad (2011) tarafndan 

üstel-fonksiyon yöntemi kullanlarak çözüldü. Akyüz-Da ço lu (2009) yüksek 

mertebe ksmi diferansiyel denklemler için Chebyshev polinom yakla mn çal t. 

Lineer ve lineer olmayan ksmi diferansiyel denklemler için varyasyonel iterasyon 

metodu ve homotopi pertürbasyon metodu arasnda kar la trma yapld (Ate  ve 

Yldrm 2010). Biazar ve Aminikhah (2009) ksmi diferansiyel denklem sistemleri 

için homotopi pertürbasyon yönteminin yaknsakl  üzerine çal t. Gecikmeli ksmi 

diferansiyel denklem sistemleri için Bashier ve Patidar (2011) tarafndan bir nümerik 

metot verildi. Ayrca, ksmi diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri de i ik 

metotlar ile bulundu (Pinchover ve Rubinstein, 2005; Morton ve Mayers, 2005; 

Bernatz, 2010; Stavroulakis ve Tersian, 2004). Ak kanlar dinami inde kar la lan 

ksmi diferansiyel denklemler için hesaplama yöntemleri çal lm tr (Pozrikidis, 

2009; Herron ve Foster, 2008; Chung, 2010; Ferziger ve Peric, 2002). Hava kirlili i 

ve türbülans için kullanlan ksmi diferansiyel denklem modelleri için (Moreira ve 

Vilhena, 2010) ve bilim ve mühendislikte kar la lan lineer olmayan ksmi 

diferansiyel denklemler için (Debnath, 2005) çe itli hesaplama metotlar kullanld.  

ntegro-diferansiyel denklemlerin çözümleri için Taylor sralama yöntemi (Karamete 

ve Sezer, 2002; Nas vd., 2000; Kurt ve Sezer, 2008)  ve Taylor matris yöntemi 

(Sezer ve Gülsu, 2005), integro-diferansiyel denklem sistemlerinin çözümleri için  

Taylor sralama yöntemi (Gülsu ve Sezer, 2006) ve Chebyshev sralama yöntemi 

(Akyüz-Da co lu ve Sezer, 2005), hiperbolik ksmi diferansiyel denklemleri 
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çözmek için Taylor matris metodu (Bülbül ve Sezer, 2011), lineer ksmi diferansiyel 

denklemlerin nümerik çözümleri için Chebyshev matris yöntemi (Yüksel, 2011) ve 

lineer fonksiyonel denklemlerin yakla k çözümleri için Bernstein polinomlar ve 

rasyonel fonksiyonlara dayal sralama yöntemi (I k, 2012) kullanld. laveten, 

Fredholm integro-diferansiyel-fark denklemleri ( ahin vd., 2011a), diferansiyel ve 

integro-diferansiyel denklemleri (Yüzba , 2009), Volterra integral denklemlerin 

sistemleri ( ahin vd., 2011b) ve pantograph denklemleri (Yüzba  vd., 2012) çözmek 

için Bessel sralama (collocation) metodu kullanld.  
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2. KAYNAK ÖZETLER  

Bu bölümde, ksmi diferansiyel denklemlerin snflandrlmas yaplacak, 

çal malarda çokça kar la lan denklemler tantlacak, ksmi diferansiyel denklem 

problemlerinde kar la lan baz ko ul tipleri verilecek ve karma klk (complexity) 

hakknda bilgiler sunulacaktr.  

2.1. Ksmi Diferansiyel Denklemler 

Tanm 2.1: Bir veya daha çok ba ml de i kenin birden çok ba msz de i kene 

göre ksmi türevleri ile beraber ba ml ve ba msz de i kenleri içeren denkleme 

ksmi diferansiyel denklem denir. 

u  ba ml, x  ve y  ba msz de i kenler olmak üzere bir ksmi diferansiyel denklem 

genel olarak 

 ( , , , , , , , , ) 0x y xx xy yyF x y u u u u u u  

biçimindedir. 

2.2. kinci Mertebe Ksmi diferansiyel Denklemlerin Snflandrlmas 

Adi diferansiyel denklemlerde snflandrma, diferansiyel denklemin mertebesine ve 

derecesine ba l olarak lineer ya da lineer olmamasna göre yaplr. Ksmi 

diferansiyel denklemlerde ise snflandrma mertebe ve lineerli in yan sra ksmi 

diferansiyel denklemin yapsna göre yaplr. Çünkü denklemin yaps de i tikçe 

çözümlerin özellikleri de i ir. 
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u  ba ml de i ken, x  ve t  ba msz de i kenler olmak üzere, ikinci mertebe 

hemen hemen lineer ksmi diferansiyel denklem genel olarak  

 
2 2 2

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , , , , ) 0Lz A x t B x t C x t F x t u
x t x t x t
u u u u u   (2.1) 

eklindedir. Burada, A , B  ve C ; xt -düzleminin bir  bölgesinde x  ve t �’ nin iki 

defa sürekli türetilebilir fonksiyonlardr ve ayn anda üçü birden sfr de ildir. 
2 2( , ) ( , ) ( , )x x t tA x t D B x t D D C x t D �’ ye L  operatörünün esas ksm denir. 

Denklemin çözümlerinin özelliklerini bu ksm tayin eder.  

 2( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )x t B x t A x t C x t  

fonksiyonuna L  operatörünün diskriminant denir (Ça lyan ve Çelebi, 2010). 

Tanm 2.2: E er �’ nn bir 0 0( , )x t  noktasnda, 

 0 0( , ) 0x t  ise (2.1) denklemine bu noktada hiperboliktir, 

  0 0( , ) 0x t  ise (2.1) denklemine bu noktada paraboliktir, 

 0 0( , ) 0x t  ise (2.1) denklemine bu noktada eliptiktir, 

denir. Bir  bölgesinin tüm noktalarnda hiperbolik, parabolik veya eliptik olan bir 

denkleme �’ da srasyla hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.  

Genellikle bir denklem, katsaylarnn tanml oldu u bir bölgede her üç tipten de 

olabilir. Özel olarak, A , B  ve C  katsaylar (yani ikinci mertebe türevlerin 

katsaylar) sabit olan bir denklem tüm düzlemde ayn tiptendir (Ça lyan ve Çelebi, 

2010).  

Hiperbolik, parabolik ve eliptik tip denklemler, birçok fiziksel olayn 

modellenmesinde ortaya çkan denklemlerdir. En çok kar la lan ve literatürde 

önemli yeri olan bu denklemlerin baz örnekleri a a da verilmektedir.  

2.2.1. Hiperbolik tip denklemler 

Hiperbolik tip ksmi diferansiyel denklemler ile genellikle mekanik ve fizik 

alanlarndaki uygulamalarda kar la lr.  Örne in, makinelerin titre imi problemleri 

ve elektromanyetik, hidrodinamik ve ses yaylmas gibi modeller hiperbolik tip 
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denklemlerdir. Dalga denklemi, telgraf denklemi ve lineer Kleain-Gordon 

denklemleri fizik ve mühendislikte oldukça çok kar la lan hiperbolik tip ksmi 

diferansiyel denklemlerdir.  

Dalga denklemi: 

c , pozitif bir sabit ve  F , dalgaya etki eden bilinen bir d  kuvvet olmak üzere, 

 2 0tt xxu c u    

denklemine bir boyutlu homojen dalga denklemi, 

 2 ( , )tt xxu c u F x t   

denklemine ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi denir. Bu denklemlerde 

x  de i keni yer t  de i keni zaman göstermektedir. Dalga denklemi fizikte çok 

önemli yere sahip bir ksmi diferansiyel denklemdir. Bu denklemin çözümlerinden, 

ses,  k ve su dalgalarnn hareketlerini ortaya koyan fiziksel nicelikler çkar. Dalga 

denklemi, en çok titre en yay (vibrating-string) hareketinin modellinde kullanlr 

(Weinberger, 1965). Ayrca elektrodinamik, elektromanyetik, ak kanlar mekani i ve 

akustik gibi alanlardaki uygulamalarda da dalga denklemi ile kar la lr (Polyanin, 

2002). Bir boyutlu dalga denkleminin çözümü bize l  uzunlu unda titre im halinde 

olan bir telden t  saniye sonra x  kadar uzaklktaki enine yer de i imini verir. Bu tip 

denklemler ba langç ve snr ko ullar ile ele alnr.     

Son yllarda,  

 ( , ),tt xxu u q x t  0 ,x l  0 ,t T                                  

dalga denklemi  

  1( ,0) ( ) ,u x f x  0 x l ,       

  1(0, ) ( ) ,u t g t  0 t T ,  

Dirichlet snr ko ullar, 



 11

  2( ,0) ( ) ,tu x f x  0 x l ,  

Neumann snr ko ulu ve 

  2
0

( , ) ( ) ,
l

u x t dx g t  0 t T ,  

lineer olmayan (nonlocal) integral ko ulu ile alnarak de i ik metotlar ile bu 

problemin nümerik çözümleri üzerine çal malar yaplm tr (Dehghan, 2005; 

Yousefi vd., 2010).  Burada, ( , ) 0, 0,x t l T  için q , 1f , 2f , 1g  ve 2g  tanml 

fonksiyonlardr. Ayrca bu problemin çözümünün varlk ve teklik teoremi Bouziani 

(1999) tarafndan verilmi tir.  

Telgraf Denklemi:  

,  ve  srasyla rezistans, kapasitans ve indüktants sabitleri olmak üzere, telgraf 

denklemi 

 ( , ),tt t xxu u u u g x t  

eklindedir.  

Telgraf denklemi sinyal analizlerinde, özellikle elektrik sinyallerinin yaylmnda ve 

elektrik dola mnn oldu u bir sistemde, x  konumu ve t  anndaki voltaj 

hesaplamalarnda kullanlmaktadr (Bülbül, 2011).  

Klein-Gordon Denklemi: 

Klein-Gordon denklemi lineer ve lineer olmayan olarak iki türe ayrlr ve bunlar 

farkl fiziksel olaylara kar lk gelir. Klein-Gordon denklemleri kuantum cisim, 

rölâtivist ve plazma fizik teorilerinde kullanlr (Polyanin, 2002).  

a  ve 0b  fiziksel sabitler olmak üzere,  

 
2 2

2
2 2a bu

t x
u u  
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olarak verilen denkleme lineer Klein-Gordon denklemi denir.  

Lineer olmayan Klein-Gordon denklemine özellikle yüksek enerji fizikçilerinin 

çal ma alan olan cisim teorisinde kar la lr (Greiner, 2000).  

Bir boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklemi 

 
2 2

2 2 ( ) ( , )h u g x t
t x
u u  

ksmi diferansiyel denklemi ile verilir (Dehghan, 2009).  

2.2.2. Parabolik tip denklemler 

Parabolik tip ksmi diferansiyel denklemlere zamana ba l s ve madde yaylmas 

problemlerinde kar la lr (Weinberger, 1965).  

Is denklemi: 

Isnn bir nesne üzerinde, belli bir konumda ve zamanda, nasl da laca n 

tanmlayan ksmi diferansiyel denkleme s denklemi denir.  

0k  s yaylm katsays ve ( , )u u x t , x  noktasnda t  anndaki scaklk olmak 

üzere  

 
2

2k
t x
u u  

denklemi zamana ba l s yaylmn gösteren bir boyutlu homojen s denklemi 

olarak ve  

 
2

2 ( , )k g x t
t x
u u  

denklemi bir boyutlu homojen olmayan s denklemi olarak adlandrlr. 

Bu denklemin çözümü, termal olarak izole edilmi  bir çubu un bir ucundan x  kadar 

uzaklkta ve t  anndaki scakl n verir. Bu tip denklemler ba langç ve snr 

ko ullar ile ele alnr.  
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Dehghan (2007) yukardaki homojen olmayan s denklemini 

  ( ,0) ( ) ,u x f x  0 1x ,       

ba langç ko ulu 

  1(1, ) ( ) ,u t g t  0 t T ,  

snr ko ulu ve 

  2
0

( , ) ( ) ,
b

u x t dx g t  0 t T , 0 1b   

lineer olmayan (nonlocal) integral ko ulu ile ele alarak sonlu farklar metodu ile 

nümerik olarak çözdü. Burada, b  bir reel sabit ve ( , ) 0,1 0,x t T  için g , f ,  1g  

ve 2g  tanml fonksiyonlardr. Ayrca, Bülbül (2011) bu integral ko ullu s problemi 

için Taylor matris yöntemini sundu. 

2.2.3. Eliptik tip denklemler 

Eliptik tip ksmi diferansiyel denklemler ço unlukla denge ya da kararl hal 

problemlerinin modellenmesinde kullanlrlar. Uygulamalarda en çok Laplace, 

Poission ve Helmholtz gibi eliptik tip ksmi diferansiyel denklemler ile kar la lr. 

Laplace denklemi: 

 
2 2

2
2 2 0u

x t
u u  

denklemi Laplace denklemi olarak adlandrlr. Elektromanyetizma, astronomi ve 

ak kanlar dinami i gibi birçok bilim alannda Laplace denkleminin çözümleri 

önemli yer tutar. Laplace denkleminin çözümleri elektrik ve yer çekim potansiyeli ile 

ak kan potansiyelinin davran n açklar. Laplace denkleminin çözümlerinin genel 

teorisi ayn zamanda potansiyel teorisi olarak da bilinmektedir 
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Potansiyel teorinin temel denklemlerinden biri olan Laplace denkleminin fiziksel 

uygulamas oldukça çoktur. Örne in, yüzeyleri izole edilmi  bir ortamda zamandan 

ba msz (ki buna kararl s denir) herhangi bir ( , )x y  noktasndaki s miktarn 

veren ( , )u x y  fonksiyonu Laplace denklemini sa lar.  Ayrca s kayna  olmayan bir 

bölgede kararl scaklk da lm, iletkenlerle çevrili yüksüz bir bölgede elektrostatik 

potansiyel, bir ak kanda hz da lm vs. ile ilgili problemlerde de Laplace denklemi 

ile kar la lr (Çilingir, 2005). 

Poisson denklemi: 

 
2 2

2
2 2 ( , )u f x y

x t
u u  

denklemi Poisson denklemi olarak adlandrlr. Isnn kararl yaylm problemlerinde 

Poission denklemi ortaya çkar. ( , ) 0f x y  olmas, problemde bir s kayna nn 

oldu unu gösterir. D  kuvvetlerin etkisi altndaki bir telin zamana ba l olarak 

denge konumuna gelmesi de poisson denklemi ile verilir. Poission denklemi ile 

gösterilen fiziksel iki olguyu örnek olarak verecek olursak; birincisi,  yük 

yo unlu unun varl  negatif  elektriksel potansiyelin olu masna sebep olur. Bu 

fiziksel olgu,  sabit olmak üzere 2   ile gösterilir. kincisi ise, ak kan 

içinde  s kayna ndan bir yaylmn varl , T  scakl nn olu masna sebep olur. 

Böylece k  sabit olmak üzere, 2T k  e itli i elde edilir (Çilingir, 2005). 

Helmholtz denklemi:   

 
2 2

2 2 ( )u x
x t
u u  

denklemi Helmtholtz denklemi olarak adlandrlr. Helmholtz denklemi zamanla 

harmonik de i im gösteren elektromanyetik veya akustik dalgalarla uyarlm  

ortamlardaki alan da lmn modellemek için kullanlr. Bu denklemin 0  hali, 

madde transfer problemlerini ifade eder (Bülbül, 2011).  
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2.2.4. Kar k tip denklemler 

kinci mertebe hemen hemen lineer ksmi diferansiyel denkleminin diskriminantnn 

durumuna göre hiperbolik, parabolik ve eliptik tip olabilece ini kesim (2.2)�’ de 

söylemi tik. De i ken katsayl hemen hemen lineer ksmi diferansiyel denklemlerde 

diskriminantn i areti noktaya göre de i ebilir. Bu nedenle, ayn denklem farkl 

bölgelerde farkl türden olabilir. Bu tip denklemlere kar k tip ksmi diferansiyel 

denklemler ad verilir. Sabit katsayl hemen hemen lineer ksmi diferansiyel 

denklemlerin sadece bir türden olabilece ini not ediyoruz. En çok bilinen kar k tip 

denklem  

 
2 2

2 2 0x
x t
u u , 2,x t  

Tricomi denklemidir (Hasano lu, 2010). Tricomi denklemi, 0x  oldu unda 

hiperbolik, 0x  oldu unda parabolik ve 0x  durumunda eliptik tip denklem olur. 

2.3. Cauchy Problemi 

kinci mertebeden ksmi diferansiyel denklemler için Cauchy problemini verece iz.  

Tanm 2.3: x  ve t  ba msz de i kenlerine ba ml ( , )u u x t  fonksiyonu için 

ikinci mertebeden en genel bir ksmi diferansiyel denklem göz önüne alnsn ve 

denklemin    

 ( , , , , , , )k F x t u p q r s    (2.2) 

eklinde ttu k  türevine göre çözülebildi i varsaylsn. Bir 0t t  de eri için 

bilinmeyen fonksiyonu ve onun t �’ ye göre türevi,   

 0

0

( , ) ( )
( , ) ( )t

u x t f x
u x t g x

 (2.3) 
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eklinde tanmlansn. (2.3) ko ullar altnda (2.2) denkleminin çözümlerinin 

bulunmas problemine (2.2) denklemi için Cauchy problemi denir. Burada, xp u , 

tq u , xxr u , xts u , ttk u  eklinde tanmlanm tr. 

 Özellikle fizik ile ilgili uygulama problemlerinde t  ba msz de i keni zaman 

gösterir ve (2.3) ko ullar 0 0t  noktasnda tanmlanrsa o zaman bu probleme 

ba langç de er problemi denir. Yani, ba langç de er problemi Cauchy probleminin 

özel bir durumudur (Ça lyan ve Çelebi, 2010).   

 Daha genel olarak, 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
1 2

0
nx x x t

u u u u        (2.4) 

denklemi ile ba lantl olan temel problem, ba langç de er problemi veya Cauchy 

problemi olarak adlandrlr.  Bu problem; (2.4) denklemini ve verilen 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

( , , , ,0) ( , , , )

( , , , ,0) ( , , , )

n n

n n

u x x x x x x
u x x x x x x
t

 

ba langç ko ullarn sa layan 1 2( , , , , )nu x x x t  çözümünün aranmas problemidir.  

ve  fonksiyonlar, 0t �’ da x  uzaynda tanmlanm  bilinen fonksiyonlardr.  ve 

�’ ye ba langç verileri denir. 1n , ( , )x t -uzaynda 0t  düzlemi, problemin 

ba langç yüzeyi ya da ba langç manifoldu olarak adlandrlr (Anar, 2005). 

2.4. Singüler Pertürbe Olmu  Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difüzyon 

Problemi 

 
2

2 ( ) ( ) ( , )u a x b x u g x t
t x x

u u , 0 x L , 0 t T     

ksmi diferansiyel denklemi  

 ( ,0) ( )u x f x , 0 x L ,             
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ba langç ko ulu ve 

 (0, ) ( )u t h t , 0 t T ,                                                  

 ( , ) ( )u L t s t , 0 t T    

snr ko ullar ile birlikte singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-

difüzyon problemi olarak adlandrlr. Burada, : 0 1 olacak ekilde bir 

difüzyon katsays ya da singüler pertürbasyon parametresi, ( )a x : hz, 

( , ) ( )g x t b x u : reaksiyon terimi, L  ve T : uygun sabitler ve  ( , ) 0, 0,x t L T  

için ( , )g x t , f , h   ve s  tanml fonksiyonlardr (Lenferink, 2002; Kadalbajoo ve 

Gupta, 2009).  

2.5. Ko ullar 

Bu ksmda, ksmi diferansiyel denklem problemlerinde çokça kar la lan ba langç 

ve snr ko ullarn verece iz.  

2.5.1. Ba langç ko ullar 

Herhangi bir ksmi diferansiyel denklem problemindeki ba ml de i ken u  olsun. 

Ba msz de i kenlerin tanml oldu u aralklarn ba langç noktalarnda u  ve onun 

ksmi türevlerinin birle imini içeren ko ullara ba langç ko ullar ad verilir. 

 Bir fiziksel olgunun incelenmesinin ba lad  anda tüm  bölgesinde 

sa lanmas gereken ko ullar zamana göre ba langç ko ullardr. Genellikle, 

uygulama problemleri zamana göre ba langç ko ullar ile verilir.  

2.5.2. Snr ko ullar 

Bunlar Ksmi diferansiyel denklemlerin ele alnd   bölgesinin  snrnn 

üzerindeki noktalarda sa lanmas gereken ko ullardr. Ksmi diferansiyel denklemler 

çe itli tipte snr artlaryla birlikte verilir. Snr ko ulu u  cinsinden verilmi se 
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�“Dirichlet tipi snr ko ulu�” olarak, u �’ nun gradyant cinsinden verilmi se �“Neumann 

tipi snr ko ulu�” olarak adlandrlr. u  ve gradyant birlikte verildi i taktirde �“Robin 

snr ko ulu (kar k snr art)�” olarak isimlendirilir.  snr için birim normal 

vektör �‘n �’ olmak üzere, baz snr ko ullar a a da verilmi tir. 

Dirichlet snr ko ulu 

Adi diferansiyel denklemler için [ , ]a b  aral nda Dirichlet snr ko ullar 

( )y a  ve ( )y b  

eklindedir. Burada  ve  sabitlerdir ve y : adi diferansiyel denklemdeki 

bilinmeyen fonksiyondur. 

Ksmi diferansiyel denklemler için bir n  bölgesinde,  Dirichlet snr ko ullar  

( ) ( )u x f x , x  

ile verilir. Burada, f :  snrnda tanml bir fonksiyondur.  

Neumann snr ko ulu  

Adi diferansiyel denklemler için [ , ]a b  aral nda Neumann snr ko ullar 

 '( )y a  ve '( )y b  

eklindedir. Burada  ve  sabitlerdir ve y : adi diferansiyel denklemdeki 

bilinmeyen fonksiyondur. 

Ksmi diferansiyel denklemler için bir n  bölgesinde Neumann snr ko ullar  

( ) ( )u x f x
n

, x  

eklindedir. Burada, n :  snr için birim normal vektör ve f  skaler bir 

fonksiyondur. Ayrca normal türev a a daki gibi tanmldr: 
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( ) ( )u x u x n
n

 

burada, : gradyan vektörü gösterir ve �‘ �’ ile iç çarpm gösterilir. 

Robin snr ko ulu 

 ve  sfr olmayan sabitler, g :  snrnda tanml bir fonksiyon, u :  

bölgesinde tanml bilinmeyen çözüm fonksiyonu ve u
n

 : snrdaki normal türev 

olmak üzere  snrnda Robin snr ko ulu 

uu g
n

    

biçimindedir.  

Nonlocal (yerel olmayan) snr ko ulu 

u : , ,a b  bölgesinde tanml bilinmeyen çözüm fonksiyonu ve ( )g t :  

bölgesinde tanml bir fonksiyon olmak üzere nonlocal (yerel olmayan) snr ko ulu 

( , ) ( )
b

a

u x t dx g t ,  a x b , t  

olarak verilir. 

2.6. Kayan Nokta Aritmeti i (Floating-Point Operation)   

Kayan noktal saylar gerçel saylarn bilgisayar ortamndaki bir gösterim biçimidir. 

Yani, gerçel saylar bilgisayar ortamnda bir kayan nokta formatnda hafzada tutulur 

(Watkins, 2002). Gerçek dünyada saylar sonsuza kadar giderken, bilgisayar 

ortamnda bilgisayar donanmnn getirdi i snrlamalardan dolay bütün saylarn 

gösterilmesi mümkün de ildir. Bununla birlikte gerçekte sonsuza kadar giden 
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birtakm de erler bilgisayar ortamnda ortamn kapasitesine ba l olarak yakla k 

de erlerle temsil edilirler. Bu snrlamalarn etkisini en aza indiren, saylarn 

maksimum miktarda ve gerçe e en yakn ekilde temsilini sa layan sisteme kayan-

noktal saylar sistemi denir. Bir aritmetik i lemdeki, toplama, çkarma, çarpma ve 

bölme i lemlerinin her biri bir kayan nokta olarak adlandrlr. A a da vektör-vektör 

i lemleri, matris-vektör çarpm, matris-matris çarpm, bir matrisin tersi ve Gauss 

eliminasyon için ne kadar kayan nokta oldu undan bahsedece iz. 

2.6.1. Vektör-vektör i lemleri 

1 2 1 2,  T T n
n nx x x x y y y y  olan iki vektör olsun. O zaman, 

  1 1 2 2
T

n nx y x y x y x y  

dir. Bu iki vektörün iç çarpmnda; n  tane çarpma ve 1n  tane toplama i lemi 

vardr. Yani, toplam i lem says 2 1n �’ dir. Böylece, iki vektörün iç çarpmnda 

2 1n  kayan nokta vardr. 

E er, 1n  ise o zaman, iki vektörün iç çarpmnda 2n  kayan nokta vardr. 

x  ve y  vektörlerinin toplanmasnda n  kayan nokta olur. 

x  ve y  vektörlerinin çkarlmasnda da n  kayan nokta vardr. 

x  vektörünün bir skaler ile çarpm içinde n  tane kayan nokta olur (Boyd ve 

Vandenberghe, 2004). 

Örne in; 
10,x y  olsun. O zaman bu iki vektörün iç çarpm için  

2 1 2.10 1 19n  

kayan nokta vardr. laveten, bu iki vektörün toplanmas, çkarlmas ve bu 

vektörlerden birinin skaler ile çarplmas i lemlerinin her biri için  

10n  

tane kayan nokta olur. 
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2.6.2. Matris-vektör çarpm  

1

2 n

n

x
x

x

x

 olan vektör ve m nA  olan bir matris olsun. O zaman, A  matrisi ve 

x  vektörünün çarpmnda ( y Ax �’ de); 

y �’ nin her bir eleman hesaplanrken n �’ de iç çarpm yaplr ve n �’ de bir iç 

çarpm için 2 1n  kayan nokta oldu unu yukarda söylemi tik. Böylece y �’ nin her 

bir elemannn hesaplanmasnda 2 1n  tane kayan nokta vardr. my  yani y �’ nin 

m  eleman oldu undan A  matrisi ve x  vektörünün çarpm için 2 1n m  tane 

kayan nokta olur. Çok büyük n  de erleri için A  matrisi ve x  vektörünün 

çarpmnda yakla k olarak 2nm  kayan nokta vardr (Boyd ve Vandenberghe, 2004). 

Örne in; 15 9A  ve 9x  ise o zaman A  matrisi ve x  vektörünün çarpm için 

2 1 2.9 1 15 255n m  

kayan nokta vardr.  

 Buradaki A  matrisi ve x  vektörünün baz özel durumlar için matris-vektör 

çarpmndaki kayan noktalar öyledir (Boyd ve Vandenberghe, 2004): 

  m n  ve A  kö egen matris olmak üzere A  matrisi ve x  vektörünün 

çarpm n  kayan noktadr. 

 m n  ve A  alt üçgensel matris olmak üzere A  matrisi ve x  vektörünün 

çarpm 2n  kayan noktadr. 

 A  matrisinin elemanlarnda sfrlar çok ve A  matrisinin N  eleman sfrdan 

farkl ise A  matrisi ve x  vektörünün çarpm için 2N  tane kayan nokta vardr. 

2.6.3. Matris-matris çarpm 

m nA  ve n pB  olan iki matris olsun. O zaman, A  matrisi ve B  matrisinin 

çarpmnda (C AB �’ de); 
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C �’ nin her bir eleman hesaplanrken n �’ de iç çarpm yaplr ve n �’ de bir iç 

çarpmnda 2 1n  kayan nokta oldu undan yukarda bahsetmi tik. m pC  yani 

C �’ nin mp  eleman oldu undan A  matrisi ve B  matrisinin çarpm için 2 1n mp  

kayan nokta vardr. Çok büyük n  de erleri için A  matrisi ve x  vektörünün 

çarpmnda yakla k olarak 2nmp  kayan nokta olur (Boyd ve Vandenberghe, 2004). 

2.6.4. Bir matrisin tersi 

n nA  olan bir matris olsun.  

Naive Gaussian eliminasyonu kullanlarak A  matrisinin tersinin bulunmas için 

2 4
3

3 3
n nn  

tane kayan nokta olur (Trahan vd., 2006). 

E er A  matrisinin tersi LU ayr trmas kullanlarak hesaplanrsa o zaman A  

matrisinin tersinin bulunmas için 

2 35 3 4
6 2 3
n n n  

kayan nokta vardr (Trahan vd., 2006). 

Örne in; 

10n  için yani 10 10A  tipinde bir matris olsun. O zaman, 

Naive Gaussian eliminasyonu kullanlarak A  matrisinin tersinin hesaplanmasnda 

2 4 2 4
3 310 1010 4300

3 3 3 3
n nn  

kayan nokta olur. 

LU ayr trmas kullanlarak A  matrisinin tersinin hesaplanmasn için 

2 3 2 35 3 4 5.10 3.10 4.10 1475
6 2 3 6 2 3
n n n  
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kayan nokta vardr. 

2.6.5. Gauss eliminasyon 

m nA  olan bir matris ve 

1

2 m

m

b
b

b

b

 olan bir vektör olsun. O zaman Gaus 

eliminasyon kullanlarak Ax b  sistemi çözülürse toplam  

2

3
nn m  

kayan nokta olur (Higham, 2002). 

2.7. Karma klk (Complexity) 

Bir metodun karma kl n tahmin etmek için ilk olarak problemin boyutlarnn 

polinom fonksiyonu olarak kayan noktalarn says ifade edilir. Daha sonra ayn 

dereceye sahip olan kuvvetler sadele tirilir ve metodun karma kl  polinomun en 

yüksek derecesi olarak belirlenir (Boyd ve Vandenberghe, 2004). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Önceki çal malarda birçok adi diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel 

denklemler ve onlarn sistemlerinin nümerik çözümleri için Bessel sralama metodu 

uyguland. Örne in, Fredholm integro-diferansiyel-fark denklemleri ( ahin vd., 

2011a), diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemleri (Yüzba , 2009), Volterra 

integral denklemlerin sistemleri ( ahin vd., 2011b) ve pantograph denklemleri 

(Yüzba  vd., 2012) çözmek için Bessel sralama metodu kullanld. Adi diferansiyel, 

integral and integro-diferansiyel denklemler için Bessel sralam metodu uygulanarak,  

  
0

( ) ( )
N

n n
n

y x a J x   

kesilmi  Bessel seri formunda yakla k çözümler elde edilir. Burada, na ; 

0,...,n N �’ ler bilinmeyen Bessel katsaylar ve ( )nJ x , ( 0,1, , )n N �’ ler 

  
22

0

( 1)( )
!( )! 2

N n
k nk

n
k

xJ x
k k n

 , n ,  0 x  

ile tanml birinci tip Bessel fonksiyonlardr.  

Fakat bu zamana kadar ksmi diferansiyel denklemler için Bessel sralama metodu 

uygulanmad. Bu çal mamzda biz Bessel sralama metodunu baz ksm diferansiyel 

denklem problemleri için geli tirerek uygulayaca z. Ayrca, Tau metodu için rezidüel 

hata tahmini (Shahmorad, 2005) ve rezidüel düzeltme metodu (Oliveira, 1980; Çelik, 

2006) kullanlarak, metot için etkili bir hata tahmini sunaca z. Bu hata fonksiyonu 

yardmyla Bessel polinom çözümlerini iyile tirece iz. 
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3.1. Neuman, Dirichlet ve ntegral Ko ullar Altnda Dalga Denkleminin 

Yakla k Çözümü için Bessel Sralama Metodu 

Bu ksmda, (Dehghan, 2005; Yousefi vd., 2010)�’ de ele alnan 

 
2 2

2 2 ( , ),q x t
t x
u u 0 ,x l  0 ,t T                                 (3.1) 

dalga denklemini  

  1( ,0) ( ) ,u x f x  0 x l ,      (3.2) 

  1(0, ) ( ) ,u t g t  0 t T , (3.3) 

Dirichlet snr ko ullar, 

  2( ,0) ( ) ,tu x f x  0 x l , (3.4) 

Neumann snr ko ulu ve 

  2
0

( , ) ( ) ,
l

u x t dx g t  0 t T , (3.5) 

lineer olmayan (nonlocal) integral ko ulu ile alaca z ve bu problemin Birinci tür 

Bessel fonksiyonlarn temel alan yakla k çözümlerini elde etmek için Bessel 

sralama yöntemini uygulayaca z. Burada, ( , ) 0, 0,x t l T  için q , 1f , 2f , 1g  ve 

2g  tanml fonksiyonlar. 

imdi bu problem için yöntemi uygulayarak, 

  , ,
0 0

( , ) ( , )
N N

r s r s
r s

u x t a J x t  (3.6) 

kesilmi  Bessel seri formunda yakla k çözümler bulaca z. Burada, ,r sa ; 

, 0,...,r s N �’ ler bilinmeyen Bessel katsaylar, 
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  , ( , ) ( ) ( )r s r sJ x t J x J t  

ve    ( )nJ x , ( 0,1, , )n N  �‘ ler 

  
22

0

( 1)( )
!( )! 2

N n
k nk

n
k

xJ x
k k n

 , n ,  0 x  

ile tanml birinci tip Bessel fonksiyonlardr.  

3.1.1. Dalga denklemi için temel matris ba ntlar 

(3.1) ile ifade edilen dalga denkleminin (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) ko ullar altnda 

(3.6) formunda yakla k çözümünü elde etmek için, bilinmeyen Bessel katsaylarnn 

bulunmas gerekmektedir. Bu amaç için ilk olarak (3.1) denklemindeki terimlerin 

matris formlar olu turulmaldr. lk olarak, (3.6) ile verilen çözüm 

  ( , ) ( ) ( )u x t x tJ Q A   (3.7) 

olarak matris formunda yazlabilir. Burada, 

0 1 1 ( 1)
( ) ( ) ( ) ( ) ,N N
x J x J x J xJ  

2( 1) ( 1)

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )
0 0
0 0 0 ( ) N N

t
t

t

t

J
J

Q

J

 

ve 

0,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , .
T

N N N N N Na a a a a a a a aA  

Ayrca, birinci tip Bessel fonksiyonlar 

 ( ) ( ) Tx xJ X D  (3.8) 

olarak matris formunda ifade edilebilir (Yüzba , 2009; ahin vd., 2011a; ahin vd., 

2011b, Yüzba  vd., 2012). Burada,  
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 2( ) 1 Nx x x xX   

ve N  tek ise,

 
1

2

0 2
1

1
2

1

3
2

2
1

1

1 1 ( 1)
0

1 10!0!2 1!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0

1 10!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0

3 10!2!2 ! !2
2 2

0 0 0 0
0!( 1)!2

0 0 0 0
0! !2

0

0

0

1

1

N

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N

N N

N

N

D ,

( 1) ( 1)N N

 

N  çift ise,  

2

0 2

2
2

1
1

2
2

2

1

1 1 ( 1)
0 0

0!0!2 1!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0 0

20!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0 0

2 20!2!2 ! !2
2 2

0 0 0
0!( 1)!2

0 0 0 0
0! !2

1 0

1

N

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N

N N

N

N

D

( 1) ( 1)N N

. 

laveten, ( )xX  ve onun (1) ( )xX  ve (2) ( )xX  türevleri arasnda ili ki 
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       (1) ( ) ( )x xX X C    ve (2) 2( ) ( )x xX X C  (3.9) 

eklindedir (Yüzba , 2009; ahin vd., 2011a; ahin vd., 2011b, Yüzba  vd., 2012). 

Burada, 

 

0 1 0 0
0 0 2 0

0 0 0
0 0 0 0

N
C . 

(3.8) ve (3.9) ili kileri kullanlarak,   

  (1) ( ) ( ) Tx xJ X CD  ve (2) 2( ) ( ) Tx xJ X C D .  (3.10) 

matris ili kilerini elde ederiz. 

(3.8) denkleminde TD  matrisi tersinir oldu u için, 

  1( ) ( )( )Tx xX J D   (3.11) 

yazlabilir. (3.11) ili kisi (3.10)�’ da verilen ili kilerde yerine konularak, 

  (1) ( ) ( )x xJ J P  ve (2) 2( ) ( )x xJ J P     (3.12) 

matris formlar elde edilir. Burada, 

  1( )k T k TP D C D , 1,2k . 

Benzer ekilde, ( )tQ  ve onun (1) ( )tQ  ve (2) ( )tQ  türevleri arasnda ili ki 

 (1) ( ) ( )t tQ Q P  ve (2) 2( ) ( )t tQ Q P   (3.13) 

olur. Burada, 
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2 2( 1) ( 1)

0 0
0 0

0 0 N N

P
P

P

P

. 

3.1.2. Neuman, Dirichlet ve integral ko ullar için matris ba ntlar 

Bu ksmda, (3.2)-(3.3) Dirichlet snr ko ullarnn, (3.4) Neumann snr ko ulunun 

ve (3.5) lineer olmayan (nonlocal) integral ko ulunun matris formlarn 

olu turaca z. lk olarak, (3.2) Dirichlet snr ko ulunun matris formunu bulmak için, 

çözüm fonksiyonunun (3.7)  matris formunda t  yerine 0  yazd mzda 

    1( ,0) ( ) (0) ( ) ,u x x f xJ Q A=  0 x l   (3.14) 

matris formunu elde ederiz. 

Benzer ekilde, (3.7) çözüm fonksiyonunda x  yerine 0  yazld nda 

    1(0, ) (0) ( ) ( )u t t g tJ Q A= , 0 t T ,  (3.15) 

matris formuna sahip oluruz. 

(3.4) Neumann snr ko ulunun matris formunu bulmak için, ilk olarak (3.7) çözüm 

fonksiyonunun t �’ ye göre birinci mertebe ksmi türevinin matris formunu bulalm. 

(3.7) çözüm fonksiyonunun t �’ ye göre birinci mertebe ksmi türevi 

 (1)( , ) ( ) ( )tu x t x tJ Q A   

olur ve (3.13) ili kisi kullanlarak,  

 ( , ) ( ) ( )tu x t x tJ Q PA    (3.16) 

biçiminde daha açk olarak ifade edilebilir. Böylece, (3.16) denkleminde t  yerine 0  

yazlarak, (3.4) ba langç ko ulunun matris formu 

 2( ,0) ( ) (0) ( ) ,tu x x f xJ Q PA  a x b   (3.17) 



 30

olarak elde edilir.  

Son olarak, (3.5) lineer olmayan integral ko ulunun matris formunu bulalm. Bu 

amaç için, (3.7) matris formu (3.5) ko ulunun sol tarafnda yerine yerle tirilir ve 

  
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l l

Tx t dx x dx t x dx tJ Q A J Q A X D Q A 0 t T   

matris formu elde edilir. Böylece, 

  
2 3 1

2 3 1

Nl l ll
N

L   

olmak üzere (3.5) ko ulunun matris formu 

 2( ) ( )T t g tLD Q A , 0 t T   (3.18) 

olarak elde edilir.  

3.1.3. Dalga denklemi problemi için çözüm yöntemi 

Öncelikle, (3.1) denklemindeki ( , )xxu x t  ve ( , )ttu x t   terimlerinin matris formlarn 

olu turalm. (3.7) çözüm fonksiyonunun x �’ e göre ikinci mertebe ksmi türevinin 

matris formu  

 (2)( , ) ( ) ( )xxu x t x tJ Q A  

dr ve burada, (3.12) ili kisi kullanlarak, 

 2( , ) ( ) ( )xxu x t x tJ P Q A   (3.19) 

elde edilir. 

Benzer ekilde, (3.13) ili kisi kullanlarak, (3.7) çözüm fonksiyonunun t �’ ye göre 

ikinci mertebe ksmi türevinin matris formu 

 (2)( , ) ( ) ( )ttu x t x tJ Q A  
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                      = 2( ) ( )x tJ Q P A   (3.20) 

olarak bulunur. 

(3.19) ve (3.20) matris formlar (3.1) denkleminde yerine konularak, 

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( , )x t x t q x tJ Q P J P Q A=   (3.21) 

matris denklemi elde edilir. Ksaca, (3.21) denklemini 

     ( , ) ( , )x t q x tW A =                                          (3.22) 

olarak ifade edebiliriz. Burada, 

  2
2 2

1, 1 ( 1)
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k N
x t w x t x tW J Q P J P Q , 20,1, , ( 1)k N . 

0 x l  ve 0 t T  olmak üzere, 

 i
lx i
N

,  j
Tt j
N

, 0,1, ,i N , 0,1, ,j N   (3.23) 

ile tanml sralama noktalarn (3.22) denkleminde kullanarak,  

  ( , ) ( , )i j i jx t q x tW A = , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N   (3.24) 

matris denklemlerin bir sistemini elde ederiz ve bu sistem 

 WA=Q ya da ;W Q   (3.25) 

olarak ksaca yazlabilir. O zaman,  

2 20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) ( 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N N
x t x t x t x t x t x t x t x t x tW= W W W W W W W W W , 

20,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , ( 1) 1

T
N N N N N N N

a a a a a a a a aA =  

ve 
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20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N
q x t q x t q x t q x t q x t q x t q x t q x t q x tQ= . 

(3.2)-(3.5) ko ullarna kar lk gelen (3.14), (3.15), (3.17) ve (3.18) matris 

ili kilerinde (3.23) sralama noktalar kullanlarak 

 1UA F  ya da 1;U F ,  (3.26) 

 2UA F  ya da 2;U F ,  (3.27)  

 1VA G  ya da 1;V G ,  (3.28)  

 2VA G  ya da 2;V G ,  (3.29) 

matris formlar elde edilir. Burada,  

0 1
T

NU U U U , 0 1

T

NU U U U , 0 1
T

NV V V V ,  

0 1

T

NV V V V , 1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF ,  

 2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF ,   1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T

Ng t g t g tG ,   

2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Ng t g t g tG , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N , 

2 1  2  3  ( 1)
( ) (0)i i i i i i N
x u u u uU J Q ,  

2 1  2  3  ( 1)
( ) (0)i i i i i i N
x u u u uU J Q P , 

2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
(0) ( )j j N

t v v v vV J Q =  

ve  
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2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
( )T

j j N
t v v v vV LD Q = . 

(3.1) denkleminin (3.2)-(3.5) ko ullar altnda yakla k çözümünü elde etmek için, 

(3.25) denklemindeki ;W Q  artrlm  matrisine ko ullarn (3.26)-(3.29) artrlm  

matris formlarnn eklenmesiyle 

  

1

2

1

2

;
;

; ;
;
;

U F
U F

W Q V G
V G
W Q

  (3.30)  

yeni artrlm  matrisi elde edilir. Böylece bilinmeyen Bessel katsaylar matrisi    

   
1

A = W Q  

olarak elde edilir. Burada ;W Q  arttrlm  matrisi, ;W Q  arttrlm  matrisine 

Gauss eliminasyon uygulandktan sonra sfr satrlar atlarak elde edilen matristir. 

Matlab�’ de (3.30) sisteminin çözümü �‘ A = W \ Q �’ komutu ile kolayca 

hesaplanabilir.  

Son olarak, belirlenen ,r sa ; ( , 0,...,r s N ) katsaylarn (3.6) denkleminde yerine 

yerle tirerek 

  , ,
0 0

( , ) ( , )
N N

N r s r s
r s

u x t a J x t   (3.31) 

yakla k çözümünü elde ederiz. 

3.1.4. Dalga denklemi problemi için hata tahmini 

Bu kesimde, Tau metodu için rezidüel hata tahmini (Shahmorad, 2005) ve rezidüel 

düzeltme metodu (Oliveira, 1980; Çelik, 2006) kullanlarak, yöntem için etkili bir hata 

tahmini sunulacaktr. lk olarak, (3.1) denklemini    
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 [ ( , )] ( , )L u x t q x t , 
2 2

2 2[ ( , )]L u x t
t x
u u , 0 x l , 0 t T ,  (3.32) 

olarak ifade edebiliriz. Burada, L : lineer operatör. 

Bizim metot için,  

  ( , ) [ ( , )] ( , )N NR x t L u x t q x t   (3.33) 

rezidüel fonksiyonunu ele alalm. Burada, ( , )Nu x t : (3.1) denkleminin (3.31) ile 

verilen yakla k çözümünü gösterir. Böylece, ( , )Nu x t , 

 
2 2

2 2[ ( , )] ( , ) ( , )N N
N NL u x t q x t R x t

t x
u u   (3.34) 

denklemini ve 

  
1 2

1 2
0

( ,0) ( ) ,  ( ,0) ( ) ,  0 ,

(0, ) ( ) ,  ( , ) ( ) ,  0 .

N N t

l

N N

u x f x u x f x x l

u t g t u x t dx g t t T
   (3.35) 

ko ullarn sa lar. 

( , )u x t : (3.1)-(3.5) probleminin tam çözümü olmak üzere, 

 ( , ) ( , ) ( , )NN x t u x t u x te   (3.36) 

olarak hata fonksiyonunu tanmlayalm.  

(3.1)-(3.5) denklemleri ve (3.34)-(3.35) denklemleri aracl yla,  

  [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] ( , )N N NL e x t L u x t L u x t R x t  

hata diferansiyel denklemini ve 

  

0

( ,0) 0,  ( ,0) 0,  0 ,

(0, ) 0,  ( , ) 0,  0

N N t

l

N N

e x e x x l

e t e x t dx t T
  (3.37) 
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homojen ko ullarn elde ederiz.  

Açk olarak,  

 

2 2

2 2

0

( , ),          

( ,0) 0,  ( ,0) 0,  0 ,

(0, ) 0,  ( , ) 0,  0

N N
N

N N t

l

N N

R x t
t x

e x e x x l

e t e x t dx t T

e e

  (3.38) 

hata problemini elde etmi  oluruz. 

Biz, (3.2)-(3.5) ve (3.35) homojen olmayan ko ullarn kullanarak (3.37) homojen 

ko ullarn elde etti imizi not ediyoruz.  

Bölüm (3.1.3)�’ de sunulan yöntem ile (3.38) problemini çözerek, ( , )Ne x t  hata 

fonksiyonu için , ( , )N Me x t  hata yakla mn elde ederiz. Burada, M : hata 

probleminin Bessel polinom çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrn gösterir. 

Hata probleminin çözümü için metodu uygularken, orijinal problemin çözümünü 

elde ederken kulland mz matrislerde sadece de i ecek olanlar ( , )q x t  yerine 

( , )NR x t   ve ko ullarn sa  taraflarn sfr almaktr.  

Sonuç olarak, e er problemin tam çözümü bilinmiyorsa, o zaman , ( , )N Me x t  

yakla m kullanlarak hata fonksiyonu tahmin edilebilir. 

Di er taraftan, e er problemin tam çözümü biliniyor ve ( , )u x t  ise o zaman metodun 

etkinli i ve güvenilirli i,  

 
1 2

2
2 2

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
T l

N NL u x t u x t u x t u x t dxdt  

ve 

 ( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) ,  0 , 0N NL u x t u x t u x t u x t x l t T . 

hatalar ile de test edilebilir.  
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3.1.5. Dalga denklemi probleminin çözümlerinin iyile tirilmesi 

Bu kesimde, (3.1)-(3.5) dalga denklemi probleminin (3.31) yakla k çözümleri 

rezidüel hata fonksiyonu tahmini aracl yla iyile tirilecek. Bu iyile tirme 

yaplrken, ilk olarak, bölüm (3.1.4)�’ de sunulan prosedür takip edilerek ( , )Ne x t  hata 

fonksiyonu için , ( , )N Me x t  yakla m elde edilir. Daha sonra, (3.31) ile bu hata 

fonksiyonunun yakla m toplanarak, 

 , ,( , ) ( , ) ( , )N M N N Mu x t u x t e x t  

iyile tirilmi  yakla k çözümü elde edilir. Burada, N : orijinal problemin (3.31) 

yakla k çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrn gösterir ve M : hata 

fonksiyonu için Bessel polinom yakla m elde edilirken kullanlan kesme snrn 

gösterir. yile tirme yaplrken M N  seçilirse daha iyi çözümler elde edilebilir.  

3.2. Neuman, Dirichlet ve Robin Ko ullar Altnda Genel Formda kinci 

Mertebe Lineer Ksmi Diferansiyel Denklemlerin Yakla k Çözümleri için 

Bessel Sralama Metodu 

Bu kesimde, 

2 2 2

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),A x t B x t C x t D x t E x t F x t u G x t
x t x t x t
u u u u u   (3.39) 

ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel denkleminin  

 1( , ) ( ) ,u x f x  a x b , c  ya da  d ,      (3.40)      

    1( , ) ( ) ,u t g t  c t d , a  ya da  b ,      (3.41) 

Dirichlet snr ko ullar, 

 2( , ) ( )u t g t
n

, c t d , a  ya da  b ,      (3.42) 
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Neumann snr ko ulu ve 

2( , ) ( , ) ( )uu x x f x
n

,  a x b , c  ya da  d , c  ya da  d   (3.43) 

Robin snr ko ulu altnda Bessel polinom çözümlerini elde etmek için Bessel 

sralama metodunu uygulayaca z. Burada, ( , ) , ,x t a b c d  için A , B , C , D , 

E , F , G , 1f , 2f , 1g  ve 2g  tanml fonksiyonlar. n  ve n :  snr için birim 

normal vektörler ve ayrca normal türev a a daki gibi tanmldr: 

 ( , ) ( , )u x t u x t n
n

, 

burada, : gradyan vektörü gösterir ve �‘ �’ ile iç çarpm gösterilir. 

Önerilen metodu (3.39)-(3.43) problemi için uygulayarak (3.6) formunda yakla k 

çözümler elde edece iz.  

3.2.1. Genel formda ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem için temel 

matris ba ntlar 

Bu ksmda, (3.6) yakla k çözümün matris formu olan (3.7) denklemi aracl yla 

(3.39) denklemindeki ( , )xu x t , ( , )tu x t , ( , )xxu x t , ( , )xtu x t  ve ( , )ttu x t  terimlerinin 

matris formlarn olu turaca z.  

(3.12) denklemi kullanlarak, (3.7) çözüm fonksiyonunun x �’ e göre birinci mertebe 

ksmi türevinin matris formu  

 ( , ) ( ) ( )xu x t x tJ PQ A   (3.44) 

olarak elde edilir.  

(3.7) çözüm fonksiyonunun t �’ ye göre birinci mertebe ksmi türevinin matris formu 

(3.16)�’ da 

 ( , ) ( ) ( )tu x t x tJ Q PA   (3.45) 



 38

eklinde bulunmu tu. 

(3.7) çözüm fonksiyonunun x �’ e ve t �’ ye göre ikinci mertebe ksmi türevlerinin 

matris formlar srasyla (3.19) ve (3.20) denklemlerinde  

 2( , ) ( ) ( )xxu x t x tJ P Q A   (3.46) 

ve 

 2( , ) ( ) ( )ttu x t x tJ Q P A   (3.47) 

olarak bulunmu tu.  

(3.13) ili kisi aracl yla, (3.44) denkleminin t �’ ye göre birinci mertebe ksmi 

türevinin matris formu 

 ( , ) ( ) ( )xtu x t x tJ PQ PA     (3.48) 

olur. 

3.2.2. Neuman, Dirichlet ve Robin ko ullar için matris ba ntlar 

Bu ksmda, (3.40)-(3.43) ko ullarnn matris formlarn olu turaca z.  

 lk olarak, (3.40) ko ulu için (3.7) matris formunda t  yerine  yazarak, 

 1( , ) ( ) ( ) ( )u x x f xJ Q A   (3.49) 

matris ili kisi elde edilir. 

Benzer ekilde, (3.41) ko ulu için (3.7) matris formunda x  yerine  yazarak, 

 1( , ) ( ) ( ) ( )u t t g tJ Q A  (3.50) 

matris denklemine sahip oluruz. 

(3.42) ile verilen Neumann snr ko ulunun matris formunu elde etmek için ilk olarak 

bu ko ulu açk olarak  
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 1 2 2( , ) ( , ) ( )u un t n t g t
x t

, c t d   (3.51)  

eklinde yazalm. Burada,  

 ( , ) ( , )u x t u x t n
n

 ve 1 2,n nn = . 

(3.44) ve (3.45)�’ de x  yerine  konularak,  

 ( , ) ( ) ( )xu t tJ PQ A   

ve 

 ( , ) ( ) ( )tu t tJ Q PA    

matris ili kileri elde edilir. Böylece, bu matris denklemleri (3.51) denkleminde yerine 

yerle tirilerek,  

 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n t n t g tJ PQ + J Q P A=   (3.52) 

matris formu elde edilir. 

Benzer ekilde, 1 2,n nn =  ve ( , ) ( , )u x t u x t n
n

 kullanlarak (3.43) ile verilen 

Robin snr ko ulu ksaca  

 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( )u uu x n x n x f x
x t

, a x b ,  (3.53) 

olarak yazlr.  

(3.7)�’ de t  yerine  yazlarak ve (3.44) ve (3.45)�’ de t  yerine  konularak,  

 ( , ) ( ) ( )u x xJ Q A , 

 ( , ) ( ) ( )xu x xJ PQ A   

ve 
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 ( , ) ( ) ( )tu x xJ Q PA  

matris ili kilerine sahip oluruz ve bu matris ili kileri (3.53)�’ de yerine konularak 

 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x n x n x f xJ Q J PQ J Q P A   (3.54) 

matris formunu elde ederiz. 

3.2.3. Problem için çözüm yöntemi 

Bu ksmda, (3.39) ile verilen ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denkleminin 

(3.40)-(3.43) ko ullar ile birlikte (3.6) formunda yakla k çözümünü elde etmek için 

metodu uygulayaca z.  

Öncelikle, (3.7) ve (3.44)-(3.48) matris formlarn (3.39) denkleminde yerine 

yazarak, 

 ( , ) ( , )x t G x tW A =   (3.55)  

elde ederiz. Burada,  

2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ).

x t A x t x t B x t x t C x t x t D x t x t
E x t x t F x t x t

W J P Q J PQ P J Q P J PQ
              J Q P J Q

 

a x b  ve c t d  olmak üzere, 

 ( )
i

b ax a i
N

,  ( )
j

d ct c j
N

,     0,1, ,i N ,    0,1, ,j N ,  (3.56) 

ile tanml sralama noktalar (3.55) denkleminde yerle tirilerek,  

  ( , ) ( , )i j i jx t G x tW A = , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N ,    

olarak matris denklemlerin bir sistemi elde edilir.  

2 20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) ( 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N N
x t x t x t x t x t x t x t x t x tW= W W W W W W W W W , 
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20,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , ( 1) 1

T
N N N N N N N

a a a a a a a a aA =  

ve 

20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N
G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x tG=  

olmak üzere, yukardaki sistem  

 WA=G ya da ;W G   (3.57) 

olarak ksaca ifade edilebilir. 

imdi (3.40)-(3.43) ko ullarnn temel matris formlarn olu turmak için (3.56) 

sralama noktalarn (3.49), (3.50), (3.52) ve (3.54) matris denklemlerinde yerine 

koyarak,  

 1( , ) ( ) ( ) ( )i i iu x x f xJ Q A , 0,1, ,i N , 

 1( , ) ( ) ( ) ( )j j ju t t g tJ Q A , 0,1, ,j N , 

 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j jn t n t g tJ PQ + J Q P A= , 0,1, ,j N  

ve 

 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i ix n x n x f xJ Q J PQ J Q P A , 0,1, ,i N  

sistemlerini elde ederiz. 

Ksaca, yukardaki sistemleri srasyla a a daki gibi  

 1UA F  ya da 1;U F ,   (3.58)  

 2UA F  ya da 2;U F ,  (3.59) 

 1VA G  ya da 1;V G ,  (3.60) 
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 2VA G  ya da 2;V G   (3.61) 

matris formlarnda yazabiliriz. Burada,  

0 1
T

NU U U U , 0 1
T

NU U U U , 0 1
T

NV V V V ,  

 0 1
T

NV V V V , 1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF , 

 2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF ,   1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T

Ng t g t g tG ,   

2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Ng t g t g tG , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N , 

2 1  2  3  ( 1)
( ) ( )i i i i i i N
x c u u u uU J Q , 

21 2 1 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i Nx d n x c n x c u u u u    U J Q J PQ J Q P , 

2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
( ) ( )j j N
a t v v v vV J Q = , 

21 2 1 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j j Nn a t n a t v v v v    V J PQ + J Q P = . 

(3.39) denkleminin (3.40)-(3.43) ko ullar altnda yakla k çözümünü bulmak için,  

(3.57) denklemindeki ;W G  artrlm  matrisine ko ullarn (3.58)-(3.61) artrlm  

matris formlarnn eklenmesiyle 

 

1

2

1

2

;
;

; ;
;
;

U F
U F

W G V G
V G
W G

     (3.62) 

yeni artrlm  matrisi elde edilir. Son olarak, bu sistem çözülerek bilinmeyen Bessel 

katsaylar matrisi  
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1

A = W G       (3.63) 

olarak elde edilir. Burada ;W G  artrlm  matrisi, ;W G  artrlm  matrisine 

Gauss eliminasyon uygulandktan sonra sfr satrlar atlarak elde edilen matristir. 

Matlab�’ de (3.62) sisteminin çözümü  �‘ A = W \ G �’ komutu ile kolayca bulunabilir. 

Son olarak, belirlenen ,r sa ; ( , 0,...,r s N ) katsaylar (3.6) denkleminde yerine 

yerle tirilerek yakla k çözüm elde edilir. 

3.2.4. Hata tahmini 

Bu ksmda, bölüm (3.2.1)�’ de dalga denklem problemi için sunulan hata tahmini 

yöntemi Neuman, Dirichlet ve Robin ko ullu genel formdaki ikinci mertebe lineer 

ksmi diferansiyel denklem problemi için kullanlacak.  

Öncelikle, (3.39) denklemini    

 [ ( , )] ( , )L u x t G x t , a x b , c t d   

olarak yazalm. Burada, L : lineer operatör ve 

2 2 2

2 2[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L u x t A x t B x t C x t D x t E x t F x t u
x t x t x t
u u u u u . 

( , )Nu x t : (3.39) denkleminin Bessel polinom çözümünü göstermek üzere, bu problem 

için bizim metodun rezidüel fonksiyonu 

  ( , ) [ ( , )] ( , )N NR x t L u x t G x t   (3.64) 

olur. Böylece, ( , )Nu x t , 

 [ ( , )] ( , ) ( , )N NL u x t G x t R x t   (3.65) 

denklemini, 
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 1( , ) ( ) ,Nu x f x  a x b , c  ya da  d ,                (3.66)    

 1( , ) ( ) ,Nu t g t  c t d , a  ya da  b ,      (3.67) 

Dirichlet snr ko ullarn, 

 2( , ) ( )Nu
t g t

n
, c t d , a  ya da  b ,      (3.68) 

Neumann snr ko ulunu ve 

2( , ) ( , ) ( )N
N

uu x x f x
n

, a x b , c  ya da d , c  ya da d     (3.69) 

Robin snr ko ulunu sa lar. 

( , )u x t : (3.39)-(3.43) probleminin tam çözümü olmak üzere, 

 ( , ) ( , ) ( , )NN x t u x t u x te   (3.70) 

olarak hata fonksiyonunu tanmlayalm.  

Böylece, (3.40)-(3.43) ve (3.66)-(3.69) homojen olmayan ko ullar 

 
( , ) 0,  ( , ) ( , ) 0,  ,

( , ) 0,  ( , ) 0,  

N
N N

N
N

ee x e x x a x b

ee t t c t d

n

n

  (3.71) 

homojen ko ullarna indirgenir.  

(3.39) ve (3.65) denklemlerinden,  

  [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] ( , )N N NL e x t L u x t L u x t R x t  

hata diferansiyel denklemini elde ederiz. Açk olarak, hata diferansiyel denklemi 

2 2 2

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N N N
N NA x t B x t C x t D x t E x t F x t e R x t

x t x t x t
e e e e e  (3.72) 
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olur. 

Bölüm (3.2.3)�’ de sunulan yöntem ile (3.71) Dirichlet, Neumann ve Robin snr 

ko ullar altnda (3.72) hata diferansiyel denklemi çözülerek, ( , )Ne x t  hata 

fonksiyonu için , ( , )N Me x t  hata yakla m elde edilir. Burada, M : hata probleminin 

Bessel polinom çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrn gösterir. 

Hata probleminin Bessel polinom çözümü bulunurken, orijinal problemin çözümünü 

elde ederken kulland mz matrislerde ( , )G x t  yerine ( , )NR x t  ve ko ullarn sa  

taraflarn sfr alarak hesaplanaca n not ediyoruz. Yani, orijinal problemin çözümü 

için kullanlan bilgisayar program hata problemi içinde kullanlabilir.   

Sonuç olarak, e er problemin tam çözümü bilinmiyorsa, o zaman , ( , )N Me x t  

yakla m ile hata fonksiyonu için etkili bir tahmin yaplabilir. 

3.2.5. Çözümlerin iyile tirilmesi 

Bu kesimde, (3.39)-(3.43) Dirichlet, Neumann ve Robin snr ko ullu ikinci mertebe 

lineer ksmi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom çözümleri rezidüel 

hata fonksiyonu tahmini aracl yla iyile tirilecek. Bu iyile tirme yaplrken, ilk 

olarak, bölüm (3.2.4)�’ de sunulan hata fonksiyonu tahmini ile ( , )Ne x t  hata 

fonksiyonu için , ( , )N Me x t  yakla m elde edilir. Daha sonra, bu hata fonksiyonu 

yakla m ile bölüm (3.2.3)�’ de elde edilen Bessel polinom çözümü toplanarak, 

 , ,( , ) ( , ) ( , )N M N N Mu x t u x t e x t  

iyile tirilmi  yakla k çözümü elde edilir. Burada, , ( , )N Me x t : hata probleminin 

Bessel polinom çözümü, N : orijinal problemin Bessel polinom çözümü elde 

edilirken kullanlan kesme snr ve M : hata fonksiyonu için Bessel polinom 

yakla m elde edilirken kullanlan kesme snrdr. Çözümler iyile tirilirken, M N  

seçilirse daha iyi çözümler elde edilebilir.  
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3.3. Ba langç ve Snr Ko ullar Altnda Genel Formda kinci Mertebe Lineer 

Ksmi Diferansiyel Denklemlerin Yakla k Çözümleri için Bessel Sralama 

Metodu 

Bu kesimde, a x b  ve c t d  olmak üzere, 

2 2 2

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),A x t B x t C x t D x t E x t F x t u G x t
x t x t x t
u u u u u  (3.73) 

ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel denklemini 

 1( , ) ( ) ,u x c f x  a x b ,            (3.74)     

 2
( , ) ( ) ,u x c f x

t
 a x b ,  (3.75) 

ba langç ko ullar ve 

 1( , ) ( )u a t g t , c t d ,  (3.76) 

 2( , ) ( )u b t g t , c t d   (3.77) 

snr ko ullar ile ele alyoruz. Burada, ( , ) , ,x t a b c d  için A , B , C , D , E , 

F , G , 1f , 2f , 1g  ve 2g  tanml fonksiyonlar.  

Bu problemin (3.6) formunda Bessel polinom çözümlerini elde etmek için Bessel 

sralama metodunu uygulayaca z. 

3.3.1. Ba langç ve snr ko ullar için matris ba ntlar 

Bu kesimde, (3.74)-(3.77) ko ullarnn matris formlarn olu turaca z.  

 (3.74) ko ulunun matris formu (3.49)�’ dan 

 1( , ) ( ) ( ) ( )u x c x c f xJ Q A   (3.78) 

olarak yazlr. 
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(3.75) ko ulunun matris formu için (3.45)�’ de t  yerine c  yazlarak,  

 2( , ) ( ) ( ) ( )tu x c x c f xJ Q PA=    (3.79) 

elde edilir. 

(3.76) ve (3.77) ile verilen snr ko ullarnn matris formlar için (3.7) denkleminde 

x  yerine srayla a  ve b  yazlarak, 

 1( , ) ( ) ( ) ( )u a t a t g tJ Q A   (3.80) 

ve 

 2( , ) ( ) ( ) ( )u b t b t g tJ Q A   (3.81) 

matris formlarn elde ederiz. 

3.3.2. Problem için çözüm yöntemi 

Bu ksmda, (3.73) ile verilen ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denkleminin 

(3.74)-(3.77) snr ko ullar ile birlikte (3.6) formunda yakla k çözümünü elde etmek 

için yöntemi uygulayaca z.  

(3.7) ve (3.44)-(3.48) matris formlar (3.39) denkleminde yerine yazlarak ve (3.56) 

sralama noktalar kullanlarak, genel formdaki ikinci mertebe lineer ksmi 

diferansiyel denklem için (3.57)�’ de 

 WA=G ya da ;W G   (3.82) 

sistemi elde edilmi ti. Burada, 

2 20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) ( 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N N
x t x t x t x t x t x t x t x t x tW= W W W W W W W W W ,  

20,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , ( 1) 1

T
N N N N N N N

a a a a a a a a aA = , 

20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N
G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x tG= , 
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2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ).

x t A x t x t B x t x t C x t x t
D x t x t E x t x t F x t x t

W J P Q J PQ P J Q P
              J PQ J Q P J Q

 

imdi, (3.74)-(3.77) snr ko ullarnn temel matris formlarn olu turmak için (3.56) 

sralama noktalarn (3.78)-(3.81) matris denklemlerinde kullanarak,  

 1( , ) ( ) ( ) ( )i i iu x c x c f xJ Q A , 0,1, ,i N , 

 2( , ) ( ) ( ) ( )t i i iu x c x c f xJ Q PA= , 0,1, ,i N , 

 1( , ) ( ) ( ) ( )j j ju a t a t g tJ Q A , 0,1, ,j N , 

 2( , ) ( ) ( ) ( )j j ju b t b t g tJ Q A , 0,1, ,j N  

sistemlerine sahip oluruz ve bu sistemleri srasyla  

 1UA F  ya da 1;U F ,   (3.83)  

 2UA F  ya da 2;U F ,  (3.84) 

 1VA G  ya da 1;V G ,  (3.85) 

 2VA G  ya da 2;V G   (3.86) 

biçiminde matris formlarnda ksaca ifade edebiliriz. Burada,  

0 1
T

NU U U U , 0 1
T

NU U U U , 0 1
T

NV V V V , 

0 1
T

NV V V V , 1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF , 

2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF ,   1 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) T

Ng t g t g tG ,  

2 2 0 2 1 2( ) ( ) ( ) T
Ng t g t g tG , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N , 

2 1  2  3  ( 1)
( ) ( )i i i i i i N
x c u u u uU J Q , 



 49

2 1  2  3  ( 1)
( ) ( )i i i i i i N
x c u u u uU J Q P ,  

2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
( ) ( )j j N
a t v v v vV J Q = , 

2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
( ) ( )j j N
b t v v v vV J Q = . 

(3.83)-(3.86) denklemleri (3.74)-(3.77) ko ullarna kar lk gelen temel matris 

denklemleridir. 

(3.73) denkleminin (3.74)-(3.77) ko ullar altnda Bessel polinom çözümünü bulmak 

için, (3.82) denklemindeki ;W G  artrlm  matrisine ko ullarn (3.83)-(3.86) 

artrlm  matris formlarnn eklenmesiyle 

 

1

2

1

2

;
;

; ;
;
;

U F
U F

W G V G
V G
W G

   

yeni artrlm  matrisi elde edilir. Önceki bölümlerdeki gibi, bu sistem çözülerek 

bilinmeyen Bessel katsaylar hesaplanr ve belirlenen ,r sa ; ( , 0,...,r s N ) 

katsaylar (3.6) denkleminde yerine yerle tirilerek yakla k çözüm elde edilir. 

Ba langç ve snr ko ullu ksmi diferansiyel denklem problemleri (3.75) ko ulu 

yerine bazen 

 2( , ) ( ) ,u x d f x  a x b   (3.87)  

ba langç ko ulu ile ele alnr. 

Bu durumda yaplmas gereken sadece (3.75) ko ulunun matris formu olan (3.79) 

yerine (3.87) ko ulunun matris formu alnmas gerekir. (3.87) ko ulunu matris formu 

(3.78) matris formunda c d  yazlarak 

 2( , ) ( ) ( ) ( )u x d x d f xJ Q A  
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olarak bulunur. 

Benzer ekilde, prosedür uygulanarak yakla k çözüm elde edilir.  

3.3.3. Hata tahmini 

Bu ksmda, önceki bölümlerdeki problemler için sunulan hata tahmini yöntemini 

ba langç ve snr ko ullu genel formdaki ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel 

denklem problemi için uygulayaca z.  

( , )Nu x t : (3.73) denkleminin Bessel polinom çözümü olmak üzere, (3.73) 

formundaki lineer ikinci mertebe ksmi diferansiyel denklemin bizim metot için 

rezidüel fonksiyonunun  

  ( , ) [ ( , )] ( , )N NR x t L u x t G x t  

oldu unu (3.64)�’ de söylemi tik. Burada, L : lineer operatör ve 

2 2 2

2 2[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )L u x t A x t B x t C x t D x t E x t F x t u
x t x t x t
u u u u u . 

O zaman, ( , )Nu x t , 

 [ ( , )] ( , ) ( , )N NL u x t G x t R x t   (3.88) 

denklemini, 

 1( , ) ( ) ,Nu x c f x  a x b ,            (3.89)   

 2
( , ) ( ) ,Nu x c f x
t

 a x b ,  (3.90) 

ba langç ko ullarn ve 

 1( , ) ( )Nu a t g t , c t d ,  (3.91) 

 2( , ) ( )Nu b t g t , c t d   (3.92) 



 51

snr ko ullarn sa lar. 

( , )u x t : (3.73)-(3.77) probleminin tam çözümü olmak üzere, 

 ( , ) ( , ) ( , )NN x t u x t u x te   (3.93) 

hata fonksiyonunu göstersin.  

O zaman, (3.74)-(3.77) ve (3.89)-(3.92) homojen olmayan ba langç ve snr 

ko ullar 

 
( , )( , ) 0,  0,  ,

( , ) 0,  ( , ) 0,  

N
N

N N

e x ce x c a x b
t

e a t e b t c t d
  (3.94) 

homojen ko ullarna indirgenir.  

(3.73) ve (3.88) denklemlerinden,  

  [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] ( , )N N NL e x t L u x t L u x t R x t  

hata diferansiyel denklemi elde edilir. Açk olarak, hata diferansiyel denklemi 

2 2 2

2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N N N
N NA x t B x t C x t D x t E x t F x t e R x t

x t x t x t
e e e e e  (3.95) 

olur. Böylece, (3.94) ba langç ve snr ko ullar altnda (3.95) hata diferansiyel 

denklemi (3.3.2)�’ de sunulan prosedür takip edilerek hata probleminin , ( , )N Me x t  

Bessel polinom çözümü elde edilir. Bu Beseel polinom çözümü ( , )Ne x t  hata 

fonksiyonuna bir yakla mdr. Burada, M : hata probleminin Bessel polinom çözümü 

elde edilirken kullanlan kesme snrn gösterir.  

Hata probleminin Bessel polinom çözümü için yöntem uygulanrken, orijinal 

problemin çözümünü elde ederken kulland mz matrislerde sadece farkl olarak 

( , )G x t  yerine ( , )NR x t  ve ko ullarn sa  taraflarn sfr almamz yeterlidir. Yani, 

orijinal problemin çözümü için kullanlan bilgisayar program hata problemi içinde 

kullanlabilir.   
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3.3.4. Çözümlerin iyile tirilmesi 

Bu kesimde, (3.73)-(3.77) ba langç ve snr ko ullu ikinci mertebe lineer ksmi 

diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom çözümleri rezidüel hata 

fonksiyonu tahmini aracl yla iyile tirilecek. Önceki bölümlerde oldu u gibi, bu 

iyile tirme orijinal problemin Bessel polinom çözümü ile kesim (3.3.3)�’ de elde 

edilen hata fonksiyonunun yakla m olan , ( , )N Me x t  ile toplanarak,  

 , ,( , ) ( , ) ( , )N M N N Mu x t u x t e x t  

eklinde iyile tirilmi  Bessel polinom çözümü elde edilir. Burada, N : orijinal 

problemin Bessel polinom çözümü elde edilirken kullanlan kesme snr ve M : hata 

probleminin Bessel polinom çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrn temsil 

eder. Çözümler iyile tirilirken, M N  seçilmesi durumunda daha iyi çözümler elde 

edilebilece ini not ediyoruz. 

3.4. Singüler Pertürbe Olmu  Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difüzyon 

Probleminin Yakla k Çözümü için Bessel Sralama Metodu 

Bu kesimde, 

 
2

2 ( ) ( ) ( , )u a x b x u G x t
t x x

u u , 0 x L , 0 t T    (3.96) 

singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon denklemini  

 ( ,0) ( )u x f x , 0 x L ,            (3.97)         

ba langç ko ulu ve 

 (0, ) ( )u t h t , 0 t T ,                                                  (3.98) 

 ( , ) ( )u L t s t , 0 t T   (3.99) 
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snr ko ullar ile ele alyoruz (Lenferink, 2002; Kadalbajoo ve Gupta, 2009).  

: 0 1 olacak ekilde bir difüzyon katsays ya da singüler pertürbasyon 

parametresi, ( )a x : hz, ( , ) ( )G x t b x u : reaksiyon terimi, L  ve T : uygun sabitler ve  

( , ) 0, 0,x t L T  için a , b , G , f , h   ve s  tanml fonksiyonlardr.  

Bu problemin (3.6) formunda Bessel polinom çözümlerini elde etmek için Bessel 

sralama metodunu uygulayaca z. 

3.4.1. Ba langç ve snr ko ullar için matris ba ntlar 

Bu kesimde, (3.97)-(3.99) ko ullarnn matris formlarn olu turaca z.  

 (3.97) ko ulunun matris formu için (3.78) denkleminde c  yerine 0  ve 1( )f x  

yerine ( )f x  yazarak,  

 ( ,0) ( ) (0) ( )u x x f xJ Q A    (3.100) 

matris ili kisi elde edilir. 

Benzer ekilde, (3.80) ve (3.81) denklemlerinde, a  yerine 0 , b  yerine L , 1( )g t  

yerine ( )h t  ve 2 ( )g t  yerine ( )s t  yazarak, 

 (0, ) (0) ( ) ( )u t t h tJ Q A    (3.101) 

ve 

 ( , ) ( ) ( ) ( )u L t L t s tJ Q A    (3.102) 

matris formlarna sahip oluruz. 

3.4.2. Problem için çözüm yöntemi 

Önceki bölümlerde oldu u gibi, (3.96) denklemine kar lk gelen matris denklemini 

bulalm. Bu amaç için, çözüm fonksiyonu ve ksmi türevlerin matris formlar olan 

(3.7), (3.19), (3.44) ve (3.45) matris formlarn (3.96) denkleminde yerine koyarak,  

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )x t x t a x x t b x x t G x tJ Q P J P Q J PQ J Q A=       
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matris denklemini elde ederiz. Ksaca, bu matris denklemi  

     ( , ) ( , )x t G x tW A =     (3.103) 

olarak yazlabilir. Burada, 

2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

x t A x t x t B x t x t C x t x t
D x t x t E x t x t F x t x t

W J P Q J PQ P J Q P
              J PQ J Q P J Q

 

ve  

20,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , ( 1) 1

T
N N N N N N N

a a a a a a a a aA = . 

imdi, (3.23) sralama noktalarn (3.103) matris denkleminde kullanarak,  

  ( , ) ( , )i j i jx t G x tW A = , 0,1, ,i N , 0,1, ,j N    

biçiminde matris denklemlerin bir sistemini elde ederiz ve bu sistem 

 WA=G ya da ;W G    (3.104) 

olarak ksaca yazlabilir. Burada, 

2 20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) ( 1)
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N N
x t x t x t x t x t x t x t x t x tW= W W W W W W W W W , 

20,0 0,1 0, 1,0 1,1 1, ,0 ,1 , ( 1) 1

T
N N N N N N N

a a a a a a a a aA = , 

20 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 ( 1) 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T

N N N N N N N
G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x t G x tG= . 

(3.23) sralama noktalarn ko ullarn matris formlar olan (3.100)-(3.102) 

denklemlerinde yerle tirerek, 

 ( ,0) ( ) (0) ( )i i iu x x f xJ Q A , 0,1, ,i N ,    

 (0, ) (0) ( ) ( )j j ju t t h tJ Q A , 0,1, ,j N ,    
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ve 

 ( , ) ( ) ( ) ( )j j ju L t L t s tJ Q A , 0,1, ,j N     

matris denklemlerin sistemleri elde edilir ve bu sistemler srasyla 

 UA F  ya da ;U F ,    (3.105)  

 UA H  ya da ;U H    (3.106) 

ve 

 VA S  ya da ;V S    (3.107) 

eklinde kapal olarak matris formlarnda yazlabilir. Burada,  

0 1
T

NU U U U , 0 1

T

NU U U U , 0 1
T

NV V V V , 

0 1( ) ( ) ( ) T
Nf x f x f xF , 0 1( ) ( ) ( ) T

Nh x h x h xH ,   

0 1( ) ( ) ( ) T
Ns t s t s tS ,  0,1, ,i N , 0,1, ,j N , 

2 1  2  3  ( 1)
( ) (0)i i i i i i N
x u u u uU J Q  

2 1  2  3  ( 1)
(0) ( )i j i i i i N

t u u u uU J Q ,  

2j 1 j 2 j 3 j ( 1)
( ) ( )j j N
L t v v v vV J Q = . 

(3.105)-(3.107) denklemleri (3.97)-(3.99) ko ullarna kar lk gelen temel matris 

denklemleridir. 

(3.96) denkleminin (3.97)-(3.99) ba langç ve snr ko ullar altnda Bessel polinom 

çözümünü elde etmek için, (3.104) denklemindeki ;W G  artrlm  matrisine 

ko ullarn (3.105)-(3.107) artrlm  matris formlarnn eklenmesiyle 
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;
;

;
;
;

U F
U H

W G
V S
W G

  

yeni artrlm  matrisi elde edilir. Önceki bölümlerdeki gibi, bu sistem çözülerek 

bilinmeyen Bessel katsaylar hesaplanr ve belirlenen ,r sa ; ( , 0,...,r s N ) 

katsaylar (3.6) denkleminde yerine yerle tirerek Bessel polinom çözümü elde edilir. 

3.4.3. Hata tahmini 

Bu kesimde, singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon 

problemi için önceki bölümlerde kullanlan rezidüel hata tahmini verilecektir.   

lk olarak, (3.96) denklemini    

 [ ( , )] ( , )L u x t G x t , 0 x L , 0 t T    (3.108) 

olarak yazalm. Burada, L : lineer operatör ve 

 
2

2[ ( , )] ( ) ( )uL u x t a x b x u
t x x

u u . 

( , )Nu x t : (3.96) denkleminin Bessel polinom çözümünü göstermek üzere, bu problem 

için bizim metodun rezidüel fonksiyonu 

  ( , ) [ ( , )] ( , )N NR x t L u x t G x t   

olur. O zaman, ( , )Nu x t , 

 [ ( , )] ( , ) ( , )N NL u x t G x t R x t    (3.109) 

denklemini, 

 ( ,0) ( ) ,Nu x f x  0 x L ,             (3.110)         

ba langç ko ulunu ve 
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 (0, ) ( )Nu t h t , 0 t T ,   (3.111) 

 ( , ) ( )Nu L t s t , 0 t T    (3.112) 

snr ko ullarn sa lar. 

imdi, 

 ( , ) ( , ) ( , )NN x t u x t u x te   

olarak hata fonksiyonunu tanmlayalm. Burada, ( , )u x t : (3.96)-(3.99) probleminin 

tam çözümüdür. Böylece, (3.97)-(3.99) ve (3.110)-(3.112) homojen olmayan 

ba langç ve snr ko ullarndan ( , )N x te  hata fonksiyonu için 

   ( ,0) 0Ne x , 0 x L ,             (3.113)         

homojen ba langç ko ulunu ve 

 (0, ) 0Ne t , 0 t T ,   (3.114) 

 ( , ) 0Ne L t , 0 t T    (3.115) 

homojen snr ko ullarn elde ederiz. 

(3.96) ve (3.109) denklemlerinden   

  [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] ( , )N N NL e x t L u x t L u x t R x t  

hata diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu hata diferansiyel denklemi  

 
2

2 ( ) ( ) ( , )N N N
N N

e e ea x b x e R x t
t x x

   (3.116) 

eklinde açk bir ekilde yazlr. 

(3.113)-(3.115) homojen ba langç ve snr ko ullar ile birlikte (3.116) hata 

diferansiyel denklemi önceki bölümde sunulan teknik kullanlarak çözülerek hata 
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problemi için bir yakla m olan , ( , )N Me x t  Bessel polinom çözümü elde edilir. 

Burada, M : hata probleminin Bessel polinom çözümü elde edilirken kullanlan 

kesme snrndr. 

3.4.4. Çözümlerin iyile tirilmesi 

Bu kesimde, (3.96)-(3.99) singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik 

konveksiyon-difüzyon probleminin Bessel polinom çözümleri önceki bölümlerde 

oldu u gibi reziduel hata yakla m kullanlarak iyile tirilecektir.  

Bu iyile tirme, singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon 

probleminin Bessel polinom çözümü ile kesim (3.4.3)�’ de elde edilen hata 

probleminin Bessel polinom çözümü olan , ( , )N Me x t  toplanarak,  

 , ,( , ) ( , ) ( , )N M N N Mu x t u x t e x t  

iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünü elde ederiz. Burada, N : singüler pertürbe 

olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon probleminin Bessel polinom 

çözümü elde edilirken kullanlan kesme snr ve M : hata probleminin Bessel 

polinom çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrn gösterir. Çözümler 

iyile tirilirken, M N  seçilerek daha iyi çözümler elde edilebilir. 

3.5. ki boyutlu kinci Mertebeden Lineer De i ken Katsayl Ksmi Diferansiyel 

Denklemlerin Yakla k Çözümleri için Bessel Sralama Metodu 

Bu ksmda,  

 

2 2 2

2 2

1 2 32 2

4 5 62

7 8 9

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ,

B x y t B x y t B x y t
x y x y

B x y t B x y t B x y t
t x t x

B x y t B x y t B x t u G
y t

u x y t u x y t u x y t

u x y t u x y t u x y t

u x y t u x y t x y t x ,, )y t

     (3.117) 
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iki boyutlu ikinci mertebeden lineer de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel 

denkleminin  

 1( , ,0) ( , )u x y f x y , a x b , c y d ,            (3.118)         

 2( , , ) ( , )u x y T f x y , a x b , c y d ,            (3.119) 

 1( , , ) ( , )u x c t g x t , a x b , 0 t T ,            (3.120) 

 2( , , ) ( , )u x d t g x t , a x b , 0 t T ,   (3.121)        

   1( , , ) ( , )u a y t h y t , c y d , 0 t T            (3.122) 

ve 

 2( , , ) ( , )u b y t h y t , c y d , 0 t T ,   (3.123)    

snr ko ullar altnda Bessel sralama yöntemi uygulanarak Bessel polinom 

çözümleri elde edilecektir. Burada, ( , , ) , , 0,x y t a b c d T  için iB  

( 1,2 ,9i ), G , 1f , 2f , 1g , 2g , 1h  ve 2h  tanml fonksiyonlardr.  

Bu problem için, önerilen yöntem uygulanarak, 

  , , , ,
0 0 0

( , , ) ( , , )
N N N

r s k r s k
r s k

u x y t a J x y t    (3.124) 

kesilmi  Bessel seri formunda yakla k çözümler bulaca z. Burada, , ,r s ka ; 

, , 0,1,...,r s k N �’ ler bilinmeyen Bessel katsaylar, 

  , , ( , , ) ( ) ( ) ( )r s k r s kJ x y t J x J y J t  

ve    ( )nJ x , ( 0,1, , )n N �’ ler 

  
22

0

( 1)( )
!( )! 2

N n
k nk

n
k

xJ x
k k n

 , n ,  0 x  
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ile tanml birinci tip Bessel fonksiyonlardr. Bülbül (2011) sabit katsayl ikinci 

mertebeden iki boyutlu ksmi diferansiyel denklemlerin Taylor polinom çözümleri 

üzerine çal m tr.  

Bu çal mada, biz sabit katsayl ve de i ken katsayl ikinci mertebeden ksmi 

diferansiyel denklemlerin Bessel polinom çözümlerini elde etmek için yöntemi 

uygulayaca z. 

3.5.1. ki boyutlu ksmi diferansiyel denklemler için temel matris ba ntlar 

Bu ksmda, (3.117)-(3.123) probleminin (3.124) formunda yakla k çözümlerini elde 

etmek için ana matris denklemlerini olu turaca z.  

Bu amaç için, ilk olarak, (3.124) çözüm fonksiyonunu 

  ( , , ) ( ) ( ) ( )u x y t x y tJ Q R A     (3.125) 

olarak matris formunda yazalm. Burada, 

0 1 1 ( 1)
( ) ( ) ( ) ( ) ,N N
x J x J x J xJ   

2( 1) ( 1)

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )
0 0
0 0 0 ( ) N N

y
y

y

y

J
J

Q

J

, 

2 3( 1) ( 1)

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )
0 0
0 0 0 ( ) N N

t
t

t

t

Q
Q

R

Q

, 

0,0,0 0,0,1 0,0, 0,1,0 0,1,1 0,1, 0, ,0 0, ,1 0, , , ,0 , ,

T

N N N N N N N N N N Na a a a a a a a a a aA . 

Denklem (3.8)�’de, ( )nJ x  ( 0,1, )n N  birinci tip Bessel fonksiyonlar  

 ( ) ( ) Tx xJ X D    (3.126) 

olarak matris formunda yazlm t. Burada, 

2( ) 1 Nx x x xX  
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 ve N  tek ise, 

1
2

0 2
1

1
2

1

3
2

2
1

1

1 1 ( 1)
0

1 10!0!2 1!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0

1 10!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0

3 10!2!2 ! !2
2 2

0 0 0 0
0!( 1)!2

0 0 0 0
0! !2

0

0

0

1

1

N

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N

N N

N

N

D ,

( 1) ( 1)N N

 

N  çift ise, 

 

2

0 2

2
2

1
1

2
2

2

1

1 1 ( 1)
0 0

0!0!2 1!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0 0

20!1!2 ! !2
2 2

1 ( 1)
0 0 0

2 20!2!2 ! !2
2 2

0 0 0
0!( 1) !2

0 0 0 0
0! !2

1 0

1

N

N

N

N

N

N

N

N

N N

N N

N N

N

N

D .

( 1) ( 1)N N

 

(3.12) denkleminde,  

  (1) ( ) ( )x xJ J P  ve (2) 2( ) ( )x xJ J P      (3.127) 

matris formlar olu turulmu tu. Burada,  
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 1( )k T k TP D C D , 

0 1 0 0
0 0 2 0

0 0 0
0 0 0 0

N
C , 1,2k . 

Ayrca, (3.13) denkleminde ( )yQ  ve onun (1) ( )yQ  ve (2) ( )yQ  türevleri arasnda 

ili ki 

  (1) ( ) ( )y yQ Q P  ve (2) 2( ) ( )y yQ Q P    (3.128) 

olarak verilmi ti. Burada, 

 

2 2( 1) ( 1)

0 0
0 0

0 0 N N

P
P

P

P

. 

Benzer ekilde, ( )tR  ve onun (1) ( )tR  ve (2) ( )tR  türevleri arasnda ili ki 

  (1) ( ) ( )t tR R P  ve (2) ( ) ( )t tR R P    (3.129) 

olarak olu turulur. Burada, 

 

2 3( 1) ( 1)

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )
0 0
0 0 0 ( ) N N

t
t

t

t

Q
Q

R

Q

, 

3 3( 1) ( 1)

0 0
0 0

0 0 N N

P
P

P

P

. 

3.5.2. Snr ko ullar için matris ba ntlar 

Bu ksmda, (3.118)-(3.123) snr ko ullarnn Bessel polinomlarn temel alan matris 

formlarn olu turaca z. Öncelikle, (3.118) ba langç ko ulunun matris formunu 

bulmak için, (3.124) çözüm fonksiyonunun (3.125) matris formunda 0t  

konularak, 
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     1( , ,0) ( ) ( ) (0) ( , )u x y x y f x yJ Q R A , a x b , c y d ,            (3.130) 

matris formunu elde ederiz. 

(3.124) çözüm fonksiyonunun (3.125)  matris formunda t T  yazlarak, 

 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , )u x y T x y T f x yJ Q R A     (3.131) 

olarak (3.126) snr ko ulunun matris formu elde edilir.  

(3.125)  matris formunda y c   ve y d  yerle tirilerek,  

 1( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , )u x c t x c t g x tJ Q R A , a x b , 0 t T             (3.132) 

ve 

 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , )u x d t x d t g x tJ Q R A , a x b , 0 t T    (3.133) 

olarak (3.120) ve (3.121) snr ko ullarnn matris formlarn olu tururuz.  

Benzer ekilde, (3.125)  matris formunda x a   ve x b  yazarak,  

 1( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , )u a y t a y t h y tJ Q R A , c y d , 0 t T             (3.134) 

ve 

 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , )u b y t b y t h y tJ Q R A , c y d , 0 t T    (3.135) 

eklinde (3.122) ve (3.123) snr ko ullarnn matris formlarna sahip oluruz. 

3.5.3. ki boyutlu ksmi diferansiyel denklem problemi için çözüm yöntemi 

lk olarak, (3.117) iki boyutlu ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi 

diferansiyel denkleminin her bir teriminin matris formunu bulaca z. (3.127) 

denkleminden, (3.125) denkleminin x �’ e göre birinci mertebe ksmi türevinin matris 

formu 

 (1)( , , ) ( ) ( ) ( )xu x y t x y tJ Q R A ,  
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                         = ( ) ( ) ( )x y tJ PQ R A      (3.136) 

elde edilir. 

Benzer ekilde, (3.125) denkleminin y �’ e göre birinci mertebe ksmi türevinin matris 

formunda (3.128) ili kisi kullanlarak,   

 (1)( , , ) ( ) ( ) ( )yu x y t x y tJ Q R A  

                 = ( ) ( ) ( )x y tJ Q PR A    (3.137) 

matris formuna sahip oluruz. 

(3.129) denklemi kullanlarak, (3.125) denkleminin t �’ ye göre birinci mertebe ksmi 

türevinin matris formu 

 (1)( , , ) ( ) ( ) ( )tu x y t x y tJ Q R A   

                 = ( ) ( ) ( )x y tJ Q R PA      (3.138) 

olur. 

imdi, (3.124) çözüm fonksiyonunun (3.125) matris formunun x �’ e göre ikinci 

mertebe ksmi türevinde (3.127) yerle tirilerek,  

 (2)( , , ) ( ) ( ) ( )xxu x y t x y tJ Q R A  

                          = 2( ) ( ) ( )x y tJ P Q R A    (3.139) 

matris formunu elde ederiz. 

(3.136) denkleminin t �’ ye göre birinci mertebe ksmi türevi 

 (1)( , , ) ( ) ( ) ( )xtu x y t x y tJ PQ R A    (3.140) 

dr ve (3.140) denkleminde (3.129) yerine konularak  

 ( , , ) ( ) ( ) ( )xtu x y t x y tJ PQ R PA    (3.141) 
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matris ili kisine sahip oluruz. 

Benzer ekilde, (3.136) denkleminin y �’ ye göre birinci mertebe ksmi türevi 

 (1)( , , ) ( ) ( ) ( )xyu x y t x y tJ PQ R A   

olur ve (3.128) yerine yerle tirilerek 

 ( , , ) ( ) ( ) ( )xyu x y t x y tJ PQ PR A    (3.142) 

olarak daha açk bir ekilde yazlr. 

(3.128) ili kisi kullanlarak, (3.125) denkleminin y �’ e göre ikinci mertebe ksmi 

türevi 

 2( , , ) ( ) ( ) ( )yyu x y t x y tJ Q P R A    (3.143) 

olarak elde edilir.                

(3.129) denklemi aracl yla, (3.125) denkleminin t �’ ye göre ikinci mertebe ksmi 

türevinin matris formu  

 2( , , ) ( ) ( ) ( )ttu x y t x y tJ Q R P A    (3.144) 

olur.                   

(3.125) ve (3.136)-(3.139) ve (3.141)-(3.144) matris formlar (3.117) denkleminde 

yerine yerle tirilerek, 

2 2
1 2 3

2
4 5 6

7 8 9

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) (

B x y t x y t B x y t x y t B x y t x y t

B x y t x y t B x y t x y t B x y t x y t

B x y t x y t B x y t x y t B x t x

J P Q R J PQ PR J Q P R

J PQ R P J Q R P J PQ R

J Q PR J Q R PA J ) ( ) ( )

( , , )G

y t

x y tA=

Q R

 

matris denklemi elde edilir ve bu denklem  

 ( , , ) ( , , )x y t G x y tW A =    (3.145) 

olarak ksaca yazlabilir. Burada, 
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  31, 1 ( 1)
( , , ) k N
x y t wW  

=

2 2
1 2 3

2
4 5 6

7 8 9

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) (

B x y t x y t B x y t x y t B x y t x y t

B x y t x y t B x y t x y t B x y t x y t

B x y t x y t B x y t x y t B x t x

J P Q R J PQ PR J Q P R

J PQ R P J Q R P J PQ R

J Q PR J Q R PA J ) ( ) ( )y tQ R

, 

30,1, , ( 1)k N . 

a x b , c t d  ve 0 t T  olmak üzere, 

 ( )
i

b ax a i
N

,  ( )
j

d cy c j
N

,  r
Tt r
N

, , , 0,1, ,i j r N        (3.146) 

ile tanml sralama noktalar (3.145) denkleminde kullanlarak,  

  ( , , ) , ,( )i j r i j rx y t G x y tW A = , , , 0,1, ,i j r N    

matris denklemlerin bir sistemini elde edilir ve bu sistem 

 WA=G ya da ;W G    (3.147) 

olarak ksaca ifade edilebilir. Burada, 

3 3

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 ( 1) ( 1)

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

N N

T
N N N N N N N N N N

x y t x y t x y t x y t

x y t x y t x y t x y t

W = W W W W

          W W W W
, 

0,0,0 0,0,1 0,0, 0,1,0 0,1,1 0,1,

0, ,0 0, ,1 0, , , ,0 , ,                    

N N

T

N N N N N N N N N

a a a a a a

a a a a a

A =
 

ve 

3

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 ( 1) 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

N N

T
N N N N N N N N N

G x y t G x y t G x y t G x y t

G x y t G x y t G x y t G x y t

G =

          
. 
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(3.118)-(3.125) ko ullarna kar lk gelen (3.130)-(3.135) matris denklemlerinde 

(3.146) sralama noktalar yerle tirilerek,         

 1UA F  ya da 1;U F ,   (3.148)  

 2UA F  ya da 2;U F ,   (3.149) 

 1VA G  ya da 1;V G ,    (3.150)  

 2VA G  ya da 2;V G ,    (3.151)  

 1ZA H  ya da 1;Z H ,    (3.152)  

 2ZA H  ya da 2;Z H ,   (3.153)  

ko ullarn ana matris denklemleri elde edilir. Burada,  

00 01 0 10 11 1 0 1
T

N N N N NNU U U U U U U U U U ,  

00 01 0 10 11 1 0 1

T

N N N N NNU U U U U U U U U U ,  

00 01 0 10 11 1 0 1
T

N N N N NNV V V V V V V V V V ,  

00 01 0 10 11 1 0 1

T

N N N N NNV V V V V V V V V V ,  

00 01 0 10 11 1 0 1
T

N N N N NNZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z ,  

00 01 0 10 11 1 0 1

T

N N N N NNZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z ,  

1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Nf x y f x y f x y f x y f x y f x yF ,  



 68

2 2 0 0 2 0 2 1 0 2 1 2 0 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Nf x y f x y f x y f x y f x y f x yF ,  

1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Ng x y g x y g x y g x y g x y g x yG ,   

2 2 0 0 2 0 2 1 0 2 1 2 0 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Ng x y g x y g x y g x y g x y g x yG ,   

1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Nh x y h x y h x y h x y h x y h x yH ,  

 2 2 0 0 2 0 2 1 0 2 1 2 0 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T
N N N N Nh x y h x y h x y h x y h x y h x yH , 

  0,1, ,i N , 0,1, ,j N , 0,1, ,r N , 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) (0) j j j j
i j i j i i i i N

x y u u u u      U J Q R , 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) (0) j j j j
i j i j i i i i N

x y u u u u      U J Q R P , 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) r r r r
i r i r i i i i Nx c t v v v v      V J Q R = , 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) r r r r
i r i r i i i i Nx d t v v v v      V J Q R = , 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) r r r r
j r j r i i i i Na y t z z z z      Z J Q R =  

ve 

31 2 3 ( 1)( ) ( ) ( ) r r r r
j r j r i i i i Nb y t z z z z      Z J Q R = . 

(3.117) denkleminin (3.118)-(3.125) ba langç ve snr ko ullar altnda yakla k 

çözümünü elde etmek için, (3.147) denklemindeki ;W G  artrlm  matrise 

ko ullarn (3.148)-(3.153) artrlm  matris formlarn ekleyerek 
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1

2

1

2

1

2

;
;
;

; ;
;
;
;

U F
U F
V G

W G V G
Z H
Z H
W G

   (3.154)  

yeni artrlm  matrise sahip oluruz. Böylece bilinmeyen Bessel katsaylar matrisi 
1

A = W G  olarak elde edilir. Burada ;W G  arttrlm  matrisi, ;W G  

arttrlm  matrisine Gauss eliminasyon uygulandktan sonra sfr satrlar atlarak 

elde edilen matristir. Matlab�’ de (3.154) sisteminin çözümü  �‘ A = W \ G �’ komutu ile 

kolayca hesaplanabilir. 

Son olarak, belirlenen , ,r s ka ; ( , , 0,1,...,r s k N ) katsaylar (3.124) denkleminde 

yerine konularak 

  , , , ,
0 0 0

( , , ) ( , , )
N N N

N r s k r s k
r s k

u x y t a J x y t    (3.155) 

yakla k çözümü elde edilir. 

(3.117) formundaki baz iki boyutlu ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem 

problemleri,  (3.119) snr ko ulu yerine  

 2( , ,0) ( , )tu x y f x y , a x b , c y d                 

ba langç ko ulu ile verilir. 

Bu durumda yaplmas gereken sadece çözüm fonksiyonun t �’ ye göre birinci 

mertebe ksmi türevinin matris formu olan  (3.138)  denkleminde 0t  yazarak 

 ( , ,0) ( ) ( ) (0)tu x y x yJ Q R PA   

olarak yeni ko ulun matris formu elde edilir. 

Benzer ekilde, prosedür takip edilerek yakla k çözüm elde edilir.  
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3.5.4. Hata tahmini 

Bu kesimde, önceki bölümlerde kullanlan rezidüel hata tahmini (3.117)-(3.123) iki 

boyutlu ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel denklem 

problemi için uygulanacaktr. 

lk olarak, (3.117) denklemini    

 [ ( , , )] ( , , )L u x y t G x y t , a x b , c y d , 0 t T    (3.156) 

biçiminde ifade edelim. Burada, L : lineer operatör ve 

2 2 2

2 2

1 2 32 2

4 5 62

7

[ ( , , )] ( , , ) ( , , ) ( , , )

                    ( , , ) ( , , ) ( , , )

                     ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

L u x y t B x y t B x y t B x y t
x y x y

B x y t B x y t B x y t
t x t x

B x y t

u x y t u x y t u x y t

u x y t u x y t u x y t

8 9( , , ) ( , )( , , ) ( , , ) ( , , )B x y t B x t u
y t

u x y t u x y t x y t

. 

( , , )Nu x y t : (3.117) denkleminin Bessel polinom çözümü olsun, o zaman bu problem 

için sunulan yöntemin rezidüel fonksiyonu 

  ( , , ) [ ( , , )] ( , , )N NR x y t L u x y t G x y t   

olur. Böylece, ( , )Nu x t , 

 [ ( , , )] ( , , ) ( , , )N NL u x y t G x y t R x y t    (3.157) 

denklemini ve  

 1( , ,0) ( , )Nu x y f x y , a x b , c y d ,            (3.158)         

 2( , , ) ( , )Nu x y T f x y , a x b , c y d ,            (3.159) 

 1( , , ) ( , )Nu x c t g x t , a x b , 0 t T ,            (3.160) 
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 2( , , ) ( , )Nu x d t g x t , a x b , 0 t T ,   (3.161)        

   1( , , ) ( , )Nu a y t h y t , c y d , 0 t T            (3.162) 

 2( , , ) ( , )Nu b y t h y t , c y d , 0 t T ,   (3.163)    

snr ko ullarn sa lar.  

Bu problem için, hata fonksiyonunu 

  ( , , ) ( , , ) ( , , )NN x y t u x y t u x y te   

olarak tanmlayalm. Burada, ( , )u x t : (3.117)-(3.123) probleminin tam çözümünü 

gösterir. 

Böylece, (3.118)-(3.123) ve (3.158)-(3.163) homojen olmayan snr ko ullar 

kullanlarak, ( , , )N x y te  hata fonksiyonu için 

 ( , ,0) 0Ne x y , a x b , c y d ,            (3.164)         

 ( , , ) 0Ne x y T , a x b , c y d ,            (3.165) 

 ( , , ) 0Ne x c t , a x b , 0 t T ,            (3.166) 

 ( , , ) 0Ne x d t , a x b , 0 t T ,   (3.167)        

   ( , , ) 0Ne a y t , c y d , 0 t T            (3.168) 

 ( , , ) 0Ne b y t , c y d , 0 t T ,   (3.169)    

homojen snr ko ullar elde edilir. 

laveten, (3.117) ve (3.157) denklemleri aracl yla, 

  [ ( , , )] [ ( , , )] [ ( , , )] ( , , )N N NL e x y t L u x y t L u x y t R x y t  
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hata diferansiyel denklemini elde ederiz. Daha açk olarak, bu hata diferansiyel 

denklemi  

2 2 2

2 2

1 2 32 2

4 5 62

7 8 9

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( ,

N N N

N N N

N N
N

B x y t B x y t B x y t
x y x y

B x y t B x y t B x y t
t x t x

B x y t B x y t B x t
y t

e x y t e x y t e x y t

e x y t e x y t e x y t

e x y t e x y t e x ( , , )., ) NR x y ty t

  (3.170) 

olarak yazlabilir. 

(3.164)-(3.169) snr ko ullar ile birlikte (3.170) hata diferansiyel denklemi önceki 

bölümde sunulan yöntem kullanlarak çözülerek hata probleminin , ( , , )N Me x y t  

Bessel polinom çözümü elde edilir. Burada, M : hata probleminin Bessel polinom 

çözümü elde edilirken kullanlan kesme snrdr. 

3.5.5. Çözümlerin yile tirilmesi 

Bu ksmda, (3.117)-(3.123) iki boyutlu ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer 

ksmi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom çözümleri reziduel hata 

fonksiyonu yardmyla iyile tirilecektir.  

Bu iyile tirme, iki boyutlu ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi 

diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom çözümü ile kesim (3.5.4)�’ de hata 

problemi için elde edilen , ( , , )N Me x y t  Bessel plinom çözümünün  

 , ,( , , ) ( , , ) ( , , )N M N N Mu x y t u x y t e x y t  

eklinde toplanmasyla elde edilir. Bu yakla k çözüm iyile tirilmi  Bessel polinom 

çözümü olarak adlandrlr. Burada, N : iki boyutlu ikinci mertebeden de i ken 

katsayl lineer ksmi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom çözümü elde 

edilirken kullanlan kesme snr ve M : hata probleminin Bessel polinom çözümü 

elde edilirken kullanlan kesme snrn temsil eder. M N  seçilerek, orjinal 

problem için daha iyi yakla k çözümler elde edilebilir. 
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3.6. kinci Mertebeden Lineer Ksmi diferansiyel denklemler için Bessel 

Sralama (Collocation) Metodunun Karma kl   

Kesim (3.3)�’ de, genel formda olan ba langç ve snr ko ullar altnda ikinci 

mertebeden ksmi diferansiyel denklemler için Bessel sralama yöntemini 

uygulam tk. Bu kesimde, genel formda olan (3.73)-(3.77) ba langç ve snr ko ullu 

ikinci mertebeden ksmi diferansiyel denklem problemi için Bessel sralama 

yönteminin karma kl  üzerine çal aca z.  

Yöntemin karma kl n hesaplamak için ilk olarak, metodun uygulanmasnda ne 

kadar kayan nokta oldu unu hesaplayaca z.   

Kesim (3.3)�’ de   

2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

x t A x t x t B x t x t C x t x t
D x t x t E x t x t F x t x t

W J P Q J PQ P J Q P
              J PQ J Q P J Q

 

bulunurken ne kadar kayan nokta oldu unu hesaplayalm. Bunun için, ( , )x tW  

içindeki her bir toplam için olu an kayan nokta saysn bulalm. Burada,  

( , )A x t : 1 1  boyutunda, 

( , )B x t : 1 1  boyutunda, 

( , )C x t : 1 1  boyutunda, 

( , )D x t : 1 1  boyutunda, 

( , )E x t : 1 1  boyutunda 

ve 

( , )F x t : 1 1  boyutundadr. 

lk olarak, ( , )x tW �’ nin ( , ) ( ) ( )D x t x tJ PQ  terimini ele alalm. Burada, 

( , )D x t : 1 1  boyutunda, 

( )xJ : 1 ( 1)N  boyutunda, 

1( )T TP D CD : ( 1) ( 1)N N  boyutunda, 
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TD : ( 1) ( 1)N N  boyutunda, 

C : ( 1) ( 1)N N  boyutunda, 

1( )TD : ( 1) ( 1)N N  boyutunda 

ve 

( )tQ : 2( 1) ( 1)N N  boyutundadr. 

imdi, 1( )T TP D CD  için kaç kayan nokta oldu unu bulalm. 

1( )TD  için 
2 4

3( 1) ( 1)( 1)
3 3

N NN  kayan nokta,  

1( )TD C  çarpm için 
2 4

2 3( 1) ( 1)(2 1)( 1) ( 1)
3 3

N Nn N N  kayan nokta 

ve 

1( )T TD CD  çarpm için 
2 4

2 3( 1) ( 1)2(2 1)( 1) ( 1)
3 3

N NN N N  kayan 

nokta olur. 

Böylece, 1( )T TP D CD  hesaplanrken toplam  

 
2 4

2 3( 1) ( 1)2(2 1)( 1) ( 1)
3 3

N NN N N     (3.171) 

kayan nokta vardr. 

( )xJ P  çarpm için (2 1)( 1)N N  kayan nokta oldu undan, ( ) ( )x tJ PQ  çarpm 

için 

         2(2 1)( 1) (2 1)( 1)N N N N    (3.172) 

kayan nokta olur. 

Böylece, ( , ) ( ) ( )D x t x tJ PQ  çarpmnda  

         2 2(2 1)( 1) (2 1)( 1) ( 1)N N N N N     (3.173) 

kayan nokta vardr. 
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kinci olarak, 2( , ) ( ) ( )A x t x tJ P Q  terimini ele alalm. 

2P PP  için 2(2 1)( 1)N N  kayan nokta oldu undan 2( )xJ P  çarpmnda 
2(2 1)( 1) (2 1)( 1)N N N N  tane nokta kayar. 

Benzer ekilde, 2( ) ( )x tJ P Q  çarpm için 2(2 1)( 1) 2(2 1)( 1)N N N N  kayan 

nokta vardr ve 2( , ) ( ) ( )A x t x tJ P Q  çarpmnda 

 2 2(2 1)( 1) 2(2 1)( 1) ( 1)N N N N N     (3.174) 

tane nokta kayar. 

imdi, ( , ) ( ) ( )B x t x tJ PQ P  terimini ele alalm. 

(3.172) denkleminde ( ) ( )x tJ PQ  çarpm için  

 2(2 1)( 1) (2 1)( 1)N N N N  

kayan nokta oldu unu söylemi tik.  

P : 2 2( 1) ( 1)N N  boyutunda oldu undan ( ) ( )x tJ PQ P  çarpm için 

 2 2 2(2 1)( 1) (2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1)N N N N N N  

kayan nokta vardr. O zaman, ( , ) ( ) ( )B x t x tJ PQ P  çarpm için 

 2 2 2 2(2 1)( 1) (2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1) ( 1)N N N N N N N    (3.175) 

tane kayan nokta olur. 

( ) ( )x tJ Q  çarpmnda 2(2 1)( 1)N N  kayan nokta var olup, ( , ) ( ) ( )F x t x tJ Q  

çarpmnda 

 2 2(2 1)( 1) ( 1)N N N    (3.176) 

nokta kayar.  
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( ) ( )x tJ Q P  çarpm için 2 2 2(2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1)N N N N  kayan nokta 

oldu undan ( , ) ( ) ( )E x t x tJ Q P  çarpmnda  

  2 2 2 2(2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1) ( 1)N N N N N     (3.177) 

kayan nokta vardr. 

2P PP  için 2 4(2( 1) 1)( 1)N N  tane nokta kayd ndan 2( ) ( )x tJ Q P  için  

 2 2 4 2 2(2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1) (2( 1) 1)( 1)N N N N N N  

tane kayan nokta vardr ve 2( , ) ( ) ( )C x t x tJ Q P  çarpmnda  

         2 2 4 2 2 2(2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1) (2( 1) 1)( 1) ( 1)N N N N N N N   (3.178) 

tane kayan nokta olur. 

Ayrca, ( , )x tW  içinde 6 tane terim topland ndan bu terimlerin toplanmas için  

 5   (3.178) 

toplama i lemi yaplr.  

(3.74) ko ulunun sol tarafna kar lk gelen matris formundaki ( ) ( )x cJ Q  çarpm için 

 2(2 1)( 1)N N     (3.179) 

kayan nokta vardr. 

(3.75) ko ulunun sol tarafna kar lk gelen matris formundaki ( ) ( )x cJ Q P  çarpm 

için  

 2 2 2(2 1)( 1) (2( 1) 1)( 1)N N N N     (3.180) 

nokta kayar. 

(3.76) ko ulunun sol tarafna kar lk gelen matris formundaki ( ) ( )a tJ Q  çarpm için 

 2(2 1)( 1)N N     (3.181) 
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kayan nokta vardr. 

(3.77) ko ulunun sol tarafna kar lk gelen matris formundaki ( ) ( )b tJ Q  çarpmnda 

 2(2 1)( 1)N N     (3.182) 

nokta kayar. 

 ( )
i

b ax a i
N

, ( )
j

d ct c j
N

, 0,1, ,i N , 0,1, ,j N ,    

sralama noktalar hesaplanrken 

 8( 1)N     (3.183) 

nokta kayar. 

Kesim (3.3.2)�’ de problem için metot uygulanrken ko ullar temel alan matris 

sistemi  

 

1

2

1

2

;
;

; ;
;
;

U F
U F

W G V G
V G
W G

 

olarak bulunmu tu. Burada, 

W : 2 2( 1) 4( 1) ( 1)N N N  boyutunda 

ve  

G : 2( 1) 4( 1) 1N N  boyutundadr.  

;W G : ;W G  artrlm  matrisine gauss eliminasyon yaplarak elde edilen 

matristir.  

;W G  sistemi Gauss eliminasyon yaplarak çözülürken 
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222 2 ( 1)( 1) ( 1) 4( 1)

3
NN N N     (3.184) 

tane kayan nokta olur.  

Böylece, (3.171) ve (3.173)- (3.184) denklemlerindeki saylarn toplam kesim (3.3)�’ 

de ele alnan problemin Bessel polinom çözümü hesaplanrken olu an toplam kayan 

noktalarn saysn verir. (3.171) ve (3.173)-(3.184) denklemlerindeki saylar 

toplandktan sonra basitle tirilerek toplam kayan noktalarn says  

 2 3 4 5 6137 422 599 449 202 820
3 3 3 3 3 3

N N N N N N
 

olarak elde edilir. Burada, N : problemin Bessel polinom çözümü elde edilirken 

alnan kesme snrdr. Böylece, metodun karma kl  

 2 3 4 5 6137 422 599 449 202 820
3 3 3 3 3

( )
3

N N N N N Nf N  

fonksiyonundaki en yüksek derece olan 6N  dr.  

Baz N  kesme snrlar için metodun karma kl nn de erleri Çizelge 3.1�’ de 

verilmi tir.  

Çizelge 3.1. Baz N  de erleri için metodun karma kl nn de erleri 
 N   2 3 4 5 6 7 8 
Karma klk 32 729 4096 15625 46656 117649 262144 

 
 N   9 10 11 12 13 14 15 
Karma klk 531441 1000000 1771561 2985984 4826809 7529536 11390625 

 
 N   16 17 18 19 20 21 
Karma klk 16777216 24137569 34012224 47045881 64000000 85766121 
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4. ARA TIRMA BULGULARI 

Bu bölümde, dalga denklemi problemi, Neuman, Dirichlet ve Robin ko ullu genel 

formda ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem problemi, ba langç ve snr 

ko ullu genel formda ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem problemi, 

singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon problemi ve iki 

boyutlu ikinci mertebeden lineer ksmi diferansiyel denklem problemi için üçüncü 

bölümde sunulan Bessel sralama yöntemi baz örneklere uygulanacak. Bu 

problemler için önceki bölümde sunulan hata tahmininin uygulamalar yaplacak ve 

birde örneklerde 

 
1 2

2
2 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
T b

N N
a

L u x t u x t u x t u x t dxdt  

ve 

( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) ,  , 0N NL u x t u x t u x t u x t a x b t T  

hatalar ile de çözümlerin do rulu u için ölçüm yaplacak. Gerçek ve tahmin edilen 

hatalar kar la trlacak. Sunulan örneklerde, önceki bölümde anlatld  gibi Bessel 

polinom çözümleri iyile tirilecek. Ayrca, bu çal mada sunulan yöntem ba ka 

metotlarn sonuçlar ile kar la trlacak. Nümerik hesaplamalarn Maple ve Matlab�’ 

de yazlan bilgisayar programlar ile hesapland n not ediyoruz. 

4.1. Dalga Denklemi Problemi çin Örnekler 

Örnek 4.1.1: lk olarak,  

 
2 2

2 2 2( ) ,x tx t e
t x
u u 0 1x , 0 1t ,                               
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dalga denklemini  

  ( ,0) 0,u x  0 1x ,       

  (0, ) 0,u t  0 1t ,  

Dirichlet snr ko ullar, 

  ( ,0) x
tu x xe , 0 1x ,  

Neumann snr ko ulu ve 

  
1

1

0

( , ) 2 t tu x t dx te te , 0 t T   

lineer olmayan (nonlocal) integral ko ulu ile ele alalm (Shakeri ve Dehghan, 2008). 

Bu problemin tam çözümü ( , ) x tu x t xte �’ dir.  

Kesim (3.1)�’ deki prosedür takip edilerek bu problemin 3,4,5,6,7,8,9,10N  için 

Bessel polinom çözümleri Matlab�’ de yazlan bilgisayar program ile hesapland. M �’ 

nin baz de erleri için hata fonksiyonu tahmin edilir ve yakla k çözümler 

iyile tirilir. Çizelge 4.1�’ de Bessel polinom çözümleri için 2L  ve L  hatalar verilir. 

Çizelge 4.2�’ de yakla k çözümlerin gerçek maksimum hatalar ile tahmini 

maksimum hatalar kar la trlr. ekil 4.1�’ de,  5,6,7,8,9,10N  için mutlak hata 

fonksiyonlarnn grafiklerini veriyoruz. ekil 4.2 ve ekil 4.3 ( , )Ne x t  gerçek mutlak 

hata fonksiyonlar ile , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn 

kar la trlmalarn gösterir. ekil 4.4 ve ekil 4.5 iyile tirilmi  ve iyile tirilmemi  

mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmalarn gösterir. 

3N  ve 4M   için, 
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2

3

3

2 2 2 2

(0.3714723102 3) (0.1021547155 2) 0.9976309517

              .2260430798 3) (0.8551278475 2)
              (0.1991513187 3) 0.9415186229 0.6

( ,

832244539
            

)

(

  0.91

0

e e t xt

e x e x

e t xt x

t

t

u x

2 2 3 3 2

3 3 3

15686742 0.1306117772 0.1307680271
              (0.4172140460 1) (0.1491456031 2)

x t x t x t

e x t e t

 

Bessel polinom çözümü ve  

2 2

3,

2

3

4 (0.7084352702 3) (0.8192041970 2) (0.1572567319 2)

                1.035422149 1.093307519 1.132354428 .1365444044 1)
                (0.4615065578 1) (0.226509740

)

(
1

,

0
8 )

( e e x e t

x

u

t x t xt e x

e x e

x t

4 2

3 4 2 2

2 3 3 2 3 3

3

(0.1365334596 1)
                (0.3308716998 1) (0.2246091893 1) 1.095234454
                0.4086582031 0.4069683301 (0.9226524694 1)
                0.5517084200 0

x e t

e t e t x t

x t x t e x t

xt 3 3 4

4 3 4 4 2 4

4 2 4 4

.5512445602 (0.1902988594 1)
                (0.1857733389 1) (0.6222039318 2) (0.7430526415 1)
                (0.7361048604 1) 0.1245780819 0.1244317250

x t e x t

e x t e x t e x t

e x t x t xt

 

iyile tirilmi  Bessel polinom çözümü elde edilir.  

      Çizelge 4.1. Örnek 4.1.1�’ in 2L  ve L hatalar 

N  3 5 7   9 

2L  3.89 310   6.89 510   4.19 710  1.06 910  

L  3.58 210  1.05 310   7.9 610  4.2 910  

Çizelge 4.2. Örnek 4.1.1 için baz   de erleri için gerçek ve tahmin edilen maksimum 
hatalarn kar la trlmas 

,N M  Gerçek maksimum hatalar L   Tahmini maksimum hatalar 

3, 4  3.5809 210   1.9944 210  
4, 5  8.1408 310   6.2206 410  

4, 6  8.1408 310   3.6640 410  

5,7  1.0435 310   2.5119 410  

7,8  7.8252 610   1.3249 610  

8,9  5.8052 710   2.7452 710  

9,10  8.6434 810   6.9753 810  

10,11  4.2730 910   3.3826 810  
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ekil 4.1. Örnek 4.1.1�’ in N  için  mutlak hata fonksiyonlarnn 

grafikleri 
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ekil 4.2. Örnek 4.1.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.3. Örnek 4.1.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.4. Örnek 4.1.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.5. Örnek 4.1.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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Örnek 4.1.2: kinci olarak,  

 
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

4 2(2 3 ) 6 ln(1 ),
(1 ) 1

tx x t
t x t t
u u 0 1x , 0 1t ,                          

dalga denklemini  

  ( ,0) 0,u x  0 1x ,       

  (0, ) 0,u t  0 1t ,  

Dirichlet snr ko ullar, 

  ( ,0) 0tu x , 0 1x ,  

Neumann snr ko ulu ve 

  
1

0

( , ) 0u x t dx , 0 t T   

integral ko ulu ile ele alalm (Yousefi vd., 2010).  
2 2( , ) ln(1 )(2 3 )u x t t x x  problemin tam çözümüdür.  

Bu problem için sunulan yöntem 3,7,10N  için uygulanarak Bessel polinom 

çözümleri elde edildi. Yakla k çözümler Matlab�’ de yazlan bilgisayar kodu ile 

hespaland. Baz ( , )i jx t  noktalarndaki mutlak hatalar Çizelge 4.3�’ de sunulur. 

7N  ve 8M  için ( , )u x t  tam çözümü, ( , )Nu x t  Bessel polinom çözümü ve 

, ( , )N Mu x t  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümlerini ekil 4.6�’ da kar la tryoruz. 

ekil 4.7 ve ekil 4.8�’ de ( , )Ne x t  gerçek mutlak hata fonksiyonlar ile , ( , )N Me x t  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlar kar la trlr. 4N  ve 5M  için ( , )Ne x t  

mutlak hata fonksiyonu ve , ( , )N ME x t  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonu ekil 

4.9�’ da kar la trlr. N  kesme snr artarken hatalarn azald  Çizelge 4.3, ekil 

4.7, ekil 4.8 ve ekil 4.9�’ dan gözlemlenir. 

3N  ve 4M   için Bessel polinom çözümü 
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2

3 2 2 2 3

3 2 3 3 3

3 .13889366 1) (0.20870994 2) (0.15329126 1)

             (0.17930239 2) (0.51377994 4) 2.4783137 0.65180409
             0.39371562 0.2

( , ) (

6928065 (0.22669235 1) (0.

0 e x e t e x

e x e x t x t

x t x t e

u x t

t 2

2 2 3

3

18895915 1)
             0.19614006 1.8488089 (0.74352299 1) 0.5765923
           

6
0.1235  2758

e t

x t xt e xt xt

x t

 

olarak ve iyile tirilmi  Bessel polinom çözümü 

2

3 2 2 2

3

3 3 2

4

,4

3

.15835743 1) (0.14818163 2) (0.30489923 1)

                (0.22883290 1) 4.3425697 2.4317875 2.7075309
                0.81129894 (0.10081779 3) (0.111568

( , 0

)

) (

41 1

u x e x e t e x

e x x t x t x t

x t e e

t

4

4 4 2 2 4 4

2 4 3

4 3 4 4

                (0.42496206 1) 1.5749044 0.41721906 0.46134843
                (0.17537422 1) (0.83912908 2) (0.12330434 1)
                1.5953367 0.43182028 2.81

x

e t x x t x t x t

e t e t e t

x t x t 3 3 2

2 3 3

71553 0.36106807
                2.1778815 (0.26131622 1) 0.85875346 0.79436954

x t x t

xt e xt xt x t

 

eklinde elde edilir. 
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ekil 4.6. Örnek 4.1.2�’ nin N  ve M  için  tam çözümü,  Bessel polinom 

çözümü ve  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün kar la trlmas 
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ekil 4.7. Örnek 4.1.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.8. Örnek 4.1.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 



 94

 

 
ekil 4.9. Örnek 4.1.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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Çizelge 4.3. Örnek 4.1.2�’ nin N   için baz  noktalarndaki mutlak hatalar 

 
 
 

Örnek 4.1.3: Son olarak, (3.1)-(3.5) problemini 1( ) 0f x , 2 ( ) cos( )f x x , 

1l T , 1( ) sin( )g t t , 2 ( ) 0g t  ve ( , ) 0q x t  ile ele alalm (Dehghan, 2005). Bu 

problemin tam çözümü ( , ) cos( )sin( )u x t x t �’ dir. 

7N  için sunulan yöntem uygulanarak Bessel polinom çözümü Matlab�’ de yazlan 

kod ile hesapland. ( , )u x t  tam çözüm, 7 ( , )u x t  Bessel polinom çözümü ve 7,8 ( , )u x t  

iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünü ekil 4.10�’ da kar la tryoruz. ( ,0.5)iu x  

için sunulan yöntemin ve sonlu farklar metodunun (Dehghan, 2005) mutlak hatalar 

Çizelge 4.4�’ de kar la trlr. 7 ( , )e x t  gerçek mutlak hata fonksiyonu ve 7,8 ( , )e x t  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu ekil 4.11�’ de kar la trlr. ekil 4.12 

7 ( , )e x t  mutlak hata fonksiyonu ve 7,8 ( , )E x t  iyile tirilmi  mutlak hata 

fonksiyonunun kar la trlmasn gösterir.     

 

( , )i jx t  3N , 3( , )i je x t  7N , 7 ( , )i je x t  10N , 10 ( , )i je x t  

(0, 0)  5.1378e-005 3.4366e-005 1.8486e-006 
(0.1, 0.1)  1.2218e-003 2.3335e-005 4.2913e-007 
(0.2, 0.2)  1.7303e-003 2.2185e-006 5.6527e-007 
(0.3, 0.3)  9.2713e-004 3.2261e-005 1.9086e-006 
(0.4, 0.4)  5.9512e-004 1.7129e-005 6.2070e-007 
(0.5, 0.5)  1.6496e-003 1.7738e-007 1.7617e-006 
(0.6, 0.6)  1.2108e-003 1.1823e-004 7.7937e-006 
(0.7, 0.7)  1.0464e-003 2.2970e-004 8.7023e-007 
(0.8, 0.8)  4.6978e-003 8.0386e-005 1.3817e-005 
(0.9, 0.9)  9.1120e-003 4.8088e-004 2.3497e-005 
(1,1)  1.4561e-002 1.8319e-003 1.0376e-004 
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ekil 4.10. Örnek 4.1.3�’ ün  tam çözümü,  Bessel polinom çözümü ve  

iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün kar la trlmas 

Çizelge 4.4. Örnek 4.1.3�’ ün   için sunulan yöntemin mutlak hatalarnn sonlu farklar  
metodu ile kar la trlmas 

  Sunulan yöntem 

ix  
Sonlu farklar metodu 
(Dehghan, 2005)  7N , 7 0.5( , )ie x  

0.1 1.5e-003  2.8149e-004 
0.2 1.4e-003  2.5674e-004 
0.3 1.7e-003  1.6368e-004 
0.4 1.6e-003  6.4767e-005 
0.5 1.5e-003  5.5188e-005 
0.6 1.5e-003  2.5172e-004 
0.7 1.9e-003  5.3196e-004 
0.8 1.8e-003  7.8042e-004 
0.9 1.7e-003  7.6521e-004 
1 1.6e-003  2.6242e-004 
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ekil 4.11. Örnek 4.1.3 için  mutlak hata fonksiyonu ve  tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.12. Örnek 4.1.3 için  mutlak hata fonksiyonu ve  iyile tirilmi  

mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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4.2. Neuman, Dirichlet ve Robin Ko ullu kinci Mertebe Lineer Ksmi 

Diferansiyel Denklem Problemi çin Örnekler 

Örnek 4.2.1: lk olarak,  

 
2 2 2

2
2 22 (4 4 ) ,x txt x tu xt x t e

x t x t
u u u  0 1x , 0 1t  

ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel denklemini 1,0n =  

ve 0,1n =  birim normal vektörler olmak üzere 

 2( ,0) ,xu x e  0 1x ,             

         (0, ) ,tu t e  0 1t ,  

Dirichlet snr ko ullar, 

 (0, ) 2 tu t e
n

, 0 1t ,  

Neumann snr ko ulu ve 

 2 1 22 ( ,1) ( ,0) 2 x xuu x x e e
n

,  0 1x   

Robin snr ko ulu ile ele alyoruz. Bu problemin tam çözümü 2( , ) x tu x t e �’ dir. 

Bu problem için Bessel sralama metodu farkl N  de erleri için uygulanarak 

yakla k çözümler elde edildi. Yakla k çözümler Maple�’ da yazlan bilgisayar 

kodunda virgülden sonra 30 hane kullanlarak hesapland. ( , )u x t  tam çözümü, 

12 ( , )u x t  Bessel polinom çözümü ve 12,13 ( , )u x t  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümü 

ekil 4.13�’ de kar la trlr. ekil 4.14 12 ( , )e x t  gerçek mutlak hata fonksiyonu, 

12,13( , )e x t  ve 12,14 ( , )e x t  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn 

kar la trlmasn gösterir. 12 ( , )e x t  mutlak hata fonksiyonu, 12,13 ( , )E x t  ve 
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12,14 ( , )E x t  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlar ekil 4.15�’ de kar la trlr. 

Çizelge 4.5 5,6,7,8,9,10N  için 2L  ve L  hatalarn gösterir. N  de eri artarken 

2L  ve L  hatalarnn azald  Çizelge 4.5�’ den görülür. Ayrca N  ve M  de erleri 

artarken mutlak hatalarn azald  ekil 13, ekil 14 ve ekil 15�’ den gözlemlenir. 

Çizelge 4.5. Örnek 4.2.1�’ in 2L  ve L hatalar 

N  5 6 7   8  9 10 

2L  1.5052 210  3.0753 310  1.6777 410  2.5707 510  1.0080 610  1.0080 610  

L  9.3530 210  3.2845 210  1.9521 310  3.3274 410  7.0386 610  5.4454 610  
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ekil 4.13. Örnek 4.2.1�’ in  tam çözümü,  Bessel polinom çözümü ve  

iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün kar la trlmas 
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ekil 4.14. Örnek 4.2.1�’ in N , M  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmas 
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ekil 4.15. Örnek 4.2.1�’ in N , M  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmas 
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Örnek 4.2.2: imdi,  

2 2 2

2 22 2 sin( ( ) 1 2 sin( ) 2 cos( ,))t t t txe x t e cos xx u
x t x t

xe e x x
x

x tu u u u  

0 2x , 0 3t , 

ikinci mertebeden de i ken katsayl lineer ksmi diferansiyel denklemini 0, 1n =  

ve 1,0n =  birim normal vektörler olmak üzere 

 ( ,0) cos( ) ,u x x  0 2x ,             

         (2, ) cos(2) ,tu t e  0 3t ,  

Dirichlet snr ko ullar, 

 (0, ) tu t e
n

, 0 3t   

Neumann snr ko ulu ve 

 3( ,3) ( ,0) e cos( ) sin( )uu x x x x
n

,  0 2x   

Robin snr ko ulu altnda çözelim. ( , ) cos( ) tu x t x e  problemin tam çözümüdür.  

N  ve M �’ nin çesitli de erleri için yöntem uygulanarak Bessel polinom çözümleri 

hesaplanr ve bu çözümler için hata fonksiyonlar tahmin edilir. Çizelge 4.6�’ da 

,N M �’ nin farkl de erleri için gerçek maksimum mutlak hatalar ( L ) ve tahmin 

edilen maksimum mutlak hatalar kar la trlr. N  ve M  de erleri artarken mutlak 

hatalarn azald  Çizelge 4.6�’ dan gözlemlenir. Yakla k çözümler ve hata 

fonksiyonu Maple�’ da yazlan bilgisayar kodu ile hespalanrken virgülden sonra 30 

hanede duyarllk kullanld. 
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Çizelge 4.6. Örnek 4.2.2�’ nin gerçek maksimum hatalar ( L ) ve tahmin edilen maksimum 
mutlak hatalarnn kar la trlmas 

Bessel polinom çözümleri için maksimum mutlak hatalar ( L ) 
N  6 7 8  9  10 11  12 
Hata 1.68

110  1.4
210  7.2

410  1.8
410  4.8

610  2.2
610  1.28

710  
Tahmin edilen maksimum mutlak hatalar 

,N M  6, 7  7,8  8,10  9,10  10,11  11,12  12,13  

Hata 1.8
110  5.6

310  3.4
410  7.7

510  5.0
610  7.6

710  3.1
710  

Bessel polinom çözümleri için maksimum mutlak hatalar ( L ) 
N  13 14 15 16 17 18  19 
Hata 5.0

1010  1.52
1010  1.8

1110  2.2
1310  2.75

1410  8.8
1510  8.2

1610  
Tahmin edilen maksimum mutlak hatalar 

,N M  13,14  14,15  15,16  16,17  17,18  18,19  19, 20  

Hata 2.3
910  6.8

1010  1.6
1210  1.2

1310  2.2
1410  6.4

1610  7.6
1710  

4.3. Ba langç ve Snr Ko ullu kinci Mertebe Lineer Ksmi Diferansiyel 

Denklem Problemi çin Örnekler 

Örnek 4.3.1: lk olarak,  

  
2 2 2

2 2 2
2

2 2
2

2(2 2 2 1)x txt x t x t xu t
x t x t

e x t xt
x

x x
t

u u u u u   

parabolik tip ksmi diferansiyel denklemini 

 
( ,0)

( ,0)

x

x

u x e
u x e

t

 

ba langç ko ullar ve 

 
(0, )
(1, )

t

t

u t e

u t ee
        

snr ko ullar ile 0 1x , 0 1t  bölgesinde ele alalm. Problemin tam çözümü 

( , ) x tu x t e �’ dir.  
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Sunulan metodu 3,5,6,8N  için uygulayarak yakla k çözümleri hesapladk ve 

metot Maple�’ da yazlan kodda virgülden sonra 30 hane alnarak uyguland. Çizelge 

4.7�’ de, 2L  ve L  hatalar verilmi tir. ekil 4.16, ekil 4.17, ekil 4.18 ve ekil 

4.19�’ da farkl N  de erleri için ( , )Ne x t  gerçek mutlak hata fonksiyonlar ve farkl 

,N M  de erleri için , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlar 

kar la trlr. N  ve M �’ nin çe itli de erleri için ( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlar 

ve , ( , )N ME x t   iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmalar ekil 

4.20, ekil 4.21, ekil 4.22 ve ekil 4.23�’ de sunulur. N  de eri artarken hatalarnn 

azald  Çizelge 4.7 ve ekil 4.16- ekil 4.23�’ den görülebilir.  

Çizelge 4.7. Örnek 4.3.1�’ in L  ve L  hatalar 

Sunulan metot 
N  3 5 6  8  9 

2L  1.6239 210   1.4771 410   7.8336 610  4.5073 710   4.1336 1010  

L  8.88 210  5.4 410  4.9 510  1.65 710  4.5 910  
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ekil 4.16. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için   mutlak hata fonksiyonu ve 

  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.17. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için   mutlak hata fonksiyonu ve 

  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas. 
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ekil 4.18. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.19. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

   tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.20. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.21. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.22. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.23. Örnek 4.3.1�’ in N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 

Örnek 4.3.2: Bu örne imizde,  

 
2 2

2 2 2
2 2 (2 2 )( ) 2t tu u t t x x e t e

t t x
u u  

hiperbolik tip ksmi diferansiyel denklemini 

  
( ,0) 0

( ,0) 0

u x
u x

t
 

ba langç ko ullar ve 

  
(0, ) 0
(1, ) 0

u t
u t
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snr ko ullar ile 0 1,  0 1x t  bölgesinde ele alalm (El-Azab ve M. El-Gamel, 

2007). Problemin tam çözümü 2 2( , ) ( ) tu x t t x x e �’ dir.  

Sunulan yöntemi 5,7,9N  için uygulayarak yakla k çözümleri hesapladk. 

Yakla k çözümler Maple�’ da yazlan bilgisayar program ile virgülden sonra 30 

hanede duyarllkla elde edildi. Çizelge 4.8�’ de, 2L  ve L  hatalar verilir. Çizelge 

4.9�’ da, 1t  zamannda farkl x  de erleri için sunulan metot, Rothe-Wavelet 

metodu (RWM) (El-Azab ve M. El-Gamel, 2007) ve Chebyshev Tau metodu (CTM) 

(Saadatmandi ve Dehghan 2010)�’ nun mutlak hatalar kar la trlr. Kar la trlan 

noktalarda, sunulan metodun RWM�’ den daha iyi sonuçlar verdi i gözlemlenir ve 

sunulan metot ve CTM�’ nin mutlak hatalarnn birbirine çok yakn oldu u görülür. 

ekil 4.24 ve ekil 4.25�’ de , 9,10N M   ve , 15,16N M  için elde edilen 

( , )Ne x t  gerçek mutlak hata fonksiyonlar ve , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonlar kar la trlr. ekil 4.26 9 ( , )e x t  mutlak hata fonksiyonu ve 9,10 ( , )E x t  

iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trmasn verir. 0,1 0,1  

bölgesinde, 9 ( , )e x t  mutlak hata fonksiyonunun maksimum de eri 92.8264 10 , 

9,10 ( , )e x t  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun maksimum de eri 91.4649 10  

ve 9,10 ( , )E x t  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun maksimum de eri 

91.4864 10  olarak hesaplanr. 

Çizelge 4.8. Örnek 4.3.2�’ nin 2L  ve L  hatalar 

Sunulan metot 
N  5 7   9 N  5 7 9 

2L  1.5 410  6.4 710  1.99 910  
 L  3.9 410  1.4 610  2.8 910  
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ekil 4.24. Örnek 4.3.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.25. Örnek 4.3.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.26. Örnek 4.3.2�’ nin N  ve M  için  mutlak hata fonksiyonu ve 

 iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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Çizelge 4.9. Örnek 4.3.2�’ nin  için mutlak hatalarnn kar la trlmas 

 RWM (El-Azab ve M. 
El-Gamel, 2007)  CTM (Saadatmandi ve 

Dehghan 2010)  Sunulan metot 

ix  6n , 9m   7n m   7N  
0.125 1.2e-6   5.8e-8  1.25e-7 
0.250 1.9e-6   1.0e-7  1.06e-8 
0.375 2.4e-6   1.2e-7  3.72e-7 
0.500 2.6e-6   1.3e-7  6.21e-7 
0.625 2.4e-6   1.2e-7  3.71e-7 
0.750 1.9e-6   1.0e-7  1.08e-8 
0.875 1.2e-6   5.8e-8  1.25e-7 

Örnek 4.3.3: imdi,  

 
2 2

2 2
2 2 0x t

x t
u u  

de i ken katsayl ksmi diferansiyel denklemini (Ke an, 2003) 

  
( ,0) 1
( ,1) t

u x

u x e
 

ba langç ko ullar ve 

  
(0, ) 1
(1, ) x

u t

u t e
        

snr ko ullar ile 0 1,  0 1x t  bölgesinde ele alalm.  

3,5N  için yöntemi uygulayarak,  

 

3

2 2

2 2 2 3 3

( , ) 1 (0.5000000000 30) (0.5000000000 30) 1.013990470

            (0.7224855260 28) (0.7257173950 28)
            0.4256649465 (0.4409020358 28) (0.6250000000 3
    

1)
    

u x t e x e t xt

e x t e xt

x t e x t e x
3 3 2 3 3(0.6250000000 31) (0.4903    488722 28 0.2786264125e t e x t x t

 

5

2 2 2 2

3 3

( , ) 1 (0.1453848152 28) (0.2129032258 30) 1.000082545

              (0.1627403796 27) (
          

0.5257407258 27) 0.4990687823
(0.9953696235 29) (0.5949869445 28) (  0 .7 

u x t e x e t xt

e xt e x t x t

e t e x e 4

2 3 3 2 3 3

11)
              (0.9574508969 26) (0.1103306738 25) 0.1704097760

x

e x t e x t x t
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3 3 5 4

4 2 4 4 3

5 2 5 5 3 2 4

(0.1 9) (0.1 9) (0.7619187549 29) (0.1 10)
(0.4 11) (0.1584835216 26) (0.2528212882 25)
(0.3550191906 26) (0.3 11) (0.1 10) (0.3 11)
(0.3159129825 26)

e xt e x t e x e t

e x t e x t e x t

e x t e x t e x t e x t

e x2 5 4

3 4 5 3 5

4 4 4 5

5 4 5 5 5

(0.7418926280 27)
(0.2469515086 25) (0.3 11) (0.131 10)
(0.3486644681 1) .8079960454 26)
(0.7965022741 26) (0.3599193549 29) (0.1385427840

0
1

(
)

t e xt

e x t e xt e x t

e x t e x t

e x t e t e x t

 

Bessel polinom çözümlerini elde ederiz. Bu problemin tam çözümü ( , ) xtu x t e �’ dir. 

ekil 4.27�’ de 3N  için Taylor matris yöntemi (Ke an, 2003) ve sunulan yöntem 

ile elde edilen ( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlar kar la trlr. ekil 4.28 5N  

için di er Taylor matris yöntemi (Bülbül, 2011) ve sunulan yöntem ile elde edilen 

( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmasn gösterir. Yakla k çözümler 

ve hata fonksyiyonlar Maple�’ da yazlan bilgisayar kodunda virgülden sonra 30 hane 

kullanlarak elde edildi ini not ediyoruz. 
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ekil 4.27. Örnek 4.3.3�’ ün N  için Taylor matris yöntemi ve sunulan yöntem ile elde edilen 

 mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmas 
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ekil 4.28. Örnek 4.3.3�’ ün N  için di er Taylor matris yöntemi ve sunulan yöntem ile elde 

edilen  mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmas 

4.4. Singüler Pertürbe Olmu  Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difüzyon 

Problemi için Örnekler 

Örnek 4.4.1: lk olarak, (Kadalbajoo ve Gupta, 2009) 

  
2

2 2
2 (2 1) 2 2

x tu ex x u x x
t x x

u u   

singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon denklemini  

 ( ,0)
xeu x , 0 1x          

ba langç ko ulu ve 
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 (0, )
teu t , 0 1t ,                                                 

 
1

( , )
teu L t , 0 1t   

snr ko ullar ile 0 1x , 0 1t  bölgesinde ele alalm. Burada, : 0 1 

olacak ekilde bir difüzyon katsays ya da singüler pertürbasyon parametresidir. 

Problemin tam çözümü ( , )
x teu x t �’ dir.  

Kesim (3.4)�’ de sunulan prosedürü 5,6,7,8,9N  için takip ederek Bessel polinom 

çözümlerini hesapladk. Yakla k çözümler ve hata fonksiyonlar Matlab�’de yazlan 

bilgisayar kodu ile hesapland.  Çizelge 4.10 ve Çizelge 4.11�’ de N  ve �’ nun farkl 

de erleri için 2L  ve L  hatalarn veriyoruz. Ayrca ,N M   ve �’ nun farkl 

de erleri için ( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlar, , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak 

hata fonksiyonlar ve , ( , )N ME x t  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlar Çizelge 

4.12�’ de kar la trlr. ekil 4.29- ekil 4.32�’ de ,N M   ve �’ nun çe itli de erleri 

için ( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlarnn ve , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonlarnn kar la trlmas sunulur. ( , )Ne x t  mutlak hata fonksiyonlar ve 

, ( , )N ME x t  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlar ekil 4.33- ekil 4.36�’ da 

kar la trlr. N  de eri artarken hatalarn azald  ve  de eri küçüldükçe hatalarn 

artt  Çizelge 4.10- Çizelge 4.12 ve ekil 4.29- ekil 4.36�’ dan gözlemlenir. 

Çizelge 4.10. Örnek 4.4.1�’ in 2L  hatalar 
N  110  210  310  410  
5 1.9982 410  1.7535 310  1.7367 210  1.7352 110  
6 43851 610  5.3522 510  5.3718 410  5.3727 310  
7 1.9434 710  2.3204 610  2.3288 510  2.3291 410  
8 7.0223 910  5.1130 810  5.5541 710  5.5985 610  
9 3.3883 910  4.8773 810  5.1873 710  5.2150 610  
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Çizelge 4.11. Örnek 4.4.1�’ in L  hatalar 

N  110  210  310  410  
5 9.6181 410  6.0181 310  6.3998 210  6.5455 110  
6 1.80 510  2.200 410  2.150 310  2.150 210  
7 1.5525 610  1.1333 510  1.1365 410  1.150 310  
8 1.2692 810  1.1429 710  1.3333 610  1.3429 510  
9 6.8182 910  8.500 810  9.250 710  9.00 610  

Çizelge 4.12. Örnek 4.4.1�’ in Bessel polinom çözümlerinin ve iyile tirilmi  Bessel polinom  
çözümlerinin maksimum hatalar ve tahmin edilen maksimum hatalarn kar la trlmas 

 110  310  
,N M  5,6  7,8  5,6  7,8  

( , )Ne x t  için maksimum hata 9.6181 410  1.5525 610  6.3998 210  1.1365 410  

, ( , )N Me x t  için maksimum hata 1.4567 410  1.9348 710  1.7962 210  3.2566 510  

, ( , )N ME x t  için maksimum hata 8.5885 410  1.2882 610  4.9361 210  8.4277 510  

 



 127

 
ekil 4.29. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.30. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.31. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.32. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.33. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve   iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.34. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.35. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.36. Örnek 4.4.1�’ in ,  ve  için  mutlak hata fonksiyonu 

ve  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 

Örnek 4.4.2: (Clavero, 2003) Bu örnekte,  

  
2

2 2
2 (2 ) 10 (1 )tu x xu t e x x

t x x
u u   

singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon denklemini  

 ( ,0) 0u x , 0 1x          

ba langç ko ulu ve 

 (0, ) 0u t , 0 1t ,                                                 

 (1, ) 0u t , 0 1t   

snr ko ullar ile 0 1x , 0 1t  bölgesinde ele alalm. Burada, : 0 1 

olacak ekilde bir difüzyon katsays ya da singüler pertürbasyon parametresidir.  
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Kesim (4.4)�’ de sunulan prosedür kullanlarak, N  ve M �’ nin çe itli de erleri için 

yakla k çözümleri elde ettik. Yakla k çözümleri ve hata fonksiyonlarn Matlab�’ de 

yazlan bilgisayar kodu ile hesapladk. 12 , 5N  ve 6M  için ( , )Nu x t  Bessel 

polinom çözümü ve , ( , )N Mu x t  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün grafikleri 

ekil 4.37�’ de ve 142 , 5N  ve 6M  için ( , )Nu x t  Bessel polinom çözümü ve 

, ( , )N Mu x t  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün grafikleri ekil 4.38�’ de verilir. 

Bu problemin tam çözümü mevcut de ildir. Bu yüzden 2L  ve L  hatalar 

hesaplanamaz. Fakat önceki örneklerden hata fonksiyonu için yaplan tahminin 

oldukça etkili oldu unu biliyoruz. Böylece, yöntemin güvenilirli ini hata tahmini ile 

test edebiliriz. ekil 439- ekil 4.42�’ de 12  ve ,N M �’ nin çe itli de erleri için 

, ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trlmas verilir. ekil 

4.43�’ de 142  ve ,N M �’ nin çe itli de erleri için , ( , )N Me x t  tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonlar kar la trlr. ekil 4.44- ekil 4.47�’ de ayn ,N M  

de eri için 12  ve 142  alnarak elde edilen , ( , )N Me x t  tahmin edilen mutlak 

hata fonksiyonlar kar la trlr.  

(3.109)�’ da verilen  

 ( , ) [ ( , )] ( , )N NR x t L u x t G x t  

rezidüel fonksiyonu bu problem için  

 
2

2 2
2( , ) (2 ) 10 (1 )N N N t

N N
uR x t x xu t e x x
t x x

u u  

olur. Ekstra bir ölçüm için, çözümlerin do rulu u ( , )NR x t  hata fonksiyonu ile 

kontrol edilebilir. Çizelge 4.13�’ de 12  ve 2,4,7,9N  için 1t  zamanndaki 

baz ( ,1)N iR x  mutlak rezidüel hatalar veriyoruz.  

Çözümlerin güvenilirli inin ekstra bir ölçümü için N  ve �’ nun farkl de erleri ile 

sunulan yöntem, Euler implicit metodu (Clavero, 2003), B-spline sralama metodu 

(BSM) (Kadalbajoo vd., 2008)  ve parçal analitik metodu (Ramos, 2005) için 
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 2max ( , ) ( , ) ,  0 1,  0 1N
N Ne u x t u x t x t     

ile elde edilen maksimum noktasal hatalar Çizelge 4.14�’ de kar la trlr.  

Sonuç olarak N  ve M  de erleri arttrld nda hatalarn azald  ve  de eri 

küçüldükçe hatalarn artt  Çizelge 4.13-Çizelge 4.14 ve ekil 4.39- ekil 4.47�’ den 

görülür ve ayrca yaplan kar la trmalardan bizim yöntem ile di er metotlara göre 

daha küçük N  de erleri için hemen hemen ayn sonuçlarn elde edildi i görülür. 

Çizelge 4.13. Örnek 4.4.2�’nin  için  zamanndaki hatalar 

 Sunulan yöntem 

ix  2N  4N  7N  9N  
0 3.4414e-001 2.7339e-003 4.3217e-005 2.8937e-006 
0.125 2.2897e-002 1.9274e-003 3.3953e-004 1.3234e-005 
0.250 2.8882e-001 4.2649e-003 3.5866e-004 1.1146e-005 
0.375 4.5398e-001 3.7479e-003 6.3568e-005 6.1311e-006 
0.500 5.1872e-001 8.3327e-004 3.7500e-004 1.8466e-005 
0.625 4.8337e-001 3.0808e-003 6.3611e-006 5.1207e-006 
0.750 3.4827e-001 5.7004e-003 4.9111e-004 1.2397e-005 
0.875 1.1379e-001 3.8822e-003 4.8803e-004 1.0829e-005 
1 2.1976e-001 6.3210e-003 6.0717e-005 3.8149e-006 

Çizelge 4.14. Bizim metodun ve ba ka metotlarn N  ve �’nun çe itli de erleri için  
maksimum noktasal hatalarnn kar la trlmas 

N  3  4   16 32  16 32 
 

Sunulan yöntem  
Düzgün sralama 
noktalar ile BSM 
(Kadalbajoo vd., 2008)   

 Parçal analitik metot 
(Ramos, 2005) 

22  1.7917e-02 1.0909e-03  2.0301e 2 1.1131e 2  2.6e-3 9.9218e-4 
42  2.4545e-02 1.1414e-02  2.8100e 2 1.8578e 2  1.15e-2 5.1e-3 
62  4.2727e-02 1.1875e-02  3.0483e 1 1.2750e 1  2.25e-2 1.67e-2 
82  5.1250e-02 2.9091e-02  8.3956e 1 4.6488e 1  1.52e-2 1.44e-2 
102  5.3750e-02 3.2500e-02  1.2697 9.594e 1  1.33e-2 7.9e-3 
122  5.5000e-02 3.3333e-02  1.4406 1.3296  1.40e-2 6.7e-3 
142  5.6250e-02 3.4545e-02  1.4904 1.4702  1.41e-2 6.9e-3 

 Euler implicit metodu 
(Clavero vd., 2003)    Shishkin sralama noktalar ile 

BSM (Kadalbajoo vd., 2008)   
22  1.1249e 2 6.3202e 3  5.8459e 3 1.4220e 3 
42  1.6783e 2 8.1043e 3  4.6929e 3 2.8234e 3 
62  3.0900e 2 1.5221e 2  3.7566e 3 1.2640e 3 
82  3.5742e 2 1.9347e 2  1.2536e 2 2.6440e 3 
102  3.6717e 2 2.0475e 2  1.6606e 2 5.3053e 3 
122  3.6931e 2 2.0732e 2  1.7491e 2 6.3301e 3 
142  3.6982e 2 2.0794e 2  1.7860e 2 6.4345e 3 
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ekil 4.37. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  Bessel polinom çözümü ve 

 iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün kar la trlmas 
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ekil 4.38. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  Bessel polinom çözümü ve 

 iyile tirilmi  Bessel polinom çözümünün kar la trlmas 
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ekil 4.39. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.40. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.41. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.42. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.43. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve ,  

ve  için  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.44. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.45. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.46. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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ekil 4.47. Örnek 4.4.2�’ nin ,  ve  için  tahmin edilen 

mutlak hata fonksiyonlarnn kar la trmas 
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4.5. ki Boyutlu kinci Mertebeden Lineer Ksmi Diferansiyel Denklem 

Problemi için Örnekler 

Örnek 4.5.1: lk olarak,  

2

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) (2 ) ( , , )

                                      2 ( , 2, ) 2) ( ) (
tt t xx

x y

x yyx y t x x y t x y x y t x y t x y t xt x y t

x y t e x t x y t x y t t xt

u u u u u

u
 

iki boyutlu lineer de i ken katsayl ksmi diferansiyel denklemini  

 ( , ,0) 0u x y , 0 1x , 0 1y ,                        

 ( , ,1) x yu x y e , 0 1x , 0 1y ,                 

 ( ,0, ) xu x t e t , 0 1x , 0 1t ,             

 1( ,1, ) xu x t e t , 0 1x , 0 1t ,           

   (0, , ) yu y t e t , 0 1y , 0 1t             

ve 

 1(1, , ) yu y t e t , 0 1y , 0 1t ,     

snr ko ullar altnda ( , , ) 0,1 0,1 0,1x y t  uzaynda ele alalm. Problemin tam 

çözümü ( , , ) x yu x y t te �’ dir.  

4N  ve 5M  için Kesim (3.5)�’ de sunulan i lemler srasyla yaplarak 4 ( , , )u x y t  

Bessel polinom çözümü ve 4,5 ( , , )u x y t  iyile tirilmi  Bessel polinom çözümü elde 

edilir. Yakla k çözümler ve hata fonksiyonlar Maple�’ da yazlan bilgisayar kodunda 

virgülden sonra 30 hane kullanlarak elde edildi. 1t  zamanndaki ( , ,1) x yu x y e  

tam çözümü, 4 ( , ,1)u x y  Bessel polinom çözümü ve 4,5 ( , ,1)u x y   iyile tirilmi  Bessel 

polinom çözümünün grafiklerini ekil 4.48�’ de sunuyoruz. 1t  Zamanndaki 
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4 ( , ,1)e x y  mutlak hata fonksiyonu ve 4,5 ( , ,1)e x y  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonunun kar la trmas ekil 4.49�’ da verilir. 1 / 2t  zamanndaki 

4 ( , ,1/ 2)e x y  mutlak hata fonksiyonu ve 4,5 ( , ,1/ 2)e x y  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonunun kar la trmas ekil 4.50�’ de verilir. ekil 4.51 1/ 2t  zamanndaki 

4 ( , ,1/ 2)e x y  mutlak hata fonksiyonu ve 4,5 ( , ,1/ 2)E x y  iyile tirilmi  mutlak hata 

fonksiyonunun kar la trmasn gösterir. 0t  zamanndaki 7 ( , ,0)e x y  mutlak hata 

fonksiyonu ve 7,8 ( , ,0)e x y  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunu ekil 4.52�’ de 

kar la tryoruz. Çizelge 4.15�’ de farkl zamanlardaki maksimum hatalar sunulur. 

Çizelge 4.15. Örnek 4.5.1�’ in farkl zamanndaki maksimum hatalar 
1 / 2t  zamannda 

,N M  ( , )Ne x t  için  , ( , )N Me x t  için  , ( , )N ME x t  için 

4,5  3.4 310  4.31 410  3.3 310  
0t  zamannda 

,N M  ( , )Ne x t  için  , ( , )N Me x t  için  , ( , )N ME x t  için 

4,5  2.9 310  9.5 410  2.9 310  
0t  zamannda 

,N M  ( , )Ne x t  için  , ( , )N Me x t  için  , ( , )N ME x t  için 

7,8  1.483 710  4.173 810  1.356 710  
1t  zamannda 

,N M  ( , )Ne x t  için  , ( , )N Me x t  için  , ( , )N ME x t  için 

4,5  4.0 310  7.01 410  4.0 310  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     



 151

 

 
ekil 4.48. Örnek 4.5.1�’ in  zamanndaki  tam çözümü ve N  için 

N  Bessel polinom çözümünün kar la trmas 
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ekil 4.49. Örnek 4.5.1�’ in  zamanndaki N  ve M  için N  mutlak hata 

fonksiyonu ve  N,M  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.50. Örnek 4.5.1�’ in  zamanndaki N  ve M  için N  mutlak 

hata fonksiyonu ve  N,M  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun 
kar la trlmas 
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ekil 4.51. Örnek 4.5.1�’ in  zamanndaki N  ve M  için N  mutlak 

hata fonksiyonu ve  N,M   iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun 
kar la trlmas 
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ekil 4.52. Örnek 4.5.1�’ in  zamanndaki N  ve M  için N  mutlak hata 

fonksiyonu ve  N,M  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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Örnek 4.5.2: imdi, (Bülbül, 2011) 

  ( , , ) 2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 2tt t xx y
t

y
x yx y t x y t x y t x y t x y t eu u u u u   

iki boyutlu lineer sabit katsayl hiperbolik ksmi diferansiyel denklemini  

 ( , ,0) 0u x y , 0 1x , 0 1y  

ve                        

 ( , ,0) x y
tu x y e , 0 1x , 0 1y                  

ba langç ko ullar altnda ( , , ) 0,1 0,1 0,1x y t  uzaynda ele alalm. Verilen 

problemin tam çözümü ( , , ) x y tu x y t e �’ dir.  

Bu problem 5N  alnarak sunulan yöntem ile çözüldü ünde elde edilen yakla k 

çözümün ve 5N  için Taylor matris yöntemi (Bülbül, 2011) ile elde edilen yakla k 

çözümün 0 : 0.1:1t  zamanlarndaki 2L  ve L  hatalar Çizelge 4.16�’ da 

kar la trlr. Çizelge 4.16�’ dan sunulan yöntemin hatalarnn Taylor yönteminin 

hatalarndan daha küçük oldu unu gözlemleriz. ekil 4.53�’ de 0t  zamanndaki 

5 ( , ,0e x y  mutlak hata fonksiyonu ve 5,6 ( , ,0e x y  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonu kar la trlr. 0t  zamanndaki 5 ( , ,0e x y  mutlak hata fonksiyonu ve 

5,6 ( , ,0E x y  iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonunun kar la trmas ekil 4.54�’ de 

sunulur. Yakla k çözümler ve hata fonksiyonlar Maple�’ da yazlan bilgisayar 

programnda virgülden sonra 30 hanede duyarllkla hespaland n not ediyoruz.       
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ekil 4.53. Örnek 4.5.2�’ nin  zamanndaki N  ve M  için N  mutlak hata 

fonksiyonu ve  N,M   tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun kar la trlmas 
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ekil 4.54. Örnek 4.5.2�’ nin Örnek 4.5.2�’ nin  zamanndaki N  ve M  için 

N  mutlak hata fonksiyonu ve  N,M  iyile tirilmi  mutlak hata 
fonksiyonunun kar la trlmas 
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Çizelge 4.16. Örnek 4.5.2�’nin N  için sunulan yöntem ve Taylor matris yönteminin 2L  ve 

L  hatalarnn kar la trlmas 
 5N  için sunulan yöntem 5N  için Taylor matris yöntemi 

(Bülbül, 2011) 
t  L  2L  L  2L  
0 8.2962e-005 2.5893e-005 8.77e-03 1.93e-02 
0.1 4.8601e-004 7.5001e-005 9.18e-03 2.40e-02 
0.2 1.5352e-003 1.9694e-004 1.18e-02 7.62e-02 
0.3 2.1919e-003 3.0611e-004 1.63e-02 2.83e-02 
0.4 2.4776e-003 5.3960e-004 2.25e-02 4.63e-02 
0.5 4.2375e-003 1.2839e-003 3.00e-02 4.44e-02 
0.6 9.9380e-003 2.6961e-003 3.89e-02 8.88e-02 
0.7 2.1660e-002 4.7969e-003 4.59e-02 9.46e-04 
0.8 3.7513e-002 7.4997e-003 7.48e-02 1.47e-01 
0.9 5.6473e-002 1.0566e-002 5.16e-02 4.44e-01 
1 7.6356e-002 1.3583e-002 5.24e-02 6.12e-01 

 

 

 

 

 



 160

 

5.TARTI MA VE SONUÇLAR 

Fizik ve mühendislik alanlarndaki birçok problemde ksmi diferansiyel denklemler ile 

kar la lr. Ksmi diferansiyel denklemlerin tam çözümlerinin elde edilmesinin zor 

oldu u durumlarda ya da tam çözümlerinin olmamas durumlarnda nümerik metotlara 

ihtiyaç duyulur. Son yllarda, adi diferansiyel, fark, integral ve integro-diferansiyel-fark 

denklemlerin nümerik çözümleri için Bessel sralama metodu kullanld. Bu çal mada,  

 Neuman, Dirichlet ve integral ko ullu dalga problemi 

 Neuman, Dirichlet ve Robin ko ullu genel formda ikinci mertebe lineer ksmi 

diferansiyel denklem problemi 

 Ba langç ve snr ko ullu genel formda ikinci mertebe lineer ksmi diferansiyel 

denklem problemi 

 Singüler pertürbe olmu  bir boyutlu parabolik konveksiyon-difüzyon problemi 

 ki boyutlu ikinci mertebeden lineer de i ken katsayl ksmi diferansiyel 

denklem problemi  

için Bessel sralama metodu uyguland ve her bir problem için rezidüel fonksiyonu 

temel alan hata tahmini verildi. Ayrca, her bir problemin Bessel polinom çözümleri 

bu hata fonksiyonu yardmyla iyile tirildi. laveten, bu çal mamzda yöntemin 

karma kl  üzerinede çal tk. Ba langç ve snr ko ullu genel formda ikinci 

mertebe lineer ksmi diferansiyel denklem problemi için yöntemin karma kl  

hesapland. 

Bu çal mann dördüncü bölümünde yöntemin uygulamas için ele alnan tüm 

problemler için örnekler sunuldu. Örneklerde, u  tam çözümlerin, Nu  yakla k 

çözümlerin, ,N Mu  iyile tirilmi  yakla k çözümlerin, Ne  gerçek mutlak hata 

fonksiyonlarnn, ,N Me  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn ve ,N ME  

iyile tirilmi  mutlak hata fonksiyonlarnn farkl N  de erleri için grafikleri çizildi. 

ekillerden ve Çizelgelerden ,N Me  tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarnn Ne  
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gerçek mutlak hata fonksiyonlarna oldukça yakn old u gözlemlenir ve yaplan 

iyile tirmeninde etkili oldu u görülür.  

Hata fonksiyonu tahmini oldukça etkili oldu undan herhangi bir problemin tam 

çözümü bilinmedi i zaman sonuçlarn güvenilirli ini ,N Me  tahmin edilen mutlak hata 

fonksiyonu ile ölçebiliriz. Örne in, Örnek 4.4.2�’ nin tam çözümü mevcut de ildir. 

Bu problemde, çözümlerin güvenilirli ini ,N Me  aracl yla test ettik. Ayrca, 

çözümlerin do rulu u ( ,N MR  rezidüel fonksiyon) kullanlarak da ölçüm yapld. 

Çözümlerin güvenilirli inin ekstra bir ölçümü için N  ve �’ nun farkl de erleri ile 

sunulan yöntem, Euler implicit metodu (Clavero, 2003), B-spline sralama metodu 

(BSM) (Kadalbajoo vd., 2008)  ve parçal analitik metodu (Ramos, 2005) için 

 2max ( , ) ( , ) ,  0 1,  0 1N
N Ne u x t u x t x t     

ile elde edilen maksimum noktasal hatalar kar la trld. Yaplan kar la trmada, 

bizim sonuçlarn oldukça etkili oldu u görülür. Dahas, N  de eri artarken hatalarn 

azald  görülür.  

Ço u örnekte extra ölçüm için, 2L  ve L  hatalarnn ikisi ile de yöntemin 

güvenilirli ini test ettik. 2L  ve L  hatalarnda da N  de eri artarken hatalarn 

azald  gözlemlenir.  

Di er örneklerde de ba ka metotlar ile kar la trmalar yapld. Yaplan 

kar la trmalardan genel olarak bizim metodun oldukça etkili oldu u gözlemlenir. 

Yakla k çözümler Matlab, Maple ve Mathematica gibi bilgisayar programlar 

kullanlarak kolayca hesaplanabilir. Bizim örneklerde, yöntemin uygulamalar 

Matlab ve Maple programlarnda yazlan kodlar çal trlarak elde edildi. Bu kodlar 

sayesinde yakla k çözümler ksa sürede hesapland. Ayrca, bu problemler için 

genellikle Maple�’ da yakla k çözümlerin daha ksa sürede elde edildi ini 

gözlemledik.   

Örneklerde N   kesme snr artarken yakla k çözümlerin tam çözüme daha da 

yakla t  saptand; fakat kesme snr N�’ nin çok büyük seçilmesi durumunda, 

bilgisayarda i lem yükü artaca ndan, bilgisayar programlar daha yava  sonuç 

verecektir. Ayrca, N  de eri artarken programdan kaynaklanan hesaplama hatalarda 
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büyür. Bu nedenle terim saysn arttrmak çok kullan l de ildir. Bu sabeple, N  

de eri yeteri kadar büyük seçildi inde tam çözüme oldukça yakn çözümler elde 

edilebilir. 

Bu yöntem ba ka ksmi diferansiyel denklem problemleri için geli tirilerek 

uygulanabilir. 
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Ek A. Dalga Problemi çin Matlab Kodu 

function DalgaOrnek1(N,M) 
format rat 
D=besselD(N) 
syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
 B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   P=(D')^(-1)*B'*D' 
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
     W=Jx*Qy*(PP)^2-Jx*P^2*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM 
      g=-2*(x-y)*exp(-x-y) 
      s=1 
      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
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     end 
      end 
   GM 
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB 
      us=Jx*subs(Qy,d) 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
       ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut   
       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
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     VB 
   for i=1:(N+1) 
   L(1,i)=b^(i)/i; 
end 
L    
     vn=L*D'*Qy 
       s=1; 
     Vn=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vn=[subs(vn,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VN(s,k)=Vn(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VN 
 syms x 
 f=0 
 m=x*exp(-x) 
 h=0 
 k=-2*y*exp(-y-1)+y*exp(-y) 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   s=1; 
    Mm=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 Mm=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=Mm(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   WW=[UB;Ut;VB;VN;WM] 
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   GG=[FF;MM;HH;KK;GM]  
   Wg=[WW GG] 
     an=WW\GG 
     syms t 
    U=Jx*subs(Qy,y)*an 
   syms x y 
Rn=diff(U,y,2)-diff(U,x,2)-g 
format rat 
D1=besselD(M) 
 syms x 
for i=1:(M+1) 
   X1(1,i)=x^(i-1); 
end 
X1 
Jx1=X1*D1' 
syms y 
Jy1=subs(Jx1,y) 
B1=zeros(M+1,M+1); 
   for i=1:M 
       B1(i+1,i)=i; 
   end 
   B1; 
   P1=(D1')^(-1)*B1'*D1' 
   PP1=kron(eye(M+1),P1) 
   Qy1=kron(eye(M+1),Jy1) 
   alfa=1 
   beta=1 
   W1=Jx1*Qy1*(PP1)^2-Jx1*P1^2*Qy1 
     s=1; 
     WM1=zeros((M+1)^2,(M+1)^2); 
   for i=1:M+1 
          for j=1:M+1 
 WW1=[subs(W1,{x,y},{(i-1)/M,(j-1)/M})]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     WM1(s,k)=WW1(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM1 
      g1=-Rn 
      s=1 
      G1=zeros((M+1)^2,1); 
      for i=1:M+1 
          for j=1:M+1 
 G1=[subs(g1,{x,y},{(i-1)/M,(j-1)/M})]; 
     GM1(s,1)=G1(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
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   GM1     
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub1=Jx1*subs(Qy1,c) 
    s=1; 
    Ub1=zeros(1,(M+1)^2); 
    for i=1:M+1 
 Ub1=[subs(ub1,(i-1)/M)]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     UB1(s,k)=Ub1(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     us1=Jx1*subs(Qy1,d) 
       s=1; 
    Us1=zeros(1,(M+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us1=[subs(us1,(i-1)/M)]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     US1(s,k)=Us1(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
      ut1=Jx1*subs(Qy1,c)*PP1 
       s=1; 
    U1=zeros(1,(M+1)^2); 
    for i=1:M+1 
 U1=[subs(ut1,(i-1)/M)]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     Ut1(s,k)=U1(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
       vb1=subs(Jx1,a)*Qy1 
       s=1; 
     Vb1=zeros(1,(M+1)^2); 
    for i=1:M+1 
 Vb1=[subs(vb1,(i-1)/M)]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     VB1(s,k)=Vb1(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB1      
     for i=1:(M+1) 
   LL(1,i)=b^(i)/i; 
end 
LL  
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     vn1=LL*D1'*Qy1 
       s=1; 
     Vn1=zeros(1,(M+1)^2); 
    for i=1:M+1 
 Vn1=[subs(vn1,(i-1)/M)]; 
 for k=1:((M+1)*(M+1)) 
     VN1(s,k)=Vn1(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VN1   
 syms x 
 f=0 
 m=0 
 h=0 
 k=0 
    s=1; 
    F1=zeros((M+1),1); 
    for i=1:M+1 
 F1=[subs(f,(i-1)/M)]; 
     FF1(s,1)=F1(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   s=1; 
    Mm1=zeros((M+1),1); 
    for i=1:M+1 
 Mm1=[subs(m,(i-1)/M)]; 
     MM1(s,1)=Mm1(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
    s=1; 
    H1=zeros((M+1),1); 
    for i=1:M+1 
 H1=[subs(h,(i-1)/M)]; 
     HH1(s,1)=H1(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   s=1; 
    K1=zeros((M+1),1); 
    for i=1:M+1 
 K1=[subs(k,(i-1)/M)]; 
     KK1(s,1)=K1(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   WW1=[UB1;Ut1;VB1;VN1;WM1] 
   GG1=[FF1;MM1;HH1;KK1;GM1] 
   an1=WW1\GG1 
    eNM=Jx1*subs(Qy1,y)*an1  
   syms x y 
h1=diff(eNM,x,2)-diff(eNM,y,2) 
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UNM=vpa(U+eNM) 
Ug=x*y*exp(-(x+y)) 
eN=U-Ug 
ENM=U+eNM-Ug 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozumUN=vpa([subs(U,{x,y},{i,j})],16) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    tamcozum=vpa([subs(Ug,{x,y},{i,j})],10) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozumUNM=vpa([subs(UNM,{x,y},{i,j})],10) 
    end 
end 
format short e 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   errorfonksbessel=abs([subs(h,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   errorfonksbessel=abs([subs(h1,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesseleN=abs([subs(U-Ug,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesseleNM=abs([subs(eNM,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesselENM=abs([subs(U+eNM-Ug,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
eN 
eNM=subs(eNM,y,t) 
ENM 
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Ek B. Neuman, Dirichlet ve Robin Ko ullar Altnda Genel Formda kinci 

Mertebe Lineer Ksmi Diferansiyel Denklemler çin Matlab Kodu 

function NeumannDirichletRobinOrnek1(N,Kk) 
format rat 
D=besselD(N) 
 syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   B; 
   P=(D')^(-1)*B'*D' 
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
   alfa=1 
   beta=1 
   W=Jx*P^2*Qy+2*x*y*Jx*P*Qy*PP-x*Jx*Qy*(PP)^2+y*Jx*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM     
      g=4*exp(2*x+y)+4*x*y*exp(2*x+y)-x*exp(2*x+y)+y*exp(2*x+y) 
      s=1 
      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
   GM     
      a=0 
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      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB 
     us=2*Jx*subs(Qy,d)+Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
      ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut 
       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB    
     vs=subs(Jx,b)*Qy 
       s=1; 
     Vs=zeros(1,(N+1)^2); 
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    for i=1:N+1 
 Vs=[subs(vs,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VS(s,k)=Vs(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VS    
      vx=subs(Jx,a)*P*Qy 
       s=1; 
    V=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 V=[subs(vx,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Vx(s,k)=V(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Vx 
 syms x 
 f=exp(2*x) 
 m=2*exp(2*x+1)+exp(2*x) 
 h=exp(y) 
 k=2*exp(y) 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   FF   
   s=1; 
    M=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 M=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=M(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   MM  
    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   HH 
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
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    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   KK 
   WW=[UB;US;VB;Vx;WM] 
   GG=[FF;MM;HH;KK;GM] 
   syms t 
      an=WW\GG 
    U=Jx*subs(Qy,y)*an 
   syms x t 
   Uu=U 
  Rn=diff(U,x,2)+2*x*y*diff(diff(U,x,1),y,1)-x*diff(U,y,2)+y*U-g 
  N=Kk 
  format rat 
D=besselD(N) 
 syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   B; 
   P=(D')^(-1)*B'*D'   
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
   alfa=1 
   beta=1 
   W=Jx*P^2*Qy+2*x*y*Jx*P*Qy*PP-x*Jx*Qy*(PP)^2+y*Jx*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM    
      g=-Rn 
      s=1 
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      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
   GM     
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB 
     us=2*Jx*subs(Qy,d)+Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
      ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut 
       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
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 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB   
    vs=subs(Jx,b)*Qy 
       s=1; 
     Vs=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vs=[subs(vs,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VS(s,k)=Vs(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VS 
      vx=subs(Jx,a)*P*Qy 
       s=1; 
    V=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 V=[subs(vx,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Vx(s,k)=V(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Vx 
 syms x 
 f=0 
 m=0 
 h=0 
 k=0 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   FF   
   s=1; 
    M=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 M=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=M(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   MM   
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    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   HH   
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   KK 
   WW=[UB;US;VB;Vx;WM] 
   GG=[FF;MM;HH;KK;GM] 
   syms t 
   an=WW\GG 
    eNM=Jx*subs(Qy,y)*an 
   syms x y 
h1=diff(Uu,x,2)+2*x*y*diff(diff(Uu,y,1),x,1)-x*diff(Uu,y,2)+y*Uu-
(4*exp(2*x+y)+4*x*y*exp(2*x+y)-x*exp(2*x+y)+y*exp(2*x+y)) 
UNM=(Uu+eNM) 
Ug=exp(2*x+y) 
eN=Uu-Ug 
ENM=Uu+eNM-Ug 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozumUN=vpa([subs(Uu,{x,y},{i,j})],16) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    tamcozum=vpa([subs(Ug,{x,y},{i,j})],10) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozumUNM=vpa([subs(UNM,{x,y},{i,j})],10) 
    end 
end 
format short e 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   errorfonksbessel=abs([subs(h,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
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    for j=0:0.2:1 
   errorfonksbessel=abs([subs(h1,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesseleN=abs([subs(Uu-Ug,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesseleNM=abs([subs(eNM,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBesselENM=abs([subs(Uu+eNM-Ug,{x,y},{i,j})]) 
    end 
end 
eN 
eNM=subs(eNM,y,t) 
ENM 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 186

Ek C. Neuman, Dirichlet ve Robin Ko ullar Altnda Genel Formda kinci 

Mertebe Lineer Ksmi Diferansiyel Denklemler çin Maple Kodu 

> # Neuman, Dirichlet ve Robin Ko ullu örnek 2 
> restart; 
> Digits:=30:  
> n:=6: 
> N=n: 
> with(linalg): 
> a:=0: 
> b:=2: 
> c:=0: 
> d:=3: 
> for i from 0 to n do x[i]:=evalf((b-a)*i/n); od: 
> for j from 0 to n do t[j]:=evalf((d-c)*j/n); od: 
> Xx:=array(1..1,1..n+1): 
> for i to 1 do for j to n+1 do Xx[i,j]:=x^(j-1) od; od; 
> M:=array(1..n+1,1..n+1): 
> for i to  n+1 do for j to n+1 do M[i,j]:=0 od; od; 
> for i to n+1 do  M[i,i]:=1/(factorial(0)*factorial(i-1)*2^(i-1)) ;od: 
> for i to n-1 do  M[i,i+2]:=1/((-1)*factorial(1)*factorial(i)*2^(i+1));od: 
> for i to n-3 do  M[i,i+4]:=1/(factorial(2)*factorial(i+1)*2^(i+3));od: 
> for i to n-5 do  M[i,i+6]:=1/((-1)*factorial(3)*factorial(i+2)*2^(i+5));od: 
> for i to n-7 do  M[i,i+8]:=1/(factorial(4)*factorial(i+3)*2^(i+7));od: 
> for i to n-9 do  M[i,i+10]:=1/((-1)*factorial(5)*factorial(i+4)*2^(i+9));od: 
> for i to n-11 do  M[i,i+12]:=1/(factorial(6)*factorial(i+5)*2^(i+11));od: 
> for i to n-13 do  M[i,i+14]:=1/((-1)*factorial(7)*factorial(i+6)*2^(i+13));od: 
> for i to n-15 do  M[i,i+16]:=1/(factorial(8)*factorial(i+7)*2^(i+15));od: 
> for i to n-17 do  M[i,i+18]:=1/(-1)*(factorial(9)*factorial(i+8)*2^(i+17));od: 
> for i to n-19 do  M[i,i+20]:=1/(factorial(10)*factorial(i+9)*2^(i+19));od: 
> for i to n-21 do  M[i,i+22]:=1/(-1)*(factorial(11)*factorial(i+10)*2^(i+21));od: 
> for i to n-23 do  M[i,i+24]:=1/(factorial(12)*factorial(i+11)*2^(i+23));od: 
> for i to n-25 do  M[i,i+26]:=1/(-1)*(factorial(13)*factorial(i+12)*2^(i+25));od: 
> for i to n-27 do  M[i,i+28]:=1/(factorial(14)*factorial(i+13)*2^(i+27));od: 
> for i to n-29 do  M[i,i+30]:=1/(-1)*(factorial(15)*factorial(i+14)*2^(i+29));od: 
> DD:=transpose(M): 
> Jx:=evalm(Xx&*DD): 
> Xt:=array(1..1,1..n+1): 
> for i to 1 do for j to n+1 do Xt[i,j]:=t^(j-1) od; od; 
> Qt:=evalm(Xt&*DD): 
> Q:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to n+1 do for j to (n+1)*(n+1) do Q[i,j]:=0 od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i,j]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+1,j+(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+2,j+2*(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+3,j+3*(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+4,j+4*(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+5,j+5*(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
> for i to 1 do for j to n+1  do Q[i+6,j+6*(n+1)]:=Qt[i,j];od;od; 
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> BB:=array(1..n+1,1..n+1): 
> for i to  n+1 do for j to n+1 do BB[i,j]:=0 od; od; 
> for i to n do BB[i+1,i]:=i od: 
> B:=array(1..n+1,1..n+1): 
> B:=transpose(BB): 
> P:=evalm(DD^(-1)&*B&*DD): 
> PP:=array(1..(n+1)*(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1)*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do PP[i,j]:=0 od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i,j]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+(n+1),j+(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+2*(n+1),j+2*(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+3*(n+1),j+3*(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+4*(n+1),j+4*(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+5*(n+1),j+5*(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
> for i to n+1 do for j to n+1  do PP[i+6*(n+1),j+6*(n+1)]:=P[i,j];od;od; 
>W:=evalm(Jx&*P^2&*Q+2*Jx&*P&*Q&*PP+2*x*exp(t)*Jx&*Q&*(PP)^2-
x*Jx&*P&*Q-t*sin(x)*Jx&*Q): 
> W1:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W1[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W1[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[0],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W2:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W2[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W2[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[1],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W3:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W3[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W3[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[2],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W4:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W4[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W4[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[3],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W5:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W5[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W5[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[4],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W6:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W6[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W6[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[5],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W7:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W7[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W7[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[6],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W8:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W8[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W8[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[7],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W9:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
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> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W9[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W9[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[8],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W10:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W10[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W10[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[9],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W11:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W11[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W11[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[10],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W12:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W12[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W12[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[11],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W13:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W13[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W13[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[12],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W14:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W14[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W14[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[13],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W15:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W15[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W15[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[14],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W16:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W16[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W16[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[15],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W17:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W17[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W17[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[16],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W18:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W18[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W18[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[17],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W19:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W19[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W19[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[18],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W20:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W20[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W20[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[19],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W21:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W21[i,j]:=0 od;od; 
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> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W21[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[20],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W22:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W22[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W22[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[21],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W23:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W23[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W23[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[22],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W24:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W24[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W24[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[23],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W25:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W25[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W25[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[24],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> W26:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W26[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W26[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[25],t=t[i-1]]) 
od;od: 
> WW:=array(1..(n+1)*(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1)*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i,j]:=W1[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+(n+1),j]:=W2[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+2*(n+1),j]:=W3[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+3*(n+1),j]:=W4[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+4*(n+1),j]:=W5[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+5*(n+1),j]:=W6[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+6*(n+1),j]:=W7[i,j] od;od; 
> k1:=eval(evalm(Jx&*Q),t=0): 
> K1:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K1[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K1[i,j]:=eval(k1[1,j],x=x[i-1]) od;od: 
> k21:=eval(evalm(Jx&*Q),t=3): 
> k22:=eval(evalm(Jx&*P&*Q),t=0): 
> K2:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K2[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K2[i,j]:=eval(k21[1,j]-k22[1,j],x=x[i-1]) 
od;od: 
> k3:=eval(evalm(Jx&*Q),x=2): 
> K3:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K3[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K3[i,j]:=eval(k3[1,j],t=t[i-1]) od;od: 
> k4:=eval(evalm((-1)*Jx&*Q&*PP),x=0): 
> K4:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K4[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K4[i,j]:=eval(k4[1,j],t=t[i-1]) od;od: 
> f1:=x->cos(x): 
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> F1:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(f1(x[i-1])),i=1..n+1)]): 
> f2:=x->exp(3)*cos(x)+sin(x): 
> F2:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(f2(x[i-1])),i=1..n+1)]): 
> h1:=t->cos(2)*exp(t): 
> H1:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(h1(t[i-1])),i=1..n+1)]): 
> h2:=t->-exp(t): 
> H2:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(h2(t[i-1])),i=1..n+1)]): 
> WWW:=array(1..(n+1)^2+4*(n+1),1..(n+1)*(n+1)): 
> for i to (n+1)^2+4*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i,j]:=0 od;od; 
> for i to (n+1)^2 do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i,j]:=WW[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)^2,j]:=K1[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)^2+(n+1),j]:=K2[i,j] od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)^2+2*(n+1),j]:=K3[i,j] 
od;od; 
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)^2+3*(n+1),j]:=K4[i,j] 
od;od; 
> g:=-cos(x)*exp(t)+x*sin(x)*exp(t)+2*x*exp(t)^2*cos(x)-2*sin(x)*exp(t)-
t*sin(x)*cos(x)*exp(t): 
> G1:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G1[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G1[i,1]:=eval(g,[x=x[0],t=t[i-1]]) od: 
> G2:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G2[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G2[i,1]:=eval(g,[x=x[1],t=t[i-1]]) od: 
> G3:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G3[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G3[i,1]:=eval(g,[x=x[2],t=t[i-1]]) od: 
> G4:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G4[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G4[i,1]:=eval(g,[x=x[3],t=t[i-1]]) od: 
> G5:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G5[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G5[i,1]:=eval(g,[x=x[4],t=t[i-1]]) od: 
> G6:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G6[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G6[i,1]:=eval(g,[x=x[5],t=t[i-1]]) od: 
> G7:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G7[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G7[i,1]:=eval(g,[x=x[6],t=t[i-1]]) od: 
> G8:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G8[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G8[i,1]:=eval(g,[x=x[7],t=t[i-1]]) od: 
> G9:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G9[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G9[i,1]:=eval(g,[x=x[8],t=t[i-1]]) od: 
> G10:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G10[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G10[i,1]:=eval(g,[x=x[9],t=t[i-1]]) od: 
> G11:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G11[i,1]:=0 od: 
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> for i to (n+1) do G11[i,1]:=eval(g,[x=x[10],t=t[i-1]]) od: 
> G12:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G12[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G12[i,1]:=eval(g,[x=x[11],t=t[i-1]]) od: 
> G13:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G13[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G13[i,1]:=eval(g,[x=x[12],t=t[i-1]]) od: 
> G14:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G14[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G14[i,1]:=eval(g,[x=x[13],t=t[i-1]]) od: 
> G15:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G15[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G15[i,1]:=eval(g,[x=x[14],t=t[i-1]]) od: 
> G16:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G16[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G16[i,1]:=eval(g,[x=x[15],t=t[i-1]]) od: 
> G17:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G17[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G17[i,1]:=eval(g,[x=x[16],t=t[i-1]]) od: 
> G18:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G18[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G18[i,1]:=eval(g,[x=x[17],t=t[i-1]]) od: 
> G19:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G19[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G19[i,1]:=eval(g,[x=x[18],t=t[i-1]]) od: 
> G20:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G20[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G20[i,1]:=eval(g,[x=x[19],t=t[i-1]]) od: 
> G21:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G21[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G21[i,1]:=eval(g,[x=x[20],t=t[i-1]]) od: 
> G22:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G22[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G22[i,1]:=eval(g,[x=x[21],t=t[i-1]]) od: 
> G23:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G23[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G23[i,1]:=eval(g,[x=x[22],t=t[i-1]]) od: 
> G24:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G24[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G24[i,1]:=eval(g,[x=x[23],t=t[i-1]]) od: 
> G25:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G25[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G25[i,1]:=eval(g,[x=x[24],t=t[i-1]]) od: 
> G26:=array(1..(n+1),1..1): 
> for i to (n+1) do G26[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G26[i,1]:=eval(g,[x=x[25],t=t[i-1]]) od: 
> G:=array(1..(n+1)*(n+1),1..1): 
> for i to (n+1)*(n+1) do G[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1) do G[i,1]:=G1[i,1] od: 
> for i to (n+1) do G[i+(n+1),1]:=G2[i,1] od: 
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> for i to (n+1) do G[i+2*(n+1),1]:=G3[i,1] od: 
> for i to (n+1) do G[i+3*(n+1),1]:=G4[i,1] od: 
> for i to (n+1) do G[i+4*(n+1),1]:=G5[i,1] od: 
> for i to (n+1) do G[i+5*(n+1),1]:=G6[i,1] od: 
> for i to (n+1) do G[i+6*(n+1),1]:=G7[i,1] od: 
> GG:=array(1..(n+1)^2+4*(n+1),1..1): 
> for i to (n+1)^2+4*(n+1) do  GG[i,1]:=0 od: 
> for i to (n+1)^2 do GG[i,1]:=G[i,1] od: 
> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)^2,1]:=F1[i,1] od: 
> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)^2+(n+1),1]:=F2[i,1] od: 
> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)^2+2*(n+1),1]:=H1[i,1] od: 
> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)^2+3*(n+1),1]:=H2[i,1] od: 
> Aa:=blockmatrix(1,2,[WWW,GG]): 
> with(LinearAlgebra): 
> A1:=gausselim(Aa): 
> WWW1:=array(1..(n+1)^2,1..(n+1)^2): 
> for i to (n+1)^2 do for j to (n+1)^2 do WWW1[i,j]:=A1[i,j];od;od; 
> GG1:=array(1..(n+1)^2,1..1): 
> for i to (n+1)^2 do GG1[i,1]:=A1[i,(n+1)^2+1];od: 
> A:=evalf(evalm(inverse(WWW1)&*GG1)): 
> yak:=evalf(evalm(Jx&*Q&*A)[1,1]): 
> tam:=cos(x)*exp(t): 
> aaaa:=eval(tam-yak,[x=x,t=t]): 
> plot3d(abs(aaaa),x=0..2,t=0..3); 
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Ek D. Ba langç ve Snr Ko ullar Altnda Genel Formda kinci Mertebe Lineer 

Ksmi Diferansiyel Denklemler için Matlab Kodu 

function BaslangicSinirOrnek1(N,Kk) 
format rat 
D=besselD(N) 
 syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   B; 
   P=(D')^(-1)*B'*D' 
    
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
   syms x y 
   aa=1 
   bb=-2*x*y 
   cc=x^2*y^2 
   dd=x^2*y 
   ee=-2 
   ff=x  
W=aa*Jx*P^2*Qy+bb*Jx*P*Qy*(PP)+cc*Jx*Qy*(PP)^2+dd*Jx*P*Qy+ee*Jx*Qy*
(PP)+ff*Jx*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM 
      g=-exp(x+y)+x^2*y^2*exp(x+y)-2*x*y*exp(x+y)+x^2*y*exp(x+y)+x*exp(x+y) 
      s=1 
      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
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 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
   GM    
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB 
     us=Jx*subs(Qy,d) 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
      ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut 
       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
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 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB    
     vs=subs(Jx,b)*Qy 
       s=1; 
     Vs=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vs=[subs(vs,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VS(s,k)=Vs(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VS   
 syms x 
 f=exp(x) 
 m=exp(x) 
 h=exp(y) 
 k=exp(1)*exp(y) 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   FF   
   s=1; 
    M=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 M=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=M(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   MM    
    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   HH    
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
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    end 
   KK 
   WW=[UB;Ut;VB;VS;WM] 
   GG=[FF;MM;HH;KK;GM]  
   syms t 
   an=WW\GG 
    U=Jx*subs(Qy,t)*an  
    uU=U 
   syms x t 
      Rn=subs(diff(U,x,2)-
2*x*t*diff(diff(U,x,1),t,1)+x^2*t^2*diff(U,t,2)+x^2*t*diff(U,x,1)-
2*diff(U,t,1),t,y)+x*subs(U,t,y)-g 
      N=Kk   
      format rat 
D=besselD(N) 
 syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   B; 
   P=(D')^(-1)*B'*D' 
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
   syms x y 
   aa=1 
   bb=-2*x*y 
   cc=x^2*y^2 
   dd=x^2*y 
   ee=-2 
   ff=x   
W=aa*Jx*P^2*Qy+bb*Jx*P*Qy*(PP)+cc*Jx*Qy*(PP)^2+dd*Jx*P*Qy+ee*Jx*Qy*
(PP)+ff*Jx*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
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   end 
      WM    
      g=-Rn 
      s=1 
      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
   GM     
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB 
     us=Jx*subs(Qy,d) 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
      ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut 
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       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB   
     vs=subs(Jx,b)*Qy 
       s=1; 
     Vs=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vs=[subs(vs,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VS(s,k)=Vs(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VS 
 syms x 
 f=0 
 m=0 
 h=0 
 k=0 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   FF   
   s=1; 
    M=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 M=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=M(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   MM 
    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
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   HH 
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   KK 
   WW=[UB;Ut;VB;VS;WM] 
   GG=[FF;MM;HH;KK;GM] 
   syms t 
   an=WW\GG 
    eNM=Jx*subs(Qy,t)*an    
   syms x t 
ENM=uU+eNM 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozum=vpa([subs(uU,{x,t},{i,j})],16) 
    end 
end 
Ug=exp(x+t) 
ENM=uU+eNM-Ug 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    tamcozum=vpa([subs(Ug,{x,t},{i,j})],10) 
    end 
end 
format short e 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   erroreN=abs([subs(uU-Ug,{x,t},{i,j})]) 
    end 
end 
 for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   erroreNM=abs([subs(eNM,{x,t},{i,j})]) 
    end 
 end 
 for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   errorfonksENM=abs([subs(ENM,{x,t},{i,j})]) 
    end 
 end 
      syms x t      
      eN=uU-Ug 
      eNM 
      ENM 
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Ek E. Singüler Pertürbe Olmu  Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difüzyon 

Problemi çin Matlab Kodu 

function SingulerParabolikEpsilonOrnek7(N) 
format rat 
D=besselD(N) 
 syms x 
for i=1:(N+1) 
   X(1,i)=x^(i-1); 
end 
X 
Jx=X*D' 
syms y 
Jy=subs(Jx,y) 
B=zeros(N+1,N+1); 
   for i=1:N 
       B(i+1,i)=i; 
   end 
   B; 
   P=(D')^(-1)*B'*D' 
   PP=kron(eye(N+1),P) 
   Qy=kron(eye(N+1),Jy) 
   axy=2-x^2 
   bxy=x 
   format long 
  kc=vpa(2^-1,30) 
   W= Jx*Qy*(PP)-kc*Jx*P^2*Qy+axy*Jx*P*Qy+bxy*Jx*Qy 
     s=1; 
     WM=zeros((N+1)^2,(N+1)^2); 
   for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     WM(s,k)=WW(1,k); 
 end 
 s=s+1; 
     end 
   end 
      WM 
      g=10*y^2*exp(-y)*x*(1-x) 
      s=1 
      G=zeros((N+1)^2,1); 
      for i=1:N+1 
          for j=1:N+1 
 G=[subs(g,{x,y},{(i-1)/N,(j-1)/N})]; 
     GM(s,1)=G(1,1); 
 s=s+1; 
     end 
      end 
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   GM  
      a=0 
      b=1 
      c=0 
      d=1 
    ub=Jx*subs(Qy,c) 
    s=1; 
    Ub=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Ub=[subs(ub,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     UB(s,k)=Ub(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     UB   
     us=Jx*subs(Qy,d) 
       s=1; 
    Us=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Us=[subs(us,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     US(s,k)=Us(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     US 
      ut=Jx*subs(Qy,c)*PP 
       s=1; 
    U=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 U=[subs(ut,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     Ut(s,k)=U(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     Ut 
       vb=subs(Jx,a)*Qy 
       s=1; 
     Vb=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vb=[subs(vb,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VB(s,k)=Vb(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VB 
     vs=subs(Jx,b)*Qy 
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       s=1; 
     Vs=zeros(1,(N+1)^2); 
    for i=1:N+1 
 Vs=[subs(vs,(i-1)/N)]; 
 for k=1:((N+1)*(N+1)) 
     VS(s,k)=Vs(1,k); 
 end 
    s=s+1; 
    end 
     VS 
 syms x y 
 f=0 
 m=0 
 h=0 
 k=0 
    s=1; 
    F=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 F=[subs(f,(i-1)/N)]; 
     FF(s,1)=F(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   FF  
   s=1; 
    M=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 M=[subs(m,(i-1)/N)]; 
     MM(s,1)=M(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   MM 
    s=1; 
    H=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 H=[subs(h,(i-1)/N)]; 
     HH(s,1)=H(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   HH  
   s=1; 
    K=zeros((N+1),1); 
    for i=1:N+1 
 K=[subs(k,(i-1)/N)]; 
     KK(s,1)=K(1,1); 
 s=s+1; 
    end 
   KK 
   WW=[UB;VB;VS;WM] 
   GG=[FF;HH;KK;GM] 
   syms t  
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     an=WW\GG 
    U=Jx*subs(Qy,t)*an 
   syms x t 
h=diff(U,t,1)-kc*diff(U,x,2)+subs(axy,y,t)*diff(U,x,1)+subs(bxy,y,t)*U-subs(g,y,t) 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    cozum=vpa([subs(UU,{x,t},{i,j})],16) 
    end 
end 
Ug=exp(x+t)/kc 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
    tamcozum=vpa([subs(Ug,{x,t},{i,j})],10) 
    end 
end 
format short e 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   errorfonksbessel=abs([subs(h,{x,t},{i,j})]) 
    end 
end 
for i=0:0.2:1 
    for j=0:0.2:1 
   absoluteerrorBessel=abs([subs(U-Ug,{x,t},{i,j})]) 
    end 
end 
hata=U-Ug 
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