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OZET

iKil}gCi__MERT];:l;E.KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK
COZUMLERI ICIN BESSEL SIRALAMA (COLLOCATION) METODU

Suayip YOUZBASI

Doktora Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Niyazi SAHIN
Kasim 2012, 204 sayfa

Bu ¢alismada, Neuman, Dirichlet ve integral kosullu dalga problemi, Neuman,
Dirichlet ve Robin kosullu genel formda ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel
denklem problemi, baslangi¢c ve sinir kosullu genel formda ikinci mertebe lineer
kismi diferansiyel denklem problemi, singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik
konveksiyon-difiizyon problemi ve iki boyutlu ikinci mertebeden lineer degisken
katsayili kismi diferansiyel denklem problemi i¢in Bessel siralama yontemi sunulur.
Ayrica, her bir problem i¢in rezidiiel hata fonksiyonunu temel alan yontemin hata
tahmini sunulmustur. Tahmin edilen hata fonksiyonlar1 araciligiyla Bessel polinom
¢oziimleri iyilestirilir. Ilaveten, baslangic ve smir kosullu genel formda ikinci
mertebe lineer kismi diferansiyel denklem problemi i¢in yontemin karmasikligi
lizerine ¢alisilmustir.

Yontemin etkinligini ve tutarliligmmi goéstermek i¢in, yontemin pek cok Ornege
uygulamasi verilmigtir. Hata tahmini ve ¢oziimlerin iyilestirilmeleri de 6rneklerde
yapilmistir. Tam ¢6zlim bilinen problemlerde ger¢ek mutlak hatalar ile tahmin edilen
mutlak hatalar ve gergek ve tahmin edilen hata fonksiyonlar1 karsilastirilmistir.
Bizim sonuclar ile daha baska metotlarin sonuclar1 arasinda karsilastirmalar
yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kismi Diferansiyel Denklemler, Bessel Siralama Metodu,
Birinci Tiir Bessel Fonksiyonlari, Siralama noktalari
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ABSTRACT

BESSEL COLLOCATION METHOD FOR NUMERICAL SOLUTIONS OF
SECOND ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Suayip YUZBASI

Doctor of Philosophy (Ph.D.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Niyazi SAHIN
November 2012, 204 pages

In this study, Bessel collocation method is presented for wave problem with
Neuman, Dirichlet and integral conditions, second order linear partial differential
equation problem in general form under Neuman, Dirichlet and Robin conditions,
second order linear partial differential equation problem in general form with initial
and boundary conditions, singularly pertiirtbed one-dimensional parabolic
convection-diffusion problem and two-dimensional second order linear partial
differential equation problem with variable coefficients. Also, the error estimation of
the method, based residual error function, is presented for each problem. The Bessel
polynomial solutions are improved by means of the estimated error functions. In
addition, the complexity of the technique has been studied for second order linear
partial differential equation problem in general form with initial and boundary
conditions.

To demonstrate the effectiveness and consistency of the method, applications of the
technique have been given to several examples. Also, error estimation and
improvement of the solutions have been done in examples. In problems with the
exact solutions, the actual absolute errors are compared with the estimated absolute
errors, and the actual and the estimated error functions are compared. Comparisons
between our results and the results of other methods are given.

Keywords: Partial Differential Equations, Bessel Collocation Method, Bessel
Functions with First Kind, Collocation Points
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1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler titresim, elastikiyet, elektrostatik, akiskanlar, 1s1
iletimi, elektrik ve manyetizma teorileri gibi fizik alanlarinda modeller
genisletilirken ortaya ¢ikmistir. Kismi diferansiyel denklemler konusunda yapilan ilk
calismalar 18. ylizyilda Euler, d’ Alembert, Lagrange ve Laplace’ 1n fizik bilimindeki
modeller i¢in bir arag¢ olarak kismi diferansiyel denklemleri kullanmas: ile baslar. 19.
ylizyilin ortalarinda baglayan Riemann’ 1n ¢alismalariyla kismi diferansiyel

denklemler matematigin diger dallarinda da temel bir arag oldu.

19. ve 20. yiizy1l boyunca kismi diferansiyel denklemlerin fizik, miihendislik ve
diger uygulama alanlarinda modeller ile iligkilere sahip olusu ve matematigin diger
dallarinin gelisiminde bir arag olarak kullanilmasi kismi diferansiyel denklemler i¢in
bliyiik bir 6nem tagimistir. Kismi diferansiyel denklemleri fizik ve miihendislik gibi
uygulama alanlarinda modeller ile iliskilendiren ve matematigin diger dallarinin

gelisiminde bir ara¢ olarak kullanan ilk kez 1890 yilinda H. Poincare olmustur.

Diger taraftan, birinci mertebe kismi diferansiyel denklemler sistemlerinin teorisinin
1870’ deki S. Lie’ nin orijinal ¢aligsmasindaki Lie teorisi ile onemli bir iligkisi
olmustur ve 1890° 11 yillarda E. Cartan’ in Lie teorisi ile olan ¢aligmalar ile de

onemli bir iligkisi olmustur.

20. ylizyilin baglarindan beri kismi diferansiyel denklemler ve onlarin sinir deger
problemlerinin ¢6ziimleri reel analiz ve fonksiyonel analizin gelismesine katkida
bulunmustur. Fonksiyonel analizin gelisimindeki bu perspektifi J. Dieudonne ortaya
koymustur. 1950 ve 1960’ 11 yillarda baslayan lineer kismi diferansiyel denklemler
ve onlarin sinir deger problemleri {izerine yapilan c¢alismalar Fourier analizdeki
tekniklerin oldukca geniglemesini saglamistir. Kismi diferansiyel denklemlerin tekil
integral operatorler ile iliskisi 1930° da baglamistir. Pseudo-diferansiyel operatorler
ve Fourier integral operatorleri sayesinde kismi diferansiyel denklemler i¢in Fourier
analiz uygulamalar1 lineer kismi diferansiyel denklemlerin teorisinin oldukca

genislemesini saglamgtir.



Kismi diferansiyel denklemler ve topoloji arasinda da 6nemli bir etkilesim vardir. Bu
etkilesim Ozellikle akiskanlar mekaniginde artis gosteren lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin global ¢oziimleri i¢in ilk olarak 1920 ve 1930 yillar
arasinda baglamigtir. 1920 li yillarda M. Morse ve Ljusternik-Schnirelman’ n
varyasyonlar teorisi ve 1930’ lu yillarda klasik Brouwer derecesinin bir genislemesi

olan sonsuz boyutlu uzaylarda Leray-Schaude derecesi bu etkilesime drnektir.

Kismi diferansiyel denklemler matematigin diger dallarinda da énemli bir rol oynar.
Ormnegin, Korteweg-De Vries kismi diferansiyel denklemi soliton teorisi ve cebirsel
geometri arasinda bir iliski saglanmustir. ilk kez 1896’ da calisilmaya baslanan bu
denklem 1960’ da M. Kruskal ve onun caligma arkadaslar1 tarafindan su dalgalar

i¢in bir model olarak kullanildi.

Diferansiyel geometrideki problemler Monge-Ampere denklemi ve minimal yiizey

denklemleri gibi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ile verilir.

Titresimin bir modeli olarak 1752 de d’ Alembert tarafindan

o ox*

bir boyutlu dalga denklemi ortaya kondu ve analiz edildi. D’ Alembert’ in ¢caligsmasini
1759 da Euler iki boyutlu dalga denklemine ve 1762’ de D. Bernoulli {i¢ boyutlu
dalga denklemine genisletti. 1780 yilinda Laplace ¢ekimsel potansiyel alanindaki

onun ¢alismasinda Au =0 Laplace denklemini ¢aligsmustir.

6_u= Au
ot
1s1 denklemi 1810-1822 yillar1 arasinda Fourier tarafindan verilmistir. 2. mertebe
kismi diferansiyel denklemlerin {i¢ onemli o6rnekleri olan hiperbolik, eliptik ve
parabolik denklemler ile ilgili ¢aligmalar ilk kez 19. yiizyilin ilk on yilinda

yapilmasina ragmen 20. ylizyila kadar agik bir sekilde formiile edilememistir.

1750 ve 1900 yillar1 arasinda fiziksel olaylar sayesinde ortaya ¢ikan bazi denklemler
sunlardir:
e Sikistirllamaz akiskanlarin Euler denklemi (1755).

¢ 1760’ da Lagrange tarafindan verilen minimal yilizey denklemi.



¢ 1755 de Monge tarafindan Monge-Ampere denklemi.

e Elektrik ve manyetik problemlere uygulanan Laplace denklemi (1780) ve
Poisson denklemi (1813).

e 1822-1827 yillar1 arasinda Navier tarafindan akigkanlar i¢in Navier Stokes
denklemleri.

¢ 1864’ de elektromanyetik teoride Maxwell denklemi.

¢ 1860’ da ses bilimi ile iligkili Laplace operatdrii i¢in 6z deger problemi ve
Helmholtz denklemi.

¢ 1840’ da sabun kdopiikleri i¢in bir model olarak Plateau problemi.

¢ 1896’ da sadece su dalgalar1 i¢in bir model olarak Korteweg-De Vries

denklemi.

19. yiizyil boyunca uygun smir kosullariyla kismi diferansiyel denklemlerin

¢Oziimlerini bulmak icin kullanilan baz1 6nemli metotlar asagidaki gibidir.

a) Degiskenlerine ayirma metodu:

Dalga denkleminin ¢oziimleri i¢in ilk kez 1747 yilinda d’Alembert bu metodu
calismaya baslamistir. Ayrica, dalga denklemi icin degiskenlerine ayirma metodu
tizerine 1748 yilinda Euler’ de c¢alismaya baslamistir. 1782 yilinda Laplace ve
Legendre tarafindan Laplace denklemi i¢in degiskenlerine ayirma metodu
kullanilmigtir. Is1 denklemi i¢in ise bu metot 1811-1824 yillar1 arasinda Fourier

tarafindan ¢alisilmisgtir.

b) Riemann’ 1 1851’ de yaptigi ¢alismaya dayanan tek bir kompleks degiskenli
analitik fonksiyonlar ve iki boyutlu reel harmonik fonksiyonlar caligsmasi arasindaki
etkilesim 1870 yili civarinda C. Neumann, H. A. Schwarz ve E. B. Christoffel
tarafindan gelistirildi.

¢) Laplace denklemi i¢in 1835’ de Green’s fonksiyonlar metodu c¢alisilmaya

baslandi. Bu ¢alisma Laplace denkleminin 6zel tekil ¢oziimleri caligmasini da igerir.

d) Qc R’ ni 6Q smirinda verilen bir u = ¢ smir degeri icin

Au=0

Laplace denkleminin bir ¢6ziimiiniin



integralini 0Q sinirinda v = ¢ olacak sekilde tiim v fonksiyonlar1 arasinda minimize

ettigi 1833 yilinda G. Green tarafindan gozlemlendi.

e) Kismi diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oOziimlerini elde etmek igin Euler,

d'Alembert, Laplace ve digerleri tarafindan kuvvet seri metotlar1 kullanildi.

1890 yilinda Poincare her siirekli Dirichlet sinir kosulu i¢in Laplace denkleminin bir

¢Oziimiiniin varligimin ve tekliginin ispatin1 verdi.

Picard ve onun okulundakiler 1880 yilinin baslarinda lineer olmayan problemlerin

¢cOziimleri i¢in ardisik yaklasim metodunu uyguladi.

Picard Fuchsian fonksiyonlar teorisinde artis gosteren Au =e" lineer olmayan
denkleminin bir ¢oziimiiniin varligimi 1898 yilinda ispatladi. Bu problemin

yardimiyla Picard siireklilik metodunun prensiplerini formiillestirdi.

1906 yilinin baglarinda S. Bernstein lineer olmayan eliptik denklemler i¢in Dirichlet

probleminin siireklilik metodu ile ¢oziilebilirligini gozlemledi.

Korteweg-De Vries (KDV) denkleminin soliton (gecici) ¢oziimleri ilk kez 1834
yilinda J. S. Russell tarafindan fark edildi. 1960 yilinda M. Kruskal ve g¢alisma

arkadaslar1 KDV denkleminin soliton ¢6ziimlerinin bir teorisini ¢alismuistir.

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin hesaplanmas1 olduk¢a zordur.
Poincare doneminde mevcut pratik teknikler olmasina ragmen kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin hesaplanmasimin zor oldugundan 1890° da Poincare
bahsetmistir. Giiniimiizde ise, yliksek hizli bilgisayarlar sayesinde hesaplamalar kisa

zamanda yapilabilmektedir.
Yukaridaki bilgiler Brezis ve Browder (1998) tarafindan sunulmustur.

Bugiine kadar, kismi diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimleri i¢in olduk¢a ¢ok
caligmalar yapilmis ve yontemler verilmistir. Telegraph denkleminin niimerik
¢Oziimleri icin Adomian ayristirma metodu (Biazar ve Ebrahimi, 2007) ve
varyasyonel iterasyon metodu (Biazar vd., 2009a) kullanildi. Hiperbolik telegraph
denklemi Chebyshev Tau metodu (Saadatmandi ve Dehghan, 2010), ¢ekirdek
yontemi (Yao, 2011), Legendre multiwavelet Galerkin metodu (Yousefi, 2010) ve



radyal temel fonksiyonlar1 (Dehghan ve Shokri, 2009a) araciliiyla ¢oziilmistiir. Is1
dagilimi problemini ¢6zmek icin sonlu farklar metodu (Azari ve Zhang, 2010) ve
tistel fonksiyon yontemi (Wen vd., 2009) c¢alisildi. Dehghan ve Shokri (2009b) ve
Bratsos (2009) Klein-Gordon denkleminin niimerik ¢oziimii iizerine c¢alismistir.
Zakharov-Kuznetsov denklemi homotopi pertiirbasyon metodu (Biazar vd., 2009b)
ve yardime1 denklem metodu (Ma vd., 2009) ile ¢6ziildii. Kawahara tipi denklemleri
¢ozmek i¢in radyal temel fonksiyonlar1 (Dereli ve Dag, 2012) kullanildi. MRLW
denklemi de radyal temel fonksiyonlari (Dereli, 2012) kullanilarak c¢oziilmiistiir.
Korteweg-de Vries Burgers denklemini ¢6zmek i¢cin He’ nin homotopi pertlirbasyon
metodu (Inc, 2010) kullamldi. Fokker-Planck denklemi Cubic B-Spline fonksiyonlari
(Lakestani ve Dehghan, 2009) araciligiyla ¢oziilmiistiir. KdV-Burgers-Kuramoto
denklemlerini ¢ézmek icin He’ nin varyasyonel iterasyon metodu ve Adomian
ayristirma yontemi (Safari vd., 2009) kullanildi. KDV-Burger denklemleri homotopi
pertiirbasyon metodu (Yildirim ve Berberler, 2010) ile ¢6ziildi. RLW denkleminin
¢oziimleri i¢in kosiniis genisleme tabanl diferansiyel kareleme algoritmasi (Dag vd.,
2010) kullanildi. Darvishi ve Khani (2009) Foam drainage denkleminin bir seri
¢Oziimii tlizerine calisti. Dalga denklemi varyasyonel iterasyon metodu (Hemeda,
2008) ve Bernstein Ritz-Galerkin metodu (Yousefi vd., 2010) kullanilarak ¢6zildii.
Kelleci ve Yildirim (2011) homotopi pertiirbasyon ve Pade tekniklerinin birlesimi ile
Burger denklemini ¢ozdii. Chebyshev spectral kollokasyon metoduyla Kuramoto-
Sivashinsky denklemi Khater ve Temsah (2008) tarafindan ¢oziildii. Murphy ve
Evans (1981) iki boyutlu 1s1 denkleminin Chebyshev seri ¢ozlimleri iizerine calist1.
Sezer (1989) Dirichlet problemi igin bir Chebyshev polinom yaklasimi sundu. Ikinci
ve dordiinci mertebe eliptik denklemler Chebyshev acilim metodu (Khalifa vd.,
2003) ile ¢oziildi. Kesan (2003) ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklemleri
Chebyshev polinom metodu ile ¢ézdii. Parabolik ve hiperbolik kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri icin wavelet Galerkin metodu (Kumar ve Mehra, 2006),
sonlu farklar metodu (Benito vd., 2007) ve homotopi pertiirbasyon metodu (Biazar
ve Ghazvini, 2008) sunuldu. ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemler Kurulay
ve Bayram (2009) tarafindan kuvvet seri metodu ile ¢oziildii. Doha ve Al-Kholi
(2001) parabolik ve eliptik kismi diferansiyel denklemleri Legendre spectral
metodunu kullanarak ¢6zdii. Kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in iki boyutlu
diferansiyel doniisim metodu (Bildik ve Konuralp, 2006), Adomian ayrigtirma

yontemi (Bildik ve Konuralp, 2006), varyasyonel iterasyon yontemi (Bildik ve



Konuralp, 2006), n-boyutlu diferansiyel doniisim metodu (Kurnaz vd., 2005),
kollokasyon metodu (Liu ve Tai, 2006) ve Legendre wavelet metodu (Liu ve Lin
2010) kullanildi. Tepki-difiizyon problemleri Revelli ve Ridolfi (2008) tarafindan
genellestirilmis kollokasyon metodu kullanilarak ¢oziildii. Cauchy tepki-difiizyon
problemini ¢6zmek i¢in He’ nin homotopi pertiirbasyon metodu (Yildirim, 2009)
kullanildi. Nanoteknolojide artis gdsteren problemleri ¢ézmek i¢in homotopi
pertiitbasyon metodu (Zhu vd., 2009) calisildi. Degisken katsayili adveksiyon-
difiizyon modelleri i¢in uygun bir niimerik metot (Ponsoda vd., 2008) kullanildi.
Gecikmeli diflizyon modellerinin analitik ve niimerik ¢oziimleri lizerine galigildi
(Reyes vd., 2008). Biilbiil ve Sezer (2011) hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimleri i¢in Taylor matris yontemini uyguladi. Norhashidah ve Evans (2004)
eliptik kismi diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in bazi iteratif metotlar galigti.
Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler Parand ve Rad (2011) tarafindan
iistel-fonksiyon yontemi kullanilarak ¢6ziildii. Akytiz-Dasg¢ioglu (2009) yiiksek
mertebe kismi diferansiyel denklemler i¢in Chebyshev polinom yaklagimini calisti.
Lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler icin varyasyonel iterasyon
metodu ve homotopi pertiirbasyon metodu arasinda karsilagtirma yapildi (Ates ve
Yildirirm 2010). Biazar ve Aminikhah (2009) kismi diferansiyel denklem sistemleri
icin homotopi pertiirbasyon yonteminin yakinsaklig1 tizerine ¢alisti. Gecikmeli kismi
diferansiyel denklem sistemleri i¢in Bashier ve Patidar (2011) tarafindan bir niimerik
metot verildi. Ayrica, kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri degisik
metotlar ile bulundu (Pinchover ve Rubinstein, 2005; Morton ve Mayers, 2005;
Bernatz, 2010; Stavroulakis ve Tersian, 2004). Akiskanlar dinamiginde karsilasilan
kismi diferansiyel denklemler i¢in hesaplama yontemleri ¢alisilmistir (Pozrikidis,
2009; Herron ve Foster, 2008; Chung, 2010; Ferziger ve Peric, 2002). Hava kirliligi
ve tiirbiilans i¢in kullanilan kismi diferansiyel denklem modelleri i¢in (Moreira ve
Vilhena, 2010) ve bilim ve miihendislikte karsilasilan lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemler i¢in (Debnath, 2005) cesitli hesaplama metotlar1 kullanildi.

Integro-diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri igin Taylor siralama yontemi (Karamete
ve Sezer, 2002; Nas vd., 2000; Kurt ve Sezer, 2008) ve Taylor matris yontemi
(Sezer ve Giilsu, 2005), integro-diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimleri igin
Taylor siralama yontemi (Giilsu ve Sezer, 2006) ve Chebyshev siralama yontemi

(Akytiz-Dascioglu ve Sezer, 2005), hiperbolik kismi diferansiyel denklemleri



¢6zmek i¢in Taylor matris metodu (Biilbiil ve Sezer, 2011), lineer kismi diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢éziimleri igin Chebyshev matris yontemi (Yiiksel, 2011) ve
lineer fonksiyonel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in Bernstein polinomlar1 ve
rasyonel fonksiyonlara dayali siralama yontemi (Isik, 2012) kullamldi. Ilaveten,
Fredholm integro-diferansiyel-fark denklemleri (Sahin vd., 2011a), diferansiyel ve
integro-diferansiyel denklemleri (Yiizbasi, 2009), Volterra integral denklemlerin
sistemleri (Sahin vd., 2011b) ve pantograph denklemleri (Yiizbasi vd., 2012) ¢6zmek

icin Bessel siralama (collocation) metodu kullanildi.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu bolimde, kismi diferansiyel denklemlerin smiflandirilmas1 yapilacak,
calismalarda cokca karsilagilan denklemler tanitilacak, kismi diferansiyel denklem
problemlerinde karsilasilan bazi kosul tipleri verilecek ve karmasiklik (complexity)

hakkinda bilgiler sunulacaktir.

2.1. Kismi Diferansiyel Denklemler

Tamm 2.1: Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin birden ¢ok bagimsiz degiskene
gore kismi tiirevleri ile beraber bagimli ve bagimsiz degiskenleri iceren denkleme
kismi diferansiyel denklem denir.

u bagiml, x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi diferansiyel denklem

genel olarak

F(x,y,u,ux,uy,uﬁ,uxy,uyy,...) =0

bi¢imindedir.

2.2. ikinci Mertebe Kismi diferansiyel Denklemlerin Simiflandiriimasi

Adi diferansiyel denklemlerde siniflandirma, diferansiyel denklemin mertebesine ve
derecesine bagli olarak lineer ya da lineer olmamasina goére yapilir. Kismi
diferansiyel denklemlerde ise smiflandirma mertebe ve lineerligin yani sira kismi
diferansiyel denklemin yapisina gore yapilir. Ciinkii denklemin yapis1 degistikce

cozlimlerin 6zellikleri degisir.



u bagimlh degisken, x ve ¢t bagimsiz degiskenler olmak {lizere, ikinci mertebe

hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklem genel olarak

azu azu 62u ou ou
Lz = A(x,t)——+ B(x,t)——+ C(x,0)—+ F (x,t,u,—,—) = 0 2.1
2= A ) o5+ Blu) 7o Cn D Za t Fx b =020 @D

seklindedir. Burada, 4, B ve C; xt-diizleminin bir QQ bolgesinde x ve ¢’ nin iki

defa stirekli tiiretilebilir fonksiyonlaridir ve ayni anda iici birden sifir degildir.
A(x,t)D; + B(x,t)D, D, + C(x,t)D}’> ye L operatoriiniin esas kismi denir.

Denklemin ¢ozlimlerinin 6zelliklerini bu kisim tayin eder.

A(x,t) = B*(x,t) — 4 A(x,t)C(x,1)
fonksiyonuna L operatoriiniin diskriminant1 denir (Cagliyan ve Celebi, 2010).

Tanim 2.2: Eger Q° nin bir (x,,#,) noktasinda,

A(xy,t,) > 0 ise (2.1) denklemine bu noktada hiperboliktir,

A(xy,1,) =0 ise (2.1) denklemine bu noktada paraboliktir,

A(xy,1,) <0 ise (2.1) denklemine bu noktada eliptiktir,
denir. Bir QQ bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik olan bir
denkleme )’ da sirasiyla hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.
Genellikle bir denklem, katsayilarinin tanimli oldugu bir bdlgede her ii¢ tipten de
olabilir. Ozel olarak, A4, B ve C Kkatsayilar1 (yani ikinci mertebe tiirevlerin
katsayilar1) sabit olan bir denklem tiim diizlemde ayni tiptendir (Cagliyan ve Celebi,
2010).
Hiperbolik, parabolik ve eliptik tip denklemler, bir¢ok fiziksel olayin
modellenmesinde ortaya ¢ikan denklemlerdir. En ¢ok karsilasilan ve literatiirde

onemli yeri olan bu denklemlerin bazi 6rnekleri asagida verilmektedir.

2.2.1. Hiperbolik tip denklemler

Hiperbolik tip kismi diferansiyel denklemler ile genellikle mekanik ve fizik
alanlarmdaki uygulamalarda karsilasilir. Ornegin, makinelerin titresimi problemleri

ve elektromanyetik, hidrodinamik ve ses yayilmasi gibi modeller hiperbolik tip



denklemlerdir. Dalga denklemi, telgraf denklemi ve lineer Kleain-Gordon
denklemleri fizik ve miihendislikte olduk¢a cok karsilasilan hiperbolik tip kismi

diferansiyel denklemlerdir.
Dalga denklemi:

¢, pozitif bir sabit ve F', dalgaya etki eden bilinen bir dis kuvvet olmak iizere,

2 _
u,—cu, =0

denklemine bir boyutlu homojen dalga denklemi,

u, —c’u_, = F(x,t)

denklemine ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi denir. Bu denklemlerde
x degiskeni yer ¢ degiskeni zamani gostermektedir. Dalga denklemi fizikte ¢ok
onemli yere sahip bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢oziimlerinden,
ses, 151k ve su dalgalarinin hareketlerini ortaya koyan fiziksel nicelikler ¢ikar. Dalga
denklemi, en ¢ok titresen yay (vibrating-string) hareketinin modellinde kullanilir
(Weinberger, 1965). Ayrica elektrodinamik, elektromanyetik, akiskanlar mekanigi ve
akustik gibi alanlardaki uygulamalarda da dalga denklemi ile karsilasilir (Polyanin,
2002). Bir boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimii bize / uzunlugunda titresim halinde
olan bir telden ¢ saniye sonra x kadar uzakliktaki enine yer degisimini verir. Bu tip
denklemler baslangi¢ ve sinir kosullari ile ele alinir.

Son yillarda,

U, —u,, =q(x,t), 0<x</, 0<t<T,

dalga denklemi

u(x,0)= fi(x), 0<x</,

Dirichlet sinir kosullari,
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u,(x,0)= f2(x), 0<x</,

Neumann sinir kosulu ve

[

Iu(x,t)dx=g2(t), 0<t<T,

0

lineer olmayan (nonlocal) integral kosulu ile alinarak degisik metotlar ile bu

problemin niimerik c¢oziimleri {lizerine ¢alismalar yapilmistir (Dehghan, 2005;

Yousefi vd., 2010). Burada, (x,t)€[0,/]x[0,T] i¢in ¢, f,, f,, g ve g, tanimli

fonksiyonlardir. Ayrica bu problemin ¢éziimiiniin varlik ve teklik teoremi Bouziani

(1999) tarafindan verilmistir.
Telgraf Denklemi:

a, [ ve y sirastyla rezistans, kapasitans ve indiliktants sabitleri olmak tizere, telgraf

denklemi

autt+ﬂut+7/u :uxx+g(xat)a

seklindedir.
Telgraf denklemi sinyal analizlerinde, 6zellikle elektrik sinyallerinin yayiliminda ve
elektrik dolagimimin oldugu bir sistemde, x konumu ve ¢ anindaki voltaj

hesaplamalarinda kullanilmaktadir (Biilbil, 2011).
Klein-Gordon Denklemi:

Klein-Gordon denklemi lineer ve lineer olmayan olarak iki tiire ayrilir ve bunlar
farkli fiziksel olaylara karsilik gelir. Klein-Gordon denklemleri kuantum cisim,
rolativist ve plazma fizik teorilerinde kullanilir (Polyanin, 2002).

a ve b> 0 fiziksel sabitler olmak lizere,

a9 e b
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olarak verilen denkleme lineer Klein-Gordon denklemi denir.
Lineer olmayan Klein-Gordon denklemine ozellikle yiiksek enerji fizikgilerinin
caligma alan1 olan cisim teorisinde karsilasilir (Greiner, 2000).
Bir boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklemi
ou o'u

+a
ot? ox?

+h(u) = g(x,1)
kismi diferansiyel denklemi ile verilir (Dehghan, 2009).

2.2.2. Parabolik tip denklemler

Parabolik tip kismi diferansiyel denklemlere zamana bagli 1s1 ve madde yayilmasi

problemlerinde karsilasilir (Weinberger, 1965).
Is1 denklemi:

Istnin bir nesne Tlzerinde, belli bir konumda ve zamanda, nasil dagilacagini
tanimlayan kismi diferansiyel denkleme 1s1 denklemi denir.

k >0 1s1 yayilim katsayis1 ve u =u(x,?), x noktasinda ¢ anindaki sicaklik olmak

luzere

2

ou_,9 th
ot ox

denklemi zamana bagli 1s1 yayilimini gosteren bir boyutlu homojen 1s1 denklemi

olarak ve
ou 62u
o o e

denklemi bir boyutlu homojen olmayan 1s1 denklemi olarak adlandirilir.
Bu denklemin ¢6ziimii, termal olarak izole edilmis bir gubugun bir ucundan x kadar
uzaklikta ve ¢ anindaki sicakligini verir. Bu tip denklemler baslangic ve sinir

kosullari ile ele alinir.
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Dehghan (2007) yukaridaki homojen olmayan 1s1 denklemini

u(x,0)= f(x), 0<x<1,

baslangi¢ kosulu

u(lLty=g,(t), 0<t<T,
sinir kosulu ve

b
[ux,0)dx = g2(t), 0<t<T, 0<b<I

0

lineer olmayan (nonlocal) integral kosulu ile ele alarak sonlu farklar metodu ile
niimerik olarak ¢6zdii. Burada, b bir reel sabit ve (x,#) €[0,1]x[0,T] i¢in g, f, g,
ve g, tamiml fonksiyonlardir. Ayrica, Biilbiil (2011) bu integral kosullu 1s1 problemi

icin Taylor matris yontemini sundu.

2.2.3. Eliptik tip denklemler

Eliptik tip kismi diferansiyel denklemler c¢ogunlukla denge ya da kararli hal
problemlerinin modellenmesinde kullanilirlar. Uygulamalarda en ¢ok Laplace,

Poission ve Helmholtz gibi eliptik tip kismi diferansiyel denklemler ile karsilasilir.

Laplace denklemi:
2 2
Viu = 8—2{ + 6_21 =0
ox~ ot

denklemi Laplace denklemi olarak adlandirilir. Elektromanyetizma, astronomi ve
akiskanlar dinamigi gibi bircok bilim alaninda Laplace denkleminin ¢oziimleri
onemli yer tutar. Laplace denkleminin ¢oziimleri elektrik ve yer ¢ekim potansiyeli ile
akiskan potansiyelinin davranisini agiklar. Laplace denkleminin ¢dziimlerinin genel

teorisi ayn1 zamanda potansiyel teorisi olarak da bilinmektedir
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Potansiyel teorinin temel denklemlerinden biri olan Laplace denkleminin fiziksel
uygulamasi oldukca ¢oktur. Ornegin, yiizeyleri izole edilmis bir ortamda zamandan

bagimsiz (ki buna kararli 1s1 denir) herhangi bir (x,y) noktasindaki 1s1 miktarini
veren u(x,y) fonksiyonu Laplace denklemini saglar. Ayrica 1s1 kaynagi olmayan bir

bolgede kararh sicaklik dagilim, iletkenlerle ¢evrili yliksiiz bir bolgede elektrostatik
potansiyel, bir akiskanda hiz dagilimi vs. ile ilgili problemlerde de Laplace denklemi

ile karsilasilir (Cilingir, 2005).

Poisson denklemi:

2 2
ou ou
Vzu:W+¥:f(x,y)

denklemi Poisson denklemi olarak adlandirilir. Isinin kararl yayilimi problemlerinde

Poission denklemi ortaya c¢ikar. f(x,»)#0 olmasi, problemde bir 1s1 kaynaginin

oldugunu gosterir. Di1s kuvvetlerin etkisi altindaki bir telin zamana bagli olarak
denge konumuna gelmesi de poisson denklemi ile verilir. Poission denklemi ile

gosterilen fiziksel iki olguyu Ornek olarak verecek olursak; birincisi, p yiik
yogunlugunun varlig1 negatif ¢ elektriksel potansiyelin olusmasina sebep olur. Bu
fiziksel olgu, ¢ sabit olmak ilizere V’p=—p/e ile gosterilir. Ikincisi ise, akiskan

icinde @ 1s1 kaynagindan bir yayilimin varligi, 7 sicakliginin olugsmasina sebep olur.

Boylece k sabit olmak iizere, V>T = k@ esitligi elde edilir (Cilingir, 2005).

Helmholtz denklemi:

2 2
ou N ou
ox* o

+ Au = —-6(x)

denklemi Helmtholtz denklemi olarak adlandirilir. Helmholtz denklemi zamanla
harmonik degisim gosteren elektromanyetik veya akustik dalgalarla uyarilmis
ortamlardaki alan dagilimini modellemek i¢in kullanilir. Bu denklemin A <0 hali,

madde transfer problemlerini ifade eder (Biilbiil, 2011).
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2.2.4. Kansik tip denklemler

Ikinci mertebe hemen hemen lineer kismi diferansiyel denkleminin diskriminantinin
durumuna gore hiperbolik, parabolik ve eliptik tip olabilecegini kesim (2.2)’ de
sOylemistik. Degisken katsayili hemen hemen lineer kismi diferansiyel denklemlerde
diskriminantin isareti noktaya gore degisebilir. Bu nedenle, aynm1 denklem farkl
bolgelerde farklh tlirden olabilir. Bu tip denklemlere karisik tip kismi diferansiyel
denklemler adi verilir. Sabit katsayili hemen hemen lineer kismi diferansiyel

denklemlerin sadece bir tiirden olabilecegini not ediyoruz. En ¢ok bilinen karigik tip

denklem
2 2
ou ou
—+x—=0, (x,¢)eR?
8x2 atZ ( )

Tricomi denklemidir (Hasanoglu, 2010). Tricomi denklemi, x<0 oldugunda

hiperbolik, x =0 oldugunda parabolik ve x >0 durumunda eliptik tip denklem olur.

2.3. Cauchy Problemi

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler icin Cauchy problemini verecegiz.

Tamm 2.3: x ve ¢ bagimsiz degiskenlerine bagimli u =u(x,t) fonksiyonu igin

ikinci mertebeden en genel bir kismi diferansiyel denklem g6z Oniine alinsin ve

denklemin

k=F(x,t,u,p,q,r,s) (2.2)

seklinde u, =k tiirevine gore ¢oziilebildigi varsayilsin. Bir ¢=¢, degeri i¢in

bilinmeyen fonksiyonu ve onun ¢’ ye gore tiirevi,

{u(x, th) = f(x) (2.3)

u, (x,2)) = g(x)
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seklinde tanimlansin. (2.3) kosullarn altinda (2.2) denkleminin ¢oziimlerinin

bulunmasi problemine (2.2) denklemi i¢in Cauchy problemi denir. Burada, p=u_,

qg=u,,r=u_, s=u,, k=u, seklinde tanimlanmistir.

Ozellikle fizik ile ilgili uygulama problemlerinde ¢ bagimsiz degiskeni zamam

gosterir ve (2.3) kosullar1 7, =0 noktasinda tanimlanirsa o zaman bu probleme

baslangi¢ deger problemi denir. Yani, baslangi¢ deger problemi Cauchy probleminin
6zel bir durumudur (Cagliyan ve Celebi, 2010).

Daha genel olarak,
2 2 2 2
ou ou ou Ou
+ cee + —_— O 2.4
ox.  ox: ox o @4)

denklemi ile baglantili olan temel problem, baslangi¢ deger problemi veya Cauchy

problemi olarak adlandirilir. Bu problem; (2.4) denklemini ve verilen

u(x,xy,...,x,,0) =d(x,,x,,...,x,)
ou

— (X, %,,...,x,,0) =w(x,x,,...,X,
or (%, X, )=y (x,x, )
baslangi¢ kosullarini saglayan u(x,,x,,...,x,,t) ¢oziimiiniin aranmasi problemidir. ¢
ve  fonksiyonlari, =0’ da x uzayinda tanimlanmis bilinen fonksiyonlardir. ¢ ve

w’ ye baslangi¢ verileri denir. R"", (x,f)-uzayinda ¢=0 diizlemi, problemin

baslangi¢ yiizeyi ya da baslangic manifoldu olarak adlandirilir (Anar, 2005).

2.4. Singiiler Pertiirbe Olmus Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difiizyon

Problemi
0 o’ 0
u u u
——c +a(x)—+b(x)u=g(x,t), 0<x<L,0<t<T

kismi diferansiyel denklemi

u(x,0)=f(x), 0<x<L<oo,
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baslangi¢ kosulu ve

u(0,t)=h(t), 0<t<T <o,
u(L,t)=s(), 0<t<T <xo

siir kosullari ile birlikte singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-
difiizyon problemi olarak adlandirilir. Burada, &£: 0<e& <1 olacak sekilde bir

difiizyon katsayis1 ya da singiiler pertiirbasyon parametresi, a(x): hiz,
g(x,t)—b(x)u: reaksiyon terimi, L ve T: uygun sabitler ve (x,7)e[0,L]x[0,T]
icin g(x,t), f, h ve s tamimh fonksiyonlardir (Lenferink, 2002; Kadalbajoo ve
Gupta, 2009).

2.5. Kosullar

Bu kisimda, kismi diferansiyel denklem problemlerinde ¢okea karsilasilan baslangic

ve sinir kosullarini verecegiz.

2.5.1. Baslangi¢ kosullar1

Herhangi bir kismi diferansiyel denklem problemindeki bagimli degisken u olsun.
Bagimsiz degiskenlerin tanimli oldugu araliklarin baglangi¢ noktalarinda u ve onun
kismi tiirevlerinin birlesimini igeren kosullara baslangi¢ kosullart ad1 verilir.

Bir fiziksel olgunun incelenmesinin basladigi anda tim € bolgesinde
saglanmas1 gereken kosullar zamana gore baslangic kosullaridir. Genellikle,

uygulama problemleri zamana gore baslangi¢ kosullart ile verilir.

2.5.2. Siir kosullar:

Bunlar Kismi diferansiyel denklemlerin ele alindigi €2 bolgesinin 0Q siniriin
tizerindeki noktalarda saglanmasi gereken kosullardir. Kismi diferansiyel denklemler

cesitli tipte sinir sartlariyla birlikte verilir. Smir kosulu u cinsinden verilmisse
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“Dirichlet tipi sinir kosulu” olarak, u > nun gradyanti cinsinden verilmisse “Neumann
tipi sinir kosulu” olarak adlandirilir. # ve gradyant: birlikte verildigi taktirde “Robin
sinir kosulu (karigik sinir sart1)” olarak isimlendirilir. 6Q sinir1 igin birim normal

vektor ‘n’ olmak iizere, bazi sinir kosullar1 asagida verilmistir.
Dirichlet sinir kosulu
Adi diferansiyel denklemler i¢in [a,b] araliginda Dirichlet sinir kosullar

y(@)=a ve y(b)=p

seklindedir. Burada o ve [ sabitlerdir ve y: adi diferansiyel denklemdeki
bilinmeyen fonksiyondur.

Kismi diferansiyel denklemler i¢in bir Q — R" bolgesinde, Dirichlet sinir kosullar

u(x)= f(x), Vx e oQ
ile verilir. Burada, f: 0Q sinirinda tanimh bir fonksiyondur.
Neumann sinir kosulu
Adi diferansiyel denklemler i¢in [a,b] araliginda Neumann sinir kosullar
y(@=a ve y'(b)=p

seklindedir. Burada o ve [ sabitlerdir ve y: adi diferansiyel denklemdeki
bilinmeyen fonksiyondur.

Kismi diferansiyel denklemler i¢in bir Q — R" bolgesinde Neumann sinir kosullari

%(x)zf(x), Vx € 0Q2
on

seklindedir. Burada, n: 0 sinir1 i¢in birim normal vektér ve [ skaler bir

fonksiyondur. Ayrica normal tiirev asagidaki gibi tanimlidir:
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a—u(x) =Vu(x)-n
on

burada, V : gradyan vektorii gosterir ve ‘- ile i¢ carpim gosterilir.
Robin sinir kosulu

a ve p sifir olmayan sabitler, g: 0Q smirinda tanimli bir fonksiyon, u: Q
bolgesinde tanimli bilinmeyen ¢6ziim fonksiyonu ve g_u : sinirdaki normal tiirev
n

olmak iizere 0Q smirinda Robin sinir kosulu

au+ﬂa—u:g
on

bi¢imindedir.
Nonlocal (yerel olmayan) sinir kosulu

u: Q= [a,b]x [a, p ] bolgesinde tanimli bilinmeyen ¢6ziim fonksiyonu ve g(¢): Q

bolgesinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere nonlocal (yerel olmayan) sinir kosulu

b
ju(x,z)dx:g(t), a<x<b,a<t<p

a

olarak verilir.

2.6. Kayan Nokta Aritmetigi (Floating-Point Operation)

Kayan noktali sayilar gercel sayilarin bilgisayar ortamindaki bir gosterim bi¢imidir.
Yani, gercel sayilar bilgisayar ortaminda bir kayan nokta formatinda hafizada tutulur
(Watkins, 2002). Ger¢ek diinyada sayilar sonsuza kadar giderken, bilgisayar
ortaminda bilgisayar donanimimin getirdigi sinirlamalardan dolay1 biitiin sayilarin

gosterilmesi miimkiin degildir. Bununla birlikte gergcekte sonsuza kadar giden
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birtakim degerler bilgisayar ortaminda ortamin kapasitesine bagli olarak yaklasik
degerlerle temsil edilirler. Bu smirlamalarin etkisini en aza indiren, sayilarin
maksimum miktarda ve gergege en yakin sekilde temsilini saglayan sisteme kayan-
noktal1 sayilar sistemi denir. Bir aritmetik islemdeki, toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve
bolme islemlerinin her biri bir kayan nokta olarak adlandirilir. Asagida vektor-vektor
islemleri, matris-vektdr ¢arpimi, matris-matris ¢arpimi, bir matrisin tersi ve Gauss

eliminasyon i¢in ne kadar kayan nokta oldugundan bahsedecegiz.

2.6.1. Vektor-vektor islemleri

x=[x x, - xn]r, v=[n » - yn]T e R" olan iki vektor olsun. O zaman,

T
XY=XN+X5), ... +X,),

dir. Bu iki vektoriin i¢ carpiminda; n tane ¢arpma ve n—1 tane toplama islemi
vardir. Yani, toplam islem sayist 2n—1" dir. Boylece, iki vektoriin i¢ carpiminda
2n—1 kayan nokta vardir.

Eger, n>1 ise o zaman, iki vektoriin i¢ carpiminda 2n kayan nokta vardir.

x ve y vektorlerinin toplanmasinda » kayan nokta olur.
x ve y vektorlerinin ¢ikarilmasinda da » kayan nokta vardir.

x vektoriiniin bir skaler ile carpimi i¢inde n tane kayan nokta olur (Boyd ve
Vandenberghe, 2004).
Ornegin;

x,y € R'" olsun. O zaman bu iki vektdriin i¢ ¢arpimi igin

2n-1=2.10-1=19

kayan nokta vardir. Ilaveten, bu iki vektdriin toplanmasi, ¢ikarilmasi ve bu

vektorlerden birinin skaler ile ¢carpilmasi islemlerinin her biri igin
n=10

tane kayan nokta olur.
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2.6.2. Matris-vektor ¢arpimi

x= eR" olan vektor ve 4 e R™" olan bir matris olsun. O zaman, 4 matrisi ve

x vektoriinlin carpiminda ( y = Ax ’ de);

v’ nin her bir eleman1 hesaplanirken R"’ de i¢ carpim yapilir ve R"’ de bir i¢
carpimi i¢in 2n —1 kayan nokta oldugunu yukarida sdylemistik. Boylece y ’ nin her
bir elemaninin hesaplanmasinda 2n—1 tane kayan nokta vardir. y € R” yani y’ nin
m eleman1 oldugundan 4 matrisi ve x vektoriiniin ¢arpimi i¢in (2n—1)m tane
kayan nokta olur. Cok biiyilk » degerleri i¢cin A4 matrisi ve x vektoriiniin
carpiminda yaklasik olarak 2nm kayan nokta vardir (Boyd ve Vandenberghe, 2004).

2 o 15%9 . .« . v ee ee .« .
Ornegin; 4e R ve x € R’ ise 0 zaman A matrisi ve x vektoriiniin ¢arpimi igin

(2n—1)m=(2.9-1)15=255

kayan nokta vardir.
Buradaki A4 matrisi ve x vektoriinlin baz1 6zel durumlar1 i¢in matris-vektor
carpimindaki kayan noktalar sdyledir (Boyd ve Vandenberghe, 2004):
e m=n ve A koOsegen matris olmak lizere 4 matrisi ve x vektoriiniin
carpimi n kayan noktadir.
e m=n ve A alt liggensel matris olmak ilizere 4 matrisi ve x vektoriiniin
carpimi n° kayan noktadir.
¢ A4 matrisinin elemanlarinda sifirlar cok ve A4 matrisinin N elemani sifirdan

farkli ise 4 matrisi ve x vektoriiniin carpimi i¢cin 2N tane kayan nokta vardir.

2.6.3. Matris-matris ¢arpimi

AeR™" ve BeR"™” olan iki matris olsun. O zaman, 4 matrisi ve B matrisinin

carpiminda (C = AB”’ de);
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C’ nin her bir eleman1 hesaplanirken R"’ de i¢ ¢arpim yapilir ve R"’ de bir i¢
carpiminda 2n—1 kayan nokta oldugundan yukarida bahsetmistik. C € R™” yani
C’ nin mp elemani oldugundan A matrisi ve B matrisinin ¢arpimi i¢in (Zn—l)mp

kayan nokta vardir. Cok biiyiikk n degerleri i¢in A4 matrisi ve x vektoriiniin

carpiminda yaklasik olarak 2nmp kayan nokta olur (Boyd ve Vandenberghe, 2004).

2.6.4. Bir matrisin tersi

A e R™ olan bir matris olsun.

Naive Gaussian eliminasyonu kullanilarak 4 matrisinin tersinin bulunmasi i¢in

tane kayan nokta olur (Trahan vd., 2006).
Eger A matrisinin tersi LU ayristirmasi kullanilarak hesaplanirsa o zaman A4

matrisinin tersinin bulunmasi i¢in

5n 3n® 4’
6 2 3

kayan nokta vardir (Trahan vd., 2006).

Ornegin;

n=10 igin yani 4eR'*" tipinde bir matris olsun. O zaman,

Naive Gaussian eliminasyonu kullanilarak 4 matrisinin tersinin hesaplanmasinda
n o, on 10° 10*

—+n -|——:——-|-103 +—=4300
3 3 3 3

kayan nokta olur.

LU ayristirmasi kullanilarak 4 matrisinin tersinin hesaplanmasin i¢in

5n 3n® 4’ 510 3.10> 4.10°
-——+ + =— + +
6 2 3 6 2 3

=1475
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kayan nokta vardir.

2.6.5. Gauss eliminasyon

AeR™" olan bir matris ve b=|  |eR" olan bir vektor olsun. O zaman Gaus

b

m

eliminasyon kullanilarak Ax = b sistemi ¢oziiliirse toplam

kayan nokta olur (Higham, 2002).

2.7. Karmasiklik (Complexity)

Bir metodun karmasikligin1 tahmin etmek icin ilk olarak problemin boyutlarinin
polinom fonksiyonu olarak kayan noktalarin sayisi ifade edilir. Daha sonra ayni
dereceye sahip olan kuvvetler sadelestirilir ve metodun karmasikligi polinomun en

ylksek derecesi olarak belirlenir (Boyd ve Vandenberghe, 2004).

23



3. MATERYAL VE YONTEM

Onceki c¢aligmalarda bircok adi diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel
denklemler ve onlarin sistemlerinin niimerik ¢oziimleri i¢in Bessel siralama metodu
uygulandi. Ornegin, Fredholm integro-diferansiyel-fark denklemleri (Sahin vd.,
2011a), diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemleri (Yiizbasi, 2009), Volterra
integral denklemlerin sistemleri (Sahin vd., 2011b) ve pantograph denklemleri
(Yiizbas1 vd., 2012) ¢6zmek icin Bessel siralama metodu kullanildi. Adi diferansiyel,

integral and integro-diferansiyel denklemler i¢in Bessel siralam metodu uygulanarak,

y(x) = zan"]”l (x)

kesilmis Bessel seri formunda yaklasik coziimler elde edilir. Burada, a,;

n=0,..., N’ ler bilinmeyen Bessel katsayilar1 ve J, (x), (n=0,L,...,N)’ ler

HNZ_WH k 2k+n
-y D (x
7= 2, W(Ej el 0=xse

ile taniml1 birinci tip Bessel fonksiyonlaridir.

Fakat bu zamana kadar kismi diferansiyel denklemler i¢in Bessel siralama metodu
uygulanmadi. Bu ¢alismamizda biz Bessel siralama metodunu bazi kismi diferansiyel
denklem problemleri i¢in gelistirerek uygulayacagiz. Ayrica, Tau metodu igin rezidiiel
hata tahmini (Shahmorad, 2005) ve rezidiiel diizeltme metodu (Oliveira, 1980; Celik,
2006) kullanilarak, metot icin etkili bir hata tahmini sunacagiz. Bu hata fonksiyonu

yardimiyla Bessel polinom ¢dziimlerini iyilestirecegiz.
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3.1. Neuman, Dirichlet ve Integral Kosullar1 Altinda Dalga Denkleminin

Yaklasik Coziimii icin Bessel Siralama Metodu

Bu kisimda, (Dehghan, 2005; Yousefi vd., 2010)’ de ele alinan

2 2

ou Ou
- =q(x,t),0<x<l, 0<t<T, 3.1
peaiewea (CL R 3.1
dalga denklemini
u(x,0)= fi(x), 0<x</, (3.2)
u(0,t)=g,(t), 0<t<T, (3.3)

Dirichlet sinir kosullari,

u,(x,0)= f2(x), 0<x</, (3.4)

Neumann sinir kosulu ve

Iu(x,t)dngz(t), 0<t<T, (3.5)

0

lineer olmayan (nonlocal) integral kosulu ile alacagiz ve bu problemin Birinci tiir

Bessel fonksiyonlarini temel alan yaklasik ¢oziimlerini elde etmek ig¢in Bessel

siralama ydntemini uygulayacagiz. Burada, (x,7) €[0,/]x[0,T] i¢in ¢, f,, f,, g, ve
g, tamiml fonksiyonlar.

Simdi bu problem i¢in yontemi uygulayarak,

u(x,t)= ﬁ: i a, J,(x,t) (3.6)

r=0 s=0

kesilmis Bessel seri formunda yaklasik c¢oziimler bulacagiz. Burada, a,;

r,s =0,..., N’ ler bilinmeyen Bessel katsayilari,
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Jos(x,1) = J,.(x)J (1)

ve J (x), (n=0,1,...,N) ‘ler

ex P

1= 2 e

¥ 2k+n
(E) ,neN, 0<x<w

ile taniml1 birinci tip Bessel fonksiyonlaridir.

3.1.1. Dalga denklemi i¢in temel matris bagintilari

(3.1) ile ifade edilen dalga denkleminin (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) kosullar altinda
(3.6) formunda yaklasik ¢oziimiinii elde etmek igin, bilinmeyen Bessel katsayilarinin
bulunmasi gerekmektedir. Bu amag¢ i¢in ilk olarak (3.1) denklemindeki terimlerin

matris formlari olusturulmalidir. i1k olarak, (3.6) ile verilen ¢dziim

u(x,t)=J(x)Q()A (3.7)

olarak matris formunda yazilabilir. Burada,

Jo)y 0 - 0
0 J@ - 0
ID=[h@ S @y, QO=| g T

0 0 0 JO

(N+D)x(N+1)?
ve
T
A:I:ao,o Ay, = oy Qg G 0 Gyttt Ay dyy ot aN,N]'

Ayrica, birinci tip Bessel fonksiyonlari

J(x) = X(x)D” (3.8)

olarak matris formunda ifade edilebilir (Yiizbasi, 2009; Sahin vd., 2011a; Sahin vd.,
2011b, Yiizbas1 vd., 2012). Burada,

26



X(x)=[1 x ¥’

ve N tek ise,

-1
1 0 -1 -1 ? 0
01012° 111122 N—lj, N=1) va
2 JU 2 )
N-1
1 0 (_1) 2
012! N-1) N+ oy
2 2
D= 3
1 -1
0 i D 0
01212 (N—3 [N,
2 )L 2 )
1
0 0 0 — 0
0N -1)12
1
0 0 0 0 —
0IN12
N cift ise,
N
1 -1 . (-1)2
01012° 11122 N[N v
2)\2)
N2
o (D * 0
o112’ (N—2j!(Nj!2N1
2 2
D= N2
1 -1 ?
0 o — 0
01212 [N—Z ' N+2j'2N
2 )\ 2
1
01N =112
1
0 0 0 0 -
0IN12

flaveten, X(x) ve onun X" (x) ve X®(x) tiirevleri arasinda iliski
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XP(x)=X(x)C ve X?(x)=X(x)C (3.9)

seklindedir (Yiizbasi, 2009; Sahin vd., 2011a; Sahin vd., 2011b, Yiizbast vd., 2012).

Burada,
0 1 0 - 0]
0 0 2 0
C= :
0 0 0
10 0 0 0

(3.8) ve (3.9) iliskileri kullanilarak,

JO(x) = X(x)CD" ve J¥(x)=X(x)C’D". (3.10)

matris iliskilerini elde ederiz.

(3.8) denkleminde D’ matrisi tersinir oldugu igin,

X(x)=J(x)(D")™ (3.11)

yazilabilir. (3.11) iliskisi (3.10)’ da verilen iliskilerde yerine konularak,

JOX)=J(x)P ve J?(x) = J(x)P* (3.12)

matris formlar: elde edilir. Burada,

P =(D")'C'D", k=1,2.

Benzer sekilde, Q(¢) ve onun Q(l)(t) ve Q(Z)(t) tiirevleri arasinda iliski
Q") =Q(®P ve Q¥(1)=Q()P* (3.13)

olur. Burada,
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00-P

(N+1)2x(N+1)?

3.1.2. Neuman, Dirichlet ve integral kosullar1 icin matris bagintilar:

Bu kisimda, (3.2)-(3.3) Dirichlet siir kosullarinin, (3.4) Neumann siir kosulunun
ve (3.5) lineer olmayan (nonlocal) integral kosulunun matris formlarini
olusturacagiz. ilk olarak, (3.2) Dirichlet sinir kosulunun matris formunu bulmak igin,

¢oziim fonksiyonunun (3.7) matris formunda ¢ yerine 0 yazdigimizda

u(x,0) = J(x)Q(0)A=f;(x), 0<x<I (3.14)

matris formunu elde ederiz.
Benzer sekilde, (3.7) ¢6ziim fonksiyonunda x yerine 0 yazildiginda
u(0,1) =J(0)Q(H)A=g,(¢), 0<t<T, (3.15)

matris formuna sahip oluruz.

(3.4) Neumann siir kosulunun matris formunu bulmak i¢in, ilk olarak (3.7) ¢oziim
fonksiyonunun ¢’ ye gore birinci mertebe kismi tiirevinin matris formunu bulalim.

(3.7) ¢oziim fonksiyonunun ¢’ ye gore birinci mertebe kismi tiirevi
u,(x,6) = J(x)Q" (HA

olur ve (3.13) iliskisi kullanilarak,

u,(x,1) = J(x)Q()PA (3.16)

biciminde daha agik olarak ifade edilebilir. Boylece, (3.16) denkleminde ¢ yerine 0

yazilarak, (3.4) baslangi¢ kosulunun matris formu

1, (x,0)=J(x)Q(0)PA = f,(x), a<x<h (3.17)
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olarak elde edilir.

Son olarak, (3.5) lineer olmayan integral kosulunun matris formunu bulalim. Bu

amag i¢in, (3.7) matris formu (3.5) kosulunun sol tarafinda yerine yerlestirilir ve

J.J(x)Q(t)Adx = { j J(x)dx}Q(t)A = {J.X(x)dx} D'Q()A, 0<t<T

matris formu elde edilir. Boylece,
2 3 N+l
L=y L !
2 3 N+1

olmak tizere (3.5) kosulunun matris formu

LD'Q(H))A=g,(t), 0<t<T (3.18)

olarak elde edilir.

3.1.3. Dalga denklemi problemi i¢cin ¢6ziim yontemi

Oncelikle, (3.1) denklemindeki u,.(x,¢) ve u,(x,t) terimlerinin matris formlarim

olusturalim. (3.7) ¢oziim fonksiyonunun x’ e gore ikinci mertebe kismi tiirevinin

matris formu
e (x,7) = J? (V)Q(HA
dir ve burada, (3.12) iliskisi kullanilarak,

U, (x,0) = J(x)P’Q(H) A (3.19)

elde edilir.

Benzer sekilde, (3.13) iliskisi kullanilarak, (3.7) ¢6ziim fonksiyonunun ¢’ ye gore

ikinci mertebe kismi tiirevinin matris formu

u, (x,1) = J(x)Q™ (A
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=J(x)Q(+)P’A

olarak bulunur.

(3.19) ve (3.20) matris formlar1 (3.1) denkleminde yerine konularak,

{JQOP? - I()PQ(1)| A=¢(x,1)

matris denklemi elde edilir. Kisaca, (3.21) denklemini

W(x,0)A=¢q(x,t)

olarak ifade edebiliriz. Burada,

W(x, 1) =[wmy ]Mmz =J(x)Q()P* —J(x)P*Q(¢), k=0,1,....(N +1)*.

0<x</ ve 0<t<T olmak iizere,
X, =—1I t—z' i=0,1,..,N, j=0,1....N
i N 2 j NJ’ bt ’J b A
ile tanimli siralama noktalarini (3.22) denkleminde kullanarak,

W(x,,tj)A=q(x,,t]), i=0,1,...,N, j=0,l,...,N

matris denklemlerin bir sistemini elde ederiz ve bu sistem

WA=Q ya da [W;Q]

olarak kisaca yazilabilir. O zaman,

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

W=[“(X0J0)“()Q)J1)' - W00, 2v) WU, 20) WG, ) - WM, 2 ) - - WM ) WG, 1)+ WxN:tN)]T(NH)z)(NH)z 5

T
A= [ao,o oy Aoy Qi Gy iy Ay Ay * 'aN,N] (N4

Ve
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Q=[q(x0, %) g(%0,1)*--q(x0, 1) q(%,16) G, 1) (%, 1)+ -G% 1) G, 1) - -q(xN,tN)]T(NH)zx, :

(3.2)-(3.5) kosullarina karsilik gelen (3.14), (3.15), (3.17) ve (3.18) matris

iliskilerinde (3.23) siralama noktalar1 kullanilarak

UA=[F] yada [U;F],
UA=[F,] yada | GiF, |,
VA=[G,] yada [V;G|],
VA=[G,]yada [V;G,],

matris formlar: elde edilir. Burada,

vu=[u, U, - U], U0=[0, T, - U, ].,v=[V, V,

V[V, Vi o V]LR=[f0) A o AT

E=[f() L) - fix)], G=[gat) &)

T . .
G2 =[g2(to) gz(tl) gz(tN)] s ZZO,I,...,N, ]:Oala"-9N9

Ui:J(xi)Q(O):[uil U, Uy ... ui(N+1)z:|’
[_Ji:J(xi)Q(O)f):[l’_lil Uy Uiy - L_’i<N+1)Z}’

Vj:J(O)Q(fj)=[Vj1 Vi Vis e Vj(NH)Z}

Ve
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

\A

@],



—_— T | = _— - 3,
\]j:LDQ(tj)_[vjl Via0 Vs oo Vj(NH)Z]

(3.1) denkleminin (3.2)-(3.5) kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimiinii elde etmek igin,
(3.25) denklemindeki [W;Q] artirilmis matrisine kosullarin (3.26)-(3.29) artirilmis

matris formlariin eklenmesiyle

S

ey

N

Wi0]- (3.30)

()

g << cc
28>

2

yeni artirilmig matrisi elde edilir. Boylece bilinmeyen Bessel katsayilar matrisi

~\! =z
A=(W)
olarak elde edilir. Burada [\:V,(:)} arttirilmis matrisi, [W,Q] arttirilmis matrisine

Gauss eliminasyon uygulandiktan sonra sifir satirlar1 atilarak elde edilen matristir.
Matlab’ de (3.30) sisteminin ¢ozimi ‘A=W\Q’ komutu ile kolayca

hesaplanabilir.

Son olarak, belirlenen a,,; (7,5 =0,...,N) katsayilarin1 (3.6) denkleminde yerine

yerlestirerek

un (e =33, (x.0) (3.31)

r=0 s=0

yaklagik ¢oziimiinii elde ederiz.

3.1.4. Dalga denklemi problemi i¢in hata tahmini
Bu kesimde, Tau metodu igin rezidiiel hata tahmini (Shahmorad, 2005) ve rezidiiel

diizeltme metodu (Oliveira, 1980; Celik, 2006) kullanilarak, yontem i¢in etkili bir hata

tahmini sunulacaktir. ilk olarak, (3.1) denklemini
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2

ou 82u

Llu(x,0)]=q(x,t), Llu(x,t)]=————, 0<x<[, 0<t<T, (3.32)
ot ox
olarak ifade edebiliriz. Burada, L : lineer operator.
Bizim metot i¢in,
Ry (x,8) = Lluy (x,0)] = q(x,1) (3.33)

rezidiiel fonksiyonunu ele alalim. Burada, u,(x,7): (3.1) denkleminin (3.31) ile

verilen yaklasik ¢ozlimiinii gosterir. Boylece, u, (x,?),

2 2
Ouy Ouy_ g(x,0)+ R, (x,1) (3.34)

L[MN(XJ)]Z? pwe

denklemini ve

uy(x,0) = fi(x), un,(x,0) = f2(x), 0<x </,

’ (3.35)
uy (0,6)= (1), [un(x,t)dx=gy(t), 0<t<T.

kosullarini saglar.

u(x,t): (3.1)-(3.5) probleminin tam ¢ézliimii olmak {izere,

ey (x,f) =u(x, )~ (x, 1) (3:36)
olarak hata fonksiyonunu tanimlayalim.
(3.1)-(3.5) denklemleri ve (3.34)-(3.35) denklemleri araciligiyla,

Lley (x,1)] = L[u(x, 0]~ Lluy (x,0)] = —Ry (x,1)

hata diferansiyel denklemini ve

ey(x,0)=0, ey, (x,0)=0, 0<x <1,

’ (3.37)
en(0,)=0, jeN(x,z)dxzo, 0<t<T

0
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homojen kosullarini elde ederiz.

Acik olarak,
2 2
oe, Oe,
- =—R,(x,?),
or o v (et)
ey(x,0)=0, e, (x,0)=0, 0<x</, (3.38)

!
ey(0,1)=0, IeN(x,t)dx:O, 0<t<T

0

hata problemini elde etmis oluruz.

Biz, (3.2)-(3.5) ve (3.35) homojen olmayan kosullarin1 kullanarak (3.37) homojen

kosullarimi elde ettigimizi not ediyoruz.

Béliim (3.1.3)’ de sunulan yontem ile (3.38) problemini ¢ozerek, e, (x,?) hata
fonksiyonu i¢in ey, (x,f) hata yaklasimini elde ederiz. Burada, M : hata

probleminin Bessel polinom ¢éziimii elde edilirken kullanilan kesme sinirin1 gosterir.

Hata probleminin ¢6ziimili i¢in metodu uygularken, orijinal problemin ¢&ziimiinii

elde ederken kullandigimiz matrislerde sadece degisecek olanlar ¢(x,7) yerine

—R, (x,t) ve kosullarin sag taraflarini sifir almaktir.

Sonug¢ olarak, eger problemin tam ¢ozimii bilinmiyorsa, o zaman e, , (x,?)

yaklagimi kullanilarak hata fonksiyonu tahmin edilebilir.

Diger taraftan, eger problemin tam ¢6zlimii biliniyor ve u(x,t) ise o zaman metodun

etkinligi ve giivenilirligi,
T 12
L, =|u(x.0)—uy (x.0)], =U [ () =u, (x0)) dxdr]
00

A%~

L, = ||u(x, t)—u,(x,t)

|w =max{|u(x,t)—uN(x,t) , 0<x<, OSIST}.

hatalar ile de test edilebilir.
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3.1.5. Dalga denklemi probleminin ¢oziimlerinin iyilestirilmesi

Bu kesimde, (3.1)-(3.5) dalga denklemi probleminin (3.31) yaklasik ¢oziimleri
rezidiiel hata fonksiyonu tahmini araciligiyla iyilestirilecek. Bu iyilestirme

yapilirken, ilk olarak, boliim (3.1.4)’ de sunulan prosediir takip edilerek e, (x,?) hata
fonksiyonu i¢in ey, (x,7) yaklasgimi elde edilir. Daha sonra, (3.31) ile bu hata

fonksiyonunun yaklasimi toplanarak,

Uy (X,0) =uy (x,1) +ey iy (x,1)

iyilestirilmis yaklasik ¢oziimii elde edilir. Burada, N : orijinal problemin (3.31)
yaklagik ¢oziimii elde edilirken kullanilan kesme sinirini gosterir ve M : hata
fonksiyonu icin Bessel polinom yaklasimi elde edilirken kullanilan kesme sinirini

gosterir. lyilestirme yapilirken M > N segilirse daha iyi ¢oziimler elde edilebilir.

3.2. Neuman, Dirichlet ve Robin Kosullari Altinda Genel Formda ikinci
Mertebe Lineer Kismi Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik Coziimleri icin

Bessel Siralama Metodu

Bu kesimde,

2 2 2

ou ou ou ou ou
A(x,t)—+ B(x,t)—+ C(x,t)—+ D(x,t)—+ E(x,t)—+ F(x,H)u =G(x,t), (3.39
(x,7) P (x,7) on (x,7) v (x,7) o (x,7) o (x,)u=G(x,1), (3.39)

ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denkleminin

u(x,d)= fi(x), a<x<b, p=c yada ¢=d, (3.40)
u(p,t)=g(t), c<t<d,p=ayada p=5b, (3.41)
Dirichlet sinir kosullart,

Z—u(go,t):gz(t),cﬁtgd,(p=a yada ¢=b, (3.42)
n
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Neumann sinir kosulu ve

W(x,y)+ﬂ%(x,n):f2(x), a<x<b,u=cyada u=d,n=cyada n=d (3.43)

Robin sinir kosulu altinda Bessel polinom c¢oziimlerini elde etmek icin Bessel

siralama metodunu uygulayacagiz. Burada, (x,t)e[a,b]x[c,d ] icin A, B, C, D,
E, F,G, f. f, g ve g, tanml fonksiyonlar. n ve n: 0Q smir igin birim

normal vektorler ve ayrica normal tiirev asagidaki gibi tanimlhidir:

M (x.t) = Vu(x, 1),
on

burada, V : gradyan vektori gosterir ve -’ ile i¢ carpim gosterilir.

Onerilen metodu (3.39)-(3.43) problemi i¢in uygulayarak (3.6) formunda yaklasik

cozlimler elde edecegiz.

3.2.1. Genel formda ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem i¢in temel

matris bagintilar

Bu kisimda, (3.6) yaklasik ¢6ziimiin matris formu olan (3.7) denklemi araciligiyla
(3.39) denklemindeki u,(x,2), u,(x,t), u.(x,2), u,(x,t) ve u,(x,t) terimlerinin

matris formlarini olusturacagiz.

(3.12) denklemi kullanilarak, (3.7) ¢6ziim fonksiyonunun x’ e gore birinci mertebe

kismi tiirevinin matris formu

u,(x,0) =J(x)PQ(H)A (3.44)

olarak elde edilir.

(3.7) ¢ozlim fonksiyonunun ¢’ ye gore birinci mertebe kismi tiirevinin matris formu

(3.16)’ da

u,(x,1) = J(x)Q()PA (3.45)
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seklinde bulunmustu.

(3.7) ¢oziim fonksiyonunun x’ e ve t’ ye gore ikinci mertebe kismi tiirevlerinin

matris formlari sirastyla (3.19) ve (3.20) denklemlerinde

1 (x,0) = J(X)P’Q(1A (3.46)
ve

u, (x,1) =J(x)Q(£)P’A (3.47)
olarak bulunmustu.

(3.13) iliskisi araciligiyla, (3.44) denkleminin ¢’ ye gore birinci mertebe kismi

tirevinin matris formu

u, (x,1) =J(x)PQ(r)PA (3.48)

olur.

3.2.2. Neuman, Dirichlet ve Robin kosullari icin matris bagintilar:

Bu kisimda, (3.40)-(3.43) kosullarinin matris formlarini olusturacagiz.
Ik olarak, (3.40) kosulu icin (3.7) matris formunda ¢ yerine ¢ yazarak,

u(x,9) = J(x)Q(AA = fi(x) (3.49)

matris iliskisi elde edilir.

Benzer sekilde, (3.41) kosulu i¢in (3.7) matris formunda x yerine ¢ yazarak,
u(p,1) =J(@P)Q(NA =g (1) (3.50)

matris denklemine sahip oluruz.

(3.42) ile verilen Neumann sinir kosulunun matris formunu elde etmek i¢in ilk olarak

bu kosulu ac¢ik olarak
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n o)+ m, o) = g, (1), c<i<d (3.51)
ox ot

seklinde yazalim. Burada,

%(x,t):Vu(x,t)-n ve n=(n,n,).

(3.44) ve (3.45)’ de x yerine ¢ konularak,
Uy (p,1) = J(@)PQ(HA
ve

u (p,1) = J()Q(t)PA

matris iligkileri elde edilir. Bdylece, bu matris denklemleri (3.51) denkleminde yerine

yerlestirilerek,

{mI(@)PQ) I (p)Q()P} A=g, (1) (3.52)

matris formu elde edilir.

Benzer sekilde, n=(7,7n,) ve g—ﬁ(x, t)=Vu(x,t)-n kullanilarak (3.43) ile verilen
n

Robin sinir kosulu kisaca

au(x,,u)+,6’(ﬁl a—u(x,77)+772 6—u(x,ﬂ)j =f,(x),a<x<bh, (3.53)
Ox ot

olarak yazilir.

(3.7)’ de t yerine u yazilarak ve (3.44) ve (3.45)’ de ¢ yerine 7 konularak,

u(x, 1) =J()Q(WA,

u.(x,7)=J(x)PQ(MA

Ve
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u,(x,17) = J(x)Q(17)PA
matris iligkilerine sahip oluruz ve bu matris iligkileri (3.53)’ de yerine konularak

{23 (0)Q(u)+ B(7I(X)PQ(7) + I (x)Q(NP )} A = () (3.54)
matris formunu elde ederiz.

3.2.3. Problem i¢in ¢oziim yontemi

Bu kisimda, (3.39) ile verilen ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denkleminin
(3.40)-(3.43) kosullart ile birlikte (3.6) formunda yaklasik ¢ozlimiinii elde etmek i¢in

metodu uygulayacagiz.

Oncelikle, (3.7) ve (3.44)-(3.48) matris formlarmi (3.39) denkleminde yerine

yazarak,

W(x,0)A = G(x,1) (3.55)

elde ederiz. Burada,

W(x,t) = A(x, 1) I (x)P*Q() + B(x, ) (x) PQ(£)P + C(x,)J (x)Q(t)P* + D(x, t)J (x)PQ(¢)
+ E(x,0)J(x)Q(t)P + F(x,1)J (x)Q(?).

a<x<b ve c<t<d olmak iizere,
x:a+Mz’, (d_c)j,

. t=c+—>=" i=0,1...,N, j=01..N, (3.56
, N ; N J (3.56)

ile tanimli siralama noktalari (3.55) denkleminde yerlestirilerek,

W(x,,tj)A=G(x,,t]), i=0,1,...,N, j=0,1,...,N,

olarak matris denklemlerin bir sistemi elde edilir.

W= W0t,5) Wt ) - W0 ) WO 0) WG, ) W6, ) - W5) WEG8) - WN,80)]
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T
A= [ao,o Qo "oy Qo "Gy "Ano Ay *° 'aN,N] (N4l
%~

G=[Gl%,) Gt - Gl t) Gl 10) G, 0) - Gl )+ Glos) Gt )+ Gl

olmak {izere, yukaridaki sistem

WA=G yada [W;G] (3.57)

olarak kisaca ifade edilebilir.

Simdi (3.40)-(3.43) kosullarinin temel matris formlarmi olusturmak igin (3.56)
siralama noktalarii (3.49), (3.50), (3.52) ve (3.54) matris denklemlerinde yerine
koyarak,

u(x, ) =J(x)Q(PA = fi(x),i=0,1,....,.N,
u(p,1)) = J@QUNA=2(t;), j=0,1,..,N,
{(nI(@PQ) I (P)Q(t)P} A=g,(t)), j=0.1,....N
ve
{@(x)Q() + B(7I(x)PQU + I ()QUNP)} A = f5(x), i =0,1,..., N

sistemlerini elde ederiz.

Kisaca, yukaridaki sistemleri sirasiyla asagidaki gibi

UA =[F ] yada [U;F], (3.58)
UA=[F,] yada | G:F, |, (3.59)
VA=[G | yada [V;G,], (3.60)
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VA=[G,]yada [V:G, | (3.61)

matris formlarinda yazabiliriz. Burada,

v=[u, v, - U, 0=[T, T - UN]T,V:[VO v, - v,T,
V=l Vo V]LE=[AG) fe) o A)]
F=[Ax) L&) - A, G=[g@) @) -~ &@)],
G, =[e.(t) @) -~ )], i=01L..,N, j=0,l..,N,
U,.:J(x,.)Q(c)z[u,.1 Uy sy o ou (w},

U, = ad (x)Q(d) + B(AI (x)PQUC) + I (x)QOP) = [ & Ty 2 Ty 5 .. T, oy |
V/.:J(a)Q(tj)=[vj1 Vi Vs e v (Mz},

\_]_,' = nlJ(a)PQ(tj)+n2J(a)Q(t_,)I_’ = [‘7/ 1Vi2Vj3.. Vj (N+1)2:' .

(3.39) denkleminin (3.40)-(3.43) kosullar1 altinda yaklasik ¢6ziimiinii bulmak igin,
(3.57) denklemindeki [W;G] artirllmig matrisine kosullarin (3.58)-(3.61) artirilmis

matris formlariin eklenmesiyle

U ; K
U ; F
[W:G|=|V : G, (3.62)
V ; G,
W G

yeni artiritlmig matrisi elde edilir. Son olarak, bu sistem ¢oziilerek bilinmeyen Bessel

katsayilar matrisi
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A= (w)1 G (3.63)

olarak elde edilir. Burada [V:V,(:}} artirilmis matrisi, [W,é] artirilmis matrisine

Gauss eliminasyon uygulandiktan sonra sifir satirlar1 atilarak elde edilen matristir.

Matlab’ de (3.62) sisteminin ¢6ziimii ‘A =W\ G’ komutu ile kolayca bulunabilir.

Son olarak, belirlenen a.,; (r,s =0,...,N) katsayilar1 (3.6) denkleminde yerine

yerlestirilerek yaklasik ¢6zliim elde edilir.

3.2.4. Hata tahmini

Bu kisimda, boliim (3.2.1)° de dalga denklem problemi i¢in sunulan hata tahmini
yontemi Neuman, Dirichlet ve Robin kosullu genel formdaki ikinci mertebe lineer
kismi diferansiyel denklem problemi i¢in kullanilacak.

Oncelikle, (3.39) denklemini

Llu(x,t)]=G(x,t), a<x<b,c<t<d

olarak yazalim. Burada, L : lineer operator ve

2 2 2

ou ou ou
+ B(x,t)—+ C(x,t
ox’ (= )azax (x )az2

Llu(x,t)]= A(x,t) + D(x, t)g—u+ E(x, t)Z—L;+ F(x,t)u.
X

uy (x,t): (3.39) denkleminin Bessel polinom ¢6ziimiinii gostermek tizere, bu problem

i¢cin bizim metodun rezidiiel fonksiyonu
Ry, (x,1) = L (x,)] - G(x,1) (3.64)

olur. Boylece, u, (x,?),

Lluy (x,0)]= G(x,)+ R, (x,1) (3.65)

denklemini,
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MN(X,¢):ﬁ(X), anSb, ¢:C yada ¢:da
uy(p,t)=g(t), c<t<d, p=ayada @p=5b,

Dirichlet sinir kosullarini,
ou,,
8—(¢,t)=g2(t), c<t<d,p=ayada ¢p=b,
n

Neumann sinir kosulunu ve

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(wN(x,y)+ﬂ%(x,77):f2(x), a<x<b,u=cyada yu=d,n=cyadan=d (3.69)

Robin sinir kosulunu saglar.

u(x,t):(3.39)-(3.43) probleminin tam ¢6zliimii olmak {izere,
eN(-xa t) = u(x, t) —MN(.X, t)

olarak hata fonksiyonunu tanimlayalim.

Boylece, (3.40)-(3.43) ve (3.66)-(3.69) homojen olmayan kosullari

€N(X,¢)=O, aeN(xnu)—i_ﬂaaiiv(xan):O’ ClS}CSb,
n

€N((0,t)20, aﬂ(¢:t):09 CStSd
on

homojen kosullarina indirgenir.

(3.39) ve (3.65) denklemlerinden,

Lley (x,1)] = Llu(x,t)]— Lluy (x,1)] = =R, (x,1)

(3.70)

(3.71)

hata diferansiyel denklemini elde ederiz. A¢ik olarak, hata diferansiyel denklemi

2 2 2

oe de oe
A, H)—2 +B(x,H) —X +C(x,t)—X
(o) — 2+ B0s )+ o) —

44
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olur.
Bolim (3.2.3)’ de sunulan yontem ile (3.71) Dirichlet, Neumann ve Robin sinir

kosullar1 altinda (3.72) hata diferansiyel denklemi c¢oziilerek, e, (x,f) hata
fonksiyonu i¢in e, ,,(x,¢) hata yaklagimi elde edilir. Burada, M : hata probleminin

Bessel polinom ¢6ziimii elde edilirken kullanilan kesme sinirin1 gosterir.

Hata probleminin Bessel polinom ¢6ziimii bulunurken, orijinal problemin ¢éziimiinii

elde ederken kullandigimiz matrislerde G(x,¢) yerine —R, (x,¢) ve kosullarin sag

taraflarini sifir alarak hesaplanacagini not ediyoruz. Yani, orijinal problemin ¢6ziimii

icin kullanilan bilgisayar programi hata problemi i¢inde kullanilabilir.

Sonug olarak, eger problemin tam ¢Ozimii bilinmiyorsa, o zaman ey, (x,?)

yaklagimi ile hata fonksiyonu i¢in etkili bir tahmin yapilabilir.

3.2.5. Coziimlerin iyilestirilmesi

Bu kesimde, (3.39)-(3.43) Dirichlet, Neumann ve Robin sinir kosullu ikinci mertebe
lineer kismi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom ¢o6ziimleri rezidiiel
hata fonksiyonu tahmini araciligryla iyilestirilecek. Bu iyilestirme yapilirken, ilk

olarak, bolim (3.2.4)’ de sunulan hata fonksiyonu tahmini ile e,(x,#) hata
fonksiyonu igin ey, (x,#) yaklasim elde edilir. Daha sonra, bu hata fonksiyonu

yaklagimi ile boliim (3.2.3)’ de elde edilen Bessel polinom ¢6ziimii toplanarak,

Uy (X, 1) =uy (x,8) + ey (x,1)

lyilestirilmis yaklagik ¢oziimi elde edilir. Burada, e, , (x,7): hata probleminin

Bessel polinom ¢oziimii, N : orijinal problemin Bessel polinom c¢oziimii elde
edilirken kullanilan kesme sinir1 ve M : hata fonksiyonu ic¢in Bessel polinom
yaklagimi elde edilirken kullanilan kesme siniridir. Coziimler iyilestirilirken, M > N

secilirse daha iyi ¢oziimler elde edilebilir.
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3.3. Baslangic ve Simir Kosullar1 Altinda Genel Formda iIkinci Mertebe Lineer
Kismi Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik Coziimleri icin Bessel Siralama

Metodu
Bu kesimde, a <x<b ve c<t<d olmak lizere,
o o o o o
u u u u u
A(x,t)—+ B(x,t) — + C(x,t)—+ D(x,t)— + E(x,t) — + F (x,t)u = G(x,t), (3.73
()8x2 ()atax ()at2 ()ax ()az (x,7) (x,1), (3.73)

ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklemini

u(x,c)= fi(x), a<x<b, (3.74)
U _ ). a<x<b, (3.75)
ot
baslangi¢ kosullar1 ve
u(a,t)y=g(t), c<t<d, (3.76)
u(b,t)=g,(), c<t<d (3.77)

sinir kosullari ile ele aliyoruz. Burada, (x,?) e[a,b]x[c,d] icin A4, B, C, D, E,

F,G, f, f,, g ve g, tammh fonksiyonlar.

Bu problemin (3.6) formunda Bessel polinom ¢dziimlerini elde etmek i¢in Bessel

siralama metodunu uygulayacagiz.

3.3.1. Baslangi¢ ve sinir kosullari icin matris bagintilari

Bu kesimde, (3.74)-(3.77) kosullarinin matris formlarini olusturacagiz.

(3.74) kosulunun matris formu (3.49)’ dan

u(x,c) =J(x)Q(c)A = fi(x) (3.78)
olarak yazilir.
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(3.75) kosulunun matris formu i¢in (3.45)’ de ¢ yerine ¢ yazilarak,
u,(x,¢) = J(x)Q(c)PA=S;(x) (3.79)

elde edilir.

(3.76) ve (3.77) ile verilen sinir kosullarinin matris formlari i¢in (3.7) denkleminde

x yerine sirayla a ve b yazilarak,
ua,1)=J(@)Q()A = g (1) (3.80)
ve

u(b,) = J(D)Q(1)A = g, (1) (3.81)

matris formlarmi elde ederiz.

3.3.2. Problem i¢in ¢6ziim yontemi

Bu kisimda, (3.73) ile verilen ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denkleminin
(3.74)-(3.77) sinir kosullar ile birlikte (3.6) formunda yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek

icin yontemi uygulayacagiz.

(3.7) ve (3.44)-(3.48) matris formlar1 (3.39) denkleminde yerine yazilarak ve (3.56)
siralama noktalar1 kullanilarak, genel formdaki ikinci mertebe lineer kismi

diferansiyel denklem i¢in (3.57)’ de

WA=G yada [W;G] (3.82)

sistemi elde edilmisti. Burada,

T
W=[W-Xbat0)“('xbatl) ' W‘Xb:tN)wxlatO)“()qatl) ’ leatN) ' WxNatO)waatl)' ’ WxNatN)] (NHLYPX(NH) 2
T
A= [ao,o Qo= "Qon ho iy~ iy Ayody; - 'aN,N] (V41

G=[G%) Gt -Gl t) Gl t0) G061+ G+ Gl ) Gst) -+ Gltst)] sy
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W(x, 1) = A(x,)J(x)P*Q(¢) + B(x,1)I (x)PQ(£)P + C(x,1)I (x)Q(¢)P*
+D(x,)J(X)PQ(t) + E(x,1)J(x)Q(t)P + F(x,1)J (x)Q(2).

Simdi, (3.74)-(3.77) simir kosullarinin temel matris formlarini olusturmak i¢in (3.56)

siralama noktalarini (3.78)-(3.81) matris denklemlerinde kullanarak,

u(x;,c)=J(x)Q(c)A = fi(x;) ,i=0,1,...,.N,

u,(x;,¢) =J(x)Q(c)PA=f>(x;) , i=0,1,...,N,

u(a,t;)=J3a)Q(t;)A=g(t;), j=0,1,...,N,

u(b,t;,)=J()Q(t,)A=g,(;), j=0,1,...,N

sistemlerine sahip oluruz ve bu sistemleri sirastyla

UA =[F,| yada [U;F], (3.83)
UA=[F,] yada [ U:F, |, (3.84)
VA =[G,] yada [V;G,], (3.85)
VA=[G,] yada [ V:G, | (3.86)

bigiminde matris formlarinda kisaca ifade edebiliriz. Burada,
[ — — — T T
u=[u, U, - U,],U0=[0, U, - U,].v=[V, V, - V],
— - = — T
V=[V, Vi = V] E=[f) A o AE@].
F=[f00) A& - AED] G=[g@) &@) — &),
GZ :[gz(to) gz(tl) gz(tN)]Ta i=0,1,...,N, j:()al)-"’N’

Ui:J(xi)Q(C)Z[u,»l Uy Uy - ui(N+1)2:|’
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[_ji:J(xl.)Q(C)l_)=[7f_‘,~1 Uy Uy . ZTli(N+1)2:|’

<

P2 Viy o e vJ,(NH)Z},

v, =3@Q() = v,

V,=30)Q) =[ 7,

<l
<l

(3.83)-(3.86) denklemleri (3.74)-(3.77) kosullarina karsilik gelen temel matris
denklemleridir.

(3.73) denkleminin (3.74)-(3.77) kosullar altinda Bessel polinom ¢6ziimiinii bulmak
icin, (3.82) denklemindeki [W;G] artirilmis matrisine kosullarin (3.83)-(3.86)

artirllmig matris formlarinin eklenmesiyle

U ; K
U ; F
[W:G|=|V : G,
vV ; G,
W G

yeni artirilmis matrisi elde edilir. Onceki béliimlerdeki gibi, bu sistem ¢oziilerek

bilinmeyen Bessel katsayilar1 hesaplanir ve belirlenen a,,; (7,5s=0,..,N)

katsayilar1 (3.6) denkleminde yerine yerlestirilerek yaklasik ¢6ziim elde edilir.

Baslangic ve smir kosullu kismi diferansiyel denklem problemleri (3.75) kosulu

yerine bazen
u(x,d)= fr(x), a<x<b (3.87)

baslangi¢ kosulu ile ele alinir.

Bu durumda yapilmasi gereken sadece (3.75) kosulunun matris formu olan (3.79)
yerine (3.87) kosulunun matris formu alinmasi gerekir. (3.87) kosulunu matris formu

(3.78) matris formunda ¢ — d yazilarak

u(x,d) =J()Q(d)A = fr(x)
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olarak bulunur.

Benzer sekilde, prosediir uygulanarak yaklasik ¢oziim elde edilir.

3.3.3. Hata tahmini

Bu kisimda, onceki boliimlerdeki problemler i¢in sunulan hata tahmini yontemini
baslangi¢c ve smir kosullu genel formdaki ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel

denklem problemi i¢in uygulayacagiz.

uy(x,t): (3.73) denkleminin Bessel polinom ¢6ziimii olmak tizere, (3.73)

formundaki lineer ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemin bizim metot i¢in

rezidiiel fonksiyonunun

R, (x,t) = Llu, (x,)] - G(x,t)

oldugunu (3.64)’ de sdylemistik. Burada, L : lineer operator ve

2 2 2

ou ou ou ou ou
L )] =A(x,t)—+ B(x,t) —+ C(x,t) — + D(x,t) —+ E(x,t) —+ F(x,t)u.
[u(x,0)] = A(x,1) P (x )8t8x (x,2) e (x,1) o (x,1) Py (x, )u

O zaman, u, (x,t),

Llu, (x,1)]= G(x,1)+ R, (x,1) (3.88)
denklemini,

uy(x,c)= fi(x), a<x<b, (3.89)

%:fzm, a<x<b, (3.90)

baslangi¢ kosullarini ve

uy(a,t)=g/(t), c<t<d, (3.91)

uy(b,t)=g,(t), c<t<d (3.92)
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sinir kosullarini saglar.

u(x,t): (3.73)-(3.77) probleminin tam ¢oziimii olmak iizere,

ey () =u(x,t)—uy(x,t) (3.93)

hata fonksiyonunu gostersin.

O zaman, (3.74)-(3.77) ve (3.89)-(3.92) homojen olmayan baglangic ve smir

kosullar1

Oey(x,c)
90 o q<x<b,
ot @= (3.94)

eyv(a,t)=0, ey(b,t)=0, c<t<d

eN(x,C) 209

homojen kosullarina indirgenir.

(3.73) ve (3.88) denklemlerinden,

Lley (x,1)] = L[u(x, 0]~ Lluy (x,0)] = ~Ry (x,1)

hata diferansiyel denklemi elde edilir. Agik olarak, hata diferansiyel denklemi

2 2 2
Je oe oe oe ce
AGx, ) — 4+ B(x, 1) —X +Clx, ) —X 4+ D(x,H) X + E(x, ) —X + F(x,0)e, =R, (x,t) (3.95
()axz ()atax ()atZD()ax ()& (r.0ey =R, (x,7) (3.95)
olur. Bdylece, (3.94) baslangic ve smir kosullar1 altinda (3.95) hata diferansiyel

denklemi (3.3.2)" de sunulan prosediir takip edilerek hata probleminin e, , (x,?)
Bessel polinom ¢oziimii elde edilir. Bu Beseel polinom c¢oziimii e, (x,¢) hata
fonksiyonuna bir yaklasimdir. Burada, M : hata probleminin Bessel polinom ¢6ziimii

elde edilirken kullanilan kesme sinirin1 gosterir.

Hata probleminin Bessel polinom c¢oziimii i¢in yontem uygulanirken, orijinal
problemin ¢6ziimiinii elde ederken kullandigimiz matrislerde sadece farkli olarak

G(x,t) yerine —R, (x,t) ve kosullarin sag taraflarini sifir almamiz yeterlidir. Yani,

orijinal problemin ¢oziimii i¢in kullanilan bilgisayar programi hata problemi iginde

kullanilabilir.
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3.3.4. Coziimlerin iyilestirilmesi

Bu kesimde, (3.73)-(3.77) baslangic ve sinir kosullu ikinci mertebe lineer kismi
diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom ¢oziimleri rezidiiel hata
fonksiyonu tahmini aracihiiyla iyilestirilecek. Onceki béliimlerde oldugu gibi, bu
tyilestirme orijinal problemin Bessel polinom ¢oziimii ile kesim (3.3.3)’ de elde

edilen hata fonksiyonunun yaklagimi olan e, ,, (x,?) ile toplanarak,

uN,M (X,t) = uN(xvt)+eN,M (x9t)

seklinde 1iyilestirilmis Bessel polinom c¢o6ziimii elde edilir. Burada, N : orijinal
problemin Bessel polinom ¢oziimii elde edilirken kullanilan kesme sinir1 ve M : hata
probleminin Bessel polinom ¢6zlimii elde edilirken kullanilan kesme sinirin1 temsil
eder. Coziimler iyilestirilirken, M > N secilmesi durumunda daha iyi ¢oziimler elde

edilebilecegini not ediyoruz.

3.4. Singiiler Pertiirbe Olmus Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difiizyon

Probleminin Yaklasik Coziimii icin Bessel Siralama Metodu

Bu kesimde,

ou  ou
——¢
ot Ox?

+a(x)g—u+b(x)u=G(x,t), 0<x<L,0<t<T (3.96)
X

singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon denklemini

u(x,0)=f(x), 0<x<L<oo, (3.97)
baslangi¢ kosulu ve

u(0,6)=h(t), 0<t<T <o, (3.98)

u(L,t)=s(), 0<t<T<»® (3.99)
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sinir kosullart ile ele aliyoruz (Lenferink, 2002; Kadalbajoo ve Gupta, 2009).
g: 0<e<x1 olacak sekilde bir diflizyon katsayisi ya da singiiler pertiirbasyon

parametresi, a(x): hiz, G(x,t)—b(x)u : reaksiyon terimi, L ve T : uygun sabitler ve
(x,t) e [O,L]X[O,T] icina, b, G, f,h ves tanimh fonksiyonlardir.
Bu problemin (3.6) formunda Bessel polinom ¢dziimlerini elde etmek i¢in Bessel

siralama metodunu uygulayacagiz.

3.4.1. Baslangic ve sinir kosullari icin matris bagintilari

Bu kesimde, (3.97)-(3.99) kosullarinin matris formlarini olusturacagiz.

(3.97) kosulunun matris formu i¢in (3.78) denkleminde ¢ yerine 0 ve f(x)

yerine f(x) yazarak,
u(x,0)=J(x)Q(0)A = f(x) (3.100)

matris iligkisi elde edilir.

Benzer sekilde, (3.80) ve (3.81) denklemlerinde, a yerine 0, b yerine L, g(¢)

yerine A(t) ve g,(t) yerine s(¢) yazarak,

u(0,£) = J(0)Q(H)A = h(t) (3.101)

Ve

u(L,t) = J(L)Q()A = s(1) (3.102)

matris formlarina sahip oluruz.

3.4.2. Problem i¢in ¢6ziim yontemi

Onceki boliimlerde oldugu gibi, (3.96) denklemine karsilik gelen matris denklemini
bulalim. Bu amag i¢in, ¢oziim fonksiyonu ve kismi tiirevlerin matris formlar1 olan

(3.7), (3.19), (3.44) ve (3.45) matris formlarin1 (3.96) denkleminde yerine koyarak,

[IMQOP - 3 ()P Q1) + a(x)I (x)PQ(1) + b(x)I (x)Q(1)} A=G (x,1)
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matris denklemini elde ederiz. Kisaca, bu matris denklemi

W(x,H)A=G(x,t) (3.103)

olarak yazilabilir. Burada,

W(x,1) = A(x,)J(x)P*Q(t) + B(x,1)J (x)PQ(£)P + C(x,1)I (x)Q(¢) P*
+D(x,)J(X)PQ(t) + E(x,1)J(x)Q(t)P + F(x,1)J (x)Q(¢)

Ve

T
A= [ao,o oy "on o iy iy Ayodyy - 'aN,N] (V410"

Simdi, (3.23) siralama noktalarini (3.103) matris denkleminde kullanarak,

W(Xl,fJ)A=G(xl,f/), i=0,1,...,N, j=0,1,...,N

bi¢giminde matris denklemlerin bir sistemini elde ederiz ve bu sistem

WA=G yada [W;G] (3.104)

olarak kisaca yazilabilir. Burada,
W=[“(X0J0)“()Q)J1)' - W00, 2v) WU, ) WG, ) - WG, ) - WM ) WG, 1)+ WxNatN)]T(NH)z)(NH)z >

T
A= [ao,o Qo= "Gon Gho iy iy Ayodyy - 'aN,N] (N41YA?

G=[ G0, 10) Gl )- -Gl ) G 10) G06,1) - G0 ) -Gl ) G+ Glst)]

(3.23) siralama noktalarm1 kosullarin matris formlart olan (3.100)-(3.102)

denklemlerinde yerlestirerek,

u(x;,0)=J(x)QO0)A = f(x;), i=0,1,...,N,
u(0,¢,)=J(0)Q(t,)A=h(¢t;), j=0,1,...,N,
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Ve

u(L,t;)=J(L)Q(t;,) A =s(t;), j=0,1,...,N

matris denklemlerin sistemleri elde edilir ve bu sistemler sirasiyla

UA =[F] yada [U;F], (3.105)

UA=[H] yada | U;H | (3.106)
Ve

VA =[S] yada [V;S] (3.107)

seklinde kapal1 olarak matris formlarinda yazilabilir. Burada,

v=[u, v, - U,],0=[0, U, - U,].v=[v, V, - V],

F=[/(x) f(x) - S, H=[h(x) h(x) - h(x,)]

S=[s(t,) s@t) - s@t)], i=0,L...,N, j=01..,N,
U, =IO =ty s sy o |
fJi:J(O)Q(tj):[L_‘n Uy Uz oo "_‘i(zvmz}
Vj:J(L)Q(tj)=|:vjl Viao Viz . Vj(NH)Z]

(3.105)-(3.107) denklemleri (3.97)-(3.99) kosullarina karsilik gelen temel matris

denklemleridir.

(3.96) denkleminin (3.97)-(3.99) baslangi¢ ve sinir kosullar1 altinda Bessel polinom

¢Ozlimiinii elde etmek i¢in, (3.104) denklemindeki [W;G] artirilmis matrisine

kosullarin (3.105)-(3.107) artirilmis matris formlarinin eklenmesiyle
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[W:6]-

g < ac
QO »n I =

yeni artirilmis matrisi elde edilir. Onceki boliimlerdeki gibi, bu sistem ¢oziilerek

bilinmeyen Bessel katsayilar1 hesaplanir ve belirlenen a,,; (7,5s=0,..,N)

katsayilar1 (3.6) denkleminde yerine yerlestirerek Bessel polinom ¢éziimii elde edilir.

3.4.3. Hata tahmini

Bu kesimde, singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon
problemi i¢in dnceki boliimlerde kullanilan rezidiiel hata tahmini verilecektir.

[lk olarak, (3.96) denklemini

Llu(x,0)]=G(x,t), 0Sx<L, 0<t<T (3.108)

olarak yazalim. Burada, L : lineer operator ve

ou 8u
Llu(x,t)]= P £ v

+ a(x)g—z+ b(x)u .

uy(x,1): (3.96) denkleminin Bessel polinom ¢oziimiinii gostermek iizere, bu problem

icin bizim metodun rezidiiel fonksiyonu

R, (x,t) = Llu, (x,t)]- G(x,?)

olur. O zaman, u, (x,?),

Llu,(x,t)]= G(x,t)+ R, (x,1) (3.109)
denklemini,
uy(x,0)=f(x), 0<x<1L, (3.110)

baslangi¢ kosulunu ve
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uy(0,£)=h(t), 0<t<T, (3.111)
uy(L,t)=s(t), 0<t<T (3.112)

sinir kosullarini saglar.

Simdi,

ey (x, ) =u(x,t)—uy(x,t)

olarak hata fonksiyonunu tanimlayalim. Burada, u(x,?): (3.96)-(3.99) probleminin
tam ¢Oziimidir. Boylece, (3.97)-(3.99) ve (3.110)-(3.112) homojen olmayan

baslangi¢ ve siur kosullarindan e, (x,¢) hata fonksiyonu i¢in
en(x,0)=0,0<x<L, (3.113)

homojen baslangi¢ kosulunu ve

en(0,6)=0, 0<¢<T, (3.114)
en(L,it)=0,0<t<T (3.115)

homojen sinir kosullarini elde ederiz.

(3.96) ve (3.109) denklemlerinden

Lley (x,0)]= L{u(x,)] = L{uy (x,1)] = =R (x,1)
hata diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu hata diferansiyel denklemi

Oey 82eN

e
ot ox?

+a(x)aai;cv+b(x)e1v = Ry (x,1) (3.116)

seklinde agik bir sekilde yazilir.

(3.113)-(3.115) homojen baglangi¢ ve smir kosullar1 ile birlikte (3.116) hata

diferansiyel denklemi 6nceki boliimde sunulan teknik kullanilarak ¢oziilerek hata
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problemi igin bir yaklasim olan e, , (x,£) Bessel polinom ¢ozimii elde edilir.

Burada, M : hata probleminin Bessel polinom ¢6ziimii elde edilirken kullanilan

kesme sinirinidir.

3.4.4. Coziimlerin iyilestirilmesi

Bu kesimde, (3.96)-(3.99) singiiler pertiitbe olmus bir boyutlu parabolik
konveksiyon-difiizyon probleminin Bessel polinom c¢oziimleri dnceki boliimlerde
oldugu gibi reziduel hata yaklagimi kullanilarak iyilestirilecektir.

Bu iyilestirme, singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon
probleminin Bessel polinom ¢o6ziimii ile kesim (3.4.3)’ de elde edilen hata

probleminin Bessel polinom ¢6ziimii olan e, ,, (x,7) toplanarak,
Uy (X,1) = uy (x,0) + ey (x,1)

tyilestirilmis Bessel polinom ¢6ziimiinii elde ederiz. Burada, N : singiiler pertiirbe
olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon probleminin Bessel polinom
¢oziimii elde edilirken kullanilan kesme sinir1 ve M : hata probleminin Bessel
polinom ¢oziimii elde edilirken kullanilan kesme sinirint gosterir. Cozimler

tyilestirilirken, M > N secilerek daha iyi ¢oziimler elde edilebilir.

3.5. iki boyutlu ikinci Mertebeden Lineer Degisken Katsayih Kismi Diferansiyel

Denklemlerin Yaklasik Coziimleri icin Bessel Siralama Metodu

Bu kisimda,

o u(x J:1) Sy D) g THEDD

e %
+B4<x,y,r>%écy’”+35<x,y,r>%;y’”+Bﬁ<x,y,r)‘3”(’f7’y’t) (.117)

(,y,)

B\(x,y,0)—————+By(x, ),1)

+B, (X, y,1)— =+ By (X, y,0) — =+ By (x, hu(x, y, 1) = G(x, 1, 1),

ou(x, y,t)
%%
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iki boyutlu ikinci mertebeden lineer degisken katsayili lineer kismi diferansiyel

denkleminin
u(x,y,0)= fi(x,y), a<x<bh, c<y<d, (3.118)
u(x,v,T)= f(x,y), a<x<b,c<y<d, (3.119)
u(x,c,t)=g(x,t), a<x<b,0<t<T, (3.120)
u(x,d,t)=g,(x,t), a<x<bh,0<t<T, (3.121)
u(a,y,t)=h(y,t), c<y<d, 0<t<T (3.122)
ve
ub,y,t)=h(y,t), c<y<d,0<t<T, (3.123)

stnir  kosullar1 altinda Bessel siralama yontemi uygulanarak Bessel polinom

¢oziimleri elde edilecektir. Burada, (x,y,t)€[a,b]x[c,d]x[0,T] i¢in B

(i=12...,9), G, f, f,, &, &, b ve h, tanimh fonksiyonlardur.

Bu problem icin, 6nerilen yontem uygulanarak,

u(x,y,t) =

N
r=0

N N
z z ar,s,k‘]r,s,k (-x9 2 t) (3 124)

s=0 k=0

kesilmis Bessel seri formunda yaklasik ¢oziimler bulacagiz. Burada, a,,;;

r,s,k =0,1,..., N’ ler bilinmeyen Bessel katsayilari,

Jr,s,k(xay’t) = Jr(x)']s(y)']k(t)

ve J (x),(n=0,1,..,N)’ ler

=y
J (x)= G

2k+n
X
i <. <
’ k=0 k!(k+n)!(2j ,neN, 0<x<oo
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ile tanimhi birinci tip Bessel fonksiyonlaridir. Biilbiil (2011) sabit katsayili ikinci
mertebeden iki boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin Taylor polinom ¢o6ziimleri

lizerine ¢aligmistir.

Bu calismada, biz sabit katsayili ve degisken katsayili ikinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin Bessel polinom c¢oziimlerini elde etmek igin ydntemi

uygulayacagiz.

3.5.1. iki boyutlu kismi diferansiyel denklemler icin temel matris bagintilari

Bu kisimda, (3.117)-(3.123) probleminin (3.124) formunda yaklasik ¢ozlimlerini elde

etmek icin ana matris denklemlerini olusturacagiz.

Bu amag i¢in, ilk olarak, (3.124) ¢6ziim fonksiyonunu

u(x, y,t) = J(x)Q(y)R()HA (3.125)
olarak matris formunda yazalim. Burada,

IO =[1,(x0) S - Ty @]

Jy) 0 - 0 Q) 0 - 0

0 ) 0 1o Q@ 0
an= 0T Ro=| 00T ,
0 0 0 J) (N+D)x(N+1)? 0 0 0 Q@) (N+1x(N+1)?

A:[ao,o,o Qo1 7 Gon i D T Gun T Gono Gng T Gy T Guno T aN,N,N:IT'

Denklem (3.8)’de, J,(x) (n=0,1,...N) birinci tip Bessel fonksiyonlari

J(x)=X(x)D’ (3.126)

olarak matris formunda yazilmisti. Burada,

X(x)=[l x x e- xN]
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ve N tek ise,

E
1 -1 (-1) 2
- 0
01012° 1112 (N_1j|(N_l)'2Nl
AU YA
E
_ 2
1 1 0 0 (-1
0112 (N‘l | N+1j§2N
2 2
D— N-3
= 1 2
0 0 Lo D 0
01212 (N—3j, N+1),2N_1
2 JU 2 )
0 0 0 ! 0
0NN —1)12V!
0 0 0 - 0 %
0!IN12 J(N+1)x(N+1)
N cift ise,
N
1 -1 (-1)2
01012° 11127 ° NN
10! ! ( j!()!zN
2 )2
N-2
1 2
! 1 0 2( D 0
01112 (N— )!(NJ!ZN-I
2 2
D= N-2
1 (-1) 2
0 . 0
01212 (N—Z ,(N”j!zN
2 2
0 0 0 ;AH 0
0N —1)12
1
0 0 0 0 PYTITLA
0INI!2 J(N+Dx(N+1)
(3.12) denkleminde,
JV(x)=J(x)P ve J?(x)=J(x)P* (3.127)

matris formlar1 olusturulmustu. Burada,
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_ 0 0
0 e 0
P =(D")'C'D",C=|: : : - 1| k=12.
0
i 0 ()_

Ayrica, (3.13) denkleminde Q(y) ve onun Q(l)(y) ve Q(z)(y) tiirevleri arasinda
iligki

QV(»)=Q(»P ve Q”(»)=Q(»)P’ (3.128)

olarak verilmisti. Burada,

— |[O0P---0
P=. ... .
00---P (N+1)2x(N+1)?

Benzer sekilde, R(#) ve onun Rm(t) ve R(z)(t) tiirevleri arasinda iliski
R (1) =R(H)P ve R?(¢)=R(1)P (3.129)

olarak olusturulur. Burada,

0 ) - 0 = P
R(t) = Q( ) . . ’ P = (.)
0 0 . : i
0 0 0 QW lyap.way 00-PJ iy

3.5.2. Simir kosullari icin matris bagintilar

Bu kisimda, (3.118)-(3.123) sinir kosullarinin Bessel polinomlarini temel alan matris
formlarini olusturacagiz. Oncelikle, (3.118) baslangic kosulunun matris formunu
bulmak igin, (3.124) ¢odziim fonksiyonunun (3.125) matris formunda ¢— 0

konularak,
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u(x,y,0)=J(x)Q(»R(0)A = fi(x,y), a<x<b,c<y<d, (3.130)

matris formunu elde ederiz.

(3.124) ¢o6ziim fonksiyonunun (3.125) matris formunda ¢ — T yazilarak,
u(x,y,7)=J(x)Q(R(T)A = fr(x,y) (3.131)

olarak (3.126) sinir kosulunun matris formu elde edilir.

(3.125) matris formunda y —> ¢ ve y — d yerlestirilerek,

u(x,c,t) =J(x)Q(c)R®A =g/(x,t), a<x<b,0<t<T (3.132)

Ve

u(x,d,t) =J(x)Q@)R()A = g,(x,1), a<x<b, 0<t<T (3.133)

olarak (3.120) ve (3.121) sinir kosullarinin matris formlarini olustururuz.

Benzer sekilde, (3.125) matris formunda x — a ve x — b yazarak,

u(a,y,t)=J(@)QV)ROA=~h(y,t), c<y<d,0<t<T (3.134)
ve

u(b, y,t) =J(b)Q(V)R(OA =h(y,t), c<y<d,0<¢t<T (3.135)

seklinde (3.122) ve (3.123) sinir kosullarinin matris formlarina sahip oluruz.

3.5.3. iki boyutlu kismi diferansiyel denklem problemi icin ¢éziim yontemi

Ik olarak, (3.117) iki boyutlu ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi
diferansiyel denkleminin her bir teriminin matris formunu bulacagiz. (3.127)
denkleminden, (3.125) denkleminin x’ e gore birinci mertebe kismi tiirevinin matris

formu

u,(x,y,) =3 ()QIRMA,

63



=J(x)PQ(»)R()A (3.136)
elde edilir.

Benzer sekilde, (3.125) denkleminin y’ e gore birinci mertebe kismi tlirevinin matris

formunda (3.128) iliskisi kullanilarak,

u, (x,3,6)=J(0)Q" (»R(HA
=J(x)Q(»)PR(?)A (3.137)

matris formuna sahip oluruz.

(3.129) denklemi kullanilarak, (3.125) denkleminin #’ ye gore birinci mertebe kismi

tirevinin matris formu
u (x,,6) =J(x)Q(»)R" (HA
=J(x)Q(»)R()PA (3.138)

olur.

Simdi, (3.124) ¢6zliim fonksiyonunun (3.125) matris formunun x’ e gore ikinci

mertebe kismi tiirevinde (3.127) yerlestirilerek,

U (x,7,1) = JP (X)Q(V)R(HA
=J(x)P’Q(»)R(t)A (3.139)

matris formunu elde ederiz.

(3.136) denkleminin ¢’ ye gore birinci mertebe kismi tiirevi

 (x,3,) = J()PQ(»)R™ (A (3.140)

dir ve (3.140) denkleminde (3.129) yerine konularak

u. (x,v,8) = J(x)PQ(»)R(£)PA (3.141)
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matris iligkisine sahip oluruz.

Benzer sekilde, (3.136) denkleminin y’ ye gore birinci mertebe kismi tlirevi
y (x,,8) = J()PQ™ (»)R(NA

olur ve (3.128) yerine yerlestirilerek

i, (x, y,1) = J()PQ(»)PR()A (3.142)

olarak daha agik bir sekilde yazilir.

(3.128) iliskisi kullanilarak, (3.125) denkleminin y’ e gore ikinci mertebe kismi

tirevi
U, (x,,8) = J(X)Q(»)P’R(?)A (3.143)

olarak elde edilir.

(3.129) denklemi araciligiyla, (3.125) denkleminin ¢’ ye gore ikinci mertebe kismi

tirevinin matris formu
Uy (x,3,1) = J(x)Q(»)R()P’A (3.144)

olur.

(3.125) ve (3.136)-(3.139) ve (3.141)-(3.144) matris formlar1 (3.117) denkleminde

yerine yerlestirilerek,

B (x,y,)J)P°Q)R(E)+ By(x, y,)J(x)PQ(y)PR() + By (x, y, I (x)Q(»)P’R(?)
+B,(x, ,)J()PQ()R()P+ By (x, , ) I (X)Q(1)R()P* + By (x, », ) J)PQ(WR()  A=G(x, 3, £)
+B,(x, y,)J()Q()PR() + B(x, , NI (X)Q(1)R()PA+ B, (x, ) I (x)Q(»)R(?)

matris denklemi elde edilir ve bu denklem

W(x, y,NA=G(x, y,1) (3.145)

olarak kisaca yazilabilir. Burada,
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W(x, y.0) = [Wlak ]1><(N+1)3
B/(x,y,0J()P’QUR(@) + By (x, , I (x)PQ(y)PR(?) + By (x, y, NI ()Q(»)P’R(?)
=+B4(x, 7, )I()PQ()ROP+ Bs (x, y, B (x)Q(»)REP* + By (x, y, ) J()PQUIR() 5

+B,(x, .03 ()IQ()PR() + By (x, y. NI ()QUIR(PA+ B, (x, ) (1)Q(IR()

k=0,1,.. (N+1).

a<x<b,c<t<d ve 0<t<T olmak iizere,

(b—a). (d-c) . r ..
X, =a+ i, y.=c+ , t =—r,i,j,r=0,1,...,.N 3.146
; N Y, A A ( )

ile tanimli siralama noktalari (3.145) denkleminde kullanilarak,

W(xi,yj,tr)A=G(x,-,yj,tr), i,j,l"=0,1,...,N

matris denklemlerin bir sistemini elde edilir ve bu sistem

WA=G yada [W;G] (3.147)

olarak kisaca ifade edilebilir. Burada,

W= [W(XO,yo:fo)'“W(xo,J/o,lN) W (x0, 11580) == W(x0, M1ty ) -

T
W(x07yN7tO)”'W(x09yNatN)W(x17yNatN)“'W(xNayNatN)] (N+l)3><(N+l)3

A=[ao,o,o Qoor " oon  Qogo Gonn 7 Aoy
T
Aono Dong 7 Gonn 7 Ayno T aN,N,N:I

\(

G= [G(xmyo;to)“' G(x0, Yo,ty) G (X0, Y1,80) - G (X0, Yi,ty) -
G (X0, Ynst0) -+ G(Xo, Yo tn) G(X1, Yystn) -+ G(xNayNatN)]T(NH)sxl ‘
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(3.118)-(3.125) kosullarima karsilik gelen (3.130)-(3.135) matris denklemlerinde

(3.146) siralama noktalar1 yerlestirilerek,

UA=[F] yada [U;F], (3.148)
UA=[F,] yada [ GiF, |, (3.149)
VA =[G,] yada [V;G,], (3.150)
VA=[G,] yada [V:G, ], (3.151)
ZA=[H ]| yada [Z;H ], (3.152)
ZA=[H,] yada [Z;H,], (3.153)

kosullarin ana matris denklemleri elde edilir. Burada,

T
U:[Uoo U01 UON U10 U11 UIN UNO UNl UNN] >
— — — — — — — — — — AT
U= [Uoo Uy, Uy U, Uy Uy Uy Uy UNN:I )
T
V= [Voo Vo Vov Vo Vi Viv Vyvo Vi VNN] )
— — — — — — — — — — T
V= [Voo Vo Vo Vo Vi Viv Vo Vi VNN] )
T
7= [Zoo Z, Z,, 1, Z, 7, Zy, Z, ZNN] >
= = — — = — — = — = T
7= [Zoo Z, Z,, 1, Z, 7, Zy, Zy - ZNN] >

E=[/ix0) = fiGo) L@n) - fGyy) o fxen) o fGsr] s
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E=[£,00:30)  LGr) A063) 0 A0G3) o AGn)
G =[g(n)  &(n) &@y) gLy o glney)
G, =[g,00:30) " & 1) &00LI) o &Yy o &)
H =[A(x.00) = hOoy) By) o By o hxey)

sz[hz(xmyo) o (s vy) () () (X))

i=0,1,..,N, j=0,1,....N, r=0,1,...,N,

U;; =J(x)Q(y;,)R(0) = [”/1 ulyuly !
Uy, =3()QU RO =| @, @ s ...1T!

V., =JE)QUORE) = V1 V2 Vs oV

\_]i r = J(xi )Q(d)R(t)) = |:‘7irl ‘71."2 Vir3 .- 'Vir(]v_,_])»’ :' 9

Z;, =3 @QU)RW)=| 21 22 25 2] yay

Ve

zj r= J(b)Q(yj )R(tr) = |:Z"1 Z‘rz Eir3 .. 'Eir(N+1)3 :' .

u} (N+1)?

u; (N+1)?

JACHS |
8 (xNayN)]Ts
2en)] s

h(iysyo)] s

hz(xNayN)]Ta

(3.117) denkleminin (3.118)-(3.125) baslangi¢ ve sinir kosullar1 altinda yaklagik

¢oziimiinii elde etmek igin, (3.147) denklemindeki [W;G] artmlms matrise

kosullarin (3.148)-(3.153) artirilmis matris formlarini ekleyerek
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U ; F,
U ; F,
vV ; G,
[W,G]z v o G, (3.154)
Z ; H,
Z ; H,
_W > G i

yeni artirilmis matrise sahip oluruz. Bdylece bilinmeyen Bessel katsayilar matrisi

~\! =z T =z - o~
A=(W) G olarak elde edilir. Burada [W;G} arttirilmis  matrisi, [W;G]

arttirtlmis matrisine Gauss eliminasyon uygulandiktan sonra sifir satirlar1 atilarak

elde edilen matristir. Matlab’ de (3.154) sisteminin ¢ozimii ‘A =W \G > komutu ile

kolayca hesaplanabilir.

Son olarak, belirlenen a, ,; (r,s,k=0,1,..,N) katsayilar1 (3.124) denkleminde

yerine konularak

N N N
uy (5, 1,00 =2 a, 4 J, i (X, ,0) (3.155)

r=0 s=0 k=0

yaklagik ¢oziimii elde edilir.

(3.117) formundaki baz1 iki boyutlu ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem

problemleri, (3.119) sinir kosulu yerine

u,(x,y,0)= fo(x,y), as<x<b,c<y<d

baslangi¢ kosulu ile verilir.

Bu durumda yapilmasi gereken sadece ¢6ziim fonksiyonun ¢’ ye gore birinci

mertebe kismi tiirevinin matris formu olan (3.138) denkleminde # — 0 yazarak
u,(x,,0) = J(x)Q(»)R(0)PA

olarak yeni kosulun matris formu elde edilir.

Benzer sekilde, prosediir takip edilerek yaklasik ¢oziim elde edilir.
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3.5.4. Hata tahmini

Bu kesimde, onceki boliimlerde kullanilan rezidiiel hata tahmini (3.117)-(3.123) iki
boyutlu ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklem

problemi i¢in uygulanacaktir.

I1k olarak, (3.117) denklemini

Llu(x,y,0)]=G(x,y,t), a<x<b,c<y<d,0<¢t<T (3.156)

biciminde ifade edelim. Burada, L : lineer operator ve

qu(x,y,t)
2

L[u(xayat)]=Bl(xayat) +BZ(x7y7t) +B3(xay9t)

azu(x, V,t) 62u(x,y,t)
Ox? 0

82u(x, V,t)
OtOx

U0 | g (., 1y 2LEDD)
oy ot

ou(x,y,t)

82u(x, V,t)
2 ox

+ By (x, y,t) + Bs(x, y,t) + Bs(x, y,t)

+B;(x,,1) + By (x,t)u(x, y,t)

u,(x,y,t): (3.117) denkleminin Bessel polinom ¢6ziimii olsun, o zaman bu problem

icin sunulan yontemin rezidiiel fonksiyonu

RN (xay’t) = L[“N(x’yat)]_G(x’yat)
olur. Boylece, u, (x,?),
L[uN(x:y:t)]:G(x:y:t)+RN(x:y:t) (3157)

denklemini ve

uy(x,,0)= fi(x,y), a<x<b,c<Ly<d, (3.158)
uy(x,y,T)= fo(x,y), a<x<b,c<y<d, (3.159)
uy(x,c,t)y=gi(x,t), a<x<b,0<¢t<T, (3.160)
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uy(x,d,t)=g,(x,t), a<x<b,0<¢t<T, (3.161)

uy(a,y,t)=h(y,t), c<y<d,0<¢t<T (3.162)

uy(b,y,t)=h,(y,t), c<y<d, 0<¢t<T, (3.163)

siir kosullarini saglar.

Bu problem igin, hata fonksiyonunu

eN(xﬂy’t) :u(x:yat)_u]v(xoy:t)

olarak tanimlayalim. Burada, u(x,?): (3.117)-(3.123) probleminin tam ¢6ziimiinii
gosterir.

Boylece, (3.118)-(3.123) ve (3.158)-(3.163) homojen olmayan smir kosullari

kullanilarak, e, (x,y,t) hata fonksiyonu i¢in

ey(x,9,0)0=0,a<x<b,c<Ly<d, (3.164)
ey(x,y,T)=0,a<x<b,c<y<d, (3.165)
ev(x,c,t)=0,a<x<b,0<t<T, (3.166)
ey(x,d,t)=0,a<x<b,0<t<T, (3.167)
ev(a,y,t)=0,c<y<d,0<t<T (3.168)
ex(b,y,t)=0,c<y<d,0<t<T, (3.169)

homojen smir kosullari elde edilir.

[laveten, (3.117) ve (3.157) denklemleri araciliiyla,

Lley (x,y,0)]= Llu(x, y,0)] = Luy (x, y,0)] = =Ry (x, y, 1)
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hata diferansiyel denklemini elde ederiz. Daha agik olarak, bu hata diferansiyel

denklemi

8zeN (x, p,0)
8)/2
dey (X, y,t)
Ox

Bl(xayat) +BZ(x>y9t) +BS(x9yat)

8ZeN(x, V,1) azeN(X,y, 1)
P oyox

8" ey(x, ,1)
Otox

aeN(xayat)

+B4(x9y9t) +BS(x:yat) +B6(x9yat)

2
0 ey(x,y,t
Né—zy) (3.170)

+B7(xay7t) +B8(x:y:t)

Wﬂ% (x,0)en (x, y,1) = =Ry (x, ,1).

olarak yazilabilir.

(3.164)-(3.169) sinir kosullar1 ile birlikte (3.170) hata diferansiyel denklemi onceki

bolimde sunulan yontem kullanilarak ¢oziilerek hata probleminin e, (x,y,?)

Bessel polinom ¢oziimii elde edilir. Burada, M : hata probleminin Bessel polinom

¢Oziimii elde edilirken kullanilan kesme siniridir.

3.5.5. Coziimlerin Tyilestirilmesi

Bu kisimda, (3.117)-(3.123) iki boyutlu ikinci mertebeden degisken katsayili lineer
kismi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom ¢oziimleri reziduel hata

fonksiyonu yardimiyla iyilestirilecektir.

Bu iyilestirme, iki boyutlu ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi
diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom ¢6ziimii ile kesim (3.5.4)° de hata

problemi i¢in elde edilen ey, ,, (x, y,7) Bessel plinom ¢6ziimiiniin
MN,M(xayat) = uN(xayat)+eN,M (xayat)

seklinde toplanmasiyla elde edilir. Bu yaklasik ¢oziim iyilestirilmis Bessel polinom
¢Ozlimii olarak adlandirilir. Burada, N : iki boyutlu ikinci mertebeden degisken
katsay1l1 lineer kismi diferansiyel denklem probleminin Bessel polinom ¢oziimii elde
edilirken kullanilan kesme sinir1 ve M : hata probleminin Bessel polinom ¢6ziimii
elde edilirken kullanilan kesme smirini temsil eder. M > N secilerek, orjinal

problem icin daha iyi yaklasik ¢oztimler elde edilebilir.
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3.6. Ikinci Mertebeden Lineer Kismi diferansiyel denklemler icin Bessel

Siralama (Collocation) Metodunun Karmasikhgi

Kesim (3.3)’ de, genel formda olan baglangic ve sinir kosullar1 altinda ikinci
mertebeden kismi diferansiyel denklemler i¢in Bessel siralama yontemini
uygulamistik. Bu kesimde, genel formda olan (3.73)-(3.77) baslangic ve siir kosullu
ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem problemi i¢in Bessel siralama

yonteminin karmasikligi lizerine ¢alisacagiz.

Yontemin karmagikligini hesaplamak i¢in ilk olarak, metodun uygulanmasinda ne

kadar kayan nokta oldugunu hesaplayacagiz.

Kesim (3.3)’ de

W(x,t) = A(x,)J(x)P’Q(¢) + B(x,1)J (x)PQ(£)P + C(x,1)J (x)Q(¢)P*
+D(x, ) (x)PQ(t) + E(x,) I (x)Q(t)P + F(x,)I (x)Q(¢)

bulunurken ne kadar kayan nokta oldugunu hesaplayalim. Bunun igin, W(x,?)

icindeki her bir toplam i¢in olusan kayan nokta sayisini bulalim. Burada,
A(x,t): 1x1 boyutunda,

B(x,t): 1x1 boyutunda,

C(x,t): 1x1 boyutunda,

D(x,t): 1x1 boyutunda,

E(x,t): 1x1 boyutunda

ve

F(x,t): 1x1 boyutundadir.

Ilk olarak, W(x,#) > nin D(x,)J(x)PQ(¢) terimini ele alalim. Burada,
D(x,t): 1x1 boyutunda,

J(x): 1x(N +1) boyutunda,

P=(D")"'CD": (N +1)x(N +1) boyutunda,
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D" : (N +1)x(N +1) boyutunda,

C: (N +1)x(N +1) boyutunda,

(D")™": (N+1)x(N +1) boyutunda

ve

Q(?): (N +1)x(N +1)* boyutundadir.

Simdi, P=(D")"'CD’ i¢in kag kayan nokta oldugunu bulalim.

(N +1)*

2
(D")" igin — Gl ;r D +(N+1)’ + kayan nokta,

(N +1)*

+(N+1)° L kayan nokta

2
(D")™'C ¢arpimu igin (2n+1)(N +1) —w

Ve

(N+1)° (N+1)*
3 3

(D")'CD” ¢arpmm igin 22N +1)(N +1)° — +(N+1)° + kayan
nokta olur.

Boylece, P =(D")"'CD" hesaplanmirken toplam

+(N+1) +

w (3.171)

22N +1)(N +1)* - @

kayan nokta vardir.
J(x)P carpimi i¢in (2N +1)(N +1) kayan nokta oldugundan, J(x)PQ(¢) carpimi

i¢cin
QN +D(N+1D)+ Q2N +1)(N +1)° (3.172)

kayan nokta olur.

Boylece, D(x,t)J(x)PQ(¢) carpiminda

Q2N +1)(N+1D)+ Q2N +1)(N +1)° +(N +1)° (3.173)
kayan nokta vardr.
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Ikinci olarak, A(x,?)J(x)P*Q(¢) terimini ele alalim.

P’=PP icin (2N+I1)(N+1)° kayan nokta oldugundan J(x)P* carpiminda

(2N +1)(N +1)+ (2N +1)(N +1)° tane nokta kayar.

Benzer sekilde, J(x)P°Q(¢) carpimi icin (2N +1)(N +1)+2(2N +1)(N +1)° kayan

nokta vardir ve A(x,#)J(x)P*Q(¢) carpiminda

2N +1)(N+1)+ 22N +1)(N +1)° +(N +1)° (3.174)

tane nokta kayar.

Simdi, B(x,#)J(x)PQ(#)P terimini ele alalim.
(3.172) denkleminde J(x)PQ(¢) carpimi i¢in

(2N +1)(N +1)+ 2N +1)(N +1)°

kayan nokta oldugunu sdylemistik.

P: (N +1)> x(N +1)* boyutunda oldugundan J(x)PQ(#)P carpimi igin
QN +DN +D)+ Q2N +1)(N +1)° + (2(N +1)* =1)(N +1)?

kayan nokta vardir. O zaman, B(x,#)J(x)PQ(#)P carpimi igin
CN+DIN+D)+QCN+D)(N+1)* + (N +1)° =1} (N +1)* + (N +1)? (3.175)

tane kayan nokta olur.

J(x)Q(¢t) carpiminda (2N +1)(N+1)*> kayan nokta var olup, F(x,)J(x)Q(¢)

carpiminda

(2N +1)(N +1)° +(N +1)° (3.176)

nokta kayar.
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J(X)Q()P carpmu igin 2N +1)(N+1)* +(2(N+1)> =1)(N+1)*> kayan nokta

oldugundan E(x,1)J(x)Q(t)P ¢arpiminda

QN +1D)(N+1)> + (2(N+1)° =1)(N +1)* + (N +1)? (3.177)

kayan nokta vardir.

P’ =PP icin (2(N +1)>=1)(N +1)* tane nokta kaydigindan J(x)Q(¢)P? igin

CN+DN +1)> + 2N +1)> =1)(N +1)* +(2(N +1)> =1)(N +1)°

tane kayan nokta vardir ve C(x,7)J(x)Q(z)P* carpiminda

QN +D(N+1) + QN +12 =) (N +1)* + QN +1)* )N +1)* + (N +1)> (3.178)

tane kayan nokta olur.

Ayrica, W(x,?) i¢inde 6 tane terim toplandigindan bu terimlerin toplanmasi i¢in

5 (3.178)

toplama islemi yapilir.

(3.74) kosulunun sol tarafina karsilik gelen matris formundaki J(x)Q(c) ¢arpimi i¢in

(2N +1)(N +1)? (3.179)

kayan nokta vardr.

(3.75) kosulunun sol tarafina karsiik gelen matris formundaki J(x)Q(c)P ¢arpimi

igin
(2N +1)(N +1)> + (2(N +1)* =1)(N +1)? (3.180)

nokta kayar.

(3.76) kosulunun sol tarafina karsilik gelen matris formundaki J(a)Q(¢) ¢arpimi igin

(2N +1)(N +1)? (3.181)
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kayan nokta vardir.

(3.77) kosulunun sol tarafina karsilik gelen matris formundaki J(b)Q(#) carpiminda

(2N +1)(N +1)? (3.182)

nokta kayar.

X, ca+ =Dy O 0N, j=0L.N,
N N

siralama noktalar1 hesaplanirken

8(N +1) (3.183)

nokta kayar.

Kesim (3.3.2)’ de problem i¢in metot uygulanirken kosullari temel alan matris

sistemi
U . F]
U ; F
[(W:G|=|V : G,
vV ; G,
W G

olarak bulunmustu. Burada,
W [(N+1)° +4(N +1) |x(N +1)* boyutunda
ve

G: [(N+1) +4(N+1) |1 boyutundadr.

[V:V,(:}} [W,(}] artirtlmis matrisine gauss eliminasyon yapilarak elde edilen
matristir.

[W;GJ sistemi Gauss eliminasyon yapilarak ¢oziilirken
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((N+1)2)2{(N+1)2+4(N+1)-%J (3.184)

tane kayan nokta olur.

Boylece, (3.171) ve (3.173)- (3.184) denklemlerindeki sayilarin toplami kesim (3.3)’
de ele alinan problemin Bessel polinom ¢o6ziimii hesaplanirken olusan toplam kayan
noktalarin sayisini verir. (3.171) ve (3.173)-(3.184) denklemlerindeki sayilar

toplandiktan sonra basitlestirilerek toplam kayan noktalarin sayisi

137 422 Na 599 N4 449 202

+ N’ +
3 3 3 3

N*+20N° +§N6
olarak elde edilir. Burada, N : problemin Bessel polinom ¢oziimii elde edilirken

alinan kesme siniridir. Boylece, metodun karmasikligi

f(N)= 1?;7 +4§2N+ 529 N* + 4;19 N’ + 2(3)2 N*+20N° +§N6

fonksiyonundaki en yiiksek derece olan N° dir.

Bazi N kesme simnirlart i¢in metodun karmasikliginin degerleri Cizelge 3.1° de

verilmigtir.

Cizelge 3.1. Bazi N degerleri icin metodun karmasikhginin degerleri

N 2 3 4 5 6 7 8
Karmasiklik 32 729 4096 15625 46656 117649 262144
N 9 10 11 12 13 14 15

Karmagiklik 531441 1000000 1771561 2985984 4826809 7529536 11390625

N 16 17 18 19 20 21
Karmagiklik 16777216 24137569 34012224 47045881 64000000 85766121
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, dalga denklemi problemi, Neuman, Dirichlet ve Robin kosullu genel
formda ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem problemi, baslangic ve sinir
kosullu genel formda ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel denklem problemi,
singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon problemi ve iki
boyutlu ikinci mertebeden lineer kismi diferansiyel denklem problemi i¢in ii¢lincii
boliimde sunulan Bessel siralama ydntemi bazi Orneklere uygulanacak. Bu
problemler i¢in dnceki boliimde sunulan hata tahmininin uygulamalar1 yapilacak ve

birde 6rneklerde
Th 12
L, = ||u(x,t) —u, (x,z‘)”2 = (.”(u(x, 1) —u,(x, t))2 dxdtJ
0a

Ve

L = ||u(x, t)—u,(x,t)

LC :max{|u(x,t)—uN(x,t) ,a<x<bh, OStST}

hatalar1 ile de ¢oziimlerin dogrulugu i¢in 6l¢iim yapilacak. Gergek ve tahmin edilen
hatalar karsilagtirilacak. Sunulan 6rneklerde, onceki boliimde anlatildigl gibi Bessel
polinom c¢oziimleri iyilestirilecek. Ayrica, bu calismada sunulan yontem baska
metotlarin sonuglart ile karsilagtirilacak. Niimerik hesaplamalarin Maple ve Matlab’

de yazilan bilgisayar programlar ile hesaplandigini not ediyoruz.

4.1. Dalga Denklemi Problemi icin Ornekler

Ornek 4.1.1: Ik olarak,

2 2

0 ?—a L; =-2(x—-t)e",0<x<1, 0<¢<1,
ot ox
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dalga denklemini

u(x,0)=0, 0<x<1,
u(0,¢)=0, 0<¢<1,

Dirichlet sinir kosullari,

u,(x,0)=xe ", 0<x<1,
Neumann sinir kosulu ve

1
Iu(x, Hdx=-2te" " +te, 0<t<T
0

lineer olmayan (nonlocal) integral kosulu ile ele alalim (Shakeri ve Dehghan, 2008).
Bu problemin tam ¢6ziimii u(x,?) = xte ™"’ dir.

Kesim (3.1)’ deki prosediir takip edilerek bu problemin N =3,4,5,6,7,8,9,10 i¢in
Bessel polinom ¢oziimleri Matlab’ de yazilan bilgisayar programi ile hesaplandi. M °
nin bazi degerleri icin hata fonksiyonu tahmin edilir ve yaklasik ¢oziimler
tyilestirilir. Cizelge 4.1 de Bessel polinom ¢oziimleri icin L, ve L, hatalar: verilir.
Cizelge 4.2° de yaklasik coziimlerin ger¢ek maksimum hatalar1 ile tahmini

maksimum hatalar karsilastirilir. Sekil 4.1’ de, N =5,6,7,8,9,10 i¢in mutlak hata

fonksiyonlarinin grafiklerini veriyoruz. Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 |eN (x, t)| gercek mutlak

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin

hata fonksiyonlar1 ile ‘eN,M (x,1)

karsilagtirilmalarint gosterir. Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 iyilestirilmis ve iyilestirilmemis
mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmalarini gosterir.

N=3ve M =4 igin,
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uy (x,1) = —(0.3714723102¢ —3) +(0.1021547155¢ — 2)t + 0.9976309517 xt
+(0.2260430798¢ —3)x* —(0.8551278475¢ — 2)x°
+(0.1991513187e—3)t* —0.9415186229x¢” +0.6832244539x°
—0.9115686742x%t —0.1306117772x"t* —0.1307680271x°t’
+(0.4172140460e —1)x’t> +(0.149145603 1e — 2)1°

Bessel polinom ¢dziimii ve

u, , (x,1) =—(0.7084352702¢ —3) +(0.8192041970¢ — 2)x — (0.1572567319¢ - 2)¢
+1.035422149x¢ —1.093307519x%¢ —1.132354428x1> +(0.1365444044¢ —1)x*
—(0.4615065578¢—1)x" +(0.2265097408¢ —1)x” +(0.1365334596¢ — 1)t
—(0.3308716998e—1)¢* +(0.2246091893¢ —1)¢* +1.095234454x°1"
—0.408658203 1x°f* —0.4069683301x°1> +(0.9226524694¢ — 1)x°1’
+0.5517084200x¢° +0.5512445602x°t — (0.1902988594¢ —1)x°t*
—(0.1857733389¢ —1)x"t* +(0.6222039318¢ —2)x*t* +(0.7430526415¢ —1)x*t*
+(0.7361048604¢ —1)x*r* —0.1245780819x*¢ — 0.1244317250x¢*

tyilestirilmis Bessel polinom ¢6ziimii elde edilir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.1.1’ in L, ve L_hatalan

N 3 5 7 9
L, 389x10~ 6.89%10° 4.19%107 1.06x107°
L, 358x107 1.05x107 7.9%10°° 42%107°

Cizelge 4.2. Ornek 4.1.1 icin baz1 (N M ) degerleri icin gercek ve tahmin edilen maksimum

hatalarin karsilastirilmasi

(N M ) Gergek maksimum hatalar L Tahmini maksimum hatalar
(3.4)  3.5809%107 1.9944 %1072
(4,5)  8.1408x107 6.2206x10~"
(4,6)  8.1408x107 3.6640x10”*
(57)  1.0435x107 2.5119%107"
(7.8)  7.8252%10° 1.3249x10°°
(8,9)  5.8052x107 2.7452x107
(9,10)  8.6434x10° 6.9753x10°°
(10,11)  4.2730x10” 3.3826x10°
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|ES[><,t]| mutlak hata fonksiyonu

|EE|:><:,t]|| mutlak hata fonksiyvonu

Hata
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Hata

Hata

|e?(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|ea(x,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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Hata

|eg(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

Hata

Sekil 4.1. Ornek 4.1.1’ in N =5,6,7,8,9,10 icin |eN (X,L‘)| mutlak hata fonksiyonlarnin
grafikleri
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||33|{><:,t]|| mutlak hata fonksiyonu

004

003

00t et

|E3 4|:><:,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

002~
0.016 do

0.0 ot

Hata

0008

Sekil 4.2. Ornek 4.1.1’ in N =3 ve M =4 igin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

e, (x,t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirllmasi
NM y
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|e?(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E? E=|:><:,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

Hata

Sekil 4.3. Ornek 4.1.1’ in N =7 ve M =8 igin |e, (x,£)| mutlak hata fonksiyonu ve

e, (x,t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirllmasi
NM Yy
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||33|{><:,t]|| mutlak hata fonksiyonu

004w
003

0oz

Hata

|E. , (=t mutlak hata fonksiyonu

3.4

D_sz__,___......:-

A
AL
: i :
; A RN :
g ot : +‘“ﬂ#i$%#“ﬂ :
0005 |
0
T

n.z2

Sekil 4.4. Ornek 4.1.1’ in N =3 ve M =4 igin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E ™ (x, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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|e?(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E? B|:><,t]|| ryilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

Sekil 4.5. Ornek 4.1.1’ in N =7 ve M =8 igin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E ™ (x, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Ornek 4.1.2: ikinci olarak,

2 2 _AN42
Zt? _g ; =(2)C_3)62)[(1 4;2)2 1 2t2j+6ln(1+t2), persh bsrh
x + +

dalga denklemini

u(x,0)=0, 0<x<1,
u(0,¢)=0, 0<¢<1,

Dirichlet sinir kosullari,

u,(x,0)=0, 0<x<1,
Neumann sinir kosulu ve

1
J.u(x,t)dxzo, 0<t<T
0

integral kosulu ile ele alalim (Yousefi vd., 2010).

u(x,t)=In(1+£*)(2x —3x*) problemin tam ¢oziimiidiir.

Bu problem i¢in sunulan yontem N =3,7,10 i¢in uygulanarak Bessel polinom
coziimleri elde edildi. Yaklasik ¢oziimler Matlab’ de yazilan bilgisayar kodu ile

hespalandi. Bazi (x;,#;) noktalarindaki mutlak hatalar Cizelge 4.3° de sunulur.
N=7 ve M =8 i¢in u(x,t) tam ¢oziimii, u,(x,f) Bessel polinom ¢oziimii ve
uy  (x,1) tyilestirilmis Bessel polinom ¢oziimlerini Sekil 4.6 da kargilagtiriyoruz.
Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 de |eN (x,t)| ger¢ek mutlak hata fonksiyonlar ile ‘eN,M (x, t)‘
tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastirilir. N =4 ve M =5 i¢in |eN (x, t)|
mutlak hata fonksiyonu ve ‘EN,M (x, t)‘ tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonu Sekil

4.9’ da karsilagtirillir. N kesme sinir1 artarken hatalarin azaldigi Cizelge 4.3, Sekil
4.7, Sekil 4.8 ve Sekil 4.9’ dan gozlemlenir.

N =3 ve M =4 igin Bessel polinom ¢6ziimii
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u, (x,¢) = (0.13889366e —1)x — (0.20870994¢ — 2)t — (0.15329126€ —1)x’
—(0.17930239¢ —2)x* —(0.51377994¢ — 4) — 2.4783137x°¢* + 0.65180409x¢*
—0.39371562x°t* +0.26928065x°t* +(0.22669235¢ —1)t* —(0.18895915¢ —1)¢?
—0.19614006x°t +1.8488089xt” + (0.74352299¢ — 1)xt — 0.57659236x¢
+0.12352758xt

olarak ve iyilestirilmis Bessel polinom ¢dziimii

Uy 4(x,2) = (0.15835743¢ —1)x — (0.14818163¢ — 2)¢ — (0.30489923¢ —1)x’
+(0.22883290e —1)x’ —4.3425697x°t* +2.4317875x°t’ +2.7075309x°t>
+0.81129894x°t* +(0.10081779¢ —3) — (0.11156841e —1)x*
+(0.42496206¢ —1)t*x —1.5749044x"t> —0.41721906x°t* +0.46134843x"t
—(0.17537422¢—1)t* +(0.83912908¢ — 2)t* +(0.12330434e —1)¢*
+1.5953367x" —0.43182028x"¢* —2.8171553x° +0.36106807x’t
+2.1778815xt> —(0.26131622e —1)xt —0.85875346xt” —0.79436954xt

seklinde elde edilir.

Tam ¢azim
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u?(x,t] Eessel polinom gazimi

U, B|[>c:,t]| wilestirilmis Bessel polinom cdzimil

Sekil 4.6. Ornek 4.1.2° nin N =7 ve M =8 icin u(x,#) tam ¢oziimii, UN(X,l') Bessel polinom

¢oziimii ve u, (x,t) iyilestirilmis Bessel polinom ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
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Hata

||34|[><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E4 Six,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksryaonu

00
003 o
P P

Sekil 4.7. Ornek 4.1.2° nin N =4 ve M =5 i¢in |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu ve

|eM M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Hata

Hata

|e?|{><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E? Bix,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksryaonu

0 t

Sekil 4.8. Ornek 4.1.2° nin N =7 ve M =8 icin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu ve

|eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Hata

Hata

||34|[><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E4 5|[><,t]|| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

001 4o

0.005 4.

Sekil 4.9. Ornek 4.1.2° nin N =4 ve M =5 i¢in |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E M(X, t)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Cizelge 4.3. Ornek 4.1.2° nin N =3,7,10 icin baz1 (x ol ]-) noktalarindaki mutlak hatalar:

(x;,2,) N =3, e(x,t,) N=7,¢/(x,t)) N =10, ¢4(x,,t;)
(0,0) 5.1378e-005 3.4366€-005 1.8486€-006
(0.1,0.1) 1.2218e-003 2.3335e-005 4.2913e-007
(0.2,0.2) 1.7303e-003 2.2185e-006 5.6527¢-007
(0.3,0.3) 9.2713e-004 3.2261e-005 1.9086e-006
(0.4,0.4) 5.9512e-004 1.7129e-005 6.2070e-007
(0.5,0.5) 1.6496e-003 1.7738e-007 1.7617e-006
(0.6,0.6) 1.2108e-003 1.1823e-004 7.7937e-006
(0.7,0.7) 1.0464e-003 2.2970e-004 8.7023e-007
(0.8,0.8) 4.6978e-003 8.0386¢-005 1.3817e-005
(0.9,0.9) 9.1120e-003 4.8088e-004 2.3497e-005
(L1) 1.4561e-002 1.8319e-003 1.0376e-004

Ornek 4.1.3: Son olarak, (3.1)-(3.5) problemini f;(x)=0, f,(x)=cos(zx),
[=T=1, g(t)=sin(xt), g,(t)=0 ve q(x,t) =0 ile ele alalim (Dehghan, 2005). Bu
problemin tam ¢ozimi u(x,¢) = cos(zx)sin(zt)’ dir.

N =7 igin sunulan yontem uygulanarak Bessel polinom ¢6ziimii Matlab’ de yazilan
kod ile hesaplandi. u(x,7) tam ¢oziim, u,(x,#) Bessel polinom ¢oziimi ve u, ((x,7)
tyilestirilmis Bessel polinom ¢oztimiinii Sekil 4.10° da karsilastiriyoruz. u(x;,0.5)
i¢cin sunulan yontemin ve sonlu farklar metodunun (Dehghan, 2005) mutlak hatalari
Cizelge 4.4° de karsilastirilir. |e7 (x,t)| gercek mutlak hata fonksiyonu ve ‘em(x,t)‘
tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu Sekil 4.11° de karsilastirilir. Sekil 4.12

|e7(x,t)| mutlak hata fonksiyonu ve ‘Em(x,t)‘ iyilestirilmis mutlak hata

fonksiyonunun karsilastirilmasini gosterir.
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Tam ¢cdzim
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u?(x,tj Bessel palinom cazimi
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L, B(x,t) yilestirilmis Bessel polinom cazimi

o
o
*ﬂ,f:"fff
b S
ity i by i

Sekil 4.10. Ornek 4.1.3” iin u(x,#) tam ¢cbziimii, 7,(x,¢) Bessel polinom ¢oziimii ve u,,(x,¢)

iyilestirilmis Bessel polinom ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi

Cizelge 4.4. Ornek 4.1.3’ iin u(x;,0.5) icin sunulan yontemin mutlak hatalarinin sonlu farklar
metodu ile karsilagtirilmasi

Sonlu farklar metodu Sunulan y6ntem
X; (Dehghan, 2005) N=17, e;(x,,0.5)
0.1 1.5e-003 2.8149¢-004
0.2 1.4e-003 2.5674e-004
03 1.7e-003 1.6368e-004
0.4 1.6e-003 6.4767¢-005
0.5 1.5e-003 5.5188e-005
0.6 1.5e-003 2.5172e-004
0.7 1.9¢-003 5.3196e-004
0.8 1.8e-003 7.8042¢-004
09 1.7¢-003 7.6521e-004
1 1.6e-003 2.6242e-004
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Hata

|e?|{><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E? Bix,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksryaonu

Hata

Sekil 4.11. Ornek 4.1.3 icin |e7 (X,t)| mutlak hata fonksiyonu ve |ez€ (X,t)| tahmin edilen
mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Hata

|e?|{><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|E? B|[><,t]|| rilestirilmis mutlak hata fonksiaonu

Hata

Sekil 4.12. Ornek 4.1.3 icin |e7 (x, t)| mutlak hata fonksiyonu ve |E7, ,(x, t)| iyilestirilmis

mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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4.2. Neuman, Dirichlet ve Robin Kosullu ikinci Mertebe Lineer Kismi

Diferansiyel Denklem Problemi icin Ornekler

Ornek 4.2.1: Ik olarak,

2 2 2
0 L;+2xt o u —x8 ?+lu=(4+4xl—x+t)e“”, 0<x<1,0<¢<1
ox Otox ot

ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklemini n = (1,0)

ve n= (0, 1) birim normal vektorler olmak tlizere

u(x,0)=e>, 0<x<I,
u(0,t)=¢", 0<t<1,
Dirichlet sinir kosullari,

8—M(O,t)=2.e’, 0<t<1,
on

Neumann sinir kosulu ve

2u(x,1) +2—Z(x, 0)=2e""+e*, 0<x<1
n

Robin smnir kosulu ile ele aliyoruz. Bu problemin tam ¢éziimii u(x, ) = > dir.

Bu problem igin Bessel siralama metodu farkli N degerleri i¢in uygulanarak
yaklagik ¢oziimler elde edildi. Yaklasik ¢oziimler Maple’ da yazilan bilgisayar

kodunda virgiilden sonra 30 hane kullanilarak hesaplandi. u(x,¢) tam ¢ozimii,
uy,(x,t) Bessel polinom ¢oziimii ve u, ,(x,7) iyilestirilmig Bessel polinom ¢oziimi
Sekil 4.13° de karsilastirilir. Sekil 4.14 |e12(x,t)| gercek mutlak hata fonksiyonu,

‘eu’m(x,t)‘ ve ‘612’14()@2‘)‘ tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarmnin

karsilastirilmasin1  gosterir. |e12(x,t)| mutlak hata fonksiyonu, ‘Elz,w(x,t)‘ ve
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‘Elz’m(x,t)‘ tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 Sekil 4.15° de karsilastirilir.
Cizelge 4.5 N =5,6,7,8,9,10 i¢in L, ve L, hatalarini gosterir. N degeri artarken
L, ve L, hatalarinin azaldig1 Cizelge 4.5’ den goriiliir. Ayrica N ve M degerleri

artarken mutlak hatalarin azaldigi Sekil 13, Sekil 14 ve Sekil 15° den gozlemlenir.

Cizelge 4.5. Ornek 4.2.1° in L, ve L_hatalar

N 5 6 7 8 9 10
L, 15052x107% 3.0753x10°  1.6777X10°"  2.5707x107°  1.0080x10°  1.0080x10°°

L, 93530x107% 32845X107°  1.9521X10°  33274x10°"  7.0386x10°  5.4454x10°°

Tam cazim

= o
e 2,
L Sy e e A
Ay et o,
R

"
:
o
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uu(x,t] Eessel polinom gazimi

Ay
AN
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‘*‘:‘*:*"ﬁ.ﬁ"“:‘*““‘ :&3‘:3":;‘:-‘:“:"1?‘1-*‘1* AT
=
S

u1213(><,t]| wilestirilmis Bessel polinom cdzimil

ey 1‘;‘
20 4 A,
B, Sy
(it »
15 - e

I

D e, o

SRR
e
“‘Q‘:ﬁq:‘?“ e

Sekil 4.13. Ornek 4.2.1° in u(x,¢) tam ¢oziimii, z,,(x,¢) Bessel polinom ¢oziimii ve u,, . (x,¢)

1213
iyilestirilmis Bessel polinom ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
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|e12|[:=<,t]|| mutlak hata fonksiyonu

|e x b)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyvanu

12,13(
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|E12 14'[X't:'| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.14. Ornek 4.2.1’in N =12, M =13 ve M =14 icin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu

ve |eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

|2, (x5 mutlak hata fonksiyonu

12(

Hata
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|E (= 1| wilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

1213

Hata

|E12 Ml[x,t]ll wilestinlmis mutlak hata fonksiyanu

Hata

Sekil 4.15. Ornek 4.2.1’in N =12, M =13 ve M =14 icin |eN(X,L‘)| mutlak hata fonksiyonu

ve |E M(X,L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
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Ornek 4.2.2: Simdi,

% +2% +2xe' % —x%—tsin(x)u =é'cos(x) [—1+2xeq+e’ sin(x)[x—2—zcos(x)],

0<x<2,0<t<3,

ikinci mertebeden degisken katsayili lineer kismi diferansiyel denklemini n = (O, —1)

ve n=(1,0) birim normal vektdrler olmak iizere

u(x,0)=cos(x), 0<x<2,
u(2,t)=cos(2)e', 0<tr<3,
Dirichlet sinir kosullari,

a—”(o,r):—ef ,0<1r<3
on

Neumann sinir kosulu ve

u(x,3) —2—;()6, 0) =¢’ cos(x) +sin(x), 0<x<2

Robin sinir kosulu altinda ¢6zelim. u(x,¢) = cos(x)e’ problemin tam ¢oziimiidiir.

N ve M’ nin cesitli degerleri i¢in yontem uygulanarak Bessel polinom ¢dziimleri
hesaplanir ve bu ¢ozlimler i¢in hata fonksiyonlar1 tahmin edilir. Cizelge 4.6’ da
(N M )’ nin farkli degerleri icin ger¢ek maksimum mutlak hatalar (L, ) ve tahmin
edilen maksimum mutlak hatalar karsilastirilir. N ve M degerleri artarken mutlak
hatalarin azaldig1 Cizelge 4.6 dan gozlemlenir. Yaklagik c¢oziimler ve hata

fonksiyonu Maple’ da yazilan bilgisayar kodu ile hespalanirken virgiilden sonra 30

hanede duyarlilik kullanildi.
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Cizelge 4.6. Ornek 4.2.2° nin gercek maksimum hatalar (L_) ve tahmin edilen maksimum

mutlak hatalariin karsilastirilmasi

Bessel polinom ¢dziimleri i¢in maksimum mutlak hatalar ( L )
N 6 7 8 9 10 11 12

Hata 168X107"  14%x107° 72x1070  18x10*  4sx107° 22x107°  128x1077
Tahmin edilen maksimum mutlak hatalar

(N.m)  (6.7) (7.8) (8,10) (9.10) (10,11) (11,12) (12,13)
Hata 155107 56x107°  34x10°  77x107°  50x10°  76x107  3.1x107
Bessel polinom ¢ziimleri i¢in maksimum mutlak hatalar ( L )

N 13 14 15 16 17 18 19

Hata  50x107"°  15ox107"° 1sx107"! 20x10"7 275x107* ssx107° s2x107'°
Tahmin edilen maksimum mutlak hatalar
(N.M)  (13,14) (14,15) (15,16) (16,17) (17.18) (18,19) (19,20)

Hata 535107  68x107"%  16x1072 12x107°  22x10™  64x107'® 76x107"

4.3. Baslangic ve Simir Kosullu Ikinci Mertebe Lineer Kismi Diferansiyel

Denklem Problemi icin Ornekler

Ornek 4.3.1: Ik olarak,

2 2 2
ou ou ou ou ou
—2xt + Xt Xt —-2—+xu=¢e"

. . (X =2xt+ Xt +x—1)
ox Otox ot ox ot

parabolik tip kismi diferansiyel denklemini
u(x,0)=e¢"

ou(x,0) o
ot

baslangi¢ kosullar1 ve

{M(O, f)=¢

u(l,t) =ee

sinir kosullar ile 0<x <1, 0<¢<1 bolgesinde ele alalim. Problemin tam ¢oziimi

u(x,t)=e"""’ dir.
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Sunulan metodu N =3,5,6,8 i¢in uygulayarak yaklasik ¢ozlimleri hesapladik ve
metot Maple’ da yazilan kodda virgiilden sonra 30 hane alinarak uygulandi. Cizelge

4.7’ de, L, ve L, hatalar1 verilmistir. Sekil 4.16, Sekil 4.17, Sekil 4.18 ve Sekil

4.19’ da farkli N degerleri i¢in |eN (x, t)| gercek mutlak hata fonksiyonlar1 ve farkl
(N M ) degerleri igin ‘eN, " (x,t)‘ tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlari
karsilagtirtlir. N ve M ’ nin ¢esitli degerleri igin |eN (x,t)| mutlak hata fonksiyonlar1

ve ‘EN’M (x,t)‘ tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirilmalar1 Sekil

4.20, Sekil 4.21, Sekil 4.22 ve Sekil 4.23° de sunulur. N degeri artarken hatalarinin
azaldig1 Cizelge 4.7 ve Sekil 4.16-Sekil 4.23° den goriilebilir.

Cizelge 4.7. Ornek 4.3.1’ in L, ve L_ hatalar

Sunulan metot

N 3 5 6 8 9
L, 16239%x107 14771x107" 7.8336%10°° 4.5073%107 4.1336x107"°
L, g88x10~ 54x107 49%107° 1.65%107 45%107°

||33(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

Hata
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Hata

|E3I4I:><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu
B P e [/
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Sekil 4.16. Ornek 4.3.1’ in N =3 ve M =4 i¢in |e, (x,t)| mutlak hata fonksiyonu ve

|eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilagtirilmasi

|ES(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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-4
¥ 10
2
ai
Z 1+ i
e

|E5 El{x,tﬂ tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

Sekil 4.17. Ornek 4.3.1’in N =5 ve M =6 i¢in |e, (x,#)| mutlak hata fonksiyonu ve

Hata

|6'MM(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi.

|EE|{><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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Hata

1=
- .
05
0,
1 :
1

|EE ?I[X,tﬂ tahmin edilen mutlak hata fonksryonu

x 10

* t

Sekil 4.18. Ornek 4.3.1’in N =6 ve M =7 icin e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

Hata

|eM M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilagtirilmasi

|EB(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10
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le. .(xt)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

83

M 0 0

Sekil 4.19. Ornek 4.3.1’in N =8 ve M =9 icin e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|eM M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

|eS|[><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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|E3 4|[><,t]|| rilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

t

Sekil 4.20. Ornek 4.3.1in N =3 ve M =4 icin e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E ™ (x, t)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

|ES(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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|E5 E|[><,t]|| ryilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

o, Pt
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Sekil 4.21. Ornek 4.3.1’in N =5 ve M =6 icin e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E ™ (x, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

|EE|{><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

: %
: |
- T

Hata
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Hata

|EE ?(x,tjl ryilestirilmis mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.22. Ornek 4.3.1’in N =6 ve M =7 icin e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

Hata

|E o (x, t)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

|EB(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10
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|Ea EI|[><,t]|| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

% 10

Hata

Sekil 4.23. Ornek 4.3.1’in N =8 ve M =9 icin |eN(X,L‘)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E (X, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

Ornek 4.3.2: Bu 6rnegimizde,

2

2
ou ou ou

+—+u= +(2=2t+1)(x—xe " +2t%"
o o —+( ) )

hiperbolik tip kismi diferansiyel denklemini

u(x,0)=0

ou(x,0) 0
ot

baslangi¢ kosullar1 ve

u(0,)=0
u(l,)=0
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siir kosullart ile 0 < x <1, 0<¢ <1 bolgesinde ele alalim (El-Azab ve M. El-Gamel,

2007). Problemin tam ¢dziimii u(x,t) =¢"(x—x")e™" "’ dir.

Sunulan yontemi N =5,7,9 i¢in uygulayarak yaklasik ¢oziimleri hesapladik.
Yaklasik coziimler Maple’ da yazilan bilgisayar programi ile virgiilden sonra 30

hanede duyarlilikla elde edildi. Cizelge 4.8 de, L, ve L, hatalan verilir. Cizelge

4.9’ da, t=1 zamaninda farkli x degerleri i¢in sunulan metot, Rothe-Wavelet
metodu (RWM) (El-Azab ve M. El-Gamel, 2007) ve Chebyshev Tau metodu (CTM)
(Saadatmandi ve Dehghan 2010)’ nun mutlak hatalar1 karsilastirilir. Karsilastirilan
noktalarda, sunulan metodun RWM’ den daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenir ve

sunulan metot ve CTM’ nin mutlak hatalarinin birbirine ¢ok yakin oldugu goriiliir.

Sekil 4.24 ve Sekil 4.25° de (N, M )=(9,10) ve (N,M)=(15,16) igin elde edilen
|eN (x, t)| gercek mutlak hata fonksiyonlar1 ve ‘eN’ W (%, t)‘ tahmin edilen mutlak hata
fonksiyonlar1 karsilastirilir. Sekil 4.26 |e9 (x, t)| mutlak hata fonksiyonu ve ‘E(,,lo(x,t)‘

iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilagtirmasim  verir. [0,1]x[0,1]

bolgesinde,

eg(x,t)| mutlak hata fonksiyonunun maksimum degeri 2.8264x107,
‘eg,lo(x,t)‘ tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun maksimum degeri 1.4649x10~

ve ‘Eg’lo(x, t)‘ iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun maksimum degeri

1.4864 %107 olarak hesaplanir.

Cizelge 4.8. Ornek 4.3.2° nin L, ve L_ hatalar

Sunulan metot
N 5 7 9 N 5 7 9

L, 15x10* 64x107  1.99x107° L, 39x10™* 14x10°  28x10”
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Hata

Hata

15 g

0.8~

|e9|:><:,t]|| mutlak hata fonksiyvonu

x D] tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

[
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Sekil 4.24. Ornek 4.3.2’ nin N =9 ve M =10 icin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

e, (x,t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirllmasi
NM Yy
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|E15(><,t]| mutlak hata fonksiyonu

|E15 1E|:><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

x 10

Hata

Sekil 4.25. Ornek 4.3.2° nin N =15 ve M =16 icin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

e, (x,t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
NM y
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Hata

Hata

|e9|:><:,t]|| mutlak hata fonksiyvonu

%10

o Q‘qu*‘*“"iv - A ¥
AL 7

|EEI m(x,t]ﬂ wilestirilmis mutlak hata fonksiyonu

x 10

Sekil 4.26. Ornek 4.3.2° nin N =9 ve M =10 icin |e, (x,¢)| mutlak hata fonksiyonu ve

|E M(X, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Cizelge 4.9. Ornek 4.3.2° nin u(x;,1) icin mutlak hatalarmmn karsilastiriimasi

RWM (El-Azab ve M. CTM (Saadatmandi ve Sunulan metot
El-Gamel, 2007) Dehghan 2010)

X; n=6,m=9 n=m="17 N=7

0.125 1.2e-6 5.8e-8 1.25e-7

0.250 1.9¢-6 1.0e-7 1.06e-8

0.375 2.4e-6 1.2e-7 3.72¢-7

0.500  2.6e-6 1.3e-7 6.21e-7

0.625 2.4e-6 1.2e-7 3.71e-7

0.750 1.9¢-6 1.0e-7 1.08e-8

0.875 1.2e-6 5.8e-8 1.25e-7

Ornek 4.3.3: Simdi,

2 2
20U ,0u

~0
ot e

degisken katsayili kismi diferansiyel denklemini (Kesan, 2003)

{u(x, 0)=1

u(x,1)=¢'

baslangi¢ kosullar1 ve

u(0,1)=1
u(l,ty=e"

sinir kosullart ile 0 <x <1, 0<¢ <1 bolgesinde ele alalim.

N =3,5 i¢in yontemi uygulayarak,

u,(x,t) =14(0.5000000000e —30)x + (0.5000000000e — 30)¢ +1.013990470x¢
—(0.7224855260e — 28)x’t — (0.7257173950e — 28)xt’
+0.4256649465x°t* —(0.4409020358¢ — 28)x°t’ — (0.6250000000e — 31)x”
—(0.6250000000e — 3 1)’ —(0.4903488722¢ —28x°t* +0.2786264125x°t’

uy (x, 1) =1 (0.1453848152¢ — 28)x — (0.2129032258¢ — 30)¢ +1.000082545x¢
—(0.1627403796¢ —27)x* +(0.5257407258¢ — 27)x*t +0.4990687823xF
+(0.9953696235¢ —29)F" —(0.5949869445¢ —28)x°* — (0.7e —1 I)x*
+(0.9574508969¢ —26)x°* +(0.1103306738e—25)x°1 +0.1704097760x°
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—(0.1e—9)xt> — (0.le—9)x’t — (0.7619187549¢ — 29)x° — (0.1e — 10)¢*
—(0.4e—11)x*F> +(0.1584835216¢ — 26)x"t + (0.2528212882¢ — 25)x*F’
+(0.3550191906¢ — 26)x°f> +(0.3e — 1 1)x°t + (0.1e—10)x°#* — (0.3 — 1 1)x*¢*
+(0.3159129825¢ — 26)x°¢> +(0.7418926280¢ — 27)xt*
+(0.2469515086¢ — 25)x°t* +(0.3e —11)xt* +(0.131e—10)x°°
+(0.3486644681e —1)x*t* +(0.8079960454¢ — 26)x*t’

+(0.7965022741e — 26)x°t* +(0.3599193549¢ — 29)¢° +(0.1385427840¢ — 1)x°t’

Bessel polinom ¢dziimlerini elde ederiz. Bu problemin tam ¢oziimii u(x,t)=¢e" "’ dir.
Sekil 4.27° de N =3 i¢in Taylor matris yontemi (Kesan, 2003) ve sunulan yontem

ile elde edilen |eN (x,t)| mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastirilir. Sekil 4.28 N =5

i¢cin diger Taylor matris yontemi (Biilbiil, 2011) ve sunulan yontem ile elde edilen

|eN (x,2)| mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasini gosterir. Yaklasik ¢oziimler

ve hata fonksyiyonlar1 Maple’ da yazilan bilgisayar kodunda virgiilden sonra 30 hane

kullanilarak elde edildigini not ediyoruz.

Taylor matris metodu ile ||33|[><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sunulan metot ile ||33(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.27. Ornek 4.3.3’ iin N =3 icin Taylor matris yontemi ve sunulan yontem ile elde edilen

e (x, mutlak hata fonksiyonlarmin karsilastirilmasi
v (X, 1) lak hata fonksiyonl kargilastiril

Dider Taylor matris metodu ile |E5(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

-3
%10

Hata
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Sunulan metot ile |E5(><,t]| mutlak hata fonksiyonu

umﬂ t‘

I
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Sekil 4.28. Ornek 4.3.3’ iin N =5 icin diger Taylor matris yontemi ve sunulan yontem ile elde

edilen |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonlarmin karsilastirilmasi

4.4. Singiller Pertiirbe Olmus Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difiizyon

Problemi icin Ornekler

Ornek 4.4.1: ilk olarak, (Kadalbajoo ve Gupta, 2009)

2
ou O u ou , e

Y W X 8x = " (x2+2x+2—5)

singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon denklemini

u(x,0)=5-, 0<x<1
&

baslangi¢ kosulu ve
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t
u(0,0)=5-, 0<1 <1,
&

1+¢
e

u(L,t)=

,0<1<1
&£

sinir kosullar1 ile 0<x <1, 0<¢<1 bolgesinde ele alalim. Burada, ¢: 0<e<x1

olacak sekilde bir difiizyon katsayisi ya da singiiler pertiirbasyon parametresidir.

X+t

Problemin tam ¢oziimii u(x,t) = ° > dir.
Kesim (3.4)” de sunulan prosediiriic N =5,6,7,8,9 i¢in takip ederek Bessel polinom

¢Ozlimlerini hesapladik. Yaklasik ¢oziimler ve hata fonksiyonlar1 Matlab’de yazilan

bilgisayar kodu ile hesaplandi. Cizelge 4.10 ve Cizelge 4.11° de N ve &’ nun farkh

b

degerleri i¢in L, ve L, hatalarim veriyoruz. Ayrica (N M ) ve ¢’ nun farkh

degerleri i¢in |eN (x, t)| mutlak hata fonksiyonlari, |e, ,, (x, t)‘ tahmin edilen mutlak
hata fonksiyonlar1 ve ‘EN’M (x,t)‘ tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 Cizelge
4.12° de karsilastirilir. Sekil 4.29-Sekil 4.32° de (N M ) ve ¢’ nun cesitli degerleri
igin |e, (x,7)| mutlak hata fonksiyonlarinin ve ‘eN’ (X t)‘ tahmin edilen mutlak hata

fonksiyonlariin karsilastirilmasi sunulur. |eN (x,t)| mutlak hata fonksiyonlar1 ve

‘EN,M(x,t)‘ iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlar1 Sekil 4.33-Sekil 4.36° da

karsilagtirtlir. N degeri artarken hatalarin azaldigi ve ¢ degeri kiiciildiikge hatalarin

arttig1 Cizelge 4.10- Cizelge 4.12 ve Sekil 4.29-Sekil 4.36° dan gozlemlenir.

Cizelge 4.10. Ornek 4.4.1’ in L, hatalar

N o e=10" e=10" e=10" e=10"

5 1.9982x10™" 1.7535x10°  1.7367x10°  1.7352x10”"
6 43851x10” 53522x10°  53718x10°  5.3727x10°
7 1.9434x107 2.3204x10°  2.3288x10° 2329110
8 7.0223x10” 5.1130x10°  5.5541x10°  5.5985x10°
9 33883x10” 4.8773x10° 51873107 5.2150x10°
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Cizelge 4.11. Ornek 4.4.1’ in L_ hatalan

N e=10" e=10" e=10" e=10"

5 96181x10™ 6.0181x10°  6.3998x10°  6.5455%10""
6 1.80x10” 2200%10™  2.150x10°  2.150x107
T 1.5525x10° 1.1333x10°  1.1365x10™  1.150x10™
8 12692x10" 1.1429x107  1.3333x10°  1.3429x10°
9 6.8182x107 8.500x10°  9.250x107  9.00x10"°

Cizelge 4.12. Ornek 4.4.1° in Bessel polinom ¢oziimlerinin ve iyilestirilmis Bessel polinom
¢Oziimlerinin maksimum hatalari ve tahmin edilen maksimum hatalarin karsilastirilmasi

e=10" e=10""

(N, M) (5.6) (7.8) (5.6) (7.8)

ley (x, )| igin maksimumhata 96181107 1.5525%10°  63998x10>  1.1365%10°*

igin maksimum hata 1 4567x10 " 1.9348 %10~ 17962x1072  3.2566X10™°

‘eN,M(xa t)

‘EN,M('X’ t)

2

igin maksimum hata g 5885x10 " 12882x10°  4.9361x10° 8.4277X107°

z=10" Izin |ES(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10

Hata
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(= t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyvanu

e=10" igin |e,

% 10

15 e

Hata

Sekil 4.29. Ornek 4.4.1’in £ =10", N =5 ve M =6 igin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |e (x t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E?[><,t]| mutlak hata fonksiyonu

%10

Hata
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z=10" icin |E? 8(><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

Hata

Sekil 4.30. Ornek 4.4.1’in £=10", N =7 ve M =8 icin |€N(X,l')| mutlak hata fonksiyonu

ve |eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E5(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

008
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==10" izin |E5 E|[:><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

Sekil 4.31. Ornek 4.4.1’in £ =102, N =5 ve M =6 igin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilagtirilmasi

z=10" icin |E?(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10

N PUREUL

Hata
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z=10" icin |E? 8(><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

%10

Hata

o
e st
..l;;r‘_r' ." e

1}%@,‘% e

Sekil 4.32. Ornek 4.4.1’in £ =102, N =7 ve M =8 igin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |eN M(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E5(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10

Hata
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z=10" izin |E5 E|[><,t]|| wilestirilmis mutlak hata fonksiyvonu
x 10

Hata

J t

Sekil 4.33. Ornek 4.4.1°in £ =10", N =5 ve M =6 icin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |E M(X,z‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E?[><,t]| mutlak hata fonksiyonu

%10

Hata
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z=10" izin |E? 8|[><,t]|| wilestirilmis mutlak hata fonksiyvonu

%10

Hata

Sekil 4.34. Ornek 4.4.1°in £ =10", N =7 ve M =8 i¢in |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |E M(X, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E5[><,t]| mutlak hata fonksiyonu

08
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==10" izin |E5 E|[><,t]|| wilestirilmis mutlak hata fonksiyvonu

0051

Hata

J t

Sekil 4.35. Ornek 4.4.1°in £=10°, N =5 ve M =6 icin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |E M(X, L‘)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

z=10" icin |E?(><,t]|| mutlak hata fonksiyonu

%10

N PUREUL

Hata
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==10" izin |E? 8|[><,t]|| wilestirilmis mutlak hata fonksiyvonu
x 10

Hata

J t

Sekil 4.36. Ornek 4.4.1°in £=10"°, N =7 ve M =8 icin |eN (X,t)| mutlak hata fonksiyonu

ve |eN M(X, t)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

Ornek 4.4.2: (Clavero, 2003) Bu 6rnekte,

2
aa_b;—g gxb; +(2—x2)a—u+xu =102 x(1-x)

singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon denklemini

u(x,0)=0, 0<x<1

baslangi¢ kosulu ve

u(0,£)=0, 0<¢<1,

u(l,t)=0, 0<¢<1

sinir kosullart ile 0<x<1, 0<¢<1 bolgesinde ele alalim. Burada, ¢: 0<e <1

olacak sekilde bir diflizyon katsayis1 ya da singiiler pertlirbasyon parametresidir.
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Kesim (4.4)’ de sunulan prosediir kullanilarak, N ve M ’ nin ¢esitli degerleri i¢in

yaklagik ¢oztimleri elde ettik. Yaklasik ¢oziimleri ve hata fonksiyonlarin1 Matlab’ de
yazilan bilgisayar kodu ile hesapladik. £=2", N=5 ve M =6 igin u, (x,t) Bessel
polinom ¢ézimii ve u, ,, (x,t) iyilestirilmis Bessel polinom ¢oziimiiniin grafikleri
Sekil 437  de ve ¢=2"", N=5 ve M =6 igin u, (x,t) Bessel polinom ¢dziimii ve
uy , (x,1) iyilestirilmis Bessel polinom ¢dziimiiniin grafikleri Sekil 4.38” de verilir.
Bu problemin tam c¢oziimii mevcut degildir. Bu yiizden L, ve L, hatalan

hesaplanamaz. Fakat onceki Orneklerden hata fonksiyonu igin yapilan tahminin

oldukgca etkili oldugunu biliyoruz. Boylece, yontemin giivenilirligini hata tahmini ile

test edebiliriz. Sekil 439-Sekil 4.42° de ¢ =2" ve (N, M)’ nin gesitli degerleri i¢in
‘eN’ " (x,t)‘ tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilagtirilmasi verilir. Sekil
443> de £=2" ve (N,M) nin gesitli degerleri igin ‘eN’M(x,t)‘ tahmin edilen
mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastirilir. Sekil 4.44-Sekil 4.47° de ayni (N,M )
degeri icin £ =2" ve £=2""" alinarak elde edilen ‘eN’M (x,t)‘ tahmin edilen mutlak

hata fonksiyonlar1 karsilastirilir.

(3.109)’ da verilen

R, (x,t) = Llu, (x,t)] - G(x,1)

rezidiiel fonksiyonu bu problem i¢in

Ouy O uy

Ry (x.1) =
vbnh =2 e

+(2-x7) agN +xuy —107e™ x(1 - x)
x

olur. Ekstra bir 6l¢iim i¢in, ¢dziimlerin dogrulugu |RN(x, t)| hata fonksiyonu ile
kontrol edilebilir. Cizelge 4.13° de ¢=2" ve N=2,4,7,9 i¢in t=1 zamanindaki
bazi |RN (x,~,1)| mutlak rezidiiel hatalar1 veriyoruz.

Cozlimlerin giivenilirliginin ekstra bir dl¢limii i¢in N ve ¢’ nun farkli degerleri ile

sunulan yontem, Euler implicit metodu (Clavero, 2003), B-spline siralama metodu

(BSM) (Kadalbajoo vd., 2008) ve parcali analitik metodu (Ramos, 2005) i¢in
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e,” =max {|uN (x,1) —uyy (x,1)

,0<x<1,0<s<1}

ile elde edilen maksimum noktasal hatalar Cizelge 4.14” de karsilastirilir.

Sonug olarak N ve M degerleri arttirlldiginda hatalarin azaldig1 ve ¢ degeri
kiigiildiik¢e hatalarin arttig1 Cizelge 4.13-Cizelge 4.14 ve Sekil 4.39-Sekil 4.47° den
goriiliir ve ayrica yapilan karsilastirmalardan bizim yontem ile diger metotlara gore

daha kiiciik N degerleri i¢cin hemen hemen ayni sonuglarin elde edildigi goriiliir.

Cizelge 4.13. Ornek 4.4.2’nin £ =10"" i¢cin # =1 zamanindaki |RN (X,',1)| hatalari

Sunulan yéntem

X; N=2 N=4 N=7 N=9

0 3.4414e-001 2.7339¢-003 4.3217e-005 2.8937e-006
0.125 2.2897e-002 1.9274e-003 3.3953e-004 1.3234e-005
0.250  2.8882¢-001 4.2649¢-003 3.5866¢-004 1.1146e-005
0.375 4.5398e-001 3.7479e-003 6.3568e-005 6.1311e-006
0.500 5.1872e-001 8.3327e-004 3.7500e-004 1.8466e-005
0.625 4.8337e-001 3.0808e-003 6.3611e-006 5.1207e-006
0.750 3.4827e-001 5.7004e-003 4.9111e-004 1.2397e-005
0.875 1.1379¢-001 3.8822¢-003 4.8803e-004 1.0829e-005
1 2.1976e-001 6.3210e-003 6.0717e-005 3.8149¢-006

. . . e 1o . N
Cizelge 4.14. Bizim metodun ve bagka metotlarin N ve ¢ ’nun cesitli degerleri icin &,

maksimum noktasal hatalarimin karsilagtirilmasi

N—> 3 4 16 32 16 32
¢ Diizgiin siralama ..
\2 Sunulan yontem noktilarl ile BSM fﬁ;ﬁgsagggggl; metot
(Kadalbajoo vd., 2008) ’
272 1.7917e-02 1.0909¢-03 2.0301e—2 1.1131e—2 2.6e-3 9.9218e-4
2 2.4545e-02 1.1414e-02 2.8100e—2 1.8578e—2 1.15e-2 5.1e-3
9 4.2727¢-02 1.1875e-02 3.0483e—1 1.2750e—1 2.25e-2 1.67e-2
28 5.1250e-02 2.9091e-02 8.3956e—1 4.6488e—1 1.52e-2 1.44e-2
10 5.3750e-02 3.2500e-02 1.2697 9.594e—1 1.33e-2 7.9¢-3
o712 5.5000e-02 3.3333e-02 1.4406 1.3296 1.40e-2 6.7¢-3
o4 5.6250e-02 3.4545e-02 1.4904 1.4702 1.41e-2 6.9¢-3
Euler implicit metodu Shishkin siralama noktalari ile
(Clavero vd., 2003) BSM (Kadalbajoo vd., 2008)
272 1.1249¢—2 6.3202¢—3 5.8459¢—3 1.4220e—3
274 1.6783¢—2 8.1043¢—3 4.6929¢-3 2.8234¢-3
26 3.0900e—2 1.5221e—2 3.7566e—3 1.2640e—3
28 3.5742¢-2 1.9347¢e-2 1.2536e—2 2.6440e-3
o-1o 3.6717e—2 2.0475e-2 1.6606e—2 5.3053e—3
2712 3.6931e—2 2.0732e-2 1.7491e—2 6.3301e-3
ol 3.6982¢—2 2.0794e—-2 1.7860e—2 6.4345¢—3
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g=7" izin |u5|[><,t]|| Bessel palinam cdzimi

Sekil 4.37. Ornek 4.4.2° nin ¢ =27, N =5 ve M =6 i¢in u,(x,t) Bessel polinom ¢oziimii ve

u, M(X, t) iyilestirilmis Bessel polinom ¢éziimiiniin karsilastiriimasi
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g=71% izin |u5|[><,t]|| Bessel polinom cazimi
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Sekil 4.38. Ornek 4.4.2° nin ¢ =27, N =5 ve M =6 i¢in u,(x,t) Bessel polinom ¢oziimii ve

u, M(X, t) iyilestirilmis Bessel polinom ¢éziimiiniin karsilastiriimasi
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z=7" izin |E3 4|{>c,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu
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Sekil 4.39. Ornek 4.4.2° nin £ =27, (N, M) =(3,4) ve (N, M)=(3,5) isin |e,,, (x,1)|

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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g=7" icin |E4 5|{><:,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksionu
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Hata
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g=7" Izin |E4 E(x,t]| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.40. Ornek 4.4.2’ nin £ =27, (N, M) =(4,5) ve (N,M)=(4,6) icin |e, (x,t)|

tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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Hata

z=7" izin |E5 El{x,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu

Hata

Sekil 4.41. Ornek 4.4.2’ nin e =27, (N, M) =(5,6) ve (N,M)=(5,7) icin |e,, (x,t)|
tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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Hata

z=7" izin |EE ?(x,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu

-4

g=7" Izin |EE E=|:><:,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu

Hata

Sekil 4.42. Ornek 4.4.2° nin ¢ =2, (N,M)=(6,7) ve (N,M)=(6,8) igin |eN,M(X t)|
tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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g=21% izin |E3 4|[><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu
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g=21% izin |E5 E|[><,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.43. Ornek 4.4.2’ nin ¢ =2, (N,M)=(3,4) ve (N,M)=(4,5), (N,M)=(4,6)

ve (N M ) = (6,7) icin |eMM(X, t)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi

144



z=7" izin |E3 4|{>c,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu
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Sekil 4.44. Ornek 4.4.2° nin £=2", =27 ve (N,M)=(3,4) icin |eMM(X, t)| tahmin edilen

mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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g=7" icin |E4 5|{><:,t]|| tahmin edilen mutlak hata fonksionu
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Sekil 4.45. Ornek 4.4.2° nin £ =27, =27 ve (N,M)=(4,5) icin |eMM(X, t)| tahmin edilen

mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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z=7" izin |E5 El{x,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu
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Sekil 4.46. Ornek 4.4.2° nin £ =2", £¢=2"" ve (N,M)=(5,6) icin |eMM(X, t)| tahmin edilen

mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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z=7" izin |EE ?(x,tjl tahmin edilen mutlak hata fonksiyaonu

Hata

%10

Hata

0 t

Sekil 4.47. Ornek 4.4.2° nin £ =27, =27 ve (N,M)=(6,7) igin |eMM(X, t)| tahmin edilen
mutlak hata fonksiyonlarinin karsilastirmasi
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4.5. iki Boyutlu ikinci Mertebeden Lineer Kismi Diferansiyel Denklem

Problemi icin Ornekler

Ornek 4.5.1: Ik olarak,

w, (x, y,t)+xu, (x,y,0) +(x + Y (x,,0) = (x+y —Du, (x, y,t) — (2xt)u,,(x,y,t)
=2u(x,y,t)=e""" [x—2t+(x+y)t—(x+y—t)t—2xt2]

iki boyutlu lineer degisken katsayili kismi diferansiyel denklemini

u(x,y,00=0,0<x<1,0<y<1,
u(x,y,)=e", 0<x<1, 0< y<1,
u(x,0,t)=e't, 0<x<1, 0<<1,
u(x,1,t)=e"t, 0<x<1, 0<¢<1,
u(0,y,t)y=€e’t, 0<y<1, 0<¢<1

Ve

u(l,y,)=e""'t, 0<y<1, 0<r<I1,

siur kosullari altinda (x, y,t) €[0,1]x[0,1]x[0,1] uzayinda ele alalim. Problemin tam
¢coziimi u(x, y,t)=te™™’ dir.

N =4 ve M =5 icin Kesim (3.5)’ de sunulan islemler sirastyla yapilarak u,(x, y,?)
Bessel polinom ¢oziimii ve u,s(x,y,t) iyilestirilmis Bessel polinom ¢oziimii elde
edilir. Yaklasik ¢ozlimler ve hata fonksiyonlar1 Maple’ da yazilan bilgisayar kodunda
virgiilden sonra 30 hane kullanilarak elde edildi. # =1 zamanindaki u(x,y,1)=¢""
tam ¢ozimi, u4(x,y,1) Bessel polinom ¢6ziimii ve u,s(x,y,1) iyilestirilmis Bessel

polinom ¢6ziimiinlin grafiklerini Sekil 4.48° de sunuyoruz. ¢=1 Zamanindaki
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|e4(x, y,1)| mutlak hata fonksiyonu ve |e4,5(x, y,1)| tahmin edilen mutlak hata

fonksiyonunun karsilagtirmas1 Sekil 4.49° da wverilir. 7=1/2 zamanindaki

|e4(x, v,1/ 2)| mutlak hata fonksiyonu ve |e4,5 (x,y,1/ 2)| tahmin edilen mutlak hata

fonksiyonunun karsilastirmasi Sekil 4.50” de verilir. Sekil 4.51 #=1/2 zamanindaki

|es(x, »,1/2)| mutlak hata fonksiyonu ve |E,s(x,y,1/2)| iyilestirilmis mutlak hata
fonksiyonunun karsilagtirmasini1 gosterir. ¢ =0 zamanindaki |e7 (x, y,0)| mutlak hata

fonksiyonu ve |e7,8 (x,y, O)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunu Sekil 4.52” de

karsilastirtyoruz. Cizelge 4.15° de farkli zamanlardaki maksimum hatalar sunulur.

Cizelge 4.15. Ornek 4.5.1° in farkhi zamanindaki maksimum hatalari

t =1/2 zamaninda

(N.M) ey (x,0)| igin

‘eN’M (x, t)‘ i¢in

‘EN’M (x, l‘)‘ i¢in

(4,5) 34%107

431x107*

33x107

t =0 zamaninda

(N.M) ey (x,0)| igin

‘eN,M (x, t)‘ igin

‘EN,M (x, t)‘ igin

(4,5) 29x107°

9.5%x107*

2.9%107°

t =0 zamaninda

(N.M) ey (x,0)| igin

‘eN’M (x, t)‘ i¢in

‘EN’M (x, t)‘ i¢in

(7.8) 1.483%107

4173%x10°°

1.356x107

t =1 zamaninda

(N.M) ey (x,0)| igin

‘eN’M (x, t)‘ i¢in

‘EN’M (x, t)‘ icin

(4,5) 4.0%10°

7.01x107*

4.0%x107
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1 anindaki ulxy, 1) tam cdzami

t

1 anindaki |u4|[><,y,1]|| Bessel palinam cdzimi

t

(e
.&Wnﬁ

icin

=4

N

ozumu ve

1 zamanmndaki z(x,y,1) tam ¢6

t =
1) Bessel pol

1’ in

u (x,y,

Sekil 4.48. Ornek 4.5

karsilastirmasi

mom ¢ozumunun

.
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t=1 anindaki |E4(:><,y,’l]|| mutlak hata fonksiyonu
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t=1 anindaki |E4 5(><,3-=,1]|| tahmin edilen mutlak hata fonksivonu
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Sekil 4.49. Ornek 4.5.1’ in £ =1 zamanndaki N =4 ve M =5 icin |e, (x, y,1)| mutlak hata

€.y (x,y, 1)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

fonksiyonu ve
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t=1/2 anindaki |e4|[><,y,1:’2]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.50. Ornek 4.5.1’in £ =1/2 zamamndaki N =4 ve M =5 icin |eN (x,y,1/ 2)| mutlak
e, (x,y1/ 2)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun

hata fonksiyonu ve
karsilastirilmasi
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t=1/2 anindaki |e4|[><,y,1:’2]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.51. Ornek 4.5.1’in £ =1/2 zamamndaki N =4 ve M =5 icin |eN (x,y,1/ 2)| mutlak
E,  (x,51/ 2)| iyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun

karsilastirilmasi

hata fonksiyonu ve
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t=0 anindaki |E?I[><,'3,r',|:|]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.52. Ornek 4.5.1’ in # =0 zamamindaki N =7 ve M =8 icin |eN (x, y,0)| mutlak hata
€uu (x,¥y, O)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastiriimasi

fonksiyonu ve
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Ornek 4.5.2: Simdi, (Biilbiil, 2011)

X+y—t

Uy (X, 9,8)+2u,(x,,8) + U (x,¥,8) +u,, (x, y,t) +u(x, y,t) = 2e

iki boyutlu lineer sabit katsay1li hiperbolik kismi diferansiyel denklemini

u(x,y,0)=0,0<x<1,0<y<1

Ve

u,(x,y,0)=—e", 0<x<1, 0<y<1

baslangi¢ kosullart altinda (x,y,#) €[0,1]x[0,1]x[0,1] uzayinda ele alalim. Verilen
problemin tam ¢6zimii u(x, y,t)=e """ dir.

Bu problem N =5 alinarak sunulan yontem ile ¢oziildiigiinde elde edilen yaklasik
¢ozlimiin ve N =5 icin Taylor matris yontemi (Biilbiil, 2011) ile elde edilen yaklasik
¢oziimiin #=0:0.1:1 zamanlarindaki L, ve L, hatalann Cizelge 4.16° da
karsilagtirilir. Cizelge 4.16° dan sunulan yontemin hatalarinin Taylor yonteminin
hatalarindan daha kiiclik oldugunu gozlemleriz. Sekil 4.53° de =0 zamanindaki

tahmin edilen mutlak hata

mutlak hata fonksiyonu ve |e5’(,(x, ,0

|es(x,y,0

fonksiyonu karsilastirilir. £ =0 zamanindaki |e5 (x,y,0] mutlak hata fonksiyonu ve

|E5,6(x’y70

tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastirmasi Sekil 4.54° de

sunulur. Yaklasik c¢oziimler ve hata fonksiyonlar1 Maple’ da yazilan bilgisayar

programinda virgiilden sonra 30 hanede duyarlilikla hespalandigini not ediyoruz.
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Hata

t=0 anindaki |ES|[><,3f,EI]|| mutlak hata fanksiyonu
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Sekil 4.53. Ornek 4.5.2° nin # =0 zamanindaki N =5 ve M =6 i¢in |6‘N(X, ¥, O)| mutlak hata
e, W(X, v, O)| tahmin edilen mutlak hata fonksiyonunun karsilastirilmasi

fonksiyonu ve
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Hata

Hata

t=0 anindaki |ES|[><,3f,III]|| mutlak hata fonksiyonu
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Sekil 4.54. Ornek 4.5.2° nin Ornek 4.5.2° nin # =0 zamanindaki N =5 ve M =6 icin

le, (x,,0)| mutlak hata fonksiyonu ve
fonksiyonunun karsilastirilmasi
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Cizelge 4.16. Ornek 4.5.2°nin N =5 icin sunulan yontem ve Taylor matris yonteminin L, ve

L hatalarimn karsilagtirilmasi

N =5 i¢in sunulan yontem

N =5 i¢in Taylor matris yontemi

(Biilbiil, 2011)

t L, L, L, L,
0 82962e-005 2.5893¢-005 8.77¢-03 1.93e-02
0.1 4.8601e-004 7.5001e-005 9.18¢-03 2.40e-02
0.2 1.5352¢-003 1.9694¢-004 1.18e-02 7.62e-02
03 2.1919¢-003 3.0611e-004 1.63e-02 2.83e-02
0.4 2.4776e-003 5.3960e-004 2.25¢-02 4.63¢-02
0.5  4.2375e-003 1.2839¢-003 3.00e-02 4.44¢-02
0.6 9.9380e-003 2.6961e-003 3.89¢-02 8.88¢-02
0.7 2.1660e-002 4.7969¢-003 4.59¢-02 9.46e-04
0.8  3.7513e-002 7.4997e-003 7.48e-02 1.47¢-01
0.9  5.6473e-002 1.0566¢-002 5.16e-02 4.44¢-01
1 7.6356e-002 1.3583¢-002 5.24e-02 6.12¢-01
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S.TARTISMA VE SONUCLAR

Fizik ve miihendislik alanlarindaki bir¢ok problemde kismi diferansiyel denklemler ile
karsilasilir. Kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde edilmesinin zor
oldugu durumlarda ya da tam ¢oziimlerinin olmamasi1 durumlarinda niimerik metotlara
ihtiya¢ duyulur. Son yillarda, adi diferansiyel, fark, integral ve integro-diferansiyel-fark
denklemlerin niimerik ¢dziimleri i¢in Bessel siralama metodu kullanildi. Bu ¢alismada,
e Neuman, Dirichlet ve integral kosullu dalga problemi
e Neuman, Dirichlet ve Robin kosullu genel formda ikinci mertebe lineer kismi
diferansiyel denklem problemi
¢ Baglangic ve siir kosullu genel formda ikinci mertebe lineer kismi diferansiyel
denklem problemi
e Singiiler pertiirbe olmus bir boyutlu parabolik konveksiyon-difiizyon problemi
e Iki boyutlu ikinci mertebeden lineer degisken katsayili kismi diferansiyel
denklem problemi
icin Bessel siralama metodu uygulandi ve her bir problem i¢in rezidiiel fonksiyonu
temel alan hata tahmini verildi. Ayrica, her bir problemin Bessel polinom ¢6ztimleri
bu hata fonksiyonu yardimiyla iyilestirildi. Ilaveten, bu ¢alismamizda yontemin
karmagiklig1 ilizerinede calistik. Baslangi¢c ve smir kosullu genel formda ikinci
mertebe lineer kismi diferansiyel denklem problemi i¢in yontemin karmaskligi

hesaplandi.

Bu c¢aligmanin dordiincii boliimiinde yontemin uygulamasi i¢in ele alinan tim
problemler igin &rnekler sunuldu. Orneklerde, u tam ¢dziimlerin, u, yaklagik
¢oziimlerin, u, , ilyilestirilmis yaklagik ¢Oziimlerin, e, gergek mutlak hata

fonksiyonlarinin, e

vy tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin ve E,

tyilestirilmis mutlak hata fonksiyonlarinin farkli N degerleri i¢in grafikleri ¢izildi.

Sekillerden ve Cizelgelerden e, ,, tahmin edilen mutlak hata fonksiyonlarinin e,
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gercek mutlak hata fonksiyonlarina oldukg¢a yakin oldgu goézlemlenir ve yapilan
iyilestirmeninde etkili oldugu goriiliir.

Hata fonksiyonu tahmini oldukca etkili oldugundan herhangi bir problemin tam
¢Oziimi bilinmedigi zaman sonuglarin giivenilirligini e, ,, tahmin edilen mutlak hata
fonksiyonu ile dlgebiliriz. Ornegin, Ornek 4.4.2° nin tam ¢dziimii mevcut degildir.
Bu problemde, ¢ozimlerin giivenilirligini e, ,, aracilifiyla test ettik. Ayrica,
¢oziimlerin dogrulugu (R, ,, rezidiiel fonksiyon) kullanilarak da ol¢iim yapildi.

Cozlimlerin giivenilirliginin ekstra bir dl¢limii i¢cin N ve ¢’ nun farkli degerleri ile
sunulan yontem, Euler implicit metodu (Clavero, 2003), B-spline siralama metodu

(BSM) (Kadalbajoo vd., 2008) ve pargali analitik metodu (Ramos, 2005) i¢in

e = max{|uN(x,t)—u2N(x,t) , 0<x<1,0<¢< 1}

ile elde edilen maksimum noktasal hatalar karsilastirildi. Yapilan karsilastirmada,
bizim sonuglarin oldukea etkili oldugu goriiliir. Dahasi, N degeri artarken hatalarin
azaldig1 goriliir.

Cogu oOrnekte extra Ol¢iim icin, L, ve L, hatalarmin ikisi ile de yontemin

giivenilirligini test ettik. L, ve L, hatalarinda da N degeri artarken hatalarin

azaldig1 gézlemlenir.
Diger Orneklerde de baska metotlar ile karsilastirmalar yapildi. Yapilan

karsilagtirmalardan genel olarak bizim metodun oldukga etkili oldugu gézlemlenir.

Yaklagik c¢oziimler Matlab, Maple ve Mathematica gibi bilgisayar programlari
kullanilarak kolayca hesaplanabilir. Bizim 0Orneklerde, yontemin uygulamalari
Matlab ve Maple programlarinda yazilan kodlar ¢alistirilarak elde edildi. Bu kodlar
sayesinde yaklasik coziimler kisa silirede hesaplandi. Ayrica, bu problemler igin
genellikle Maple’ da yaklasik ¢oziimlerin daha kisa siirede elde edildigini
gozlemledik.

Orneklerde N kesme sinir1 artarken yaklasik ¢dziimlerin tam ¢dziime daha da
yaklastig1 saptandi; fakat kesme sinir1 N’ nin ¢ok biiyiik se¢ilmesi durumunda,
bilgisayarda islem yikii artacagindan, bilgisayar programlari daha yavas sonug

verecektir. Ayrica, N degeri artarken programdan kaynaklanan hesaplama hatalarida
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biiyiir. Bu nedenle terim sayisini arttirmak ¢ok kullanigh degildir. Bu sabeple, N
degeri yeteri kadar biiyiik secildiginde tam ¢o6ziime oldukca yakin ¢oziimler elde

edilebilir.

Bu yontem bagka kismi diferansiyel denklem problemleri icin gelistirilerek

uygulanabilir.
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Ek A. Dalga Problemi icin Matlab Kodu

function DalgaOrnek1(N,M)
format rat
D=besselD(N)
syms x
for i=1:(N+1)
X(L,i)=x"(i-1);
end
X
Ix=X*D'
syms y
Jy=subs(Jx,y)
B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N
B(it+1,1)=1;
end
P=(D")\(-1)*B"™*D'
PP=kron(eye(N+1),P)
Qy=kron(eye(N+1),Jy)
W=Jx*Qy*(PP)*2-Jx*P2*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(-1)/N})];
for k=1:((N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=s+1;
end
end
WM
B=-2"0cy)"exp(xy)
5=
G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
G=[subs(g, {x,y},{(-1)/N,(-1)/N})];
GM(s,1)=G(1,1);
s=s+1;
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end
end
GM
a=0
b=1
c=0
d=1
ub=Jx*subs(Qy,c)
s=1;
Ub=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
UB(s,k)=Ub(1,k);
end
s=st+1;
end
UB
us=Jx*subs(Qy,d)
s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=s+1;
end
(0N}
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=st+1;
end
Ut
vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);
end
s=s+1;
end

172



VB
for i=1:(N+1)
L(1,1)=b"(1)/1;
end
L
vn=L*D"*Qy
s=1;
Vn=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vn=[subs(vn,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VN(s,k)=Vn(1,k);
end
s=s+1;
end
VN
syms x
=0
m=x*exp(-x)
h=0
k=-2*y*exp(-y-1)ty*exp(-y)
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
s=1;
Mm=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
Mm=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=Mm(1,1);
s=s+1;
end
s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=s+1;
end
s=1;
K=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=st+1;
end
WW=[UB;Ut;VB;VN;WM]
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GG=[FF;MM;HH;KK;GM]
We=[WW GQG]
an=WW\GG
syms t
U=Jx*subs(Qy,y)*an
syms X y
Rn=diff(U,y,2)-diff(U,x,2)-g
format rat
D1=besselD(M)
syms x
for i=1:(M+1)
X1(1,1)=x"(i-1);
end
X1
Ix1=X1*D1'
syms y
Jyl=subs(Jx1,y)
Bl=zeros(M+1,M+1);
for i=1:M
B1(i+1,1)=1;
end
B1;
P1=(D1Y*(-1)*B1"*D1'
PP1=kron(eye(M+1),P1)
Qyl=kron(eye(M+1),Jy1)
alfa=1
beta=1
Wi=Ix1*Qy1*(PP1)"2-Jx1*P1"2*Qyl
s=1;
WMIl1=zeros((M+1)"2,(M+1)"2);
for i=1:M+1
for j=1:M+1
WWI=[subs(W1,{x,y},{(i-1)/M,(-1)/M})];
for k=1:((M+1)*(M+1))
WMI1(s,k)=WW1(1,k);
end
s=s+1;
end
end
WMI1
gl=-Rn
s=1
Gl=zeros((M+1)"2,1);
for i=1:M+1
for j=1:M+1
Gl=[subs(g], {x,y}, {(i-1)/M,G-1YM})];
GM1(s,1)=G1(1,1);
s=s+1;
end
end
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GM1
a=0
b=1
c=0
d=1
ubl=Jx1*subs(Qyl,c)
s=1;
Ubl=zeros(1,(M+1)"2);
for i=1:M+1
Ubl=[subs(ubl,(i-1)/M)];
for k=1:(M+1)*(M+1))
UBI1(s,k)=Ubl(1,k);
end
s=s+1;
end
us1=Jx1*subs(Qyl,d)
s=1;
Usl=zeros(1,(M+1)"2);
for i=1:N+1
Usl=[subs(us1,(i-1)/M)];
for k=1:(M+1)*(M+1))
US1(s,k)=Us1(1.k);
end
s=s+1;
end

utl=Jx1*subs(Qyl,c)*PP1

s=1;
Ul=zeros(1,(M+1)"2);
for i=1:M+1
Ul=[subs(utl,(i-1)/M)];
for k=1:(M+1)*(M+1))
Utl(s,k)=U1(1,k);
end
s=st+1;
end
vbl=subs(Jx1,a)*Qy1
s=1;

Vbl=zeros(1,(M+1)"2);

for i=1:M+1
Vbl=[subs(vbl,(i-1)/M)];
for k=1:(M+1)*(M+1))
VBI1(s,k)=Vbl(1,k);
end
s=s+1;
end
VBI1
for i=1:(M+1)
LL(1,1)=b"1)/1;
end
LL
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vnl=LL*D1*Qy]l
s=1;
Vnl=zeros(1,(M+1)"2);
for i=1:M+1
Vnl=[subs(vnl,(i-1)/M)];
for k=1:((M+1)*(M+1))
VNI1(s,k)=Vnl(1,k);
end
s=s+1;
end
VNI
syms x
=0
m=0
h=0
k=0
s=1;
Fl=zeros((M+1),1);
for i=1:M+1
F1=[subs(f,(i-1)/M)];
FF1(s,1)=F1(1,1);
s=st+1;
end
s=1;
Mml=zeros(M+1),1);
for i=1:M+1
MmIl=[subs(m,(i-1)/M)];
MMI(s,1)=Mml(1,1);
s=s+1;
end
s=1;
Hl=zeros((M+1),1);
for i=1:M+1
H1=[subs(h,(i-1)/M)];
HHI1(s,1)=HI(1,1);
s=st+1;
end
s=1;
Kl1=zeros((M+1),1);
for i=1:M+1
K1=[subs(k,(i-1)/M)];
KK1(s,1)=KI1(1,1);
s=s+1;
end
WWI=[UBIL;Utl;VB1;VN1;WMI1]
GGI1=[FF1;MMI1;HH1;KK1;GM1]
anl=WWI\GGl1
eNM=Jx1*subs(Qyl,y)*anl
syms X y
h1=diff(eNM,x,2)-diff(eNM,y,2)
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UNM=vpa(U+eNM)

Ug=x*y*exp(-(xty))

eN=U-Ug

ENM=U+eNM-Ug

for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozumUN=vpa([subs(U,{x,y},{1,j})],16)
end

end

for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
tamcozum=vpa([subs(Ug, {x,y},{1,j})],10)
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozumUNM=vpa([subs(UNM, {x,y},{i,j})],10)
end

end

format short e

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
errorfonksbessel=abs([subs(h,{x,y},{i,j})])
end

end

for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
errorfonksbessel=abs([subs(hl,{x,y},{i,j})])
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesseleN=abs([subs(U-Ug,{x,y},{i,j})])
end

end

for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesseleNM=abs([subs(eNM, {x,y},{1,j})])
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesselENM=abs([subs(U+eNM-Ug, {x,y},{1,j})])
end

end

eN

eNM=subs(eNM,y,t)

ENM
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Ek B. Neuman, Dirichlet ve Robin Kosullar1 Altinda Genel Formda ikinci
Mertebe Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler icin Matlab Kodu

function NeumannDirichletRobinOrnek1(N,Kk)
format rat
D=besselD(N)
syms X
for i=1:(N+1)
X(1,1)=x"(1-1);
end
X
Jx=X*D'
syms y
Jy=subs(Jx,y)
B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N
B(i+1,i)=i;
end
B;
P=(D")*(-1)*B"™*D'
PP=kron(eye(N+1),P)
Qy=kron(eye(N+1),Jy)
alfa=1
beta=1
W=Ix*PA2*Qy+2#x*y*Ix *P*Qy*PP-x*Ix*Qy*(PP)"2+y*Jx*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(-1)/N})];
for k=1:((N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=st+1;
end
end
WM
g=4*exp(2*x+y)+4*x*y*exp(2*x+y)-x*exp(2*x+y)+y*exp(2*x+y)
s=1
G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
G=[subs(g, {x,y},{(i-1)/N,(-1)/N})];
GM(s,1)=G(1,1);
s=s+1;
end
end
GM
a=0
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T91T
_—O =

ub=Jx*subs(Qy,c)

s=1;

Ub=zeros(1,(N+1)"2);

for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))

UB(s,k)=Ub(1,k);
end

s=s+1;

end

UB

us=2*Jx*subs(Qy,d)+Jx*subs(Qy,c)*PP

s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=s+1;
end
(0N}
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=st+1;
end
Ut
vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);
end
s=s+1;
end
VB
vs=subs(Jx,b)*Qy
s=1;
Vs=zeros(1,(N+1)"2);
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for i=1:N+1
Vs=[subs(vs,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VS(s,k)=Vs(1,k);
end
s=st+1;
end
VS
vx=subs(Jx,a)*P*Qy
s=1;
V=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
V=[subs(vx,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Vx(s,k)=V(1,k);
end
s=s+1;
end
Vx
syms X
f=exp(2*x)

m=2%exp(2*x+1)+exp(2*x)

h=exp(y)
k=2*exp(y)
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
FF
s=1;
M=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
M=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=M(1,1);
s=s+1;
end
MM
s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=st+1;
end
HH
s=1;
K=zeros((N+1),1);
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for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=s+1;
end
KK
WW=[UB;US;VB;Vx;WM]
GG=[FF;MM;HH;KK;GM]
syms t
an=WW\GG
U=Jx*subs(Qy,y)*an
syms X t
Uu=U
Rn=diff(U,x,2)+2*x*y*diff(diff(U,x,1),y,1)-x*diff(U,y,2)+y*U-g
N=Kk
format rat
D=besselD(N)
syms x
for i=1:(N+1)
X(Li)=x"(1-1);
end
X
Ix=X*D'
syms y
Jy=subs(Jx,y)
B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N
B(i+1,1)=1;
end
B;
P=(D")\(-1)*B"™*D'
PP=kron(eye(N+1),P)
Qy=kron(eye(N+1),Jy)
alfa=1
beta=1
W=Ix#*PA2*Qy+2*x*y*Jx *P*Qy*PP-x*Jx*Qy*(PP) " 2+y*Jx*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
WW:[SubS(W’ {X:y} ’ {(1' 1 )/Na(j' 1 )/N} )]9
for k=1:(N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=s+1;
end
end
WM
g=-Rn
s=1
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G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
G:[SUbs(ga {X’y} > {(1' 1 )/Na(j' 1 )/N} )]a
GM(s,1)=G(1,1);
s=s+1;
end
end
GM
a=0
b=1
c=0
d=1
ub=Jx*subs(Qy,c)
s=1;
Ub=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
UB(s,k)=Ub(1,k);
end
s=s+1;
end
UB

us=2*Jx*subs(Qy,d)+Jx*subs(Qy,c)*PP

s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=s+1;
end
(0N}
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=st+1;
end
Ut
vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
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Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);

end
s=s+1;
end
VB
vs=subs(Jx,b)*Qy
s=1;
Vs=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vs=[subs(vs,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VS(s,k)=Vs(1,k);
end
s=st+1;
end
VS
vx=subs(Jx,a)*P*Qy
s=1;
V=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
V=[subs(vx,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Vx(s,k)=V(1,k);
end
s=s+1;
end
Vx
syms X
=0
m=0
h=0
k=0
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
FF
s=1;
M=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
M=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=M(1,1);
s=st+1;
end
MM
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s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=s+1;
end
HH
s=1;
K=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=st+1;
end
KK
WW=[UB;US;VB;Vx;WM]
GG=[FF;MM;HH;KK;GM]
syms t
an=WW\GG
eNM=Jx*subs(Qy,y)*an
Syms X y
h1=diff(Uu,x,2)+2*x*y*diff(diff(Uu,y,1),x,1)-x*diff(Uu,y,2)+y*Uu-
(4%exp(2*xty)t4*x*y*exp(2*xty)-x*exp(2*xty)ty*exp(2*xty))
UNM=(Uu+eNM)
Ug=exp(2*x+y)
eN=Uu-Ug
ENM=Uu+eNM-Ug
for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozumUN=vpa([subs(Uu,{x,y},{1,j})],16)
end
end
for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
tamcozum=vpa([subs(Ug, {x,y},{1,j})],10)
end
end
for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozumUNM=vpa([subs(UNM, {x,y},{i,j})],10)
end
end
format short e
for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
errorfonksbessel=abs([subs(h,{x,y},{i,j})])
end
end
for 1=0:0.2:1
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for j=0:0.2:1
errorfonksbessel=abs([subs(hl,{x,y},{i,j})])
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesseleN=abs([subs(Uu-Ug,{x,y},{i,j})])
end

end

for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesseleNM=abs([subs(eNM, {x,y},{1,j})])
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBesselENM=abs([subs(Uu+eNM-Ug, {x,y},{i,j})])
end

end

eN

eNM=subs(eNM,y,t)

ENM
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Ek C. Neuman, Dirichlet ve Robin Kosullar1 Altinda Genel Formda Ikinci
Mertebe Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler icin Maple Kodu

> # Neuman, Dirichlet ve Robin Kosullu 6rnek 2

> restart;

> Digits:=30:

> n:=6:

> N=n:

> with(linalg):

> a:=0:

>bi=2:

> c:=0:

>d:=3:

> for i from 0 to n do x[i]:=evalf((b-a)*i/n); od:

> for j from 0 to n do t[j]:=evalf((d-c)*j/n); od:

> Xx:=array(1..1,1..n+1):

> forito 1 do for j to n+1 do Xx[i,j]:=x"(j-1) od; od;

> M:=array(l..n+1,1..n+1):

> for i to n+l1 do for j to n+1 do M[1,j]:=0 od; od;

> for i to n+1 do M[i,i]:=1/(factorial(0)*factorial(i-1)*2"(i-1)) ;od:

> for i to n-1 do M[i,i+2]:=1/((-1)*factorial(1)*factorial(i)*2"(i+1));od:

> for i to n-3 do M[i,i+4]:=1/(factorial(2)*factorial(i+1)*2"(i+3));od:

> for i to n-5 do M[1,i+6]:=1/((-1)*factorial(3)*factorial(i+2)*2"(i+5));od:

> for i to n-7 do M[i1,i+8]:=1/(factorial(4)*factorial(i+3)*2"(i+7));od:

> for i to n-9 do M[1,i+10]:=1/((-1)*factorial(5)*factorial(i+4)*2"(i+9));0d:
>foriton-11 do MJi,i+12]:=1/(factorial(6)*factorial(i+5)*2"(i+11));od:

> foriton-13 do M[i,i+14]:=1/((-1)*factorial(7)*factorial(i+6)*2"(i+13));od:
> foriton-15 do MJi,i+16]:=1/(factorial(8)*factorial(i+7)*2"(i+15));od:

> foriton-17 do M[i,i+18]:=1/(-1)*(factorial(9)*factorial(i+8)*2(i+17));od:
> foriton-19 do M[i,i+20]:=1/(factorial(10)*factorial(i+9)*2"(i+19));o0d:

> foriton-21 do M[i,i+22]:=1/(-1)*(factorial(11)*factorial(i+10)*2"(i+21));od:
> for i to n-23 do M[i,i+24]:=1/(factorial(12)*factorial(i+11)*2”(i+23));od:

> for i to n-25 do M[i,i+26]:=1/(-1)*(factorial(13)*factorial(i+12)*2"(i+25));od:
> foriton-27 do M[i,i+28]:=1/(factorial(14)*factorial(i+13)*2”(i+27));od:

> for i to n-29 do M[i,i+30]:=1/(-1)*(factorial(15)*factorial(i+14)*2"(i+29));od:
> DD:=transpose(M):

> Jx:=evalm(Xx&*DD):

> Xt:=array(1..1,1.n+1):

> forito 1 do for j to n+1 do Xt[i,j]:=t"(j-1) od; od;

> Qt:=evalm(Xt&*DD):

> Q:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for 1 to n+1 do for j to (n+1)*(n+1) do Q[i,j]:=0 od;od;

> forito 1 do forj to nt+1 do Q[i,j]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forjton+1 do Q[i+1,j+(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forj to nt+1 do Q[i+2,j+2*(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forjto nt+1 do Q[i+3,j+3*(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forj to nt+1 do Q[i+4,j+4*(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forjtont1l do Q[i+5,j+5*(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;

> forito 1 do forj to nt+1 do Q[i+6,j+6*(n+1)]:=Qt[i,j];0d;0d;
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> BB:=array(1..n+1,1..n+1):

> forito ntl do for j to n+1 do BBJi,j]:=0 od; od;

> for 1 to n do BB[i+1,i]:=1 od:

> B:=array(1l..n+1,1..n+1):

> B:=transpose(BB):

> P:=evalm(DD"(-1)&*B&*DD):

> PP:=array(1..(n+1)*(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1)*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do PP[1,j]:=0 od;od;

> for i to n+1 do for j to n+1 do PP[i,j]:=PJ[i,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to n+1 do PP[i+(n+1),j+(n+1)]:=P[1,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to nt1 do PP[i+2*(n+1),j+2*(n+1)]:=P[i,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to n+1 do PP[i+3*(n+1),j+3*(n+1)]:=P[i,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to nt1 do PP[i+4*(n+1),j+4*(n+1)]:=P[i,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to n+1 do PP[i+5%*(n+1),j+5%(n+1)]:=P[i,j];0d;0d;

> for i to n+1 do for j to nt1 do PP[i+6*(n+1),j+6*(n+1)]:=P[i,j];0d;0d;
>W:=evalm(Jx&*P"2&*Q+2*Jx & *P&* Q& *PP+2*x*exp(t)*Ix&*Q& *(PP)"2-
xX*IX&*P&*Q-t*sin(x)*Jx&*Q):

> Wl:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W1[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W1[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[0],t=t[i-1]])
od;od:

> W2:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W2[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W2[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[1],t=t[i-1]])
od;od:

> W3:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W3[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W3[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[2],t=t[i-1]])
od;od:

> W4:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W4[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W4[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[3],t=t[i-1]])
od;od:

> WS5:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W5[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W5[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[4],t=t[i-1]])
od;od:

> Wéo:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W6[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W6[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[5],t=t[i-1]])
od;od:

> W7:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W7[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W7[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[6],t=t[i-1]])
od;od:

> W8:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W8[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W8[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[7],t=t[i-1]])
od;od:

> WO:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

187



> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W9[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W9[1,j]:=eval(W[1,j],[x=x[8],t=t[i-1]])
od;od:

> W10:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W10[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W10[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[9],t=t[i-1]])
od;od:

> Wl l:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W11[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (nt+1)*(n+1) do WI1[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[10],t=t[i-1]])
od;od:

> W12:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W12[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W12[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[11],t=t[i-1]])
od;od:

> W13:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W13[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W13[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[12],t=t[i-1]])
od;od:

> Wl4:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W14[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W14[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[13],t=t[i-1]])
od;od:

> W15:=array(1l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W15[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (nt+1)*(n+1) do W15[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[14],t=t[i-1]])
od;od:

> Wl6:=array(1l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W16][1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (nt+1)*(n+1) do W16[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[15],t=t[i-1]])
od;od:

> W17:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W17[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W17[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[16],t=t[i-1]])
od;od:

> W18:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W18[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W18[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[17],t=t[i-1]])
od;od:

> W19:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W19][1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W19[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[18],t=t[i-1]])
od;od:

> W20:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W20[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W20[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[19],t=t[i-1]])
od;od:

> W21:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W21[1,j]:=0 od;od;
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> forito (nt1) do forj to (n+1)*(n+1) do W21[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[20],t=t[i-1]])
od;od:

> W22:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W22[1,j]:=0 od;od;

> forito (nt+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W22[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[21],t=t[i-1]])
od;od:

> W23:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W23[1,j]:=0 od;od;

> forito (nt1) do forj to (n+1)*(n+1) do W23[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[22],t=t[i-1]])
od;od:

> W24:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W24[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W24[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[23],t=t[i-1]])
od;od:

> W25:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W25[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W25[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[24],t=t[i-1]])
od;od:

> W26:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do W26[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do W26[i,j]:=eval(W[1,j],[x=x[25],t=t[i-1]])
od;od:

> WW:=array(l..(n+1)*(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1)*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW/[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i,j]:=W1[i,j] od;od;

> for i to (n+1) do forj to (n+1)*(n+1) do WW[i+(n+1),j]:=W2[i,
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+2*(n+1),j]:=W3
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+3*(n+1),j]:=W4
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+4*(n+1),j]:=W5
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+5*(n+1),j]:=W6
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WW[i+6*(n+1),j]:=W7
> kl:=eval(evalm(Jx&*Q),t=0):

> Kl:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K1[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K1[i,j]:=eval(k1[1,j],x=x[i-1]) od;od:

> k21:=eval(evalm(Jx&*Q),t=3):

> k22:=eval(evalm(Jx&*P&*Q),t=0):

> K2:=array(1..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K2[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K2[i,j]:=eval(k21[1,j]-k22[1,j],x=x[i-1])
od;od:

> k3:=eval(evalm(Jx&*Q),x=2):

> K3:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K3[1,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K3[i,j]:=eval(k3[1,j],t=t[i-1]) od;od:

> kd:=eval(evalm((-1)*Jx&*Q&*PP),x=0):

> K4:=array(l..(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K4[i,j]:=0 od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do K4[i,j]:=eval(k4[1,j],t=t[i-1]) od;od:

> f1:=x->cos(x):

—

od;od;

1,j] od;od;
1,j] od;od;
1,j] od;od;
1,j] od;od;
1,j] od;od;
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> Fl:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(f1(x[i-1])),i=1..n+1)]):

> f2:=x->exp(3)*cos(x)+sin(x):

> F2:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(f2(x[i-1])),i=1..n+1)]):

> hl:=t->cos(2)*exp(t):

> H1:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(h1(t[i-1])),i=1..n+1)]):

> h2:=t->-exp(t):

> H2:=linalg[matrix](n+1,1,[seq(evalf(h2(t[i-1])),i=1..n+1)]):

> WWW:=array(1..(n+1)"2+4*(n+1),1..(n+1)*(n+1)):

> for i to (n+1)"2+4*(n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW][i,j]:=0 od;od;
> for i to (n+1)"2 do for j to (n+1)*(n+1) do WWW/[1,j]:=WW][i,j] od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW][i+(n+1)"2,j]:=K1[i,j] od;od;
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW][i+(n+1)"2+(n+1),j]:=K2[1,j] od;od;
> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)"2+2*(n+1),j]:=K3[i,j]
od;od;

> for i to (n+1) do for j to (n+1)*(n+1) do WWW[i+(n+1)"2+3*(n+1),j]:=K4[i,]]
od;od;

> g:=-cos(x)*exp(t)+x*sin(x)*exp(t)+2*x*exp(t)*2*cos(x)-2*sin(x)*exp(t)-
t*sin(x)*cos(x)*exp(t):

> Gl=array(l..(n+1),1..1):

> for ito (n+1) do G1[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G1[i,1]:=eval(g,[x=x[0],t=t[i-1]]) od:

> G2:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G2[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G2[1,1]:=eval(g,[x=x[1],t=t[i-1]]) od:

> G3:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G3[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G3[1,1]:=eval(g,[x=x[2],t=t[i-1]]) od:

> G4:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G4[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G4[1,1]:=eval(g,[x=x[3],t=t[i-1]]) od:

> GS5:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G5[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G5[1,1]:=eval(g,[x=x[4],t=t[i-1]]) od:

> G6:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G6[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G6[1,1]:=eval(g,[x=x[5],t=t[i-1]]) od:

> G7:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G7[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G7[1,1]:=eval(g,[x=x[6],t=t[i-1]]) od:

> G8:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G8[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G8[1,1]:=eval(g,[x=x[7],t=t[i-1]]) od:

> G9:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G9[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G9[1,1]:=eval(g,[x=x[8],t=t[i-1]]) od:

> G10:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G10[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G10[i,1]:=eval(g,[x=x[9],t=t[i-1]]) od:

> Gll:=array(l..(n+1),1..1):

> forito (n+1) do G11[i,1]:=0 od:
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> forito (n+1) do G11[i,1]:=eval(g,[x=x[10],t=t[i-1]]) od:
> G12:=array(1..(n+1),1..1):

> forito (n+1) do G12[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G12[i,1]:=eval(g,[x=x[11],t=t[i-1]]) od:
> G13:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G13[i,1]:=0 od:

> for ito (n+1) do G13[i,1]:=eval(g,[x=x[12],t=t[i-1]]) od:
> Gl4:=array(1..(n+1),1..1):

> forito (n+1) do G14[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G14[i,1]:=eval(g,[x=x[13],t=t[i-1]]) od:
> Gl5:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G15[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G15[i,1]:=eval(g,[x=x[14],t=t[i-1]]) od:
> Glé6:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G16][i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G16[i,1]:=eval(g,[x=x[15],t=t[i-1]]) od:
> Gl7:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G17[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G17[i,1]:=eval(g,[x=x[16],t=t[i-1]]) od:
> G18:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G18[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G18[i,1]:=eval(g,[x=x[17],t=t[i-1]]) od:
> G19:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G19[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G19[i,1]:=eval(g,[x=x[18],t=t[i-1]]) od:
> G20:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G20[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G20[i,1]:=eval(g,[x=x[19],t=t[i-1]]) od:
> G21:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G21[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G21[i,1]:=eval(g,[x=x[20],t=t[i-1]]) od:
> G22:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G22[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G22[i,1]:=eval(g,[x=x[21],t=t[i-1]]) od:
> G23:=array(l..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G23[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G23[i,1]:=eval(g,[x=x[22],t=t[i-1]]) od:
> G24:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G24[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G24([i,1]:=eval(g,[x=x[23],t=t[i-1]]) od:
> G25:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G25[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G25[i,1]:=eval(g,[x=x[24],t=t[i-1]]) od:
> G26:=array(1..(n+1),1..1):

> for i to (n+1) do G26][i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G26[i,1]:=eval(g,[x=x[25],t=t[i-1]]) od:
> G:=array(l..(n+1)*(n+1),1..1):

> for i to (n+1)*(n+1) do GJ[i,1]:=0 od:

> for i to (n+1) do G[i,1]:=G1[i,1] od:

> for i to (n+1) do G[i+(n+1),1]:=G2[1,1] od:
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>forito (n+tl)do G
>forito (n+tl)do G

1+2*(n+1),1]:=G3[1,1] od:
i+3*(n+1),1]:=G4[i,1] od:

> for i to (n+1) do G[i+4*(n+1),1]:=G5[i,1] od:

> for i to (nt1) do G[it5*(n+1),1]:=G6[1,1] od:

> for i to (n+1) do G[i+6*(n+1),1]:=G7[i,1] od:

> GG:=array(l..(n+1)"2+4*(n+1),1..1):

> forito (n+1)"2+4*(n+1) do GG[1,1]:=0 od:

> for i to (n+1)"2 do GGJi,1]:=G[1,1] od:

> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)"2,1]:=F1][i,1] od:

> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)"2+(n+1),1]:=F2[1,1] od:

> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)"2+2*(n+1),1]:=H1[i,1] od:
> for i to (n+1) do GG[i+(n+1)"2+3*(n+1),1]:=H2[1,1] od:
> Aa:=blockmatrix(1,2,[ WWW,GG]):

> with(LinearAlgebra):

> Al:=gausselim(Aa):

> WWW l:=array(l..(n+1)"2,1..(n+1)"2):

> for i to (n+1)"2 do for j to (n+1)"2 do WWWI[1,j]:=A1[i,j];0d;0d;
> GGl=array(l..(n+1)"2,1..1):

> for i to (n+1)"2 do GG1[i,1]:=A1[i,(n+1)*2+1];0d:

> A:=evalf(evalm(inverse(WWW1)&*GG1)):

> yak:=evalf(evalm(Jx&*Q&*A)[1,1]):

> tam:=cos(X)*exp(t):

> aaaa:=eval(tam-yak,[x=x,t=t]):

> plot3d(abs(aaaa),x=0..2,t=0..3);

—
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Ek D. Baslangi¢ ve Sinir Kosullar1 Altinda Genel Formda Ikinci Mertebe Lineer
Kismi Diferansiyel Denklemler icin Matlab Kodu

function BaslangicSinirOrnek 1(N,Kk)
format rat
D=besselD(N)
syms X
for i=1:(N+1)
X(1,1)=x"(i-1);
end
X
Jx=X*D'
syms y
Jy=subs(Jx,y)
B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N
B(i+1,i)=i;
end
B;
P=(D")(-1)*B"*D'

PP=kron(eye(N+1),P)
Qy=kron(eye(N+1),Jy)
syms X y
aa=1
bb=-2*x*y
cc=x"2%y"2
dd=x"2*y
ee=-2
ff=x
W=aa*Jx*P"2*Qy+bb*Jx*P*Qy*(PP)+cc*Jx*Qy*(PP)"2+dd*Jx*P*Qy+ee*Jx *Qy*
(PP)+T*Jx*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
WW:[SUbS(W’ {X:y} ’ {(1' 1 )/Na(j' 1 )/N} )]9
for k=1:(N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=s+1;
end
end
WM
g=-exp(xHy VX 2¥y 2 Fexp(xc+y)-2 %Xy Fexp(x-Hy X 2Fy Fexp(cty fxtexp(xty)
s=1
G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
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G=[subs(g, {x,y},{(i-1)/N,G-1)/N})];

GM(s,1)=G(1,1);
s=s+1;
end
end
GM
a=0
b=1
c=0
d=1
ub=Jx*subs(Qy,c)
s=1;
Ub=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
UB(s,k)=Ub(1,k);
end
s=s+1;
end
UB
us=Jx*subs(Qy,d)
s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=st+1;
end
[ON}
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=s+1;
end
Ut
vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);
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end
s=st+1;
end
VB
vs=subs(Jx,b)*Qy
s=1;

Vs=zeros(1,(N+1)"2);

for i=1:N+1
Vs=[subs(vs,(i-1)/N)];

for k=1:((N+1)*(N+1))

VS(s,k)=Vs(1,k);
end
s=s+1;
end
VS
syms X
f=exp(x)
m=exp(x)
h=exp(y)
k=exp(1)*exp(y)
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
FF
s=1;
M=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
M=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=M(1,1);
s=st+1;
end
MM
s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=st+1;
end
HH
s=1;
K=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=s+1;

195



end
KK
WW=[UB;Ut;VB;VS;WM]
GG=[FF;MM;HH;KK;GM]
syms t
an=WW\GG
U=Jx*subs(Qy,t)*an
uU=U
syms X t
Rn=subs(diff(U,x,2)-
2*x*e*diff(diff(U,x,1),t,1)+x"2*t"2*diff(U,t,2)+x 2 *t*diff(U,x,1)-
2*diff(U,t,1),t,y)+x*subs(U,t,y)-g
N=Kk
format rat
D=besselD(N)
syms x
for i=1:(N+1)
X(L,1)=x"(1-1);
end
X
Ix=X*D'
syms y
Jy=subs(Jx,y)
B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N
B(i+1,1)=1;
end
B;
P=(D")\(-1)*B"*D'
PP=kron(eye(N+1),P)
Qy=kron(eye(N+1),Jy)
syms X y
aa=1
bb=-2*x*y
cc=x"2%y"2
dd=x"2*y
ee=-2
ff=x
W=aa*Jx*P"2*Qy+bb*Jx*P*Qy*(PP)+cc*Jx*Qy*(PP)"2+dd*Jx*P*Qy+ee*Jx *Qy*
(PP)+*Jx*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
WW:[SubS(W’ {X:y} ’ {(1' 1 )/Na(j' 1 )/N} )]9
for k=1:(N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=s+1;
end
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end
WM
g=-Rn
s=1
G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1

G:[SUbs(ga {X’y} ’ {(1-1)/N,(J-1)/N})],

GM(s,1)=G(1,1);
s=st+1;
end
end
GM
a=0
b=1
c=0
d=1
ub=Jx*subs(Qy,c)
s=1;
Ub=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
UB(s,k)=Ub(1,k);
end
s=s+1;
end
UB
us=Jx*subs(Qy,d)
s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=s+1;
end
US
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=st+1;
end
Ut
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vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);
end
s=s+1;
end
VB
vs=subs(Jx,b)*Qy
s=1;
Vs=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vs=[subs(vs,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VS(s,k)=Vs(1,k);
end
s=st+1;
end
VS
syms x
=0
m=0
h=0
k=0
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
FF
s=1;
M=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
M=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=M(1,1);
s=s+1;
end
MM
s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=s+1;
end
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HH
s=1;
K=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=s+1;
end
KK
WW=[UB;Ut;VB;VS;WM]
GG=[FF;MM;HH;KK;GM]
syms t
an=WW\GG
eNM=Jx*subs(Qy,t)*an
syms X t
ENM=uU+eNM
for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozum=vpa([subs(uU,{x,t},{i,j})],16)
end
end
Ug=exp(x+t)
ENM=uU+eNM-Ug
for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
tamcozum=vpa([subs(Ug, {x,t},{1,j})],10)
end
end
format short e
for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
erroreN=abs([subs(uU-Ug, {x,t},{i,j})])
end
end
for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
erroreNM=abs([subs(eNM, {x,t},{1,j})])
end
end
for 1=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
errorfonksENM=abs([subs(ENM, {x,t},{1,j})])
end
end
syms X t
eN=uU-Ug
eNM
ENM
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Ek E. Singiiler Pertiirbe Olmus Bir Boyutlu Parabolik Konveksiyon-Difiizyon
Problemi I¢cin Matlab Kodu

function SingulerParabolikEpsilonOrnek7(N)
format rat
D=besselD(N)
syms X
for i=1:(N+1)

X(1,1)=x"(1-1);

end

X

Jx=X*D'

syms y

Jy=subs(Jx,y)

B=zeros(N+1,N+1);
for i=1:N

B(i+1,i)=i;

end

B;

P=(D")*(-1)*B"™*D'

PP=kron(eye(N+1),P)

Qy=kron(eye(N+1),Jy)

axy=2-x"2

bxy=x

format long

ke=vpa(2”-1,30)

W= Jx*Qy*(PP)-kc*Jx*P"2*Qy+axy*Jx*P*Qy+bxy*Jx*Qy
s=1;
WM=zeros((N+1)"2,(N+1)"2);

for i=1:N+1

for j=1:N+1
WW=[subs(W,{x,y},{(i-1)/N,(-1)/N})];
for k=1:((N+1)*(N+1))
WM(s,k)=WW(1,k);
end
s=st+1;
end
end
WM
g=10%y" 2 exp(-y)*x*(1-x)
s=1
G=zeros((N+1)"2,1);
for i=1:N+1
for j=1:N+1
G=[subs(g, {x,y},{(i-1)/N,(-1)/N})];
GM(s,1)=G(1,1);
s=s+1;
end
end
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GM
a=0
b=1
c=0
d=1
ub=Jx*subs(Qy,c)
s=1;
Ub=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Ub=[subs(ub,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
UB(s,k)=Ub(1,k);
end
s=s+1;
end
UB
us=Jx*subs(Qy,d)
s=1;
Us=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Us=[subs(us,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
US(s,k)=Us(1,k);
end
s=s+1;
end
(0N}
ut=Jx*subs(Qy,c)*PP
s=1;
U=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
U=[subs(ut,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
Ut(s,k)=U(1,k);
end
s=st+1;
end
Ut
vb=subs(Jx,a)*Qy
s=1;
Vb=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vb=[subs(vb,(i-1)/N)];
for k=1:((N+1)*(N+1))
VB(s,k)=Vb(1,k);
end
s=s+1;
end
VB
vs=subs(Jx,b)*Qy
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s=1;
Vs=zeros(1,(N+1)"2);
for i=1:N+1
Vs=[subs(vs,(i-1)/N)];
for k=1:(N+1)*(N+1))
VS(s,k)=Vs(1,k);
end
s=st+1;
end
VS
syms X y
=0
m=0
h=0
k=0
s=1;
F=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
F=[subs(f,(i-1)/N)];
FF(s,1)=F(1,1);
s=s+1;
end
FF
s=1;
M=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
M=[subs(m,(i-1)/N)];
MM(s,1)=M(1,1);
s=s+1;
end
MM
s=1;
H=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
H=[subs(h,(i-1)/N)];
HH(s,1)=H(1,1);
s=s+1;
end
HH
s=1;
K=zeros((N+1),1);
for i=1:N+1
K=[subs(k,(i-1)/N)];
KK(s,1)=K(1,1);
s=s+1;
end
KK

WW=[UB;VB;VS;WM]

GG=[FF;HH;KK;GM]
syms t
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an=WW\GG

U=Jx*subs(Qy,t)*an
syms X t

h=diff(U,t,1)-kc*diff(U,x,2)+subs(axy,y,t)*diff(U,x,1)+subs(bxy,y,t)*U-subs(g,y,t)

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
cozum=vpa([subs(UU,{x,t},{i,j})],16)
end

end

Ug=exp(x+t)/’kc

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
tamcozum=vpa([subs(Ug,{x,t},{i,j})],10)
end

end

format short e

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
errorfonksbessel=abs([subs(h, {x,t},{i,j})])
end

end

for i=0:0.2:1
for j=0:0.2:1
absoluteerrorBessel=abs([subs(U-Ug, {x,t},{1,j})])
end

end

hata=U-Ug
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