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LINEER OLMAYAN FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
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Damisman: Prof. Dr. Fuat GURCAN

OZET

Fark denklemleri, zamani igeren degiskenlerin dlgiilmesi ayrik oldugundan bir¢ok dogal
fenomenlerde karsimiza c¢ikar. Ornegin, bu denklemler biyoloji, fizik, kontrol
denklemler ve elektrik denklemleri gibi bircok matematiksel modelde yer alabilir. Biz
bu ¢alismada yiiksek mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerini ele alip bunlarin
pozitif ¢oziimlerinin davranisini inceledik. Bu ¢aligmanin birinci boliimiinde, kullanilan
temel tanim ve teoremler verildi. ikinci boliimde A, kxk tipinde bir matris olmak

uzere
x(n+1)=Ax(n)
seklindeki sabit katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri ve ¢dziimlerinin

davramigi incelendi. Ugiincii bolimde p>2,q>2,r>2,5>2, (p,q,r,seZ),A bir

pozitif sabit ve X X e X X0 Y ma(as) Yoomax(asp> > Yo10 Yo pozitif reel

1-max{p,r}> “2-max{p,r}>"
sayilar olmak tizere,

yn—l , yn — A+ Xn—l

Xo- p yn—q Xnzr Ynos

X, =A+

n

, h=12,...

seklindeki lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif ¢dzlimlerinin davranisi

incelendi [3]. Dérdiincii bolimde p>1,r>1,s>1(p,r,seZ),A>0 ve X

1-r>
Xooroeoos Xt X05 Vi max(pist > Yoomax(pis) 22 Y10 Yo pozitif reel sayilar olmak iizere,
1
X, =A+—, Y, /ST

yn—p Xn-r Yns ’
seklindeki lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranis

n=12,...

incelendi [4].

Anahtar Sozciikler: Fark denklem sistemi, Sinirlilik, Periyodiklik, Lokal asimptotik
kararlilik, Global asimptotik kararlilik.
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ABSTRACT

Difference equations appear in natural phenomena because most measurements of time

evolving variables are discrete. These equations appear in important mathematical
models for various fields, like biology, physics, the study of control systems and
electricity. In this work, the system of high order rational difference equations is
considered and investigated their behavior of positive solutions. In the first chapter of
this thesis basic definitions and theorems used in the study are given. In the second

chapter, we solved the system of linear difference equations with constant coefficients
x(n+1)=Ax(n)
where A is a kxk matrix, and the behavior of these solutions are investigated. In the

third chapter, the behavior of positive solutions of the system of nonlinear difference

equations

X =A+L, y, = A+ X , h=12,...

n

Xn—pyn—q Xn- ryn s
where p>2,q>2,r>2,5>2, (p,q,r,se€Z), A is a positive constant and X, max(p.r}>
Xy max{pr}? 2 X105 %0> Yiomaxfq.s)> Yo-max(q.s)> - +» Yo10 Yo @€ positive real numbers, are

examined [3]. In the fourth chapter, behavior of positive solutions of the system of

nonlinear difference equations

1
X, =A+—, yH:A, n=12,...
Y- p Xo-r Ynos
where px>1,r>1s>1(p,r,seZ), A0 and X Xaorseeos X Xos Vi man(ps)

Yo max(ps)2eee> Yo1s Yo are positive real numbers, are examined [4].

Keywords: Difference equation system, Boundedness, Periodicity, Local asymptotic

stability, Global asymptotic stability.
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GIRIS
X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta y(x) bagimli degiskeninin degisimi

y' (%), y"(X)s-, y™ (X),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Fakat bu degisim

Xx’in reel say1r ekseninden sadece tamsayi gibi belli noktalarda degerler almasi

durumunda agiklanamaz. Bu tiir kesikli durumlarda fark denklemleri ortaya ¢ikmustir.

{X( n)} dizisinin bir terimi dizideki diger terimlerin fonksiyonu olarak bir denklem

seklinde ifade ediliyorsa bu denkleme fark denklemi denir. Bu {x(n)} dizisi {x,}

seklinde de gosterilebilir.

Dogada meydana gelen olaylarin matematiksel modellemesinde géz Oniine alinan en
onemli kuram “ dogada kesintiler (kopuklar) yoktur” varsayimidir. Buna gore fiziksel
olaylar matematiksel olarak, siirekli degisim oranlar1 arasindaki denklemler ile ifade
edilirler. Fakat son ylizyilda bir¢ok doga olaylar1 i¢in yapilan caligmalar, tim doga
olaylarimin siirekli terimlerle ifade edilemeyecegini gostermistir. Bu anlamda fark
denklemleri, tabiatta olusan olaylarin dogal bir tanim1 olarak ortaya ¢ikarlar. Bununla
beraber fark denklemleri, diferensiyel denklemler i¢in ayriklastirma (discretization)
metotlarinin incelenmesinde de karsimiza ¢ikmaktadir. Fark denklemleri teorisinde elde
edilen pek cok sonu¢ bu metotlara karsilik gelen diferensiyel denklemlerin ayrik
benzeridir. Diger taraftan; fark denklemleri teorisi, karsilik gelen diferensiyel
denklemler teorisinden daha zengindir. Ornegin, birinci mertebeden bir diferensiyel
denklemin benzeri olan bir fark denklemi kaotik yoriingelere sahip olabilmesine ragmen
bu durum ancak yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler i¢in s6z konusudur.
Dolayisiyla fark denklemler teorisinin yakin gelecekte daha fazla 6neme sahip olacagi

distiniilmektedir.



Fark denklemi kavrami, ilk defa M.O. 2000 yillarinda en basit haliyle bir denklemin

kokiinii bulmak i¢in Babiller’de goriilmiistiir [1].

1200-1600 yillar1 arasinda fark denklemleri ile ilgili énemli bir ¢aligma Fibonacci
tarafindan yapilan c¢alismadir. Fibonacci biyoloji’de ilk matematiksel modeli
olusturmustur. Fibonacci bu ¢alismasinda en c¢ok bilinen fark denklemlerinden birisi
olan

I:n+1 = I:n -F

., F=F =1 n=23,...
denklemini olusturmustur. Bu denklemin temelinde tavsanlari yetistirmenin en ideal
problemi vardir. Buradan yola ¢ikilarak

1,1,2,3,5,8,13,21,...

seklindeki Fibonacci dizisi ortaya ¢ikmistir [2].

1600-1700 yillar1 arasinda Sir Isaac Newton, Abraham de Moivre, Blaise Pascal ve
Jacob Bernoulli gibi taninmis matematik¢iler fark denklemleri iizerinde ©Onemli
calismalar yapmislardir. Newton tarafindan yapilan, bir denklemin kokiinii bulmaya

yarayan

fark denklemidir.

1700-1800 yillar1 arasinda Riccati, Simpson ve Cotes gibi matematikgiler de fark
denklemleri iizerinde c¢alismiglardir. Riccati, Analiz ve Diferensiyel Denklemler
lizerine ¢alismis ve bugiin Riccati fark denklemi olarak bilinen

_a+bx,
c+dx,

n+1

denklemini olusturmustur.

1755 yilinda Euler sonlu farkin analizi tizerine yapmis oldugu ¢alismasinda
Ay(n)=y(n+1)-y(n)
seklinde taniml1 A fark operator semboliinti kullanmis ve

y(n+1)=y(n)+ p(n)y(n) =0



seklindeki fark denklemini
Ay(n)+p(n)y(n)=0

seklinde gostererek fark denklemlerinin daha kolay ifade edilmesini saglamistir [2].

1800-1825 yillar1 arasinda Babagge, Gauss, Legendre ve Bessel gibi matematikgilerin

fark denklemleri lizerinde bazi ¢alismalar1 vardir. Babagge fark metodunun
Af (x)=f(x)-f(%), X=X,

seklindeki 6zel halini olusturmustur.

1850-1900 yillar1 arasinda yapilan Onemli calismalardan biri Felice Casorati’nin
diferensiyel denklemler ve fark denklemlerinin ortak Ozelliklere sahip oldugunu
gosterdigi c¢alismadir. Burada diferensiyel denklemlerdeki Wronskian’e benzeyen
Casoratian vardir. Casorati linecer fark denklemleri icin Casorati formiiliini
gelistirmistir. n. mertebeden lineer fark denklemi, homojen fark denklemi ve Casorati

matrisi lizerine ¢aligmalar yapmustir [2].

Populasyon ile ilgili yapilan caligmalarda fark denklemleri siklikla kullanilmistir. Bu
calismalarda olusturulan matematiksel model bir neslin populasyon biiytikliigliniin
kendisinden dnceki neslin populasyon biiyiikliigii ile orantili olmas1 kuramina dayanir.

Bu durum matematiksel olarak t periyot zamani, p,; t zamaninda populasyon
biiytikliigii, p,,,; bir sonraki zaman dilimindeki populasyon biiytikliigii ve r de biiyiime
orani olmak tizere

P =P
seklinde gosterilir. Bu modelden yararlanilarak bakteri ve viriis gibi bir tiirlin artis1 ve

yok olusu incelenmistir.

Gilintimiizde ise fark denklemlerinden yararlanilarak uygulamali bilim dallarinin fizik,
kimya ve miihendislik gibi alanlarinda sik¢a karsilasilan reel problemlerin ¢éziimlerinin
davranigin1 belirlemek amaciyla matematiksel modeller olusturulmustur. Bu modeller
bakterilerin, viriislerin ve kanser hiicrelerinin davranislarinin incelenmesinde 6nemli

yararlar saglamaktadirlar.



Bu tez calismasinin birinci boliimiinde ileriki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve

teoremler verildi.

Tezin ikinci boliimiinde A, kxk tipinde bir matris olmak iizere
x(n+1)=Ax(n) (1)
seklindeki sabit katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢oziimleri Putzer

Algoritmasindan yararlanilarak elde edildi. (1) sisteminin orijin denge noktasindaki

kararlilik durumu belirlendi ve bunlar grafiklerle gosterildi.
Ayrica VneZ" igin,

x(n+1)=f(x(n)) )
seklindeki lineer olmayan fark denklem sistemlerinin lineerlestirme metodu ile

kararlilik durumu incelendi.

Baz1 fiziksel olaylarin agiklanmasinda fark denklem sistemleri kullanilmistir.
Literatiirde bircok yazar tarafindan [3-12] fark denklem sistemlerinin pozitif

¢Oziimlerinin davranislar1 incelenmistir.

Papaschinopoulos ve Schinas [9] p>2, =2 ve A pozitif bir sabit olmak {izere,

x = A+ Ity Ay Sl pogo) 3)
Xn—p yn—q

fark denklem sistemi lizerine ¢alismislardir. Onlar bu ¢alismada

1) (3) sisteminin her pozitif ¢oziimiiniin (1+ A, 1+ A) tek pozitif denge noktas civarinda
saliimliligini,

2) A>1 iken (3) sisteminin her pozitif ¢ézliimiiniin sinirliligina,

3) A>1 iken (3) sisteminin biitiin pozitif ¢oziimleri i¢in (1 + A1+ A) pozitif denge

noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Tezin tigiincii boliimiinde Yang [3] 1in yapmis oldugu c¢alisma ele alindi. Burada

p>2,q>2,r>2,s>2 A pozitif bir sabit ve X max(por > Xocmax(pr}> 2 X1 X0> Yiomax(a.s)

Ya maxiass o> Yors Yo pozitif reel sayilar olmak iizere,



X =A+—Int oy A S oy @)
Xn- p yn—q Xnr yn—s

seklindeki lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin davranis

incelendi.

(4) sistemi,

2 2 ©®)

(c C):(A+\/A2+4 A+A> +4

seklinde tek pozitif denge noktasina sahiptir. Burada asagidaki durumlar incelendi:

1) A>1 iken (4) sisteminin her pozitif ¢6ziimii sinirlidir.

2) A>2//3 iken (4) sisteminin (c,c) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

3) A> V2 iken (4) sisteminin her pozitif ¢coziimii (C, C) denge noktasina yakinsaktir.

Cinar [5]

x =Ly o Y g (6)
yn—l Xn—2yn—2

fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin periyodikligi tizerine ¢aligmustir.

Tezin son bolimiinde Zhang, Yang, Megson ve Evans [4] in yapmis oldugu calisma ele

alindi. Burada p=1l,r=ls=1, A0 ve Kioes Xopoe oo X Xoo Yiomaxp.s) 2
Yo maxipsp> - Y-15 Yo pozitif reel sayilar olmak iizere,
Xn=A+L ’ynzh, n=1,2,... (7)
yn_p Xn—r yn—s

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin pozitif ¢dztimlerinin davranislar1 incelendi.

(7) sisteminin A > 0 igin,

(c C)_(A+\/Az+4 A+ A +4
° - 2 s

3 (8)

seklinde bir tek pozitif denge noktas1 vardir.

A=0 igin (7) sistemi Xy =1 denklemini saglayan X,y e(0,0) igin sonsuz sayida

pozitif (X, y) denge noktasina sahiptir. Burada asagidaki durumlar incelendi:



1) A> 0 iken (7) sisteminin her pozitif ¢cézimii sinirhidir.

2) A=0 iken (7) sisteminin pozitif ¢oziimleri baz1 sartlar altinda periyodiktir.

3) A> 2/ J3 iken (7) sisteminin (C,C) denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

4) A> V2 iken (7) sisteminin her pozitif ¢oziimii (C, C) denge noktasina yakinsaktir.



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez calismasina zemin hazirlayacak Onemli tanimlara, teoremlere ve

orneklere yer verilmistir.

1.1. Fark Denklemleri

Tammm 1.1.1. h herhangi bir sabit, n reel veya kompleks degiskenler olmak {izere
x(n) fonksiyonunu goéz 6niine alalim. A ileri fark operatdrii olmak iizere x(n)
fonksiyonunun birinci ileri farki

A x(n)=x(n+h)-x(n) (1.1.1)

n,h
seklinde tanimlanir.

X ( n) fonksiyonunun ikinci ileri farki birinci ileri farkin farkidir ve
2 — — —
n%] x(n)_ﬁ(ﬁ]x(n))_x(n+2h) 2x(n+h)+x(n) (1.1.2)
dir.
x(n) nin t. ileri fark: ise
t _ t-1 ot At
n%] x(n)_ﬁ](fh x(n))_ﬁ1 x(n+h) ﬁ x(n) (1.1.3)

dir.

Burada h=1 olmasi durumunda Ah operatorii A seklinde yazilir [13].

Tamm 1.1.2. {X(n)} dizisinin bir terimi dizideki diger terimlerin fonksiyonu olarak bir

denklem seklinde ifade ediliyorsa bu denkleme bir fark denklemi denir.

Tamm 1.1.3.
Ex(n)zx(n+1) (1.1.4)



seklinde taniml1 E ’ye kaydirma operatorii denir [14].

Tamm 1.1.4. | kiimesi reel sayilarin bir araligi, reel sayilardaki araliklarin birlesimi
veya tam sayilar gibi kesikli bir kiime olsun. f : 1" — | siirekli bir fonksiyon olmak
uzere

oo = f (X, X X,«) » N=0,1... (1.1.5)

n+1 n>n-12**°> "n-k

seklindeki bir denkleme (k +1). mertebeden fark denklemi denir [15].

Tanmm 1.1.5. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik ve en kiiciik

indislerin farkidir.

Teorem 1.1.1. Xogos X oy Xops % € | baslangi¢ sartlariyla verilen (1.1.5) denkleminin

{Xn }:;k seklinde bir tek ¢6ziimii vardir [15].

Tamm 1.1.6. (1.1.5) denkleminde
X=f(X,X,...,X) (1.1.6)

sartin1 saglayan X degerine (1.1.5) denkleminin denge noktasi denir.

Tamm 1.1.7. (Kararhhk)

o0

(1.1.5) denkleminin baslangi¢ sartlar Xogos X ey Xops % € I, ¢O6ziimi {Xn} ve

n=-k

denge noktas1 X olmak iizere
a) Ve >0 icin

X = X| X e =X+ # X, = X]+|x, —X| <&
iken Vn>—k i¢in |Xn - 7| < ¢ olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa X denge noktasina
lokal kararlidir denir.
b) X denge noktas1 lokal kararli ve

X = X|+ X e =X+ 4 [x, = %] +|x, - X| <&

iken limX =X olacak sekilde bir 6 >0 sayist varsa X denge noktasmna lokal

n—oo

asimptotik kararlidir denir.



¢) (1.1.5) denkleminin biitiin {Xn}:?k ¢oziimleri i¢in lim X, =X ise X denge noktasina

global ¢ekicidir denir.
d) X denge noktasi lokal kararli ve global cekici ise X denge noktasina global
asimptotik kararlidir denir.

e) X denge noktasi lokal kararli degil ise X denge noktasina kararsizdir denir.
f) (1.1.5) denkleminin biitiin {Xn}::_k ¢Oziimleri igin
X = X| X e =X+ [x, = X]+]x, = X| < ¥
iken |xy —X|>r olacak sekilde bir r>0 ve N>1 sayilari varsa X denge noktasina

kararsiz diiglim denir [15].

Tanm 1.1.8. G, ve i=1,2,...,k i¢in 3, (n); N 'nin fonksiyonlar1 olmak iizere, eger bir

fark denklemi

Xn+k +a1 (n)xn+k—l +a2 (n)xn+k—2 +'“+ak—1 (n)xn+l +ak (n)xn = Gn

seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme lineerdir denir. Ayrica G, =0 ise homojen lineer
denklem ve G, #0 ise homojen olmayan lineer denklem adi verilir. Lineer olmayan

denkleme nonlineerdir denir [16].

Tanmm 1.1.9. f (u,,u,,...,u,) fonksiyonu i¢in (1.1.5) denkleminin u,” ye gdre kismi

tiirevlerinin X denge noktasindaki degeri

of -

=—(X,X,...,X) , 1=0,1,....k 1.1.7
J aui( ) (1.1.7)

seklinde olsun. Bu taktirde n=0,1,2,... i¢in
yn+1 = poyn + plynfl +eet pkyn,k (118)

denklemine (1.1.5) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis denklemi

denir [17].

Tamm 1.1.10. i =0,1,...,K i¢in p,” ler (1.1.7) esitliginden elde edilmek iizere
A p A =p A == pA-p, =0 (1.1.9)

denklemine (1.1.5) denkleminin X denge noktasi civarindaki karakteristik denklemi



10

denir [17].

Teorem 1.1.2. (Lineerlestirilmis Kararhilk Teoremi)

f fonksiyonu X denge noktasinin bazi agik komsuluklarinda siirekli tiirevlenebilir

olsun. Bu taktirde

a) (1.1.9) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degeri 1’den kiiclik ise (1.1.5)
denkleminin X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

b) (1.1.9) denkleminin en az bir kokiinlin mutlak degeri 1’den biiyiikk ise (1.1.5)
denkleminin X denge noktasi kararsizdir.

¢) (1.1.9) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degeri 1’den biiyiik ise (1.1.5)

denkleminin X denge noktasi kararsiz diigiim olur [15].

Tamm 1.1.11. (1.1.9) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degeri 1’den farkliysa
(1.1.5) denkleminin X denge noktasina hiperboliktir denir [15].

Tanim 1.1.12. (1.1.9) denkleminin en az bir kokiiniin mutlak degeri 1’e esit ise (1.1.5)
denkleminin X denge noktasina nonhiperboliktir denir [15]. Bu taktirde X denge
noktasi dejenere olup Lineerlestirilmis Kararlilik Teorisi denge noktasinin kararliligi

hakkinda bir bilgi vermez.

Tanmm 1.1.13. (1.1.9) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degeri 1’den kiigiik ise
(1.1.5) denkleminin X denge noktasina kararli diiglim denir. Kararli diigiim noktasi

lokal asimptotik kararlidir [15].

Tanmm 1.1.14. X denge noktas1 hiperbolik olmak tizere, (1.1.9) denkleminin mutlak
degeri 1’°den kiiciik ve 1’den biiyiik en az birer kokii varsa (1.1.5) denkleminin X denge

noktasina eyer denir. Eyer noktasi kararsizdir [15].

Tamm 1.1.15. Vn > —K igin
X, =X (1.1.10)

n+p n

olacak sekilde bir p>1 tamsayist varsa (1.1.5) denkleminin {Xn}:: ¢Ozlimiine

-k

periyodiktir ve periyodu da p dir denir [18].
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Tamm 1.1.16. (1.1.10) denklemini saglayan en kiigiik pozitif tamsayr p ise (1.1.5)

denkleminin {Xn }::_k cozlimiine p esas periyotlu periyodiktir denir [18].

Tanim 1.1.17. a ,a, sabitler olmak lizere
x(n+2)+ax(n+1)+a,x(n)=0 (1.1.11)

denklemine 2. mertebeden, sabit katsayili, homojen, lineer fark denklemi denir. Bu

denklemin karakteristik denklemi
A +al+a, =0 (1.1.12)

seklindedir.

Teorem 1.1.3. (1.1.12) denkleminin kdkleri 4, ve A, olsun. Bu taktirde c,c,,a ve b

sabitler olmak tlizere

a) 4,4, eR ve 4, #4, ise (1.1.11) denkleminin ¢6ziimii

x(n)=cA" +c, A (1.1.13)
dir.
b) 4,4 €R ve 4 =4, ise (1.1.11) denkleminin ¢6ziimii

x(n)=cA"+c,nA’ (1.1.14)
dir.

¢) 4,4, eC ve A,=azib ise r=+va’+b’ , Q:arctang olmak iizere (1.1.11)

denkleminin ¢6zimii
x(n)=r"(c,cos(6n)+c,sin(on)) (1.1.15)
dir [14].
a,,a,,...,a, sabitler olmak tizere
x(n+k)+ax(n+k—-1)+---+a_x(n+1)+ax(n)=0 (1.1.16)
k. mertebeden, sabit katsayili, homojen, lineer fark denkleminin ¢6ziimii Teorem

1.1.3.” in k. mertebeye genisletilmesiyle bulunur [14].

Tanmm 1.1.18. a,,4a,,...,a, sabitler olmak tizere
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x(n+k)+ax(n+k—-1)+---+a_x(n+1)+ax(n)=g(n) (1.1.17)

denklemine k. mertebeden, sabit katsayili, homojen olmayan, lineer fark denklemi

denir.

Tanim 1.1.19. (1.1.17) denkleminin homojen kisminin ¢6ziimii X, (n) ve 6zel ¢oziimil

X, (n) olmak iizere

x(n)=x,(n)+x,(n) (1.1.18)

¢Oziimiine (1.1.17) denkleminin genel ¢6ziimii denir.

Teorem 1.1.4. (Annihilator Metodu)
(1.1.17) denklemi

(E*+aE" +-+a_ E+a)x(n)=g(n) (1.1.19)
seklinde yazilabilir. Diger taraftan ¢ (n) sabit katsayili, homojen, lineer bir fark
denkleminin ¢oziimii olsun. Yani

(E"+bE™ +---+b, E+b )g(n)=0 (1.1.20)
olsun. (1.1.19) denkleminin her iki tarafina (Em +bE™ +---+b, E+ bm) operatoriini
uygularsak

(E"+bE™ +---+b E+b )(E*+aE*"+--+a_E+a )x(n)=0 (1.1.21)
seklinde (k + m). mertebeden, sabit katsayili, homojen, lineer fark denklemi elde edilir
ve Teorem 1.1.3.°den yararlanilarak ¢cOziim bulunur. Burada
(Em +bE™ +---+b_E+b, ) ifadesine g(n)’nin annihilatérii veya yok edicisi denir

[14].

Ornek 1.1.1.
x(n+2)+x(n+1)—12x(n)=n2" (1.1.22)

denkleminin ¢6ziimiini bulalim.

Coziim: (1.1.22) denkleminin homojen kismi1
x(n+2)+x(n+1)-12x(n)=0 (1.1.23)

dir. (1.1.23)’lin karakteristik denklemi
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A+A-12=0 (1.1.24)
dir. (1.1.24)’tin kokleri 4, =—4 ve A, =3 diir. Dolayisiyla (1.1.23)’lin ¢6ziimii
X,(n)=c (-4)" +c,3" (1.1.25)

seklindedir. n2" * nin annihilatorii (E—2)" dir. Ciinki;

olur. (1.1.22) denklemi
(E+4)(E-3)x(n)=n2" (1.1.26)

seklinde yazilir. (1.1.26) denkleminin her iki tarafina (E - 2)2 > ni uygularsak
(E-2)"(E+4)(E-3)x(n)=0 (1.1.27)
elde edilir. (1.1.27)’nin karakteristik denkleminin kokleri g =u, =2 , pu,=-4 ve
4, =3 oldugundan denklemin ¢oziimii
X, (N)=¢,2"+¢,n2" +c, (—4)" +¢,3" (1.1.28)
dir. (1.1.25)’deki x,(n) ve (1.1.28)’deki ~ x, (n) ° nin ortak terimleri x, (n)’den
cikarilir ve geriye kalan terimler (1.1.22)’nin 6zel ¢6ziimii olarak alinir. Bu taktirde
(1.1.22)’nin 6zel ¢oziimii
x,(n)=c;2" +¢,n2" (1.1.29)
seklindedir. Daha sonra (1.1.29), (1.1.22)’de yerine yazilir. Dolayisiyla
x,(n)=c,2" +¢,n2"
X, (n+1)=c;2"" +c,(n+1)2"" (1.1.30)
X, (N+2)=c;2" +¢,(n+2)2""
oldugundan (1.1.30), (1.1.22)’de yerine yazilirsa

C;2" +¢,(n+2)2"7 +¢, 2" +¢, (n+1)2"" ~12(c,2" +¢,n2" ) =n2"

4c, +4c,n+8c, +2¢, +2¢,n+2c, —12¢c, —12c,n=n
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—6¢,n+(—6¢, +10c,)=n

elde edilir. Buradan
1
—6c, =1=¢, :—g

5

1

—6¢, +10c, = 0= —6c, +10[——j =0=-6¢C, = > =C=——
6 3 18

bulunur. Dolayisiyla ¢, ve c,, (1.1.29)’da yerine yazildiginda (1.1.22)’nin 6zel ¢ozlimii

xp(n):—%2“—%n2” (1.1.31)

seklinde olur. O halde (1.1.22)’nin genel ¢6ziimii x(n) =X, (n) +X, (n) oldugundan

5 1

x(n):cl(—4)”+cz3”—E2”—gn2“ (1.1.32)
seklindedir.
Ornek 1.1.2.
x(n+2)+4x(n)=8(2)“cos”7’r (1.1.33)
denkleminin ¢oziimiinii bulalim.
Coziim: (1.1.33) denkleminin homojen kismi1
x(n+2)+4x(n)=0 (1.1.34)
dir. (1.1.34)’{in karakteristik denklemi
A +4=0 (1.1.35)

dir. (1.1.34)’iin kokleri 4, , =+2i dir. Burada

a=0,b=2:>r=x/a2+b2 =\/02+22 =2 ve 0=arctan9=arctan%=arctanoo=%
a

oldugundan (1.1.34)’{in ¢6zlimii

xh(n)=2“(cl cos%r+cz sin%} (1.1.36)

seklindedir. 8(2)" cosn?’Z > nin annihilatorii (E2 +4) diir. Ciinkii;

nz n+2)72'

(E2+4)8(2)n 0057:8(2)n+2 cos( +8(2)n+2 cos%Z
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(E2 +4)8(2)n cos - = 8(2)n+2 cosw+cosn—ﬂj
2 2 2

= 8(2)n+2 cos (n—” + 72'] + cosn—”
2 2

= 8(2)n+2 _cos D F cosn—”j
2 2

olur. (1.1.33) denklemi
(E*+4)x(n)=8(2)" cos%” (1.1.37)
seklinde yazilir. (1.1.37) denkleminin her iki tarafina (E2 + 4) Ul uygularsak
(E*+4)(E*+4)x(n)=0 (1.1.38)
elde edilir. (1.1.38)’in karakteristik denkleminin kokleri g, = s, , = +2i oldugundan
denklemin ¢oziimii

X, (n)=2" ((23 cosn?”%rc4 sinn%[]+ n2" (CS cosn%z+ Cq sinn%[j (1.1.39)

dir. (1.1.36)’daki x,(n) ve (1.1.39)’daki x, (n) nin ortak terimleri x, (n)’den ¢ikarilir
ve geriye kalan terimler (1.1.33)’lin 6zel ¢6ziimii olarak alinir. Bu taktirde (1.1.33)’{in
Ozel ¢oziimi

x,(n)=n2" (CS cosn?ﬂJrC6 sin%} (1.1.40)
seklindedir. Daha sonra (1.1.40), (1.1.33)’de yerine yazilir. Dolayisiyla

n .. N
x,(n)=n2" (CS c0577[—|-c6 sm?”j

(n+2)x (1.1.41)

X, (n+2)=(n+2)2"* (Cs Cos "=+, sin

(n+2)7
2
oldugundan (1.1.41), (1.1.33)’de yerine yazilirsa
n+2 n+2
(n+2)2m [CS cos%—i— C, sin (T)ﬂ] +4n2" [CS cos%z+ C, sin%z]

n Nz
=8(2 —
( ) COS 5
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Nz . Nz nz . Nz nz
—(n+2)cs cos——(Nn+2)c, sin— +NC; cos — + NC, sin— = 2 cos —
) R : 2 L) 2

nz . Nz nz
—2C, cos - 2¢, sin— = 2cos EY

elde edilir. Buradan
-2C,=2=c¢,=-1
-2c,=0=>c¢c, =0

bulunur. Dolayisiyla ¢, ve ¢, (1.1.40)’da yerine yazildiginda (1.1.33)’{in 6zel ¢ozlimii
n
X, (n)=-n2" 00577[ (1.1.42)
seklinde olur. O halde (1.1.33)’iin genel ¢oziimii
X, (n)=2" (cl cos%z+cz sin%”j—nzn cos%r (1.1.43)

seklindedir.
1.2. Bazi1 Tanim ve Teoremler

Tamm 1.2.1. A bir matris olmak tlizere det A=0 ise A ’ya singiiler matris, det A= 0

ise A’ya nonsingiiler matris denir [19].

Tanim 1.2.2. v,,Vv,,...,V, > ler V vektor uzayinda verilmis vektorler olsun. Bu taktirde
a) V,,V,,...,V, vektorleri lineer bagimsizdir. < ayv, +a,Vv,+---+a,v, =0 olacak
sekildeki Vi=1,2,...,n i¢in & =0 dir.

b) v,,v,,...,v, vektorleri lineer bagimhdir. < av,+a,v,+---+aVv, =0 olacak

n

sekildeki 3i=1,2,...,n i¢in @, # 0 dir.

Tanmm 1.2.3. a reel veya kompleks bir say1 olmak iizere f, a’nin bir komsulugunda

sonsuz sayida tlirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

(-3

£ 100y 1wy ey s

serisine f ’nin a noktasindaki Taylor serisi denir [19] .
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Tanim 1.2.4.

© o » (x —a L X —a M a”1+“'+”kf
f(x”xz’""xk)zzzmr;)(l lzn!---(k : {axl“l...ax:k](a“m’ak)

=0 n,=0 n,!

serisine f ’nin (a,,...,a, ) noktasindaki Taylor serisi denir [19].

Ornek 1.2.1. f ’nin (a,b) noktasindaki Taylor serisi

f(x,y)=f(ab)+(x-a)f (ab)+(y-b)f, (ab)

+2l![(x—a)2 f,,(2.0)+2(x~a)(y~b) f,, (a.b)+(y~b)' f, (a.b) ] +--

seklindedir.

Tanim 1.2.5. (Vektor normu)

V, F reel veya kompleks sayilar cismi {izerinde taniml1 bir vektor uzay1 olsun. Eger
X eV olmak iizere |||| :V — R" doniistimii i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa ||X|| e X

vektoruniin normu denir.

1) VxeV igin,

X||ZO ve ||X||=O<:>X=O dir.

2) VxeV ve Va e F igin, ax||:|a|-||x|| dir.

3) VX,y eV ig¢in,

x+y|<[x|+]y] dir

Tanim 1.2.6. (Matris normu)

K reel veya kompleks sayilar kiimesi ve K™" de elemanlari K *dan alinan m satir ve
n siitundan olugan biitiin matrisleri iceren vektor uzayi olsun. Eger Ae K™" olmak
lizere |||| K™" — R" doniisiimil i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa ||A|| ya A
matrisinin normu denir [20].

1) VAe K™ igin, |A|>0 ve |A|=0< A=0 dir.

2) VAe K™ ve Va e K igin, aA||=|a|~||A|| dir.

3) VA,BeK™" igin, | A+B| <|A|+|B]| dir.

Ayrica m=n, yani matrisler kare matris ise

4) VA,Be K™ icin, |AB|<|Al|-|B] dir.
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Tamm 1.2.7. K reel veya kompleks sayilar kiimesi olsun. Eger K™ ve K" {izerindeki

vektor normlar1 verilmigse K™" matrislerin uzayi iizerinde asagidaki sekilde bir

operatdr normu tanimlanir:

| = max {|Ax]: x € K™, x| =1} ve [|A| = max{”

” :xe K", x¢o} dir [20].

Tanim 1.2.8. K reel veya kompleks sayilar kiimesi olsun. Ae K™" olmak {izere

1) ||A||1 :max{ ‘a ‘ 1<j< n} normuna A matrisinin slitun normu denir. Yani A
i=1

matrisinin siitun normu matrisin slitun elemanlarinin mutlak degerlerinin toplamlarinin

maksimumudur.
n

2) ||A||OO = max Z‘aij‘: 1<i<m; normuna A matrisinin satir normu denir. Yani A
j=1

matrisinin satir normu matrisin satir elemanlarinin mutlak degerlerinin toplamlarinin

maksimumudur [20].

Ornek: 1.2.2.

2 4 2 -1
3 1 5 2
11 2 3 9
0 -6 -1 7

matrisinin siitun ve satir normlarini bulalim.
Coziim:

[, = max{(

(- )

|A], = max {6,13,11,19} =19

)i -1)

=6]).(

A = max 1) (=341 -9))

1 )

|A], =max{9,11,15,14} =15

):(|1+

bulunur.



19

Tamm 1.2.9. K reel veya kompleks sayilar kiimesi olsun. Ae K™ olmak fiizere
AX=AXx denklemini saglayan bir A skaleri varsa sifir olmayan X vektoriine A

matrisinin 6zvektorl denir. A skalerine de A matrisinin 6zdegeri denir.

Tanmm 1.2.10. K reel veya kompleks sayilar kiimesi olsun. Ae K™ olmak tlizere A

matrisinin karakteristik polinomu K, (4)=det(A-Al) dir. Bu polinomun kokleri A

matrisinin 6zdegerlerini verir.

Tamm 1.2.11. K reel veya kompleks sayilar kiimesi ve Ae K™ olsun. 4,4,,...,4,;
A matrisinin reel veya kompleks 6zdegerleri olsun. Buna gore
p(A) = max {|/1|| (1<i < n} > ye A matrisinin spektral yari¢ap1 denir.

Teorem 1.2.1. p(A) ve ||A , A matrisinin sirasiyla spektral yarigapt ve normu olmak

iizere p(A)<||A| dur.
Ispat: Tanim 1.2.11.den 1<k <n igin,
p(A)=max{|4|: 1<i<n}=|4] (1.2.1)
yazilir. A matrisinin herhangi bir 4, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektdrii X, olsun.
Tamm 1.2.5., Tanim 1.2.7. ve Tanim 1.2.9.’dan
[l = 1%l =[1A- [ < | Al [xc]| o1dugundan
4] <]|A] (1.2.2)

elde edilir. (1.2.1) ve (1.2.2) ifadelerinden p(A)<||A| bulunur.

Tamm 1.2.12. A ve B, nxn tipinde kare matrisler olmak iizere eger A= PBP™"
olacak sekilde nxn tipinde tersinir bir P matrisi varsa A ve B matrislerine benzerdir

denir.

Teorem 1.2.2. Bir A matrisi ile bu A matrisinin benzer matrisi ayn1 6zdegerlere
sahiptir.

Ispat: A matrisinin benzer matrisi PAP™' seklindeki bir matristir. O halde A ve
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PAP™'  matrislerinin ayn1 6zdegerlere sahip oldugunu gdstermemiz igin

det(PAP*1 -2l ) =det(A—Al) oldugunu gdstermeliyiz. PP~ =1 ve A bir skaler

oldugu icin A1 = PP~'A1 = PAIP™" oldugundan

det(PAP™ — A1) = det (PAP ™'~ PAIP™)
=det(P(A-21)P)
=det P-det(A—Al1)-det P
=det(A—Al)-detP-detP™
=det(A-Al)-det(PP™)
=det(A—Al)-det |
=det(A-A1l)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Tanim 1.2.13. A bir lineer nokta kiimesi olsun.

1) Eger Vx € A i¢in a <X olacak sekilde bir a reel sayisi varsa A kiimesine alttan
siirhidir ve a sayisina da A kiimesinin bir alt sinir1 denir. A kiimesinin alt sinirlarinin
en biliyiigiine de A kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve inf A ile
gosterilir.

2) Eger Vxe A igin b>x olacak sekilde bir b reel sayis1 varsa A kiimesine istten
siirlidir ve b sayisina da A kiimesinin bir tist sinir1 denir. A kiimesinin {ist sinirlarinin
en kiicligiine de A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 veya supremumu denir ve sup A ile
gosterilir.

Burada inf A ve sup A, A’nin elemani olmak zorunda degildir.

3n
2n-7

Ornek 1.2.3. A:{ n EN} kiimelerinin varsa supremum ve infimumlarini

bulalim.

Coziim: A= {—%, -2,-9,12, 5,?,3, . } seklindedir.

VX € A i¢in —9 < X oldugundan inf A=-9 ve 12> X oldugundan sup A=12 dir.

Ornek 1.2.4. B= {X l<x<2, xe ]R} kiimelerinin varsa supremum ve infimumlarini
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bulalim.

Coziim: Vxe B igin 1< X oldugundan inf B=1 ve 2> X oldugundan supB =2 dir.

Dikkat edelim ki 1,2 ¢ B dir.

Tamim 1.2.14. VneN igin [s,|<M olacak sekilde bir M >0 reel sayisi varsa (s,)

dizisine sinirh dizi denir [21].

Tammm 1.2.15. a:N >R, a(n)=a, dizisi verilmis olsun. k:N— R dizisi bir artan

dizi olmak tlizere

(ack):N—>R, (ack)(n)=a(k(n))=a(k,)=a,

n

bilegke fonksiyonuna (a,) dizisinin bir alt dizisi denir [21].

Tamm 1.2.16. (s, ), (s,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (s, ) yakinsak ve limiti s isc

bu s ye limit noktasi denir [21].

Ornek 1.2.5.

1 .
—, N tek ise
S, = n

n

n cq -
PYTE n cift ise

seklinde tanimli (S, ) dizisinin limit noktalarnin kiimesini bulalim.

1
2n-1

Coziim: (s,, )= ( j -0 ve (s,,)= ( 20 j — 1 dir. O halde limit noktalarinimn

2n+1

kiimesi {0,1} dir.

Tamm 1.2.17. (s,) reel terimli bir dizi ve C de (s,) dizisinin alt dizilerinin
limitlerinin kiimesi olsun. C, genigletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir.
supC ve infC genisletilmis reel sayilarina sirasiyla (sn) dizisinin st limiti ve alt
limiti denir. Ust limit; limsups, veya ﬁlsn, alt limit; liminfs, veya lims ile

gosterilir [21].
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Teorem 1.2.3. (s, ) reel terimli bir dizi olsun. Bu taktirde,

lims, =lims, =s < lims, =S

dir [21].

Ispat: := (sn) dizisinin biitiin alt dizilerinin limitlerinin kiimesi C olsun. Buna gore
Tanim 1.2.17.’den lims, = ﬁlsn =s=infC =supC =s olur. infC=5s=VxeC i¢in
s<Xx ve supC=s=VxeC icin s> X dir. Buradan x=S olup (Sn) dizisinin alt dizisi

kendisi oldugundan lims,  =s elde edilir.

nN—oo

<: lims, =s olsun. Dolaysiyla (s,) dizisinin biitiin alt dizileri de s’ye yakinsaktur.

n—ow

O halde (s,) dizisinin biitiin alt dizilerinin limitlerinin kiimesi C ise C={s} dir.

Tanim 1.2.17.’den supC =inf C =s oldugundan lims, = ﬁlsn =5 elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 1.2.6. (Sn)=(lj dizisinin limsups, ve liminfs, degerlerini bulalim ve
n

yakinsaklik durumunu belirleyelim.

Coziim: (Sn ) = (lj = (1,%,%, . j dizisinin kendisinden bagka higbir alt dizisi belli bir
n

degere yakinsamaz. (sn)=[lJ—>O oldugu i¢in limit noktalarinin kiimesi {0} dir.
n

Dolayisiyla limsups, =liminfs, =0 oldugundan Teorem 1.2.3.’den Ilims, =0

olacagindan (Sn) dizisi yakinsaktir.

2n% +1
n*+3

Ornek 1.2.7. (s,)= ((—1)n + } dizisinin limsups, ve liminfs, degerlerini

bulalim ve yakinsaklik durumunu belirleyelim.
Coziim: n tek ise

(Sznl){(—l)z"l L20n-1) +1J:[_1+ 8n’ —8n+3J

(2n-1)"+3 4n’ —4n+4

= lim$s 1

2n-1 =
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dir. n cift ise

= lims,, =3
diir. O halde limit noktalarmm kiimesi C ={1,3} oldugundan limsups, =supC =3 ve
liminfs, =infC=1 dir. Bu taktirde limsups, #liminfs, oldugundan Teorem

1.2.3.’den (Sn) dizisi yakinsak degildir.

Tamm 1.2.18. Bir a reel sayis1 bir Ac R ciimlesinin y1gilma noktasidir. < V& >0
icin, 3Xe A > X#a ve |x—a| <& dur. Yani bir a noktasinin her ¢ komsulugunda A

climlesinin a ’dan farkli en az bir eleman1 varsa, a elemanina A ciimlesinin bir yi1gilma

noktasidir denir. Ayrica yi1gilma noktasi climleye ait olmak zorunda degildir.

Ornek 1.2.8. A= {l ne N} kiimesinin y1g1lma noktasin1 bulalim.
n

Coziim: Az{l,%,%,--} seklindedir. A’nin yigilma noktasi 0 dir. Ciinkii; 0’in

(—8,8) komsulugunda A’nin 0 ’dan farkli sonsuz tane eleman1 vardir. Ayrica 0¢ A

dir.

Tamm 1.2.19. 1) Bir A kiimesinin en sagda olan yigilma noktasina {ist limit veya limit
superior denir ve limsup A veya limA seklinde gosterilir.

2) Bir A kiimesinin en solda olan y1gi1lma noktasina alt limit veya limit inferior denir ve

liminf A veya limA seklinde gosterilir [22].

Teorem 1.2.4. Bir A lineer nokta kiimesi i¢in inf A<1limA < limA < sup A dir [22].
Ispat: inf A=g, limA=m, supA=G ve limA=M olsun. Bu taktirde teoremin ispat1
icin g <m<M <G oldugunu gostermeliyiz.

i) g<m oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki m< golsun. g =inf A oldugundan

Tanim 1.2.13.’den Vxe€ A i¢in g <X dir. m=limA=Iliminf A oldugundan Tanim
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1.2.19.°dan m, A nin en soldaki yigilma noktasidir. Yani Ve >0 igin, dye A >

y#m ve |y - m| <& dur. Buradan m-g<y<m+¢ oldugu goriiliir Diger taraftan

m<g=g-—m>0 oldugundan ¢ = g_m >0 segelim. Bu taktirde

m—g;m<y<m+g;m:>3m2_g<y<m:>y<%:>y<g

olacak sekilde Iy e A mevcuttur. Bu durum ¢ =inf A olmasiyla ¢elisir. Ciinkii;
Vxe A icin g <x idi. Fakat y< g olacak sekilde bir y e A elde ettik. Dolayisiyla
g <m dir.

ii) m<M oldugunu gosterelim. m=IlimA =liminf A oldugundan Tanim 1.2.19.’dan
m, A nin en soldaki yi1gilma noktasidir ve M =limA = limsup A oldugundan M, A
nin en sagdaki yi1gilma noktasidir. Dolayisiyla m<M dir.

iii) M <G oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki M > G olsun. G =sup A oldugundan
Tanim 1.2.13.’den Vxe A i¢in G>x dir. M :EnAzlimsupA oldugundan Tanim
1.2.19.°dan M, A nm en sagdaki yigilma noktasidir. Yani Ve >0 i¢in, 3ze A >

z#M ve |Z -M | <¢& dur. Buradan M —¢ <z <M +¢ oldugu goriiliir. Diger taraftan

M>G =M -G >0 oldugundan ¢ = > 0 secelim. Bu taktirde

M -G M -G M+G 3IM -G G+G
<z<M+ 3 = 5 <z< 5 = 5 <1=>G<«z

M —

olacak sekilde 3z € A mevcuttur. Bu durum G =sup A olmasiyla ¢elisir. Ciinkdi;

vxe A icin G 2>x idi. Fakat G <z olacak sekilde bir ze A elde ettik. Dolayisiyla
M <G dir.

O halde 1), i1) ve iii) siklarindan g <m <M <G elde ederiz ve bdylece teoremin ispati

tamamlanmis olur.



2. BOLUM
LINEER VE LINEER OLMAYAN FARK DENKLEM
SISTEMLERINE KISA BAKIS

Bu boliimde ilk olarak lineer fark denklem sistemi goz Oniine alinacak ve bunlarin
cozlimleri ile kararlilik analizleri kisaca irdelenecektir. Daha sonra lineer olmayan bir
fark denklem sistemi lineerlestirilerek kararlilik analizinin nasil  yapilacagi

gosterilecektir. Bu yontem sonraki boliimler i¢in bir hareket noktasi olusturacaktir.

2.1. Sabit Katsayih Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Co6ziimleri

1<i, j<k icin a; ler sabitler olmak iizere N=a,a+1,a+2,... igin

X (n+1)=a,x (n)+a,x, (n)+--+a,x(n)
X, (N+1)=a, X (n)+a,xX,(n)+--+a,x(n)

(2.1.1)
X (N+1)=a,X (n)+a,X% (n)+---+a,x (n)
seklinde tanimli sisteme sabit katsayili lineer fark denklem sistemi denir.
(2.1.1) sistemi
X, (n) a, a, .. a,
X (n a a a
x(n)= zg ) ve A= :21 :22 fk olmak iizere
X (n) a, a, ... A
x(n+1)=Ax(n) (2.1.2)

vektor denklemi seklinde de gosterilebilir.

Teorem 2.1.1. (Cayley-Hamilton Teoremi)

Her kare matris kendi karakteristik denklemini saglar. Yani
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dir [18].

Teorem 2.1.2. (Putzer Algoritmasi)

AsAys. s A A’nin 6zdegerleri olsun.

M, = |

M, =(A=A41)M,,, (1<i<k-1) 2.1.3)

M, =0
c(n+1)] [4 0 0 07 [c(n)] ¢ (0)] [1]
c,(n+1) 1 4 0 0 ||c,(n) c,(0)] |0
G(n+l)[=[0 1 A4 - 0]|c(n)| , x=/c(0)|=]0| (2.1.4)
_ck(r;+1)_ _6 0' 0' 1' /I.k_ _ck(n)_ C (0)_ _6_

olmak iizere X, baslangi¢ vektoriiyle verilen x(n+1)= Ax(n) sisteminin ¢dziimii

x(n)=(kzlzci+l(n)Mijx0:A”x0 (2.1.5)
seklindedir [14].
Ornek 2.1.1.
41 2 x, (0)
x(n+1)=10 2 —4|x(n), x(0)=|x,(0) (2.1.6)
01 6 X, (0)

sisteminin ¢6ziimiini bulalim.

Coziim:
4 1 2
A=|0 2 -4 | matrisinin karakteristik denklemi
01 6
4-4 1 2
det(A—/il): 2—-4 -4 |=0 dir.
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Buradan

(4-2){(2-2)(6-2)+4} =0
(4-2){12-22-64+2*+4} =0
(4-2){2*-82+16} =0

(4-2)(A-4) =0 24 =4, =4 =4

elde edilir. Diger taraftan k =3 oldugundan (2.1.3)’den

M

Mlz(A—/ﬁl)MozA—4l (2.1.7)
M

olur. (2.1.7)’den

1 00
M,=[0 1 0
00 1
4-4 1 2 0 1 2
M= 0 2-4 —4|=0 -2 4} (2.1.8)
0 1 6-4| |0 1 2
0o 1 270 1 27700 0
M,={0 —2 —4[|0 =2 -4|=[0 0 0©
01 2 1 2|10 0 0

bulunur. (2.1.4) gbz 6niine alinirsa

c(n+1)| [4 0 0]]|c(n) c(0)| [1
c,(n+1)|=|1 4 0[-|c,(n)|, [c,(0)|=|0 (2.1.9)
c,(n+1)| [0 1 4]|ci(n)| |c(0)] (O

olur. (2.1.9)’daki ti¢ ayr1 denklem baslangi¢ kosullar i¢in ¢oziiliirse,

i) ¢ (n+1)—4c,(n)=0,c (0)=1 ifadesi igin

(E-4)c(n)=0=>1-4=0=1=4 olup ¢, sabit olmak iizere

c,(n)=4", ¢ (0)=1 elde edilir. Buradan ¢, (0) =, =1 olup denklemin ¢6ziimii
c,(n)=4" (2.1.10)

olarak bulunur.

ii) ¢, (n+1)=c,(n)+4c,(n), c,(0)=0 ifadesi igin
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c,(n+1)—4c,(n)=4",c,(0)=0

E-4)c,(n)=0=>1-4=0=>1=4

olarak bulunur. 4" , (Cz)h ¢ozlimiiniin i¢inde oldugundan (Cz)p = £,n4" alinr ve

denklemde yerine yazilirsa

B, (n+1)4™ —48,n4" = 4"

By (n+1)4-4p,n=1

1

45, =1= p, :Z
1
(cz)p:Zn4

elde edilir. Diger taraftan

c,(n)=p44" +%n4” ,C,(0)=0

0=.4" +%-0-4° = f =0
oldugu goriiliir. Buradan denklemin ¢6ziimii
c,(n)=n4"" (2.1.11)
olarak bulunur.
iii) c,(n+1)=c,(n)+4c,(n), c,(0)=0 ifadesi igin
¢, (n+1)—4c,(n)=n4"",c,(0)=0
(cy), = 4"
(E-4)c,(n)=n4""

(E-4) c;(n)

(E—4)"ng"

=(E*-8E+16)n4""



29

(E—4)'c,(n)=(n+2)4"" —8(n+1)4" +16n4""
=n4"™! +2-4™ —gn4" —8-4" +16n4""
=0
(CS)hl =w,n’4" + 0,n4" + ,4"
¢oziimiiniin i¢inde oldugundan (c,) =a@,n’4" +@,n4"

olarak bulunur. @,4" , (C3)h

alinir ve denklemde yerine yazilirsa
o, (n+1)’ 4" + @, (n+1)4™" —4a,n*4" —4o,nd" =n4™"

o, 4™ +20,04™ + 0,4™" + 0,n4™" + 0,4 — 0,n* 4™ — o,n4™" = n4"™"!

8w,n4" +4w,4" + 4, 4" =%n4“

8w,N+4w, +4w, :%n

1 1
8a)2=Z:>a)2:§ ve 4a)2+4a)3:0:>a)3:—a)2:>a)3:—§
(c,) Lo Loy
Vro32 32

elde edilir. Diger taraftan

n 1 n 1 n
¢, (n)=w4 +§n24 —§n4 ,¢,(0)=0

= =0
oldugu goriiliir. Buradan denklemin ¢6ziimii

c3(n):in24n —in4n = n(n-1)

42 (2.1.12)
32 32 2

olarak bulunur.

Teorem 2.1.2.°den (2.1.6) sisteminin ¢oziimi

=(c,(n)M,+¢,(n)M, +c,(n)M, ) x,

100 0 1 2 0 0 0])[x(0)

n n-1 n(n_l) n-2
(4710 1 04040 2 4le—=o 420 0 0| %,(0)
0 0 1 o 1 2 0 0 0 X3(0)
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4" n4""! 2n4"™"! X, (0)
x(n)=| 0 4"-2n4™" -n4" || x,(0)
0 n4""! 4"+2n4"" | | x,(0)

4", (0)+n4""x,(0)+2n4""x, (0)
=| (4"-2n4"")x,(0)-n4"x (0)
n4""x, (0)+ (4" +2n4"")x, (0)

seklinde elde edilir.

2.2. Sabit Katsayih Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Kararhhg:

Bu boliimde A nonsingiiler bir matris olmak {izere
u(n+1)=Au(n) (2.2.1)

seklindeki 2 boyutlu sistemin ¢oziimlerinin davranislart incelenecektir.

Teorem 2.2.1. A, 2x2 tipinde reel terimli bir matris olsun. Bu taktirde bir P reel
matrisi vardir dyle ki

A=PJP"!
seklindedir. J ’ye A ’nin Jordan formu denir. Burada

a) Eger A, lineer bagimsiz 6zvektorleri ile verilen 4, ve A4, seklinde reel 6zdegerlere

sahipse
0

0 4
seklindedir.
b) Eger A, tek lineer bagimsiz 6zvektorii ile verilen A seklinde tek reel 6zdegere
sahipse

A1

J=

0 4

seklindedir.

¢) Eger A, atif8 seklinde kompleks 6zdegerlere sahipse

-5

seklindedir [14].
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Ispat: a) A’min A, ve A, Ozdegerlerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorleri
sirasiyla 0' ve v* olsun. P :[01 02] > yi 1. siitun vektorii o' ve 2. siitun vektorii v°

ile verilen 2x2 tipinde bir matris olarak tammlayalim. o' ve v” lineer bagimsiz

olduklarindan detP # 0 olup P nonsingiiler bir matristir ve P matrisinin tersi olan P~

matrisi vardir. Bu taktirde

AP=A[v' V]
=[A A
[ 2]

w o ]

bulunur . Buradan

APP! =[ ' 02]{’3 ; } p-!

A=PJP"

elde edilir.

b) A’nintek A dzdegerine karsilik gelen tek bagimsiz dzvektorii v' olsun.

@, '’ den bagimsiz olan R* ’ de bir vektor olsun. Yani @, 2x1 tipinde bir siitun

vektorii olsun. Cayley Hamilton Teoreminden (A—Al)(A—Al)@=0 dir. ¢#0 olmak

uzere
(A-Al)o=cv' (2.2.2)
dir. v* =c¢”'® olarak tanimlayalim ve bu esitligi (2.2.2)’de yerine yazalim. Buradan
(A—M )sz =cv'
(A-A1)v* =0
AV’ = A0 +0'
bulunur. Ayrica P = [1)1 1)2] nonsingiiler bir matris olur ve P matrisinin tersi olan
P! matrisi vardir. Bu taktirde
AP=A[v' V]

=[A A
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AP=[AU1 /11)2+01]

v UZ]K H

bulunur. Buradan

APP! =[ 0! UZJB /IJPI

A=PJP!
elde edilir.

¢) A’nin a*if 06zdegerlerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorleri, v' ve v

reel lineer bagimsiz vektdrler olmak iizere sirasiyla o'*iv®olsun. Ozdegerlerin

tanimindan
A(ul +iuz) = (ozvti,B)(z)l + iuz)
AV +iAV® = av' - pU° +i(ﬂz)1 +0a)2)
bulunur. Buradan
A =av' - Bu’
Av* = B’ + av’
elde edilir. Ayrica P = [01 02] nonsingiiler bir matris olur ve P matrisinin tersi olan
P! matrisi vardir. Bu taktirde
AP=A[v' V]
=[A A

= [aul —pv* Bo'+ m)z]

w oy

bulunur. Buradan

AP =[o' v?] ¢ P lp-
oy

A=PJP!

elde edilir.
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Sonug 2.2.1. Teorem 2.2.1.’den
u(n+1)=Au(n)
u(n+1)=PJIP"'u(n)
P7u(n+1)=JP'u(n)
yazilir. w(n)=P'u(n) dersek
w(n+1)=Jw(n) (2.2.3)
sistemi elde edilir. Eger (2.2.1) sisteminin baglangig sarti u(0)=u, ise (2.2.3)
sisteminin baglangig sarti w(0)=w, = P™'u, dir. (2.2.1) ve (2.2.3) sistemlerinin denge

noktalariin ¢esidi ve gostermis olduklari kararlilik durumlari aynidir. (2.2.1) sisteminin
¢Ozlimlerinin davranisi A’nin 6zdegerlerinin durumuna gore degisir. Simdi bu

durumlari inceleyelim.

A’nm A, ve A, dzdegerlerine karsilik gelen lineer bagimsiz dzvektorleri sirastyla v' ve

v* olsun.

Durum 1la: 0< 4, <4, <1 (Kararh diigiim)

(2.2.1) sisteminin ¢dziimleri u(n)=c,A4'0' +¢,4,0” seklindedir.

Eger ¢, =0 ise n—>oo iken v” ’ yi igeren hat boyunca u(n)— 0 olur. (Sekil 2.1.’de
{x;} ve {y,} dizileri olarak gosterilmistir.)

b

Eger ¢, =0 ise n— oo iken »' ’ i igeren hat boyunca u(n)— 0 olur. (Sekil 2.1.’de
{v} ve {@} dizileri olarak gdsterilmistir.)
Ikinci bir yol olarak Sonug 2.2.1.’den

w(n+1)=Jw(n)

w(n+1)= ﬁ; /12}W(n)
dir. Buradan
w (n+1)= 2w (1)

w, (n+1) = 4w, (n)
olup



W, (n) =4

0 o]
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(2.2.4)

elde edilir. Benzer sekilde (2.2.4) sistemi C, ve C, ’ nin durumlarma gore incelenirse

ayni sonuca ulagilir. (Sekil 2.1.)

Sekil 2.1. Kararli digim
Durum 1b: 0< A <1
Sonug 2.2.1.’den

w(n+1)=w(n)

w(n+1)= B ﬂw(n)
yazilir ve bu sistemin ¢oziimii
IS () e

olarak bulunur. Buradan

w,(n)=2"w,(0)+nA""w, (0)

w, (n)=4"w, (0)
oldugu goriiliir.

n — oo iken biitiin ¢oziimler orijine yaklasir ve Sekil 2.1.’deki benzer durum
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olusur. Fakat bu kez paraboller yerine dogrular vardir.

Durum 2: 1< 4, <4, (Kararsiz diigiim)

(2.2.1) sisteminin ¢8ziimii u(n)=cA"0' +¢,4,0* seklindedir.

Eger ¢, =0 ise n—o iken A, >loldugundan u(n)=c,4'v> > olup v’ ekseni
izerinde baslayan ¢oziimler bu eksen boyunca orijinden disa dogru hareket eder. (Sekil
2.2.de {Xi} ve {yi} dizileri olarak gosterilmistir.)

Eger c,=0 ise n—oo iken A >loldugundan u(n)=cA'v' > olup v' ekseni
tizerinde baslayan ¢oziimler bu eksen boyunca orijinden disa dogru hareket eder. (Sekil

2.2.°de {v,} ve {@} dizileri olarak gosterilmistir.)
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Sekil 2.2. Kararsiz diigim

Durum 3: -1< 4, <0< 4, <1 ( Yansimal kararli diigiim)

(2.2.1) sisteminin ¢dziimleri u(n)=c,A"v' +c,4'0* seklindedir.

Eger ¢, =0 ise n—oo iken v ’ yi igeren hat boyunca u(n)—0 olur. (Sekil 2.3.’de
{6} ve {} dizileri olarak gosterilmistir.)

Eger ¢, =0 ise N —> iken v' ’ i igeren hat boyunca u(n)—> 0 olur. A" ’ nin isareti

n ’ nin tek ve ¢ift olma durumlarina gore degistigi icin ' hatt1 boyunca sigrama yapar.



(Sekil 2.3.°de {y;} dizisi olarak gosterilmistir.)
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Sekil 2.3. Yansimali kararli diigiim

Durum 4: 4, <-1<1< 4, ( Yansimal kararsiz diigiim)

(2.2.1) sisteminin ¢dziimleri u(n)=c,A"v' +c,4'0* seklindedir.

Eger ¢, =0 ise N—> o iken v ’ yi igeren hat boyunca u(n) — oo olur. (Sekil 2.4.’de

S

{

} ve {4} dizileri olarak gdsterilmistir.)

Eger ¢, =0 ise n— oo iken 0' ’ i igeren hat boyunca u(n)—> o olur. A

n »

nin isareti

n ’ nin tek ve ¢ift olma durumlarina gore degistigi icin v' hatt1 boyunca sigrama yapar.

(Sekil 2.4.°de {y,} dizisi olarak gosterilmistir.)

Simdi 6zdegerlerin kompleks olduklarin1 kabul edelim. Bu taktirde sistemin Jordan

formunu asagidaki gibi diizenlersek

A, =a=*if igin [A|=r=\a’+ B* olmak iizere

a=rcosf=+a’+° cosé
L=rsinf@=+a’+ " sinf

yazilir.
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Sekil 2.4. Yansimali kararsiz diiglim

Diger taraftan Teorem 2.2.1. ¢)’den

] _{ a ﬂ}_ Ja' +p7cos® o'+ B sind
B a] |—Ja?+psin \Ja®+ B cosf

5 >| cos@ sind cos@ sind
J=\a’+p =|4|

—sind cosé —sinf cosé
J =R,
olur. Buradaki R,, € radyan acisiyla saat yoniinde diizlemde vektorleri dondiirdiigii
icin rotasyon matrisi olarak adlandirilir.
Durum 5: o’ + #° =1 (Merkez)
Bu durumda J =R, olup ¢6ziimler merkezi orijinde olan bir daire etrafinda saat

yoniinde hareket ederek olusturur. (Sekil 2.5.)

Durum 6: &’ + #° >1 (Kararsiz spiral)
Bu durumda J :|/1| R, ve |/‘L|>1 oldugu i¢in ¢oziimler orijinden uzaga dogru saat

yoniinde hareket ederek kararsiz bir spiral olusturur. (Sekil 2.6.)
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Sekil 2.6. Kararsiz spiral

Durum 7: &’ + ° <1 (Kararl spiral)
Bu durumda J =|/1| R, ve |/1|<1 oldugu i¢in ¢dzlimler orijine dogru saat yoniinde

hareket ederek kararli bir spiral olusturur. (Sekil 2.7.)



39

Sekil 2.7. Kararl spiral
Durum 8: 0< 4, <1< 4, (Eyer)

Sonug 2.2.1.’den

n 1 n O
w(n)=cA 0 +c, A |
oldugu goriiliir.

0
Eger ¢, =0 ise n— oo iken A, >1oldugundan w(n)=c,A, [J — o olup diisey eksen
tizerinde baslayan ¢oziimler bu eksen boyunca orijinden disa dogru hareket eder. (Sekil
2.8.de {v} ve {@} dizileri olarak gosterilmistir.)
1

Eger ¢, =0 ise n — o iken 0 < 4, <loldugundan w(n)=cA’ LJ — 0 olup yatay

eksen lizerinde baglayan ¢oziimler bu eksen boyunca orijine dogru hareket eder. (Sekil

2.8°de {x} ve {y;} dizileri olarak gdsterilmistir.)
: : 2|0 N "
C,,C, #0 ise n— o0 iken W(n)—>c,4; [J olup diger ¢oziimler diisey eksene yaklasir.

(Sekil 2.8.)
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Sekil 2.8. Eyer
Durum 9: -1< 4, <0<1< 4, (Yansimali eyer)

Sonug 2.2.1.’den

w(n)=cA Lﬂ +C, A {ﬂ

oldugu goriiliir.

0
Eger ¢, =0 ise n— oo iken 4, >1oldugundan w(n)=c,4; [J — oo olup diigey eksen

izerinde baslayan ¢ozlimler bu eksen boyunca orijinden disa dogru hareket eder. (Sekil

2.9.da {v,} ve {«;} dizileri olarak gosterilmistir.)
1
Eger ¢, =0 ise N — o iken —1< 4, <0 oldugundan w(n)=c,A' [0} —0 olup A" ’nin

b

isareti N ’ nin tek ve ¢ift olma durumlarina gore degistigi i¢in diisey eksene gore

simetrik olarak yatay eksen iizerinde sicrama yapar. (Sekil 2.9.’da {yi } dizisi olarak

gosterilmistir.)
: : 2|0 - "
C,,C, #0 ise n > iken w(n)— c,4, : olur. Bu durumda ¢oziimler diisey eksene

gore simetrik olarak sigrama yaparak diisey eksene yaklasir. (Sekil 2.9.)
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Sekil 2.9. Yansimali eyer

2.3. Lineerlestirme Metodu ile Lineer Olmayan Fark Denklem Sistemlerinin

Kararhhigimin Belirlenmesi
VneZ" igin
x(n+1)=f(x(n)) (2.3.1)
seklindeki lineer olmayan fark denklem sistemlerinin kararliligini inceleyecegiz.
(2.3.1) sisteminin denge noktast X = (Xl*, Xypeens X;‘) ve GcR* olmak iizere

f :G - R*, x* denge noktasinda siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

(2.3.1) sistemini

= S (2.3.2)

seklinde yazabiliriz.

* *

Lineerlestirme projesi igin ilk 6nce denge noktas1 X" = (X1 3 X5 5eees X ) , koordinatlar1

(X;,%,,...,%,) olan (2.3.1) sistemini denge noktast y* =(0,0,...,0) ve koordinatlari

k tane
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(Y15 ¥2s---» ¥, ) olan baska bir sisteme doniistiirelim.

()% (23.3)

dersek

% ()= (n)+x (23.4)

elde ederiz. (2.3.3)’den
y,(n+1)=x (n+1)—x’
y,(n+1)=x

—_

S
—~
=)
+
—_
~—~—
|
<

S

(2.3.5)
Y (N+1)=x (n+1)—x;

bulunur. (2.3.2)’deki matrisin karsilikli elemanlar1 esit oldugundan bu esitlikler (2.3.5)

de yerine yazilirsa

(2.3.6)

Y (n+1)= £ (x(n), % (n),....% (n))-x
oldugu goriiliir. Diger taraftan f, X" denge noktasinda siirekli diferensiyellenebilir

oldugu i¢in Taylor a¢ilimindan i=1,2,...,k igin

. e . N .
fi(xl(n),xz(n),...,xk(n)):fi(xl,xz,...,xk)+(xl(n)—x1)2—X'(x1,x2,...,xk)
1
+(x2(n)—x2)£(xl,xz,...,xk)+---+(xk(n)—xk)a(xl,xz,...,xk)
+h (%, (n).%,(n),....% (n)) (2.3.7)
seklinde yazilabilir.

X" = (Xl*, X;,...,X:), (2.3.2)’nin denge noktasi oldugundan i =1,2,...,k i¢in
f (X% ) =X (2.3.8)

olur. (2.3.4)’den 1=1,2,...,K igin
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b (% (1) %, (1) % () = B (y () + Xy, () + %50 Y () +%)
=0, (%:(n): Y2 (n)ss yic () (2.3.9)

yazilir. Burada i =1,2,...,K i¢in

ly[=r :\/(xl (n)—x]*)2 +(x,(n)=x;)

2

+~--+(xk(n)—x:)2 olup

h(x(n) 0 (2.3.10)

veya

g, (v, (n). o (N v (M) Ja(y(n)

o I L

sart1 saglanir.

(2.3.3), (2.3.8) ve (2.3.9) ifadeleri (2.3.7)’de yerine yazilirsa i =1,2,...,K igin

* afi * * * afi * * *
f (% (n),%(Nn),....% (n))=x = yl(n)a—(x1 XX ) Yy (M) (X6 %)
X, 0X,
6fi * * *
Feet Y, (n)aT(x1 ,xz,...,xk)+ g (¥ (n).Y,(n),.... ¥, (n)) (2.3.12)
k
bulunur.

(2.3.12) ifadesi de (2.3.6)’da yerine yazilirsa i =1,2,...,k i¢in

yi(n+1):yl(n)%(xf‘,x;‘,...,x;)+yz(n)aT‘(xl*,x;‘,...,x;)
1 2
+---+yk(n)ng‘(XLXS,---,XE)Wi(yl(”)ayz(”)r--’yk(”)) (2.3.13)
k

elde edilir.

S—E(xf,x;‘,...,x;) %(x{‘,x;‘,...,x;) %(x{‘,xg‘,...,x;)

1 2 k

B ) D) - Bl

_gf—xkl(xl*,x;‘,...,x;‘) g—z(xf‘,x;‘,...,x;) Sf—xkk(xf,x;‘,...,x;)_

matrisine f ’nin Jakobiyen matrisi denir ve (2.3.13) sistemi



44

y(n+1)=Ay(n)+g(y(n)) (2.3.14)
seklinde gosterilir. Burada
y(n+1)=Ay(n) (2.3.15)
sistemine (2.3.1) sisteminin X" = (Xl* , X, ..,X:) denge noktasindaki lineerlestirilmis

sistemi denir.

9 ™)

Teorem 2.3.1. a) Eger p(A)<l ve Hyluino ||y||

=0 1ise (2.3.1) sistemi

*

X = (X1 3 Xygenes Xy ) denge noktasinda lokal asimptotik kararlidir.

b) Eger p(A)>1 ve lim lo(y(m)

HV\POW=O ise (2.3.1) sistemi X =(X1,X2,...,Xk) denge

noktasinda kararsizdir.

Ornek 2.3.1.
ayz(n)
1) =
Y1(n+ ) 1+y12(n)
(2.3.16)
y,(n+1)= by, (n)
’ 1+y; (n)

sisteminin orijinde kararliligini inceleyelim.
Coziim:
ay, (n) by, (n) |
f = f = Imak
(vi(n),y,(n)) Ty () ve f,(y,(n),y,(n)) T y2 () olmak iizere
o __2ayy, o _a o b o __ 2byy,

oy, (1+y12)2 oy, 1+yl 0y, 1y ' E (1+y22)2

elde edilir.
(2.3.16)’nin orijindeki Jakobiyen matrisi
of, (0,0)  of, (0,0)
I _{o }
6f2(0,0) 61‘2(0,0) b 0
8yl ay2
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seklindedir. Biz y(n+1)=Ay(n)+g(y(n)) ifadesini elde etmek istiyoruz. Simdi

)| o Jym+aly(n)

sistemindeki ¢ ( y(n))’i bulalim. Buradan

- ay(n)yi(n)]

{yl(n“)}:[g g}y(nﬁ byll—(i- y) (n()n)

I+y;(n) |

elde edilir. Simdi (2.3.19) ifadesinin her bir terimini inceleyelim.

0 a
A= {b 0} matrisinin 6zdegerleri

det(A—zl){? 2

}:/Iz—abzo

A = Jab ve A, = —Jab seklinde bulunur. Ikinci terim gz 6niine alinirsa

ay,y; byy,
0=(6,9,)-- 2022
1 2

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)
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99 __ 2y, 09 _ ay; 9, __ by, Q. __ 259, oldugundan ¢

oy, (1+yf)2 ’ a3/2__14')/12 ’ oy, 1+y22 , oy, (1+y22)2

o o a(y(m)]
orijinde stirekli diferensiyellenebilirdir. Bu yiizden HIVIHIB) W =0 dir.

O halde Teorem 2.3.1.’den

,o(A):max{M1 22|} :max{\/%,\/%} =+/ab olup

i) p( A) =Jab<1=ab<1 ise (2.3.16) sistemi orijinde lokal asimptotik kararlidir.

b

ii) p(A)= Jab > 1= ab >1 ise (2.3.16) sistemi orijinde kararsizdir.



3. BOLUM

x =A+—det oy —ay Yt QEKLINDEKI LINEER

) Xn— p yn—q Xn—r yn—s
OLMAYAN FARK DENKLEM SISTEMLERININ
KARARLILIK ANALIZi

3.1. Giris

Bu boliimde Yang [3] in makalesi detayli olarak incelenmistir. Yang [3] ¢alismasinda

p>2,9>2,r>2,5>2, (p,q,r,s€Z), A pozitif bir sabit ve X

l—max{ p,r} 2
remaxtprt> > X5 %05 Yicmactast» Yaomaxgasp> o> Yoo Yo Pozitif reel sayilar olmak iizere
x = Aty Ay el pogg (.1.1)
anp yn—q anr yn—s
seklindeki yiiksek mertebeden fark denklem sistemlerini ele almistir.
(3.1.1) sisteminin denge noktalar1
= A+ v A
= —, Y=A+—— (3.1.2)

denklem sisteminin ¢6zlimii ile bulunur. (3.1.2) ifadesi ayr1 ayr ¢oziiliirse

i) Y=A+é:>Y2 =AX+1=>X*-AX-1=0 ve A=A’ +4 oldugundan

X
7 = A+~ A +4 _— A—~ A +4

1 2 g 2

elde edilir.

A pozitif sabit say1 oldugundan X, >0 dir. Diger taraftan
A< A 14 A <JA2 14

= A< \/m

= A- \/m <0



48

oldugundan X, <0 oldugu goriiliir.
ii) (3.1.2)’deki ikinci denklem igin i)’dekine benzer islemler yapilirsa y, >0 ve Yy, <0

elde edilir.
Buna gore 1) ve ii) siklarindan

(3.1.1) sistemi

(%.7)=(6.0) = A+\/§ +4’A+\/; +4J .

seklinde bir tek pozitif denge noktasina sahiptir. Bu boliimde asagidaki dort durum
incelendi:

1) A>1 iken (3.1.1) sisteminin her pozitif ¢oziimii sinirhdir.

2) A> 2 iken (3.1.1) sisteminin (c,c) denge noktasi lokal asimptotik kararldur.

NE

3) A>+/2 iken (3.1.1) sisteminin her pozitif ¢dziimii (c,c)’ye yakinsaktir.

4) A> V2 iken (3.1.1) sisteminin (C,C) denge noktas1 global asimptotik kararlidir.

3.2. Stmirhhik

Teorem 3.2.1. {(x,,y,)}, (3.1.1) sisteminin bir pozitif ¢6ziimii olsun. Bu taktirde

asagidaki li¢ durum saglanir:

a) Vn=1 i¢in, X, > A ve y, > A dir.

b) Eger A>1 ise n>max{p+1,q+1,r+2,5+2} icin,

3

ot Xnax(pg.ritsety > N max {p,q,r+1,s+1} tek ise.

n 3

277 mtparasap —max {p,q,r+1,s+1} ¢ift ise.

dir.
¢) Eger A>1 ise n>max{p+2,q+2,r+1,s+1} icin,

3

A2 -1 + ymax{p+l,q+1,r,s}—l’
yn < 3

n—max{p+1,q+1r,s} tek ise.

o Yoanpergitrgs N —max {p+1,q+1,r,s} ¢ift ise.

dir.
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Ispat:
a) {(Xn, Y, )} , (3.1.1) sisteminin bir pozitif ¢dziimii ise N >0 i¢in,
X,>0vey >0 (3.2.1)

dir. Diger taraftan (3.1.1) sistemi i¢in, p>2,4>2,r>2,5>2, A>0 ve

Xi oo s Xy o s enes X X >0
el e mp e T (3.2.2)
yl—max{q,s} 2 y2—max{q,s} 200 y—l’ yO > O
oldugunu biliyoruz. (3.2.2)’den sirasiyla
I-max{p,rit<l<0 =x>0
tp.r] ! (3.2.3)

1-max{g,s}<m<0=y, >0
elde edilir.
i) n2I=n-1>20 dir. (3.2.1)’den n-1>0=x,_,>0 ve y,, >0 dir. (3.2.2)’den
N-1=0=x,_,=X>0vey  =Y,>0 dr.
ii) 3.2.1)’den n-p>0ven-r>0=x,,>0 ve x,, >0 dir.
N-p<0 ve n-r<0 ise max{p,r}>p,r=-max{p,rf<—p,—r ve 1<n
oldugundan l—max{ p,r} <n-p,n-r <0 olup (3.2.3)’den x,_,,X, , >0 dir.
iii) (3.2.1)’den n-q>0 ve n-=5s>0 =y, , >0 ve y, >0 dir.
N—g<0 ve N—s<0 ise max{q,s} >q,s = —-max{q,s} <—g,—s ve 1 <n oldugundan
1-max {q,s} <n-g,n—-s<0 olup (3.2.3)’den Y, ,, ¥, >0 dir.
Buna gore 1), ii) ve iii) siklarindan p>2,9>2,r>2,5>2, A>0 olmak lizere Vn>1

i¢in, y,,>0,x,_,>0,y, ,>0 ve X, >0,x

9 n-p

>0,Y, >0 olup (3.1.1)’den X, > A ve

y, > A elde edilir.
b) (3.1.1)’den

X X <
X, = Ar— e y,=A+—1 =y =A+ 12 oldugundan
Xn—p yn—q Xn—r yn—s Xn—r—l yn—s—l
Ar— T2 A
X X
x = At JrrYst oy Ay t 2 (3.2.4)

Xn—p yn—q Xn—p yn—q Xn—p yn—q Xnzro1 Ynoso

elde edilir.

n>max{p+1,q+1r+2,5+2} oldugundan
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n>p+l=n-p=2Ln>gq+l=n-q=1

(3.2.5)
n>r+2=n-r-1>21,n>2s+2=n-s-1>1
yazilir. (3.2.5)’den ve Teorem 3.2.1. a)’dan
o A Y A X >A Y > A (3.2.6)
oldugu goriiliir. (3.2.6)’dan ve A> 0 oldugundan x,_y, ,> A’ = l . Lz olup
XopY
n-pJn-q
A < i (3.2.7)
XopYnq A
T , 4 1 1
elde edilir. Yine (3.2.6)’dan X, Y, X, ;Yo s, >A = <— Ve

an p yn—q Xn—r—l yn—s—l
n>r+2,r>22=sn>4=-n-2>22>1=n-2>1 olup Teorem 3.2.1. a)’dan

X, ,>A>1>0 = x _, >0 oldugundan

%o < Ho2 (3.2.8)
Xn—pyn—q Xnzr1 Ynoso A

bulunur. (3.2.7) ve (3.2.8) esitsizliklerini (3.2.4)’de yerine yazarsak

X, <A+'16\+XA4 (3.2.9)

esitsizligini elde ederiz. (3.2.9)’da n yerine n—2 yazarsak
< A+%+% VeA> 0= A* > 0= % >0 oldugundan (3.2.9)’dan

A+1+X

4
xn<A+—+# ! 13 15+X“—‘84
A A A A A

< ..<A+l+i3+i+,__+ 1 X ok
A A A

t
X, <ZA Xosk ot 1=4k-3=2t=4k-2=1t=2k-1 olup

4k ’
i=0

2k-1

X, < Z AZ' : 2\;; (3.2.10)

esitsizligini elde ederiz. Simdi k *y1 belirleyelim. (3.2.10)°’dan k >1, (k € Z) olur.
Eger n—max{p,q,r+1,s+1} tek  ise n—max{p,q,r+1,s+1} =2k -1

= n-2k+I1=max{p,q,r +1,s+1} = n-2k+2=max{p,q,r+1,s+1}+1 olup
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N—2k+2=max{p+10+1r+2,5+2} (3.2.11)
dir.
Eger n—max{p,q,r+1,s+1} cift ise n—max{p,q,r+1,s+1}=2k
= n-2k =max{p,q,r+1,s+1} = n-2k+1=max{p,q,r +1,s+1} +1 olup
n—2k+l=max{p+Lq+1r+2,5+2} (3.2.12)
dir.
(3.2.11) ve (3.2.12) esitsizliklerinden n—2k +2>max{p+1,q+1,r+2,5+2} ve diger
taraftan kK >1=2k>2=0>-2k+2=n>n-2k +2 oldugundan
n>n-2k+2>max{p+1,q+1Lr+2,5+2} (3.2.13)
elde edilir. (3.2.13)’den n—2k+2>max{p+1q+1Lr+2,5+2} ve p+1q+1>3,
r+2,5+2>4 oldugundan max{p+1,q+1r+2,5+2}>4 olup n—2k+2>4 yazlr,

Buradan n—-2k >2>1=n-2k >1 oldugundan ve Teorem 3.2.1. a)’dan X, ,, >A>0

olup
X, 2 >0 (3.2.14)

elde edilir. Simdi (3.2.10) esitsizligine bakalim. Burada

2k ] Ak 2kl A 2k 1/ i 1 1 2 1 2k-1
2 AT L WA AT A{Z(Tj ]: A{”F{FJ +"'+(?j

1 2k
1_( 2k 2k
1 Azj A 1 A 1
2 A F o w) TR tla) | 62

olarak bulunur ve

A’ 1Y x
Xn < A2_1|:1_(Fj :|+ Aj(k (3216)
elde edilir.

1 2k 1 2k | 2k Al
A>1:>A¢O:>(?J >0:>—(?j <0:{1_(Fj }<lve rx 1>0 olup
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A 1Y) A
—| 1= = <— 3.2.17
A2—1|: (Azj } A -1 ( )
bulunur.
Diger taraftan k>1>0=>k>0=4k >0 ve A>1= A* >1 olup
1
e <1 (3.2.18)
yazilir.

(3.2.14) ve (3.2.18) esitsizliklerinden

Yook oy (3.2.19)

oldugu goriiliir. (3.2.17) ve (3.2.19) esitsizliklerini (3.2.16)’da yerine yazarsak (3.2.13)
i¢in,

3

X <3

+ X, (3.2.20)

esitsizligini elde ederiz. Buradan
i) Eger n—max{p,q,r+l,s+l} tek ise n—max{p,q,r+l,s+l} =2k -1 olup
n—2k =max{p,q,r +1,s+1} -1 (3.2.21)

yazilir. (3.2.21)’1 (3.2.20)’de yerine yazarsak

3

X, < Y X (puqur st} (3.2.22)
esitsizligini elde ederiz.
ii) Eger n—max{ p,q,r+l,s+l} cift ise n—max{ p,q,r+1,s+1} =2k olup
n—2k =max{p,q,r +1,5+1} (3.2.23)
yazilir. (3.2.23)’11 (3.2.20)’de yerine yazarsak
X, < 3 + X (3.2.24)

n A2 -1 'max{p,q,r+1,s+1}

esitsizligini elde ederiz.
Sonug olarak 1) ve ii) siklarindan ispat tamamlanmis olur.

¢) (3.1.1)’den

X o
Y, =A+—"1— ve X, = ATt Xy, = Ap—dn2 oldugundan
Xn—r yn—s Xn—p yn—q Xn—p—l yn—q—l
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A+ yn—z
X
y, = Ap e oy ap A Yooz (3.2.25)
Xn—r yn—s Xn—r yn—s Xn—p—l yn—q—l Xn—r yn—s

elde edilir.

n>max{p+2,q+2,r+1,5+1} oldugundan

n>p+2=>n-p-1>2,n>2q+2=n-qgq-1>1

(3.2.26)
nzr+l=n-r>l,n>s+1l=n-sx>1
yazilir. (3.2.26)’dan ve Teorem 3.2.1. a)’dan
Xoopr A Yoot >A X >A Y, > A (3.2.27)
oldugu gériiliir. (3.2.27)’den ve A> 0 oldugundan x .y, > A’ = 1 <o olup
anl' yn S
A < 1 (3.2.28)
Xn—r yn—s A
qe , 4 1 1
elde edilir. Yine (3.2.27)’den X, , Y, o X\ Yos > A = <— ve

Xn— p-1 yn—q—l Xn—r yn—s
n>p+2, p22=>n>24=>n-222>1=n-2>1 olup Teorem 3.2.1. a)dan

Y., >A>1>0=1Yy, , >0 oldugundan

Yn-s SRLS. (3.2.29)
Xo- p-1 yn—q—lxn—r Ynss A

bulunur. (3.2.28) ve (3.2.29) esitsizliklerini (3.2.25)’de yerine yazarsak

1.y
<A+—402 3.2.30
Yo < At ng (3:2.30)
esitsizligini elde ederiz. (3.2.30)’da n yerine n—2 yazarsak

Yo, < A+lA+h ve A>0=> A >0 % >0 oldugundan (3.2.30)’dan

A4
Yo-a
A+ +-%
y, < A+—+#_A+ ! +L3+L5+y”—;;4
A A A A A A
111 1y,
< <A+A+E+E+ +A‘”"3+A“2kk

<ZA21| 1 y”ﬁ(k ,2t-1=4k-3=2t =4k -2 =1t =2k -1 olup
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£S 1 yn—Zk
Yo <. FCERE: (3.2.31)
i=0

esitsizligini elde ederiz. Simdi k *y1 belirleyelim. (3.2.31)’den k 21, (k € Z) olur.

Eger n—max{p+10+1r,s} tek ise n—max{p+Lq+Lr,s}=2k-1

=n-2k+1=max{p+1,0+1r,s}=>n-2k+2=max{p+1,q+1r,s}+1 olup
N—2k+2=max{p+2,q+2,r+1,5+1} (3.2.32)

dir.

Eger n—max {p+1,q+1r,s} ¢iftise n—max{p+1,q+1,r,s} =2k

=n-2k =max{p+1,q+1Lr,s}=n-2k+I=max{p+1,q+1r,s}+1 olup
n—2k+l=max{p+2,q+2,r+1,s+1} (3.2.33)

dir.

(3.2.32) ve (3.2.33) esitsizliklerinden n—2k +2 > max{ p+2,q+2,r+1,s+l} ve diger

taraftan K>1=2k>2=0>-2k+2=n>n-2k +2 oldugundan

n>n-2k+2>max{p+2,q+2,r+1,s+1} (3.2.34)
elde edilir. (3.2.34)’den n—-2k+2>max{p+2,q+2,r+1s+1} ve p+2,q+2>4,
r+1,s+1>3 oldugundan max{p+2,q+2,r+1,s+1}>4 olup n-2k+2>4 yazlr,

Buradan n-2k >2>1=n-2k >1 oldugundan ve Teorem 3.2.1. a)’dan y, ,, > A>0

olup
Yook >0 (3.2.35)

elde edilir. Simdi (3.2.31) esitsizligine bakalim. Burada (3.2.15)’den

S A 1\ 5
Zrﬁ“ﬂ vl
A Y|y,
y”<A2—1{1_(Fj }A—fkk (3.2.36)
yazilir.

(3.2.18) ve (3.2.35) esitsizliklerinden

% <Y (3.2.37)

oldugu goriiliir.



(3.2.17) ve (3.2.37) esitsizliklerini (3.2.36)’da yerine yazarsak (3.2.34) i¢in,

3
yn < A2 _1 + yn—2k
esitsizligini elde ederiz. Buradan

i) Eger n—max{p+1,q+1r,s} tek ise n—max{p+1,q+1,r,s} =2k -1 olup
n—-2k =max{p+1,q+1r,s} -1

yazilir. (3.2.39)’u (3.2.38)’de yerine yazarsak

3

yn < A2 -1 + ymax{p+1,q+1,r,s}—1
esitsizligini elde ederiz.
ii) Eger n—max{p+1,q+1,r,s} ¢iftise n—max{p+1,q+1,r,s} =2k olup
n—-2k =max{p+1,q+1r,s}

yazilir. (3.2.41)’1 (3.2.40)’da yerine yazarsak

3

yn < Az -1 + ymax{p+1,q+1,r,s}

esitsizligini elde ederiz.

Sonug olarak 1) ve ii) siklarindan ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.1. {(Xn, Y, )}, (3.1.1) sisteminin bir pozitif ¢dziimii ve A>1 olsun.

Bu taktirde,

a) Teorem 3.2.1. a) ve b) siklarindan n > max{ p+1L,q+1,r+2,s+ 2} i¢in,

o Xpax{pa.r1 st 1> N max {p,q,r+1,5+1} tek ise.

A<x, <
3

AZ -1 + Xmax{ p,q,r+1,5+1}2 n- max{ p,q,r+ 1, S+ 1} Qlft 1S€.

yazilir.

b) Teorem 3.2.1. a) ve ¢) siklarindan n>max{p+2,q+2,r+1,s+1} icin,

277 T Ymafpeanira n—max{p+1,q+1,r,s} tek ise.

A<y, <

AZ -1 T ymax{p+1,q+1,r,s} > N —max { p+ 1; q-+ 1, r, S} (}lft ise.

yazilir.
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(3.2.38)

(3.2.39)

(3.2.40)

(3.2.41)

(3.2.42)
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Sonu¢ 3.2.1.°den A>1 ve n>max{p+2,q+2,r+2,5+2} olmak iizere, (3.1.1)

sisteminin her pozitif ¢coziimii sinirhdir.

3.3. Lokal Asimptotik Kararhhk

Teorem 3.3.1. Kabul edelim ki A>i

NE)

pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

olsun. Bu taktirde (3.1.1) sisteminin (c,c)

Ispat: M =max{p,q,r,s} olsun. Bu taktirde M >2 olur. Asagidaki doniisiimleri goz

Oniine alalim.

olsun.

Diger taraftan 2 < p,r,q,s <M oldugundan

Xoo1 = r11

Xoa = r?

X, =W
Xn-m-2) = N
Xosmor) = rr1v|—1
Xom = Wr:w

Yoo = Zr]1

Yo = Zﬁ

Y3 = Zg
yn—(M—Z) = Zr?/l_z
yn—(M—l) = Zr'1V| -
Yoom = Zr':/l

p-1 -l _ 50-1 55—
W, Xn—r - Wn—l’ yn—q - Zn—l’ yn—s - Zn—

n-1-2

dir. (3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerinden (3.1.1) sistemini

ol 30
_Wn—19 Wn _Wn—]9
1 3
=L L, =4 s
Ynoi
” 7971’ Yo = A+

|
n-2 n-1
Xos = r?—l
Xn—4 - r31—1
Xomor) = Wy,
Xom = erlv:l
Xomo1 = Wr'1v11
Yoo = Zr11—1
Y3 = Zri1
Yo = o,
Yomony = Zr’:/ll_z
Yoom = Zr:vll_l
Yo = 2o

W
n—1

-
S

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)
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1. mertebeden lineer olmayan denklem sistemi seklinde yazabiliriz. Simdi (3.3.3)

sistemini lineerlestirelim.

i)

X = Aq—Jni__ (3.3.4)
denkleminin  (3.1.3)’deki (X,¥,)=(c,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis

denklemini bulalim. x, = f (ynfl,wp"1 Zq_l) ve Yy, =U, W '=u,z =u, olmak

n-1°"%n-1

uzere
X, = f(up,u,u,)=A+ Y (3.3.5)
u,-u,
yazilir. Buradan
P, :i(uo,ul,uz) _ 2 (A+ Yo j _ 1 (3.3.6)
8U0 (c.) auo l_,l1 -l_j2 () u1 .u2 (©9) c-C
0 U U, C I
P =—(u,u,u,) =—|A -— =———=—C (3.3.7)
1 ©0) ou, u -u, ©0) u; -u, (©9) c°-c
Pzzi(uo,u“uz) - : [A+ E J i 2 - C2 =—c” (3.3.8)
au, (o) ou, Uy J) g Uty  CC

elde edilir. (3.3.4) denkleminin (c,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi,

(3.3.6), (3.3.7) ve (3.3.8) esitliklerinden X, =P, -u, + P -u, + P, -u, seklinde olup

X, =C’y  —c’-w'—-c?.z%] (3.3.9)
olarak bulunur.
ii)
Xn—l
yn:A+Ts—l (3310)
Wiy " Zn

denkleminin  (3.1.3)’deki (X,¥,)=(c,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis

denklemini bulalim. y, =g (X W ZH) ve X, =V,, W | =V,, .| =V, olmak iizere

n-1°>""n-1> =n-1

VO
V-V,

Yo =0(V, V.V, )= A+ (3.3.11)

yazilir. Buradan
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Ry == (Vv V,) _i(A+ " j -— | -—=c¢ (3.3.12)
0 (c0) o V-V, (60) V-V, (c.c) c-C
R, =—(V0,VI,V2) =_[A+ . j - 2V0 - 2C =—c” (3.3.13)
| (c.0) | V-V, () V-V, (c.c) c-C
Rz :a_g(vo’vla\/Z) :i(A—i- VO J - VO 2 == ¢ ) :_C_z (3314)
avz (c.c) aVZ ViV, (c.c) ViV, (c.c) c-c

elde edilir. (3.3.10) denkleminin (C,C) denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi,

(3.3.12), (3.3.13) ve (3.3.14) esitliklerinden y, =R, -V, + R, -V, + R, -V, seklinde olup

_ a2 2 -l -
Yo=C X, —C W, —C

n—

2oz (3.3.15)

olarak bulunur. (3.3.3) sisteminin denge noktasi (C, C,...,C) dir. 1) ve ii) siklarindan

%/_/
2M +2 tane

(3.3.3) sisteminin (C,C,...,C) denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi

2M +2 tane
1 2 30 M-l _ M=2 M _ M-l
Wn - Xn—l’ Wn - Wn—l’ Wn - Wn—l’ > Wn - Wn—l > Wn - Wn—l s
1 _ | 3.2 M-l _ _M-=2 _M _ M-I
2.=Yoi» 2y =20 s L =2 e 2y =2, L =2, (3.3.16)
_ A2 -2 p-1 -2 q-1 _ A2 -2 r—1 -2 s—1
=C"¥Y,—C W, —-C -7, ¥,=C X, —-C-W_,—-C -7,

seklinde elde edilir. Simdi (3.3.16) lineerlestirilmis sistemini matris bigiminde yazalim.

Bu taktirde sistemin denge noktasi (C, c,..., C)T sekline dontisiir.

2M +2 tane
(pn=(W;,W§,W§,...,Wr?"“,wr?”,z;,zﬁ,zﬁ,...,zrﬁ"‘l,zrﬁ",xn,yn)T olsun. Buradan
@n = (er1—] ) W§-1 5 Wr?—l seees Wr:v:l’ Wrilvll 5 Zr11—1 > Zr?—] ) 23_1 seces Zr’:{;la Zr':/ll > Xno1s Yoo )T yazilr.
Pn=0-0,, (3.3.17)

lineerlestirilmis sistemi Sekil 3.1.°de gosterilmistir. Burada ¢, ve ¢, ,, (2M +2)><1
tipinde matrislerdir. ¢ ise (2M +2)x(2M +2) tipinde bir matristir. Sekil 3.1.’de

¢’ nin (2M +1). satiindaki —c™ terimleri sirasiyla (p—1). ve (M +q-1).
siitunundadirlar ve ¢ terimi ise (2M +2). stitunundadir. Sekil 3.1.’de ¢’ nin

(2M +2). satirmdaki —¢™ terimleri sirasiyla (r —1). ve (M +s—1). siitunundadirlar

ve ¢ terimi ise (2M +1). stitunundadir.
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Sekil 3.1, @, =¢- @, sisteminm matns gosterimi
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£>0 ve £ <min {ﬁ,ﬁ} olmak tizere 1<k <M ig¢in,

d =d,,., =1-ke (3.3.18)
olsun. Ayrica

Ay = 0oy =1 (3.3.19)

olsun.
Buna gére D=diag(d,,d,,...,dy.dy,,....dy w =d,y.0d,..05.,) seklinde bir

kdsegen matris olsun.

2 _ 2 _
e<mind 73 o L e ©73 (3.3.20)
M (M -1)c M (M-1)c
dir. (3.3.20)’den g<ﬁ ve M >2 >0 oldugundan
Me<l=-Me>-1=1-Meg>0 (3.3.21)
dir. K<M ve £>0 oldugundan
ke<Me=-ke>-Meg=>1-ke>1-M¢ (3.3.22)
dur. (3.3.21) ve (3.3.22) esitsizliklerinden
1-ke>0 (3.3.23)

elde edilir. (3.3.23)’den 1-ke >0=1>ke ve k>0= % >0 oldugundan

1

£E<— (3.3.24)
k
dir.
Diger taraftan
lﬁkzﬁél (3.3.25)
dir. (3.3.24) ve (3.3.25) esitsizliklerinden ¢ <1 olup ¢ >0 oldugundan
0<ex<l1 (3.3.26)
elde edilir.

Kabulden A> = A2 st oaias o nias o U as % vt

V3 3 3 3 NE)



61

O halde A>—= ve VA’ +4 >—— oldugundan A+vA” +4 >-2 olup

V3 V3 V3
C_A+\/A2+4 3 )

>—==C >3 (3.3.27)

2 NE)

yazilir.

M >2 ve £>0 oldugundan M >(M —-1)>--->2>1=>Me>(M -1)e>--->2e>¢
=>-Me<—-(M-1)e<--<2e<—e=>1-Me<l-(M-1)e<---<1-2e<l-¢ ve

(3.3.21)’den 0<1-Meg ve € >0= - <0=1-¢ <1 oldugundan

0<l-Me<1-(M-1l)e<---<l-2e<l-e<1 (3.3.28)

elde edilir. (3.3.18) ve (3.3.28) ifadelerinden
0<d, <d, <--<d,<d <1 (3.3.29)

0<dy,y =d,y <d =y < <dy,, <dy,, <1 (3.3.30)

M+(M-1)
yazilir. D bir kosegen matris oldugundan
detD=d,-d,---d,, -d,,,---d,,, -dyp,,-dyy,, olarak bulunur. (3.3.29) , (3.3.30)
esitsizliklerinden ve (3.3.19)’dan detD # 0 oldugundan D matrisi tersinirdir. Yani D
matrisinin tersi vardir. Ustelik D matrisinin tersi
D' =diag(d,".d,",....d,,dy...doy oy Oayy,, ) seklinde olup  Sekil 3.4.°de
gosterilmistir. DD~ matrisi de Sekil 3.5.’de gosterilmistir. Tanmim 1.2.12.’den ¢ ve
DgD™' matrisleri benzerdir ve Teorem 1.2.2’den ¢ ile DgD™' matrisleri aym
dzdegerlerine sahiptir. ¢ ile DD~ matrisinin dzdegerleri 4,,4,,...,4,,,, olsun.

(3.1.1) sisteminin (C,C) denge noktasinda lokal asimptotik kararli oldugunu

gostermemiz i¢in ¢, =¢@-¢@, | lineerlestirilmis sisteminin (C,C,...,C)T denge noktasinda

2M+2 tane
lokal asimptotik kararli oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in ise ¢ matrisinin biitiin

0zdegerlerinin mutlak degerlerinin maksimumunun 1’den kiigiik oldugunu gostermek
yeterlidir.

O halde teoremin ispatt i¢in

VI<t<2M +2i¢in, max |A]<1 (3.3.31)

ISt<2M +2

oldugunu gostermeliyiz.
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Sekil 3.3, Dy matrisi
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Tanim 1.2.11.’den DgD™' matrisinin spektral yarigap1 p(D¢D‘1)= max |/11| ve

I<t<2M +2

Teorem 1.2.1.den H DgD™ Hw bir matris normu oldugundan p( DgD™ ) < HD¢D*1 Hw olup

max
I<t<2M +2

4] <|pgD™|. (3.3.32)

elde edilir. 1<i, j<2M +2 i¢in, DgD ™' =(a

( ij) olsun. Tanim 1.2.8.’den
(2M+2)x(2M +2)

2M+2
D D“H = max ‘a..‘ olup (3.3.32)’ den
H ¢ ®  1<i<2M+2 JZ_; ) p( )
2M+2
max < max ‘a‘ 3.3.33
1stszM+2|/lt| 1<i<2M +2 ; 1 ( )
yazilir.
(3.3.33) ve Sekil 3.5.’den
2M +2
max < max ‘a‘
1§t52M+2|ﬂ1| 1<i<2M +2 ; g
2M+2 2M+2 2M+2 2M+2 2M+2
=max{ > ‘a”. Y ‘azj s ‘an, YR R TR A
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
2M+2 2M+2 2M+2
& om)jl oM 1) AoM+2)]
= = =

_ -1 -1 -1 -1 -1 -1
_max{d1d2M+1’d2d1 SRR VY IV FYIRTC VPN VI FYIRTRRPIN o VY VIR
241 241 241 241
(d2M+1C dp—l +d2M+lC dM+q—1 +d2M+lC d2M+2)’(d2M+ZC dr—l+

-24-1 -24-1
2M+2C dM+Sfl+d2M+2C d2M+1)}

d

-1
=max{d,d max
{ 1 2M+1,2SKSM

{dkdk_—ll} sy 1oy, , max {dM+kdl\_/ll+k—1} ’

2<ksM
2 (-1 -1 -1 2(q-1 4 -1 -1
d2M+1C (dp—l +dM+q—1 + d2M+2)’d2M+2C (dr—l + dM+s—1 + d2M+1 )}
_ -1 -1 -1 -1 2 (q-1
= max{dldzwmsdlv|+1dz|v|+2a2<nffg\(/I {dkdk—19dM+de+k—1}9d2M+1C (dp—1 +

Ay + Gz ) oy (A7 + 0y + iy )| (3.3.34)

elde edilir. Simdi (3.3.34)’1i inceleyelim.
i) 3.3.19)dan d,,, =d,,,,=1=4d,,,, =d;., =1, (3.3.29)’dan d, <1 ve (3.3.30)

dan d,,,, <1 oldugundan
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dd;. <1 ved, d; <1 (3.3.35)

172M+1 M+12M +2
bulunur.
ii) 3.3.29)’dan 0<d,, <d,, , <---<d, <d, <1 dir. Buradan
0=d, ve d,<d, =d,d "' <1

0=-d, ve d,<d, =d.d;' <1

0=d, ved, <d,  =d,d, <1
oldugundan 2 <k <M igin
dd’ <1 (3.3.36)
yazilir.

iii) (3.3.30)’dan 0<d,,, <d,, , <---<d,,, <d,,, <1 dir. Buradan

-1
0#dy,, ve dy, <dy,, =dy,,dy, <l

-1
O;é dM+2 ve dM+3 < dM+2 = dM+3dM+2 <1

0=d,, , ve d,, <d,,  =d,,d_ <l
oldugundan 2<k <M igin
dy.dy <1 (3.3.37)
elde edilir. O halde (3.3.36) ve (3.3.37) esitsizliklerinden
max {d,d.;.dy , dy' ) <1 (3.3.38)

2<k<M
oldugu goriiliir.
iv) (3.3.18)’den 1< p—1<M ve 1<q-1<M oldugundan d _, =1-(p-1)s ve
d,, =1-(q-1)& dur. M =max{p,q,r,s} oldugundan p<M = p—-1<M -1
:>—(p—1)2—(M —1) ve (3.3.26)’dan 0<¢& <1 oldugundan —(p—l)gZ—(M —l)g
=1-(p-1)e=1-(M —1)¢ dur. Benzer sekilde 1-(q—1)e>1-(M —1)& bulunur.
Buradan
1 1 1 1
<

(p-1)e 1-(M-Dz ' 1-(q-D)s 1-(M-1)s (3.3.39)

olur.
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Diger taraftan (3.3.28)’den 0 <1—(M —1)& <1 oldugundan 3—(M —1)&<3 ve ¢* >0

3—(M -1
=c>>0olup ¢~ {1(—)(9} <c” (%J bulunur ve (3.3.20)’den

-(M-1)e M-1)e
g<&:(|\/| —1)g<c’2(c2—3):1—3c’2
(M -1)c’
5, 5 3¢
=>-(M-1)e>-1+3c?=1-(M-1)e>3¢" => ———<I1
1-(M-1)e
oldugundan
¢ [M} <1 (3.3.40)
1-(M=1)¢
yazilir.
d c’z(d’1 +d'  +d;) ):c’2 ! + ! +1
2M+1 p-1 M +qg-1 2M+2 1_(p_1)5 1—(q—1)5
<c? L U ] (33.39) dan)
1-(M=D)& 1-(M-1)s
e 3-(M-1)e
1-(M-1)e
<1 ((3.3.40)’dan) (3.3.41)
elde edilir.

v) iv)’dekine benzer sekilde M =max {p,q,r,s} oldugundan

1 1 1 1
1-(r-1)e . I-(M-1)e = 1-(s-1)e : 1-(M-1)e (3342

yazilir.

— - - - = 1 !
dy.aC z(dr—ll +dM1+s—l+d2'\1/|+1):C 2(1_(|’—1)8+1_(S—1)8+1]

< cz[ ! + ! + 1} ((3.3.42)’den)
&

<1 ((3.3.40)’dan) (3.3.43)
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elde edilir.
Sonug olarak (3.3.35), (3.3.38), (3.3.41) ve (3.3.43) esitsizliklerini (3.3.34)’de yerine
yazarsak

V1<t<2M +2 igin, 1;}§f12aMx+2|z1| <1 (3.3.44)

elde ederiz. (3.3.31)’1 elde ettigimiz i¢in teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

3.4. Global Cekicilik

Lemma 3.4.1. Kabul edelim ki A>+/2 olsun. Bu taktirde X,y = A icin X+ Y < Axy
dir.

Ispat: f(X,y)=x+y—Axy fonksiyonunu goz oniine alalim.

of (X’y):]—Ay , Gf(x’y)zl_Ax (34.1)
ox oy

olarak bulunur.
1 .
A>2=A-A>2= A-A>1:>A>K ve X,y > A icin

1
X,y >— 3.4.2
y>= (3.4.2)

elde edilir. A>~/2>0 ve (3.4.2)’den X >% oldugundan
1-Ax<0 (3.4.3)

bulunur. Benzer sekilde A>0 ve (3.4.2)’den y >% oldugundan

1-Ay <0 (3.4.4)
oldugu goriiliir. (3.4.3) ve (3.4.4) esitsizliklerini (3.4.1)’de yerine yazarsak
of (X, of (X,
M <0 , M <0 (3.4.5)
OX oy

elde ederiz. (3.4.5)’den f (x,y) fonksiyonu X ve y de monoton azalandur.
f(AA)=A+A-A-A-A=2A-A’ = A(2-A’) bulunur. Ayrica A>~2 = A’ >2
=2-A’<0 ve A>0 oldugundan A(2— Az) <0 olup

f (A A)<0 (3.4.6)
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elde edilir. f (X, y) fonksiyonu X ve y de monoton azalan ve X,y > A oldugundan

f(xy)<f(AA)<O=x+y—AXy<0= x+y<Axy bulunur.

Teorem 3.4.1. Kabul edelim ki A>+/2 olsun. Bu taktirde (3.1.1) sisteminin her pozitif
¢oziimii (c,c) denge noktasina yakinsaktir.
Ispat: {(Xn, Y, )} , (3.1.1) sisteminin keyfi bir pozitif ¢dziimii olmak iizere
A, =}]gr£105upxn , A :gir?oinfxn
A,=limsupy, . A =liminfy,
seklinde olsun. Teorem 3.2.1. a)’dan Vn>1 i¢in, X, > A= A<X, oldugundan A,

(x,) dizisinin bir alt smridir ve (X,) dizisinin alt siurlarmn en biyugi inf x,

oldugundan

A<inf X, (3.4.7)
dir. Teorem 1.2.4.’den
inf X, <A <A, <supX, <o (3.4.8)
dur. (3.4.7) , (3.4.8) esitsizliklerinden ve kabulden
V2<A<A <A <o (3.4.9)
elde edilir. Benzer sekilde Teorem 3.2.1. a)’dan Vn=1 i¢in, y,>A= A<y,

oldugundan A, (,) dizisinin bir alt simridir ve (y, )dizisinin alt simirlarinin en biiyiigii

inf y. oldugundan
A<infy, (3.4.10)
dir. Teorem 1.2.4.’den
infy, <A <A,<supy, <o (3.4.11)
dur. (3.4.10) , (3.4.11) esitsizliklerinden ve kabulden
V2<A<A <A, <o (3.4.12)
elde edilir.

i) 0>2>1 oldugundan (yn_q ) >(Y,, )= lim sup( Yoq ) > limsup(y,_, ) olup
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limsup(y,_,)
e (3.4.13)

lim sup ( Yo q )

n—w

bulunur. Benzer sekilde p>2 >0 oldugundan
(anp) (%)= %imsup(xIHJ ) > %imsup(xn ) olup
1 1
<

limsup(x,_,) %imwsup(xn)

n—oo

(3.4.14)

bulunur. (3.4.9) ve (3.4.12) esitsizliklerinden A4 <A, ve A, <A, oldugundan

A A, <A -A, olup

1 < 1
Al'Az ﬂ'l'/iz

(3.4.15)

yazilir. (3.1.1) sistemi i¢in, (3.4.13), (3.4.14) ve (3.4.15) esitsizlikleri gbz Oniine alinirsa

Xy = A+L:> limsup X, = limsup A+L

X“— p y”—q A o Xn—p yn—q

limsup(y,_
= A =A+— 2 ( l) <A+-— ! :A+i:A+ A,
lim sup(xn_p)hm sup(yn_q) lim sup(X,) A, A - A,
A< A+—A2 (3.4.16)
Ay

elde edilir.

ii) >2>1 oldugundan (yn_q ) > (Y, )= lim inf( Yo g ) <liminf(y,_,) olup

liminf(y,_,)
M =3 | (3.4.17)
liminf (y,_, )

n—oo

bulunur. Benzer sekilde p>2 >0 oldugundan

(Xn_p) (%)= liminf(xn_p)s liminf (x, ) olup

1 I
> 3.4.18
liminf (x, ,) liminf(x,) G418

bulunur. (3.1.1) sistemi i¢in, (3.4.17), (3.4.18) ve (3.4.15) esitsizlikleri goz Oniine

alinirsa

X, = A+—I1 s liminf x = 1iminf{A+L}

n
Xn—pyn—q n—oo nN—o0 Xn—p yn_q
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liminf (y,
=4 =A+ 02 () > A+— ,1 AL As 4
liminf(XrH3 )lim inf(ynfq) %lmlnf(Xn) A YR
A=A+ 4 (3.4.19)
Ap-A,
elde edilir.

i) r>2>1 oldugundan (x,_, ) >(x,_, )= lim sup(X,_, )= lim sup(X,_, ) olup

limsup(X,_,)
o’ T (3.4.20)
lim sup (Xor)

bulunur. Benzer sekilde s>2 >0 oldugundan
(Yos) 2 (¥n) = limsup(y, ) > limsup(y, )
olup
1 < 1
limsup(y,_) ~ limsup(y, )

(3.4.21)

bulunur. (3.1.1) sistemi icin, (3.4.20), (3.4.21) ve (3.4.15) esitsizlikleri goz Oniine

alinirsa

X . . X
y, = A+— = limsupy, = hmsup{AJr n-l }

Xn—r n-s o Xn—r yn—s
limsup (X,
=> A, =A+= 12 ( l) <A+— ! :A+L:A+L
r1]1m sup(X,_, ) %1m sup(Yo_s) %1m sup(Y,) A, A A,
A, < A+—A1 (3.4.22)
Ay

elde edilir.

iv) r>2>1 oldugundan (x,_,)>(X,,)= liminf(x,,)<liminf(x,_,) olup

n—oo nN—o0

liminf (Xn_l)
21 (3.4.23)
lim inf (Xn_s)

n—oo

bulunur. Benzer sekilde s>2 >0 oldugundan
(yn_s) - (yn ) = lim inf( yn_s) <lim inf( yn) olup

1 > 1 (3.4.24)

liminf(y, ;) liminf(y,)

n—ow
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bulunur. (3.1.1) sistemi icin, (3.4.23), (3.4.24) ve (3.4.15) esitsizlikleri g6z Oniine

alinirsa
X . . X
y, = A+—= :>11m1nfyn:11m1nf{A+ nl }
Xn—r yn—s e e Xn—r yn—s
liminf (X,
S =At— o= ( ,1) sAr— Al oAl A
liminf (x,_, )liminf (y,_,) liminf (y,) A, A4,
A, 2> A-i-L (3.4.25)
A A,

elde edilir. Sonug olarak (3.4.16), (3.4.19), (3.4.22) ve (3.4.25) esitsizliklerinden

A <A+ A, , A, <A+ Ay (3.4.26)
A4, A2,
A2 A+ A , A=A+ A (3.4.27)
A A, A A,
esitsizlikleri elde edilir. (3.4.26) ve (3.4.27) esitsizliklerinden
AN, S AN, + A
1 22'1 2 lﬂ'lﬂ? 1 (3428)
AIAZX'I/IZ 2 AAIAZ;]“I + /112
ve
AIAZ/’{’I/IZ < AAZ//LIA'Z + A; (3429)

ANAL > ANAN A + A
ifadeleri  bulunur. (3.4.28)’deki esitsizliklerden ~ A,A,AA, < AA AL +A] Ve
~ANAAA S=AA AL — A7 elde edilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
0<—AA L (A, —4,)+A] =4 olur ve bunun diizenlemesi

A -2 AN (A, -4) (3.4.30)
ifadesini verir.

Benzer  sekilde (3.4.29)’daki esitsizliklerden A AAAL <AAAAL +AS ve
—A A AA < =AA AL — A, elde edilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
0<—AAL (A, —4)+A =4 olup

A=) 2 AN A (A - 4) (3.4.31)
elde edilir.
AZA=A -2120, AAAL(A,-4,)20, A, 24, =A5-4 >0 ve
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AA, A, (A, —2) =0 oldugundan (3.4.30) ve (3.4.31) esitsizlikleri taraf tarafa garpilirsa

(AT =27 )(AS =25 ) 2 APA A AL (A - 4) (A, - 4) (3432)
oldugu goriiliir.
Diger taraftan A, >4 ve A, >4, ise A,—4, >0 ve A, -4, >0 ifadeleri kullanilarak
(3.4.32) esitsizliginden
(A +4) (A +4,)= A AN AA, (3.4.33)

bulunur. A>~/2 ve A,, 4, = A oldugundan Lemma 3.4.1.’den

A +4 <AA (3.4.34)

elde edilir. Benzer sekilde A>~/2 ve A,, A, 2 A oldugundan Lemma 3.4.1.’den
A, + 4, <AAAL (3.4.35)
oldugu goriiliir. A, +4, >0, A,+4, >0, AA 4, >0 ve AA,A, >0 oldugundan (3.4.34)

ve (3.4.35) esitsizlikleri taraf tarafa carpilirsa
(A +2) (A +4,) < AN (3.4.36)

bulunur. Bu ise (3.4.33) esitsizligi ile gelisir. O halde A, =4, ya da A, =4, elde

olmalidir.

a) Kabul edelim ki A, =4, olsun. Bu taktirde limsupX, =liminf X, oldugundan

n—o

Teorem 1.2.3.den lim(x,)=lim(x,) olup limx, mevcuttur. A, =4 oldugundan

(3.4.30) esitsizliginden
A} =222 AN A (A, -2,)= 02 AN A (A, —4,)>20= A, = 4, elde edilir. Bu taktirde

limsup y, =liminf y, oldugundan Teorem 1.2.3.’den lim(y, )= En(yn) olup limy,

n—oo
mevcuttur.

b) Kabul edelim ki A, =4, olsun. Bu taktirde limsupy, =liminfy, oldugundan

n—o0

Teorem 1.2.3.” den lim(y, ) =1lim(y, ) olup limy, mevcuttur. A, = 4, oldugundan

(3.4.31) esitsizliginden
A =252ANAL (A —4)= 02 AN A (A —24)20= A, = 4, elde edilir.

Bu taktirde limsup x, = liminf x, oldugundan Teorem 1.2.3.’den lim(x, ) =lim(x,)

n—o
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olup limx, mevcuttur.

n—oo

(3.1.1) sisteminin pozitif denge noktasi bir tek oldugundan a) ve b) siklarindan

limx =c ve limy, =c elde edilir. Dolayisiyla (3.1.1) sisteminin her pozitif ¢oziimii

n—oo n—oo

(c,c) denge noktasina yakinsaktir ve (3.1.1) sisteminin (c,c) denge noktasi global

¢ekicidir.
3.5. Global Asimptotik Kararhhk

Teorem 3.5.1. Kabul edelim ki A>+/2 olsun. Bu taktirde (3.1.1) sisteminin (c,c)
pozitif denge noktasi sistemin biitiin pozitif ¢oziimleri i¢in global asimptotik kararhdir.
Ispat: A>~2 ve \/§>% oldugundan A>i olup Teorem 3.3.1.°den (3.1.1)

NG

sisteminin ( C,C) pozitif denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.

Diger taraftan A> V2 oldugundan Teorem 3.4.1.den (3.1.1) sisteminin her pozitif

¢6ziimii (c,c) denge noktasina yakinsaktir ve bu yiizden (3.1.1) sisteminin (c,c) denge

noktasi global ¢ekicidir. Dolayisiyla (3.1.1) sisteminin (C,C) pozitif denge noktas1 lokal

asimptotik kararli ve global ¢ekici oldugundan global asimptotik kararlidir.



4. BOLUM

X = A+——,y = A+—J=1_ SEKLINDEKI

yn—p Xn—r yn—s

LINEER OLMAYAN FARK DENKLEM SISTEMLERININ

KARARLILIK ANALIZi

4.1. Giris

Bu boélimde Zhang, Yang, Megson ve Evans [4] i makalesi detayli olarak

incelenmistir.  Onlar [4] de p2>Lr>1s>1, (p,r,seZ), A20

Xorseeos Xos X0 Yiomax(ps)? Yoomaxips> o> Yois Yo pozitif reel sayilar olmak iizere

X = Aty —AsY oo
yn—p Xnor Ynos

seklindeki yiiksek mertebeden fark denklem sistemlerini ele aldilar.

(4.1.1) sisteminin denge noktalar1

X=A+

elde edilir. (4.1.3)’deki denklemleri A ’nin durumlarina gore inceleyelim:

i) A>0 durumu igin,

— 2— —
Y:A+é:A+ 11:A+AY1+1: + _X :AXiAH(
y A+— * AX +1 AX+1
X X

AT +X = AKX+ A+X = A - AX-A=0= A(X* - AX-1)=0

bulunur. Bu ifadenin sifir olabilmesi i¢in

X

1-r>

4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)
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X’ —AX-1=0 olmalidir ve A=A +4 oldugundan
[ A2 2
X = ArVA T4 X, = AVA +4 denge noktalar1 bulunur. Buradan A>0

1 2 > M2 2
dolayisiyla vA*+4>0 olup X >0 elde edilir. Diger taraftan A<+ A’+4
oldugundan X, <0 olacag1 agiktir. X, denge noktas1 (4.1.3)’lin ikinci denkleminde

yerine yazilirsa

[ A2

7=A+é=A+ =A+ =A+ > —=A+
X A+A +4 A+A +4 A +4-A 2
2
y= A+~ A +4
2

elde edilir. Bu taktirde A>0 durumu i¢in (4.1.1) sistemi

(%.%)=(c C)Z[MM A+mJ
10 )1 , > ,

: (4.1.4)

seklinde bir tek pozitif denge noktasina sahiptir.

ii) A=0 durumu i¢in,

| | —

Y:é,y oldugundan X-y =1 bulunur. O halde A=0 durumu igin (4.1.1)
y
sisteminin pozitif denge noktast X-y =1 denklemini saglayan 7,7&(0,00) olacak
sekildeki sonsuz sayida (7, 7) ikililerinden olusur.

Bu boliimde asagidaki bes durum incelendi:
1) A>0 iken (4.1.1) sisteminin her pozitif ¢6zimii sinirlidir.

2) A=0 iken (4.1.1) sistemi periyodiktir.

3) A> 2 iken (4.1.1) sisteminin (C, C) denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

NG

4) A>+/2 iken (4.1.1) sisteminin her pozitif ¢éziimii (c,c)’ye yakinsaktir.

5) A>+/2 iken (4.1.1) sisteminin (c,c) denge noktasi global asimptotik kararlidur.

4.2. Stmirhihik

Teorem 4.2.1. A>0 ve {(Xn A )} , (4.1.1) sisteminin bir pozitif ¢dziimii olsun.
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Bu taktirde asagidaki ti¢c durum saglanir:

a) Vnx>1 i¢in, X, > A ve y, > A dir.

b) n= p+1 i¢in, X, < A+% dir.
¢)n= max{r + S,2S} icin, Yy, < Z A dir,
i=0
Ispat: a) {(Xn, Y, )} , (4.1.1) sisteminin bir pozitif ¢6ziimii ise n > 0 igin,
X,>0vey >0 (4.2.1)

dir. Diger taraftan (4.1.1) sistemi i¢in, p>1,r>1,s>1, A>0 ve

Xips Xgpseens X g5 Xp >0
(4.2.2)
y]—max{p,s} ’ yZ—max{p,s} 200 yfl’ yO > 0
oldugunu biliyoruz. (4.2.2)’den sirasiyla
I-r<I<0=x>0
(4.2.3)

l-max{p,s}<m<0=y, >0
elde edilir.
i)n21=n-1>0 dir. (4.2.1)’den n-1>0=1y, , >0 dir. (4.2.2)’den
n-1=0=y,,=Yy,>0 dir.
ii) (4.2.1)’den n-r>0 =X, , >0 dir. Nn—r<0 ise 1<n oldugundan 1-r<n-r<0
olup (4.2.3)’den X,_, >0 dur.
iii) (4.2.1)’)den n-p>0 ve n-s>0 =y, >0 ve y >0 dir. N—-p<0 ve
n—-s<0 ise max{p,s}>p,s = —max{p,s} <—p,—s ve 1<n oldugundan
I-max {p,s}<n-p,n-s<0 olup (4.2.3)’den y, .y, >0 dur.
Buna gore 1), i1) ve iii) siklarindan p>1,r>1,s>1, A>0 olmak lizere Vn>1 igin,
Yo, >0 vey, ,>0,x, >0,y >0 olup (4.1.1)’den x, > A ve y, > A elde edilir.
b) n=2p+1=n-p21igin, Teorem 4.2.1. a)’dan y, , > A olup

L1 (4.2.4)

yn—p A

yazilir.

(4.1.1) ve (4.2.4)’den X, = A+L < A+lA bulunur.

n-p
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¢) (4.1.1)’den

y, = A+L =Y., = A+A oldugundan

anl‘ yn—s Xn—r—l yn—s—l
A+ yn—2 A
Yy = Ad——mrtdns g AL + Yoz (4.2.5)
Xn—r yn—s anl’ yn—s Xn—r XI'Ifl’fl yn—s yn—s—l
elde edilir.
Y., = Ap—Jns oldugundan (4.2.5)’den
Xn—r—z ynfoZ
A A+ yn—3
y, = A+ + Xoor2¥nos s olup
anl‘ yn—s Xn—r anl’fl yn—s yn—s—l
y, = Ab—D A + Yns (4.2.6)
Xn—r yn—s Xn—rxn—r—l yn—s yn—s—l Xn—rxn—r—lxn—r—2 yn—s yn—s—l yn—S—Z
bulunur. Timevarim ile
A A A
y,=A+ + 4+t
Xn—r yn—s Xn—r Xn—r—l yn—s yn—s—l Xn—rxn—r—lxn—r—(s—Z)yn—s yn—s—l yn—s—(s—2)
+ Yos (4.2.7)
Xn—r Xn—r—l Xn—r—(s—l) yn—s yn—s—l yn—s—(s—l)
elde edilir. n > max {r +s,2s} oldugundan
n>r+s=n-r-s>20=n-r-s+1>1 (4.2.8)
n>2s=>n-2s>0=n-2s+1>1 o
oldugu goriiliir. (4.2.8)’den
n-r>n-r—1>-->n-r—(s=2)>n-r—(s-1)>1 (4.2.9)
N-s>n-s—1>->n-s—(s=2)>n-s—(s-1)>1 o
yazilir. Teorem 4.2.1. a) sikkindan ve (4.2.9)’dan
Xn—r ’Xn—r—l IR Xnfrf(s—z) ’ Xn—r—(s—l) > A (4 2 10)

yn,s ’ yn,s,l sy yn_s_(s_z)a yn—s—(s—l) > A
bulunur. (4.2.10)’dan
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1 1 1 1 1
D D 5 D <—
Xn—r Xn—r— Xn_r_ S— Xn_r_ 5—
' 2 Ty 42.11)
1 1 1 1 1
, , cee , , < —_—
yn—s yn—S—l yn—s—(s—2) yn—s—(s—l)
elde edilir.
(4.2.11) esitsizlikleri (4.2.7) denkleminde yerine yazilirsa
A A A 1
y, <A+ + et +
A-A A-A-A-A A-AA-AA--A A-A--A-A-A---A
s—1 tane s—I tane S tane s—1 tane
1 1 1 1 >\ (20l
yn<A+K+E+“'+F+F:LOA( ) (4212)
elde edilir.

Sonug 4.2.2. {(Xn, Y, )} , (4.1.1) sisteminin bir pozitif ¢dziimii ve A >0 olsun.

Bu taktirde,

a) Teorem 4.2.1. a) ve b) siklarindan n> p+1 ig¢in,
1

A<x, <A+—

A

yazilir.
b) Teorem 4.2.1. a) ve ¢) siklarindan n > max {r +s,2s} icin,
A<y, <> A
i=0
yazilir.

Sonug 4.2.2.°den A>0, n>p+1 ve n>max{r+s,2s} olmak iizere, (4.1.1) sisteminin

her pozitif ¢oziimii sinirhdir.
4.3. Periyodiklik

A=0 iken (4.1.1) sistemi

=l n=12,.. 4.3.1)
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sekline doniisiir. Simdi (4.3.1) sisteminin periyodikligini inceleyecegiz.

Teorem 4.3.1. {(Xn, Y, )} , (4.3.1) sisteminin bir pozitif ¢oziimii olsun.

Bu taktirde asagidaki li¢ durum saglanir:

a) s=1 iken (4.3.1) sisteminin biitiin pozitif ¢Ozlimleri periyodiktir ve p+r
periyotludur.

b) p+r=s>1 iken (4.3.1) sisteminin biitiin pozitif ¢dziimleri bazi a>0 i¢in

(X, Yo )= (a,ij seklindedir.

¢) p+r—1=s>1 iken (4.3.1) sisteminin biitiin pozitif ¢dziimleri periyodiktir ve 2S
periyotludur.
Ispat: a) s=1 olsun. Bu taktirde (4.3.1) sistemi

Xy = ! > Yo = 1 (4.3.2)
yn—p Xo-r
seklinde olur. (4.3.2)’den

Xotpor = 1 -1 i = % =X, (4.3.3)

y(n+p+r)7p yn+r —

X(n+r)—r Xn

1 1 1 1
Yos prr = = 1 = T =Y (434)

X(n+ p+r)-r XrH-p —

y(n+p)_p yn

elde edilir. (4.3.3) ve (4.3.4) esitliklerinden ispat tamamlanmis olur.
b)
p+r=s>1 (4.3.5)

olsun. Eger (x,) ve (Y, ) dizilerinin periyodik ve periyotlarmin 1 oldugu gésterilirse bu

dizilerin biitiin terimleri birbirine esit olur.

(4.3.1)’den

X :L:> XoipYn =1 (4.3.6)

n+p
n

dir. (4.3.1), (4.3.5) ve (4.3.6) esitliklerinden

y(n+ p+r)-1 _ ynJr p+r-1 _ yn+ p+r-1

y =
n+p+r X

(4.3.7)

Yoipar—
p+r-1
(n+p+r)-r y(n+ p+r)-s Xn+P Yos p+r-s Xn+Pyn
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elde edilir. (4.3.1) ve (4.3.7) esitliklerinden

Xn+p+r = ! = ! = ! = Xn+p+r—1 (438)
y(n+p+r)7p yn+r yn+r—1
bulunur. (4.3.8)’den X, ., = X,, ., 0ldugundan a>0 olmak iizere

X =a (4.3.9)

n

olsun. (4.3.1), (4.3.7) ve (4.3.9) esitliklerinden

1 1
X,=——=>a=——=Y, ,=— olup
yn—p yn—p a
1
y, =— (4.3.10)
a
elde edilir. (4.3.9) ve (4.3.10) esitliklerinden a > 0 olmak iizere
1
X Yo )= &, —
0o, 3n) ( aj
bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
c)
p+r—1=s>1 (4.3.11)
olsun.
i) (4.3.1)’den
Xoins = 1 (4.3.12)
yn+25—p
Yins2s-p)- n+2s—p-
yn+25—p = (2 ) = Yoz P (4313)
X(n+2$— p)-r y(n+25—p)fs Xn+25—p—r Yoes- p
elde edilir. (4.3.13), (4.3.12)’de yerine yazilirsa
X
Xypgg = — bl Ynoss (4.3.14)
yn+25—p—1
bulunur. (4.3.1)’den
Yins2s-p-1)- n+2s—p—
Voons o = (w2sp)t  _ Yneaspoo (4.3.15)
X(n+2s— p—1)-r y(n+2$— p-1)-s Xn+2s— p-r-1 yn+s— p-1
olur. (4.3.15), (4.3.14)’de yerine yazilirsa
Xn+25 _ Xn+2s—p—rxn+2$— p-r-1 yn+s—pyn+s—p—1 (4316)

yn+2s—p—2

oldugu goriiliir.
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(4.3.1)’den

X -1 __ 1 43.17)

n+2s—p-r
y(n+257 pfr)fp yn+25—2 p-r

elde edilir.
(4.3.11)’den p+r—-1=s= —-r=p—-s—1 oldugundan
N+2s-2p-r=n+2s-2p+p-s—-l=n+s—p-1 (4.3.18)
bulunur. (4.3.18)’den
Yoias2pr = Yoespa (4.3.19)
olur. (4.3.19), (4.3.17)’de yerine yazilirsa

X 1 (4.3.20)

n+2s—p-r yn+s— p-1 =
oldugu goriiliir. (4.3.20), (4.3.16)’da yerine yazilirsa

~ Xas—por-1Ynesop (4.3.21)

n+2s

yn+25—p—2

elde edilir. (4.3.1)’den

y(n+25—p—2)—1 yn+25’p’3 (4322)

Ynizsp2 =
n+2s—p X

X

(n+2s—p-2)-r y(n+2$— p-2)-s n+2s—p-r—2 yn+s— p-2

olur. (4.3.22), (4.3.21)’de yerine yazilirsa

_ Xn+25—p—r—1 Xn+25—p—r—2 yn+s—p yn+s—p—2 (4 3 23)

n+2s

yn+2s— p-3

bulunur. (4.3.20)’de n yerine n—1 yazilirsa

Xn+25— p-r-1 yn+s—p—2 :1 (4324)
oldugu goriiliir. (4.3.24), (4.3.23)’de yerine yazilirsa
X
Xyigg =~ Yosss (4.3.25)

yn+2$—p—3

elde edilir. (4.3.21) ve (4.3.25) esitliklerinden tiimevarim ile

X _ Xn+23—p—r—1yn+s—p _ Xn+23—p—r—2 yn+s—p _ N Xn+2$—p—rf(571)yn+s—p
n+2s - - =
yn+25—p—2 yn+25—p—3 yn+25—p—s
X Y
_ 'nts—p-r+l1n+s-p
e (4.3.26)

yn+s—p

bulunur. (4.3.11)’den
p+r—l=s=s—p-r+1=0 (4.3.27)
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yazilir. (4.3.27), (4.3.26)’da yerine yazilirsa

X he =X (4.3.28)

n+2s n

elde edilir. Dolayisiyla (x, ) dizisi periyodiktir ve periyodu 2s dir.
ii) (4.3.1)den

Yiios = y(n+25)*1 — Ynios-i (4329)
(n+2s)-r y(n+2s)—s Xn+25—r yn+s
1
Xovasr = (4.3.30)
yn+2$—r—p
elde edilir. (4.3.11)’den
p+r-l=s=-r—-p=-s-1 (4.3.31)
yazilir. (4.3.31), (4.3.30)’da yerine yazilirsa
Xossr = 1 (4.3.32)
yn+s—1
bulunur. (4.3.32), (4.3.29)’da yerine yazilirsa
yn+25 — yn+25—1 yn+s—1 (4333)
yn+s
oldugu goriiliir. (4.3.1)’den
Ypug = —Jnest = Jneso (4.3.34)
Xn+s—r yn+s—s Xn+s—r yn
elde edilir. (4.3.34), (4.3.33)’de yerine yazilirsa
yn+25 = yn+2s—an+s—r yn (4335)

bulunur. i)’den (x,) dizisinin periyodu 2s oldugundan (4.3.1)’den

x =y . —_1 (4.3.36)

n+s—r n+3s-r
yn+3s—r—p

yazilir. (4.3.31)’den —r — p =—s—1 oldugundan (4.3.36)’dan

X 1 (4.3.37)

n+s—r yn+25—1 =

elde edilir. (4.3.37), (4.3.35)’de yerine yazilirsa
Yoirs = Yi (4.3.38)

bulunur. Dolaysiyla (Y, ) dizisinin de periyodiktir ve periyodu 2s dir.



4.4. Lokal Asimptotik Kararhhk

Teorem 4.4.1. Kabul edelim ki A> i ve max

NG
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{ p, r,s} > 2 olsun. Bu taktirde (4.1.1)

sisteminin (C, C) pozitif denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.

Ispat: M =max{ p,r,s} olsun. Bu taktirde M >2 olur. Asagidaki doniisiimleri goz

Ontine alalim.

1
oo =W Xoo =Wy,
—wW? 2
Xoa =Wy n-3 — Wh
3
oz = Wa Xia = r31—1
—wM-2 M2
Xo-m-2) = W Xoom-1) = Wast
M -1
X = Xo o =W,
n—(M-1 n _ _
" = T (4.4.1)
Yo =12y Yoo =12Zn,
2 2
yn—2 = Zn yn—3 = Zn—l
3 3
Yos = 124 Ynos = 2oy
_ sM-=2 _ oM=2
Yo-m-2) = Zn Yooy = 2o
M-1 M-1
yn—(M—l) = Zn yn—M = Zn—l
olsun.
Diger taraftan p,r,s<M oldugundan
_ ! _ op-1 |
Xoor = Woips yn—p =Znys Yns = 2o (442)
dir. (4.4.1) ve (4.4.2) esitliklerinden (4.1.1) sistemini
1 2 1 3 2 M -1 M-2
Wo = X Wy = Wi W =W, oo, Wyt - =Wory o,
1 2 1 3 2 M-1 M-=-2
Zn = yn—l’ Zn = anli Zn = anla B Zn Zn—l s (443)
1 yn—l
Xn = A+ p-1°~° yn_A+ r-1 ,s-1°
Zn—l n-1" Zn—l
1. mertebeden lineer olmayan denklem sistemi seklinde yazabiliriz. Simdi (4.4.3)

sistemini lineerlestirelim.

i)

(4.4.4)
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denkleminin  (4.1.4)’deki (X,¥,)=(c,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis

denklemini bulalim. X, = f (Zf:ll) ve 27| =u, olmak {izere

x, = f(u))= A+t (4.4.5)
uO

yazilir. Buradan

:i(mi}
() ou, U,

elde edilir. (4.4.4) denkleminin (C,C) denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi,

of
P :8_u0(u0)

(4.4.6)

(c2)

1
T2
0

Uolc)

(4.4.6)’dan X, =P, -u, seklinde olup

X =—¢c7-z"]/ (4.4.7)
olarak bulunur.
ii)
y. = A+# (4.4.8)
n-1 n-1

denkleminin (4.1.4)’deki  (X,V,)=(c,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis

denklemini bulahm. y, =g (yrH,W;j, Zf]j) ve Y., =V,, W =V, z. =V, olmak iizere

y, = 9(V0=V1,V2)= A+ Vo (4.4.9)
ViV,
yazilir. Buradan
Ro= () =2 et | o] i (44.10)
oV, oV, v, -V, V-V, c-C
(c.c) (c.c) (c.c)
1 (c.c) 1 Vl V2 (c.c) Vl .V2 (c.c) Y
R2 = g (VO’V19V2) :i[A+ VO j - VO 2 == ¢ B :_072 (4412)
2 (c.c) avz Vl 'V2 (c.c) Vl 'V2 (c.c) c-C

elde edilir. (4.4.8) denkleminin (C,C) denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi,
(4.4.10), (4.4.11) ve (4.4.12) esitliklerinden y, =R, -V, +R, -V, + R, -V, seklinde olup
Yo=C2-y,, —c?-w-c? -z (4.4.13)

olarak bulunur.
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(4.4.3) sisteminin denge noktasi (C, C,...,C) dir. 1) ve 1i) siklarindan (4.4.3) sisteminin
%/_/

2M tane

(c,c,...,c) denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi
\—V_—J

2M tane

1 2l 3 a2 M-l _ , M=2

Wn - Xn—l’ Wn - Wn—l’ Wn - Wn—l’ 9 Wn — Yn-1 oo
1 2 1 3 2 M -1 M -2

2o =Yoo L =Ly s 2y =L ey Ly =L, (4.4.14)

_ -2 p-1 _n2 -2 r-1 -2 _s-1
Xh=="C"Z./, ¥Y=C -y, ,—C W, ,—-C Z,
seklinde elde edilir.

Simdi (4.4.14) lineerlestirilmis sistemini matris biciminde yazalim. Bu taktirde sistemin

denge noktasi (c, C,...,C)T sekline doniisiir.
%/_/

2M tane

.
1 2 3 M -2 M-1 1 2 53 M-2
W, = (Wn,wn SWo s, W, n 3 Xos yn) olsun. Buradan

n

2 M-

T
_ 1 2 3 - -
lr//nfl - (anl s anl H anl LA Wn—l s anl s anl > Zn71 9 anl LEERE) Z -1 » Zn—l s anl ’ yn—l) yaZIhr'

W, =Yy, (4.4.15)
lineerlestirilmis sistemi Sekil 4.1.’de gosterilmistir. Burada y, ve vy, ,, (2M )xl
tipinde matrislerdir. y ise (2M )x(2M )tipinde bir matristir. Sekil 4.1.’"de * nin
(2M —1). satirmdaki —¢™ terimi (M —1+ p—1). siitunundadir. Sekil 4.1.’de y * nin
(2M). satirindaki —¢™ terimleri sirasiyla (r—1). ve (M —1+s—1). siitunundadirlar ve

¢ terimi ise (2M ). siitunundadur.

2
, ¢ 32 olmak {izere 1<k <M —1 igin,
M-1"(M-1)c

d, =d, ., =1-ke (4.4.16)

>0 ve g<min{

olsun. Ayrica

dyy =dyy =1 (4.4.17)
olsun.
Buna gore P = diag(d;, dy..-,yy 18y 1y =y G oy = Dona-25 Gag 15 )

seklinde bir kdsegen matris olsun.
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Tosterimi

L=

w-w_, sisteminin matris

Sekil4.1. v,



&9

2 2
e<minj—, 73 L oe sc—ST3 (4413
M—1"(M 1) 1

dir. (4.4.18)’den &< !
M

ve M —1>1>0 oldugundan

(M-1)s<l=—-(M-1)g>-1=1-(M-1)>0 (4.4.19)
dir. k<M -1 ve £ >0 oldugundan
ke<(M-1)e=>-ke>2-(M-1)e=>1-ke=1-(M-1)¢ (4.4.20)

dur. (4.4.19) ve (4.4.20) esitsizliklerinden
I-ke>0 (4.4.21)

elde edilir. (4.4.21)’den 1-ke >0=1>ke ve k>0= % >0 oldugundan

1

£E<— (4.4.22)
k
dir. Diger taraftan
1< k:%SI (4.4.23)
dir. (4.4.22) ve (4.4.23) esitsizliklerinden £ <1 olup ¢ >0 oldugundan
0<e<l (4.4.24)
elde edilir.
Kabulden A>— = A >4 At ias2iam A ias-100 Joa s ot
Vg 3 3 3 NG
2 4 6
O halde A>——= ve VA’ +4 >— oldugundan A+ A’ +4 >— olup
V3 V3 Vg
2
e AVATHE 3 s (4.4.25)
2 V3

yazilir.

M —-1>1 ve & >0 oldugundan

(M-1)>(M=-2)>->2>1=(M-1)e>(M-2)e>-->2e>¢

=>-(M-1)e<-(M=-2)e<--<2e<—e=1-(M-1)e<l-(M-2)e<--<1-2¢<l-¢
ve (4.4.19)dan 0<1-(M -1)& ve £ >0= -5 <0=1-¢ <1 oldugundan

0<l-(M-1)e<l-(M-2)e<---<1-2e<l-e<1 (4.4.26)

elde edilir. (4.4.16) ve (4.4.26) ifadelerinden
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0<d,  <d, ,<--<d,<d <1 (4.4.27)

0<d <d o<y, <dy o, <] (4.4.28)

M —1+(M 1) M —1+(M-2)

elde edilir. P bir kosegen matris oldugundan

detP=d,-d,---d, ,-d, ---d,,, ,-d,, ,-d,, olarak bulunur. (4.4.27) , (4.4.28)

esitsizliklerinden ve (4.4.17)’den detP # 0 oldugundan P matrisi tersinirdir. Yani P

matrisinin tersi vardir. Ustelik P matrisinin tersi
P =diag(d,".d,",....dy . d},.... 0o 5.0y .0y ) seklinde olup Sekil 4.4.de
gosterilmistir. Py P~ matrisi de Sekil 4.5.’de gosterilmistir. Tanim 1.2.12.’den y ve
PyP™' matrisleri benzerdir ve Teorem 1.2.2°den y ile PwP~' matrisleri ayn
ozdegerlerine sahiptir. y ile PyP™' matrisinin 6zdegerleri 4,,4,,...,4,,, olsun.

(4.1.1) sisteminin (C, C) denge noktasinda lokal asimptotik kararli oldugunu
gostermemiz i¢in y, =y -y, lineerlestirilmis sisteminin (C,C,...,C)T denge
| S —
2M tane
noktasinda lokal asimptotik kararli oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin ise

matrisinin biitlin 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin maksimumunun 1’den kiiclik

oldugunu gostermek yeterlidir. O halde teoremin ispat1 i¢in
VI<t<2M igin, max AR (4.4.29)
<t<
oldugunu gdstermeliyiz. Tanim 1.2.11.’den PwP™' matrisinin spektral yarigap:

p(Pt//P’l): max |4| ve Teorem 1.2.1.°den HP(//P*1 Hw bir matris normu oldugundan

1<t<2M

p( Py P! ) < H Py P Hw olup

max |7,| <[Py P (4.4.30)
elde edilir. 1<i,j<2M igin, PWP?l:(bij)(ZM)x(ZM) olsun. Tanim 1.2.8.’den

2

|PyP!| = max é\bﬁ\ olup (4.4.30)’ dan

2

M
max | 4] < max JZ_:,\'%\ (4.4.31)

yazilir.
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Sekal 4.3, Py matrisi
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Sekil 44. P matrisi
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Sekil 4.5. PyP™! matrisi
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(4.4.31) ve Sekil 4.5.’den

2M

mas Al < max 3 o
2M oM - » N 5
:max{jz_l:‘blj ’jz_;‘sz ,...,JZ_; b(M-l)J' ’JZ_:n‘ij ’,Z_:‘ b(M+1)j ,...,JZ_:‘ b(ZM_Z)j ’
2M M
JZ-:‘ P, ,Z‘ O, }

_ -1 -1 -1 -1 -1 4
= max{d1d2M71=d2d1 PP FVIRTS IVEPT VY SV FVIRTC (VPRI VI SV

(d2M—1C72d|\7/|1—1+p—1)a(dzmcizd:l +d2MC72dl;I1—l+s—l + dzmcizdzinl/l )}

-1 -1 -1 -1
=max {d,d max {d d } d,d max {d d }
{ 1 2M_l’2SkSM—l k¥k=1{>“YM™2M ,ZSkSM—l M—=1+k ¥ M =1+k-1 | >

(Ao €7 1py )G (A + ey + Uy )}

= -1 -1 -1 2 -1
=max{d1d2M71,de2M, max {dkdk—1>dM—1+de—1+k—l}’(dzM—IC dM—1+p—1)’

2<k<M -1
Oy €7 (A2 + gy + Aoy )} (4.4.32)
elde edilir. Simdi (4.4.32)’yi inceleyelim.
i) 4.4.17yden d,,, , =d,, =1=d;, ,=d,y, =1, (4.4.27)’den d, <1 ve (4.4.28)’den
d,, <1 oldugundan
dd,,, <1 ve d,d;, <1 (4.4.33)
bulunur.

ii) (4.4.27)’den 0<d,, , <d,, , <---<d, <d, <1 dir. Buradan
0=d, ve d,<d, =d,d"'<1

0=d, ve d,<d, =d,d,' <1

0-d,_, ve d,, <d, ,=d,d,, <l
oldugundan 2 <k <M —1ligin
dd’ <1 (4.4.34)

yazilir.
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iii) (4.4.28)’den 0<d,,, , <d,,, , <---<d,,, <d, <1 dir. Buradan
0=d, ved,, <d,=d,,d, <l

-1
OidM-H ve dM+2 <dM+1 = dM+2dM+l <1

-1
0 # d2M73 ve d2M72 < d2M73 = d2M72d2M73 <l

oldugundan 2<k <M —1 igin

dM—1+kdl\_/Il—l+k—l <l (4435)
oldugu goriiliir. O halde (4.4.34) ve (4.4.35) esitsizliklerinden
Zg(lgahxil{dkdk’fl, Oy Oy e} <1 (4.4.36)

elde edilir.
iv) (44.16)’)dan 1<p-1<M -1 oldugundan d,_,  ,=1-(p-1)s dur.

M =max{p,r,s} oldugundan p<M = p-1<M -1=—(p-1)>—(M -1)
ve (4.4.24)’den 0<e<l oldugundan —-(p-1)e=2-(M-1)¢
=1-(p-1)e=1-(M —1)& dur. Buradan

1 1
<

< 4.4.37
—(p-1)z 1-(M—1)s (3437
olur. Diger taraftan (4.4.18)’den
2
g<ﬁ:>c2 -3>¢*(M -1)e=c’+c¢’*(M —1)& >3 oldugundan
¢ (1+(M -1)g)>1 (4.4.38)
elde edilir. (4.4.38)’den
¢’ _ <1 (4.4.39)
1+(M-1)e o
bulunur.
d 72d71 _ A2 1
m-1C Oy =C m
1
< ——m— 4.4.37)°d
c (1—(M —1)5) (( )"den)

<1 ((4.4.39)’dan) (4.4.40)
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elde edilir.

v) (4.4.16)'dan 1<r—1<M -1 ve 1<s-1<M -1 oldugundan d, , =1-(r—1)¢ ve
dy s =1-(s-1)¢ dur. M =max {p,r,s} oldugundan
r<M-=r-1<M —1:>—(r—1)2—(M —1) ve (4.4.24)den 0<e<1 oldugundan
—(r-)e>—-(M-1)e=>1-(r-1)e=1-(M -1)¢ dur. Benzer sekilde
1-(s=1)&>1-(M —1)¢ bulunur. Buradan

1 1 1 1
1-(r-1)e = 1-(M-1)¢ v 1-(s-1)e = 1-(M-1)¢ (1441

olur.

Diger taraftan (4.4.26)’dan 0 <1—(M —1)& <1 oldugundan 3—(M —1)&<3 ve ¢* >0

=c>>0olup ¢~ M <c? 3 bulunur ve (4.4.18)’den
1—(M —l)g 1—(M—1)g
5<C2—_3:>(M—1)g<c‘2(c2—3)=1—3c‘2
(M -1)c?
5 5 3¢
=>-(M-1)e>-1+3c?=1-(M-1)e>3¢c" > ———<1
-(M-1)e
oldugundan
o2 3=M-D2) (4.4.42)
1-(M-1)e

yazilir.

o ) i ) 1
d,yC Z(dr—ll +dMl—1+s—1 +d2'\1" ):C 2(1_(|’—1)€+1_(3—1)‘9+1j

o 1 1 )
<c (1—(M—1)g+1—(M _1)8—1-1] ((4.4.41)den)

o 3-(M-1)e
=M -1)e
<1 ((4.4.42)"den) (4.4.43)

elde edilir.
Sonug olarak (4.4.33), (4.4.36), (4.4.40) ve (4.4.43) esitsizlikleri (4.4.32)’de yerine

yazilirsa
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VI<t<2M igin, max |2[<] (4.4.44)

elde edilir. (4.4.29)’u elde ettigimiz i¢in teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

4.5. Global Cekicilik

Teorem 4.5.1. Kabul edelim ki A>+/2 olsun. Bu taktirde (4.1.1) sisteminin her pozitif

¢oziimii (c,c) denge noktasina yakinsaktir.

Ispat: {(Xn A )} , (4.1.1) sisteminin keyfi bir pozitif ¢oziimii olmak iizere

L, =limsupx, , [ =liminfXx,
n—oo N—o0

L, =limsupy, , I, =liminfy,
n— n—o0

seklinde olsun. Teorem 4.2.1. a)’dan Vn2>1 i¢in, X, > A= A<X, oldugundan A,
(x,) dizisinin bir alt smridir ve (x,) dizisinin alt siurlarmn en buyigi inf x|

oldugundan

A<inf X, (4.5.1)
dir. Teorem 1.2.4.’den
inf x, <I, <L <supX, <o (4.5.2)
dur. (4.5.1), (4.5.2) esitsizliklerinden ve kabulden
2 <A<l <L <o (4.5.3)
elde edilir. Benzer sekilde Teorem 4.2.1. a)’dan Vn21 icin, y, >A= A<y,
oldugundan A, (,) dizisinin bir alt simridir ve (y, )dizisinin alt sinirlarinin en biiyiigii
inf y, oldugundan
A<infy (4.5.4)
dir. Teorem 1.2.4.’den
infy, <I, <L, <supy, <o (4.5.5)
dur. (4.5.4), (4.5.5) esitsizliklerinden ve kabulden
J2<A<l <L, <w (4.5.6)
elde edilir.

i) p>1>0 oldugundan (yn_p)D(yn):limsup(yn_p)zlimsup(yn) olup
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1 1
<

< 4.5.7
limsup(y, ,) ~ limsup(y,) a7
bulunur. (4.5.6)’dan |, <L, oldugundan
S < 1 (4.5.8)
LZ I2
yazilir. (4.1.1) sistemi i¢in, (4.5.7) ve (4.5.8) esitsizlikleri goz oniine alinirsa
1 : . 1
X, = A+———= limsup X, = limsup{ A+——
n-p n—o0 n—o0 yn—p
=L = A+_;S A+,;: A+L
lim sup( Yoo ) lim sup (Y,) L,
1
L < A+I— (4.5.9)
2
elde edilir.
ii) p=1>0 oldugundan (y,_,)>(y,)= liminf (y,_,)<liminf(y,) olup
1 1
> 4.5.10
liminf (y, ,) liminf(y,) ( )
bulunur. (4.1.1) sistemi i¢in (4.5.10) ve (4.5.8) esitsizlikleri goz 6niine
1 . e 1
X, = A+——= liminf X, = liminf { A+ —
yn—p n—o n—w yn—p
=l =A+—— > At = At
liminf ( Yoop ) lim inf (Y,) l,
1
| >A+— (4.5.11)
LZ
elde edilir.
iii) s>1 oldugundan (y, ) >(y,,)= limsup(y,_)=>limsup(y,_) olup
lim sup( Yo, )
e — <1 (4.5.12)

lim sup ( Yoos )
bulunur. Benzer sekilde r >1>0 oldugundan

(Xn_r ) > (Xn) = lim sup(xn_r ) > lim sup(xn) olup
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! < ! (4.5.13)

lim sup ( X, , ) lim sup ( X, )

n—ow

bulunur. (4.5.3) ve (4.5.6) esitsizliklerinden |, <L, ve |, <L, oldugundan | -I, <L, -L,

olup
P (4.5.14)
Ll ’ Lz |1 'Iz

yazilir. (4.1.1) sistemi igin, (4.5.12), (4.5.13) ve (4.5.14) esitsizlikleri g6z online alinirsa

y, = A+—"1— Yot :llmsupyn—llmsup{AJrL}

Xn r’n-s n ryn S
limsup(Yy,_
=L =A+r—== ( ) <A+ 1 _A+toa b
limsup (X,_, ) limsup(y, ) limsup(x, ) L, L-L,
L2
L, <A+ (4.5.15)

elde edilir.
iv) s>1 oldugundan (Y, ,)> (Y, )= liminf(y, )<liminf(y, ) olup

liminf (y,_,)
now 0y (4.5.16)
liminf(y, )

n—w

bulunur. Benzer sekilde r >1>0 oldugundan

(X,_r )2 (%,)= liminf (X _ ) < liminf (x,) olup

1 1
>
lim inf(xn_r) ~ lim inf(xn)

n—o nN—o0

bulunur. (4.1.1) sistemi i¢in (4.5.16), (4.5.17) ve (4.5.14) esitsizlikleri goz Oniine

(4.5.17)

alinirsa

Y, = A+ Yo :>hm1nfyn—hm1nf{A A}

n ryn -S e o n—l’ yn—s
liminf(y,
=, =A+—"= ( _1) > A+— .1 :A+1:A+ ,
%mllnf(xnfr)%lmlnf(ynfs) %1m1nf(xn) I, L -1,
> At (4.5.18)

)

elde edilir. Sonug olarak (4.5.9), (4.5.11), (4.5.15) ve (4.5.18) esitsizliklerinden
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L, SA-irl , L>A+ L (4.5.19)
Iz 1" =2
1 L,
L 2A+— , L <A+ (4.5.20)
2 |1 i)
esitsizlikleri elde edilir. (4.5.19) ve (4.5.20) esitsizliklerinden
LLL <ALL +L, 45.21)
LLIL >ALL, +1,
ve
LI > AL +1, 4.5.22)

LLL <ALL +L,
ifadeleri bulunur. (4.5.21)’deki esitsizliklerden ALL, +1, <L LI, <ALl +L, olup
ALL, +1, <AL +L, (4.5.23)
elde edilir. (4.5.22)’deki esitsizliklerden AL, +1, <L 1, <ALl +L, olup
ALL +1, <ALL +L, (4.5.24)
yazilir. (4.5.23) ve (4.5.24) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
ALL,+2l, <AllL +2L, = AL L, -2L, <ALl -2,
= L, (AL -2)<I, (Al -2) (4.5.25)
oldugu goriiliir. Diger taraftan 2 <A oldugundan ve (4.5.3)’den
2<A-A=0<A-A-2<A-1,-2 olup

Al -2>0 (4.5.26)
elde edilir. (4.5.3)’den
Al -2< AL -2 (4.5.27)
ve (4.5.6)’dan
<L, (4.5.28)

yazilir. (4.5.26)’dan dolay1 (4.5.27) ve (4.5.28) esitsizlikleri taraf tarafa carpilirsa

L, (AL, —2)>1, (Al -2) (4.5.29)
elde edilir. (4.5.25) ve (4.5.29) esitsizliklerinden

l, (Al -2)=L, (AL -2) (4.5.30)
oldugu goriiliir.

a) (4.5.28)’den |, < L, oldugundan (4.5.30)’daki esitligin saglanmasi i¢in
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Al -2> AL -2 (4.5.31)
olmas gerekir. (4.5.27) ve (4.5.31) esitsizliklerinden Al —2 = AL, -2 olup
=L (4.5.32)

elde edilir.
b) (4.5.27)’den Al, —2 < AL, -2 oldugundan (4.5.30)’daki esitligin saglanmasi i¢in

L >L, (4.5.33)
olmasi gerekir. (4.5.28) ve (4.5.33) esitsizliklerinden

=L, (4.5.34)
elde edilir.

(4.5.32)’den limsupx, =liminf X, oldugundan Teorem 1.2.3.’den lim(X, )=1lim(X, )

olup limX mevcuttur. (4.5.34)’den limsupy,=liminfy, oldugundan Teorem

n—o

1.2.3.°den lim(y, ) =E1(yn) olup limy, mevcuttur.

Bu taktirde (4.1.1) sisteminin pozitif denge noktasi bir tek oldugundan limx, =C ve

n—oo

limy, =c elde edilir. Dolayisiyla (4.1.1) sisteminin her pozitif ¢oziimii (C,C) denge

noktasina yakinsaktir ve (4.1.1) sisteminin (C,C) denge noktasi global ¢ekicidir.

4.6. Global Asimptotik Kararhhk

Teorem 3.5.1. Kabul edelim ki A>~/2 ve max {p,r,s} >2 olsun. Bu taktirde (4.1.1)
sisteminin (c,c) pozitif denge noktasi sistemin biitiin pozitif ¢oziimleri i¢in global

asimptotik kararlidir.

ispat: A>+2 ve \/§>i oldugundan A>i ve max{p,r,s}>2 olup Teorem

V3 V3

4.4.1.den (4.1.1) sisteminin (C, C) pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

Diger taraftan A> V2 oldugundan Teorem 4.5.1.’den (4.1.1) sisteminin her pozitif

¢6ziimii (c,c) denge noktasina yakinsaktir ve bu yiizden (4.1.1) sisteminin (c,c) denge

noktas1 global ¢ekicidir. Dolayisiyla (4.1.1) sisteminin (C,c) pozitif denge noktas1 lokal

asimptotik kararli ve global ¢ekici oldugundan global asimptotik kararlidir.



5. BOLUM
SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu boliimiin amact bu tezde yer alan ¢alismalar1 gozden gecirmek ve bazi oneriler

sunarak gelecekteki ¢alismalar i¢in hareket noktasi olusturmaktir.

5.1. Sonuclar

Siireklilik teorisi kullanilarak olusturulan diferensiyel denklemlerin veya kismi tiirevli
diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii bulmak ¢ogu zaman zordur. Fakat bu tiir
denklemler dinamik sistem olarak ele alindiginda, son ylizyilin 6nemli bir konusu olan
nicel teori, dinamik sisteme doniistiiriilen sistemin ¢6ziimii hakkinda bilgi veren 6nemli

bir yontemdir.

Benzer diislince bazi doga olaylarinin ayrik problemleri i¢in olusturulan fark denklem
sistemleri i¢in de gegerlidir. Bu tiir problemleri ¢6zmek i¢in literatiirde yer alan metotlar
oldukca sinirhidir. En yaygin kullanilanlar1 Putzer Algoritmasi veya sabit katsayili lineer
bir fark denklem sisteminin karakteristik denklem yontemleridir. Genel ¢oziim bulma
yontemleri siirli oldugundan bu tiir sistemlerin ¢6ziimii hakkinda fikir edinmek nicel
teorinin kararlilik analizi ile miimkiindiir. Bu tezde ele alinan fark denklem sistemlerinin

kararlilik analizi nicel teorisiyle yapildi.

Bu calismada ilk olarak sabit katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢6zlimleri
Putzer Algoritmasi ile basitce verilip bu sistemlerin kararlilik analizi koordinat diizlemi
tizerinde incelendi. Lineer olmayan bir fark denklem sisteminin kararlilik analizi igin

lineerlestirme teorisi kullanilarak lineer sekle dontistiiriildi.

Yukarida uygulamasi gosterilen lineerlestirme teorisi {icilincii boliimiinde ele alinan

rasyonel fark  denklem sistemine  uygulandi. Ele alinan sistem
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pP>2,q>2,r>2,5s>2 (p,q,r,seZ), A pozitif bir sabit ve X

1-max{p,r}’

Xy max(pur > %10 %05 Yimaxas > Yo-maxfasp> > Y-10 Yo pozitif reel sayilar olmak iizere

L’yn:A_'_ anl ,n:1,2,... (511)
Xn—p yn—q Xnzr Ynos

seklindedir. Lineer olmayan fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi elde edilerek

bu denge noktasinda sistemin global asimptotik kararli oldugu sonucuna ulasildu.

Son olarak bu ¢alismada p>1r>1,5>1, (p,r,s€Z), A20 ve X_., X ..., X, Xy,
Yiomax(ps)> Yomax(ps o> Yo1» Yo poZitif reel sayilar olmak tizere
1 yn—l
X, =A+— .y, =A+————,n=12,... (5.1.2)

yn—p Xo-r yn—s

seklindeki lineer olmayan fark denklem sistemi ele alindi. Yukarida yapilan ¢alismaya
benzer sekilde bu sistemin de pozitif denge noktasi elde edilerek sistemin global

asimptotik kararli oldugu sonucuna ulasildi.

5.2. Tartisma ve Oneriler

Bu calismada ele alinan fark denklem sistemlerinin pozitif denge noktasi civarinda
kararlilik analizi yapilmis olup negatif denge noktalar i¢in genisletilmesi yeni bir teorik
calisma olarak diisiiniilebilir. Burada belirtilmelidir ki negatif denge noktasinin doga

bilimlerinde herhangi bir karsilig1 bilinmemektedir.

Yukarida ele alinan (5.1.1) ve (5.1.2) sistemleri uygulamali bilim dallarinda herhangi
bir reel problemin modellemesi degildir. Fakat bu sistemlere benzer sistemler bio-
matematik’te karsilagilmistir. Bu calismada olusturulan yontemler biyoloji veya doga
bilimlerindeki reel problemler icin olusturulan sistemlerin kararlilik analizinin

yapilmasina yardimeci olur.
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