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OZET

BiR SISTEMIN URETTIiGI EN YUKSEK VE EN DUSUK M
SKOR LISTELERINE DAYALI ASAN ISTATiISTIKLER

UYAR, Burak

Doktora Tezi, Istatistik Anabilim Dali
Tez YOneticisi: Prof. Dr. Sansli SENOL
Ikinci Danisman: Yrd. Dog. Dr. Halil TANIL

Ocak 2013, 46 sayfa

Bu caligmada, bagimsiz ve aym F dagilimli skorlar iireten bir
sistemde gecerli en yiiksek m skora dayali ve en diisiik m skora dayali iki
asan istatistik tanimlanmis ve bunlarin olasilik fonksiyonlar1 elde
edilmistir. Dort 6zgilin teoremle verilen olasilik fonksiyonlar1 arasindaki
bagint1 ortaya konulmustur. Son olarak tanimlanan asan istatistiklerden
birine dayali parametrik olmayan bir hipotez testi verilmis, tasarlanan bir

uygulama problemi irdelenmistir.

Anahtar sozcukler: En Diisiik m Skor, En Yiiksek m Skor, Asan Istatistik,

Parametrik Olmayan Hipotez Testi
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ABSTRACT

“EXCEEDANCE STATISTICS BASED ON THE LISTS OF TOP AND
BOTTOM M SCORES PRODUCED BY A SYSTEM”

UYAR, Burak

PhD in Statistics
Supervisor: Professor Dr. Sansli SENOL
Co- Supervisor: Assistant Professor Dr. Halil TANIL

January 2013, 46 pages

In this study, two exceedance statistics are defined based on top and bottom
m scores of a system that generates independent and identically distributed scores.
And probability functions of these statistics are obtained. Relations between these
probability functions which are given by four unique theorems are given. Finally,
a non-parametric hypothesis test procedure based on one of these exceedance

statistics is derived. An application problem is examined.

Keywords: Bottom m Scores, Top m Scores, Exceedance Statistics, Non-

Parametric Hypothesis Test
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1. GIRIS

Swralanmig rasgele degiskenler teorisi, istatistigin birgok alaninda ve
uygulamasinda 6nemli bir yere sahiptir. Guvenilirlik analizi (reliability analysis),
sag kalim analizi (survival analysis), yasam suresi analizi (life-time analysis), sok
modelleri (shock models), finansal ekonomi (financial economics) gibi
istatistiksel uygulama alanlarina ve farkli gOsterimlere sahip ¢esitli siralanmis

rasgele degisken modelleri vardir.

Literatiirde siralanmis rasgele degiskenler ve bunlara iliskin pek ¢ok model
yillar i¢inde farkli kisiler tarafindan ¢alisilmistir. David (1970) sayesinde klasik
sira istatistikleri (ordinary order statistics) literatiirde onemli bir yere gelmistir.
Kamps (1995) genellestirilmis sira istatistikleri kavramini ortaya atarak,
siralanmig rasgele degisken modellerinin pek ¢ogunu kapsayan bir model
olusturmustur. Chandler (1952) ve Glick (1978), rekor degerlerin temellerini

atmagtir.

Swra istatistikleri, istatistik teorisinin en Onemli kavramlarindan biri olup,
temel istatistik yontemlerde ve istatistiksel sonu¢ ¢ikariminda kullanilmaktadir.
Ozellikle, sira istatistiklerine dayali birgok istatistik, dagilimdan-bagimsizlik
(distribution-free) ozelligi tasidigr icin, parametrik olmayan istatistiksel
yontemlerde genis sekilde kullanilmaktadir. Sira istatistikleri, yeterli istatistikler
olduklarindan 6rneklem hakkindaki tiim bilgiyi igerirler. Yeterli istatistikler olma
Ozellikleri sayesinde; istatistiksel ¢ikarimlarda, tahmin teorisinde, hipotez
testlerinde, parametrik olmayan aralik tahmininde, mukavemet testleri (testing of
strength of materials), yasam analizi (life-time studies), guvenilirlik analizi gibi

alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Swra istatistikleri teorisindeki gelismeler, siralanmis bir veri dizisinde
birbirini izleyen ug¢ degerler olan rekor degerler (record values) iizerine yapilan
calismalarin artmasini saglamistir. Rekor degerler ve rekor degerlere dayali birgok
istatistik, meteorolojik analiz (meteorological analysis), hidroloji (hydrology),
madencilik (mining), givenilirlik analizi, spor, ekonomi, dogal afetlerin tahmini,
stres testi (stress testing) gibi alanlarda ve belirli bir Griin par¢asinin ya da bir

tiriiniin yasam suresi ile ilgili problemlerde 6nemli olmaktadir. Rekor degerler ve



Ozellikleri literatiirde genis bir sekilde ¢alisilmistir. Matematiksel teorisi Chandler
(1952) tarafindan baslatilan rekor degerlerin, dagilim teorisi ve cesitli 6zellikleri
hakkinda, Glick (1978), Galambos (1978), Nevzorov (1987), Nagaraja (1988),
Balakrishnan ve Nevzorov (1998), Arnold vd.. (1998, 2008), Nevzorov (2001),
Ahsanullah ve Nevzorov (2001), Ahsanullah (2004) tarafindan kapsamli
incelemeler yapilmistir. Son yillarda yapilan calismalar daha ¢ok, cesitli yasam
stresi (life-time) verileri ve rekor degerlere dayali istatistiksel c¢ikarsama
tizerinedir. Ornegin, Bairamov (1997), iist rekor degerlere iliskin asan istatistikleri
ele almis ve tekdiize dagilim i¢in karakterizasyona yer vermistir. Bairamov ve
Eryilmaz (2000), rekor esik modellerini ele alarak, bazi asan istatistiklerin kesin
ve asimptotik dagilimlarini elde etmiglerdir. Bairamov ve Eryilmaz (2001), rekor
degerlere iliskin invaryant giiven araliklarina ait bazi sonuglar elde etmislerdir.
Bairamov ve Kotz (2001), keyfi bir dagilim i¢in rekor degerlere dayali asan
istatistiklerin dagilimini incelemislerdir. Bairamov ve Khan (2007), keyfi bir
dagilim i¢in, yakinsama oranlariyla birlikte rekor degerlere dayali asan

istatistiklerin kesin ve limit dagilimlarini elde etmislerdir.

Swralanmis rasgele degiskenler kavrami kullanilarak, rekor degerler ve k-
rekorlar modellerinin genellestirilmis bir hali olan ¢ ’nci yenilenme sonrasi en
yuksek m skordan olusan bir listeye dayali sira istatistiklerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 Blazquez ve Wesotowski (2007) tarafindan elde edilmis,
Tanil (2009) ise marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarini1 dogrudan elde etmistir.
Bairomov (1997), rekor degerlerin asilmasi olasiligini dagilimdan bagimsiz olarak
bulmustur. Tanil (2009), benzer olarak listenin yenilenmesi olasiligini elde

etmistir.

Bu tez caligmasinda, Oncelikle asagidaki gibi tanimlanan bir deneyin
sonunda, 6zel olarak tanimlanmis iki olayin gerceklesmesi olasiliklarini elde etme
problemi ele alinmis ve ardindan bu olaylar1 ifade etmek i¢in tanimlanan asan
istatistiklerin dagilimdan bagimsiz olasilik fonksiyonlar: elde edilmistir. Ayrica
elde edilen asan istatistiklerden birini test istatistigi olarak kullanan bir parametrik
olmayan hipotez testi 6nerilmis ve su tagkin1 veya sel gibi afetlerin dncesinde bir uyar1

mekanizmasi i¢erisinde bu hipotez testinin kullanilabilecegi gosterilmistir.



DENEY: Birbirinden bagimsiz ve ayn1 F dagilimli siirekli skor iireten bir siiregte

0’inci  gilincelleme sonrast swrali en yiksek m skor listesinin  (

Im "7 "mim

T, = (Xﬁ;),..., Xr(n/r)n)) ve sirali en diisik m skor listesinin (B’ = (Y(f) y () ))

g0zlemlemesi ve sonrasinda ayni siirecten n tane yeni gozlem alimmasi.

OLAY 1 (T listesine dayah): n tane yeni gézlemden k tanesinin T listesinin

r’inci en kiigiik elemanindan kii¢iik olmasi.

OLAY 2 (B, listesine dayali): n tane yeni gézlemden k tanesinin B/ listesinin

r’inci en kiigiik elemanindan kii¢iik olmasi.

Yukarida tanimli Olay 1’ i ifade etmek igin Tn(‘f) ve Olay 2’yi ifade etmek

‘m

iinse B!")

kesikli rasgele degiskenleri kullanilmigtir. Yani, Olay 1, {Tn(’?m = k}

m

seklinde ve Olay 2 ise {Bgfr):m - k} seklinde ifade edilebilmektedir. Cahismada

verilen teoremler, bu rasgele degiskenlerin dagilimmdan bagimsiz olasilik
fonksiyonlaridir. Bu rasgele degiskenlere literatiirde asan istatistikler adi

verilmektedir.

Bir sistemin irettigi en yliksek m skora dayali swra istatistikleri (Tnf)

modeli Blazquez ve Wesotowski (2007) ve Tanil (2009) tarafindan ¢aligilmis bir
konudur. Kozan (2010) ise, ayni sistem i¢in, en diisiik m skora dayali bir sira

istatistikleri (B! ) modeli vermistir. Ayrica, Dagilimdan-bagimsiz (distribution-

free) veya invaryant (invariant) giliven araliklari ilk kez Bairamov ve Petunin

(1991) tarafindan ortaya atilmistir (Bairamov ve Eryilmaz, 2000).

Calismanim 2. bolimiinde en yiksek ve en diisiik skor listelerine dayali
sira istatistikleri ve bu sira istatistiklerinin marjinal ve ortak olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 ve asan istatistikler verilmistir. 3. bélimde Oncelikle teoremlerin
ispatinda faydalanilacak bir yardimci teorem verilmis ve ispatlanmistir.

Sonrasinda en ylksek m skora dayali ve en diisiik m skora dayali iki asan istatistik

tanimlanmis ve bunlarin olasilik fonksiyonlar1 elde edilmistir. Tn(‘?m ile Brgfr):m



rasgele degiskenlerinin olasilik fonksiyonlar1 arasindaki baginti verilmistir. 4.
Bolumde elde edilen olasilik fonksiyonlarinin dagilimdan bagimsiz olmasindan,
literatlirde parametrik olmayan istatistikte onemli bir yere sahip olan asan
istatistik, test istatistigi olarak alinarak, asan istatistige dayali parametrik olmayan
bir hipotez testi verilmistir. Ayrica bir uygulama problemi irdelenerek ortaya

konan teoremlerden olasiliklar hesaplanmig ve tablolagtiriimistur.



2. EN YUKSEK VE EN DUSUK M SKOR LISTELERINE
DAYALI SIRA ISTATISTIKLERi VE ASAN ISTATISTIKLER

2.1 En Yuksek M Skor Listesine Dayali Sira Istatistikleri

1€{0,1,2,..} igin X\ < X{) <. <X

o 1X1 . skor dizisine ait ¢"inci
giincellenme sonrasindaki en yliksek m skordan olusan listeye dayali sira

istatistikleri olsun. /=0 igin bu sira istatistikleri, X,,..., X “ye dayali

olarak olusturulur. ¢ >1 igin ise;

LO), X,..,X, lerin en Kkigiligliniin zaman indeksi ve

L(t) = mln{j>max(m L(t-1)): X, >X(“1} te{l2,..,¢}olmak (zere

{XL(,{,)} {X"‘l) Xr;’fr;l’} lizerine kurulur. r=1,2,...,m i¢in X

2m 1 rm’ “[
inci giincelleme sonrasi listenin ¥’ inci en kiguk elemani” olarak
(0)

adlandirilir. Burada, X' 1, X dizisinin ilk m elemanma dayali r'inci

sira istatistigi oldugu aciktir. Xl(:fn) ise, X dizisinde, asagidaki olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip (¢ +1)"inci Ust m- rekoru gostermektedir:

é+1

lm(X)— (I F()) F )™ (%) 1)

Blazquez ve Wesotowski (2007), X(() < X(/) <. < X([) seklindeki en

m:m
yiksek m skora iligkin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu, />0 ve
m >1 icin,

m‘m!(—InE(xl))‘ﬁ f(x)

(X, Xy X ) = o -1 X <X, <..<x,  (2)

fx(’) X!

seklinde elde etmistir.

l'inci giincelleme sonrasi en yliksek m skora dayali sira istatistikleri

modeli, (2) numarali formiilde m=1 alinmas1 durumunda, (¢+1)"inci Ust

rekor degerin olasilik yogunluk fonksiyonu olan

f Yo (y) = %(— INEX) f(x), xR



formGline indirgenir ve literatirde X, ,,,, rasgele degiskeni® (¢ +1)"inci Gst

rekor deger” olarak bilinmektedir.

1<r<m igin X! ’nin marjinal olasihk yogunluk fonksiyonu ise Tanil

(2009) tarafindan,

_ m'm!F(x)™" f(x)

f X5 () (-1 G0 (r—=1,0),xeR )
seklinde elde edilmistir.
Burada,
1 _ ‘
Z[—ln F(x)] r=1
o (r=10) =1 e (4)

I [-In@-u)] [F(x)-u]"’ i
(r-2)!

0
olarak tanimlidir (Tanil, 2009).

Yine Tanil (2009) tarafindan, X ve X{)’nin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu, 1<r<s<m ve X<V icin,

_m'm[F()-FI Fy)™ F)f(y)

f XX (y
(x.y) (m=s)!(s—r-1!

Peo(r=1.0) (5)

seklinde verilmistir.

Tanil (2009), (4)’deki fonksiyonun r>1 icin, integralli kisminin

polinomiyel agilimini, k,/ e N igin,



¢F(x) (k,0) = m 4 Z_: yl(kv“) F (X)k—i—l

k-D! = ©)
k 4 ) ) _ L
+E(X)kzzy2(k,/,h,...,1k)|:_In F(X):'z ==
i=1 j=0
i ! 1-j k X 1
. D Ju D fu™
i) Z':i C )H et ( )lu:!
T+ = (k—i-1)1""? (0= jy == JOV

t-1

lo=0=Y"j,» Jo=0ve > =0 olmak iizere,
u=0 a

seklinde elde etmistir.

2.2 En Diisiik M Skor Listesine Dayali Sira Istatistikleri

{Xi}ieN*

, birbirinden bagimsiz ve ayni siirekli F(x) dagilim
fonksiyonu ve f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele
degiskenler dizisi olsun. X,, X,,..., X, bu dizinin ilk n eleman:1 olmak
izere, bunlarin artan sirada siralanmasiyla olusan klasik sira istatistikleri
Y, <Y,, <..<Y,, seklinde gosterilsin. 1<m<n i¢in bu sira

istatistiklerinin en kiicik m tanesinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

e (Y, Yo Y ) = [1-F ()" H Fy) ()

(n- m)'

olacaktir (Kozan, 2010).

Ancak bu fonksiyon sadece n ve m parametreleri ile F dagilim
fonksiyonunun se¢imine bagli olup en diisiik m skor listesinin baglangigtan
itibaren ka¢ kez yenilendigi bilgisini icermemektedir. Bu nedenle, azalan
rekor degerlerde ve azalan k - rekorlarda oldugu gibi yenilenme bilgisini de
iceren bir modelin kurulmasi, icerdigi bilgi agisindan daha kapsamli bir

modeli ortaya ¢ikaracaktur.



feN ve meN* olmak dzere, Y <Y< <y Xika skor

m:m?
dizisinin /’nci yenilenme sonrast en diisik m skorundan olusan listeye

dayali swa istatistiklerini  gostersin. O  halde, ¢=0 igin,

YO <Y <« <Y©

o dizinin ilk m elemanina dayali sira istatistiklerini

gOsterecektir. Sistem, skorlar Uretmeye devam ettikge, />0 igin,
L(£) =min{j >max(m, L(¢-1)): X, <YU}, olmak uzere, L(¢)nci

gozlem olan X, listeyi /’nci kez yenileyecektir ve /°nci yenilenme

sonras1  en  disiik m skora  dayali  swa istatistikleri,
AR m”lﬁ}u{XL(/)} listesine dayali olacaktir. Burada L(0),

baslangi¢ listesinin en biiyiik elemaninin zaman indeksidir. Her yenilenme
sonunda bir dnceki listenin en biiylik elemani listeden atilacak, yenilenmeyi

saglayan skor listeye girecek ve boylece listedeki skor sayisi m

degismeyecektir. Bu durumda, Y ronei yenilenme sonrasi en diisitk m

rm?
skordan olusan listenin en kiigiik r ’nci skorunu gostermektedir. Y ise, /.

yenilenme sonrast en diisik m skordan olusan listenin m’nci en Kiguk,

yani en biiyiik elemanidir.

/+1

s . (1) m / -
Bir dlger de}’lSlea me'm (ym) = 7[_"] F(ym)] F(ym)m ' f (ym)
azalan (¢ +1) 'nci m - rekor degerdir (Kozan, 2010).
ik , birbirinden bagimsiz ve ayn siirekli F dagilimina sahip rasgele
degiskenler dizisi olmak iizere, /€ N ve me N" i¢in, bu dizinin /’nci

yenilenme sonrasi en diisik m skor listesine dayali sira istatistikleri olan

() (/) (0
Yim <Yam <o <Y ’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, Kozan

(2010) tarafindan, Yy, <Yy, <...<Y,, icin,

[- InF(ym)]

iR (YY) = m'me( ) ®)



sekilde elde edilmistir. Kozan (2010), bu dizinin ¢ ’nci yenilenme sonrasi en

diisiik m skor listesinin en kiiciik r’nci elemani olan Y”’nin marjinal

rm

olasilik yogunluk fonksiyonunu,

%[—InF(y)][ ,m-r=0
¢1—F(y)(m - r1€) =

m-r-1

RO - In-u)] [1- F(y)-u]
i (m—r-1)!

du ,m-r>0
0

ve 1<r <m olmak Uzere,

§Y2 () = MM ()" T (Y)

(r—1)! ¢1—F(y)(m_rlf) , YeR 9)

seklinde vermistir.

2.3 Asan Istatistikler

Dagilimdan-bagimsiz (distribution-free) veya invaryant (invariant)
giiven araliklart ilk kez Bairamov ve Petunin (1991) tarafindan ortaya
atilmis bir konudur (Bairamov ve Eryilmaz, 2000). Yeni bir gézlemin, bir
dagilimdan-bagimsiz giiven araligina diigmesi olasilii, asan (exceedance)
istatistiklerin dagilim fonksiyonlarmin elde edilmesinde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Yeni gozlemleri igeren dagilimdan-bagimsiz giiven
araliklarimin  tammm1  Bairamov ve Ozkaya (2000) tarafindan sdyle
verilmistir:

3, herhangi bir dagilim fonksiyonlari sinifini géstermek tizere; X, X,,..., X,

F € 3 dagilim fonksiyonuna sahip n biyiikligiinde rasgele bir érneklem olsun.

fl(.) ve f, () ile gosterilen fonksiyonlar, V(Xl, Xy yeey Xn) e R" olmak iizere

fl(Xl,Xz,...,Xn)S fZ(Xl,XZ,...,Xn) kosulunu saglayan Borel fonksiyonlari

olarak kabul edilsin.

Eger, VF € J icin,



10

P{X,0e(f (X0 X0 X)) (X0 X000 X))} = 8 (10)

olacak sekilde 3p(0,1) varsa, 0 zaman

(fl(Xl,Xz,...,Xn), fz(Xl,Xz,...,Xn)) rasgele araligina, 3 sinifi igin “yeni

go6zlemleri igeren dagilimdan-bagimsiz gtven arahdi” denir.
(10) esitliginin sag tarafinda yer alan S ise her F € 3 igin sabittir ve

“dagilimdan-bagimsiz araligin gliven diizeyi” olarak adlandirilir.

X, Xy X

, Dbirbirlerinden bagimsiz ve aym F dagilim

fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olmak ftizere, F dagilim
X

fonksiyonuna sahip X X 7 ler yeni gozlemler olsun.

n+1? n+21" " n+m

X

Varsayalim ki, X X gozlemleri, X, X,,..., X’ lerden

n+1? n+21" " n+m n

bagimsiz olarak elde edilsin. i =12,...,m igin &,

:_ 1, X e (F(X0 X0 X)) £ (X0 X0 X))
C10 L X g (X Xpen X)), B (X X g X))

olmak uzere, S, = Z.fl seklinde bir rasgele degisken tanimlansin. Bu
i=1

rasgele degisken, birbirlerinden bagimsiz ve ortak bir F e 3 dagilim
fonksiyonuna sahip m adet yeni gozlemden kag tanesinin, dagilimdan-
bagimsiz  given arahg  (f,(X,, X, .., X, ) F,(X,, X,,00 X, ))e

distiglinic  gostermektedir. S istatistiklerine, literatiirde “asan

m
(exceedance) istatistikler” adi verilir. Dagilimdan-bagimsizlik 6zelligine
sahip rasgele degiskenler olan asan istatistikler, parametrik olmayan
istatistik icinde &nemli bir yere sahiptir. Istatistik literatiiriinde asan
istatistikler {izerine pek ¢ok calisma vardir. Ornegin Bairamov ve Eryilmaz
(2000), rekor esik modellerini ele alarak, bazi asan istatistiklerin kesin ve
asimptotik dagilimlarmi elde etmigler. Yine Bairamov ve Kotz (2001),
keyfi bir dagilim i¢in rekor degerlere dayali asan istatistiklerin dagilimini
incelemiglerdir. Bairamov ve Khan (2007) ise, keyfi bir dagilim igin,
yakinsama oranlariyla birlikte rekor degerlere dayali asan istatistiklerin

kesin ve limit dagilimlarini elde etmislerdir.
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3. EN YUKSEK VE EN PU$UK M SKOR LISTELERINE
DAYALI ASAN ISTATISTIKLER

Asagidaki alt basliklar igerisinde verilen teoremlerin ispatini
kolaylagtirmak amaciyla bir yardimci teorem (lemma) ile bu bolime

baslayalim.

Yardimci Teorem: a,b,c e N igin,

c b (b} (-1)c!
1-u bUa —Inu) du= _—
( ) ( ) Z(VJ(a-FV-Fl)CH

dir.
Ispat:

O ey

Tanil (2009), makalesinde,

¥ (k)= lek (In X)( dx integralinin ¢ozimunin, ae[0,1]cR ve

/,k e {0,1, 2, } olmak (izere,

xpa(k,g):(l)fm( L _guy (che) )

(k+1)" o (k+1)" (r=j)

seklinde oldugunu Tanil (2009)’un verdigi Lemma 3.1" e gore,

1
Ju(Inu) du="¥,(a+v.c)
0

1 .
ve ¥ (a+v,c)=(-1)°cl————————"dir. Oyle ise;
o )=(-1) @iV y
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_ b Cc+Vv _ l
_g( Y ( j( (a+v+1)C+1
& (b)) (-1)'c!

VZ;‘( J(a+v+1)c+1

ispat tamamlanmis olur.

3.1 En Yiuksek M Skor Listesine Dayali Asan Istatistikler

Bagimsiz ve ayni1 dagilimli siirekli skor {ireten bir sistemin,
gelecekte ortaya cikacak olan /. giincelleme sonrasi en yiliksek m-skor
listesini ve ardindan gozlemlenecek olan i’inci yeni skorunu dikkate

alalim. Bu i’inci yeni skorun, listenin r. en kiiglik elemanindan kii¢iik olup

olmadigin1 gosteren §

. rm Tasgele degiskeni asagidaki gibi tanimlansin:

L Xy <X
“lo. %y >xr:m

n
Tn(ﬁ)m Zé(?m seklinde tanimli asan istatistigin olasilik fonksiyonu

asagidaki iki teoremle verilmistir.

Teorem 1: r=1igin,

{Tn(iin—kF(Ejm“Zkl[ ] Y . k=0,1,2,...,n

/+1
V=0 n— k+m+v)+

Ispat: {T nm —k} olayl, n tane yeni gdzlemin k tanesinin (-o0,X{)))

araligma, (n-K) tanesinin [X{?) 4o )araligina diismesi olayidir. Bu olay

1m?

n
[kj adet esit olasilikli birbirinden ayrik olaym birlesimine esittir.
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n
O zaman, bu ayrik olaylardan birinin olasilig1 hesaplanip (kj ile carpilirsa

P{ Tn( :) =k} hesaplanmis olur. Oyle ise;

P{T\}), =k}=P{n tane yeni gézlemin k tanesi (-0 X))

n-k tanesi [X ), +o0)}

1m?

PLT() —k }=( Jp{x i X X €0 XED)

, X X e [X) 40)}

L(ﬁ)+k+l’x L(¢prk+2" 20 L(4)+n Im?

seklinde yazilabilir.

pertty = | [ [ 114 [100100)-106)

—0 —0—00 —wYyYy
m'm!F(y)" 1f(y)

(m-1)!

P(TSL), =k)= Uj[l F(y)]”[F(y)]k(m ”;)_(1—F(y)m-1>
fCY)Pe (0.0 )dy

_(n) mm

Kk (m-

f(y)Pe,)(0,£)dy

Dr(,(0,0)dx, .dx _,...dx, .dy

n-k+m-1 [ F( y )] k

(6)’da verilen @ ,(0,/) fonksiyonunun polinomiyel agilimi yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa,

P{T 1 —kF[Ej—(m”iT)i TR ™ R(y)'
[-In(1- F(y)]'dF(y)

n n—k+m-1
:@(m w,j[ 1™ (1-u) [-In(u)] du

bulunur.
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Integralli ifadenin a¢ilimmi, Béliim 3’iin basinda verilen yardime1 teoreme

gore yazarsak,

P{T!), = k}:[mm’“i( J (-1 r=1

/+1
V=0 n— k+m+v)+

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2. r>2 icin,

) LN m‘m! 1 B B
P{anm_ }_(k](m_r)l (r_2) B(k+r 1n k+m r+1)+
r-2

DA IB(k+r—i-1n—k+m-r+1)

i=1

1120 ;=0 j,=0\ u=1 v=0 (n -k+m+ V)

k=0,1,2...,n

Ispat: {I’nrm —k} olayi, n tane yeni gézlemin k tanesinin (-o0,X{)))

araligma, (n-K) tanesinin [X ‘") +c)araligina diismesi olayidir. Bu olay

rm?

n
(kj adet esit olasilikli birbirinden ayrik olayin Dbirlesimine esittir. O

n
zaman, bu ayrik olaylardan birinin olasilig1 hesaplanip (kj ile ¢arpilirsa

P{T!") =k} hesaplanmis olur. Oyle ise;

n,r:m

P{T.") _k}=(nJP{X X X, e (X D)
n,rm k O+ L(0)+20 L(é)+k

' L(ﬂ)+k+1’x|_(€)+k+21---1XL(é)+n S [Xﬁém),'koo)}

seklinde yazilabilir.
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P{TLL), = k}[ OO 06)1(x,)
m )y

Dp(,,(r=1,0)dx, dx,_;..dx dy

. m'.m!

(m—r)!

P{Tyen =k1}= (jj[l FOY)I™ [F(y)] (1-F(y)™)

Deyy(r=1,0)(y)dy

=[EJ(nT(—m

D, (r=1,0)f(y)dy

n—-k+m-r [ F( y )] k

(6)’da verilen cDF(y)(r—l,K) fonksiyonunun polinomiyel agilimi yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa,

PT = k}=[rk'](;]”;r“r!)! [=FOm™ RO ()

{[((y)]r _I_rzyr1,€,i)[F(y)]r—i—2+[l_F(y)]r—l

r-1 /4

AT [ In(1- F(y))] dy}

t=1 j,=0

P{T(), = k}:(”j(mm!{ L[l RO [R()T dR (y)

k)(m=r) [ (r=2)!
r-2 r-1 /,

+ yrlil)J'[l F(y)]n k+m— r[F(y)]k+r|2dF(y)+Zzy(r 10,01 vendpoq )
i=1 . t=1 j=0

f [1-F()I™ " IRy [-In(1-F(y)]" ™ dF( Y)}

elde edilir. Yukaridaki son esitlikte yer alan integrallerden ilk ikisinin Beta
fonksiyonu olmasi sebebiyle bu esitlik asagidaki gibi de yazilabilir:
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p{T() :k}—{nj { 7 B(k+r—1n—k+m—r+1)+

n,r'm k

r-2 [
OBk +r—i-1,n- k+m—r+l)+ZZ;/“l”1 )

i=1 t=1 j;=0

J LRI ™ LR [-In(L- F(y )] 5 (y)

A

Simdi esitlikte A diye adlandirdigimiz integrali ele alalim.

A=T [1-F(Y)I™™ [F(Y) [=In(1-F(y )] (y)dy

Azj(u YL u) [=In(u)] e du

Yardimci teoremden, A ile adlandirdigimiz integrali su sekilde yazabiliriz:

A= z[] NGl Tl S0

n— k+m+v)

Simdi A’y1 P{T{’) =k }denkleminde yerine yazalim.

n,r:m

) _pr=[" m‘m! 1 B
P{T, =k }_(kJ(m—r)!{(r—Z) B(k+r-In-k+m-r+1)+

y{r VOB(k+r—i—-1n—-k+m-r+1)

ah (f — s )!
+ 7/£ 1,00y e 1)2(\/) +1j1--1jrl}

t=1 ;=0 0 n-— k+m+v)

N

r—

2

_‘
[y

1l
N

(-1 [Ju™

(6) dan y{ o = —uL_____ oldugunu biliyoruz. Oyle ise,
(0= == J)!
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r-1
(_:L)r—l:l_‘[u—l—ju
u=1
(0= == Jig)!

yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa, ispat asagidaki gibi

(r=1.0,j1 erdr-1) —

V2

seklini alarak P{T{") =k}’de

n,r:m

tamamlanmis olur.

P{Tsrn ZK}Z(U(”T[_“:!)! {(r—lz)! B(k+r-1n-k+m-r+1)

r-2 _
+Y Bk +r—i—Ln—k+m-r+1)

i=1

t=1 j,=0 u=1 o \V/)(n—k+m+v

+(-1) ZHUZm( (_1);“”««}

P{T) _k}_(E](gin:!)g{(r_lg)! B(k+r-1Ln-k+m-r+1)

r-2 )
+> OBk +r—i-Ln-k+m-r+1)

i=1

+(—1)Hii /2 [ﬁu‘l‘ju jzk:(k) (-1’
j,=0 J'z:oij:O LA =y (n_k+m+v)z+1—j1—---—ir4

Ozel Sonug 11 {T,%) =1} olayr (X, < X%} seklinde yazilabilir. Iyi

bilinir ki, P{XL(Z)+l < Xim }: dir. 1. teoremden bu sonucu elde

m+1

edebildigimizi gosterelim:
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{T;i)m—kFU ZU (L

n—k+m+v)
(-1)’
P{T%) =1}=m
11:m } VZOZ[VJ m + )
PTL) =1}=m(————)
m m m+1

P{Tiin=1}=

m+1

Ozel Sonug 2: {19 =1} olayt {X ., < X9} seklinde yazilabilir.

dir.

Klasik sira istatistiklerinde, P{X L )+1 < X(O) } 1
m+

Teorem 2’den bu sonucu elde edebildigimizi gosterelim:

) _pr=[" m'm! 1 ~ ~
P{T{) = }_(kj(m—r)!{(r—z) B(k+r—1n—k+m-r+1)

OBk +r—i—-1Ln—k+m-r+1)}+(-1)"

r—2

(
2N

| T R

J1=0 =0 j,4=0\ u=1 v=0

Lem (m=r)|(r-2)! —

B(r—im-r+1)y+(-1)" 122 62 (r [u H“j

=0 =0 j_;=0\ u=1
(1 (-1’
VZ:O:(VJ (m + V)/+l—j1—...—jr71 }

le=0=>"J, ., =0 olmak izere,

oml
P{T®) =1}= m m: { L B(r, m—r+1)+2y‘”°')

fl 20152 :_j11€3 :_jl_ j2""’£r—l :_jl_ jz T jr—2 dir.
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Ilgili olasilik asagidaki adimlar sonrasinda elde edilmis olur.

P{T?) =1 }:(r:]_mr!)!{(r—lZ) B(r,m—r+1)

r-2
+ > yOOB(r —i,m—r+1)
i=1
“i —hhemii

+(- 1)”22 Yooyttt (r-1yte)

11=0 j,=0 jr-1=0

[ R S }
(m)l—h—...—JH (m 4 1)1—11—...—1,,1

(0) _q1_ L —1)!(m—r)!+'*2 (o) (F=i=1)1(m—r)!
P =1} (m—r)!{ o T (m—i).

a1 1
=) (r—1)! m(m+1)}

r—l)' E raon M r_|_1)|+ m! 1 (-~
“(r-2)! 27 (m—i)l  (m-r)Im(m+1)(r—1)!
(r—l) |z (-1) (r—l—)+(m—1)! 1 ()"
(r-2) Z(i+1)! (m=i)l  (m-r)I(m+1)(r-1)!
m+1

3.2 En Diisiik M Skor Listesine Dayali Asan istatistikler

Bagimsiz ve ayni dagiliml siirekli skor iireten bir sistemin, gelecekte
ortaya ¢ikacak olan /. gilincelleme sonrasi en diisiik m-skor listesini ve
ardindan gozlemlenecek olan i ’inci yeni skorunu dikkate alalim. Bu i ’inci

yeni skorun, listenin r. en kiicliik elemanmdan kiiciik olup olmadigini

gosteren § rasgele degiskeni asagidaki gibi tanimlansin:

IL,rm
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() _ 1 XL(4)+i<Yr(;r?
0, Xypyi>Y

n
B!") :Zé(,i:)m seklinde tanimli asan istatistifin olasilik fonksiyonu

n,r:m
i=1

asagidaki iki teoremle verilmistir.

Teorem 3: 1<r <m igin,

k)(r-1)! —r—1)!
m-r-1 )

+ Y AMTIB(k+r,n—k+m—r—i)
i=1

P{Bﬁ,/‘r?m=k}:(nj(mﬂm! {(m : B(k+rn—k+m-r)

l

+(—1)”‘"ii... Z (ﬁu““}

11=0 j,=0 Jm-r=0\ u=1

i(n_kj ( (1)1]]} k=0,1,2...1

o\ V m+k+v)

{Br(f):m = k} olay1, n tane yeni gzlemin k tanesinin (-00,Y ")) araligina,

rm?

. n
(n-k) tanesinin  [Y ‘") 4o0)arahigina diismesi olayidir. Bu olay (kj adet
esit olasilikli birbirinden ayrik olaymn birlegsimine esittir. O zaman, bu ayrik
n
olaylardan birinin olasilig1 hesaplanip (kj ile carpilirsa P{ B() — k}

n,r:m

hesaplanmis olur. Oyle ise;

P{B!) =k}=P{n tane yeni g6zlemin k tanesi (-0,Y ")

, n-k tanesi [Y") +x) }

rom?
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P{ st[f)m =X }_( j P{ X 0)+1? XL(Z‘)+2 1 XL(€)+k € (-OO’Yr(:r/ﬁ) )

, X X X, e[YY +:0)}

L(0)+k+1 7 2N L(0)+k+2 7 TR L(0 rm

seklinde yazilabilir.

—00 —00 —00 —00

P{BI), —kF[E]T I AARTS
(

mm!F(y) ™ f
(y) y)ch_F(y)(m—r,ﬁ)dyn.dyn_l...dyl.dx

(r—1)!
P{B{ ), = }:(Ej]g [1-FOOT" [F(x)]

D, F(x)(m—r,f)f(X)dX

P{B(), = k}[ﬂj

D, F(x)(m r E)f(x)dx

4
ker-1 M m!

(r-1)!

n- k[F(X)]k+r -1

(6)'da verilen @, . ,(m—r,l) fonksiyonunun polinomiyel agilimi

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa,

P{B,), =kF[E] rr“_”; TLROO1H(X)
[1 F(X)]mrl+mrl}/mr,é,i)[l_F(X)]m—r—i—l
(m-r-1)! =

+[F(x)] m-r Z Z‘:}/gm—r,é’,jl...-,jmfr ) [-In(F(x))] [ . }dX

t=1 j=0
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P ”(”J{?;”Ii! {<m—:_1)! Jo=FOoIm RGO

m—r-1

dF(X)+ Z y(m r/l)J‘ [l_F(X)]nkarmfrfifl[F(X)]kﬂ’fl

AR (x)+ 3, 2 A" ) [ [ F OO [FO01™

[-In(FOO) - dF ()

elde edilir. Yukaridaki son esitlikte yer alan integrallerden ilk ikisinin Beta
fonksiyonu olmasi sebebiyle bu esitlik asagidaki gibi de yazilabilir:

P(B), =k }:(”](m(m!{ L B(k+rn—k+m-r)

k)(r=1)t | (m-r-1)!

m-r-1 m-r {

+ 3 OBk -k Mo =Y A )
=1 t=1 j=0

L= OO EROOI™ [ In(F())] 5 dF (x)

A

Simdi esitlikte A diye adlandirdigimiz integrali ele alalim.
A= [ [1=FOOI™ [FOOI™ [=In(F(x)] 4 hrdF(x)

A:j(l— u)" ™ (u)™ [ =In(u)] = "du olur.

Yardimci teoremden, A integralini su sekilde yazabiliriz:

a3, j o) e

m+Kk+v

Simdi A’y1 P{B!") =k }denkleminde yerine yazalim.

nrm
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) M) m'm! 1 ~
P{B, n =k} kj(r—l)!{(m—r—l) B(k+r,n-k+m-r)

m-r-1

+ OBk +rn—k+m—r—i)

o R )
+ }/é Loy e imer ) ( ] ) 1)l/+1j1'--jm—r

m+k+v

k -
D) [Ju™
(6) dan y{" J)_(z _u=l o oldugunu biliyoruz. Oyle ise,
il DL

( _1 )m—r ﬁ u—l—Ju

(M= Jg e dmer ) — u=1 14 (¢)y _ ’ :
4 o . . dir.  P{B,.,=k}’de yerine
? (== )

yazilip gerekli islemler yapilirsa,

, (N} m'm! 1
P{B!"), :k}_(kJ(r—l)!{(m—r—l)! B(k+r,n—-k+m-r)

m-r-1 )
+ > OBk +r,n—k+m-r—i)

i=1

+H(=1)"" S m_ru”“ni(n_kj ( (_)121]1..%}

t=1 j=0 u=1 v=o\ Vv m+k+v

3
=

]
=

P{B,Efr?mzk}:(njrrni?;!{( L B(k+rn-k+m-r)

k m-r—1)!
m—r—1

+ > "Bk +rn—k+m—r—i)
i=1

1=0j,=0  ju_,=0\ u=1

S
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bulunur. Ispat tamamlanmustir.

Teorem 4: r=m icin,

P{Bﬁf,ﬁzmzk}:[mﬂi(n‘kj (-1)" ¢

o EL v (m+k+v)M
k=012,...,n
Ispat
{Bé%m = k} olay1, n tane yeni gdzlemin k tanesinin (-00,Y!")) arahigmna,

m:m?

.. . n
(n-k) tanesinin  [Y!") 4o0)arahigina diismesi olayidir. Bu olay (kj adet
esit olasilikli birbirinden ayrik olaym birlesimine esittir. O zaman, bu ayrik

n
olaylardan birinin olasiligi hesaplanip (kj ile ¢arpilirsa P{ Brgﬁn):m =k}
hesaplanmis olur. Oyle ise;
P{B!") =k}=P{n tane yeni gozlemin k tanesi (-0,Y")

n,m:m m:m /!
n-k tanesi [Y!") +0) }

m:m?

n
P{B,n =K }:(kj P{ Xy Kz Ko € (0, Y ), X L (1yekst

'X L(£)+k+27" X L(¢)+n € [Yrr(1(n? , 00 )}

seklinde yazilabilir.
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P{Bﬁ’m)m—k}( jjjj 11 Tf(yl)f(yz) (3,

—00 —00—00  —0 X X

m'm!F(y) " f(y)
(m-1)!

@, ¢,(0,0)dy, dy, ,..dy,.dx

k+m-1 m m

P{Bﬁ”m)m—k}”jtl FOOI™ [F(x)] 1)

D, F(x)(o ﬂ)f(X)dX

(s

1_F(x)(o,£)f(x)dx

n- k[F(X)]k+m 1

(6)’da verilen @ __,,(0,/) fonksiyonunun polinomiyel agilimi yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa,

n—k [ F( X )] k+m-1

P{BI., = kF@ =

g—ll(—ln[F(x)])” f(x)dx

P{Bﬁfmim=kFU O RO
[-In(F(x)]'dF (x)

P{ Brgﬁm)m = k}:(EJ m;;l Jl.(l—u )n—k(u )k+m—1[_|n(u )]/,du

Yardimci1 Teoremden,

{Brg/mm_k}:(j Mj‘(l )" (u)*"* [~In(u)]"du
(nmim*t ek (n-k) (-1) ¢!
_[k] ! vz_c;[ v j(m+k+v)é+1

seklinde yazilabilir ve ispat tamamlanmais olur.




26

Ozel Sonug 3:

B =1} olayr {X, (), <Y.O} seklinde yazilabilir. lyi bilinir ki,
(0)
PIX g YR | =

sonucu elde edebildigimizi gdsterelim:

dir. Yukarida verdigimiz 3. teoremden bu
m+1

) M) m'm! 1 ~ B
P{B”’“m_k}_[kj(r—l)!{(m—r—l)!B(k+r’n K+m-r)

m—r-1

+ Z y"OB(k +r,n—k+m-r—i)

01

(a3 3 S ([fo)

J1 =0 JZ*O Jm r*O u=1

S M

P{B{i’m=1}=@ { o B(1+11-1+m-1)

m-1-1

+ Y pmNB(141,1-1+m-1-1i)

i=1

NENE DI (m ut JJ;}

101270 a0\ u-1 m 1)
-1
te=0=Y"j, .o =0 olmak tzere,
u=0
0, =00, ==J === Jprel s =01 = Jp = Jmp dir.

P{B., =1}=m!{ﬁ8(2 m— 1)+Z;f{”‘ OB(2,m-1-i)

i=1

= 1=l m-2

G I

11=0 j,=0 jm-1=0

((l)_l—jl(Z)—l—jz“.(m_l)—l—jmil) 1 }

(m n 1)1*j1*---*jm—1
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P{Bﬁ)m—l}=m!{ 1 (m 2)' mzz ml,O,i)M
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m-1 1 1
+(=D (m—l)!m+1}
i 4 (_1)ilL[u+ju
(ki) _ =0 (Tanil, 2009
m L Gy i g vo 270 (Tani 2009

olmak Uzere;

1
LS D5 (m—2-iy
m! S (i+1)(m-2-i)! (m-=i)!

+(-1)™* 1 1 }

P{B() =1}=m!

(m=1)Im+1
:m!{i+mz_2(_1)i l (™ }
m! (T+D)!'(m=i) (m=-1)!(m+1)
_ mz m! N (-1)"*'m!

) +1)' (m=i)! (m=1){(m+1)

i m1_ M
- [i+1j+(_1) m+1

WE)
m+1 m+1

m(-1)"-m m(-1)"
m+1  m+1
_m+1+m(-1)" —-m-m(-1)"

- m+1

=1+

1
m+1
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Ozel Sonug 4:

B =1} olayt {X (), <Y} seklinde yazlabilir. fyi bilinir ki

P{XL( S Y () } = | dir. Yukarida verdigimiz 4. teoremden bu

sonucu elde edebildigimizi gosterelim:

R Ly e

U Vo) (m+k +v)M

1 1
= m
1) m+1

~m
m+1

3.3. Asan Istatistiklerin Olasilik Fonksiyonlari Arasindaki
Baginti

TO ve BY

,rrm

istatistiklerinin olasilik fonksiyonlarmmin ¢’ye gore

degisimlerini gosteren grafikler 3.1 ve 3.2 de verilmistir. P{T!!) =k}

n,r:m

olasilik fonksiyonu, / arttik¢a, saga ¢arpik konumdan sola garpik hale (Bkz.
Grafik 3.1), P{B!") =k}olasilik fonksiyonu ise sola carpik konumdan

n,r:m

saga carpik hale geldigi goriilmektedir (Bkz. Grafik 3.2).
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MK=0
M K=1

Ll K=2

LI1K=3

LIK=4

L0 L1 =2 =3 L=4 L=5 L=10 L=20

Grafik 3.1 T“) istatistiginin Olasilik Fonksiyonu Grafiginin ¢ ’ye Gore Degisimi

M K=0

M K=1

M K=2

L K=3

LIK=4

L0 L1 L=2 =3 L=4 =5 L=10 L=20

Grafik 3.2 B!") _istatistiginin Olasilik Fonksiyonu Grafiginin ¢ ’ye Gore Degisimi

‘m

Ayrica 4. Bolimde verilen tablolar incelendiginde P{T!) =k} ile

n,r:m
P{ Brger)m =k }’nin belli bir diizen igerisinde aym degerler aldigi
gorulmektedir. Ortaya konulan teoremlerin birbirleriyle iliskisini;
tablolardaki, n,m,r,k degerleri arasindaki matematiksel iliskiden hareketle,
P{B") =k}=P{T!" =n -k} oldugunu su sekilde gosterebiliriz:

n,r:m n,m+l-r:m
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Teorem 2°deki P{T!") =k }olasihiginda;

n,r:m

P{T o =k}= (nj([:/_rtl)'{(r_lz) B(k+r-1n—-k+m-r+1)+

;/ir‘”“B(k+r—i—17n—k+m_r+l)

i=1

720 1,20 j, =0\ u=1 v=o\ v (n —k+m +V)

r yerine (m+1—r), k yerine de (n—Kk) yazalim.

P{Tn(,f:)m:n_k}:(Ej(r:]niﬁ]r!)!{(r_lz) B(k+r-1,n—k+m-r+1)

r-2 .
+z}/{r—1,€,l)B(k +r—i—In—k+m-r+1)+-1)"

i=1

w\V/(n—=k+m+v

i~ AT m‘m! 1
P{T”‘m”‘”m - k} (n—kj(m—(m+1—r))!{((m+l—r)—2)!
+B(n-k+(m+1-r)-1,n—(n=-k)+m—-(m+1-r)+1)

(m+1-r)-2 .
+ Y Bk +(m+1-r)-i-1
i=1
ly l, /
n—(n=k)+m-(m+1-r)+1)}(- 1)mfz

]:0 =

)
u=1 v=0 v (k+m V Hl h-

o

]r71:
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n m‘'m! 1
PIT)  _p—kl= B(n—k+m-rk+r
e on =01 (n_k]<r_1>!{(m_r_1)! e

m-r-1

+ Z ;/imfr,é,i)B(nq— m-k —r—i,k + r)"‘(—:l-)nFr
i=1

a1

$5 8 (Ho B e e

20,0 j =0\ u=1 o\ V (k+m+v)

elde edilir. Bu sonug, P{B!") =k }olasilik fonksiyonu olan Teorem 3’te

n,r:m

verilen olasilik fonksiyonunun aynisidir.

Oyle ise,
P{B( ), =k}=P{T(), ., =n—k} dir

Boylece, /. giincelleme sonrasi en yiiksek m skor listesi ile en diigitk m skor
listelerinin, n tane yeni gozlemin, listelerin r. elamanindan daha kiiclik

olmasi olaylariin olasiliklarinin arasindaki bagmti ortaya konulmustur.
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4. HIPOTEZ TESTI VE BiR UYGULAMA

4.1 Parametrik Olmayan Bir Hipotez Testi

Bu calismanin 6nceki boliimlerinde tanimlanan asan istatistik Tn(‘?m,

asagida
onerdigimiz parametrik olmayan hipotez testinde test istatistigi olarak alinmigtir.
Bu parametrik olmayan hipotez testi arastrmacilar agisindan esnek bir yapiya
sahiptir. Test istatistigi, belirlenecek bir esigin altinda kalan gozlem sayisidir.
Esigi cesitli arastirmacilar farkli agilardan ele alabilir. Ornegin, esik deger olarak
klasik sira istatistiklerini kullanmak isteyen arastirmaci, test istatistiginin
parametrelerinden /’yi 0, rekor degerleri esik deger olarak almak isteyen m’yi 1,
k-rekor degerleri esik deger olarak almak isteyen de r’yi 1 almalidir. Bu kisitlar
disinda da esik deger istenildigi gibi alinabilir. Yani test istatistigi igerisinde yer
alan esigi belirleme konusu, birden fazla siralanmis rasgele degisken modelini

se¢meyi olanakl kilar.

1.Varsayimlar:

2

, sayllabilir sonsuz bir rasgele degiskenler dizisidir.
b) Rasgele degiskenler bagimsiz ve ayn1 F dagilimlidir.
c) Rasgele degiskenler siireklidir.

Im? " m:m

d T :<X(k) X ), bu rasgele degiskenler dizisinin ¢’inci giincelleme

sonrasi en yiiksek m skor listesidir. Baslangig liste T = {X, X, X\ |

Im?
olup, bu listenin glincellenmesi; sistemden 6l¢ciimlenmeye devam edilen herbir

yeni gozlem, listenin en kii¢lik elemanmdan biiyiikse listeye dahil edilip, listenin

en kiiclik elemani listeden disiiriilerek gerceklestirilir. Boylelikle Tns(i) listesine

/
. .. . m .
ulagilir. /'nin se¢imi, listenin glincellenme olasilig1 (—1) (Bkz. Tanil, 2009),
m+

l
arastrmacinin belirleyecegi p,’dan kiiciik veya esit olacak sekilde, (llj <P,
m+

yaklagimiyla belirlenebilir.

e) Z,,Z,,..,2Z,, yukaridaki liste elde edildikten sonra alinan {Xi}ieN* "lerden ve

kendi aralarinda bagimsiz ve ayn1 G dagilimli yeni gdzlemleri gosterir.
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2. Hipotezler:
_ . : et K e e NP
H, : Yeni gozlemlerin geldigi kitle ile ** '7ieN" dizisinin geldigi kitle aynidir.

H,: Yeni gozlemler, Kk dizisinin elemanlarina gore daha yiksek olma

egilimindedir.

3. Test Istatistigi:

a) TV

n,rm?

yani n adet yeni gozlemden kaginin Tn‘f listesinin r’inci en kuguk

elemanindan kii¢lik oldugunu gosteren rasgele degisken test istatistigi olarak alinir
ve degeri (k) hesaplanir.

b) Test istatistiginin parametrelerinden biri olan r, arastirmaci tarafindan
belirlenir (1£ r< m). r ’nin secimi ile, yeni goézlemlerin karsilastirilacagi esigin,

Tn(f) listesi icerisindeki hangi eleman oldugu belirlenmis olur.

4. Karar Kurah:
a) H, hipotezinin dogru olmas: durumunda test istatistiginin degerinin biiyiik

cikmas1 beklenir. Aksi halde H, m yanls olabilecegi diisiincesi ortaya ¢ikar.

Yani, test istatistiginin degeri yeterince kiigiikse H, hipotezi reddedilecektir.

b) p-—degeri (p-—value :P{T(“ <k}) ile 1. Tip hata olarak secilecek «

nrm —
karsilastirilir.
c) Eger p—degeri « "dan kiigiik ise H, hipotezi %100(1—«) given diizeyinde

reddedilir. Aksi halde reddedilemez.

4.2 Bir Uygulama Problemi

Bir akarsudan alinacak debi 6lcumlerini kaydetme deneyi ile ortaya
cikacak siireg, aynt F dagilimindan, birbirinden bagimsiz, sayilabilir sonsuz skor
Ureten sistem varsayimima uygun bir 6rnek olarak verilebilir (Bilir, 2012). En
yiiksek ve en diisiik 5 debi ayr1 ayri iki liste halinde tutulmaya karar verilsin.

Zaman igerisinde yeni debi Olglimleri alindik¢a her iki liste de /kez
giincellenecektir. Bu siirecin sonunda elimizde T, ve B, listeleri bulunacaktir.

Bu listeler elde edildikten sonra ayni akarsudan alinacak 4 debi Ol¢iimii ile
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deneyimiz tamamlansin. Calismamizin giris kisminda verilen Olay 1’ in bu
uygulamadaki karsiligi, “4 tane yeni debi dlglimiinden k tanesinin TSZ listesinin

r’inci en kiiciik elemanindan kiigiik olmas1” olayi, yani {T (QS = k} olacaktir.

Benzer sekilde Olay 2 ise {Bz(fr):S = k} seklinde ifade edilecektir. Asagida verilen
bes tabloda, ¢/=0,1,2,3,4510,20 icin bu olaylarin olasiliklar1 yer almaktadir.

Ornegin, 4 yeni debi dlglimiiniin tiimiiniin T.° listesinin en kiigiik elemanimdan
bliyik olmasi olasilig P{Till%) = 0}: 0.001olarak Tablo 4.1°den okunur. Ayni
sekilde 4 yeni debi dlgiimiinden 3 tanesinin B listesinin en blyiik elemanindan

kiiciik olmasinin olasilig1 P{Bf;s = 3}: 0.17 olarak Tablo 4.1’den gorilebilir.

Diger yandan, bir akarsuyun debisinin yiikselmesi, o bdlgede sel veya taskin
afetlerinin ortaya ¢ikmasimna neden olabilir. Bu yiizden debilerdeki yiikselisin
tespiti 6nemlidir. Bunu tespit edebilmek icin, Bolim 4.1’de 6nerilen parametrik
olmayan hipotez testi kullanilabilir. Ornegin, belirlenen bir akarsudan zaman sirali
olarak alinan debi Ol¢limleri kullanilarak 10 kez giincellenmis en yiiksek 5 debi
elde edilmis olsun. Daha sonra, ayni akarsudan 4 yeni debi Ol¢iimii alinsin.
Arastirmaci yeni debi dl¢limlerinin karsilastirilacagi esigin, 10 kez giincellenmis
en yiiksek bes debinin medyani olmasi igin r’yi 3 olarak secsin. Yapilacak boyle
bir deneyde,
H, : Yeni debiler ile eski debiler ayni kitleden gelmektedir.

H, : Yeni debiler eskilere gore daha yiiksek olma egilimindedir.
hipotezleri kurulsun. Birinci tip hata olan «, 0.05 olarak secilsin. Eger test
istatistiginin degeri T4(]13?5) =2 olarak hesaplanmis ise Tablo 4.6’dan p -degeri
P{T )< 2}: 0.047 olarak okunacaktir. Bu deger 0.05’ ten kiigiik oldugu igin
H, hipotezi %95 glven dizeyinde reddedilecektir. H, hipotezinin

reddedilmesiyle, yeni debi 6lgiimlerinin dagiliminda bir degisiklik olabilecegi,
bagka bir deyisle, yeni debilerin eskilere gore daha yiiksek olma egiliminde
oldugu, bu durumun bir tehlike (sel, tagkin,vb...) isareti olabilecegi kararina

varilr.
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Tablo 4.1. {T ) =k} ve {B{.; =k }Olaylarmmn Cesitli k ve ¢ Degerleri i¢in Olasilik Degerleri

415 455
P{T ) =k} P{B{ ), =k}
n=4, m=5,r=1, m-r)0 n=4, m=5, r=5 m-r=0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
/-0 0.556 0.278 0.118 0.04 0.008 0.008 0.04 0.118 0.278 0.556
/-1 0.309 0.328 0.226 0.107 0.03 0.03 0.107 0.226 0.328 0.309
/_ 0.171 0.291 0.286 0.185 0.067 0.067 0.185 0.286 0.291 0.171
/-3 0.095 0.229 0.302 0.255 0.118 0.118 0.255 0.302 0.229 0.095
/—a 0.053 0.17 0.288 0.309 0.18 0.18 0.309 0.288 0.17 0.053
/5 0.029 0.121 0.258 0.344 0.248 0.248 0.344 0.258 0.121 0.029
/210 0.0010 0.017 0.089 0.304 0.589 0.589 0.304 0.089 0.017 0.0010
/-0 4.36.10° 1.89.10* 4.80.10° 0.079 0.916 0.916 0.079  4.80.10° 1.89.10* 4.36.10°
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Tablo 4.2. {T4(,§;)5 =k }ve {B!. =k} Olaylarmm Cesitli k ve ¢ Degerleri I¢in Olasilik Degerleri

4.4:5
P{T ) =k} P{B{ ), =k}
n=4, m=5,r=2, m-r)0 n=4, m=5, r=4, m-r)0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
/-0 0.278 0.317 0.238 0.127 0.04 0.04 0.127 0.238 0.317 0.278
/-1 0.154 0.276 0.288 0.202 0.08 0.08 0.202 0.288 0.276 0.154
/_ 0.086 0.215 0.297 0.268 0.134 0.134 0.268 0.297 0.215 0.086
/-3 0.048 0.158 0.281 0.317 0.196 0.196 0.317 0.281 0.158 0.048
/—a 0.026 0.112 0.249 0.347 0.266 0.266 0.347 0.249 0.112 0.026
/5 0.015 0.077 0.211 0.359 0.338 0.338 0.359 0.211 0.077 0.015
/210 0,000778 0.009881 0.064341  0.269 0.656 0.656 0.269  0.064341 0.009881 0,000778
/-0 2.18.10° 1.09.10* 3.89.10° 0.063 0.933 0.933 0.063 3.89.10° 1.09.10* 2.18.10°




Tablo 4.3. {T5% =k}ve {B

(£)
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=k } Olaylarinin Cesitli k ve ¢ Degerleri i¢in Olasilik Degerleri

4 3:5
P{Tym =k} P{B n =k}
n=4, m=5, r=3, m-r)0 n=4, m=5, r=3, m-r)0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
/=0 0.119 0.238 0.286 0.238 0.119 0.119 0.238 0.286 0.238 0.119
/=1 0.066 0.182 0.282 0.292 0.178 0.178 0.292 0.282 0.182 0.066
=2 0.037 0.132 0.258 0.33 0.243 0.243 0.33 0.258 0.132 0.037
/=3 0.02 0.093 0.224 0.349 0.314 0.314 0.349 0.224 0.093 0.02
/=4 0.011 0.064 0.187 0.354 0.384 0.384 0.354 0.187 0.064 0.011
/s 0.0063  0.043 0.152 0.345  0.4537 | 0.4537  0.345 0.152 0.043  0.0063
/=10 3,37.10" 516.10° 0.0415  0.223 0.73 0.73 0.223  0.0415 5,16.10° 3,37.10"
/—20  99.107 1,22.10" 1,88.10°  0.043 0.955 0.955 0.043  1,88.10° 1,22.10" 9,9.107
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Tablo 4.4. {T L =k }ve { B[(l’gg =k } Olaylarinin Cesitli k ve ¢ Degerleri I¢in Olasilik Degerleri

4.4:5
P{T, =k} P{B,. ) =k}
n=4, m=5, r=4, m-r)0 n=4, m=5,r=2, m-r)0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
/-0 0.04 0.127 0.238 0.317 0.278 0.278 0.317 0.238 0.127 0.04
/-1 0.022 0.09 0.209 0.334 0.345 0.345 0.334 0.209 0.09 0.022
/=92 0.012 0.063 0.176 0.337 0.412 0.412 0.337 0.176 0.063 0.012
/-3 0.006 0.043 0.144 0.329 0.478 0.478 0.329 0.144 0.043 0.006
/-2 0.005 0.028 0.115 0.312 0.54 0.54 0.312 0.115 0.028 0.005
/=5 0.003 0.019 0.09 0.29 0.598 0.598 0.29 0.09 0.019 0.003
/=10 0.0001  0.0019 0.023 0.163 0.812 0.812 0.163 0.023 0.0019  0.0001
y_po  0.00002 0.00008 0.0009 0.030 0.9690 | 0.9690 0.030 0.0009 0.00008 0.00002
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Tablo 4.5. {T4(]§:)5 =k }ve{ Bﬁ?s =k} Olaylarmin Cesitli k ve ¢ Degerleri Igin Olasilik Degerleri
P{T e =k} P{B, . =k}
n=4, m=5, r=5, m-r=0 n=4, m=5, r=1, m-r)0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
/-0 0.007 0.04 0119 0278 0556 | 0556 0278  0.119 0.04 0.007
/o1 0.004 0027  0.097 0264 0608 | 0608 0264  0.097  0.027  0.004
/9 0003 0018 0077 0245 0657 | 0657 0245 0077 0018  0.003
/-3 0.002  0.012 0.06 0224 0702 | 0702  0.224 0.06 0.012  0.002
/—a 1,210° 79.10° 0046 0202 0743 | 0743 0202 0046  79.10° 1,2.10°
/5 8,7.10* 51.10°  0.035 0.18 0.779 | 0.779 0.18 0.035 51.10° 87.10"
/10 2210° 5610 74.10°  0.09 0.902 | 0.902 0.09 74.10° 56.10° 2,2.10°
/_p9 09107 9910° 0003 0018 0978 | 0978  0.018 0003 99.10° 09.10"
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Tablo 4.6. Tn("er:)m Istatistiginin N =4, m=5, r=3 i¢in Dagilim Fonksiyonu Degerleri

P{T{) <k}

n,rim —

n=4, m=5, r=3, m-r)0

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
{=0 0,119 0,357 0,643 0,881 1
(=1 0,066 0,248 0,53 0,822 1
(=2 0,037 0,169 0,427 0,757 1
(=3 0,02 0,113 0,337 0,686 1
(=4 0,011 0,075 0,262 0,616 1
l=5 0,0063 0,0493 0,2013 0,5463 1
=10 0,000337 0,0055 0,047 0,27 1

¢=20 0,99338.10° 0,000123 0,002 0,045 1
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5. GENEL SONUC VE TARTISMA

Bu tez g¢aligmasmin Ucguncl bolimunde, birbirinden bagimsiz ve ayni F

dagiliml siirekli skor {ireten bir siiregte /’inci giincelleme sonrasi sirali en

ylksek m skor listesini (Tnf :(X “) Xrgfr)n )) ve sirali en diisiik m skor

Tmoees

listesini (B! = YFK),...,Y(?) ) gozlemlemek ve sonrasinda ayni siiregten n
m Im m:m y

tane yeni gozlem almak seklinde tanimlanan bir deneyin sonunda, Tnf listesine
dayali, n tane yeni gdzlemden k tanesinin Tnf listesinin r’inci en kiguk
elemanidan kii¢iik olmasi ve Brf] listesine dayali, n tane yeni gézlemden k

tanesinin B, listesinin r’inci en kiigik elemanindan kiiciik olmas: olarak

tanimlanmis bu rasgele degiskenlerin dagilimindan bagimsiz olasilik
fonksiyonlar1 4 o6zgiin teoremle verilmistir. DOrdinci bdlumde, ayni F
dagilimmdan, birbirinden bagimsiz, sayilabilir sonsuz skor {ireten sistem
varsayimimin gecerli oldugu, bir akarsuyun debi 6lgimleri ile ilgili bir
uygulama tasarlanmig ve verilen teoremlere gore olasilik degerleri
hesaplanarak tablolagtirilmistir. Elde edilen dagilimdan bagimsiz asan
istatistiklerden birini test istatistigi olarak kullanan parametrik olmayan bir

hipotez testi verilmistir.

Bu parametrik olmayan hipotez testi arastirmacilar agisindan esnek bir yapiya
sahiptir. Test istatistigi, belirlenecek bir esigin altinda kalan gézlem sayisidir.
Esigi cesitli arastirmacilar farkli agilardan ele alabilir. Ornegin, esik deger
olarak klasik sira istatistiklerini kullanmak isteyen arastirmaci, test
istatistiginin parametrelerinden ¢’yi 0, rekor degerleri esik deger olarak almak
isteyen m’yi 1, k-rekor degerleri esik deger olarak almak isteyen de r’yi 1
almalidir. Bu kisitlar disinda da esik deger istenildigi gibi alinabilir. Yani test
istatistigi igerisinde yer alan esigi belirleme konusu, birden fazla siralanmig

rasgele degisken modelini segmeyi olanakli kilar.

l
,rim

Ayrica test istatistigi olarak Br(] secilerek, en diisiik m skor listelerine dayali

bir parametrik olmayan sag taraf testi de benzer sekilde tasarlanabilir. Bu
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sayede verilen 6rnek probleme dayali olarak, kuraklik ile ilgili tehlikeyi isaret

eden bir parametrik olmayan hipotez testi ortaya ¢ikacaktir.

Bu tez calismasinda verilen asan istatistikler, onlarin dagilimdan bagimsiz
olasilik fonksiyonlar1 ve Onerilen parametrik olmayan hipotez testi ¢esitli
alanlarda (hidroloji, jeoloji, tip vb.) uygulama imkani bulabilir ve

arastirmacilarin yapacaklari caligmalara temel teskil edebilir.
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