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OZET

GECIKMELI KESIRLI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

Yasemin AYHAN KAYA

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Mustafa GULSU
Ocak 2023, 58 sayfa

Bu tez ¢alismasinda gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in, Caputo
ve Riemann Liouville kesirli tirev ve Adams-Bashforth-Moulton algoritmasiyla
yaklagik sayisal yontemler arastirilmistir. Burada adi diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢oziimi i¢in Euler Yontemi ve Trapezoidal Quadrature yontemlerinin bir
kombinasyonu kullanilmistir. Ardindan Newton-Cotes formiiliiniin 6zellestirilmis hali
olan Simpson yontemi ve Lagrange polinomu ile yapilan yaklasimin arasindaki iligki
incelenmistir. Lineer ve lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemler icin de
Adimlar yéntemiyle ve Volterra - Fredholm Integral Denklemleri incelenmistir.
Gecikme terimi; sabit ve zamanla de§isen olmak tizere iki farkli durumda ele
alimmustir. Yaklasimlarin sonucunda baslangi¢ kosullarina ve gecikme miktarina gore
en uygun teknigi secen bir algoritma elde edilmistir. Farkli yontemlerin kullanilmasi
ile elde edilen sonucglar karsilagtirilmis ve tiim hesaplamalarda Maple programi
kullanilmistir. Boylece analitik ve niimerik sonuglarin yeteri kadar yakin oldugu
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemler, Caputo - Riemann
Liouville Kesirli Tiirevi , Euler Yontemi, Trapezoidal

Quadrature Yontemi, Niimerik ¢oziimler.



ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS OF DELAYED FRACTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Yasemin AYHAN KAYA

Master of Science (M.Sc.)
Graduate School of Natural and
Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa GULSU
January 2023, 58 pages

In this thesis, it is aimed to find an approximate solution with Caputo-Riemann
Liouville fractional derivative definition and Adams-Bashforth-Moulton for fractional
order differential equations. Here, a combination of Euler's Method and Trapezoidal
Quadrant methods is used for approximate solution of ordinary differential
calculations.. Then, the relationship between Simpson's method, which is a customized
version of the Newton-Cotes formula, and the approach made with the Lagrange
polynomial is examined. For linear and non-linear delayed differential equations, the
Steps method and Volterra - Fredholm Integral Equations were investigated. The delay
term , it has been handled in two different situations, constant and time varying. As a
result, of approaches, an algorithm that chooses the most suitable technique according
to the initial conditions and amount of delay has been obtained. The results obtained
by using different methods were compared and the Maple program was used in all
calculations. Thus, it has been shown analytical and numerical results are close
enough.

Keywords: Delayed Fractional Differential Equations, Caputo-Riemann Liouville
Fractional Derivative, Euler's Method, Trapezoidal Quadrature Method,

Numerical Solutions.
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1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Farkli bilim dallarinda ortaya c¢ikan problemlere ait matematiksel modellerin
olusturulmasi uygulamali matematikte karsilagilan en 6nemli problemlerden Dbiri
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢esit problemler adi diferansiyel denklemler, kismi
tiirevli diferansiyel denklemler ve bu cesit denklemlerin yetersiz kaldig1 durumlarda
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile modellenebilmektedirler.

Kesirli diferansiyel ve gecikmeli kesirli diferansiyel denklemler birgok farkli fiziksel
olaylar1 tanimlamada daha gergekci ve daha basarili oldugundan son yillarda birgok
arastirmaci tarafindan ilgi odagi haline gelmistir. Bu tip denklemlerin analitik
¢oziimleri denklemlerin yapisina gore degismekle birlikte birgok modele karsi gelen
denklemler analitik olarak ¢oziilememektedir. Ozellikle analitik olarak ¢oziilemeyen
denklemler i¢in gelistirilen niimerik yontemler bilgisayar teknolojilerinin gelismesiyle
birlikte biiyiik bir ivme kazanmis ve bir¢ok arastirmacinin ilgi alan1 haline gelmistir.
Kesirli tiirev kavrami ilk kez 1695°te Leibnitz ve L’Hopital tarafindan ele alinmustir.
Liouville (1832) fonksiyonlar1 iistel olarak seriye agmis ve q. mertebeden (g pozitif
tamsay1) tiirevini terim terim serilerle tanimlamistir. Riemann(1853) belirli integral
iceren ve tamsay1 olmayan tistel kuvvet serilerine uygulanabilen bir tanim vermistir.
Griinwald ve Krug, Liouville ve Riemann’in sonuglarini ilk birlestiren bilim
adamlaridir. Daha sonralar kesirli tiirev ve kesirli integral i¢in bircok tanim
verilmistir. L.Euler, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald, Letnikove, Caputo
tanimlar1 bu tanimlardan bazilar1 olarak verilebilir. Riemann-Liouville ile Caputo
anlaminda kesirli tiirev tanimlar1 en ¢cok kullanilan tanimlardir. Caputo kesirli tiirev ve
kesirli integrali baslangi¢ kosullarinin uygunlugundan dolayr modelleme ve

uygulamalarda daha sik kullanilir.



Kesirli hesaplama eski bir matematik problemidir. Yaklasik 300 yildir piir matematik
problemi olarak diistiniilmistiir. Uzun bir ge¢cmise sahip olmasina ragmen, fizik ve
miihendislik gibi alanlar i¢in uzun bir slire uygulama alani bulunamamaistir. Bununla
birlikte son yillarda, kesirli hesaplama bilim adamlarinin dikkatini uygulama agisindan
artan bir sekilde ¢cekmeye baglamistir. Birgcok bilim adamu, siirekli zaman modellemesi
alanlarinda, fizik, kimya ve miihendislik alanlarinda kullanmislardir. Ayrica, kesirli
tiirevlerin hafiza ile ilgili modellemelerde iyi bir ara¢ oldugu ifade edilmektedir. Son
zamanlarda, bu operatorlerin matematiksel teorik ve uygulamalar ile fen ve
mithendislik problemlerine uygulanabilirligi ¢ekici konular olarak kabul edilmeye
baslanmugtir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri icin gerceklestirilen ilk
yaklagim, 1950’11 yillarin 6ncesine dayanan ve adi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢Oziimleri i¢in kullanilan bir metodu baz alir. Bu metot Euler Yontemi olarak
adlandirilir ve bilinen en basit yaklagimdir. Euler yonteminin yani sira, adi diferansiyel
denklemlerin niimerik c¢o6ziimlerinde kullanilan Trapez Yontemi, Runge-Kutta
Yontemi, RK-4 Metodu gibi yontemler gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik
¢oziimleri i¢in de kullanilmistir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri icin pek ¢ok yazilim
gerceklestirilmistir (Paul, 1991, 1995, 2000; Shampine & Thompson, 2000a,b).
Literatiir incelendiginde pek c¢ok algoritmaya ulagsmak miimkiindiir, ancak
programlarin tiimiinde 6zel bir teknik kullanilmigtir. Bilinen tiim niimerik teknikleri
icinde barindiran ve fonksiyon tiiriine, baslangic kosullarina ve gecikme miktarina
gore en uygun teknigi segen bir yazilim heniiz mevcut degildir.

Son yillarda gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri baslangi¢ kosullari
ile birlikte c¢6zmek i¢in birgok arastirmact tarafindan etkili yOntemlerin
gelistirilmesine calisilmistir. Bunlardan bazilar1 homotopi pertiirbasyon yontemi,
varyasyonel iterasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu gibi niimerik iterasyon
teknikleri olarak verilebilir. Bu iteratif yontemlerin hepsi baslangi¢ ¢oziimlerine ve

verilen kosullara hassastir.



1.2. Problemin Tanitilmasi

Giinliik hayatta, her alanda karsilastigimiz problemlerin ¢6zlimii i¢in matematiksel
modelleme yapilirken, cogunlukla diferansiyel denklemlerden yararlanilir. Bu amagla,
Y'®) =fty®), t=t

y(to) = o (1.1)
denklemi ile verilen baslangi¢ deger problemleri kullanilabilir. Burada bu denklem ile
verilen baglangic deger probleminde ¢, baslangic noktasi ve y, baslangi¢c degeri
olarak tanimlanir. Adi Diferansiyel Denklemler kullanilarak, modelleme yapilmasi
istenen sistemlerde mevcut gecikmeler daima goz ardi edilir, ancak sistemdeki ¢ok
kiigiik gecikme miktarlar1 bile, sistemin mevcut durumda ¢ok biiylik degisiklikler
goriilmesine neden olabilir. Giinliik hayat problemleri; adi diferansiyel denklemler,
kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve bu ¢esit denklemlerin yetersiz kaldigi
durumlarda kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile modellenebilmektedirler.
Bu nedenle karsilagilan problemlerin birgogunun modellemesi yapilirken, gecikmeli
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin kullanilmasi1 daha gergek¢idir. Gecikmeli
kesirli mertebeden diferansiyel denklemi;

DEy(t) = f(t,y(t),y(t — T)), t=>0, m—-1<a<sm, (1.2)

y@®) =9, t<0,

seklinde verilir. Gecikmeli kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri igin
literatiir incelendiginde pek ¢ok algoritmaya ulasmak miimkiindiir. Fakat yazilan
algoritmalar her zaman her problemin ¢6ziim fonksiyonuna en uygunu olmayabilir.
Bu tez calismasinda da (1.2) de verilen problemin baslangi¢ kosulu, gecikme terimi ve
kesirli mertebesi dikkate alinarak farkli yontemlerle yaklasimlarda bulunulacaktir.
Adams-Bashforth-Moulton algoritmasindan faydalanilarak en uygun ¢6ziim
algoritmasi olusturulacaktir. Bulunan yaklasik sonuglar, farkli « (kesirli mertebe) ve

T, gecikme terimi degerleri i¢in karsilastirilip, tablo ve grafiklerle analiz edilecektir.

Bu amagla, Gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimii
icin, baslangi¢ deger problemlerinin niimerik ¢oziimlerini elde etmekte kullanilan
yontemlerden olan Adams-Bashforth-Moulton yontemi uygulanacaktir.
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Olusturulan predictor -corrector yontemi ile gecikme terimi y(t — )’ ne sabit ve
zamanla degisen durumlart g6z Oniine alinarak yaklasim kurabilmek
amagclanmaktadir. Gecikme teriminin sabit olma durumunda; baz1 grid noktalar1 i¢in
gecikme terimi y(t, — 1) dogrudan hesaplanabilir iken, bazilar1 i¢in dogrudan
hesaplanamamaktadir. Elde edilen sayisal denklem kapali oldugundan, dogrudan
hesaplanabilmesi igin Lineer Interpolasyon ile gecikme terimine yaklasimda
bulunularak, denklem ag¢ik hale getirilmektedir. Gecikme teriminin zamanla degisen
durumunda; T = 7(t) , gecikme terimine yaklasimda bulunmak olduk¢a karmasiktir.
Lineer Interpolasyon gecikme terimini yaklasik olarak belirlemek icin
kullanilmaktadir. T = 7(t), zamanla degisen oldugunda grid noktast da zamanla
degismektedir. Baz1 grid noktalarinda yaklasimin dogrudan hesaplanabilecegi gibi,
bazilarinda yontemin kapali olmasindan dolay1r durumlarin tespiti i¢in algoritmaya
baslamadan her adimda grid noktasinin 6zel durum igerip icermedigi kontrol
edilmektedir. Burada hangi grid noktalarinda ydntemin acik hangilerinde kapali
oldugunun belirlenmesine ihtiya¢ duyulmaktadir. Tiim bu hesaplamalar i¢in gerekli

yontemler 3.3 ‘de verilecektir.

Gecikme terimine yaklagim belirlendikten sonra kesirli mertebeden diferansiyel
denklem ve gecikmeli kesirli diferansiyel denklem i¢in ¢6ziim algoritmasi

olusturulmaktadir. Kesirli mertebeden baslangi¢ deger problemi,
DEy(t) = f(t,y(®), ¥y*(0) = yo(k), k=0,1,..[a] =1 (1.3)
ve gecikmeli kesirli diferansiyel denklem i¢in ¢6ziim algoritmalar gelistirilmistir.

Gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in de Adams-Bashforth-
Moulton yontemi ile elde ettigimiz predictor-corrector algoritmasi uygulanarak

yaklasik ¢oziimler bulunmustur.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1. Gamma fonksiyonu

Tamm 2.1.: I'(x) ile gosterilen gamma fonksiyonu
r(x) = [ t*le~tdt (2.1)
genellestirilmis integrali ile tanimlanir. Ayni zamanda, Gamma fonksiyonu
F'(x+1) =xI'(x) (2.2)
kosulunu gercekler. (Podlubny , 1. 1999).

2.1.2. Beta fonksiyonu

Tamm 2.2: Beta fonksiyonu, Re(x) > 0, Re(y) > 0 olmak {izere
B(x,y) = [, ¥ (1 — t)?"'dt (2.3)

seklinde tanimlanir. Tanim uyarinca, Beta fonksiyonu B (x,y) = B(y, x) kosulunu

sagladig i¢in simetriktir (Podlubny, I. 1999).

2.1.3. Riemann Liouville kesirli tiirevi

f,[a, b] lizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve m—1<a<m (meN™)

olmak tzere a. mertebeden Riemann Liouville kesirli turevi
1

DEF) = (&) M — ™t f(0)dt (2.4)

seklinde tanimlanir (Momani, Odibat, 2005).




2.1.4. Caputo kesirli tiirevi

f,[a, b] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve m — 1 < a <m, m € N olmak

izere . mertebeden Caputo kesirli tiirevi
DEfF() = — [“(x — )™ F()dt (2.5)

seklinde verilir (Momani, Odibat, 2005).

2.1.5. Riemann-Liouville kesirli integrali

f € Cla,b] vep > 0 olmak tizere,

al} f(x) = - [ (x =P f(r)dr (x>a) (26)

F()

ile tanimli ifadeye p. mertebeden sol —Riemann-Liouville kesirli integrali,

xIDf(x) = ﬁf (t — )P f(r)dr (x<b) (2.7)

ile tamimli ifadeye p. mertebeden sag—Riemann-Liouville kesirli integrali denir.
(Canan Unlii, 2014).
m—-1<a<m,me€Z,a€R veJf Riemann - Liouville integral operatorii olmak

tizere, Caputo anlaminda kesirli tiireve sahip terime uygulanmasi

JEIDUFO] = F©) — Tp e+ (0 = (28)
seklinde verilir. (Canan Unlii, 2014).

2.1.6. Lagrange polinomlari

Yaklasim teorisinde kullanilan pek ¢ok polinom tiirlinden biri de Lagrange
Polinomlaridir. n. dereceden bir polinom i¢in (n + 1) noktadan gecen egri uydurma
islemi olarak tanimlanabilir.

k =0,1,2, ...,n degerleri i¢in L, ; (x) ;

n (x—x;)
(xk Xi)

Ln,k (x) = (2-9)

L:tk

seklinde bir fonksiyondur.



Lagrange Polinomu,

PO = D Lng(X).f ()
k=0

seklinde tanimlanir (John Carroll,2011).
Teorem 2.3: xg, x4, ..., X, farkli degerler ve f(x) fonksiyonu (n + 1) noktada

degeri bilinen bir fonksiyon olmak {izere ,
f(xk) = P(xk) 7 k = 0F1F2F e Fn )

f(x0) = Yo, f(x1) =y, f(x2) =2, T f(xn) = Y

olmak tizere, n. dereceden P(x) polinomu mevcuttur. Bu halde 0 < k < n i¢in, n.

dereceden bir Lagrange polinomu,

L. (x) = (x=x0) (x=%1) . (X=%Xp—1) (X=X 41) . (X—X7)
mk (xX=2x0) (X=2%1) . (X=X k—1) X=Xk 41) - (X —Xn)

veya

n
(x — x;)
10 (X — x;)
ik

Lyr(x) =
olmak tizere L, ; (x) polinomlar: kullanilarak,
P(x) = Ln,O X f(xo) + Ln,l X f(xl) + ot Ln,n X f(xn)

P(O) = SR Lnge X 000 (2.10)

seklinde verilir (John Carroll,2011).



2.1.7. Volterra - Fredholm integral denklemleri

Integral denklemleri integralin simrlarmin degisken veya sabit olmasma gore

siniflandirilirlar. Lineer ve homojen olmasina bakilmaksizin

d(x) = f xK(x, HU(t)dt

a

Ux) = f() + [, K(x, OU()dt
seklindeki denklemlere Volterra Integral denklemi adi verilir. Bu tiir denklemlerde,
integral sinirlarindan birinde degisken bulunmaktadir. x degiskeninin x = b gibi bir

sabite esit olmasi1 halinde

¢ = [ K(x,0) U()dt (2.11)

seklindeki denkleme ise Fredholm Integral denklemleri denir, (Nastykat, 2010)

2.1.8. Dikdortgenler Yontemi ile sayisal integrasyon

A
f{x)
fix)
/ ~ )
AX
- -
a _lAx] b «x X X
Dikdortgen
S) = Ax;.f{x))

Sekil 2.1. f(x) fonksiyonun dikdértgenler yardimiyla sayisal integrasyonu

Bir nokta yaklagiminda veya dikdortgenler yonteminde, Sekil 2.1°den de goriilecegi
gibi, x = a i¢in f(a) noktasindan x eksenine paralel dogru cizilerek birinci

dikdortgen dilim elde edilir.



x =a+x i¢in f(a + x) noktasindan da x eksenine paralel dogru cizilerek ikinci
dikdortgensel dilim elde edilir. Bu sekilde devam edilerek her noktadan x eksenine
paralel dogrular ¢izilir ve dikdortgensel dilimler elde edilir. integralin degeri, bu
dikdortgensel dilimlerin alanlarinin toplamina yaklasik esittir.

Dilimler farkli x genisliklerinde ise integral

I=[]fyde = I, 4% . f(x) = T, 5 (2.12)

bi¢imini alir. Dilimler esit x genisliklerinde ise integral

b
I = fa fl)dx = Ax. ¥, f(x)) (2.13)
seklini alir. Bu denklemde n dilim sayisi, x = (b — a)/n olarak verilmistir,
(Ozcan Kalenderli,2016)
2.1.9. Yamuklar Yontemi ile sayisal integrasyon

Yamuklar yontemi olarak bilinen iki nokta yaklagiminda birbiri ardindan gelen her
iki nokta bir dogru ile birlestirilerek Sekil 2.2°deki gibi yamuk sekilli dilimler elde

edilir. Boylece integral, yamuklarin alanlarinin toplamina doniistiiriilmiis olur.

fix) fix;)
/ ]
A N
4
Ax
Xj Xj+1
a Ax -— b _wl-h Yamuk

S; = (Ax/2). [f(x;)+ f(x}-1)]

Sekil 2.2. f(x) fonksiyonun Yamuklar yontemi ile sayisal integrasyonu

Yamugun alani, paralel kenarlarimin uzunluklarinin toplaminin bu iki kenar
arasindaki uzakligmn yaris1 ile carpimina esittir. Sekil 2.3 'te, yamuk ydntemi
integrasyon bagintisini elde etmek igin Sekil 2.2 'ten iki dilim ayr1 olarak yeniden

verilmistir.



/'.c:w fx)

Ax Ax X

- -

Xj-1 X Xj+1

Sekil 2.3. f(x) fonksiyonun Yamuklar yontemi ile sayisal integrasyonundan bir Kesit

Sekil 2.3'te her bir dilim igin

i Ax
f' fx)dx = 7(]‘]-_1 +f])
77 f@dx = 50+ fia) (2.14)

ifadeleri yazilabilir. Bu halde iki dilim i¢in

ijﬂf(x)dx = ij f(x)dx + ij+lf(x)dx

Xj—-1 Xj—-1 Xj
Ax Ax
=— (i + )+ 5 (5 + fi1)

A
== (fj1+2f; + fj+1) (2.15)
ifadesi elde edilir. Bu esitlik benzer sekilde, genellestirilirse, f(x) fonksiyonunun

yamuklar yontemine gére a < x < b aralifindaki sayisal integrasyonu

b Ax
I = j f(x)dx = 7[f(a) + 2f(a+ Ax) + 2f(a + 2Ax) + -
+2f(a+ (n—1)Ax) + f(b)] (2.16)
veya
1= [ feodx = Z[f(@ + f(b) + 2551 f(a + jax)] (217)

seklinde verilir, (Ozcan Kalenderli,2016).
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Burada n dilim sayisidir ve genisligi ise
b—a
n

Ax =

dir.
2.1.10. Euler yontemi

dy(t)
3;& = f(t,y(®))

y(to) = Yo, t =t
diferansiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak amaciyla Taylor Teoremi
kullanilarak niimerik sonuglar i¢in, Euler Yontemi gelistirilmistir. Bu amagcla f

fonksiyonun Taylor ag¢ilimindaki tiirevleri,

' . fx+h)=f(x) f(x+h)-f(x)
f'(x) = ;l%% = f'(x) ~ %

seklindedir. Tiirevlere fark yaklagimlar1 yapilarak

1
hY () + g hf Eah) 1
= /() - % = —5hf" (& h),

ical hz ~f@)

o0 -FERTE = (e, h) = 0(h). (218)

ifadeleri elde edilir. Bu sekilde elde edilen yaklasimlar (1.1) denkleminde yerine

yazilarak

y(t+h) —y(t)
h

(1.1) denklemi ile verilen baslangi¢ deger problemlerinin yaklasik ¢oziimii ,

1
=f(tLy®) + Shy"(ta),

y(t +h) = y(6) + hf (£, (D) + > h2y" (t) (2.19)

elde edilir. Burada, t,, = t, + nh Ve y, baslangi¢ degeri olmak iizere,

Yn+1 =Yn t+ hf(tn» yn)- (2-20)
seklinde Euler Yontemi tanimlanir, (Butcher, John C. , 2003).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Adi Diferansiyel Denklemler i¢in Tek Adim Adams-Bashforth-Moulton

Yontemi ile Predictor-Corrector Yaklasimi

Bir boyutlu Adi diferansiyel denklem

YO _ f(t,y®) |, y(©0) =y, (3.1)

baslangi¢ kosulu ile tanmimlanmuis olsun. Burada, t€[0,T], t;=jh, j=

01,..,.N,h= Vi = y(tj), j =1, ...,n olmak iizere,

DO _ £t y(0)

at

T
N

denklemi t,,’den t, ;¢ integre edilirse,

ft "y = f (e y(0)de

n n

V() = ¥(t) + [ f (6 Y(©)de (32)

ifadesi elde edilir.(3.2) denkleminin sag tarafindaki integrale Trapezoidal Quadrature

yontemi ile yaklasimda bulunalim. Bu halde sa§ taraftaki integral igin

tn+1

h
f(, y(t)dt = E [(tn' y(tn)) + f(tns1) y(tn+1))]

tn

yaklasim yapilirsa,

h
Yn+1 =Yn + E[f(tnr Vo) + f(tne1, Yna1)] (3.3)
ifadesi elde edilir.(3.3) iterasyonu sag taraftaki y,,; nedeniyle kapali formda bir

denklemdir. Bu terime Euler metodu veya herhangi bir agik yontem ile

Y111)+1 = Yn + hf (tn, Yn) (3.4)
olacak sekilde bir yaklasim yapilsin. Bu halde (3.3) ‘de verilen Adams- Bashforth -

Moulton yonteminde yaklasim

Yn+1 = Yn T g [f(tn' yn) + f(tn+1' yrzz)+1)] (3.5)

bigimini alir.
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Diger bir deyisle (3.4) ifadesi

h
Yn+1 = Vn + E [f(tn' yn) + f(tn+1 » Yn + hf(tnl yn))] (3-6)
seklinde yazilir.(3.4) ile verilen ifade yontemimiz i¢in 6ngérme, (3.5) i¢in verilen
ifade ise diizeltme olarak adlandirilir. Bu yaklagimlar, kesirli mertebeden gecikmeli

diferansiyel denklemler i¢in genisletilmistir, (Zhen Wang, 2013).

3.2. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler I¢in Adams-Bashforth-

Moulton Yontemi

DEy(t) = f(t,y(®), a>0 (3.7)
kesirli diferansiyel denklemi ,

y®0) =y,® k=01,..,[a] -1 (3.8)
baslangi¢ kosulu ile birlikte verilmis olsun. D , Caputo anlaminda diferansiyel

operatdr, /"%, n — a. dereceden Riemann-Liouville Integral operatérii olmak iizere,

DZz(t) =] *“D"z(t), (3.9)
ozelligi gergeklenir. Burada n = [a], yani a’dan biiyiik en kii¢iik tamsayidir. D™ , n.
mertebeden klasik (adi) diferansiyel operatoriidiir. u > 0 olmak {izere J*, p.

dereceden Riemann — Liouville integral operatorti,

JH2(t) = 75 [y (¢ — W z(wdu (3.10)

seklinde tanimlanir (Z. Dahmani, F. Ahmad, M. Sarikaya, M. Kiris, 2014).

Buradaki yaklasim siirekli bir fonksiyonun (3.7) ile verilen baslangic deger
probleminin bir ¢éziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.10) ile verilen denklemin
de bir ¢oziimii olmasi anlaminda (3.7) denkleminin (3.10) ifadesine denk olmasina

dayanir.
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(3.7) denklemi ile verilen baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii, Volterra Integral

denklemine

- tv 1 t —
y(t) = 21[,0‘:]0 Ly, @ -+ %fo (t—w*f(wyw)du (3.11)
esdegerdir, (N. J. Ford, A. D. Freed, K. Diethelm, 2001).

Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6zliimii i¢in kullanilacak yaklasimi belirtirken,
once birinci dereceden denklemler i¢in klasik tek adimli Adams - Bashforth —

Moulton algoritmasini olusturalim;

Dy(®) = f(t,¥(®)),
y(0) =y, (3.12)

f fonksiyonunun [0,T] araliginda tek bir ¢6ziimii oldugu varsayilsin.
(3.1) ‘de Adi Diferansiyel Denklemlerin tek adim Adams-Bashforth- Moulton ile
¢Oziimii i¢in predictor- corrector yaklasimina benzer sekilde kesirli diferansiyel

denklem i¢in de tekrar edilebilir.

{ti=jh:j=01,..,N} N tamsayi ve h =% YR y(t) (=12, .. k)
olmak tizere, (4.2) denklemine benzer olarak;
t
y(tes1) = y(&) + ftkk“f(z,y(z))dz (3.13)

(3.12) denkleminin [ty4, t] araliginda integrali alinarak (3.13) ifadesi elde edilir.

(3.12) denkleminin sag tarafina, Trapezoidal Quadrature formiilii uygulanirsa,

[} 9@)dz ~ =2 (g(a) + g(b)) (3.14)

Ver1 =Y + 5 [f(toyi) + f(ten Yie)]  (3.15)

(3.15) denklemi elde edilir ve bu tek adimli Adams-Moulton metodunun kapali
formudur. Burada (3.1) ile verilen y?, ,, 6n yaklagimu,
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Yis1 = Vi + hf (b yie) (3.16)
yerine konursa,

Vst = Vi 5 [f(twyi) + ftenyi)] (317

yaklagimi elde edilir.

Predictor-Corrector Algoritmasi

Adim 1. Jj,h,k,m,a,N degerleri girilir.

Adim 2. Predictor degeri (3.16) denklemi ile hesaplanir.
Adim 3. f(trs1, ¥y, sayisal degeri hesaplanir.

Adim 4. Corrector degeri (3.17) denklemi ile hesaplanir.
Adim 5. f(tk+1, Y4 1) sayisal degeri hesaplanir.

seklinde verilir. Bulunan sonug, sonraki integrasyon adiminda kullanilmak iizere
depolanir. Adi diferansiyel denklemler i¢in olusturulan sema bazi1 degisiklikler ile
Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in de olusturulur.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemi,

Dy(0) = f(t,y(®))

seklinde verilmis olsun. Yukarida verilen kesirli mertebeden diferansiyel denklemi

integre edilirse (3.11) uyarinca,

1

[(Z]— tv 1 t
= (C) D — —u)et
v=0
ifadesi elde edilir. Denklemin sag tarafindaki integrale, t; (j = 0,1, ..., k + 1) ; agirlik

fonksiyonuna gore (tp4q —2z)* ! icin product trapezoidal quadrature formiiliinii

uyarica,

f()tk+1(tk+1 —2)*'g(2)dz = fotk+1(tk+1 —2)* ' Grs1(2)dz (3.18)

yaklasim yapilsin. Burada

tk+1 1~
f0k+ (trs1 — 2)* ' Gr41(2)dz = f:(} a; k+19 () (3.19)
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ve

— ha
aj'k+1 o a(a+1)
ket — (k — a)(k + 1)® j=0
((k—j+2)" + k=Pt =2k —j+ DY, 1<j<k  (3.20)
1 J=k+1

seklinde elde edilir (K. Diethelm, N. J. Ford, A. D. Freed, 2001).
Yukarida elde edilen (3.18), (3.19), (3.20) denklemleri, (3.11) denkleminde yerine

konursa,

[a]-1 k+1

t! . 1
Vi1 = Z %)’0(1) + @ Z @ iesrf (8, ¥)) + Gesr et f (ke VP 1y y)

j=0 j=0
(3.21)

kesirli mertebeden tek adim Adams- Moulton yontemi icin corrector formiilii elde
edilir (K. Diethelm, N. J. Ford, A. D. Freed, 2004). Yontem acik olmadigindan,

denklemin sag tarafindaki y?,  terimi, Predictor formiilii ile hesaplanir. Bu amagla,

(3.11) denkleminin sag tarafindaki integral i¢in product rectangle kurali uygulanirsa,

[ (s — 2)* g(2)dz = T3 b)p9(L) (3.22)

(tk+1 tj)a - (tk+1 - j+1)a
a

tjt1 .
bjk+1 = f (tr41 —2)% ' dz
t

s = (e +1 =) = (ke = ) (3.23)

(3.21) denklemindeki y?, . degeri, kesirli Adams- Bashforth metodu ile ,

k+1

t
Y1 = 25 0 k+1y Dt —— (X2 bjw+1f (L)) (3.24)

1"()

elde edilir, (K. Diethelm, N. J. Ford, A. D. Freed, 2004).
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Boylece (3.23) ve (3.26) esitlikleri birlikte goz Oniinde bulundurularak kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinii veren tek adimli kesirli

Adams-Bashforth-Moulton metodu elde edilir.

3.3. Gecikmeli ve Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemler icin Adams-
Bashforth-Moulton Yéntemi

3.3.1. Gecikmeli Diferansiyel Denklemler i¢cin Adams-Bashforth-Moulton

Yontemi

Gecikmeli kesirli diferansiyel denklemi

DEy(t) = f(t,y(t),y(t — T)) ] t=>0, m—1<a<m,
(3.27)
y() = 9(D), t<0
baslangi¢ kosullar1 ile verilmis olsun. (3.27) gecikmeli kesirli diferansiyel
denklemindeki y(t —t) gecikme terimi, T’nun sabit ve zamanla degisen olma
durumlari olmak tizere, 2 farkli durum igin incelenmektedir.
Durum 1: (7 sabit)
Herhangi bir z degeri igin t;_, bir t, grid noktasi olmayabilir. Ornegin,
(m—-5&h=1 ,06<1
olsun. Bu halde, § = 0 iken, y(t,, — 1) terimine,
6=0=>(m—-0).h=1
mh=rt
olur. Yani, y(t, — t) = y(t, — mh) gerceklenir. Bu halde y(t,, — z) terimine

n>m

-0 ={0 ™ (3.28)

seklinde yaklasilabilir.

0 < 6 < 1iken, y(t, — 1) dogrudan hesaplanamaz. Burada 6nemli olan ve dikkate
alinmasi gereken husus gecikme teriminin istenilen aralik igerisinde bir grid noktasina
karsilik geliyor olmasidir. Karsilik gelmiyor olmasi da o grid noktasi i¢in y degerini

hesaplayamadigimiz anlamina gelmektedir.
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(m — 1)h < z < mh olmak tzere, V.1, V(tp+1 — 2) igin
Vi1 = 0Yn-msz2 + (1 — 8)Ynoms1 (3.29)
kosulunu gergekleyen bir yaklasim olsun. Burada, V,, ., yaklasimi; y(t,.; — 7) en

yakin iki nokta ile Interpolasyon ile olusturulmaktadir.

y_y0=y1_3’0

X=Xy X1 — X

Y1 —Yo
X1 — Xo

Yy =Y+ (x—xp)

Iki nokta interpolasyonu kullanilarak, (m — 2) ve (m — 1) noktalar1 ile yaklagik

olarak lineer Interpolasyon,

y(tn+1 - T) = Yn-(m-1) T 6(yn—(m—2) - yn—(m—l))
= 6yn—(m—2) + Yn-(m-1) — Syn—(m—l)
y(tn+1 - T) = 6yn—(m—2) + (1 - 6)yn—(m—1)

Vat1 = 0Ynomsez + (1 - 6)yn—m+1

seklinde yazilabilir. m > 1 ise, sayisal denklemi agik formda oldugundan, dogrudan

hesaplanabilmektedir, (Zhen Wang,2013).
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Durum 2: (r zamanla degisen )
T = 7(t) zamanla degisen bir fonksiyon ve V,, .4, y(t,+1 — 7)’e bir yaklasim ve

T(tn+1) = (Mpt1 — Gns1)h, Mpyq € Zt, 8p41 € [0,1).

olsun. Bu halde,

(my41 — 2, my,1 — 1) noktalari igin
Y(tns1 — T(tn41)) = Ynemnri—1) T One1 Un-(mps1-2) = Yn—(mps1-1))
= Vn-mpsi+1 T 5n+1(3’n—mn+1+2) — Ont1Vnempp,+1)
= n+1(yn—mn+1+2) + (1= 6n41) Vnmpyq +1)
Vg1 = 6n+1(yn—mn+1+2) + (1= 6n41) Vnmyy, +1) (3.30)

ifadeleri elde edilir.
m =1 ve § # 0 oldugunda (3.29) denkleminin sag tarafindaki ilk terim de 8y, 41
olacagindan, denklem kapali formda olur. Bu terim (3.4) ile verilen predictor
yardimiyla elde edilecektir. T sabit ve zamanla degisen parametre iken yaklagim
algoritmalart ,

T sabit iken;

m=2;

Vis1 = 6yn + (1 — 8)yn-1
m=1;

Vit1 = 0Yni1 + (1 - 6)3’11
m=0;

Vit1 = 0Yni2 + (1 - 6)3’n+1

T =1(t) iken;
Myt1 = 2;
Vnt1 = On41¥n + (1 = Sns1)Yn-1
Mpyr =15
Vit1 = Ons1Vn+1 + (1 = 6t W
Mpyq = 0;

Vagr = 6n+1yn+2 + (1 - 6n+1)yn+1
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seklinde verilir. m = 0 ve m = 1 durumlarinda 7’ nun her iki durumu i¢in de denklem
kapalidir. Bu durumda 7 sabit iken; m > 1 ve T zamanla degisen iken; m,,,; > 1 olup

olmadigi, algoritmaya baslamadan 6nce m degerinin kontrol edilmesi gerekmektedir.

3.3.2. Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemler icin Adams-Bashforth-

Moulton Yontemi

Gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin
gecikmeli diferansiyel denklemlerin ve kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢ozlim algoritmalar1 olusturulmustur. Bu amagla Adams- Bashforth-Moulton yontemi
kullanilmistir. (1.2) ile verilen, Gecikmeli kesirli mertebeden baslangi¢ deger

problemi i¢in predictor-corrector semast ile olusturulan algoritma,

t h¢
Yn+1 = Z Pi 7;;1 i I-v(a + 2) f(tn+1'y1f+1' vn+1)

> r(a)z =04, n+1f(t j» Yj» v]) (3.31)
v _ {6yn—m+2 + (1 - 6)yn—m+1 ’ m>1
1= _ )
n+ §y? .+ (1 =8y, m=1
m-1 K
1
Va1 = Z Pk T;{, F( ) Z i+ f (&, ), vj)
k=
h . .
binst = o ((n = j + 1D = (n — ))
M
aj’k+1 - a(a+1)
n*tl—(m—a)(n+ 1% ,j=0
(n=—j+2)** + (n— N —2n—j+1D**),1<j<n (332
1 Jj=n+1

verilir , (Zhen Wang, 2013).

20



3.4. COZUMUN KONTROLU VE HATA ANALIZi

(1.1) ile verilen gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemin predictor-
corrector yontemi ile yaklasik ¢oziimii (3.31) ile verilmektedir. Bu durumda (3.31) ile
verilen yaklasik ¢6ziim (1.1) denklemini yaklasik olarak saglamalidir. Bu halde V t =
t;,; i =0,12,...,N igin

seklindedir veya,
E(t;) < 107%i(k; herhangi bir pozitif tamsayr)

olmalidir. Eger maksimum 107%i=10"% ( k , herhangi bir pozitif tamsay1) énceden
belirlenirse N nokta sayis1 t; noktalarinin her birindeki E (t;) degeri alinan 10~*’dan
kiiclik oluncaya kadar arttirilir. Diger taraftan hata fonksiyonu (1.1) denklemi

i¢in,

E(tB) = Dy () — f(t,y(®),y(t — 1))

seklinde ifade edilir. Eger bu fonksiyonun grafigi n nokta sayis1 artarken ¢t_

eksenine yaklasiyorsa ¢oziimiin hatas1 asimptotik olarak sifira yaklagiyor demektir.
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4. BULGULAR VE IRDELEME

Bu boéliimde; kesirli mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlere farkli a ve
degerleri i¢in yukarida verilen yontemler uygulanmistir. Farkli degerler icin elde
edilen sonuglar tablolar ve grafikler ile analiz edilmistir. Ayrica bu sonuglardan
faydalanilarak yontemin kullamishilign  ve tutarlilign incelenmistir. Coziim

algoritmalarinda Maple ve Matlab programlar1 kullanilmistir.

4.1. Adi Diferansiyel Denklemlerin tek adim Adams-Bashforth-Moulton

Yontemi ile Uygulamalar:

Ornek 4.1.1. (James F. Epperson, 2013)
Baslangi¢ deger problemi,

y' = -y +sint, y(0)=1.
seklinde verilmis olsun. Bu problemin tam ¢6ziimii,

3 1
y(t) = Ee"t + 5 (sint — cost)

seklindedir. Denklemin t,, = t, + nh olmak iizere h = i ve é gibi degerleri icin

Euler ve tek adim Adams - Bashforth- Moulton yontemiyle niimerik ¢éziimlerini
arastiralim.

Tek adim Adams — Bashforth — Moulton yontem algoritmast;

h
Yn+1 =Yn + E (f o yn) + f(tnsr, Yo + B (8 Y0)))

seklinde verilir.
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Cizelge 4.1: h=0.01 i¢in Ornek 4.1.1 ‘in ABM ve Euler ¢dziimlerinin karsilastirilmasi
t Euler ABM

0.01 1.0084147 1.0083873
0.02 1.0167746 1.0167192
0.03 1.0250787 1.0249947
0.04 1.0333263 1.0332131
0.05 1.0415164 1.0413734
0.06 1.0496481 1.0494748
0.07 1.0577205 1.0575164
0.08 1.0657329 1.0654973
0.09 1.0736844 1.0734167
0.10 1.0815740 1.0812737

135 T T T T T T T T T

t
Euler 565
—&— ABM el

1.3

1.25

1.1

1.05

1 1 1 1 ] | ! 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t

Sekil 4.1: h=0.01 i¢in Ornek 4.1.1 ‘in ABM ve Euler ¢dziimlerinin karsilastirilmasi
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Cizelge 4.2: h=0.01 ve h=0.05 i¢in ABM yontemiyle Ornek 4.1.1%in yaklasik ¢oziimleri

t h =0.01 h = 0.05
0.05 1.0413734 1.0413731
0.10 1.0812737 1.0812733
0.15 1.1195943 1.1195941
0.20 1.1562328 1.1562332
0.25 1.1910922 1.1910932
0.30 1.2240810 1.2240830
0.35 1.2551145 1.2551177
0.40 1.2841148 1.2841193
0.45 1.3110110 1.3110170
0.50 1.3357394 1.3357471
1,5 T T T T T T T T T
h=0.01
1.45 I' | ——h=0.05 5-
14 f
1.35 |
13}
Z125¢
12}
1.15 2
11}
105
1 1 1 1 ] ! ! 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Sekil 4.2: h=0.01, 0.05 icin ABM yéntemiyle Ornek 4.1.1’in yaklasik ¢dziimleri

t
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Cizelge 4.3. h = 0.01 i¢in Ornek 4.1.1°in ABM ve Tam ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3

£ 025
0.2
0.15
0.1

0.05

t ABM Ye = tamgoziim Error
|Ye - ABM'
0.40 1.2841148 1.2140877 0.0700272
0.41 1.2896645 1.2346911 0.0549734
0.42 1.2951295 1.2554192 0.0397103
0.43 1.3005092 1.2762712 0.0242380
0.44 1.3058032 1.2972464 0.0085569
0.45 1.3110110 1.3183439 0.0073329
0.46 1.3161320 1.3395630 0.0234310
0.47 1.3211658 1.3609029 0.0397371
0.48 1.3261120 1.3823628 0.0562508
0.49 1.3309700 1.4039419 0.0729719
0.50 1.3357394 1.4256394 0.0898999
ey
I \&"."i ’
RY‘,-{
r &\ﬁw
4«‘&‘
w\'&\
! %
\w.\-
®
- R‘K
K‘S{
- L3
Y
L ’\ﬁ\a\
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

t
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Sekil 4.3. h = 0.01 igin Ornek 4.1.1’in hata grafigi




Ornek 4.1.2. (James F. Epperson, 2013)
Baslangic deger problemi,

y =y—t>+1, y(0)=0.5
seklinde verilmis olsun. Bu problemin tam ¢6ziimii,

t

e
y(t)=t2+2t+1—?

seklindedir. Denklemin t, = t, + nh olmak tizere h = 0.01,0.05 degerleri i¢in
Euler ve tek adim Adams-Bashforth-Moulton yontemiyle niimerik ¢6ziimlerini

arastiralim.
Tek adim Adams — Bashforth — Moulton yontem algoritmast;

h
Yn+1 =Yn + E (f o yn) + f(tnsr, Yo + B (En Y0)))

seklinde verilir.

Cizelge 4.4: h=0.01 igin Ornek 4.1.2 ‘nin ABM ve Euler ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

t Euler ABM
0.01 0.5075000 0.5075122
0.02 0.5150244 0.5150481
0.03 0.5225719 0.5226062
0.04 0.5301411 0.5301851
0.05 0.5377306 0.5377837
0.06 0.5453391 0.5454003
0.07 0.5529651 0.5530338
0.08 0.5606074 0.5606828
0.09 0.5682646 0.5683460
0.10 0.5759354 0.5760219
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ABM
0.58 | | —&=— Euler

0.57

0.56 |
= 0551
>

0.54 |

0.53

0.52

0.51 L L

Il L

Il

Il

]

001 002 003 004 0.05 006 0.07 008 0.09

t

0.1

Sekil 4.4: h=0.01 igin Ornek 4.1.2 ‘nin ABM ve Euler ¢dziimlerinin karsilastirilmas:

Cizelge 4.5: h=0.01 ve h=0.05 i¢in ABM yontemiyle Ornek 4.1.2°nin yaklasik ¢oziimleri

t h=0.01 h =0.05
0.05 05377837  0.5377773
010 05760219  0.5760081
015 06145481  0.6145257
020 06532018  0.6531697
0.25  0.6918306  0.6917880
030 07302920  0.7302381
0.35  0.7684550  0.7683892
0.40 08062010  0.8061229
0.45  0.8434247  0.8433342
0.50 _ 0.8800347  0.8799318
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0.9

085 | ‘_‘EHh=0.01

h=0.05

o

~

(&)
T

0.6

055F "

Il

Il

Il

Il !

0.5
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
t

0.35

0.4 045

0.5

Sekil 4.5: h=0.01 ve h=0.05 icin ABM y&ntemiyle Ornek 4.1.2’nin yaklasik ¢oziimleri

Cizelge 4.6: h=0.01 igin Ornek 4.1.2 ‘nin ABM ve tam ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

t ABM Yo — tam ¢ozuim Error

|ye — ABM'
0.01 0.5075122 0.5150749 0.0075627
0.02 0.5150481 0.5302993 0.0152513
0.03 0.5226062 0.5456727 0.0230666
0.04 0.5301851 0.5611946 0.0310095
0.05 0.5377837 0.5768645 0.0390808
0.06 0.5454003 0.5926817 0.0472814
0.07 0.5530338 0.6086459 0.0556121
0.08 0.5606828 0.6247565 0.0640736
0.09 0.5683460 0.6410129 0.0726669
0.10 0.5760219 0.6574145 0.0813926
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—H&— Tam Cézim 0
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y(t)

5 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t

05 B

Sekil 4.6: h=0.01 i¢in Ornek 4.1.2 ‘nin ABM ve tam ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

0.6 T T T T T T T T T

0.5

0.4

<03

0.2

0.1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

t
Sekil 4.7: h=0.01 i¢in Ornek 4.1.2 ‘nin hata grafigi
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4.2. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Adams-Bashforth-Moulton

Yontemi ile Uygulamalar

Ornek 4.2.1: (K. Diethelm, N.J.Ford, A. D. Freed, 2001)

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemi,

a
DZy(t) 19320 8% -3 d (5 i 7) 7 + 9F( +1)+ (3 2 t4)3
% =  ——----— —_— —e —_— a —_ —_—
W =To—a r(s-9) 4 2
3
- [y(®]2
baslangi¢ kosullari;

y(0)=0,y'(0) =0

ile verilmis olsun. Denklemin tam ¢6ziimii,

9
y(£) = 7 =34+ e/2 4 2 ¢

seklindedir. Baslangic deger problemimiz
ti =012,..,N}, tj=jh, h =% ve N , bir tamsayr olmak iizere Adams-

Bashforth-Moulton algoritmasini uygulayarak ¢6zelim. n=3 i¢in ¢éziim algoritmast:

Predictor-Corrector ¢6ziim algoritmasi

Adim 1. j,h, k,m,a,N degerleri girilir.

Adim 2. bj,kﬂ sayisal degeri bulunur.
Adim 3. y,fﬂ sayisal degeri bulunur.
Adim 4. a; x.+1 sayisal degeri bulunur.

Adim 5. Vi +1 degeri bulunur.

seklinde verilir.
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Cizelge 4.7: @=2 ve h=0.05 icin ABM yéntemiyle Ornek 4.2.1°in yaklagik ¢oziimleri

0.8

0.7

0.6

0.5

€04+

031

0.2

011

t ABM Yo — tam ¢ozum

0.05 0.0168703 0.0056241
0.10 0.0449579 0.0224700
0.15 0.0841986 0.0503974
0.20 0.1344463 0.0890426
0.25 0.1953422 0.1377106
0.30 0.2660497 0.1952756
0.35 0.3448304 0.2600936
0.40 0.4285275 0.3299354
0.45 0.5122104 0.4019481
0.50 0.5894135 0.4726562

—*— Tam Co6zim

—&— ABM o8,

0.2

0.4

0.6

t

0.8

1.2

Sekil 4.8: =2 ve h=0.05 igin Ornek 4.2.1’in ABM yo6ntemi ile yaklasik ve tam ¢dziimleri
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Cizelge 4.8: @=1.25 ve h=0.05 i¢in ABM y&ntemiyle Ornek 4.2.1’in yaklasik ¢oziimleri

t ABM Yo — tam ¢ozum

0.05 0.1183941 0.0531951

0.10 0.2063890 0.1264557

0.15 0.2998819 0.2095736

0.20 0.3954617 0.2991803

0.25 0.4851184 0.3928357

0.30 0.5590177 0.4881715

0.35 0.6107410 0.5825811

0.40 0.6405616 0.6730830

0.45 0.6533200 0.7562715

0.50 0.6547537 0.8283360

0.9 - . . - . .
—#—Tam Cozim
15 o o s
5
0.7 ] ]
#
- e
0.6 B |
P
- 0.5 el |
= Bt
041 - Al 1
' i
$ s
0.3 A K T
//
0.2 1 B 2 .
el |
o
¥
005 01 015 02 025 03 035 04 045
t

Sekil 4.9: a=1.25 ve h=0.05 igin Ornek 4.2.1’in ABM yontemi ile yaklasik ve tam ¢dziimleri
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Cizelge 4.9: & = 2 ve h=0.05 i¢in Ornek 4.2.1 ‘nin ABM ve tam ¢dziimlerinin karsilastiriimas1

t ABM Ve = tam ¢ozim Error
|ye - ABM'
0.10 0.0449579 0.0224700 0.0224879
0.20 0.1344463 0.0890426 0.0454037
0.30 0.2660497 0.1952756 0.0707741
0.40 0.4285275 0.3299354 0.0985921
0.50 0.5894135 0.4726562 0.1167572
0.60 0.6977995 0.5935162 0.1042833
0.70 0.7160528 0.6559380 0.0601148
0.80 0.6374469 0.6247322 0.0127148
0.90 0.4867781 0.4814972 0.0052809
1.00 0.3122927 0.2500000 0.0622927
| E—
0.1} Fa
/// .‘.\v"
0.08 | /
/'/
> 0.06
004t /
4
/
// /
0.02
0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.8 0.9

t

Sekil 4.10: & = 2 ve h=0.05 i¢in Ornek 4.2.1 ‘nin hata grafigi
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A
E -
0.1} P ]
0 T 1 | 1 ! 1 1 ! 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

0.4 045
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Sekil 4.11: @ = 1.25ve a =2 i¢in Ornek 4.2.1 ‘nin ABM ile yaklasik ¢oziimleri

Ornek 4.2.2: (R.Douafia, S.Abdelmalek,2019)

Kesirli mertebeden diferansiyel denklem,

Py =22y
Y T Ty —26)96% Y
baslangi¢ kosullart;
y() =05,

t<o0
ile verilmis olsun.
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Cizelge 4.10: @=0.66 ve h=0.1 i¢in ABM yéntemiyle Ornek 4.2.2°nin yaklasik ¢dziimleri

t ABM

0.10 0.0643490
0.20 0.1450548
0.30 0.2362201
0.40 0.3358902
0.50 0.4430245
0.60 0.5569912
0.70 0.6773791
0.80 0.8039086
0.90 0.9363849
1.00 1.0746704

5F b}
4r =2
=X j
2 B E/EKZ/Z#Z -
=
%
.
# e B"'a, i
=
== =
587

O 1 1 1

0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 4.12: @=0.66 ve h=0.1 icin ABM yéntemiyle Ornek 4.2.2’nin yaklasik ¢oziimleri
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Cizelge 4.11: @=1.25 ve h=0.1 i¢in ABM yéntemiyle Ornek 4.2.2°nin yaklasik ¢dziimleri
t ABM

0.10 0.0569710
0.20 0.1288046
0.30 0.2150714
0.40 0.3146904
0.50 0.4264048
0.60 0.5489441
0.70 0.6810921
0.80 0.8217153
0.90 0.9697706
1.00 1.1243047

—#—ABM

Sekil 4.13: @=1.25 ve h=0.1 igin ABM yo6ntemiyle Ornek 4.2.2°nin yaklagik ¢oziimleri
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—+&— alpha=0.66
—#—— alpha=2

Sekil 4.14: @=0.66 ve =2 igin ABM yéntemiyle Ornek 4.2.2’nin yaklasik ¢dziimlerinin

karsilastiriimasi
4.3. Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Adams-Bashforth-Moulton
Yontemi ile Uygulamalar:
Ornek 4.3.1: (Zhen Wang,2013)

Gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemi,
D&y(t) = ;tz‘“ — "t 2tt — 2 — T — y(t) + y(t — 1),
r—a r-a

a € (0,1),

yt)=0,t<0
kosulu ile birlikte verilmis olsun. Bu denklemin tam ¢oziimii,

y(©) =2 —t

dir.t € [0,T] igin ti=jh,j=0,1,...,Nveh=T/N’dir. Farkli & (kesirli
mertebe), h ve 7 (gecikme terimi) i¢in ABM ile ¢6ziimii asagidaki tablo ve
grafiklerde verilmistir.
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Cizelge 4.12: @ = 0.2, T =0.75 ve h = 0.1 igin ABM y®ontemiyle Ornek 4.3.1in yaklagik ¢oziimleri

t ABM Yo — tam ¢ozum
0.50 0.2011674 0.2500000
0.60 0.1664970 0.2400000
0.70 0.4723122 0.2100000
0.80 0.5861446 0.1600000
0.90 0.2684511 0.0900000
1.00 0.3354894 0.0000000
1.10 0.3609720 0.1100000
1.20 0.5725823 0.2400000
1.30 0.7080236 0.3900000
1.40 0.9411018 0.5600000
1.50 1.1032177 0.7500000
1.2
—&— ABM
—s— Tam Co6zlim
1 L
I 7 ]
0.8 2 b 1
4 '
//./
04 r ___——%‘,-/ L
e ot ._{'_‘;?—__ I
' w
0.2 f
0 e : ' : :
0.9 1 11 12 1.3 1.4 15
t

Sekil 4.15: & = 0.2, T=0.75 ve h = 0.1 igin Ornek 4.3.1’in Tam ¢dziimii ve ABM y&ntemiyle

yaklagik ¢oziimleri
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Cizelge 4.13: @ = 0.2, T=1 ve h = 0.1 i¢in ABM y&ntemiyle Ornek 4.3.1’in yaklagik ¢oziimleri

t Yo — tam ¢ozum ABM
0.50 0.2500000 0.2011674
0.60 0.2400000 0.1664970
0.70 0.2100000 0.4723122
0.80 0.1600000 0.5861446
0.90 0.0900000 0.2684511
1.00 0.0000000 0.3354894
1.10 0.1100000 0.4049963
1.20 0.2400000 0.4009596
1.30 0.3900000 0.7444543
1.40 0.5600000 0.8793224
1.50 0.7500000 1.2111101
1.4
&— Tam Cozim
#— ABM
1.2}
1+
0.8 1
- A
= i
06| e
04 i & — g a
- _jf__/,.e.r'
0 c::-"'f;.'f- . : - : ' . : :
1 106 11 1156 12 125 13 135 14 145

Sekil 4.16: @ = 0.2, T =1 ve h = 0.1 i¢in Ornek 4.3.1’in Tam ¢oziimii ve ABM yontemiyle yaklasik

t

¢oztimleri
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Cizelge 4.14: & = 0.2 ve T=0.75 i¢in Ornek 4.3.1 ‘nin ABM ve tam ¢dziimlerinin karsilastirilmasi

t ABM Yo = tam ¢ozim Error
|ye - ABM'
1.10 0.3609720 0.1100000 0.2509720
1.20 0.5725823 0.2400000 0.3325823
1.30 0.7080236 0.3900000 0.3180236
1.40 0.9411018 0.5600000 0.3811018
1.50 1.1032177 0.7500000 0.3532177
1.10 0.3609720 0.1100000 0.2509720
1.20 0.5725823 0.2400000 0.3325823
1.30 0.7080236 0.3900000 0.3180236
1.40 0.9411018 0.5600000 0.3811018
1.50 1.1032177 0.7500000 0.3532177
1.4 .
—&—T=0.75
—#—T=1 ‘
1.2 F ot
e
0.8 s
0.6 P “':_:_7
0.4 r - /}/
o2t
0 : - - ; . : ,
1.1 115 1.2 125 1.3 1.35 1.4 145 1.5

Sekil 4.17: T =0.75 ve T =1 igin Ornek 4.3.1’in ABM yo6ntemiyle yaklasik ¢oziimlerinin

karsilastiriimasi
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Ornek 4.3.2: (Behrouz P.Moghaddam, Zeynab S. Mostaghim, 2013)

Gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemi,

k—ykx—96) >
k+rcy(x—9)

DEY() =y (o

y(x)=05,-6<x<0

kosulu ile birlikte verilmis olsun. Riemann — Liouville kesirli integral tanimi (4.1)

uyarinca x’e gore integrasyon alinir , gerekli islemler yapilirsa,

k—0.5 ra
k+05rcll'(a+ 2)

a

y(b) = 0.5r

elde edilir.Bu problem i¢in sonlu fark algoritmasi,

( fori=1,..,N
Ry T
Wy = \T@-a) 4 i
__ Thkyi L TViem
\ k+rcyi_m k+rcyi_n

i
Yitr =Yi — Z[(] + D — ]y + Z[(j + D=y +
=

rkh*T'(2 —a)y; Th*T'(2 — a)yiyi-m

k+rcy_m k+rcyi_m

seklindedir.

n=3 adim i¢in ABM y0Ontemi ile ¢6ziim algoritmasi iterasyon yardimi ile,

m—1 .k o
Wy k h™b f(0.¥
p= [ 0 ] + L ( 0)

i—o K (o +1.)
m—1 k o
h oy, k h™b f(U.;‘ }
) o Yo 1 0 ) )
m—1 hKJ'DF\' h f[h. [ Z Th ] + CESH) +0‘.f(0..10) +(11f(0..10)
= o +
= K (o +2)
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m—1 k m—1 k m—1 ik
L (30) 3k 1 - AN (3h) "y k 1 o ) < oy k
¥y = {kgo T J + Tat2) h™| fl3h [ = o + Tot1) h b;f(ﬂ-.‘o) + b,/ h P
m—=1,k o
o Wy k h blf(O.yo) -
. I f[h,[go i ]+7F(0:+1.] + of (0.3y) + @y f(0.) ol m—1 (2h)x}‘0n’( . .
T(ot2) il R etz " 712"

. e ] W f(0y,
(52, LB R e ]|

{mq (lh]kyok] ha[blf(o‘xl) +b,f
+

= I(o+2)
0
;Zu K Mo+1.)
m—1 k m—1.k
= (3h) yulf 1 o ) hygk
p-—[;g el R ey DY CEO RN ;cz:u -
m—1 i oL
. Wk ) b f(0.37) _
§ f[h”[,;:o "l ]*W +af(0.3p) + af(0x) . "’?th)kygk TR 4 Y
+ Mo t2) e el IR e pr G o

m—1, i o
ey [T Lo
h.[v Yo ]+ =0 K Ma+1)

=y K Mo+2)

+ OLf(O.)-'O) + alf(O_yD)J ”

byf(0.3) + byf

mo1 R n*
{3 (2h)"y, ]+

m—1_k
N < Ry k
7w

N A N ICR
» f[k[;o o ]+ﬁ +af(0,_vo)+a1f(o.y0)] ]
o+ 2.)

Wl B ygk N = H Io+1.)
| =0 Mo+ 2)

+( -1 (- 1w 2.")f(0._1-0) +ayf(0.5) +af

+

bzf(O.yO) + b, f

+ mf(l).yu) + nlf(().yo)J ”

m—1 E n*
(Zh) "k
p= [,,Z[. k! ]+ Ma+1.)

", k] 1, 7(0.3)

s W\ | h S Ink ) I (0%) + af(0.y,) +a {0y,
" h.[? hJ'ok}Jr A= o+ 1) (0-39) + @, f(0.3)

by f(0.3p) +b,f

N = R o Mla+2) +(1.—1.(1.
. k) HBf(0,
. i) {f[h[zn ~ J+ﬁ +af(o._r[,)+a1f(o.yo)]
= 1.0) 2%) £(0.55) + @, f(0.3p) + ay | gu — o t2)
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+(1.-1.(1.- L.a) 22)£(0.50) + arf(0.55) + ayf| B | 2 o

k=0

m—1_k
h[v h _1'01r]

m—1 i o
Kok ) BB (0.
r f[l;,[z ;:’ ] r(;fi 1};)) +of(0.3) +alf(0.y0)]
k=0 - . a+1. o
+ T3] + (22 o (2 - e s )f(O._vO) +af(0.3)
f
"SR W A(0.8)
. o < N 1% X ) _ .
votln ﬂ%l hx}‘ok . f[h[zu n }4’ W + OCf(O.)O) +01f(0..10) ) y m{l (2?!)‘{}‘0;{
G = Ia+2) af|2h =0 M

>

m—1 _k o
el [ ) | o) | |
mY—‘l h'{}'ok h [f{h. { ;(/—:0 H J + W + ocf(O.}D) +“1f(0'-‘0)
bzf(O.)‘O) + blf h, +

PP o+2)

+ +(L-1(n

+ (xf(O._ru) + alf(O._vo)] J

m—1 .k o
Wy k h b, f(0.y,
net e L h“[f[h.[z - ]+M
h.[v Y JJr =0 * Moa+1)

e T(a+2.)

“lLa) z.“‘)f(o.yo) +ayf(05y) +ayf

seklinde elde edilir.

n=3 adim i¢in Sonlu fark ¢6ziim algoritmasi iterasyon yardimu ile,
. . (I-a) (I-a)
r=G+n
rkhal"(Z—oa)y1
k+rcy,

1.a) (1

(1. - ~1.a)
v, =y, —(2 - L)y +(2 -L)y, +

rh*T(2-a)y v,

k+trcy,
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rkh*T(2-a)y, rh"T(2-o)y vy,

-l.a)

— n (1 _ ) Ly (L-La)
Vi y1+(2. 1.)y0+ kirey. krrey, (2. 1.)
FkR*T(2. - 1. a)y
(l.—1.a) (.- 1. o) 1
v, -1.(2 ~ L)y, +(2. ~ L)y, + krron
Lrh*T(2.-1.a)y v, J-le) | ela
- k+rcy, -G T ¢
.-l a I.-1la .-l a
+3 T )] ))y0+rkh°‘l"(2—oe)[yl—(2.( 1)y,
NI rkk“F(Q—a)yl rh‘"lﬂ(Z—()t)yly_3 »
+(2. -1y, + k+rey, - k+rey, S (k+rey, )-r

r‘;ﬁ'ch”‘lﬁ(2foi)yl

k+rey,

1

by, (l.-1.a) (l.-1a)
h F(Q—Q)[yl—(l — L)y, +(2, ~ 1)y, +

rh*T(2-a)y v,
B k+rcy, vo/ tktrey,)

seklinde elde edilir.

Denkleminin niimerik ¢éztimleri farkli parametreler kullanilarak,
r=0.15, k=100, § =8, m=4,c=1,N = 10 ve a ‘nin farkl degerleri i¢in

asagidaki tablolarda verilmistir.

Cizelge 4.15: « = 0,15,0,35,0,65 ve § = 8 igin Ornek 4.3.2’nin SF ile yaklasik ¢dziimleri

t a = 0.15 a = 0.35 a = 0.65
1 0.578239 0.585549 0.604274
2 0.605934 0.637044 0.701666
3 0.620494 0.676253 0.800994
4 0.630219 0.709351 0.905617
5 0.637621 0.738824 1.017540
6 0.643587 0.765778 1.138054
7 0.648694 0.791001 1.268521
8 0.653190 0.814943 1.410226
9 0.657223 0.837895 1.564457
10 0.660889 0.860065 1.732545
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1.8

—o— alpha=0.15
—H— a|pha =0.35
16 e
14 1
1.2+
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& g
0.4

Sekil 4.18: a’nin farkli degerleri icin Ornek 4.3.2°nin SF yontemi ile yaklasik ¢oziimleri

Cizelge 4.16: @=0.65 icin Ornek 4.3.2’nin ABM ve SF yontemi ile yaklasik ¢coziimleri

t ABM SF

1 0.057508 0.604274
2 0.129082 0.701666
3 0.215566 0.800994
4 0.318190 0.905617
5 0.438290 1.017540
6 0.577248 1.138054
7 0.736475 1.268521
8 0.917401 1.410226
9 1.121465 1.564457
10 1.341405 1.732545
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1.8

167

14 r

127

0.8

—=— ABM

—&—SF

06e

047

0.2

10

Sekil 4.19: @=0.65 igin Ornek 4.3.2°nin ABM ve SF ydntemi ile yaklasik ¢oziimlerinin

Cizelge 4.17: @ = 0.15, « = 0.35 ve a = 0.65 igin Ornek 4.3.2 ‘nin ABM yéntemi ile ¢dziimleri

karsilastiriimasi

t a=0.15 @ =0.35 o =0.65
1 0.0651353 0.0600812 0.0575084
2 0.1439142 0.1361678 0.1290825
3 0.2366457 0.2262188 0.2155660
4 0.3445276 0.3320464 0.3181903
5 0.4689072 0.4549207 0.4382901
6 0.6111905 0.5961926 0.5752483
7 0.7728134 0.7572554 0.7364758
8 0.9552287 0.9395283 0.9174012
9 1.1599005 0.1444475 1.1214654
10 13883003 0.3734612 1.3501183
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Sekil 4.20: a’nin farkli degerleri i¢in Ornek 4.3.2’nin ABM yéntemi ile yaklasik ¢oziimleri

Ornek 4.3.3: (Behrouz P.Moghaddam, Zeynab S. Mostaghim, 2013)
Gecikmeli diferansiyel denkleminde,

D%y (x) = —dy(x) + cy(x — 8)(k — c2y(x — §))
baslangi¢ kosullari,

y(x)=160 —6§<x<0.

ile verilmis olsun. Ornek 1 ve 2 ’dekine benzer sekilde adimlar gerceklestirilerek,

1607 (1) .
y(b) = m [C(k - 160bZ) - d)]b

ifadesi elde edilir. Bu denklem i¢in ¢dziim algoritmast,

fori=1,..,N
hl—a i
= | Famg 20+ D =MDy
j=0

+dy; — ckyi—m + c*2(yi—m)* =0
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i=-m-m+1,..,0 y, =160

Yiv1 = (1 —dhT' (2 — a)y;)
i i
= DG+ DT =y + [+ Dy
j=1 j=1

+ ckh®*T' (2 — @)yi—m + c2zh*T (2 — @) (Vi—m)?

seklinde verilir. N=3 adim i¢in ¢0zlim algoritmasi asagidaki iterasyon ile elde edilir.

. (1-a) (1-a)
f=G+1 ="

yl =1.—-dh" ]—‘(2—01)_}20+Ckh0' F(Z—O,)y_m+C22har(2_a)y_m2

v, =1
—-dh*T(2-a)(l.-dh* F(270t)y[)+ckhc‘r(2foa)y_m+c2:h“ r(270c)y_m2)

(.- 1.a)

—-(2 -1.)

(L= 1L.dh T2~ L)y, +ckh*T(2.~Lo)y +zh*T(2.~1l.a)y ")

(lL-1a)

m

+(2 ~ L)y, +ekh TQ-a)y,  +zh*TQ2-a)y, °

¥, =1-dh*T(2-a)(1

—dh*TQ2-0)(L.-dhT(2-a)y, +ck*TQ2-0)y +zhT(2-a)y )
G A T
(L-1L.dh*T(2.~1.o)y, +ckh*T(2.~ L)y +c’zh* T(2.~ l.oc)y_mz)

1

T )y ek TR o)y, 4P zh T2 )y, ) -

(l.-La

(2 " 1) (L= 1.dh*T(2. - 1.0)
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(L-Ldh T2~ La)y,+ckh*T(2.~La)y +czh*T(2.~La)y, )-1.

T )

(L= Ldh* T2~ L)y, +ekh* T2~ La)y, + i T2~ La)y, )
+(2.(l_7l.a)_ l.)y0+0kha r(z_ l.Oﬂ)ylim‘Fczzha r(z— l.(l)ylimz)_
EARE T Rl

(L=1.dh* T2~ La)y +chkh*T(2.-La)y +zh*T(2.-La)y ")+

Ty

(L-1.dh*T(2. - L.a)y,+ckh*T(2. - L.a)y +zh*T(2.~La)y )

5 (L-1la)

+(_)_ .~ L __1-2-(1.71.11)

Yy, +ckh*T(2-a)y, +Czh*T(2-o)y, °

c=181,6 =3,k =0.5107,d = 0.147,z = 0.000226 ve a’nin farkl1 degerleri
icin nlimerik sonuglar agsagidaki tabloda ve grafikte verilmistir.

Cizelge 4.18: a = 0.15, ¢ = 0.35 ve & = 0.65 i¢cin Ornek 4.3.2 ‘nin SF ydntemi ile ¢dziimleri

t a=0.15 a=0.35 a=0.65

5 140.96965 144.03365 150.90728
6 136.80455 127.62833 137.71678
7 159.90555 158.07255 148.89835
8 117.07348 120.15375 139.46614
9 178.02257 155.30285 145.22879
10 98.653611 119.49577 141.09088
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Sekil 4.21: & = 0.35, & = 0.65 ve & = 1 igin Ornek 4.3.3‘in SF yontemi ile yaklasik ¢oziimii

Ornek 4.3.4: (Behrouz P.Moghaddam, Zeynab S. Mostaghim,2013)

Gecikmeli kesirli diferansiyel denklemi,

0D£y(x) = =2 () + £y (Iy(x = )
baslangi¢ kosullar ;
y(x)=09 —-6§<x<0.
ile verilmis olsun. Yukaridaki islemlere benzer sekilde adimlar uygulanirsa,

_ 01 (0.3 I(D)
y(b)—[—?+ e "T'la+1)

a

ifadesi elde edilir.
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Bu denklem i¢in ¢6ziim algoritmast,

( fori=1,..,N
hl—a i
- 4 1 1-a _ ;1—-«a o
LNyi = I—v(z _ a)zo[(] + ) ] ]D+yl_]
]:
1 1
\ T2V ZYYiem =0

i=-m-m+1,..,0 y;=09

a

Vit1 = (1 - h?F(Z —a)[1l- yi—m])yi

= D IG+ D =y + Y (G + D7y
j=1 j=1

seklinde verilir. N=3 adim i¢in ¢0ziim algoritmasi1 asagidaki sekilde verilmektedir.

. (I-a) (1-o)
f=0+1) —J

h I“(2—a)(l—y_m)
Yy L= £ Yo

e €

W T(2-a)(1-y, ) R T(2-a)(1-y )
yzf: | - 1 - y(]

1

T LA T2~ La)(l-1y ) .
—(2. —1)| 1= - v+ (2.

.al)
- L)y,
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[ h* r(z—a)(l—yz_m)M
V= 1 -

€
AT(2-a)(1-y, ) AT(2-a)(1-y )
= € = € Yo
o LAT(2.-La)(L.—1y ) )
(L-1a) m (L-1a)
—(2. —1.)[1.— - Jyn+(2. —1.)y0]—
(2.(1.1.11)_1.)(
LA*T(2.-1Lo)(l.-1y ) LA*T(2.-1o)(l.- 1Ly )
1.— . l. - . Y,
. LA*T(2. -La)(l.-Ly ) i
S NCA )—1.){1.— - }yﬂ+(2.(] ' )—l.)y“]

LA*T(2.-La)(l.- 1Ly )
Yo

€

e, W A "”){1.—

(1-1a) LA*T(2.-1.a) (1. 1.y_)
+(2. -1)|1.- v,

€
(.- la)

(L.-1l.a)

+(3. ~1.2. ) ¥,

A=02,6=6,m=4,N = 10 ve a’nin farkli degerleri i¢in niimerik sonuglar
asagidaki tabloda ve grafikte verilmistir.

Cizelge 4.19: @ = 0.50, @ = 0.75 ve & = 1 igin Ornek 4.3.4 ‘in SF ile ¢oziimleri

t a =0.50 a=0.75 a=1

1 0.5011971 0.6115840 0.6750000
2 0.4442992 0.4701655 0.5062500
3 0.3977466 0.3828432 0.3796872
4 0.3657258 0.3229255 0.2847658
5 0.3411175 0.2791345 0.2135741
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2.5

0.5

Sekil 4.22: a = 0.75 igin Ornek 4.3.4‘in ABM yéntemi ile yaklasik ¢oziimii

Cizelge 4.20: @ = 0.50, @ = 0.75 ve & = 1 i¢in Ornek 4.3.4 ‘in ABM yontemi ile ¢oziimleri

t a =0.50 a=0.75 a=1

1 0.0780405 0.0894991 0.0949500
2 0.1638024 0.1883408 0.2026000
3 0.2701174 0.3047502 0.3276500
4 0.4044600 0.4449903 0.4748000
5 0.5728818 0.6146760 0.6487500
6 0.7807355 0.8190701 0.8542000
7 1.1032953 1.0632077 1.0958500
8 1.3341843 1.3519620 1.3784000
9 1.6888732 1.6900829 1.7065550
10 2.1013089 2.0822222 2.0850000
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Sekil 4.23: & =0.50, @ = 0.75 ve & = 1 i¢in Ornek 4.3.4 ‘in ABM yontemi ile yaklagik

¢Oziimleri
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢Oziimleri i¢in predictor - corrector yontemi incelenmistir. Caputo Kesirli Tiirevi ve
Riemann-Liouville Integral formiilleri gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlere uygulanmustir.

Birinci boliimde gecikmeli kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tarihgesi
hakkinda genel bilgi, ikinci boliimde kesirli mertebeden tiirev tanimlar1 ve integral
tammlari ile ilgili kaynak ozetleri verilmistir. Ugiincii boliimde adi diferansiyel
denklemler, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel
denklemler ve gecikmeli kesirli diferansiyel denklemler i¢in ydntem analizi
yaptlmistir. Dordiinci bolimde ise iiglincii bolimde yontem analizi yapilan
diferansiyel denklemler i¢in uygulamalar yapilmistir. Yontemin kullanishilii icin
farkli a ve h degerleri i¢in yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen yaklasik
coziimler cizelge ve grafiklerle degerlendirilmistir. Cizelgelerde farkli « ve h
degerleri i¢in yaklasik ¢coziimler karsilastirilmistir ve bu ¢oziimler grafikler lizerinde
incelenmistir. Tiim hesaplamalarda Maple ve Matlab bilgisayar programlarindan

yararlanilmistir.

Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemlerin ¢6ziimii i¢in, Adams-Bashforth-
Moulton yonteminden yararlanilarak agiklanan predictor-corrector metodunun farkl
yontemler ile c¢oziilen Gecikmeli Kesirli Diferansiyel Denklemler ile uyumu
sonuglarin karsilagtirilmasiyla goézlemlenmistir. Adi Diferansiyel Denklemlerin
¢ozlimii i¢in kullanilan predictor-corrector metoduyla Euler metodunun ¢éziimlerinin
uyumlu oldugu tablolarda gosterilmistir. Uygulamali matematikte gecikme ve kesirli
mertebeden terimler iceren diger diferansiyel denklemler i¢in de predictor-corrector

metodunun uygun oldugu diisiiniilmektedir.
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