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ONSOZ

Bu ¢aligmada, ilgili literatiir taranmig ve Riemann manifoldlariin harmonik
dontiglimleri konusunda yapilan ¢ahigmalarin bir kismu {izerinde durulmustur.

Bu calsmanmin segiminde ve ¢aliyma sliresince bilimsel goriis ve
diigtincelerinden biiyiik lglide yararlandiim, degerli hocam saym Prof Dr.
Hasan Ozekes'e, ayrica, elestirileriyle bu ¢alismaya katkida bulunan, hocam
Prof. Dr. Yavuz Giindiizalp'e ve ¢aliyma esnasinda yardimlarim esirgemeyen,

sevgili esim Nefide Tanay'a tesekkiir ederim.
Bekir TANAY



OZET

Bu calismada, 1964 yilinda James Eells ve J.H. Sampson'un yazdif,
"Harmonic Mappings of Riemannian Manifolds" adh temel bir makale ile
baglayan, "Riemann manifoldlariin harmonik donfigtimleri teorisi" {izerinde
durulmustur.

Bu ¢aliyma iki bSliimden olugmaktadir:

Birinci boltimde; diferensiyellenebilir manifoldlar, Riemann metrigi, afin ve
Riemann konneksiyonlari, tensérler, lif demetleri gibi bazi temel kavramlar ve
bunlarla ilgili teoremler verilmigtir,

Ikinci bolimde ise, harmonik doniisiimiin tammm ve varhg, normal
koordinatlardaki ifadesi, bir donlislimiin enerji integrali, harmonik déniiglimlerin
bileskesinin de harmonik olmas1 igin gerekli sartlar, gibi konular detayh olarak
verilmiy ve harmonik dOniiglimlerin kiiglik boyutlardaki uygulamalar1 ele
alinmmsgtir.



ABSTRACT

In this study, the theory called harmonic maps of Riemannian manifolds
based on a fundamental paper written by J. Eells and J.H. Sampson in 1964, is
considered.

This study consists of two chapters. In the first chapter, some basic
theorems and definitions such as differentiable manifolds, Riemannian metric, afin
and Riemannian connections, tensors and fiber bundles are given.In the  second
chapter, the definition and the existence of the harmonic maps, the energy
integral of a map and the composition the two harmonic maps are given in

details and some examples in small dimensions are dealt with.



1. MANIFOLDLAR,
HAKKINDA GENEL BILGILER

1.0. GIRIS

Bu béliimde ; manifoldlar, manifoldlar arasindaki diferensiyebilir déniigiimler,
daldirma ve gémme kavramlari, yonlendirme, Lie parantezi, Riemann metrigi,
afin ve Levi-Civita ( Riemann ) konneksiyonlar1 gibi kavramlar, [1]’deki gekilde
verilmigtir.

Ayrica, kovaryant ve kontravaryant tensorler, tensorlerin temel islemleri,
Christoffel sembolleri, kovaryant tiirev gibi tensorlerdeki temel kavramlar [9]
ve [10]’daki gibi verilmis ve diferensiyel geometride sikca kullamlan tensor
carpmmi kavrami kisaca agiklanmigtir.[2].

Son olarak da, lif demetleri ile ilgili tamimlar iizerinde durulmugtur.[7].

1.1. MANIFOLDLAR

Tanmim 1.1.1 : (n boyutlu diferensiyellenebilir manifold)
M #9 bir kiime, {z,:Us CR* > M |2, 1—1,U, R”de agik kiime}
doniigiim ailesi verilsin. Bu takdirde;

i) Uze (Ua) = M,



Sekil 1 : Diferensiyellenebilir Manifold
ii.) W = 2o (Us) Nzg (Up) # 0 olan her o, B cifti igin 27 (Wa) ve 3" (Wp)

agik kiimeler ve ayrica z;' oz doniigiimii diferensiyellenebilir,
iii.) {(Uayzo)} ailesi (i) ve (ii) sartlanm saglayan maksimal aile,

gartlar1 saglanirsa, M kiimesine n boyutlu diferensiyellenebilir mani-
fold denir (Sekil 1). Burada, p € z, (U,) sartm saglayan (Us,,zo) ikilisine,
M’nin p noktasindaki bir parametrizasyonu (veya koordinat sistemi),
Zo (Ua)' ya da p'nin koordinat komguluju denir. Aynca, yukardaki sart-
lar1 saglayan {(U., o)} ailesine de diferensiyelenebilir yap: denir.

Tanmm 1.1.2 : M} ve MJ* swasiyla n ve m boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve ¢ : M; — M, bir doniisiim olsun. Eger, ¢ (p) noktasinda
y:V C R™ — M, seklinde verilen parametrizasyona karsihik, ¢ (z (U)) C y (V)
gartim saglayan z:U C R® — M; parametrizasyonu varsa ve,

ylopozx:U C R* - R™ doniigiimi =z '(p) noktasinda diferensiyel-
lenebilir ise, ¢ doéniigiimiine p € M noktasinda diferensiyellenebilirdir denir.



Eger, ¢ Mj’nin biitiin noktalarinda diferensiyellenebilir ise @’ye diferen-
siyellenebilir dénigiim denir (Sekil 2).

Px()

y (V)

1

| i

Sekil 2 : Diferensiyellenebilir doniigiim
Not: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. p € M noktasindaki teget
vektorlerin olusturdugu diizleme {tejet uzay denir ve T,M ile gosterilir.
Ayrica, dual tefet uzay ise T;M ile gdsterilir.

Onerme 1.1.3 : M? ve MJ® sirasiyla n ve m boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve ¢ : My — M, diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Bu
takdirde her pe My ve v € T,M; igin

a:(—ee)— M; a0 =p, d(0)=v

gartlarmi saglayan bir egri segelim. {(5%)0} ve {(-az—j)o} aileleri sirasiyla
ToMy ve Typ)M:z uzaylarmin bazi olmak iizere



do, (v) = (gi’;) £0) i=1,.m,j=1..m

geklinde verilen dyp doniigiimii lineer doniigiimdiir ve buna ¢’nin p nok-

tasindaki diferensiyeli adi verilir. Burada,

9y;
3:):,-

bir m xn matrisini ve £;(0)’da n elemanh bir siitun matrisini gostermektedir.

Tanim 1.1.4 : M ve Mj® sirasiyla n ve m boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve ¢ : M; — M, bir doniigiim olsun. Eger, ¢ diferensiyellenebilir,
1-1 ve ¢! diferensiyellenebilir ise ¢ doniigiimiine diffeomorfizm denir.
Eger, p€ M; igin p’nin bir U komgulugu ve ¢ (p)nin bir V komsulugu
¢ : U — V diffeomorfizm olacak sekilde varsa ¢’ye lokal diffeomorfizm

denir.

Tanim 1.1.5 : M ve MJ* swrasiyla n ve m boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve ¢ : M; — M. bir diferensiyellenebilir doniiglim olsun. Eger,
her p€ M; icin

dop : TyMy — Ty Mo
doniigiimii 1-1 ise ¢’ye daldirmae (immersiyon) denir. Buna ilaveten, eger,
p: My — (M)

homeomorfizm ise (¢ (M;)’deki topoloji My’'nin alt uzay topolojisidir) ¢’ye
gomme (embedding) denir. Eger, M; C M, ve i: My — M, bir gémme
ise My’e My’nin alt manifoldu denir. Eger, ¢ : M} — MJ* bir daldirma
(n < m oldugu agiktir) ise m — n sayisina ¢ daldirmasinin ko-boyutu denir.



Tamim 1.1.6 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger, M’de her

o, icin
o (Ua) Nzp (Up) =W # 0

gartimi  saglayan ve det (d (a:;l o a:a)) YO0 olan bir {(U,,z,)} diferensi-
yellenebilir yapisi varise M’ye ydénlendirilebilir, aksi halde ydnlendirilemez
denir. Eger, yukandaki gartlari saglayan diferensiyellenebilir yapr var ise
bu yapiya M’nin bir yonlendirilisi denir.

Eger, yukandaki gartlam sa§layan iki diferensiyellenebilir yapinin birle-
simi de yukaridaki sartlari sagliyor ise, bu iki diferensiyellenebilir yap:
ayni yonlendirmeyi belirler.

Eger, M yonlendirilebilir ve baglantih ise M iizerinde kesinlikle iki
ayrik yonlendirilis vardir.

M, ve M, diferensiyellenebilivr manifoldlar ve ¢ : M; — M, diffeomor-
fizm olsun. Bu takdirde

M; yonlendiridebilirdir&> My yonlendirilebilirdir

Eger, Mi ve M; baglantii ve yonlendirilebilir iseler ¢ M, iizerinde,
My’deki ilk yonlendirilis ile ¢akigabilen veya cakigamayan bir yonlendir-
me belirler. Birinci durumda ¢ yonlendirilisi tagwyor, diger durumda ise
ters ¢eviriyor denir.

Eger M, ViNV, kesigimleri baglantiiolan Vi ve V, gibi iki koordinat
komgulugu ile ortiilebiliyor ise M yonlendirilebilirdir.

Tanim 1.1.7 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki
bir X vektor alami her p € M’ye bir X (p) € T,M vektoriinii kargilik



getiren bir eglegtirmedir. Déniigiim olarak diigiindiigiimiizde, X vektor
alani M’den TM teget demetine giden do6niigiim olarak kargimiza
gikar. Eger, X : M —» TM doniiglimii diferensiyellenebilir ise X wvektor

alanina  diferensiyellenebilirdir denir.

Lemma 1.1.8 : M diferensiyellenebilir manifold, X ve Y M iizerinde
diferensiyellenebilir vektér alanlar1 olsunlar. M iizerindeki reel degerli C*°
fonksiyonlarmm kiimesini D (M) ile ve M iizerinde C* smfindan vektor
alanlarmin kiimesini de X (M) ile gdsterelim. Bu takdirde her f € D (M) igin

[X,Y]f=(XY -YX)f

olan tek tiirli bir [X,Y] wvektér alam vardir. Bu vektér alanma

X ve Y'nin Lie parantezi adi verilir.

Onerme.1.1.9 : M diferensiyellenebilir manifold, X,Y,Z € X (M) ve
f,g€ D(M) olsunlar. Bu takdirde;

a)[X,Y] = — [, X] (anti  simetrilik)
b.)[eX +bY, Z] = a [X, Z] +b[Y, Z] (lineerlik)

)X, Y], Z] +[IY, 2], X] +[[Z, X],Y] =0 (Jacobi Gdeglifi)
d)[fX,gY]=fg[X,Y]+ f(Xg)Y —g(Y) X

sartlar gegerlidir.

[X,Y] parantezi; X’in integral egrileri yani X’in izi boyunca Y ’nin
tirevi olarak da digiimiilebilir.



Tamm 1.1.10 : (Riemann Metrigi)

Bir diferensiyellenebilir manifold iizerindeki Riemann metrigi; her
p € M’yi, T,M’de diferensiyellenebilir bir gekilde degisen, (simetrik,
bilineer ve pozitif definit) bir (), ig garpmn ile eglegtirilmesidir. Eger,

r:UcCR*— M,p noktasimn bir civarinda  Z (Z1,Z2, .y Tn) =4 € z(U) ve
0 7]
7 (9) = F (% (21, ory Tn)) = 4T (0,1, 1,1, 0)

sartlarmi saglayan bir parametrizasyon ise

<5§c—, (q),g‘%(q)> = gij (Z1, - Tn)

q

fadesi U iizerinde diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Riemann  metriginin diferensiyellenebilirligini agagidaki

gekilde de ifade edebiliriz;

M’nin bir V  komgulugunda diferensiyellenebilir olan X,Y vektor
alanlar1 i¢in (X,Y) fonksiyonu V {izerine diferensiyellenebilir ise
Riemann metrigi diferensiyellenebilirdir denir. Bu tanim ilk verilen tanima
denktir. Buradaki g;; (= g;) fonksiyonuna " Riemann metriginin
z:UCR*— M koordinat sistemindeki lokal gdsterimi veya metrifin
bilegenleri adi verilir.

Tamm 1.1.11 : Bir Riemann metrigiyle diferensiyellenebilir ~ bir mani-

folda Riemann manifoldu ad1 verilir.



Tanim 1.1.12 : M,N manifoldlar ve f: M — N diffeomorfizm olsun.
i.)Eger, her p€e M ve her u,v € T,M igin

(u,v), = (dfy (u), dfy (V) 4)
saglamyor ise f foksiyonuna 4zometri denir.
ii.)Eger, f fonksiyonu ¢ € M noktasmin bir U komgulugunda,

F:U—f(U)CN igin (i) sartim saghyor ise f fonksiyonuna lokal

izomelri denir.

Tanim 1.1.13 : (Afin konneksiyon)
M diferensiyellenebilir manifold, X,Y,Z € X (M) ve f,g € D(M) igin
agagidaki gartlar1 saglayan

VX(M)xX(M)—= X (M) , (X,Y)>V(X,Y)=VxY

déniigiimiine Afin konneksiyon denir. Afin konneksiyonun gu ozellikleri vardur.
i.)fo.,.gyZ = fVxZ +gVyZ

i) Vx (Y +2) = VxY + VxZ
i) Vx (fY) = fVxY + X ()Y

Tamim 1.1.14 : M diferensiyellenebilir manifold ve V M iizerinde bir
Afine konneksiyon olsun. Her XY € X (M) igin;

T(X,Y)=VxY - VyX - [X,Y] =0

saglamiyorsa V  simetriktir denir.



Tanim 1.1.15 : V Riemann manifoldu iizerinde Afine konneksiyon olmak
iizere,
Riemann metrik V ile wyumludur < X (Y, Z) = (VxY, Z) +(Y,VxZ)

Teorem 1.1.16 : (Levi—Civita)

M Riemann manifoldu olsun. Bu durumda agagidaki gartlar1 sagla-
yan bir V Afine konneksiyon vardir,
i.)V  simetriktir,

ii.)V Riemann metrikle uyumludur.

Bu konneksiyona Riemann konneksiyonu denir.

1.2. TENSORLER

Tanim 1.2.1 : (Kovaryant ve Kontravaryant tensérler)
Al A" ve Al,.. A" biiyiklikleri (z1,...,2") ve (:El,...,iz"') koordi-
nat sistemlerinde verilsinler. Eger, A° ile A’ arasinda

—Z ——A" , p=12,...,n

q—l
veya FEinstein toplama kuralina gore
-p O0FF
P_
A= 0z9 o

geklinde bir iligki varsa; bunlara mertebesi (veya rangs) bir olan
kontravaryant tensorin bilegenleri denir. Aksi belirtilmedigi siirece tez
boyunca Einstein toplama kurali kullamlacaktir.
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Diger taraftan, A;;..,A, ve Aj,.., A, Dbiiyiklikleri (z!,...,z%) ve
(5:1, ...,a’:") koordinat sistemlerinde n tane biiyiiklilkler olsun. Eger, A; ile

A; arasinda

_—
Ap= WAq y P,g=1L12..,n

geklinde bir iligki varsa; bunlara mertebesi (veya rangs) bir olan kovar-

yant tensorin bilegenleri denir.
Not : Mertebesi bir olan tensorler vektorlerdir.

Benzer sekilde, efer, A? gibi n? tane biiyiiklikle A° gibi n® tane
bityiikliik arasinda

o E oz° A9
T azq 8

oz

geklinde bir iligki varsa; bunlara mertebesi 2 olan karma tensérin bi-
legenleri denir. Bu ifadeler genellegtirilebilir, 6rnegin :

_prm_ 0 F O F" 9 E™ Bz* 01" | 4om
i T 91 Oz® Oz 9F Q9F ™

ifadesi ,

3. mertebeden kontravaryant,

2. mertebeden kovaryant,

5. mertebeden karma tensordiir.

Tamm 1.2.2 : (Skalerler veya invaryantlar )

xk * aralarinda koordinat déniigiimii olan, iki koordinat sistemi
ve ®, zF koordinat sisteminde bir fonksiyon olsun. $'nin yukaridaki
koordinat doniigiimiine gore & ’daki fonksiyonel degeri de & olsun.

ve T
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Eger, ®=9 ise ®’ye bu koordinat doniigiimiine gore skaler veya
invaryantyr denir. Bir skalere, sifir rankli tens6r de denir.

Tanim 1.2.3 : (Tensor alans )
n boyutlu bir uzayin her noktasini, bir kurala gore bir tenstre
eglegtiren ifadeye tensor alant denir. Bu ifade, eger tensoriin rangi sifir

ise, skaler alan,rang1 bir ise wvektor alanidor.

Tanim 1.2.4 : Eger
Al = 4
ise bu tensdr g ve s kontravaryant indislerine gore simetriktir denir.

Benzer sekilde,

gsn __ AqQsn
Akl I Alk

ise, bu tensor k ve l kovaryant indislerine gore simetriktir denir. Her-
hangi iki kovaryant veya herhangi iki kotravaryant indise goére simetrik
olan tensore simetriktir denir.
Eger
AL = - A
ise, bu tensér q wve s kontravaryant indislerine gore anti-simetriktir

denir. Benzer sekilde

gsn __ gsn
Akl = T

ise, bu tensér k vel kovaryant indislerine gore anti-simetriktir denir.
Herhangi iki kovaryant veya herhangi iki kotravaryant indise gore anti-

simetrik olan tensore anti-simetriktir denir.
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Tanim 1.2.5: Tensorlerle ilgili temel iglemler;
i.) Toplama ve Cikarma :

Aym sayida kovaryant ve kontravaryant indisi olan tensorler topla-
nabilir veya ¢ikarilabilir. Sonu¢ yine aym rank ve tipte bir tensordiir.
Ornegin :

Aqan Z;n — Dqsn

veya benzer gekilde
A" - By =Cy"

yazilabilir.

ii.) Dig Carpim ;
Iki tensériin dig carpimi rangit bu bu iki tensGriin ranklar toplamina

esit olan bir tensdrdiir. Ornegin ;
AE™ . BY = Ogenti

yazilabilir. Her tensér rangi daha kiiciik olan iki tenstriin dig carpim
olarak elde edilemez. Bu yiizden tensérlerin boliimii, her zaman miimkiin

degildir.

iii.) Daraltma (kontraksiyon) ;

Eger, bir tensoriin bir kovaryant indisi, kontravaryant indislerden birine
egitlenir ve egit indisler {izerinden toplama yapilirsa, yapilan bu igleme
daraltma denir ve elde edilen tensor, ilkk tensoriin rangindan iki az rankh
bir tensér olur.Ornegin: A%™ gibi rang 5 olan karma bir tensérde ¢=k
alinarak

gsn __ s‘n
A" =

geklinde rangi 3 olan bir tensér elde edilir.
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iv.) ig Carpim ;
Tki tensoriin dig carpmmim bir daraltma takip ederse yeni bir tensor
elde edilir ve bu igleme, bu iki tensériin i¢ ¢arpwme denir. Ornegin:

Al ye B
5. ve 4. mertebeden karma tensorleri goz Oniine alabm. Bunlarm dig

garpimi,

k cnk
A% - BR |s=k= Chirm. lt=k= Chim

geklinde 7. mertebeden yeni bir karma tensordiir.
Not : Tensorlerin i¢ ve dig carpinlari birlesmeli ve degismelidir
v.) Bolim Kurah ;
Bir X biiyiikliigiiniin tensér olup olmadig bilinmiyor olsun. Keyfi bir
tensor ile X’in i¢ carpmmi bir tens6ér ise, X’de bir tensordiir. Bu kurala

boliim kuralz denir.

Tamm 1.2.6 : (Metrik tensor )
(z,y,2) dik koordinat sisteminde, ds yay uzunlugunun diferensiyeli

ds? = dz? + dy® + d2?
ifadesinden elde edilir. Genel egrisel koordinatlarda ise bu ifade;

ds® =3 gpdupdu, , P¢=1,2,3

geklindedir. Koordinatlari (z?,...,2") olan n boyutlu uzayda ise bu ifade,
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metrik form diye adlandirilan

ds® = gpdafdz? , p,g=1,2,..,n

kuadratik form geklindedir. Burada rangi iki olan kovaryant tensoriin bile-

genleri olan simetrik g,, elemanlarina metrik veya esas tensdr denir.

Tanim1.2.7 : (Eglenik veya kargit tensérler)
Elemanlari g,, olan tensériin determinanti g = |g,| olsun ve g % 0
oldugunu varsayalim. Bu takdirde

_ gpg'miin kofaktorii
g

qu

egitligi ile tammlanan g¢gP? , rangl 2 olan simetrik kontravaryant bir tensor
olup gp,'niin eglenik veya kargit tensori diye adlandirihr.

Kolayca gosterilebilir ki
9*.grg = 67

ifadesi gergeklenmektedir.

Tanim 1.2.8 : (Es Tensdrler)
Bir A,, tensorii verildiginde, bu tensoériin indisleri yiikseltilerek veya in-
dirilerek yeni tensbrler elde dilebilir. Ornegin : Apg'niin indisleri yiikseltilerek,

Al =AY veya AP =A™

.

gibi yeni tenstrler elde edilebilir. Bu yeni tensotrler verilen tensoriin g,
metrik tensdr veya eglenigi ¢?? ile i¢ carpimim olusturmak suretiyle elde
edilebilir. Yani bu yeni elde edilen tensorleri;
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A’; ____Az__:g'rp 'A'rq veya APq = AP _____gTPQSQ,An

geklinde hesaplayabiliriz. ig.te bu gekilde elde edilen yeni tensorlere, ilk

tensoriin eg tensorleri adi verilir.

Tanim 1.2.9 : ( Bir vektorin modili ve vektirler araswndoki ag)
A? ve B, tensorlerinin i¢ garpim olan AP - Bq; bir skalerdir. A? veya

A, vektoriiniin L modiilii;
*= APAp = gH AL A = gpg AT A

seklinde tanimlamir. A7 ve B, arasindaki a¢ ise;

o0 = A?B,
V(4PA,) (B*B,)

ile tamimlanir.

Onerme 1.2.10 : (Christoffel sembolleri)
Agagidaki semboller, sirasiyla 1. ve 2. Christoffel sembolleri diye ad-
landirilir;

_ l Ogpr | Ogqr _ Ogpq
lpg, 7] = 2 {61:‘1 + Oz Oz |’

F;q =g" [pq) 7'] .
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Tanmm 1.2.11 : (Christoffel sembollerinin donigiim kurallar)
Yukaridaki Christoffel sembolleri icin agagidaki doniigiim  kurallar
gegerlidir;

—— Ox? 8z7 Oz" Oz 8%zt
[Jk’ ] (pqar]axja-ka +gpq6§mayaik

™ — 6:%"6a:1’6x‘1+6:’1':” &ze
kT M s 9 g 011 97 0%

J

Tanim 1.2.12 : (Jeodezikler )
Riemann uzaymnda z" = z"(t) efrisi iizerinde bulunan #; ve ¢ noktalan

arasindaki s yay uzunlugu, n boyutlu uzaydaki

ds? = gpdaPdz?

kuadratik metrik formu gozéniine ahnarak,
dzp d.’Bq
/ ds / V9 gt ®

denklemi ile wverilir. Bu mesafeyi minumum kilan uzaydaki egriye, uzaymn
jeodezigi denir. Jeodezikler,
d?z" dx? dz?

g7 gy g5 =0

diferensiyel denklem sisteminden bulunabilir. Ornegin : Bir diizlemin jeodezigi
dogrular, bir kiire yiizeyinin jeodezigi ise biiyiikk gemberlerdir.
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Tanim 1.2.13 : (Kovaryant tirev)
Bir A, kovaryant tensoriin z? dogrultusundaki kovaryant tirevi;

Ap;q_a—Az_IwAs

~ fx9 M

seklinde tammlamir ve burada Ap,, rangi 2 olan kovaryant tensordiir. Diger
taraftan AP kontravaryant tensériin z? dofrultusundaki kovaryent tirevi;
O0A?

qu = 5-:”? + I‘Iq’eAs

geklinde tammlamir ve burada A%, rangi 2 olan karma bir tensdrdiir.
Benzer gekilde kovaryant tiirev, rangi daha biiyikk olan tensérler igin,

a PLre--Pm

e e == A T S L

1eePnsq amq r19° 7873...Tn ™ng 1,72, Tn—18

+P€;A:P2Pm + ...+ I‘Zq’;n Pl...Pm—19

1T 1otn

geklinde genigletilebilir. Tensorlerin toplami ve carpimmin kovaryant tiirevi
ile ilgili kurallar, normal diferensiyel kurallar ile aymdir.

Tamim 1.2.14 : (Intmnszk veya mutlak tirev )
A, tensoriiniin z? = 27 (t) egrisi dogrultusunda dntrinsik tirevi, Ap’nin
kovaryant tiirevi ile % 'nin i¢ carpmmu olarak tamimlanir. Yani,
0A, dz? dA, dz?

S e e e
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olur. Benzer gekilde, A?’nin intrinsik tiirevi;

SAP  dot  dAP da?
= AP - r_
i~ Mg =g tTed g

geklindedir.
Not : Bir tensoriin kovaeryant tiirevi manifoldun intrinsik

geometrisi ile ilgilidir. Sadece manifolda bagh olup, dig uzayla ilgili degildir.

Yukanda kisaca tammlamaya cabgtigimiz, tensérlerin diferensiyel ge-
ometride sitkga kullamlan ”tensér ¢arpim:” kavramini tanimlamaya galigalim.

Tanim 1.2.15 : (Cok lineer formlar )
X1,..., XY R iizerinde vektor uzaylan ve f:X;x...xX,—>Y bir
déniigim olsun. Eger, f doniisimii her z;,#; € X; ,i€{l,...,n} ve a€R

icin;

1) f(@y.y @4+ %), @) =F (Z1se ey Tiye ooy o)+ f (Tryee vy iy ooy Tny)
ii.) f(ml,...,azi,.:..,zn)=af(x1,...,:v,-,...,a:n)

sartlarin1 saghyorsa f’ye ¢ok lineer dontigim denir. Xy Xx...xX,’den Y’ye gi-

den gok lineer doniigiimlerin ({f | f: X1 X ... X X, — Y ¢ok lineer doniigiim})

kiimesi,

L(Xy,..., Xn;Y)

geklinde gosterilir. Ayrica 6zel olarak X; =X ,i€ {1,...,n} ise
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L(Xy,...,.XuY)=L (x,...,x;y) =I"(X,Y)
LA A

n tane

geklinde gosterilebilir. Bu durumda eger f € L™(X,R) ise f'ye ¢ok lineer

form denir.

Tamm 1.2,16 : X bir vektdor uzay: olsun.
X*={f:X— R| f lineer}

kiimesine X'’in dual denir. Dikkat edilirse X* = L (X, R)’dir.

Tanim 1.2.17 : X;,..., X, vektér uzaylan ve Xj,...,X;'de bunlarin dual
uzaylan olsun. Bu takdirde

®: X x...x Xy — L(Xy,...,Xn;R)

(g1ye-s9n) s ®(g1,+:s9n)=91892®...Qgn

ile verilen ve

(1 ®9®...Qgy) (Z1,...7n) = g1 (T1) g2 (z2) . . . gn (1)

geklinde tammlanan ® doniigiimiiyle, ¢, ® g ® ... ® g, ifadesine gy,...,9,
elemanlarimin tensér carpsm: denir. Bunu daha da genigletecek olursak, yani

g; € X} elemanlan icin X uzaylarmin tensér carpimi ise

X;®...8 X, =L(Xy,...,Xn;R)

geklinde tammlanir. Bu ifade agagidaki gartlan saglar;
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®:XIx.xX'5X!®...0 X"

doéniisimii cok lineer doniigiimdiir,

ii.) Y vektér uzay1 igin eger
F: Xix..xX;—=Y
déniigiimii gok lineer ise, f=fo® olan ‘bir tek
F:X1®..9X'—>Y

lineer doniigiimii vardir.
Jimdi yukaridaki tanimlarm igig altmmda, herhangi sayida vektor uzay-
larmin tensér carpimm agagidaki gekilde tammlayabiliriz.

Tanim 1.2.18 : X;,..., X, vektor uzaylanmn ve ® : X; x...x X,, - X
Tamm 1.2.17 (i) ve Tamm 1.2.17 (ii) gartlarim saglayan bir doniigiim olsun.
Bu durumda X uzayma Xi,...,X, uzaylarmn {ensor ¢arpyms denir ve
X1®...8X, seklinde gosterilir.

1.3. LIF DEMETLERI

Tanim 1.3.1 : (Vektér Demeti)

M ve N iki diferensiyellenebilir manifold ve 7 : N — M diferensiyel-
lenebilir bir doniiglim olsun. Bu durumda (=, N,M) iicliisiine, agagidaki
gartlar saglanirsa n boyutly vektor demeti denir. Burada N’ye toplam uzay,
M’ye baz ve R™e de lif denir.

i.)m ortendir,

ii.) M’in bir tane, (U;),,; oOrtiisi ve her z € U; igin
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h; ar ! (Ui) - U;xR*
7=l(z) -, hi(r~(z))={z}xR"

difeomorfizmalar vardir,
iii.) ve bu difeomorfizmalar, 4,5 € J igin;

hiohi':(UiNU;) x R*—  (U;NU;)) x R*

(=yv) l-.—)hgohj_l (z0)=(%,9:5(x).v)
saglanir. Burada
Gij * U;n UJ — GL,R

diferensiyellenebilir doniigiimlerdir. h; doniigiimlerine, vektér demetinin lokal

travilizasyonu denir.

Tamim 1.3.2 : M baglantih bir manifold ve 7#:V — M , M iizerinde
diferensiyellenebilir sonlu rankh bir vektor demeti olsun. V'nin diferensiyel-

lenebilir kesitlerinin vektdr uzaymi, yani;

o:M—-V,noo=1Iy

gartim saglayan diferensiyellenebilir o doéniigiimlerinin vektor uzayim C* (V)
ile gosterecegiz.
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2. HARMONIK
DONUSUMLER

2.0. GIRiS

Bu boliimde; 1964 yihinda J. Eels ve J. H. Sampson tarafindan yazlan bir
makale [3] ile baglayan ve daha sonra yine J. Eels ve L. Lemaire tarafindan
geligtirilen [4],[5],[6], Riemann manifoldlarmin harmonik déniigiimleri teorisi
[3] ve [12] baz alinarak verilmeye gahsilmigtir.

Ozetle, gerilme alam tamimlanmig ve bir doniigiimiin harmonik olma
sart1 verilmigtir. Normal koordinatlar tammlanarak, bu koordinatlarda har-
monik olma sgart: ifade edilmis ve kiigiik boyutlarda o6rnekler verilmeye
caligilmigtir.[8],[11]. Bir doniigiimiin enerjisi tammlanmg bununla beraber
harmonik doniigiimiin varhg ve tekligi teoremlerle ifade edilmigtir. Ayrica,
iki harmonik doniigiimiin bilegkesinin de harmonik olmas: icin gerekli sartlar
aragtirilmig olup ornekler iizerinde durulmugtur.

Bu béliimde yapilan caligmalar, hem lokal koordinatlarda hem de koor-
dinatlardan bagimsiz olarak ifade edilmeye gahsilmgtr.

2.1. HARMONIK DONUSUMLER

M™ N* smn olmayan diizgiin (C*) , baglantih Riemann manifoldlar ve
g, h ’da sirasiyla bu manifoldlarm Riemann metrikleri olsun ve ayrica bu
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manifoldlar {izerinde Levi-Civita konneksiyonlar1 olsun.

M’nin p noktasmin bir komgulugundaki diizgiin lokal koordinatlarini
(z1,...,2™) ile gosterelim. Eger p, (0,0,...0) koordinatlarina sahipse, bu
koordinatlara p’de merkezlenmigtir denir. Benzer gekilde (ul,...,u"™) ile de
N’deki diizgiin lokal koordinatlar1 gosterelim. Bu koordinatlardaki M ve
N manifoldlari iizerindeki metrikleri sirasiyla,

g = gijdz’de’ ve h = hogdu®du®

olarak yazabiliriz.

f: M — N, C?smifindan bir doniigiim ve TM,TN’de M ve N manifold-
larinin teget demetleri olsun. f doniigimii, M iizerinde bir demet olan f*T'N
gerigcekme demetini olusturmak icin kullamlabilir. TM demetinden' f*T'N
demetine giden, r-lineer doniigiimlerin M fizerindeki demetini L" (T'M, f*T'N)
ile gosterelim. M {izerindeki bir E vektér demetinin diizgiin kesitlerinin
vektér uzaym da C*(E) ile gosterelim.

Buradan, f doniigiimiiniin diferensiyeli df’yi

df € ¢ (L' (T M, f*TN))

geklinde g6z Oniine alabiliriz. f doniigiimiiniin 2. temel formu olarak da
adlandirllan Vdf kovaryant tiirevini, yani

Vdf € C* (L*(TM, f*TN))

yi olusturabiliriz. Buradaki V , M ve N manifoldlari iizerindeki konneksi-
yonlarla belirlidir.

Eger, f doniisiimiiniin tiirevinin bilegenleri,

«_ Of°
f= Ozt
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ile verilmig ise, Vdf kovaryant diferensiyeli df’nin bilegenleri,

&2
f;zj = 6:1:*5:8-" —Pfjfg +Lzﬁf:!fgﬂ (1)

ile verilir. Burada I’% ve L}, ifadeleri sirasiyla M ve N manifoldlari igin
Christoffel sembollerini (Tanim.1.2.10) gostermektedir. Simdi Vdf ’ nin izini

Trvdf (o) <3 Vf (e e:) (9)

i=1

ile tammlayalim. Burada {e;} ailesi p € M’deki T,M tefet uzay igin
ortonormal baz ve goriildiigii gibi

TrVdf € C*(f*T'N)
dir.

Tanim 2.1.1 : f'nin gerilme alans 7(f) , f'nin ikinci esas formunun
izi olarak tanimlanir. Yani;

7 () (0) = TrVdf (p) =3° Vel (e5,€) (9) 2)

=1

yazir. 7(f) M’den TN’ye 7(f)(p) € Typ)N olan bir doniigiim olarak
diigiiniilebilir. Bu gibi doniigiimlere f 4izerindeki vektér alanlar denir.

Onerme 2.1.2 : Lokal koordinatlarda gerilme alam agagidaki sgekilde
verilir;

ry =g {2 -+ 11t ®



veya
() = A+ g9 7 LY

burada A, M iizerinde tanimh fonksiyonlar igin
-1 3 L au
Au = (detghk) 2 -a—x; {(detghk)2 g J—a;;}
geklinde tammlanan Laplaca-Beltrami operatorii’diir.

Tamm 2.1.3 : Bir C? sinifindan f: M — N doniigiimil igin

T(f)=0

ise f’ye harmoniktir denir.
Boylece, fnin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter gart (3) veya
denklemlerinin sifir olmasi, yani ;

i 0 f‘7 Fk Fy I faf
veya buna denk olan

AfY +gifaflLY, =

olmasidir.

Onerme.2.1.4 : M, N diizgin Riemann manifoldlar, f : M — N
smifindan bir doniigiim olsun. Bu takdirde

r(f)=0= f diizgindir.

26

(4)

(4)

(6)
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2.2. NORMAL KOORDINATLAR

peM igin
exp, : T,M — M

doniigiimii, her ¢ € T,M icgin p den Dbaglayan, teget vektorii ¢ olan ve
uzunlugu, yonii ¢ tarafindan belirlenen jeodezik segmentin son noktasim
karsihk getiren doniigim olsun. exp,, 0 € T,M’nin bir komgulugunu,
pEM ‘nin bir U komguluguna difeomorfik olarak tagiyan, orten wve
diizgiin bir doniigiimdiir. Eger simdi T,M igin bir baz segecek olursak,
bu baza bagl olarak bulunacak katsayilar olarak; ¢ € U noktalarinda
exp, doniigimiiniin tersi, yani exp,’(g)’yu kullanabiliriz. Bu koordinatlara
U iizerinde, p’de merkezlenmig normal koordinatlar denir. Eger T,M’de
sectigimiz baz ortonormal ise bu koordinatlara p noktasinda ortonormaldir
denir.
p noktasindaki normal koordinatlarda sunlar gecerlidir ;

i.) Cat1 ortonormal oldugundan metrik tensor
9i; (p) = &y
olur.

ii.) Christoffel sembolleri her i,j,k igin I‘fj = 0’dir. Ciinkii p’den gecen
denklemlerin jeodezikleri lineer oldugundan, her v € T,M igin

% (p) v =0

olur. Boylece agafidaki Onermeyi elde ederiz.

Onerme 2.2.1 : M igin p merkezli, p’de ortonormal olan, normal ko-

ordinatlarda ve N igin f(p) merkezli normal koordinatlarda bir

f:M—N
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diizgiin doniigiimii icin,

() = P
() 0) =) ot @ ®

olur. Boylece;f’nin harmonik olmasinin gerek ve yeter sarti, p, f(p) cifti
icin, f’nin p noktasinda Euclidean-Laplace denklemim gercekledigi, boyle
bir koordinat sisteminin var olmasidir.

ornek 1. Varsayalimki N bir disk olsun. Yani her noktada Riemann
egriligi sifir olsun. Bu takdirde N igin her koordinat doniigiimiinde

L, =
olan bir koordinat ortiisii vardir. Buradan
7(f)T =Af

olur. Bu tiir koordinatlarda 7 (f) =0 oldugu agiktir. Ozellikle, eger N = R™

Euclidean uzay ise,

f:M — R™ doniigiimii harmoniktir & makimum prensibi geregi f = sbi

Ornek 2. Eger, M ve N bi-invariant Riemann metriklere sahip Lie gruplar
ve f: M — N bir homomorfizm ise f harmoniktir. M’nin biriminde bunu
gostermek igin; M ve N Lie gruplarinin etkisiz elemanlarinda, normal olan
kanonik koordinatlari alirsak; f’nin gdsteriminin lineer oldugunu goriiriiz.
Buradanda 7(f) =0 bulunur (Lemma.3.[3]).
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f'nin esas formu agagidaki gekilde hesaplanabilir :

f'nin esas formunu C" smfindan (0 <7 < oo) parametrelenmig bir yay
yardimiyla gbsterelim. Bunun igin (e,8) C R, (—o<a<p8<) agk

arahiginden N’ye bir

p:(a,f) =N

Cr doniigiimii verilsin. Genellikle p = p(o, B) goriintiisiine yay ve p'ya de

bu yaymm parametrizasyonu denir. Simdi

p:(@B)— N, s 5(s)

yay uzunluguna gore parametrelenmis, C? smifindan bir yay olsun. p’nin

hiz vektérii; p’nin s vektoriine gbre (s dogrultusunda) kovaryant tiirevidir.
Yani bu hiz vektorii;

Ddp
E;ds (3) € Tﬁ(a)N

dir. Bu hiz vektoriinii lokal koordinatlarda ise;

T ds2  ds ds °f

D dp 7_d2ﬁ7 dp* dpP v
{dsds} L )

geklinde ifade edebiliriz. s yay uzunlugunu Olctiigiinden, yani s parametresi
yay uzunlugunu gosterdiginden bu iz vektérii p'nun jeodezik  egrilik

vektorudir.
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Onerme 2.2.3 : T,M’de bir birim vektér e ve y’da p noktasinda e’ye
teget olan jeodezik olsun. 7’yi s’ye gére parametrelendirelim ve

s =7 (s)

bu parametrizasyonu gostersin. Buradan Tjyp)N’nin bir vektorii olarak

diigiinebilecegimiz Vdf (e, e), parametrelenmig,

fo¥:s— f(7(s))

yaymnin iz vektoriidiir. Bu hiz vektériine basitce f(y)'nin iz vektorii
diyecegiz .
ispat : (¢1,...,2") p-merkezli, p'de ortonormal olan normal koordinatlar ve
v z'-cksenine gbre parametrelenmis, e’ye teget olan jeodezik olsun.Buradan
(1) denklemi yardumiyla Vdf (e,e)’nin katsayilarm,

o fr

fli= @) Tk fe + Ll feff

olarak hesaplariz. Fakat koordinatlar normal oldugundan, her k igin,

P’fl (P) =0

dir. Dolaysiyla yukaridaki egitlik,

ig
i = T~ Lho A

haline gelir. Ayrica 2! 7 boyunca yay uzunlugunu Slgtiigiinden, (9) denklemiyle
kargilagtirildiginda bunun fo#’nin hiz vektoriiniin katsayilari oldugu goriiliir.

Onerme 2.2.4 : {ey,...en}, T,M’de bir ortonormal baz ve 7, "Ym PEM
noktasinda sirasiyla ey,...en’ye teget olan jeodezikler olsun. Bu takdirde;
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f harmoniktir < - f(y),i€{l1,..,m} ifadesinin hiz vektorlerinin
ortalamasi sifirdir.

ispat :
r()®) = TrVd o) =3 Vdf (e, (o)

=1

= m defa f(y)’nin lmz vektorlerinin ortalamas:

olur. Boylece harmonik dénitigiimlerin, jeodezikleri jeodeziklere resmettigini

gérmiis oluruz.

Harmonik déniigimlere giizel bir Ornek de 2. esas formlar1 sifir olan
doniigiimlerdir. Bu tiir doniiglimler total jeodezikler olarak adlandirilirlar.
Vdf’nin yukaridaki notasyonundan gunu syleyebiliriz;

Bir doniigim total jeodeziktir <> Bu doOniigim lineer olarak jeodezik-

leri jeodeziklere resmeder.

Not :

i) Eer N=R ise yani f =M — R geklinde ise bu f fonksiyonun
harmonik olmasi garti1 bu fonksiyonun Ajf Laplasiyeninin sifir olmasidir.
ii.) Eger M =R ise 7(f)(p), f: R— N parametrelenmis yaymin jeodezik
egriligidir.Buradan

f harmoniktir ¢ f jeodezik belirler.

Boylece, harmonik doniigiim problemi bazan genellegtirilmis elastik bant
problemi olarak adlandirihr.
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2.3. BIR DONUSUMUN ENERJISI

Simdi, harmonik déniigiimii bir bagka yolla, bir fonksiyonelin ekstramali
olarak hessplayalim. Bu hesaplama icin M’nin kompakt, yonlendirilmig ve
N’pin de kompakt oldugunu varsayalim.

Tanim 2.3.1 : Bir f: M — N C? doniigiimiiniin enerji integrali, negatif
olmayan

N =

E(f)=7 [ l4fl* "1 (10)
M

sayisidir. Burada *1, M iizerinde metrik ve y6nlendirme tarafindan kanonik
olarak belirlenmig hacim m-form’u ve || || ise M ve N’nin metrikleri tarafin-
dan belirlenmig, L' (T'M, f*TN) demeti iizerindeki normu gostermektedir.
Acik olarak;

l4fI () =3 I () I, (@) (1)

i=1

Burada {e;}, T,M’in bir ortonormal baz ve || ||x, Tj@N teget uzayda,
N’deki metrik tarafindan belirlenen normu gostermektedir.

Bu ifade lokal koordinatlarda ise gu gekli alir;
her ¢ igin
lldf (es) I3 (p) = hapff7

olur ve buradan

df I (0) = 9 hap 2 FF

yazuabilir.Buradan gu Onermeyi yazabiliriz.
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Onerme 2.3.2 : Bir f: M — N C? donisiimiiniin harmonik olmas: igin
gerek ve yeter gart bu fonksiyonun, E (f) enerji integralinin bir ekstremah
olmasidir.

{e1,..-,em} T,M’deki ortonormal teget vektorlerin bir kiimesi olsun. (10)
denklemindeki E (f) enerji integralinin

llaf i ()

integrantina, f’nin olugturdugu

lldf (e:) llw
"ei"M

uzunlugundaki gerilmelerinin, kareleri toplamu olarak bakabiliriz. Boylece
E(f) yi minimize etmeyi, f’nin gerilmelerinin minimize edilmigi olarak
diigiinebiliriz.

Simdi herhangi bir doniigiimiin, harmonik doniigiime doniigtiiriiliip doniig-

tiirlilemeyecegi sorusunu inceleyelim.

Teorem 2.3.3 : (Varkk teoremi )

Eger, M kompakt, baglantih, diizgiin bir Riemann manifold ve N kom-
pakt, baglantilh ve pozitif olmayan kesit efrilige sahip, diizglin bir Riemann
Manifold ise M — N doniigiimlerinin her homotopi simflar1 bir tane har-
monik doniigiim icerir. (Burada, M iizerindeki yonlendirme varsayimi gerekli
degildir.)
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Teorem 2.3.4 : (Teklik teoremsi)

M kompakt, baglant.l., diizgiin bir Riemann Manifoldu ve N kompakt,
baglantih ve kesin negatif kesit egriligi olan bir diizglin Riemann Manifoldu
olsun.

Eger f: M — N harmonik ise agafidaki iki durum olmadigi miiddetge,
f kendi homotopi simfi igindeki tek harmonik doniigiimdiir.

i.) f = sbt ise,

ii.) f: M —- N, pe M noktalarmi v jeodezik yayma resmediyorsa; burada
f, kendisine homotopik biitliin harmonik doéniigiimlerin f’nin dondiiriilmesiyle
elde edilen, yani her f(p) noktasmn 4 iizerinde, sabit bir yonlendirilmig
uzaklhiga gotiiriilmesiyle elde edilen bir doniigiimdiir.Ve tersine f’nin
dondiiriiliigi f’nin  homotopi smifindaki bir harmonik doéniiglimii verir.

Uyar: 2.3.5 :

i.) Teorem.2.3.4:(teklik teoremindeki)’deki egrilik varsayim hafifletilebilir.
ii.) Teorem.2.3.4:(teklik teoremindeki)’deki gartlari saglayan M, N manifold-
lan i¢in harmonik doéniigiimler, M — N doniigiimlerinin her homotopi smiflar
icin kanonik gosterimlerini verir. N iizerindeki egrilik garti kaldirildiginda
bu teklik teoreminin gegerli olup olmadigi halen ¢oziilmemis temel bir
problem olarak durmaktadir.[12]
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2.4. HARMONIK DONUSUMLERIN
BILESKESI

Lemma 2.4.1 : M,N ve P diizgiin Riemann manifoldlar1 olsun. Eger,

f:M—>N ve k:N—-P

herhangi iki diizgiin doniigim ise f, & dOniiglimlerinin bilegkesinin temel
formu ve gerilme alaninin lokal koordinatlardaki ifadeleri,

(ko £ = ke fY +kagff] (12)
ve
(ko ) =k ()" + g kg F7 1] (13)
seklindedir.

M, N ve P diizglin Riemann manifoldlari, f: M - N ve k: N—> P
herhangi iki diizgiin harmonik do6niigiim olsun. Genel olarak harmonik
doniigiimlerin ko f Dbilegkesinin de harmonik olmasini beklemeyiz. Yani
agafidaki Ornekte oldugu gibi bilegkeyi olugturan harmonik doniigiimlerin
birinde veya digerinde bir kisitlama yapimazsa bilegke fonksiyonun har-
monik olacagim sOyleyemeyiz.

Ornek 3 : T2(8,¢), 0<0,p <2r ile parametrelenmiy diiz 2-toru ve

cos 6, sin 0, cos p, sin ) c Bt

V2

Ic:Tz——>Ss,k(0,cp)=(

olsun. Burada k T?’den S%e minimal olan fakat total jeodezik olmayan
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bir Riemann gémme tanimlar. k’nin harmonik doniigim oldugunu gormek
i¢in, 7 (k)'nin S¥e (k(p) € R*) dik oldugunu gdsterelim. T? diiz oldugundan

o’k 0%k

T (k) =5§2—+_5¢T

=—k* , (1<a<4)
olur. Bu durumda 7 (k) (p), k (p) noktasmda S3’iin capi boyunca yonlendiril-
Diger taraftan T2, S°® icinde total jeodezik degildir.

f:8'>T%, £(0)=(6,0)

geklinde tammlanan doniigiim 7T%nin jeodezigidir. f, 0 € R¥ii iceren 2-
diizlemde bulunmaz ve buradan f S¥iin bir jeodezigi degildir. Ozel olarak;

f:8—=T? ve k:T?> - 83

doniigiimleri harmonik olmalanna kargm ko f bilegke doniigiimii harmonik
degildir.

Simdi 7 (ko f) igin, koordinatlardan bagumsiz bir ifade tiiretelim. 7 (f)'nin
M’den TN’ye bir déniigiim olarak diigiiniilebilecegini hatirlarsak, k& doniigii-
miiniin tiirevi dk’yi, TN’den TP’ye ve dk’nin kovaryant tiirevi Vdk’yi da,
TN @ TN’den TP’ye bir lineer demet doniigiimii olarak kabul edebiliriz.
Buradan (13) denklemi

(ko f) = dk o1 (f) + Trvdk (df, df) (14)
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formunda yazlabilir. Burada Vdk (df,df) ifadesi
TMRTM B/ TN TN ¥ TP
bilegkesidir. Boylece p € M igin
TeVak (&, 4f) (p) = Valk (¢f () f () (o) (15)

=1

olur. Burada {ey,...,en}, T,M igin bir ortonormal bazdir.

Sonug 2.4.2 : Eger, f harmonik ve k total jeodezik ise ko f’de har-
moniktir.

ispat : f harmonik oldugundan 7(f) = 0 dir. Ayrica k total jeodezik
oldugundan Vdk =0 olur. Boylece (14) denkleminden

r(kof) = dkor(f)+TrVdk(df,df)
= 0

bulunur. Yani ko f harmoniktir.
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3. SONUC

Bilindigi gibi Riemann manifoldlar1 arasindaki doniigiimlerin harmonik
olma garti, gerilme alaninin sifir olmasidir. Normal koordinatlar kullanildiginda,
harmoniklik sartinin daha sadelegtii gozlenmigtir. Kiigiik boyutlarda har-
monik doniigiimlerle ilgili 6rnekler verilmistir. Son olarak da, iki harmonik
doniigiimiin bilegkesinin genel olarak harmonik olmadifi gézlenmistir.
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