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Lokal Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Doniisiim Operatorleri Yardimiyla
Cozlimler1

Neslihan Sabriye DEMIREL

Doktora Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Subat 2023, Sayfa: x +70

Bu caligmada lokal kesirli operatdrler yardimiyla lokal kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini
elde etmeyi amagladik. Bunun igin lokal kesirli Fourier doniisiimii ve lokal kesirli Laplace doniigiimiinii
kullandik.

Tezimizin birinci ve ikinci boliimlerinde lokal kesirli hesaplamalar hakkinda literatiir taramasi yaptik,
calismamiz i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremleri verdik. Calismamizin ilk orijinal béliimiinde lokal
kesirli operatdrler yardimiyla unified Schrodinger denklemi ile homojen olan ve homojen olmayan lokal
kesirli Schrédinger denklemlerinin ¢oziimlerini elde ettik. Calismamizin diger orjinal kisminda ise benzer
sekilde lokal kesirli operatorler yardimiyla homojen olan ve homojen olmayan lokal kesirli Helmholtz

denklemlerinin genel ¢dziimlerini bulduk.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev ve integraller (Diferintegraller), Lokal kesirli Tiirev ve Integraller,
Gamma Fonksiyonu, Beta Fonksiyonu, Schrodinger Denklemi, Helmholtz Denklemi.
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ABSTRACT

Solutions of Local Fractional Differential Equations with Transform
Operators

Neslihan Sabriye DEMIREL
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This study looks on finding solutions of local fractional differential equations with transforms
operators. For this purpose, we use local fractional Fourier transforms and local fractional Laplace
transforms.

In the first and second chapters, we review the literature about local fractional calculus and we give
some definitions, functions and theorems of fractional calculus and local fractional calculus used for this
thesis. First original chapter of our study, we analyze solutions of unified local fractional Schrédinger
equation, homogeneous local fractional Schrodinger equation and non-homogeneous local fractional
Schrodinger equation with local fractional operators. Second original chapter of our study, we analyze
solutions of homogeneous local fractional Helmholtz equation and non-homogeneous local fractional
Helmholtz equation with local fractional operators.

Keywords: Fractional Derivative and Integrals (Differintegrals), Local Fractional Calculus, Gamma
Function, Beta Function, Schrédinger Equation, Helmholtz Equation.
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Simgeler
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I'(x) : Gamma fonksiyonu
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1. GIRIS

1924 yilinda Varsova’da diinyaya gelen Benoit Mandelbrot, IBM firmasinda ¢aligsmak i¢in
Amerika’ya tagindi. Burada bilgisayar yardimiyla bazi bagintilar1 formiile edip tanim kiimesini
belirledikten sonra nesnelerin grafiklerini ¢iziyordu fakat formiilize edilemeyen daglar, bulutlar,
agagclar gibi bir¢ok nesnenin bilgisayarda grafigini ¢izmek miimkiin olmuyordu. Dogadaki birgok
nesneler matematiksel egriler olan daire, dortgen, tiggen, kiire, siniis dalgalar1 gibi diizgiin
geometrik sekillerle tanimlamak imkansizdi. Klasik Oklid geometride kullamlan sekiller nokta,
dogru, daire, ¢okgen gibi sekillerden ibaretti ve bu yiizden farkli yapilardan olusan desenlerin
incelenmesinde ve arastirilmasinda yetersiz kaliyordu. Mandelbrot bu karmasikligi gidermek i¢in
fraktal kavramini ortaya atmustir. Latincede kirilmig veya pargalanmis anlamina gelen ‘fractus’
kelimesi kokiine sahip fraktal kavramini ilk olarak ‘The Fractal Geometry of Nature’ kitabinda
kullanmistir [1]. Buradaki fraktal kavrami ise matematik alaninda gogunlukla kendine benzeme
veya tekrar etme 6zelligi gosteren karmagik geometrik sekillerin ortak adidir (Falconer, 2014).
Fraktal geometri kendi kendini tekrar ederek sonsuza kadar kiigiilen veya biiyliyen sekilleri,
kendine benzer bir nesnede nesneyi olusturan pargalari inceler. Diizensiz sekilli ayrintilar ya da
desenler giderek kiigiilen 6lgeklerde (kendini olusturan alt boliimlerde) yinelenir ve tamamen soyut
nesnelerde bu olay sonsuza kadar siirebilir (Yilmaz, 2013). Baska bir ifadeyle her parca bir iist
parcanin ve hatta cismin biitiiniine benzerdir (Falconer, 2014).

Fraktallarin ¢esitli algoritmalar yardimiyla bilgisayar ortaminda kullanabilir olmasi
cografyadan matematige bir¢ok farkli alanda kendine yer bulmasina neden olmustur. (Stevens,
1990). Biyoloji, tip, ekonomi, finans, astronomi vb. birgok alanda yaygin olarak kullanilan fraktal
geometri (Eren, 2009) giiniimiizde dogal bilimlerde de oldukga biiyiik bir ilgi uyandirmistir.
Yerkiire sekillerinin tanimlanmasinda ya da incelenmesinde Oklid geometrisi yerine fraktallarin
kullanilmasi1 ¢ok daha yararli oldugu inanci yayginlasmaya baslamistir (Hamilton vd., 1992;
Tarboton, 1996; Zhou, 2004; Shaikh vd., 2010; Shachui ve Zhongping, 2013; Karle ve Kolwankar,
2015).

Fraktallar genel olarak geometrik ve rastgele (geometrik olmayan-kompleks) fraktal olmak
iizere iki guruba ayrilirlar. Geometrik fraktallar, geometrik ve kendine benzer 6zellik gosterirken
rastgele fraktallar kendine birebir benzeme 06zelligi gostermeyen sekillerdir (Yilmaz, 2013;
Falconer, 2014). Rastgele fraktallarin tiim 6l¢eklerinde rastgelelik vardir. Bu tip nesneler daha ¢ok
dogada goriiliir ve bu nedenle doganin simiilasyonunda rastgele fraktallar kullanilir (Y1lmaz, 2013).
Ayrica fraktallar ¢arpici diizensizlik ve dinamik ylizeyler olarak tanimlanmistir [2]. Bunun sonucu
olarak fraktallar diferansiyellenemeyen fonksiyonlar olarak tanimlanirlar [3].

Kesirli hesap 6zel fonksiyonlardan, kontrol teorisine, kimyasal fizikten, anormal difiizyona

kadar bir¢ok alanda kendine uygulama alan1 bulmustur. Kesirli hesap ve fraktal hesap arasindaki



genel iligki ilk olarak Tatom tarafindan gdsterilmistir [4]. Ayrica reel sayilardaki fraktal kiimeleri

iizerinde yapilan ¢calismalar hesaplamalar Parvate ve Gangal tarafindan yapilmistir [5].

Simdi ilk olarak birgok bilim dalinda oénemli uygulama alanlar1 bulunan Kesirli hesap
analizi ile ilgili yapilan calismalar1 ve daha sonra ise diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin

coziimlerini bulurken birgok yarar1 bulunan lokal kesirli analiz ile yapilan ¢alismalar1 inceleyelim.

1.1. Kesirli Hesap Teorisinde Yapilan Calismalar

Leibniz’in yami sira bircok 6énemli bilim adaminin ilgisini ¢eken kesirli hesap ile ilgi pek ¢ok
¢alismalar yapilmistir. G.W.Leibniz (1695-1697), d'/2x ifadesinin x3/dx: x e esit alinabilecegini
ve daha sonra sonsuz serilerin kesirli hesaplamayi ifade edebilecegini varsaymustir.. L.Euler (1730),

ise serilerin interpolasyonunun birgok alanda 6nemli bir yere sahip olabileceginden bahsetmistir.

J.L.Lagrange (1772), gelistirmis oldugu,

d db da+b.¢)
d,uadxb :d'ua+b

bi¢iminde tanimli mertebesi tamsay1 olan diferansiyel operatorler igin gegerli olan kurallarin a ve

b sabitlerinin kesirli oldugunda da gecerli olup olmadigini sorgulamaya baglamistir.

S.F.Lacroix (1819), timevarimdan faydalanarak 1 = u® ve a > 0 tamsayisi igin u® nin

b. mertebeden tiirevini

aby _al
dub — (a—b)!

u*>t La=b

olacak bigimde gelistirmistir. Daha sonra gamma fonksiyonunu kullanarak,

d’¢ T@+1) .,
du?  (a—b)! ¢

bulmustur. Ayrica I'(1/2) = v/ olmak iizere 1 = uve b = 1/2 alarak,

dl/le B 2\/"[7
du'/2

elde etmistir.



J.B.J.Fourier (1822),

oo

1 [oe)
Mm=§f¢wwafwwm—®@

— 00

esitligi ile keyfi mertebeli tiirevlerden bahsetmistir. neZ olmak iizere,

dan

1
—q) = p — -
" cosp(u — a) = pcos [p(u a) + > Tlﬂ]

elde edip, daha sonra bunu da genellestirip n yerine keyfi 9 degerini alarak,

%w(u)=% foof(a)da foopﬁcos [p(u—a)+%l9ﬂ]dp

denklemini olugturmustur. Fourier, 9 sayisim pozitif veya negatif olacak bicimde herhangi bir

deger almistir.

Kesirli islemleri ilk olarak N.H.Abel (1823) isimli bilim adami kullanmustir. Bunu ise Abel,
bir integral denklemin ¢6ziimiinde kesirli hesabi kullanarak olusturmustur. Abel’in integral

denklemi,

u
k=jm—@mwww
0

bigiminde olup, bu denklemin sag tarafina /m [d‘l/ 2/du~1/ Z]zp(y) uygulamis ve

d1/2

mk = V()

formiiliinii bulmustur. Béylece 1 (u)’1 belirleyerek kesirli hesapta 6nemli bir basar1 saglamistir.

H.T.Davis (1927), kesirli hesap operatorlerini tanimlamada kullanilan gesitli notasyonlar

incelemis,



u
— [w-vo o
I'(v)
Cc
matematiksel esitliini tamimlamak igin ;D Vi (u) notasyonunu kullanmis ve

CD;/zu + Au = yY(u)

bicimindeki gibi kesirli iisse sahip bazi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmek igin bu

notasyonu kullanmustir.

J.Liouville (1832-1834), (d'/2/du'/?)e* ifadesini ele alarak kesirli operatorleri
kullanmig, mekanik ve geometrinin bazi problemlerini ¢ozmiistiir. Ayrica keyfi mertebeden

tiirevler igin,
DVell — gVeat

tanimini olusturmustur.

Y0 = Y cpett,  Re(an) >0
n=0

DY) = ) cpaet
n=0

bicimindeki seride, bir () fonksiyonunun keyfi tiirevinin agik olarak yazilabilecegini diigiinmiis

ve gamma fonksiyonu ile iligkili olan,
I = J u e Mdy, a>0veu>0
0

belirli integralini kullanarak ikinci bir tanim elde etmeyi planlamistir. Burada yu =t alarak,



1= ,u‘“f t*le~tdt = u=%T'(a)
0

veya

formiillerini bulmustur. Bu son denkleme DV operatoriinii uygulamis ve

[oe]

D -a _ (F(l)v.[ uatv-lo—uu gy,
(Z
0

D)'T@+v) _,_,

DVyu~% =
H I'(a)

tanimlarini elde etmistir.

a“y
du™

denkleminin

e = o+ crp+ o’ + o+ g

bigiminde tamamlayici bir ¢éziime sahip oldugu goriilmiistiir ve keyfi u degeri i¢in,

d“yp
dut

denkleminin de tamamlayici bir ¢oziime sahip olup olmadigim tartismastir.

D.F.Gregory (1841), operatorler hesabi taniminin kurucusudur.



/ /2

Y, §) = AetaP’’” 4 pe=Har’

bi¢iminde tanimli 1 (x, t) fonksiyonu igin

o2 o0&

olacak sekilde 1s1 denklemini vermistir.

B.Riemann (1847), Taylor serilerini genellestirerek kesirli integral tanimini,

4

du~v

1 u
VD) = DY) = s f (- OV f(D)dt

biciminde tanimlamistir. Bu tanima tamamlayici bir fonksiyon eklemis ve burada, integralin alt
limiti olan c¢’nin ve tamamlayic1 fonksiyonun degeri ‘0’ alinarak, kesirli integrasyon tanimina

uygun olacak bi¢ime getirilmistir.

C.J.Hargreave (1848), n ¢ Z*olmak sartiyla n. mertebeden genellestirilmis Leibniz tiirevi
lizerine ¢alismalar da bulunmus ve , D™ n. mertebeden diferansiyel operator, DV=™ kesirli bir

operator ve C’l) de T(v+1)/n!'T(v —n + 1) olmak iizere

DY ()p(u) = Z C/l) DY) DY (1)
n=0

formiiliinii elde etmistir.

A.K.Griinwald (1867), u in bilinen fonksiyonu igin

u
0= | (u—0Pf(t)dt
!

formiiliinii elde etmistir.

A.V.Letnikov (1868),



[DIDPY(W]L, = [DI PPy,

esitligini ispatlamistir. Ayrica, Cauchy integral formiiliinden yararlanarak,

n Y (w)
D™p(z) = Zm_f (w — )”+1

tanimini olusturmus ve n yerine v € R yazarak,

Y _Tv+1) Y(w)
DYY(z) = i f T dw

— Z)V+1

formiiliinii elde etmistir.

O. Heaviside (1892), miihendislere ¢ok faydali olan kablolardaki elektrik akiminin iletkenlik

teorisindeki metotlarmi kullanmustir. a? bir sabit ve 1 ise sicaklik olmak iizere bir boyutlu 1s1

denklemini,
ou? 0é

olacak bi¢cimde almis ve 2—? = p alarak,

D*}p = a’py

elde etmis ve

1/2
1/2 _ d _ pl/2

d[,ll/z

p

esitlikleriyle dogru sonuglar elde etmistir.

E.Post (1919), kesirli hesap operatorleri ile alakali iki probleme iki farkli ¢oziim iiretmeye

calismustir. {lkinde



D_Vll)( _L A _ -1
D) = o [ (= 07 O
Cc

biciminde tanimli Liouville’in kesirli mertebeli integrasyon tanimini, ¢ = —oo alarak ¢6zmiis.

Diger ¢oziimiinde ise Riemann tanimindan faydalanmaistir.

M.T.Naraniengar (1919), I'(n + 1)/T (n +%) degerine karsilik gelen R(n) katsayisini

olusturmus ve

1
DY2(u™) = R(mu""2

denklemi {izerine ¢alismistir.

W.C.Brenke (1922), fizikte kullanmak iizere,

h
o) = f (h— DY2y(0)dt
0

biciminde tanimli denklem ve bu denklemin uygulamalari lizerine ¢aligmalar yapmustir..

M.Riesz (1949), Riemann uzayindaki dalga denklemi, izafiyet teorisi, Lorenz uzay1 ve

olasilik teorisinde,

1 u
YW = 7o f (1 — OV p(e)de

seklindeki kesirli integralin gesitli 6zelliklerinden bahsetmistir.

N.Stuloff (1950),

Au, = Z(_l)v (3) Hn+v
n=0

esitligi ile kesirli mertebenin farklarini ele almigtir.

B.Kuttner (1953),



dn
f (1 — O 1y(e)de

du”l"(n k)
ve
dn
D e f (6 - W p(ode

bi¢ciminde tanimli iki integral arasindaki iligkiyi incelemistir.
M.Caputo (1967),

g Y™ (1)dr

DIV =ty | T e

bigiminde tanimli formiilii olusturmustur.

K.B.Oldham ve J.Spainer (1970),

d'/2y(t)
dtt/2

seklinde adi diferansiyel olarak ifade ettikleri % mertebeli operator yardimiyla elektrokimyasal

kinetikleri a¢iklayabilecekleri yeni bir yontem bulduklarini ileri stirmiislerdir.

K.S.Miller ve B.Ross (1993),

D%Y(t) = D*1D% .. . D*(t),a = (a, ap, ..., Ay)

esitligini olusturmuslardir [6-11].

1695°den beri, fen ve mithendislik bilimlerini iceren bir¢ok teori ve uygulama alanlarinda
kullanilan kesirli hesap teknigi ve bu teknik {izerine yapilan ¢alismalar; fizik, kimya, mithendislik
vb. alanlarda ¢esitli uygulama sahalarmna olanak vermistir. Iletim hatlar teorisi, izafiyet teorisi,
elektromanyetik teorisi, esneklik teorisi, 1s1 transferi, difiizyon, robot teknolojisi, PID kontrol
sistemleri, Schrodinger denklemi, dalga denklemi, malzeme birimi, sivilarin kimyasal analizi, insan
kemiginde yayilan ultrasonik dalgalar, ses dalgalari, mekanik problemleri, biyolojik sistemlerin
elektriksel hareketi, elektrokimyasal kinetikler vb. bir¢ok uygulamada kesirli tiirev ve

integrallerden yararlanilarak ilerleme saglanmistir.



1.2. Lokal Kesirli Hesap Tle Tlgili Yapilan Calismalar

Kesirli tiirev operatorleri lokal olmayan operatorlerdir fakat fraktallar lokal bir 6l¢ekleme
ozelligine sahip kiimelerdir. Ayrica daha 6nceki yillarda, siirekli bir fonksiyonun en az bir noktada
tiirevlenebilir olmas1 gerektigi kanisi yaygindi. Bu goriis, 1872 yilinda Karl Weirstrass [12]

tarafindan kurulan her yerde siirekli ama higbir yerde diferansiyellenemeyen

Wy = Z A6=Dkginpke
k=1

fonksiyonu ile degismistir.

— fix)

-

Sekil 1.1. Weistrass fonksiyonu

Sekil 1.1°de goriildugi gibi Weistrass fonksiyonu ve benzer 6zelliklere sahip fonksiyonlar
sekilde goriildiigii gibi genellikle fraktallara benzerler. Bundan dolay1 bu fonksiyonlara fraktal
fonksiyonlar denir. Klasik analiz, boyle diizensiz egri ve diizlemleri simiflandirilmasinda ve
incelenmesinde yetersiz kalmistir. Kisaca fraktallar izerindeki olaylari tanimlamak ve siirekli ama

hicbir yerde tlirevlenemeyen fonksiyonlarin davranislarini incelemek igin yeni bir analize ihtiyac
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duyulmustur. Lokal kesirli analiz yani fraktal analiz bu ihtiyaca cevap veren matematigin bir dalt
olmustur.

Bu analiz bilim adamlar1 ve miihendislerin biiyiik 6l¢iide dikkatini ¢ekmistir. Bu nedenle
lokal kesirli tiirev taniminin farkli yaklagimlari olusmus ve bunun sonucunda bir¢ok lokal kesir
analizi ortaya ¢ikmustir. ilk olarak lokal kesirli tiirev operatorii 1990’11 yillarda Kolwankar ve
Gangal tarafindan Riemann-Liouville tanimmin yeniden normallesmesi sonucunda

olusturulmustur [12-14]. Kolwankar ve Gangal fraktal kiimelerinde tanimli lokal kesirli tiirevi

pa = Y@ d 60 — o)
PR de ], e AT

0<a<l1

bigiminde tanimlamistir [13,14]. Bu tanim matematik ve miihendislikte genis bir uygulama alani

bulmustur. Ayrica Kolwankar ve Gangal fraktal kiimelerinde tanimli lokal kesirli integrali

—-a

N-1
Ig = f bw(u)d“u = lim Z ()
ot uobo &t T d(Uien — o)

olacak bigimde tanimlamis ve gy, [1;, #i41] araliginda tanimli bileske fonksiyon ve p;*, [14;, fi41]
araliginda uygun noktalar ve i = 0,1,..., N —1,uy = a, uy = m i¢in [y;, ui+1] [a, b] arahigmin
pargalanisidir [13-14].

Genel olarak farktallarin hareketini anlamak i¢in Parvate ve Gangal fraktal tiirevi

AT _p— i 2@ %)
o du® - u-to S (1) — SE (Uo)

bi¢iminde tamimlamislardir. Burada F — lim F matematiksel ifadesi fraktal kiimesindeki noktalar
U=l

boyunca ¥ (u) fonksiyonunun limitinin notasyonudur [5]. Daha sonra Parvate ve Gangal fraktal

integrali

b N-1
wlf = [ WG0dgn = Y W) SE () = S5 (w), 0 <as<1
a i=0

olarak gostermislerdir [5]. Bu sirada Adda ve Cresson lokal kesirli tiirevi
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da
WPE = | = el —00)0)
H=Uo

bigiminde tammladigini ileri siirdiiler. Buradaki 0 =+ ve Dy_, Riemann-Liouville tiirev

operatortdiir [14,15]. Daha sonra ise Riemann-Liouville tiirev operatorii ile lokal kesirli operator
arasindaki iliski anlasilmistir [16].

Parvate ve Gangal, fraktal tiirevi kullanilarak

d*y(u)

- r+ o)) — puo)]
= lim
du®

H=Ho (u — pp)”

a _—
ﬂoD# -

H=Uo

elde edilir ki bu denklemde

r'(a) = j t*letdt
0

Euler Gamma fonksiyonu olmak tizere A*[f(x) — f(xo)] =T (1 + a)[yY (1) — Y (uy)] olacak

bicimde Gao, Yang ve Kang’in lokal kesirli tiirev notasyonu olan

dY@| AT )] (L)

D% =
p=p, H7Ho (u — po)“

Ho™H dﬂa

denklemine esittir. Benzer sekilde Parvate ve Gangal fraktal integralini kullanarak
b 1 N-1
wlf = [ 9004 = s > (67 (61— 1)
a j=0

bulunur. 0 < a < 1 igin At; = tj,4 — t; Ve At = max{Aty,At,,..,Aty,..} ve j=0,1,..,N — 1,
to =avety =bigin [tj, tj+1] aralig1 [a, b] araliginin bir pargalanigi olmak iizere Gao, Yang ve

Kang’n lokal kesirli integrali
b N-1
1) = 1 f P (dt)® = 1 i Z ¥(t)(ag)”
o't rl+a ]—'(1+a)At—>0'O J 1
a J=

bigiminde tanimlanmustir.

(1.1) denklemini kullanarak Chen
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d*y(u) - lim Y1) — (o)

L P I i

a _—
lloD# -

fraktal tiirevini olusturmustur. Burada denklem (u;;,1 — ;)% = pj41% — @;* olmak tizere kesirli

kiime teorisini saglar [15]. Gao, Yang ve Kang lokal kesirli tiirev notasyonu olan

K L
ri+a)™®

a

HE(F 0 (1 10)) = (u — o)™ =

kullanarak He, miihendislikte uygulama alanlart olusturmak i¢in

d*y(u)

-1 Y(u) — P (uo)
= lim ——————
du®

X>Xq KLOa

a _—
IloDIi -

X=xq
yeni bir fraktal tlirevini olusturmustur [18].

Xiao-Jun Yang lokal kesirli hesap ftizerinde c¢alisarak lokal kesirli Fourier serisini

olusturmustur. Y (u) fonksiyonu 27 periyotlu ve neZ olmak tizere lokal kesirli hesabi genisleterek

1 T
== Deos, (nm)(do)"

by = — [ p(wsi dt)"
w =z | Psin o

Fourier sabitleri olmak lizere
Qo a ; a
Y~ > + (a,cos,(nm)* + b,sing,(nm)*)
n=1

olacak bigimde lokal kesirli Fourier seriyi tanimlamigtir [16]. Bunun ile birlikte keZ ve

C—1
K™ 2me

| kit o

Fourier katsayisi olmak iizere f(x) fonksiyonunun Mittag-Leffler formunun lokal kesirli Fourier

serisini ise
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YA~ ) CeEa( ()

k=—o0

olarak tanimlamistir [16]. Ayrica Yang, () 21 periyotlu bir fonksiyon ve keZ olmak tizere
1 l a( M)a
@ =1z | wlcos, g (do)"
-1

f D(wsing Y (grye

Fourier katsayilar1 i¢in lokal kesirli Fourier serisinin genellestirilmis kesirli trigonometrik formunu
a k a na k a
ll)(,u)~— + Z <akcosa (kr) + bysing &>
[ [
bigimde tanimlamistir [16]. Diger taraftan 1 (u) 21 periyotlu bir fonksiyon ve keZ igin
1 ; a a( )a
u
Ey| ————— | (dw)*”
iy | voE (T ) @
-1

Fourier katsayisi olmak tizere lokal kesirli Fourier serisinin kompleks genellestirilmis Mittag-

CK:

Leffler formunu

had a;ax k a
Ya~ D G (M)

k=—o00

seklinde gostermistir [16]. Diger taraftan lokal kesirli siirekli () fonksiyonunun Yang-Fourier

dontlistimiinid

Fp()} = fu“(w) = E,(i%0%u®)y(u) (dw)®

bigiminde tanimlamistir. Yakinsaklik i¢in gerekli kosul
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Eq(i%0%u® ) () (dw)®| <

f (] () = I Il <

1
Il +a) _f r(1 +a)

seklinde tanimlanmustir.

Kesirli lokal Fourier doniisiimiin tersini ise Yang

(o]

W = B (57@)) = e f B (140 x) [ () (dw)®

olarak ifade etmistir ve 1 (u) lokal kesirli siirekli bir fonksiyondur.
Y (u) lokal kesirli siirekli bir fonksiyon, s*e R olmak iizere 0 < a < 1 i¢in Yang-Laplace

donilistimii

L)} = f* () = Eq (—s%xO) (1) (dp)®

=)
ri+a

0

bi¢ciminde tanimlanmstir, buradaki yakinsaklik icin gerekli kosul

! [ du)® < k
mofhp(#ﬂ( w* <k <oo

seklindedir. Ayrica Yang-Laplace donilisimiiniin tersi ise

B+ico

f Eo (s () (ds)®

—lOO

LA} =90 = o 3

seklinde tanimlamustir.

Lokal kesirli hesap iizerinde yapilan bu ¢aligsmalarin sonucundan kompleks diizlemde tanimli
gergek diinyada goriilen olaylari temel alan cesitli diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin ¢éziimiinii
bulmak icin faydalamldigi gériilmiistir. Ozellikle miihendislik ve bilimde olusan
diferansiyellenemeyen fonksiyonlar basit lokal kesirli hesap veya kismi diferansiyel denklemler
tarafindan modellenir. Bu yiizden bu hesaplama uygulamali bilim ve matematiksel fizik gibi

alanlarda calisan arastirmacilar i¢in 6nemli ve dikkat ¢ekicidir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. (Lineer Déniisiim) V ve W, ayn1 [F skaler cismi iizerinde vektdr uzaylar olsun. Bir
T:V >W donisimi Va,BeF ve x,yeV igin, T(ax + fy) = aT(x) + T (y) dzelligini
saglarsa T’ye bir lineer doniigiim ad1 verilir. Lineer bir donilisiim ayni zamanda siirekli ise bu

durumda lineer doniisiim yerine lineer operatdr veya kisaca operatér ifadesi de kullanilir [24].

2.1. Gamma Fonksiyonu

I'(z) Gamma fonksiyonu integral yardimiyla,

I'(z) =ftz_1e_tdt
0

seklinde tamimlanir, 6yle ki Re(z) kompleks diizleminin sag yar1 kismina yakinsar. Gergekten

I'(x +iy) = f t¥+tv-le=tqt
0

(o8]
— f e~ ttx—1piylog(®) 4¢
0

= f R [cos (y(log(t))) + sin (y(log(t)))] dt

dir. Bu formiildeki koseli parantez i¢indeki ifade biitin t i¢in smirlandirilmistir; sonsuzdaki

yakinsama €' tarafindan saglanmaktadir ve t =0 deki yakinsama igin x = Re(z) > 1 olmalidir.

Integral yardimiyla Gamma fonksiyonu,

[oe]

F(z+1) = f tZe~tdt
0

= [—tZe i + z_[ t? le~tdt = zI'(2)
0

bi¢iminde yazilir, yani I'(z + 1) = zI'(z) “dir. Buradan



MNz+1)=2z22)=z-DI'(z—-1) = =2z

elde edilir. Bu nedenle bu fonksiyona faktériyel fonksiyon ismi de verilir. Boylece

r()=0'=1

yazilabilir. Genel olarak negatif olmayan n tamsay1 degeri i¢in,

(n=3)1=r(n+5) =g Vo

olup diger taraftan,

-=rli-n) -2

yazilir. Gamma fonksiyonunun 6zellikleri arasinda

o=

x 1
r(2x) = ! F(X)Zl:/(; ’ 2)

2 1 T k
o= P22 (e

bi¢imindeki esitlikleri de yazilabilir. Bazi onemli degerler Tablo 2.1°de verilmistir [11].

Tablo 2.1. Gamma fonksiyonu i¢in bazi 6nemli degerler

"(5)= (50" e
"(-3)= (v e
r(-3)= - (5)= )
r'(0) = +oo re2) =1
"(5)= (@) r(3) = e
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2.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu

B(p,q) = f, t"*(1 - t)77'dt, (Re(p) > 0,Re(q) > 0)

integrali yardimiyla tanimlanir. Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

_I'(»rq)

M@ =T +PBP.a) = Be.a) =g

bagmtisi vardir [11].

2.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

a > 0 olmak tizere E, (. ) notasyonu ile gosterilen Mittag-Leffler fonksiyonu

Ea(2) = kZO T(ak + 1)

ile verilir. Ustel fonksiyonun genellestirilmesi olan bu fonksiyon Mittag-Leffler tarafindan
tammlanmigtir. Mittag-Leffler fonksiyonlari, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
cozlimlerinde ortaya cikar.

a >0 ve B >0 olmak iizere E,p(.) notasyonu ile gdsterilen iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu

s @)= ) T w )

bigiminde tanimlanir. « = 1 ve § = 1,2, ..., m alinirsa

m—2 k
1 5 z
El,m(z) = Zm—1 {e - _l}

k=0

elde edilir.
Bu fonksiyon, 1953 yillinda R. P. Agarwal ve Erdelyi tarafindan tammlanmistir. @ ve

parametreleri kullamlarak E, g (z) fonksiyonu bazi bilinen fonksiyonlara doniisiir. Bunlar,
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E()—? a —iozk—z
= T+ Lk €
k=0 k=0

£, () i z¥k 15: zk+1 e?—1
12 zZ) = _—— | =
o) 'k+2) =z P (k+ 1)! z

had 42k i 42k
Ezll(zz) = E — = E YoTEvEE coshz
o) r2k +1) e (2k)!

E,,(27) = i 72k 3 i z2k+1 _ sinhz
2270 = L Tk +2)  Zi(2k+ D! 2z
k=0 k=0

Eqq1(2) = ;m = Eq(2)

seklindedir [8,11]. Simdi sekil 2.1°de a, § = 1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonun grafigini verelim.

T T T T T
|
ESTX) |
2

4 E(x) N

Em{x)_ .
al Ex)=e 4
b I R I e e | S - -
. — — — —

E o— — — -
b 4
ok |
_3_ .................................................................................... —
4l -
-5 L 1 1 1 1
=50 =40 =30 =20 =10 0 10

Sekil 2.1. a, B = 1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu

2.4. Hata Fonksiyonu

Gauss hata fonksiyonu olarak da bilinen Hata Fonksiyonu
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2 " “2dt, x>0
— e X
R

erf(x) = 5 0
—t2

— | e7tdt, x<0

\/Efx

seklinde hesaplanir [10].

2.5. Fraktallar ve Fraktal Boyutlar

Tanim 2.2. U ¢ R" bos kiimeden farkl1 bir kiime olsun.

|U| = sup{|x — y|: x, yeU}

kiimesine U kiimesinin ¢apt denir [25].

Tamm 2.3. F c R™ ve § pozitif bir reel say1 olsun. Her i i¢in 0 < |U;| < § olmak iizere

ise {U;} sayilabilir kiime ailesine F kiimesine & —ortiisti denir [25].

Tanim 2.4. F c R" ve s, § pozitif reel sayilar olsun. Herhangi bir § > 0 i¢in

H3(F) = inf {ZIUiI: {U;}, F kiimesinin bir § — ortisu

i=1

seklindedir [25].
Tamim 2.5. (X, d) bir tam metrik uzay ve A, BeH (X) olmak {izere,

H(X) = max{d(4,B),d(B,A)}

degerine A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik denir [25].
Tanim 2.6. Herhangi bir F ¢ R™ kiimesi i¢in

HS(F) = }giir(l) Hi(F)
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ifadesine F kiimesinin s —boyutlu Hausdorff dl¢iisii denir [25].
Tamm 2.7. Herhangi bir F c R" kiimesi i¢in

dim(F) = inf{s: H5(F) = 0}

ifadesine F kiimesinin Hausdorff boyutu denir [25].

Tanim 2.8. Fraktal, topolojik boyutu tam olarak asan Hausdorff boyutlu bir kiime olarak tanimlanir

[1].

Tanim 2.9. (X, d) bir metrik uzay ve AeH (X) olsun. Ve > 0 i¢in N(4, €), A y1 drtmek igin gerekli

olan & uzunluklu kapali kutularin minimum sayis1 olmak tizere,

b =lim <1n(N(A, e)))

In1/¢

limiti varsa bu limit degerine A’nin fraktal boyutu denir [26].
Ayrica fraktallar boyutlar1 tamsay1 olmayan kiimeler ya da neslener olarak da tanimlanir.
Bu nedenle bir boyutlu fraktallar koordinatlara bagli olmayan boyutlarla tanimlanmalidir ve birgok

kesirli boyut tanimi ifade edilmistir. Bunlardan en eskisi Hausdroff uzayidir.

2.6. Cantor Kiimesi

George Cantor (1845-1918) trigonometrik serileri igeren problemleri ¢6zmek igin Cantor
kiimesini olusturmus. Burada her araligin her yerinde yogun olmayan, sonsuz, milkemmel bir kiime
olarak Cantor ii¢lii kiime 6rnegini vermis ve bdylece her milkemmel kiimenin her yerde yogun

olmasi gerekmedigini gostermistir [25,27].

K, = [0,1] aralig1 igin K, araligin1 3 esit par¢aya boliinsiin ve ortadaki agik kiime olan G , g)

aralig kaldirilsin. Geriye kalan kiimeye K; denilsin. O zaman

o

olur. Daha sonra K; kiimesindeki iki kapal1 kiimenin her birinin ortasindaki tigte birlik kisim olan

acik aralik kaldirilip geriye kalan kiimeye K, denilir ve
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K—01U21U27U81
:=[og]vfs3]v[5:5] v [5-1

olur. neN olmak iizere her n adimda bu sekilde devam edip n. Adima geldiginde K,,” deki her bir
kapal1 kiimenin ortasindaki iicte birlik acik aralik kaldirilsin ve kalan kiimeye K, denilsin. Higbir

sinir tanimadan yani n’yi sonsuza gotiirerek ayni sekilde isleme devam edilsin. Bu siirecin sonunda

C= ﬂKn
n=1

seklinde bu siirecin de limit kiimesi olan yeni bir kiime olusur. Sekil 2.2”de gibi olusturulan C olarak
gosterilen bu kiimeye Cantor kiimesi denir [25,27].

0

1

1 2
0 L 2 !
L T T T .
1 2 1 2 7 8
0 9 9 3 3 ] ] I
... - . _samm . .
“ i - L B --_u

Sekil 2.2. Cantor kiimesi

Diger taraftan Cantor kiimesinin miikemmel olmasi, hi¢bir yerde olmamasi, sayilamaz

olmasi, higbir aralik igermemesi, kompakt olmasi gibi 6nemli 6zellikleri Cantor kiimesini ortaya
cikarir.

2.7. Lokal Kesirli Tiirev

Bu alt boliimde, tezimiz i¢in gerekli olan lokal kesirli tiirev ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilecektir [17,30,31].

Tanim 2.10. Kabul edelim ki ®(u)eC.(a,b) ve 0 < e < 1olsun.c >0ve 0 < |u — ol < 6 igin
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AF[D(p) — P(pe)] = T(1 + )[P(w) — P(1o)]

olmak tizere

co@|  _ A0 - D) 2.1)
dut u=tto U—Hg (1 — uo)®

D@D (uy) =

biciminde tamimli limit vardir ve sonludur. (2.1) denkleminde kullamlan D®d(u,) veya

dfo(u)

e matematiksel ifadelerine u = py noktasinda @ (u) fonksiyonunun e. dereceden lokal

U=uo
kesirli tiirevi denir.
®(u) fonksiyonu [u, b) araliginda tanimli ise u = u, noktasinda @ (u) fonksiyonunun

soldan . dereceden soldan lokal kesirli tiirevi

d* @ (p)
dut

- A[D () — D(po)]
= lim
- H=Hom (u = mo)®

H=HUo

seklinde tanimhidir. Diger taraftan ®(u) fonksiyonu (a,u] araliginda tamimh ise u = p,

noktasinda @(u) fonksiyonunun sagdan €. dereceden lokal kesirli tiirevi

d*®(w)

i A [D(p) — P(uo)]
im
dut

p=g* oot (= mo)®

seklinde tanimlidir.

dfo () d*o(u)

Kabul edelim ki aw ey - ve — _ tamml1 ve
dcow| _dow|  _dow
€ - € - €
dp 1=to du P dp p=po*

ise ®(u) fonksiyonunun lokal kesirli tiirevi vardir.
0 <e<1igin Ay, p ‘niin artig1 ve Au = 0 i¢in @ — 0 olmak iizere u = py noktasinda

®(u) fonksiyonunun fraktal artigi
T(1+ &)A*D(ug) = A5(P () — P(1o)) = DO D (o) (Ap)¥ + w(Ap)® (2.2)

seklinde tammmlanir. 0 < & <1 i¢in u =y, noktasinda ®(u) fonksiyonunun lokal kesirli

diferansiyeli
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de® (o) = DO D (o) (dp)* + w(dp)®
bi¢iminde tanimlanir. Herhangi bir ue(a, b) noktasi i¢in

d¢d
@ () = dﬂ(“ ) _ p@aw

: =

olur ve bu nedenle D.(a, b) e-lokal kesirli tiirev kiimesi olarak tanimlanir.

Asagida verilen 6zellik lokal kesirli tiirev ile stireklilik arasindaki iliskiyi ifade etmektedir.
Ozellik 2.1. ®(u)eD.(a, b) ise ®(u)eC,.(a,b) olur.
Ispat. (2.2) esitligi kullanilirsa

(Aw* (Aw* (2.3)

[0l = DO 5 T Ty 5y T o)

elde edilir. Limitin genellestirilmis formiilii g6z oniine alinirsa
lim ®(p) = ®(uo)
H—Ho

olur ve herhangi u degeri igin ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 2.2. ®(u)eD,(a, b) ise ®(u) fonksiyonu I = (a, b) bolgesinde lokal kesirli tiireve sahiptir.

Ispat. (2.2) esitligi kullanilirsa lim @ = 0 olmak iizere

H=Ho
AD(g) = DED(ug) (A + w(Ap)*
yazilabilir. Burada A®®(u,) ve (Au)? yerine sirasiyla d*®(u) ve (du)¢ yazilirsa
df @ () = DO D (uy) (dp)® + w(dp)®

elde edilir. lim @ = 0 oldugundan ispat tamamlanmuis olur.
H—Ho

Ozellik 2.3. ®(u), ®(u)eD.(a,b) olmak iizere fraktal kiimelerde tamml diferansiyellenemeyen

fonksiyonlarin lokal kesirli tiirev kurallari,

8) D@[e() F (] = DO (6(w) F DO (0()
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b) D@ [d(w)OWw)] = DO [d(wW)]O(w) + DE[O(W)]P (1)

(W] _ pO[ew]ew)-DDe(w]d (k)
= o(w) #0
) (0G) (O(u) # 0)

¢) D® [

seklinde verilmistir.
¢ bir sabit ve E.(.) Mittag-Leffler fonksiyonu olmak tizere fraktal kiimesinde tanimli

asagidaki diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin Kesirli lokal tiirevleri Tablo 2.2’deki gibidir.

Tablo 2.2. Onemli bazi fonksiyonlarin lokal kesirli tiirevi

Fonksiyon Fonksiyonun Tiirevi
c 0
ke pk=De
I'(1+ ke) ra+ (k—1e)
Ee (1) Ee (1)
E¢(cp®) cE¢(cu®)
Ee(=1%) —E(—pf)
E (1) (21)*Ec(u*%)
E¢(cp?®) (2)¥cE(u?®)
Ec(—p*%) —(2W)*Ec(—u*®)
sing (uf) cosg(u*)
sing(cuf) csing(cu®)
cosg(u*) sing(u*)
cosg(cu?) csing(cu?)
sinhg (u*) coshg(u*)
sinh,(cu®) ccoshg(cu®)
coshg () sinhg (u*)
coshg(cu?®) csinhg(cu®)

Sonuc 2.1. Ozel olarak keN olmak iizere ®(u) = pu**+D¢ alinirsa

_ I'(1+ ke) (k=1)e
T+ k=Dt

D@D ()]

tirevi alinir.
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Teorem 2.1 (Lokal kesirli Rolle’s Teoremi). Kabul edelim ki ®(u)eC.[a, b], ®(w)eD.(a,b) ve

®(a) = ®(b)olsun. O zaman &, (0,1] araliginda tanimli olmak iizere
P*(uo) =0
sartin1 saglayan bir uge(a, b) noktasi vardir.
Teorem 2.2. Kabul edelim ki ®(u)eC,[a, b] ve ®(u)eD.(a, b) olsun. ge(0, 1] i¢in

(b —a)*

®(b) — P(a) = ‘De(ﬂo)m

olacak bigimde bir uye(a, b) noktasi vardir.

Teorem 2.3. Kabul edelim ki ®(uw)eC.[a,b] ve ®(u)eD.(a,b) olsun. lim &(u) =0 ,
U—Hlo

lim Q(u) = 0 ve K ya reel bir sayiy1 ya da —oo, 0 sembollerinden birini ifade etmek tizere
H—Ho

Mlirlr} @E(w) ﬂlirlr} D (p)
—_> 0 = K l —_) Y = K
Im Q) WOt o
U—Ho K=o

olur.

2.8. Lokal Kesirli Integral

Bu alt boliim tezimiz i¢in gerekli olan lokal kesirli integral ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilecektir [17,30,31].

Tanmm 2.11. Kabul edelim ki @(u)eCela,blve 0 <e <1olsun. pyg=a < py <+ < py-1 <
Un Ve Al = U1 — Ui olmak tizere [a, b | araliginin [,uj,,ujﬂ] (G =0,1,..,N—1) seklinde bir

oriintiisti olsun. Bu durumda () fonksiyonunun lokal kesirli integrali

b N-1
@, oy L e__ 1 .
alp @) = ra +€)f<p(u)(du) “Ta+o ALmOIZ(;cp(uk)(Auk)

i
k—)

seklinde tanimlanir. Burada I', Gamma fonksiyonudur. Bu tanimlardan yararlanarak ¢(u)eC,[a, b]
ve @(uw), [a,b] kapali araliginda lokal kesirli tiireve sahip olmak iizere asagidaki Ozelliklere

sahiptir.
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a) a=bhise all(f)cp(y) = 0 dr.
b) a<bise JPe) =— I dir.
) e=0ise JE W) = @) dir.

Ozellik 2.4. @), p,(W), p,(WeD.(a,b) olmak tizere fraktal kiimelerde tanimlh

diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin lokal kesirli integral kurallar1 agagidaki gibi verilmistir.

) oI Plor () + 2] = AP (1) + oI (92(1))

b) c sabit bir say1 olmak tizere I 2(18) [co(u)] =c ISS) [o(w)]

_ (b-a)¢

(e)
c) albs 1= r(1+€)

d) @) =0 ise alés)(p(,u) >0 dir.

€)

A7 0| < ol o)

f) a<b<cise JEow) = JP0W) + JL @) dir.

g) (w) fonksiyonunun en kiigiik ve en biiyiik degerleri sirasiyla T ve IT olmak

(&)

—a)é —a)€
tizere .l cp(y)e[T b=y (b

r(1+e)’ TI(1+¢)

]olur.
Teorem 2.4 (Lokal Kesirli Integral icin Ortalama Deger Teoremi). Kabul edelim ki
©(u)eCla, b] olsun.

(b —a)

alég)<P(#) = @(§) R

olmak tizere (a, b) araliginda bir ¢ noktasi vardir.

Teorem 2.5. Kabul edelim ki @(u)eC.[a,b] olsun. ue(a,b) igin D) = L (k) esitligini

saglayan @ (u) fonksiyonu var ise

0°D(p)
I oW

olur.
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Teorem 2.6 (Lokal Kesirli Integral icin Newton-Leibniz Formiili).

®E(u) = @(u)eC,la, b] oldugunu kabul edersek
Do) = o(b) — @
P0G = B (b) - D(a)

olur.

Teorem 2.7 (Kismi Lokal Kesirli integrasyon). Kabul edelim ki ¢, (u), ¢,(u)eC.[a, b] ve
@1 (), o, (uWeD,(a, b) olsun. Buradan

oI5 [ 020] 0200} = 020 = 02608 = o5 00 [ 0200

biciminde yazilir.

Teorem 2.8 (Lokal Kesirli Taylor Teoremi). Kabul edelim ki D((k“)g)(p(u) €C¢(a, b) olsun.
Her ue(a,b) ve k = 0,1, ...,nigina < py < & < u < b olmak tizere lokal kesirli Taylor teoremi

D(+De()
'+ (n+1e)

o DD (uy)
I'1+e¢)

o) = (1 = po)** + (1 = o) ™+ 1*

bigiminde tanimlanir.
¢ sabit bir say1 ve E.(.) Mittag-Leffler fonksiyonu olmak {izere fraktal kiimesinde tanimli

baz1 diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin lokal kesirli integralleri Tablo 2.3’deki gibi verilmistir.

Tablo 2.3. Baz1 énemli fonksiyonlarin lokal kesirli integrali

Fonksiyon Fonksiyonun Integral
c sabit sayisi cuke
I'(1+ ke)
Mks ‘u(k+1)e
I'(1+ ke) A+ k+ 1e)
E: (1) E.(uf) -1
E¢(cu®) cE,(uf) -1
c
sing (1) —[cos:(u®) — 1]
sing(cu?®) —[cos.(u¥) — 1]
c
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Tablo 2.3. (Devam)

cose(u*) sing (u)
cose(cu®) sing(cu®)
C
ke e
—M ] _l H &y _ l . <
I'(1+ ke) sin (cp®) c [F(1+ke) cose(cu®) c sing(cp )]
ke ke
H 1] v , ey 1 e
Tl + ke) cosg(cp®) - [F(Hkg)smg(cll ) C(cosg(cy ) 1)]
E¢(u®)sing(cuf) E,(u®)[sin, (cu®) — ccos,(cuf)] + ¢
1+ c?
Eg(,ug)cosg(cﬂe) Es(.ug)[Sing(Clis) _ CCOSS(C‘uS)] _1
1+ c?
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3. LOKAL KESIRLi FOURIER DONUSUMLERI

Bu boéliimde tezimiz igin gerekli olan lokal kesirli Fourier doniigiimii ile ilgili temel tanim

ve teoremler verilecektir [17,30,31].

Tamm 3.1. ¢(7) fonksiyonu 2L periyotlu bir fonksiyon olsun. keN i¢in

1 L
40,8 =3 [ d@@0*
2L

Alk, &) = % fcl)(r)cos‘E (nTkT>5 (dr)¢
-L

ve

kT

B(k, &) = % f¢(r)sins(
)

lokal kesirli Fourier sabitleri olmak tizere ¢(7)’nin genellestirilmis lokal kesirli Fourier serisi

A(0,8) kt\* kt\*
o(r) ~ (2 ) + Z [A(k, £)cos, (T) + B(k, )sin, (T) ]
k=1
bigiminde tanimlidir.
Buradan hareketle ¢(7) fonksiyonu 27w periyotlu bir fonksiyon olmak iizere keN igin

¢ (7)’nin genellestirilmis lokal kesirli Fourier serisi

$(7) ~

A((; 2 kzzl[A(k, e)cose (kt)® + B(k, &)sin. (kt)*]

bi¢iminde tanimlidir.

Tanim 3.2. ¢p(7) fonksiyonu 2L periyotlu bir fonksiyon olsun. keN igin

wéi¢(kt)®

1 ¢ ]
(2L)¢ f ¢(T)E£<_ L >(dT) 3.1)
)

ok, e) =

lokal kesirli Fourier sabitleri olmak tizere ¢ ()’ nin genellestirilmis lokal kesirli Fourier doniigtimii



[o¢]

d@~ ) okOE, (M)

L (3.2)

k=—o0

bigiminde tanimlidir.
Buradan hareketle ¢(7) fonksiyonu 2 periyotlu bir fonksiyon olmak tizere keN i¢in lokal

kesirli Fourier sabitleri

1

ok, &) = )

i

| $@E ity any 3
-7
olmak tizere ¢(7)’nin genellestirilmis lokal kesirli Fourier serisi

O@ ~ ) @l

k=—o0

(3.4)

bigiminde tanimlanir.

Tamim 3.3. 1 < € < oo ve 1 < v < o i¢in v-normu altinda genellestirilmis L, ¢[R] uzay

1

1 [ Y
161, = (m_fw(r)l (an) )

bi¢iminde tanimlanir.
Tamm 3.4. 6eL, [R] ve [|0]|1 ¢ < o0 igin
1 ° (3.5
FIO] = 00) =ty | BWE, (—irw) (D)
bi¢iminde tamiml1 F operatoriine lokal kesirli Fourier doniigiim operatdrii denir.
Tanmim 3.5.

(3.6)

FHO(w)]=60(1) =

2m)E _[_Z@(w)Es (it w®)(dw)®
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biciminde tamimli F~1 operatoriine lokal kesirli ters Fourier déniisiimii denir.

Teorem 3.1 (Lokal Kesirli Fourier Doniisiim Operatorii icin Fourier Integral Teoremi). 0(t)

fonksiyonu [—oo, oo] araliginda lokal kesirli siireklilige sahip olsun. Buradan

r1+e¢)

(1) = 2

—OOIO(::) [—ooltg:)(e(r))Eg(_iSTS(l)S)] Eg(isre(ug)

elde edilir ve lokal kesirli Fourier doniisiim operatorii i¢in Fourier integral teoremidir.

Ozellik 3.1. (Lokal Kesirli Fourier Doniisiim Operatorii Icin Lineerlik)
01(1),02(7), 01(7), 02 (7)€L ¢[R]
F[6:(0)] = 64 (w)

Ve
F[0,(v)] = 0;(w)

olmak iizere a ve b sabitleri igin

Flab,(1) + bO,(1)] = a®;(w) + bO,(w) (3.7)

esitligi saglanir.
Ispat Fourier doniisiimiin tanimi1 kullanilarak

1

Flab:(7) + b, (1)] = mf [a6,(7) + b6, (D]E, (—i*T°w*)(dT)*

— 1 mg E fELE & d &
‘“mf_w L @DE, (—i¥7°0%) (d1)

1 . 1ELE,\E &
+bmf_0062(r)Eg (—ifttw®)(dT)

= a0, (w) + b6, (w)

elde edilir.
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Ozellik 3.2. (Lokal Kesirli Fourier Doniisiimii I¢in Zamanda Kayma) Kabul edelim ki
0(1),0(t)eL, [R] ve F[6(7)] = O(w) olsun. a sabit bir say1 olmak tizere

Flo(t — )] = E.(—i*a*w®)F[0 ()]

bi¢iminde tamimlanir.

Ispat Fourier doniisiimiiniin tanimimndan

1 [ee]
Flo(t—a)] = m.f 0(t — a)E, (—iftfw®)(dr)*

= E.(—ifa*w?®) foo 0(t — a)E, (—if(r — a)*w®)(d7)®

= E.(=i*a*w®)F[0(D)]
yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 3.3 (Lokal Kesirli Fourier Déniisiimii i¢in Zamanda Artma). Kabul edelim Ki
0(t)0(w)eL, [R], F[0(r)] = O(w) Ve a sabit bir say1 olsun.

F[6(ar)] = %@ %)

yazilir.

Ispat Fourier déniisiimiiniin tanimimdan

1 (0.0)
FlO(a1)] = mf O(ar)E, (—iftfw?®)(dr)®

_ %ﬁfp 0(ar)E, (—if (%)s ws) (d7)¢

bulunur.

Ozellik 3.4 (Lokal Kesirli Fourier Déniisiimii Icin Eslenik). Kabul edelim ki
0(t), 0(w)€eLy ¢[R], ve F[6(7)] = O(w) olsun.
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Flo(-)] = Flo ()]
yazilir.

Ispat Fourier doniisiimii yardimiyla

1
rd+e)

.‘F[Q(—T)] = fooe(—r)Eg (—ittfw®)(d7)®

oo

— 0(E, (Frtw®) (d1)®
-t | PG @)

— 0o

1 [oe]
- s f B-DE, (~E (D)%) (dD)

1
rd+e)

f°° 0(1)E; (—1ftfw®)(d7)¢

= Flo(D)]

olup ispat tamamlanir.

Ozellik 3.5 (Lokal Kesirli Fourier Déniisiimiiniin Otelenmesi). Kabul edelim
0(1), 0(w)eL, ([R], F[O(1)] = O(w) Ve a sabit bir say1 olsun.

FlEc(i%aft5)0(1)] = 6(w — a)

olur.

Ispat Fourier doniisiimiin yardimiyla

1 oo
FlEc(ifaft5)0(1)] = m[ E.(i¥a®t®)0(7)E, (—iftéw®)(dT)*

1 ® g€ £ €
S j O@E: (~i°1(w ~ @) (dD)

=0(w—a)

34

ki



olup ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 3.6 (Lokal Kesirli Fourier Déniisiimiiniin Dualitesi).

0(t), 0(w)€eL, [R] ve F[O(T)] = O(w) olsun.

rd+e)

Flo(-1)] = e

Flo(0)]

bi¢iminde tanimlanir.

Ispat Fourier doniisiimiin yardimiyla

FHO(w)] =06(1) =

2 LZG(M)ES (it w®)(dw)®

oldugunu biliyoruz. Burada 7 ve w’y1 yer degistirildiginde

O(w) =

2 f_O:OG)(T)E‘g (it w®)(d7)*

bulunur. w yerine - w yazilirsa

ra+e 1 e
0(-) = — o5 F(1+s)_f 0(1)E. (—i*1°w®)(dr)

I'1+e¢)

e PO

olur ve boylece ispatlanir.

Ozellik 3.7 (Lokal Kesirli Fourier Déniisiimiiniin Birlesimi).

01(1),02(1), 0,(w), 0, (a))ELLE [R]
Fl6:(1)] = 04 (w)
ve

F[62(1)] = 0;(w)

olmak tlizere
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[oe] o]

f 01 ()02 (w)E (i*T°w?) (dw)® = f92(77)91(77 —1)(dn)*

— —o0

yazilir.

Ispat

(o]

f 01 ()05 () E. (i) (dw)®

— 00

(o]

f 0, (w)E (i’ T8 w?)

— 00

1

m_f Qz(n)Eg(iEnEwE)(dn)fl (dw)?

[o0]

f 6, () (dn)*

— 00

1 (o0}
mf Or(@)Ee(E%0n - T)EwS)(dw)el

[oe]

- f 8, ()01 (11 — 1) (dn)®

— 00

olur ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.

01(1),02(1), 0,(w), 0, (a))ELLE [R]

Fl6:(1)] = 04 (w)
ve
F[62(1)] = 0;3(w)

olmak tlizere

j 01 ()0, () (dw)® = f 0,116, () (dn)®

biciminde yazilir.

Ispat Ozellik 3.7°de T = 0 alinirsa ispat kolayca goriiliir.
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Teorem 3.2.

6(1), 0(w)eLy ¢[R]

F[O(0)] = 6(w)

ve
lim 6(t) =0
GER)

olmak tlizere

FI0©E @] = ((w)*F[0(D)] = i*w*F[O(0)] 49

bi¢iminde yazilir.

Ispat Lokal kesirli Fourier doniisiimiin tammindan yararlanarak

1 (o]
g;-[e(s)(,[)] — m,’_wG(S)(T)ES (—iftfw?®)(d7)*

bigiminde yazﬂlr.lllim 0(t) =0 oldugunu goéz Oniine alarak lokal kesirli tiirevin kismi
T|—00

integrasyonunu kullanilirsa

ifw® r
" T(1+¢)

— 00

F[6© @] = [0(DE(*1°0*)] %% 0(D)E:(i*°w®)(d)*

bulunur. Boylece
T[g(s)(_[)] — isws; f Q(T)E (is.[ewS)(dT)s
T(1+¢) y

olup Lokal kesirli Fourier doniisiimiin tanimindan

T[G(E)(T)] = (iw)¢F[0(1)] = iwéF[0(7)]

bulunur.

Sonug 3.2. Teorem 3.2°den yararlanarak keN igin
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9((k-De)(0) = g((k-)e)(0) = ... = 9 (0) = 4(0)

olmak tizere

.‘F[H("S)(T)] = (iw)*F[6(1)] (3.9
yazilir.
Teorem 3.2.

(1), 0(w)eLy ¢[R]

Flo()] = 6(w)
ve

Jim P00 =0
T|—00

olmak tizere
1

F [_OOIT(E)Q(T)] = (w)°

Flo(@)]
dir.

Teorem 3.3.
6(1), 0(w)eL ¢[R]

Flo(@)] = 6(w)

olmak tlizere

Flté0(1)] = i*0(w)

bi¢ciminde yazilir.

Tanim 3.6. 0, (7) ve 6, (7) fonksiyonlarinin lokal kesirli integral operatorii yardimiyla lokal kesirli

konvoliisyonu

(61 % 0,)(1) = 6,(7) * 6,(1)
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= _oI2[6,()0,(t — )]

= ! 009 0 dt)®
g | G086 - 0@

bi¢ciminde tanimlanir.

Tanim 3.7. Lokal kesirli 0, (@) ve O,(w) Fourier operatirlerinin lokal kesirli konvoliisyonu

(01 ¥ 02) (@) = 0,(w) * 0, (w)

ra
B EZT-:):) _OOIO(OS) [01(@)0,(w — @)]
G j 0,(@)0, (0 — @) (dw)*

bigiminde tanimlanir.

Teorem 3.4. (Lokal Kesirli Fourier Doniisiimiiniin Parseval Teoremi)
6(1)€Ly [R],
Flo(D)] = 6(w)

olmak iizere

|0(w)|?(dw)*

1 [ 1
- A7) = ——
,/r(1+s)_[o|9(r)| W= s _[o

bulunur.
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4. LOKAL KESIiRLi LAPLACE DONUSUMLERI

Bu boliimde tezimiz igin gerekli olan lokal kesirli Laplace doniisiimii ile ilgili temel tanim
ve teoremler verilecektir [17,30,31].

Tamim 4.1. O€eL,; ([R] ve [|0]l1 < oo i¢in

L[O(1)] = 0(s) = ﬁfo 6(1)E. (—1¢s5)(d7)® (4.1)

bi¢iminde tanimli £ operatoriine lokal kesirli Laplace doniistim operatorii denir.

Tamm 4.2.

L7e(s)] =0(x) =

O(s)E, (t¢s5%)(ds)*

fﬁﬂ'oo (4.2)
p-ico

(2m)®

biciminde tamimli L™1 operatériine ters lokal kesirli Laplace déniisiimii denir.

Ozellik 4.1. (Lokal Kesirli Laplace Doniisiimiin Lineerligi)
0,(7),0,(1),0,(s),0,(s) €L1,s [R+]

L[6,(0)] = 0,(s)
ve
L[6,(1)] = 0,(s)

olmak tlizere a ve b sabitleri i¢in
L[aB,(t) + bO,(1)] = a®,(s) + bO,(s) (4.3)
olur.

Ispat Lokal kesirli Laplace doniisiimiiniin tanimi kullanilarak

1 (00}
L[ab,(7) + b6,(1)] = m[ [a6,(7) + bO,(D]E, (—7°s%)(d1)*
0

— 1 009 E EE d &
o] ACLAGERICD



1 oo
+bm£ BZ(T)ES (—T S )(d‘[)

=a0,(s) + bO,(s)

olup lineerligi gosterilir.

Ozellik 4.2. (Lokal Kesirli Laplace Déniisiimii I¢in Zamanda Kayma) Kabul edelim ki
O(t)eLq ¢[R4] ve L[B(1)] = O(s) olsun. a sabit bir say1 olmak iizere

LI6(t — a)] = Ec(—i*s*)L[6(7)]
bi¢imindedir.

Ispat Lokal kesirli Laplace doniisiimiin tamimindan

1 (00}
LIt —a)] = m.f 0(t — a)E, (—t%s%)(dr)*
0

= Es(—agsg)ﬁjowﬂf — Q)E, (=(7 — a)*s*)(dr)*

= E(=i*s%)L[6(7)]

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Ozellik 4.3. (Lokal Kesirli Laplace Déniisiimii I¢in Zamanda Artma) Kabul edelim Ki
6(v)eLy [Ry], LIO(T)] = O(s) Ve a sabit bir say1 olsun.

S

L[6(a1)] = %@ (—)

a

bi¢iminde yazilir.
Ispat Lokal kesirli Laplace doniisiimiiniin tanimin1 kullanarak

1

L[6(a1)] = m_{ 0(at)E, (—t¢s%)(dr)®
0

- Tl eon(-(5) ) e
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elde edilir.

Ozellik 4.4 (Lokal Kesirli Laplace Déniisiimiiniin Otelenmesi). Kabul edelim ki 6(t)eL, ¢[R,],
L[6(7)] = O(s) Ve a sabit bir say1 olsun.

L[E (a®*1)0(7)] = 0(s — a)

biciminde yazilir.

Ispat Lokal kesirli Laplace doniisiimiiniin tanimini kullanarak

1 [0 2]
L[E;(a*7%)6(D)] = mf E¢(a®t%)0(1)E; (—1°5°)(d7)*
0

_ 1 % ELE &
- s fo 0(0)E, (—(s — a)*t%)(d7)

=0(s—a)
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1. 6(t)eL, [Ry] ve L[O(7)] = O(s) oldugunu kabul edelim. O halde

L[6©@)] = s¢L[8(v)] — 6(0) (4.4)

bi¢imindedir.

Ispat 1k olarak lokal kesirli Laplace doniisiimiiniin yardimiyla
L[6©@)] = 1 f we@(r)E (—7%s%)(d1)¢
r(1+e¢)J, €
yazilir. Lokal kesirli kismi integrasyon uygulanirsa
s€ @
£[09@] = PO + gy | 0WE: (et
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elde edilir ve lim 8(t) = 0 oldugu gz 6niine alinirsa
T—00
® s (7
L@ @) = 0(DE, (—t855)(dr)" — 0
[09®] = g ). O@E: (rés@n* ~0r)

= séL[6(T)] — 6(0)

olup ispat tamamlanmisg olur.

Buradan hareketle keN i¢in
L[o® (1)] = sk £[6(1)] — sH*De0(0) — s*-D262(0) — - — §(-DE) (0)  (4.5)
yazilabilir.

Teorem 4.2. 6(7)ely[Ry] , L[O(T)] = O(s) ve tlim ol£6(t) = 0 oldugunu kabul edelim.

Buradan

1
L] o126()] = = LIO@)]

elde edilir.

Teorem 4.3. 6(7)eL, ([R:] ve L[O(1)] = O(s) oldugunu kabul edelim. O zaman

L[260(7)] = 0©)(s)

yazilir.

Tanim 4.3. Lokal kesirli 6, (7) ve 0,(t) Laplace operatorlerinin lokal kesirli konvoliisyonu

(61 % 02)(r) = 081(1) * 0,(7)

= ol [03(1)8 (7 — 1)]
= ! 009 0 dt)®
—mof (00 (2 — D(dD)

bi¢iminde tanimlanir.
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Teorem 4.4.

0,(7),0,(7), €L1,s [R+]

L[6,(0)] = 0,(s)
ve
L[6,(1)] = 0,(s)

olmak tizere

L[6,(7) * 6,(1)] = 0,(5)0,(s)
ya da
01 (7) * 05(7) = L71[01(5)0,(s)]

olup bu denklemler esit olarak

B+ico

! 009 0 dt)t = 1 0 0 E.(i%s%)(ds)®
e ROCTACEDICD ‘Wﬁ_f_ ()0 ()EL (%5 (ds)
yazilir.
Teorem 4.5.
01(1),6; (T)ELLs [R4]

L[6,(0)] = 0,(s)

ve

L[6,(1)] = 0,(s)
olmak tizere

L[6,(7) * 6,(1)] = 0,(5)0,(s)
ya da

6, (1) * 0,(7) = L71[0,(5)0,(s)]

olup bu denklemler esit olarak
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B+ico

1 @ 1
T f A OE, (I = g | e®0us - 5sr

—joo
yazilir.

Teorem 4.6 (Lokal Kesirli Laplace Operatorii icin Konvoliisyon Teoremi). Kabul edelim Ki

0,(7),0; (T)ELLg [R+]

L[6,(D)] = 0,(s)
ve
L[6,(D)] = 0,(s)

olsun. Buradan

B+ico

1 X . y 1 .
e RACECICY Gy, [ o8,G@s)

—iOO
olur.

Teorem 4.7 (Lokal Kesirli Laplace Déniisiim Operatoriiniin Baslangic Deger Teoremi). Kabul

edelim ki
LI8(T)] = 6(s)
L[oE(0)] = s*L[O(7)] — 6(0)
olsun. O zaman
lim 6(t) = 6(0,) = lim L[6(7)]
704 S—00
olur.
4.2. Lokal Kesirli Laplace Doniisiimiin Sinyal Analize Uygulanisi

Ornek 4.1. T > 0 olmak iizere 8(7) = 1 i¢in
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1 ©
L[l] = m! Eg (—T S )(d‘[)

1 (4.6)

elde edilir.

Ornek 4.2. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 8(t) = E¢(aft¢) icin

1 oo
L[Eg(a®t%)] = m] E¢(a®t°)E, (=1°s%)(d)*
0

e 1 OoE' & & d &
—moj (755 — @))(dr)

1 4.7
SS il aE

bulunur.

Ornek 4.3. u ve 1 sabit sayilar olmak iizere 6rnek 4.2° de a® = uf + i¥n¢ igin

1 (4.8)
Sé‘ — (MS + iE-r]&')

L[Eg((/.lg + isng)rg)] =

elde edilir.

Ornek 4.4. u ve 1) sabit sayilar olmak iizere 6rnek 4.2° de a® = uf — i¥n® igin

L[Es((u - i¥79)7°)] = — (,ufl— = (4.9)
bi¢iminde yazilir.
Ornek 4.5. Ornek 4.1’ de pu = 0 igin
1 (4.10)

LB )] = e

olur.
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Ornek 4.6. Omek 4.2’ de u = 0 igin

1
s€ + i¢n¢

LIEg(—i*n®T%)] =
elde edilir.
Ornek 4.7. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 8(7) = cos.(n¥t%) i¢in

Llcos:(n*t%)]

1 oo
- mf cose(N°T°)E,; (—=1°s°)(d7)*
0

_ 1 ( Ec(i®n®t®) + Ec(—i*n°t?) £ g £
e E)Of [ E. (—t%s%)(d7)

2
1 1
SE€ — l'ens + S€ + isns
r 2
s€
= 528 + n25

elde edilir.

Ornek 4.8. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimhi 8(7) = sin,(nt¢) igin

L[sing(n*7%)]

1 [ee]
= m[ Sins(nsTE)Eg (_TESE)(dT)g
0

E¢ (=1°5%)(d7)*

1 f Ee(i7°7%) — Eg (—i*7°7®)
T T(1+e) 2
0

1 1
ST — it + ST+ it
2i¢
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&

_ n
- s28 1+ nZe

bulunur.
Ornek 4.9. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 6(t) = cosh,(n¢t¥) i¢in
L[cosh,(n¢t%)]

1 [ee]
N mf cos;(N°T8)E, (—1%5%)(d)*
0

E¢ (=1°5%)(d7)*

_ 1».f&m%ﬂ+&6fﬁ)
_F(1+£)0 2

1 1
_Ss_n£+ss+n£
e 2

SE
2525_7’28

bulunur.
Ornek 4.10. T > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tammh 6(7) = sinh,(nt¥) igin
L[sinh,(n¢t%)]

1 o]
- MI sinhe (n°T°)E, (—7°s°)(d1)*
0

1 [ [Ee®f) — Ee(—nT9) e
alveRn 8)! [ > E. (—t%s%)(d7)

1 1
_sé'_r]g-l_sg_l_ng
B 2i¢

ng
= 2 _ n2e

bulunur.
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.L.ka
I'(1+ke)

Ornek 4.11. T > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tammli 6(7) = igin

.L.ke _ 1 oo .L.ks e
- [F(l + kS)] T+ s)of T+ ke) e (775 WD)

1 1 [ gbe o
TS+ s)of T+ (k= D) e (757D

1 1 [ qle2e e
T S2E (1 + S)J T+ (k= 2)e) Je CT7s)(@D)

__1 (4.16)
w sk+1)e

bulunur.

.L.ks

I'(1+ke)

Ornek 4.12. T > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 6(t) = E¢(a®t?) igin

.L.k&'
E ELE
Hrare Bel@™)

_ 1 oo ke . v
_F(1+8)Of [r(1+kg)E5(a )| Ee (-7°s%)(d7)

_ (4.17)
(s — @)t De

bulunur.
Ornek 4.13. T > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimh 8(7) = E¢(a®t%)cos.(n®t¥) igin

L[Eg(a®t%)cos,(n°1°)]

_ 1 r e o Ee(@®n°7%) + Eg(—i*n°1°) e e .
_mof [Eg(a %) 5 E. (—1%s%)(d1)

49



1 N 1
_(s—a)*—i*n®)  ((s—a)®+i*n)
2

(s —a)? (4.18)
e

olur.
Ornek 4.14. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 0(t) = E¢(ast¥)sin,(n¥t%) igin

L[Eg(a®t)sing(n°T®)]

1 ([ e Ee(ntTE) — Ee(—itnr®) y 4
_mof [Eg(a 7%) 7 E. (—t%s®)(dr)
1 y 1
_(G—a)¥F—ifn®) (s —a)* +i*n)
2
ne (4.19)

(S il a)Ze + nZe

elde edilir.
Ornek 4.15. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 8(7) = E¢(aét)cosh,(n®1€) igin

L[Eg(a®T®)cosh, (n°T%)]

1 ([ e Ee(rFT) + Ee(—n°T) e
_moj [Eg(a 7%) 5 E. (—1%s%)(d7)
1 n 1
_(s=a)¥ -7 ((s=a)®*+n°)
2
(s —a)® (4.20)

= (S _ a)Zs _ nZs

elde edilir.
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Ornek 4.16. 7 > 0 olmak iizere Cantor kiimesinde tanimli 0(t) = Ec(a®t%)sinh.(n%1¢) igin

L[Eg(a®T®)sinhe(n*7)]

1 ([ e BT — Ee(—nfTo) e
_mof [Eg(a 7%) > E. (—1%s%)(dT)
1 _ 1
_((s=a)¥-n%) ((s=a)®+n®)
2
ne (4.21)

= (s — @)2€ — e

bulunur.
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5. SCHRODINGER DENKLEMININ LOKAL KESIRLI COZUMU

Schrondinger denklemi kuantum fiziginin dalga denklemidir ve bir parcacigin belli bir
noktada bulunma olasiligin1 hesaplamakta kullanilir. Lineer kompleks bir dalga denklemi olup bir
veya birden fazla pargacigin zaman ve konuma goére dinamigini vermektedir. Tezimizin bu alt

boliimiinde Schrodinger denklemine lokal kesirli operatorler uygulayarak ¢oziimler elde edilmistir.

Teorem 5.1. # Planck sabiti, m kiitle ve (x, t) pargacigin dalga fonksiyonu olsun.
Y(x,0) = o(x), xeR
|[x] = oo, t > 0icin Y(x,t) » 0
baslangi¢ kosullari ile tanimlananve 0 < a <1, 0 < <1, 0 <y <1, u > 0 olmak iizere

0P(x,t)  FY(x,t)  aVY(x,t) ik 0*P(x,t) (5.1)
ate T o¢P atr  2m  oxK

unified lokal kesirli Schrodinger denkleminin ¢oziimii

1 oo [ee] T -
— * a—1 AT 1 pr=Lp(a—y)r+(y-B)H1L
Y(x,t) 2n)# _[o [(A+a+ by, (k)t ;( D ; (l) @bt
X Eﬂé—y)w(y—ﬁ)lm(_“l|k|u)]EH(i#t#ku)(dk)ﬂ
bigimindedir.

Ispat. (5.1) denkleminde % = A oldugu kabul edilirse

0P(x,t)  FY(x,t)  aY(x,t)  9Fp(x,t) (5.2)
T T A TSR

bi¢ciminde yazilir.
Lip(x, )} = P(x,s)

oldugu goz Oniine alinarak (5.2) denkleminin her iki tarafina t degiskenine gore Laplace doniisiimii

uygulanirsa



%YP(x, t) Py (x, t) P P(x, )] 0*P(x, t) (5.3)
L{_w }+az{_atﬁ }W{_atﬁ }_AL{_ax# }

elde edilir.

Laplace doniistimiiniin 6zelliklerinden yararlanarak (5.3) denklemi
s P(x,5) — Po(x) + asPP(x,s) — ao(x) + bs¥P(x,s) — by (x)

_ s (5.4)
dxH

biciminde yazilir.
(5.4) denklemine x degiskenine gore Fourier doniisiimii uygulansin. Fourier doniisiimiiniin

ozellikleri yardimiyla ve

Flp(x,5)} = ¥ (k, s),

0" P(x, s) r
T{éx—“} = —|k|*p*(k,s)

esitlikleri goz oniine alinirsa, (5.4) denklemi

s " (k,s) = 5 (k) + asPp* (k, s) — apg (k) + bs¥* (k, s) — bpg (k)

= —Alk|*p* (k, s) (5.5)
seklinde yazilir. (5.5) denkleminden y*(k, s) fonksiyonu
P*(k, s){s* + asP + bs¥ + Alk|*} = (k) + api (k) + by (k)

Yo (k) apo (k)
s® + asP + bsY + Alk|*  s* + asP + bsY + A|k|#

P (k,s) =

b (k)
s + asP + bsY + A|k|*

(5.6)

seklinde elde edilir.
(5.6) denklemine ters Laplace dontisiimiinii uygular ve doniistimiin lineerlik 6zelligi g6z

Ontline alinirsa
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L ) = YL : |
s + asP + bsY + Alk|*

1
+ayg(k L-1{ }
aps (k) s + asP + bsY + Alk|*

1
+byi(k L‘1{ }
o)L T F s per + Alk|H (5.7)

elde edilir.
L7 (k, )} = ¢ (k, t)

esitligi ve [32] makalesinde verilen

-1 Sp_l
L it
s% 4+ asP + bsY + ¢

Z( 1)rz alprtelamyri=tea pET(a Vr+(y—-p)l+a- p+1( ct)

esitligi goziine alinsin. Burada Re(a) > 0,Re(B) > 0,Re(y) > 0,Re(s) > 0,Re(p) > 0,
| sB+bs

| <1lve EB » genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonudur. p = 1 i¢in (5.7) esitligini

r

Y*(k,t) =y (k)t* 12( 1)TZ( ) alpmltl@-r+y-pl

=0

x T+ (—Alk|#t%)

a(a -y)r+(y-pl+a

r

o' (0 Y (<17 ) (1) albrtelenrsp
r=0

=0

x ETY

a(a Dr+-pira (CAIKIFEY)

T

+bl/) (k)ta 12( 1)7"2( ) lbr lt(a Y)r+y-p)Hl

=0
(5.8)

x Ert

a(a r+y- B)l+a( Alkl#t“)

bigiminde yazar ve diizenleme yapilirsa
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r

= T
Yk, t) = A +a+b)p, " (k)t*t ) (-1)" alprlt@Nr+a-pt
0 Z) Z (l>

=0

x E;,-'(-;—y)r+(y—ﬁ)l+a(_Alklﬂta) (5.9)

elde edilir. (5.9) denklemine ters Fourier doniisiimii uygulanirsa

r

f [(1+a+ by (k)t? i(—nr Z () atbr-tetareo=pu
r=0

- =0

1
(2m)+

Px,t) =

X ELEL e repyira (—AIKI) | B, (464 1H) (dk) (5.10)

elde edilir. Elde edilen (5.10) denklemi (5.1) denkleminin ¢6ziimiidiir.

Sonug 5.1. 7 Planck sabiti, m kiitle ve ¥ (x, t) par¢acigin dalga fonksiyonu olsun.
ll)(x, 0) = IPO (X), xeR
|[x] = oo, t > 0icinp(x,t) » 0

basglangic kosullari ile tanimlananve 0 < a <1, 0 <y <1, pu > 0 olmak iizere

0%Y(x,t) +h aVP(x,t) B 16”1/)(35, t) (5.11)
ot® oty 2m dxH

unified lokal kesirli Schrodinger denkleminin ¢oziimii

1 °°
= *(H)tr 1Y (=p)rele-nr
Y(x, t) 2m)H f[(l + b), " (k)t Z( b)"t
—o0 r=0
ELiL rea(CAIKIFEO)|E, (i e# 1) (dk)* (5.12)
bi¢imindedir.

Ispat. (5.1) denkleminde a = 0, % = A alinirsa

0P, t)  P(rt)  dMp(x,t) (5.13)
ate TP T A5
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yazilir. (5.13) denklemin her iki tarafina t degiskenine gore lokal Laplace doniisiimii uygulanirsa

o*P(x, s) (5.14)
oxH

s¥P(x,5) — o (x) + bs'P(x,5) — by (x) = A

elde edilir.
Simdi (5.14) denklemine x degiskenine gore Fourier doniistimii uygulanip diizenlenirse

s P*(k,s) — (k) + bs¥P* (k, ) — byg (k) = —Alk|*P* (k,s)
biciminde yazilir ve buradan

Yo (k) by (k)

VS = sy 1 ATk T 5%+ bs? + ATKIF (5.15)

elde edilir. (5.15) denklemine ters Laplace doniisiimiinii uygular ve

[oe]

sP~1
o {S“ + bsY + ¢ ; t} ~ Z(_b)rt(a_y)rngIle-Y)Ha—pﬂ(_Cta)
r=0
B
esitligi goziine alinirsa, Re(a) > 0, Re(y) > 0,Re(s) > 0,Re(p) > 0, |assa1b:y| < 1 olmak tizere

p = 1igin (5.15) esitliginden

¥, t) =y (k)™ Z(—b)rt(“_y)rEZfE;_y)rw(—Alkl“t“)
=0

Hbipy" (6% (=B E @B (—AlKIFE)
r=0
bulunur. Diizenlenirse
P (kD) = (L4 by (e Y (=bY @B (~Alk]#e) (5.16)
=0

elde edilir. Ters lokal Fourier doniisiimii yardimiyla (5.16) dan

1 [ INIPE < B
Y(x,t) = Zm)H _f [(1+ D)y (k) 1;(_1,) tl@=y)
Eotamyyrea(CAIKIFED]E, (it k) (dRk)H (5.17)
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elde edilir.

Sonug 5.2. # Planck sabiti, m kiitle ve ¥ (x, t) par¢acigin dalga fonksiyonu olmak tizere
Y(x,0) = Po(x), xeR
|x| > oo, t > 0icinp(x,t) >0

baglangi¢ kosullari ile tanimlananve 0 < ¢ <1, 0 < <1, u > 0igin

0UP(x,t)  FY(x,t)  ih 0MP(x,t) (5.18)
gt YT 9t T 2m oxH

unified lokal kesirli Schrodinger denkleminin ¢6ziimii

l/J(X, t) = (27_[)# _f [(1 + a)lpo*(k)ta_l ZO(_a)Tt(d—ﬁ)T
X Eiapyrea (AR Eu @41 (I (519
seklindedir.

Ispat. (5.1) denkleminde b = 0, % = A alinirsa

%Y (x, t) aﬂzp(x,t)_Aaﬂzp(x,t) (5.20)
gt T g AT oxk

yazilir ve (5.18) denkleminin ¢6ztiimii, sonug 5.1 de izlenen benzer yolla (5.19) seklinde elde edilir.
Teorem 5.2. xeR, 7> 0ve 0 < e < 1ig¢in

%Y (x, 1) _ —he %Y (x, 1) (5.21)
01¢ 2i€u  0x?2¢

lokal kesirli Schrodinger denklemini

P(x, 0) = Po(x), xeR

Y(x, ) » 0 0yleki|x| » 0, 7>0 (5.22)
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baglangi¢ sartiyla birlikte g6z Ontine alalim. Burada # Planck sabiti, p kiitle ve (x, t) pargacigin

dalga fonksiyonudur. O zaman (5.22) baslangi¢ sartlarini saglayan (5.21) denkleminin ¢6ziimii

1
(2m)e

Y(x, 1) = f Yo" (W)Ee e (—K|w|**T)E (i*T°w®) (dw)®

formunda elde edilir. Burada K =

2;1; ve E ise Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Ispat (5.21) denkleminin her iki tarafina  degiskenine gore Laplace doniisiimii uygulayarak (5.22)

baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa

9% (x, s) (5.23)
Ox2€

sP(x,s) —ho(x) = K

elde edilir.

(3.9) esitligi yardimiyla x degiskenine gore (5.23) esitligine Fourier doniisiimii uygulanirsa
sP"(w,8) =" (W) = —K|w|**9P*(w,5)
elde edilir. Denklem ¥ (w, s) igin ¢oziiliirse

- Py (w) (5.24)
VO = i Kl

bulunur. (5.24)’ den ¥(x, ) fonksiyonunu elde etmek igin sirasiyla once ters Laplace dontisiimii

ve sonra ters Fourier doniisiimii uygulanir.

(5.25)

-1 s o-¢ o
L ]/+SG;T =T Ea,a—£+1(_VT )

olup, burada E, () Mittag-Leffler fonksiyonudur ve
oo Tn
E.o(r) = Z)m, g,0 €C, Re(e) >0, Re(c) >0
n:

ile ifade edilir.
(5.25) yardimiyla (5.24)’den

58



P (@,7) = Yo" (0)Ee e (—K|w|* %) (5.26)

elde edilir. (5.26) denklemine ters lokal Fourier doniisiimii uygulanirsa

W(x,1) = F (o (0)E e (—K|w[*47%); x)

1

= (27-[)5 _[o lpo*(w)Ee,s(_Klwlngg) Eg (ig‘[‘g(us) (dw)f

¢Oziimii elde edilir.

Sonug¢ 5.3. xeR ve 7 > 0igin

oP(x,7)  —hd*P(x,1) (5.27)
ot 2y 0x?

Schrodinger denklemini
ll)(x, 0) = 1!’0 (X), XE]R
Y(x, ) —» 0 dyleki |[x| » o0, 7> 0 (5.28)

sartlari ile birlikte ele alalim. O zaman (5.27) denkleminin (5.28) sartlariyla birlikte ¢6ziimii
1
W) =0 | 0" @F(KI0PDE ) do

seklinde elde edilir.

Teorem 5.3. 7 Planck sabiti, p kiitle ve p(x, t) pargacigin dalga fonksiyonu ve v(x) potansiyel

fonksiyonu olmak tizere

P(x, 0) = o(x)

Y(x,7) = 00yleki|x| > 0, 7>0
baslangi¢ kosullarini saglayan bir boyutlu

—he” 9%9(x,7) L, 0D (5.29)
20 FIWE: +v()P(x,t) =i hET
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lokal kesirli Schondinger denkleminin ¢éziimii

+00
1 . _,
VD) = e | o' @Kol + M7 (@))r)
E.(i*t°w®)(dw)®
bi¢imindedir. Burada K = 2_;1; , M = iflh ve E ise Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Ispat (5.29) esitliginin her iki tarafin1 i¥h, ile boliiniirse

—h, 0%5Y(x,7) v 95Y(x, 1) (5.30)
i€ 2€ + i€ l/)(x) = T o e
2i¢y  Ox ifh, Jdt
denklemi elde edilir. (5.30) esitliginde 2_;1; =K ve islh = M oldugunu kabul edilirse
%5 Y(x, 1) 5Y(x, 1)

K + Mv()Y(x, 1) = —F——

0x?2¢ 0t€

bi¢ciminde yazilir. Bu denkleminin her iki tarafina lokal Laplace doniisiimii uygulanirsa,

32 (x, 1) _(0%Y(x,T)

elde edilir.

L{(x, 1)} = P(x,5)
oldugu kabul edilirse,

LGP 0) = [ v De de = v @i s)

0
olup Laplace doniigiimiiniin 6zelligi kullanilirsa
%Y (x, — — 5.32

KT 4 MG (x,) = s e 5) ~ o) 3

elde edilir.

60



F Fourier operatdrii olmak tizere
Flp(x,9)} =P*(w,5)

oldugu kabul edilsin. Fourier doniisiimiiniin 6zellikleri yardimiyla

Ox2¢€

2&.7,
T{Kw} = —K|w|%P" (0, ),

F{Mv(w)P(x,5)} = Mv* (0)P*(w,s)
olup (5.32) denklemine Fourier doniisiimii uygulanirsa
—Kl|w|**9*(w,s) + Mv* (0)¢*(w,s) = s°P*(w,5) —P," (w)
elde edilir. (5.33) denkleminde 1*(w, s) yalmz birakilirsa

Yo" (w)
K|w|?¢ — Mv*(w) + s¢

P (w,5) =

bulunur.

Simdi (5.34) denklemine ters Laplace doniisiimii uygulansin. Buradan

— 1
L_l{ll)*(a), s)} = lpo*(w)['_l {Klwlzs — Mv*(w) + Ss}
yazilir.
(4.7)’den
£ {55 + a} = Ee(zat)

olmak iizere, (5.35) denkleminde a = K|w|?¢ — Mv*(w) oldugu kabul edilirse

L—l{ !
K|w|?%€ — Mv*(w) + s€

= Beel (=Kl + Mv* (@))%}

bulunur. Boylece

P (0,7) = Yo" (0)Ee {(—Kl|w|** + Mv* (w))7*}
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(5.34)

(5.35)

(5.36)
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olacak bigimde yazilir.

Burada (5.37) denklemine ters Fourier doniisiimii uygulanirsa

1
(2m)*

Y1) = f o (@) Ex {(—K|w[2% + Mv* (@))7%)

E.(i*t%w®)(dw)®
bulunur ve boylece (5.29) denkleminin ¢6ziimii elde edilir.

Ornek5.1. xeR, t>0vel0<e<1 i¢cin

0°Y(x, 1)  —h: 0**Y(x,7) (5.38)
dte  2itu  0x2¢

lokal kesirli Schrodinger denklemini Fourier doniisiimii yardimiyla ¢6ziinliz. Burada # Planck

sabiti, p kiitle ve ¥ (x, t) pargacigin dalga fonksiyonudur.

Coziim. (5.38) denklemine x degiskenine gore lokal kesirli Fourier doniistimii uygulanirsa

%Y (x, 1) A he

j2e, . 2¢ —
- Zisul w“Y(w,7) =0

olur. Buradan

YP(x,7) he . (5.39)
e g e =0
seklinde lokal kesirli diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ile
(5.40)

P(w,7) = E, (Z—M [z

elde edilir. Ters lokal Fourier déniisiimii yardimiyla

o]

h
f E. (ﬁ |w|2£T€> E.(i*1¢w®) (dw)®

— 0o

V) = o

olacak sekilde (5.38) denkleminin ¢6ziimii bulunur. Burada E, Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Ornek 5.2. xR, 7> 0ve 0 < &£ < 1igin
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2%y (x, 1) _ —h, 0%y (x, 1) (5.41)
01¢ 20y 0x?¢

lokal kesirli Schrodinger denklemini

Y(x,0) =0 (5.42)

basglangic sartiyla birlikte lokal kesirli Laplace doniisiimii yardimiyla ¢6ziinliz. Burada # Planck

sabiti, p kiitle, Y (x, t) pargacigin dalga fonksiyonudur.

Coziim. (5.41) denkleminde a® = Z:lj# oldugu kabul edilinirse,

*P(x,71) L 0%%P(x,T)
ote - O0x?2¢

bi¢iminde yazilir. (5.41) denklemine 7 degiskenine gore lokal kesirli Laplace doniistimii uygulanir

ve (5.42) baslangig sart1 goz Oniine alinirsa

%Y (x, s) _

sY(x,s) + at 9xZE

bulunur. Buradan

a2y (x, £ 5.43
%+(§) Y(x,s) =0 (5.43)
olur. Elde edilen (5.43) denklemi ¢oziliirse
g/2 e/2 5.44
Y(x,s) = &.(s)cos; <(§) x£> + &, (s)sing <(§) x£> (5.44)
elde edilir. Ters lokal Laplace doniisiimii yardimiyla
B+ico /
1 5\&/2
¥ = Gy [ {aoes ()" )
S\ /2
+ &,(s)sin, <(E) x£>} E.(t8s%)(ds)® (5.45)

bi¢iminde (5.41) denkleminin ¢6ziimii bulunur. Burada E, Mittag-Leffler fonksiyonudur.
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6. HELMHOLTZ DENKLEMININ LOKAL KESIRLI COZUMU

Helmhotz denklemi, Hermann Von Helmhotz tarafindan bulunmustur. Fizikte 6zellikle
elektromanyetik ve akiskanlar dinamiginde karsilasilan ikinci dereceden eliptik bir kismi tiirevli
differensiyel denklemdir. Tezimizin bu alt boliimde ise zamanla harmonik degisim gosteren
elektromanyetik ve akustik dalgalara uyarlanmis ortamlardaki alan dagilimimmi modellemek i¢in

kullanilan Helmholtz denklemine lokal kesirli operatorler uygulayarak ¢éztimler elde edilmistir.

Teorem 6.1.
Y(x,0) =o(x) (6.1)
IIJT(X, 0) =0

baslangi¢ kosullar1 altindaki iki boyutlu

%Y (x, 1) h 0%y (x, 1) (6.2)

pper 3o2e +a?P(x,7) =0

homojen Helmholtz denkleminin ¢ozimii

+ 00

P(x, 1) = ﬁ f (wo*(w) cosh, ((w/ |w|?& — az) TS)) E.(i*T°w®) (dw)?®

bi¢imindedir. Burada a sabit bir sayidir.
ispat.

Lip(x, D} =P(x,5)

oldugu goz oniine alarak (6.2) denklemine t bagimsiz degiskenine gore Laplace doniisiimii

uygulanirsa

92 (x, ) (6.3)

Ox2€

+ 5259 (x,5) — 5o (x) — P (x,0) + @®P(x,5) = 0

yazilir. (6.1) baslangi¢ kosullart gz dniine alindiginda (6.3) denklemi



%Y (x, 1)

ax2£

+ 5264 (x, 5) — 5o (x) + a?P(x,5) = 0 (6.4)

bi¢ciminde yazilir.

(6.4) denklemine lokal Fourier doniisiimii uygulanirsa
—lo|**9P*(w,s) + s*P*(w,5) — 559" (0) + a*P*(w,5) = 0 (6.5)
biciminde yazilir. (6.5) denkleminde y*(w, s) fonksiyonu,

sy () (6.6)

2 _ |w|28 + a2

Y (w,s) = .

seklinde elde edilir. (6.6) denklemine ters Laplace doniistimii uygulanirsa

L (@)} = o' @)L e )

28 _ |w|2£ + aZ

elde edilir ve |w|?¢ — a? = c?¢ oldugu kabul edilirse

LY (w,5)} = o (@)L {s%sj} 6.7)

yazilir. (4.14) yardimiyla (6.7) denklemi

B(w,5) = Py" (W) cosh, ((m) Ts) (6.8)

biciminde yazilir.

(6.8) denklemine Ters Fourier doniisiimiinii uygulanirsa

Y(x, 1) = ﬁ f (wo*(w) cosh, ((w/ |w|?& — az) TS)) E.(i*T°w®) (dw)®

bulunur ve elde edilen bu denklemi (6.1) baslangi¢ kosullariyla verilen (6.2) denkleminin lokal
kesirli ¢oziimiidiir.

Teorem 6.2.

PY(x,0) = o (x)
(6.9)
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ll).[(x, 0)=0
baslangi¢ kosullar altinda

**P(x, 1)  9*Y(x, 1)

2 (6.10)
dx2¢ + 9r2E +a*P(x, 1) = f(x,7)

iki boyutlu Helmholtz denkleminin lokal kesirli ¢oziimii

oo

1/J(x, T) = (er)e f [(ll)o*(x) COSh‘g (( |w|28 _ az) Ts))
1 B+ico _
"y f %Es<TSSS)(ds)EJEs@fr%S)(dw)f
B—ioo

bi¢imindedir. Burada a sabit bir sayidir.
ispat.
L{p(x, D} =P(x,5)

oldugu goz Oniine alarak (6.10) denklemine 7 bagimsiz degiskenine gore Laplace doniisiimii

uygulanirsa
TV 4 525t,5) — 5o (8) — e, 0) + a2, 5) = F35)
dx2e ’ 0 H ’ ' (6.11)
bulunur. (6.9) baslangi¢ kosullar1 g6z 6niine alindiginda (6.11) denklemi
azgl/j(x’ T) 2&.], £ 2.1, £
W-l_ st P(x, s) — s¥Po(x) + a*yP(x,s) = f(x,s) (6.12)

biciminde yazilabilir.
F doniistimii lokal Fourier doniisiim olmak tizere (6.12) denklemine lokal Fourier

doniistimii uygulanirsa
—|w?4P*(w,s) + s2P* (0, ) — sy (x) + a®P*(w,5) = f*(w,s) (6.13)
bulunur.
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(6.13) denkleminden y*(w, s) fonksiyonunu,

_ 55" () + f(w, ) (6.14)

*
Y(w,s) = S2 _ |2 + a?

biciminde elde edilir. (6.14) denkleminde |w|?¢ — a? = c?¢ oldugunu kabul edip, ters Laplace

doniisiimii uygulanirsa

£ @) = 9 L (G + £ {%}

bulunur. (4.14) ve ters Laplace doniisiimiin formiilii yardimiyla

Bico _
—_ 1 “(w,
P(,5) = Yo’ () cosh(ce) + LS ks sy (6.5)
B

—joco

bigiminde yazilir. (6.15) denklemine ters Fourier doniisiimii uygulanirsa

[oe]

r 1 * h 2, €
VD) = e f [(ho" (x) cosh, (c2679))

Brico
1 f*(w,s)

(Zn)SB ' SZE — CZS
—joo

E¢(°5°)(ds)*]E; (i*T°w®) (dw)®

bulunur. Burada w?¢ — a? = c?¢ oldugu gdz dniine alinirsa

o]

Px,1) = ﬁ f ('l)o*(x) cosh, ((v lw|2e — az)r‘g)

— 00

B+ico

1 f*(w’s) EoE £ iELE,\E £
tom | e B BT @o) (6.0

B—ico

elde edilir ve elde edilen (6.16) denklemi (6.9) baslangi¢ kosullartyla verilen (6.10) denkleminin

lokal kesirli ¢oziimiidiir.
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7. SONUCLAR

Fen ve matematik bilim dallarinda 6nemli yer tutan ve kendisine birgok ¢aligma alani1 bulmus
olan kesirli hesap analizi hakkinda yapilan bu ¢alismada bilgi verilmis ve yapilan caligmalar
anlatilmigtir. Kesirli hesap analizi lokal geometrik davranmis sergileyen fonksiyonlar i¢in kesirli
tirev uygulanmasinda yetersiz kaliyordu ve bdylece lokal kesirli analiz gelistirildi.
Diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin ¢éziimiinii elde etmek i¢in kullanilan ve énemli ¢alismalar
yapilmis olan fraktal analiz olarak da bilinen lokal kesirli analiz ¢alismamiz i¢in 6nemli yere
sahiptir. Bu nedenle lokal kesirli analizin tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler verilmis, 6nemli olan
tanim ve teoremler yer verilmistir. Ayrica orijinal kisimlarin ¢oziimlerini elde ederken
kullandigimiz lokal kesirli Fourier doniisiimii ve lokal kesirli Laplace doniisiimii ile ilgili temel
tanim ve teoremler de verilmistir.

Schrodinger denklemi kuantum sistemi hakkinda bilgiler veren dalga denklemidir ve
kuantum fiziginin temel denklemlerinden biridir. Tez ¢aligmasinin besinci boliimiinde boylesine
onemli bir denkleme lokal kesirli Fourier doniisiimii ve lokal kesirli Laplace doniisiimleri
uygulayarak ¢dziimler elde edilmistir. ilk olarak birlesik lokal Schrédinger denkleminin ve daha
sonra yapisinda bulunan sabitlerin sifir olma durumlarina gore elde edilen iki farkli denklemin
¢oziimleri bulunmustur. Ayrica (1 + 1) boyutlu lokal kesirli Schondinger denklemi ele alinarak ti¢
farkli yontem ile ¢6ziimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimler bulunurken lokal kesirli Fourier doniistimii
ve lokal kesirli Laplace doniisiimiinden yararlanilmistir. Boylece lokal doniisiim operatorleri
yardimuiyla lokal kesirli Schodinger denkleminin diferansiyellenemeyen ¢oziimleri bulunmustur.

Helmholtz denklemi zamanla harmonik degisim gosteren elektromagnetik ve akustik
dalgalara uyarlanmis ortamlardaki alan dagilimin1 modellemek i¢in kullanilan bir denklemdir ve
bilim diinyasinda 6nemli bir yeri vardir. Tezin altinci béliimiinde ise matematik ve fen bilimlerinde
onemli yer tutan Helmholtz denklemine lokal kesirli doniisiimler uygulayarak c¢oziimler
bulunmustur. Bunun igin homojen ve homojen olmayan lokal kesirli Helmholtz denklemi
kullanilmigtir. Coziimler bulunurken lokal kesirli Laplace ve lokal kesirli Fourier doniisiimleri
sirasiyla uygulanmig, uygulanirken ise bu doniisiimlerin temel tanim ve teoremleri kullanilmigtir.

Yapilan bu ¢aligmada lokal kesirli Schrodinger ve Helmholtz denklemlerine lokal kesirli
Fourier ve Laplace dontisiimleri uygulanarak denklemlerin ¢6ziimlerine ulasildi. Calismamizda
goriildiigli iizere lokal kesirli hesaplamalar diferansiyellenemeyen fonksiyonlara rahatga
uygulanmaktadir. Ayrica kullanilan bu doniisiimler fraktal kiimelerde tanimli ¢esitli lokal kesirli

diferansiyel denklemlere uygulanarak ¢oziimler bulunabilir ve gelistirilebilir.
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