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ÖZET 

ÇATILANDIRILMIŞ İNVOLÜT-EVOLÜT EĞRİ ÇİFTLERİ ÜZERİNE 

Bu çalışma dört bölümden oluşmuştur. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde Öklid uzayı ve çatılandırılmış eğriler ile ilgili temel kavramlara yer verilmiştir. 

Üçüncü bölüm ve dördüncü bölüm bu çalışmanın orijinal kısmını oluşturmaktadır.  Üçüncü 

bölümde 3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğrilerin involüt - evolüt eğri çifti tanımı 

verilmiştir. Ayrıca 3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış involüt – evolüt eğri çifti ile ilgili 

bazı karakterizasyonlara yer verilmiştir. Dördüncü bölümde 4-boyutlu Öklid uzayında 

çatılandırılmış eğrilerin involüt - evolüt eğri çifti tanımı verilmiştir. Ayrıca 3-boyutlu Öklid 

uzayında çatılandırılmış involüt – evolüt eğri çifti ile ilgili bazı karakterizasyonlara yer 

verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: İnvolüt Eğri, Evolüt Eğri, Çatılandırılmış Eğri, Singüler Nokta, w

eğrisi.
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ABSTRACT 

ON FRAMED INVOLUTE-EVOLUTE CURVE PAIRS 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction and literature 

reviews are given.In the second chapter, basic concepts about Euclidean space and framed 

curves are given.The third and fourth chapters are the original chapters of the thesis.In the 

third chapter, definitions of the framed involute-evolute curve partner in 3-dimensional 

Euclidean space are given.In addition, some characterizations of the involute-evolute curve 

pair framed in 3-dimensional Euclidean space are given.In the fourth chapter, definitions of 

the framed involute-evolute curve partner in 4-dimensional Euclidean space are given.In 

addition, some characterizations of the involute-evolute curve pair framed in 4-dimensional 

Euclidean space are given. 

Keywords: Involute Curves, Evolute Curves, Framed Curves, Singular Points, w curves. 
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1. GİRİŞ 

Diferansiyel geometrinin geniş çalışma alanlarından biri eğriler teorisidir. Özel eğriler 

araştırmacılar için önemli bir uygulama alanı olmuştur. Bazı özel eğriler teğet vektörlerinin 

ortogonal olması durumuna göre involüt-evolüt eğri çiftleri olarak adlandırılırlar. Bu tür 

eğrilerle Öklid uzayında farklı çatılar kullanılarak birçok çalışma yapılmıştır. 

3
, 3-boyutlu Öklid uzayında involüt-evolüt eğri çiftlerinin özelliği her noktasında 

teğet vektörleri ortogonal olan eğrilerdir. İnvolüt eğri kavramı optik çalışmaları sırasında daha 

doğru ölçüm yapmaya çalışırken C.Huygens tarafından 1658 yılında keşfedilmiştir. Daha 

sonra involüt - evolüt eğri çiftleri ile ilgili bilinen temel teorem ve sonuçlara Hacısalihoğlu 

(1983) ve Sabuncuoğlu (2014) açıklık getirmiştir. 
4
, 4-boyutlu Öklid uzayında involüt - 

evolüt eğri çiftleri tanımlamış ve özelliklerini incelemiştir (Özyılmaz & Yılmaz, 2009: 169-

174). Günümüze kadar farklı uzaylarda ve farklı boyutlarda involüt - evolüt eğri çiftleri ile 

ilgili birçok çalışma yapılmıştır.  

Bir : nI   eğrisi için t I  ve   0t   ise t  noktasına   eğrisinin singüler 

noktası denir. Bir eğrinin singüler noktaları varsa, eğrinin o noktalarda ki Frenet çatısı 

oluşturulamaz. S.Honda ve M.Takahashi Öklid uzayında çatılandırılmış eğrileri tanımlamıştır 

(Honda &  Takahashi, 2016: 1-71).  Böylece singüler noktaları olan eğrilerin belirli koşullar 

altında Frenet çatısı oluşturuLmuştur. Y.Wang ve arkadaşları 
3
, 3-boyutlu Öklid uzayında 

çatılandırılmış eğriler için tanımlanmış olan Serret-Frenet tipli çatıdan hareketle uyarlanmış 

çatıyı tanımlamıştırlar (Wang vd., 2019: 2-12). Daha sonra Ö.G.Yıldız ve M.Akyiğit 
4
’de 

uyarlanmış çatıyı verdiler (Akyiğit & Yıldız, 2021: 258-263). 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak  
3
, 3-boyutlu Öklid uzayında ve 

4
, 4-boyutlu Öklid 

uzayında involüt - evolüt eğri çiftinin tanımı ve bazı karakterizasyonlar verilmiştir. Daha 

sonra 
3
, 3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğriler ve 

4
, 4-boyutlu Öklid uzayında 

çatılandırılmış eğriler hakkında temel tanım ve teoremler verilmiştir. Bu bilgiler 

doğrultusunda üçüncü bölümde çatılandırılmış eğriler için 
3
’de çatılandırılmış involüt - 

evolüt eğri çiftinin tanımı ve bazı karakterizasyonları verilmiştir ve dördüncü bölümde 

çatılandırılmış eğriler için  
4
, 4-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış involüt - evolüt eğri 

çiftinin tanımı ve bazı karakterizasyonlar verilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.2. 
n

 vektör uzayında 1 2( , ,..., )nu u u u  ve 1 2( , ,..., )nv v v v  olmak üzere  

 
1

, :

, ,

n n

n

i i

i

u v u v u v


 

 

  

           
 

eşitliğiyle tanımlanan fonksiyon 
n

 uzayında bir iç çarpım fonksiyonudur. Bu fonksiyona, 

n  de Öklid iç çarpım veya doğal çarpım denir (Sabuncuoğlu, 2014:1). 

Tanım 2.1.3. 
n

, n  boyutlu Öklid uzayı olmak üzere 
1 2( , ,..., ) n

nu u u u   için u  

vektörünün normu 

|| || ,u u u    

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000: 6). 

Tanım 2.1.4. 
3
, 3 boyutlu Öklid uzayında 1 2 3( , , )u u u u  ve 1 2 3( , , )v v v v  vektörlerinin 

vektörel çarpımı  

2 3 2 3 3 1 3 1 1 2 1 2( , , )u v u v v u u v v u u v v u      

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000: 6). 

Tanım 2.1.5. 
4

 uzayının doğal bir tabanı 1 2 3 4{ , , , }e e e e  olmak üzere  1 2 3 4, , ,x x x x x , 

 1 2 3 4, , ,y y y y y  ve  1 2 3 4, , ,z z z z z  vektörleri için vektörel çarpım, 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

e e e e

x x x x
x y z

y y y y

z z z z

    

şeklinde tanımlanır (Özyılmaz &Yılmaz , 2009: 171). 
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Tanım 2.1.6. I   bir açık aralık ve : nI   düzgün (C sınıfından) bir dönüşüm olmak 

üzere  I  ya n  de bir eğri denir (O’Neil, 2006: 16). 

Tanım 2.1.7.  , n  Öklid uzayında bir eğri olmak üzere  

*t

t

d

dx


 
  
 

 

vektörüne,  eğrisinin  t  noktasındaki hız vektörü denir ve  t  ile gösterilir 

(Sabuncuoğlu, 2014:46). 

Tanım 2.1.8. : nI   ve n , Öklid uzayında bir eğri olmak üzere t I   için   0t   

ise   eğrisine düzenli (regüler) eğri denir (Hacısalihoğlu 2000:150). 

Tanım 2.1.10. : nI   eğrisi verilsin. s I   için  ' 1s   ise   eğrisine birim hızlı 

eğri ve s  parametresine ise eğrinin yay-parametresi adı verilir. 

Tanım 2.1.11. : nI   eğrisi verilsin.   ' '', ,...,
r

     kümesi lineer bağımsız bir 

küme olmak üzere   kümesinden elde edilen  1 2, ,..., rv v v  ortonormal kümeye,   eğrisinin 

Serret-Frenet r  ayaklı alanı ve s I  için       1 2, ,..., rv s v s v s  ye   eğrisinin  s  

noktasındaki Serret-Frenet r  ayaklısı denir. Her bir 
jv , 1 j r   vektörüne ise j  yinci 

Serret-Frenet vektör alanı adı verilir. 

Tanım 2.1.12. 
n
 uzayında birim hızlı : nI   eğrisinin  s  noktasındaki Serret-Frenet 

r  ayaklısı       1 2, ,..., rv s v s v s  olsun. Buna göre  

     1

: , 1 ,

,

j

j j j

k I j r

s k s v s v s

  

   

  

      
 

biçiminde tanımlı 
jk  fonksiyonuna   eğrisinin j  yinci eğrilik fonksiyonu ve  jk s  reel 

sayısına da   eğrisinin  s  noktasındaki j  yinci eğriliği adı verilir. 
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Tanım 2.1.13. : nI   birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisinin s I  Serret-Frenet r 

ayaklısı       1 2, ,..., nv s v s v s  biçiminde verilsin.   eğrisinin eğrilikleri 
1 2 1, ,..., nk k k 

 olmak 

üzere 

     

         

     

1 1 2

1 1 1

1 1

,                 1j j j j j

n n n

v s k s v s

v s k s v s k s v s j n

v s k s v s

  

 

 

     

  

 

eşitlikleri mevcuttur. Bu formüllere Serret-Frenet türev formülleri adı verilir. Serret-Frenet 

türev formülleri matris yardımıyla 

 

 

 

 

 

 

1 1 1

1 2 22

1

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0n n
n

v s k v s

k k v sv s

k v s
v s 

     
        
   
           

 

şeklinde verilebilir (Hacısalihoğlu 2000:155). 

3n   için  

1

2

3

 (Teğet vektör alanı),

 (Normal vektör alanı),

 (Binormal vektör alanı)

v T

v N

v B







 

olmak üzere aşağıdaki teoremler verilebilir. 

Teorem 2.1.1. 3: I   birim hızlı bir eğri olmak üzere   eğrisinin Frenet vektörleri 

   

 
 

 

     

,

,

T s s

s
N s

s

B s T s N s














 

 

şeklindedir.  
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Teorem 2.1.2. 3: I   regüler bir eğri olmak üzere   eğrisinin  t  noktasındaki Frenet 

vektörleri 

 
 

 

     

 
   

   

1
,

,

T t t
t

N t B t T t

t t
B t

t t




 

 




 

 


 

            (2.1) 

dir (Sabuncuoğlu, 2014: 82). 

Teorem 2.1.3. 3: I   regüler bir eğri olmak üzere   eğrisinin  t  noktasındaki eğriliği 

ve burulması 

 
   

 

 
     

   

3

2

,

,

t t
t

t

t t t
t

t t

 




  


 

 




  


 

           (2.2) 

dir (Yüce, 2020: 143). 

Teorem 2.1.4. 3: I   regüler bir eğri olmak üzere,   eğrisinin  t  noktasındaki 

      , ,T t N t B t  Frenet vektörleri ve eğrilik ve burulması   ve   olsun.  t    

olmak üzere 

     

          

     

T t t N t

N t t T t t B t

B t t N t



  



 

   

  

 

dir (Sabuncuoğlu, 2014: 82). 

4n   için  
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1

2

3 1

4 2

 (Teğet vektör alanı),

 (Normal vektör alanı),

 (Birinci binormal vektör alanı),

 (İkinci binormal vektör alanı)

v T

v N

v B

v B









 

olmak üzere aşağıdaki teoremler verilebilir. 

Teorem 2.1.5. 4: I   regüler bir eğri olmak üzere   eğrisinin  t  noktasındaki  Frenet 

vektörleri 

 
 

 

 
         

         

       

 
     

     
 

2

2

1 2

2

1
,

,
,

,

,

1

T t t
t

t t t t t
N t

t t t t t

B t B t T t N t

T t N t t
B t

T t N t t




    

    




 






    


    

  

 
  

 
              

        (2.3) 

şeklinde hesaplanır (Soyfidan, 2011: 8). 

Teorem 2.1.6. 4: I   regüler bir eğri olmak üzere,   eğrisinin  t  noktasındaki 

eğrilikleri, sırasıyla    ,t t   ve  t  olmak üzere 

 
         

 

 
       

         

 
     

       

2

4

2

2

,
,

,
,

,
ıv

t t t t t
t

t

T t N t t t
t

t t t t t

t B t
t

T t N t t t

    




 


    




 

    




  


    


  

         (2.4) 

dir (Hacısalihoğlu, 2000: 81). 

Tanım 2.1.14. : nI   eğrisi s I  yay-parametresi ile verilsin.   eğrisinin eğrilikleri 

sabit ise   eğrisine w eğrisi  denir. (Soyfidan, 2011: 12) 
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2.2. 3-Boyutlu Öklid Uzayında İnvolüt-Evolüt Eğri Çifti 

Tanım 2.2.1. Birim hızlı 3: I  eğrisi ile regüler 
* 3: I   eğrisi verilsin. Her 

bir s I  için   eğrisinin  s  noktasındaki teğeti  * s  noktasından geçiyorsa ve 

   * , 0T s T s   ise *  eğrisine   eğrisinin bir involütü denir (Sabuncuoğlu, 2014: 102). 

Teorem 2.2.1. *  eğrisi   eğrisinin bir involütü ise c  sabit bir reel sayı olmak üzere 

       * s s s c T s                (2.5) 

dır (Sabuncuoğlu, 2014: 102). 

İspat: *  eğrisi s I   için        * s s u s T s    şeklinde yazılabilir. Bu eşitliğin türevi 

alınırsa 

             

          

* s = α s +u s T s +u s T s

               = 1+u s T s +u s κ s N s

    



 

elde edilir. *  eğrisi   eğrisinin bir involütü olduğundan      * , 0s T s 
  dır. 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı  T s  ile iç çarpılırsa 

            1 , 0u s T s u s s N s T s    

elde edilir. Buradan da 

 1 0u s   

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin s  parametresine göre integrali alınırsa  

 u s s c    

elde edilir. 
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Teorem 2.2.2. *  eğrisi   eğrisinin bir involütü olsun.   eğrisinin Frenet vektör alanları 

 , ,T N B   ile *  eğrisinin Frenet vektör alanları  * * *, ,T N B   arasında 

*

*

2 2 2 2

*

2 2 2 2

,

,

T N

N T B

B T B

 

   

 

   




 

 

 
 

           (2.6) 

bağıntıları vardır (Sabuncuoğlu, 2014: 102). 

İspat: (2.5) denkleminin türevi alınırsa 

             

     

* - -

-

s s c s T s c s T s

              c s s N s

 



    


 

elde edilir. Bu eşitliğin normu alınırsa 

       * -s c s s 
  

elde edilir. Yukarıda elde edilenler  
   

   * *

*

1
T s s

s









  eşitliğinde yerine yazılırsa 

   *T s N s   veya    *T s N s  

elde edilir. Kabul edelim ki    *T s N s  olsun.  üstündeki koordinat fonksiyonunu x  

olmak üzere s I    için  x s s  dir. Bu durumda          * s c s s N s 
   eşitliği 

   * c x N 
   olarak yazılır. 1x   dir. 

*  eğrisi için Frenet formüllerinden 

yararlanarak 
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       

         

* 2

* 2 3 2

'
,

' ' '' ' '
2 3 2 2 2

T N

T N B

c x c x c x B

c x c x c z

   

         





        

              

  
 

     
     

 

elde edilir. Buradan da 

       
2 2* * 2 3c x T c x B     

      

ve 

     
2* * 2 2 2c x     

     

bulunur. Elde edilenler kullanılırsa  

   

   

   

 

2 2' '' 2 3

*

2' '' 2 2 2 2 2

t t c x T c x B T B
B

t t c x

      

      

    
  

   
 

bulunur. 
* * *N B T   eşitliğinden de 

*

2 2

T B
N

 

 

 



 

elde edilir. 

Teorem 2.2.3. 
*  eğrisi   eğrisinin bir involütü olsun.   eğrisinin eğrilik ve burulması ,   

ile 
*  eğrisinin eğrilik ve burulması * *,   arasında  

 
   

   

 
       

        

2 2

*

' '

*

2 2

,
s s

s
c s s

s s s s
s

c s s s s

 




   


  









 

           (2.7) 

bağıntıları vardır (Sabuncuoğlu, 2014: 104). 

İspat: (2.2) ve (2.5) denklemlerinden 
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 
 

   

 
  

    

2 2

*

' '

*

2 2

s
s

c s s

s
s

c s s

 




  


  









 

 

elde edilir. 

Tanım 2.2.2. 
3: I   birim hızlı ve 

* 3: I   regüler eğri olmak üzere her s I  için 

*  eğrisinin  * s  noktasındaki teğeti   s  noktasından geçiyorsa ve    *, 0T s T s   

ise 
*  eğrisine   eğrisinin bir evolütü denir (Sabuncuoğlu, 2014: 104). 

Teorem 2.2.4. 
*  eğrisi   eğrisinin bir evolütü ise c  ve    *

0

s

s u du    olmak üzere 

             * - tan ,s s s N s s s c B s                            (2.8) 

dir. Burada,  * s  noktasındaki normal düzlemde, birinci kenarı    * s s  , ikinci kenarı 

 *N s  olan yönlü açının ölçüsü  s c   ve  s ,  s  eğrisinin eğrilik yarıçapıdır 

(Sabuncuoğlu, 2014: 105). 

İspat: 
*  eğrisi   eğrisinin bir evolütü olsun. O halde    * s s   vektörü  T s  

vektörüne ortogonaldir. O halde 

           * s s s N s s B s       

şeklinde yazılabilir. Buradan 

       
'

* ' '1 T N B            

bulunur.  
'

* , 0T   olduğundan 1 0   olur. Yukarıdaki eşitlik tekrar düzenlenirse 

     
'

* ' 'N B         
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elde edilir. 1 0   eşitliğinden 
1




  bulunur ve 
1



  olduğundan    dir. Evolüt 

tanımından  
'

*  vektör alanı, 
*   vektör alanına paraleldir. O halde 

'
' '

2 2
arctan

   


  

  
    

   
 

dır. Buradan da 

   
 

 0

arctan

s s
u d u C

s






 
    

 
  

bulunur.      
0

s

u d u s   olarak alınırsa  

              * - tans s s N s s s c B s          

elde edilir. 

Teorem 2.2.5. 
* 3: I   eğrisi 

3: I  eğrisinin bir evolütü olsun.   eğrisinin Frenet 

vektör alanları  , ,T N B   ile 
*  eğrisinin Frenet vektör alanları  * * *, ,T N B   arasında 

   

   

*

*

*

cos sin ,

,

sin cos

T c N c B

N T

B c N c B

 

 

   

 

   

                      (2.9) 

 bağıntıları vardır (Sabuncuoğlu, 2014: 107). 

İspat: Teorem 2.2.4 den  

 * tanN c B         

dir. Yukarıdaki eşitliğin türevi alınırsa 

 
 

 
   

'
'

*
tan

cos sin
cos

C
C N C B

C

  
  



 
     
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elde edilir. Buradan da 

 
 

 

'
'

*
tan

cos

C

C

  




 



 

olduğu görülür. 

 
 

'
* *

'
*

1
T 


  olduğundan  

   * cos sinT C N C B      

şeklinde elde edilir. 
*  eğrisi birim hızlı değildir. Yukarıdaki eşitliğin türevi alınırsa 

   
'

* cosT c T     

bulunur. Teorem 2.1.4’e göre    
' '

* * * *T N   dır. Öyleyse 

   
'

* * * cosN c T       

olmak zorundadır. 
*N  ve T  vektörleri birim uzunlukta vektörler olduğundan buradan 

*N T   veya 
*N T  bulunur. 

*N T   olarak kabul edilebilir. 
* * *B T N   eşitliğinde 

   * * *sin cosB C N C B                 (2.10) 

elde edilir. 

Teorem 2.2.6. 
*  eğrisi  birim hızlı   eğrisinin bir evolütü olsun.   eğrisinin eğrilik ve 

burulması ,   ile 
*  eğrisinin eğrilik ve burulması * *,   arasında 

 

 

   

   

   

3 3

*

'

3 2

*

'

cos
,

sin cos

sin cos

sin cos

c

c c

c c

c c

 


   

  


   




  

  


  

                                 (2.11) 

bağıntıları vardır (Sabuncuoğlu, 2014: 108). 
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İspat: (2.9) denklemi ve    * * * cosN c T   
    eşitliği göz önünde bulundurulursa 

   * * cos c   
   

elde edilir. Burada *  yalnız bırakılır ve Teorem 2.2.5 in ispatında elde edilen  
'

*  

kullanılırsa 

 

 

 
 

 

 
   

3 3

*

*

cos cos cos

tan sin cos

cos

c c c

c c c

c

     


      




  
  

    



 

bulunur. (2.10) denklemindeki    * sin cosB C N C B      eşitliğinin türevi alınırsa 

   * sinB c T 
    

elde edilir. Frenet türev formüllerinden    * * * *N   
  eşitliği göz önünde 

bulundurulursa 

   * * * sinN c T   
     

elde edilir. Burada 
*  yalnız bırakılıp Teorem 2.2.5‘deki hesapladığımız  *   nin eşiti 

yerine yazılırsa 

 

 

 
 

 

   
   

3 2

*

*

sin sin sin cos

tan sin cos

cos

c c c c

c c c

c

      


      




      
  

    



 

elde edilir. 

Teorem 2.2.7. 
* 3: I   eğrisi, birim hızlı 

3: I  eğrisinin bir evolütü olsun. 
*  

eğrisinin eğrilik ve burulması 
* ve 

*  olmak üzere 
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 
*

*
tan c





    

dir. Burada c  yerine 
1c  ve 

2c  sayıları konularak elde edilen iki evolüt eğrisinin 
   1

s  ve 

   2
s  noktalarındaki teğetleri  * s  noktasında kesişir. Bu teğetler arasındaki açının 

ölçüsü 
1 2c c  dir (Sabuncuoğlu, 2014: 109). 
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2.3. 4-Boyutlu Öklid Uzayında İnvolüt-Evolüt Eğri Çifti 

Tanım 2.3.1. 4: I   birim hızlı bir eğri ve * 4: I   regüler bir eğri olmak 

üzere s I  için   eğrisinin  s  noktasındaki teğeti  T s  ve *  eğrisinin  * s  

noktasındaki teğeti  *T s  olmak üzere    *, 0T s T s   ise *  eğrisine   eğrisinin bir 

involütü,   eğrisine de *  eğrisinin bir evolütü denir. 

Teorem 2.3.1. 4: I   birim hızlı bir eğri ve *  regüler bir eğri olsun. * eğrisi,   

eğrisinin bir involütü ise c  olmak üzere 

       * s s c s T s                 (2.12) 

dir (Özyılmaz &Yılmaz , 2009: 170). 

İspat: *  eğrisi s I   için        * s s u s T s    şeklinde yazılabilir. Bu eşitliğin türevi 

alınırsa 

             

          

* s = s +u s T s +u s T s

               = 1+u s T s +u s κ s N s

    


 

elde edilir. *  eğrisi,   eğrisinin bir involütü olduğundan    * , 0s T s   dır. O halde 

yukarıdaki eşitliğin her iki taraf  T s  ile iç çarpım yapılırsa 

            '1 , 0u s T s u s s N s T s    

elde edilir. Bu eşitlikten, 

 '1 0u s   

elde edilir. Burada s  parametresine göre integral alınırsa  

 u s s c    

elde edilir. 
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Teorem 2.3.2. *  eğrisi   eğrisinin bir involütü olsun.   eğrisinin Frenet vektör alanları 

 , , ,T N B E   ile *  eğrisinin Frenet vektör alanları  * * * *, , ,T N B E   arasında 

   

 
 

   
 

 

   
 

 

                 

          

   
         

        

 

             

          

                  

*

*

2 2 2 2

2 2

*

4 2 2 2 2

2 2

2

2

*

24 2 2 2 2

T s N s

s s
N s T s B s

s s s s

s s s s s T s s B s

s s s s E s
B s

s s s s s
s s

s s s s

s s T s s s s B s

s s s s E s
E s

s s s s s s s s s

 

   

     

   

    
 

   

    

   

        

 


 

 

  

 





  



  


   

 

bağıntıları vardır (Özyılmaz &Yılmaz , 2009: 170). 

İspat: * 4: I   eğrisi, s I  yay parametresi ile verilen 4: I   eğrisinin bir involütü 

olsun. (2.12) denkleminin s I  parametresine göre 1. 2. 3. ve 4. mertebeden türevleri 

sırasıyla 

         * ,s = c - s κ s N s 

                          * 2 ,s = - c - s κ s T s + c - s κ s - κ s N s + c - s κ s τ s B s    

 

             

               

                 

         

* 2 '

2 2 ' ''

' '

,

s = 2κ s - 3 c - s κ s κ s T s

                + - c - s κ s κ s +τ s - 2κ s + c - s κ s N s

                + 2 c - s κ s τ s - 2κ s τ s + c - s κ s τ s B s

                + c - s κ s τ s σ s E s

    

    

  
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 
 

                          

                 

             
 

             

2
* ' ' '' 2 2 2

3 2 ' 2 ' 2

' ' '' '''

' '' ' '

3 6 3κ 3

3 3

6 3

4
s = 9κ s κ s - 3 c - s κ s - 4 c - s κ s κ s + c - s κ s κ s + τ s T s

κ s c s κ s κ s s τ s c s κ s τ s
                     + N s

c s κ s τ s τ s κ s c s κ s

κ s τ s c s κ s τ +3 c s κ s τ s
                     +



    

    

   

  
   

 
 
  

   

                       
 

             

               
 

'

'' 2 2 2

'

' '

3κ

κ κ

3 3

2

s τ s
B s

c s s τ s c s s τ s s c s κ s τ s κ s + τ s

c s κ s τ s s κ s τ s s
                     + E s

c s κ s τ s s c s κ s τ s s



 

 



     

 

   

 
 

  
  

 
 
  

 

şeklinde elde edilir. Bu eşitlikler yardımıyla *  eğrisinin Frenet vektörleri hesaplanabilir. 

 *T s  vektörünü hesaplamak için (2.11) denkleminin normu alınırsa 

       
'

* s c s κ s     

bulunur. Buradan da (2.3) Frenet denklemleri ve (2.11), (2.15) denklemleri yardımıyla  *T s

vektörü 

   *T s N s   

şeklinde elde edilir. Buradan sonra işlemlere    *T s N s  olarak devam edilecektir. (2.3) 

Frenet denklemleri yardımıyla, sırasıyla,      * * *, ,N s B s E s  vektörleri  

 
 

   
 

 

   
 

 

                 

          

   
         

        

 

             

          

                  

*

2 2 2 2

2 2

*

4 2 2 2 2

2 2

2

2

*

24 2 2 2 2

s s
N s T s B s

s s s s

s s s s s T s s B s

s s s s E s
B s

s s s s s
s s

s s s s

s s T s s s s B s

s s s s E s
E s

s s s s s s s s s

 

   

     

   

    
 

   

    

   

        


 

 

  

 





  



  


   
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şeklinde elde edilir. 

Teorem 2.3.3. *  eğrisi   eğrisinin bir involütü olsun.   eğrisinin eğrilikleri , ,    ile *  

eğrisinin eğrilikleri * * *, ,     arasında 

 
   

   

 
                  

        

 

                     

                 

                 

   

   
           

2 2

*

24 2 2

*

3

*

2

4 2 2

,

,

2

2

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 2

2

2 2

2 2

s s
κ s

c s κ s

τ s s κ s τ s s κ s τ s κ s τ s
s

c s κ s κ s +τ s

c s κ s κ s τ s s c s κ s κ s τ s τ s s

c s κ s τ s τ s s c s κ s τ s s

c s κ s τ s τ s s c s κ s τ s s
s

c s κ s
τ s s κ s τ s s κ s τ

κ s τ s

 

 


 

 

 


 






   




      
 

    
 

      


 


      
2

s κ s τ s 
 

 

bağıntıları vardır (Özyılmaz &Yılmaz, 2009: 170). 

İspat: Kabul edelim ki * 4: I   eğrisi s I  yay parametresi ile verilen 4: I   

eğrisinin bir involütü olsun.      * * *, ,s s s    eğrilikleri (2.4) formülleri kullanılırsa 

 
   

   

 
                  

        

 

                     

                 

                 

   

   
             

2 2

*

24 2 2

*

3

*

2

4 2 2

2

2

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 2

2

2 2

2 2

s s
κ s

c s κ s

τ s s κ s τ s s κ s τ s κ s τ s
s

c s κ s κ s +τ s

c s κ s κ s τ s s c s κ s κ s τ s τ s s

c s κ s τ s τ s s c s κ s τ s s

c s κ s τ s τ s s c s κ s τ s s
s

c s κ s
τ s s κ s τ s s κ s τ s

κ s τ s

 

 


 

 

 


 






   




      
 

    
 

      


  


    
2

κ s τ s 
 

 

şeklinde elde edilir. 
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Teorem 2.3.4.  4: I   eğrisi s I  yay-parametresi ile verilsin.   eğrisinin evolütü,

* 4: I   eğrisi weğrisi olmak üzere 

         
 

 
 *

s
s s s N s s E s

s


   


    

dir. Burada  s ,  s  eğrisinin eğrilik yarıçapıdır (Özyılmaz &Yılmaz, 2009: 170). 

Teorem 2.3.5. *  ve   eğrileri verilsin.  *  eğrisi ile bu eğrinin evolütü,   eğrisi weğrisi 

olarak alınırsa   eğrisinin Frenet vektör alanları  , , ,T N B E   ile *  eğrisinin Frenet vektör 

alanları  * * * *, , ,T N B E   arasında 

   

 
 

   
 

 

   
 

       

 
 

   
 

 

   
 

*

*

2 2 2 2

* 2 2

*

2 2 2 2

,

,

,

T s B s

τ s s
N s N s E s

τ s s τ s s

B s τ s s T s

s τ s
E s N s E s

τ s s τ s s



 

 




 

 
 
 
 




 

 

 

  
 

 

bağıntıları vardır. 

Teorem 2.3.6. *  eğrisi,   eğrisinin bir evolütü olsun. *  eğrisi ile bu eğrinin evolütü,   

eğrisi weğrisi olarak alınırsa   eğrisinin eğrilikleri , ,    ile *  eğrisinin eğrilikleri 

* * *, ,     arasında 

 
         

 

 
      

          

 
       

           

2 2

*

3
2 2

*

2 2

2 2 2

*

2 2

,

,

κ s τ s s τ s s
κ s

τ s

κ s τ s s
τ s

τ s τ s s κ s s

κ s s τ s s
s

τ s τ s s κ s s

 



 

 


 

 





 




 
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bağıntıları vardır. 
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2.4. 3-Boyutlu Öklid Uzayında Çatılandırılmış Eğriler 

2  kümesi 

  3 3

1 2, , , , 1,2i j ij i j           

şeklinde tanımlı olsun. 
2 , 3 boyutlu düzgün bir manifolddur. v  birim vektörü 

1 2v     

eşitliğiyle tanımlanabilir. Bu v  nin 
1 ve 

2  ye dik olduğu anlamına gelir. 

Tanım 2.4.1. t I   ve 1,2i   için , 0i    ise   3

2, : I     ikilisine bir 

çatılandırılmış eğri denir. Eğer  ,   bir çatılandırılmış eğri olacak şekilde bir 
2: I    

varsa 3: I   eğrisine de bir çatılandırılmış taban eğrisi denir (Honda, 2018: 7). 

  3

1 2 2, , : I     bir çatılandırılmış eğri ve      1 2v t t t    olsun. O halde  ,   

çatılandırılmış eğrisinin hareketli ortonormal çatısının Frenet-Serret tipli türev formülleri 

       

       

       

1 2

2 1

1 2

l t t m t v t

l t t n t v t

v m t t n t t

 

 

 

   

    

   



 

şeklindedir. Bu formüller matris yardımıyla 

 

 

 

   

   

   

1

2

0

0

0

t l t m t

t l t n t

v t m t n t





 
  
      
     

 

 

şeklinde ifade edilebilir. Ayrıca diferensiyellenebilir : I   dönüşüm vardır öyle ki 

     t t v t    

dir. Burada      , ,l t m t n t   ve  s  düzgün eğrilik fonksiyonlarıdır. 

         3, , , :l t m t n t t I   düzgün bir dönüşüm olmak üzere          , , ,l t m t n t t  

ye  t  nin çatılandırılmış eğrilikleri denir.  0 0t   dır gerek ve yeter şart 0t  ın   nın bir 
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singüler noktasıdır. Singüler noktası olan eğriyi incelemek eğriyi analiz etmek için 

çatılandırılmış eğriliklerden yararlanılabilir (Honda, 2018: 7).   

Not: Lineer bağımsızlık koşuluyla birlikte regüler eğriler, çatılandırılmış eğriler için tipik bir 

örnektir. 3: ,  I t I     için  t   ve  t   lineer bağımsız olan regüler bir eğri olsun. 

Eğer    1 t N t   ve    2 t B t   olarak alınırsa        1 2v t t t T t    olur ve bu da 

  3

1 2 2, , : I     nin bir çatılandırılmış eğri olduğu anlamına gelir. Bu tarz bir eğrinin 

eğrilikleriyle çatılandırılmış eğrinin eğrilikleri arasındaki ilişki  

 
   

 
 

              

      

2 22 2

2 2
,    

m t n t m t n t m t n t l tm t n t
t t

t t m t n t
 

 

   
 


 

şeklindedir. 

Teorem 2.4.1.  ,   ve  ,   çatılandırılmış eğrilerinin eğrilikleri sırası ile  , , ,l m n   ve 

 , , ,l m n   olsun.  , , ,l m n   ve  , , ,l m n   eğrilikleri çakışık ise  ,   ve  ,   

çatılandırılmış eğriler kongurenttirler (Honda, 2018: 7). 

  3

1 2 2, , : I      çatılandırılmış bir eğri ve eğrilikleri      , ,l t m t n t   ve  t  olsun, 

1   ve 2 , regüler eğriler için Bishop çatısına benzer bir şekilde,  t  nin normal düzleminin 

baz vektörleridir.  1 2,   vektörleri 

 

 

   

   

 

 
1 1

22

cos sin

sin cos

t t t t

t t tt

   

  

    
     
   

 

şeklinde verilebilir. Burada  t  düzgün fonksiyondur.   3

1 2 2, , : I      

çatılandırılmış eğridir ve 

           1 2 1 2v t t t t t v t         

olduğu kolayca görülür.  s  düzgün fonksiyonu için basit hesaplamalarla 



 

23 

 

                   

          

                   

          

' '

1 1 2

' ' '

2 1 2

- sin - cos

cos - sin ,

- cos - sin

sin cos

t l t t t t l t t t t

m t t n t t v t

s l t t t t l t t t t

m t t n t t v t

      

 

      

 

 



  

 

          

          

 

dir. Bu durumda    1 2, , , ,v      boyunca uyarlanmış bir çatı oluşturur ve bu uyarlamış çatı 

için türev formülleri 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

1 1

2
2

0 0

0

0 0

v t v tp t

t p t q t t

q t tt

 



                        

         (2.13) 

şeklinde ifade edilebilir. 1 2, ,v     vektörleri sırasıyla genelleştirilmiş teğet vektörü, 

genelleştirilmiş asli normal vektörü ve genelleştirilmiş binormal vektörü olarak adlandırılır. 

Burada    ,p t q t  düzgün fonksiyonları   t  in çatılandırılmış eğrilikleri olarak adlandırılır.  

Not: Eğer    3

1 2 2, , : I      bir regüler eğri ise       , ,p t q t t  çatılandırılmış 

eğrilikleri ile     ,t t   Frenet eğrilikleri arasındaki ilişki 

 
 

 
 

 

 
,    

p t q t
t t

tt
 


              (2.14) 

şeklindedir. 
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2.5. 4-Boyutlu Öklid Uzayında Çatılandırılmış Eğriler 

3  kümesi 

  4 4 4

1 2 3, , , , , 1,2,3i j ij i j             

şeklinde tanımlı olsun. 
3 , 6-boyutlu düzgün bir manifolddur. v  birim vektörü 

1 2 3v       eşitliğiyle tanımlanabilir. Bu v  nin 
1 2,   ve 

3  e dik olduğu anlamına gelir 

ve  1 2 3det , , , 1v      dir (Honda, 2018: 7). 

Tanım 2.5.1. t I   ve 1,2,3i   için    ' , 0it t    ise   4

3, : I     ikilisine bir 

çatılandırılmış eğri denir. Eğer  ,   bir çatılandırılmış eğri olacak şekilde bir 3: I    

varsa 4: I   eğrisine de bir çatılandırılmış baz eğrisi denir (Honda, 2018: 7). 

  4

3, : I     bir çatılandırılmış eğri ve 1 2 3v       olsun. O halde  ,   

çatılandırılmış eğrisinin Serret-Frenet tipli türev formülleri 

             

             

             

             

1 2 3

2 1 3

3 1 2

1 2 3

,

,

,

t f t t g t t h t v t

t f t t j t t k t v t

t g t t j t t l t v t

v t h t t k t t l t t

  

  

  

  

   

    

    

    

 

şeklindedir. Bu formüller matris yardımıyla 

 

 

 

 

     

     

     

     

 

 

 

 

1 1

22

3
3

0

0

0

0

t f t g t h t t

f t j t k t tt

g t j t l t t
t

h t k t l t v t
v t

 






     
 

   
      

     
   

            

 

şeklinde ifade edilebilir. Ayrıca : I   diferensiyellenebilir dönüşüm vardır ve 

     t t v t    
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dir. Burada          , , , ,f t g t h t j t k t     ve  l t  düzgün eğrilik fonksiyonlarıdır. 

  4, , , , , , :f g h j k l I   düzgün bir dönüşüm olmak üzere  

              , , , , , ,f t g t h t j t k t l t t  ye  t  nin çatılandırılmış eğrilikleri denir. 

 0 0t   olması için gerek ve yeter şart 
0t  ın   nın bir singüler noktası olmasıdır. Singüler 

noktalarda eğriyi analiz etmek için çatılandırılmış eğrilerin eğrilikleri kullanılabilir (Akyiğit 

& Yıldız, 2021: 259). 

Teorem 2.5.2.  ,   ve   4

3, : I     çatılandırılmış eğrilerinin eğrilikleri sırası ile 

 , , , , , ,f g h j k l   ve  , , , , , ,f g h j k l   olsun.  , , , , , ,f g h j k l   ve  , , , , , ,f g h j k l   

eğrilikleri çakışık ise  ,   ve  ,   çatılandırılmış eğriler kongurenttirler (Honda, 2018: 7). 

  4

3, : I     çatılandırılmış bir eğri ve eğrilikleri            , , , , ,f s g s h s j s k s l s      

ve  s  olsun,  Euler açılarını kullanarak ve , ,    düzgün fonksiyonlar olmak üzere 

 1 2 3 3, ,     , 

1 1

2 2

3 3

cos cos cos sin sin cos sin sin cos cos sin

cos cos cos cos sin sin sin sin cos cos sin sin

sin sin cos cos cos

sin             

             

      

      
    

        
        

 

şeklinde verilebilir. Basit hesaplamalar ile 

1 2 3 1 2 3v v             

olduğu kolayca görülür.   4

3, : I     de bir çatılandırılmış eğridir. ,   ve   (Euler 

açı) düzgün fonksiyonları için 

 

tan
sin cos ,

cos

cot cos sin

l k

h l k


 



  

 

 

 

denklemleri sağlansın, bu durumda    1 2 3, , , , ,v       boyunca uyarlanmış bir çatı oluşturur 

ve uyarlamış çatının türev formülleri 
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 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

1 1

22

3
3

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

v t
p t v t

t p t q t t

q t r t tt

r t t
t

 






 
    
         
     
              

         (2.15) 

şeklinde ifade edilebilir. 
1 2 3, , ,v     vektörleri sırasıyla genelleştirilmiş teğet, asli normal, 

genelleştirilmiş binormal ikinci binormal vektörleri olarak ve       , ,p t q t r t  düzgün 

fonksiyonları da  t  in çatılandırılmış eğrilikleri olarak adlandırılır. Eğrinin çatılandırılmış 

eğrilikleri ile Euler açıları arasındaki ilişki, 

 

 

sec sec ,

sin ,

cos

cos

p h

q j

r j

 

  






 

   


 

 

şeklindedir. Burada 

 

 

'

'

sin sin ,

cos sin ,

cos
,

cos

f r

g r

j

  

  






  

  



 

dir (Akyiğit & Yıldız, 2021:260). 

Not: Lineer bağımsızlık koşuluyla birlikte regüler eğriler, çatılandırılmış eğriler için tipik bir 

örnektir. 3: ,  I t I     için  t   ve  t   lineer bağımsız olan regüler bir eğri olsun. 

Eğer    1 t N t   ve    2 t B t   olarak alınırsa        1 2v t t t T t    olur ve bu da 

  3

1 2 2, , : I     nin bir çatılandırılmış eğri olduğu anlamına gelir. Bu tarz bir eğrinin 

eğrilikleriyle çatılandırılmış eğrinin eğrilikleri arasındaki ilişki  

 
   

 
 

              

      

2 22 2

2 2
,    

m t n t m t n t m t n t l tm t n t
t t

t t m t n t
 

 

   
 


 

şeklindedir 
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Not: Eğer    3

1 2 2, , : I      bir regüler eğri ise       , ,p t q t t  çatılandırılmış 

eğrilikleri ile     ,t t   Frenet eğrilikleri arasındaki ilişki 

 
 

 
 

 

 
,    

p t q t
t t

tt
 


              (2.16) 

şeklindedir. 
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3. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIŞ İNVOLÜT-

EVOLÜT EĞRİ ÇİFTİ 

Bu kısımda 3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğriler için involüt-evolüt eğri 

çifti tanımı ve bu eğri çiftine ait bazı karakterizasyonlar verilecektir. 

Tanım 3.1   3

2, : I     çatılandırlmış eğrisi ile  * * 3

2, : I     eğrisi verilsin (

 * *,   eğrisi singüler noktalı eğri olmak zorunda değildir). Her t I  için  ,   

çatılandırılmış eğrisinin  t  noktasındaki genelleştirilmiş teğeti,  * t  noktasından 

geçiyorsa ve    *, 0v t v t   ise  * *,   eğrisine  ,   çatılandırılmış eğrisinin bir 

involütü denir. 

Teorem 3.1.  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü ise    t dt t   

olmak üzere 

       * t t t v t                   (3.1) 

dir. 

İspat:  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  * t  eğrisi t I   için  

       * t t u t v t                   (3.2) 

şeklinde verilebilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa 

             

            

*

1

t t u t v t u t v t

t u t v t u t p t t

 

 

     

              

 

elde edilir.  * *,   eğrisi  ,  eğrisinin involütü olduğundan      * , 0t v t 
  dır. 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı  v t  ile iç çarpılırsa 

              1 , 0t u t v t u t p t t v t     
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elde edilir. Buradan da  

    0t u t    

bulunur. Yukarıdaki eşitliğin integrali alınırsa 

     u t t dt t      

elde edilir. (3.2) eşitliği tekrar düzenlenirse  

       * t t t v t                   (3.3) 

elde edilir. 

Uyarı: (3.3) denklemi kullanılarak  * *,   eğrisinin singüler noktalı eğri olma ihtimali 

incelenebilir. (3.3) denkleminin her iki yanının türevi alınır ve düzenlenirse  

         * *

1t v t t p t t                  (3.4) 

elde edilir. (3.4) eşitliğini her iki tarafının normu alınırsa  

     * t t p t                           (3.5) 

elde edilir. Kabul edelim ki  * *

0 ,   ,t I    eğrisinin bir singüler noktası olsun. Bu durumda 

(3.5) denklemi ve  0 0p t   olduğu göz önünde bulundurulursa  0 0t   elde edilir. Buradan 

da    0 0 0t t     olduğundan 0t I  noktası  ,  eğrisinin de bir singüler noktası 

olduğu anlamına gelir ve (3.1) denkleminden  

     *

0 0t t   

eşitliği görülür. O halde  * *,   involüt eğrisi için iki durum söz konusudur.  * *,   eğrisi 

ya çatılandırılmış (singüler noktalı) eğridir ya da regüler eğridir.  
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Eğer  * *,   çatılandırılmış eğri ise  * *,   eğrisinin 
0t  singüler noktası aynı zamanda 

 ,   eğrsinin de singüler noktasıdır ve bu iki eğri 
0t  singüler noktasında birbirlerine 

değerler. 

Eğer  * *,   regüler eğri ise t I   için  * 0t   dır ve  * * *,  ,    regüler eğrisinin hız 

vektörüdür. 

Bu bölümün geri kalan kısmında  * *,   eğrisi tipik bir regüler eğri olarak ele alınacak ve 

 * * * * *

1 2, , , ,v p q   elemanları hesaplanırken  * * * * *, , , ,T N B    Frenet çatı elamanlarından 

yararlanılacaktır. 

Teorem 3.2.  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  ,   

çatılandırılmış eğrisinin hareketli ortonormal çatı vektörleri       1 2, ,v t t t    ile  * *,   

eğrisinin hareketli ortonormal çatı vektörleri       * * *

1 2, ,v t t t    arasında 

   

 
 

   
 

 

   
 

 
 

   
 

 

   
 

*

1

*

1 2
2 2 2 2

*

2 2
2 2 2 2

,

,

v t t

p t q t
t v t t

q t p t q t p t

q t p t
t v t t

q t p t q t p t



 

 




 

 

 
 

 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun. 

(3.4) ve (3.5) denklemleri kullanılırsa  

   *

1v t t   

elde edilir.   0t   ve      * t t p t    olarak kabul edilirse    *

1v t t  olur. *  

regüler eğri olduğundan (2.1.1) denkleminin son eşitliğinden yararlanarak 
2

*  hesaplanabilir. 

*  eğrisinin 1. ve 2. merteben türevleri alınırsa  
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     

   

*

1 2

2

1 2

- - -

- - ,

p p p pv q

p v p p pq

     

     

   

           

 

ve 

     
 

* 2 3 2

1

2

2 3 2

-2 2

p pp v p p p p pq

pq p q pq

        

   

          

           

 

elde edilir. Buradan  

   
1 2

* * 2 2 2 3

2

2 '

0 0

v

p p qv p

p p p pq

 

     

   

 
    

  

  

ve 

   * * 2 2 2 2p p q   
    

dir. Elde edilenler 
   

   
2

* *

*

* *

 


 

 



 


 eşitliğinde yerine yazılırsa 

*

2 2
2 2 2 2

q q
v

p q p q
  

 
 

bulunur. * * *

1 2 v    olduğundan 

*

1 2
2 2 2 2

p q
v

p q p q
 


 

 
 

elde edilir. 
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Teorem 3.3.  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  ,   

çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri     ,p t q t  ile  * *,   eğrisinin 

eğrilikleri     * *,p t q t  arasında 

      

 
       

    

* 2 2

*

2 2

,p t p t q t

p t q t p t q t
q t

p t q t

 

 




 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun. 

 * *,   regüler bir eğri olduğundan 
*  nın 

*  ve *  eğrilikleri (2.1.2) denklemi yardımıyla  

 
     

  

    
   

* *
2 2

*

3

*

t t p t q t
t

t p t
t

 






 
 

  


 

ve  

 
        

     

       

        

* * *

*

2 2 2

* *

,t t t
p t q t p t q t

t
t p t p t q t

t t

  




 

  


 
 

 


  

şeklinde elde edilir. (2.4.2) denklemi ve      * t t p t    eşitliği kullanılırsa 

      * 2 2p t p t q t   

ve  

  
       

    
*

2 2

p t q t p t q t
q t

p t q t

 



 

elde edilir. 
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Tanım 3.2.   3

2, : I     çatılandırılmış eğrisi ile regüler  * * 3

2, : I     eğrisi 

verilsin. Her t I  için  * *,   eğrisinin  * t  noktasındaki genelleştirilmiş teğeti  t  

noktasından geçiyorsa ve    *, 0v t v t   ise  * *,   eğrisine  ,   çatılandırılmış 

eğrisinin bir evolütü denir. 

Teorem 3.4.  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü ise c  ve 

   
0

t

t q u du    ve  
 

 

t
t

p t


   olmak üzere 

             *

1 2tant t t t t t c t                                                             

(3.6) 

dir. 

İspat: Kabul edelim ki *  regüler eğrisi   eğrisinin evolütü olsun. O halde    * t t   

vektörü  v t  vektörüne ortogonaldir. O halde 

           *

1 2t t t t t t         

şeklinde yazılabilir. Öyleyse  * t  vektörü 

           *

1 2t t t t t t          

dir. Yukarıdaki eşitliğin t  parametresine göre türev alınırsa 

                     

        

* '

1

'

2

- -t t t p t v t t t q t t

t q t t t

     

  


 

             
 

elde edilir.      * , 0t v t 
  olduğundan 0p    olur. Yukarıdaki eşitlikler tekrar 

düzenlenirse 

                     *

1 2-t t t q t t t q t t t            
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elde edilir. 0p    eşitliğinden 
p


   bulunur ve 

p


  olduğundan    dır. Evolüt 

tanımından  * 
 vektör alanı ile *   vektör alanına paraleldir. O halde 

     *

1 2- q q            

ve 

*

1 2       

olduğu göz önüne alınırsa 

q q   

 

  
  

elde edilir. Bu eşitlikte    yazalım ve q  yu hesaplayalım. 

q q   

 

  
  

eşitliğinden gerekli düzenlemeler yapıldığında  

2 2
arctanq

   

  

   
    

   
 

elde edilir. arctanq




  
   

  
 eşitliği, 

 
0

arctan

s

q u du C




 
   

 
  

olduğunu gösterir.    
0

s

s q u du    diyelim. Böylece   tan t c      bulunur. Buradan 

             *

1 2tant t t t t t c t             
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dir. Her c  için bir evolütü eğrisi elde edilir. Buradaki      1t t t    noktası   

çatılandırılmış eğrisinin  t  noktasına ilişkin eğrilik merkezidir ve    t q t   dir. 

Teorem 3.5.  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü olsun.  ,   

çatılandırılmış eğrisinin uyarlanmış çatı vektörleri       1 2, ,v t t t    ile  * *,   eğrisinin 

uyarlanmış çatı vektörleri       * * *

1 2, ,v t t t    arasında 

   

   

*

1 2

*

1

*

2 1 2

cos sin ,

,

sin cos

v c c

v

c c

   



    

   



   

              (3.3) 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü olsun. 

Teorem 3.4’deki (3.6) denkleminin türevi alınırsa 

      

  

     

 

 
   

* * 2

1 2 2

2

1

1 2

1 2

- - tan 1 tan

1 tan

tan - tan

tan
cos - sin

cos

v v k pv q c q c

c q

c q c

c q
c c

c

         

 

     

  
   



         
 

  

   

 
    

      

      

      

 

elde edilir, burada norm alınırsa 

 
 

 
* *

tan

cos

kq c

c

 
 



 
 


 

elde edilir. Yukarıda elde edilenler  
   

   * *

*

1
v t t

t









 eşitliğinde yerine yazılırsa 

   *

1 2cos sinv c c        

şeklinde elde edilir. Yukarıdaki eşitlikle türev alınırsa 
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   * cosv p c v
    

bulunur. (2.4.1) den  * * *

1v p 
  dir. Öyleyse 

 * *

1 cosp p c v     

olmak zorundadır. *

1  ve v  vektörleri birim uzunlukta vektörler olduğundan *

1 v   veya 

*

1 v    bulunur. *

1 v    olarak kabul edilebilir. * *

2 1v    olduğundan 

   *

2 1 2sin cosc c         

elde edilir. 

Teorem 3.6.  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü olsun.  ,   

çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri    ,p t q t  ile  * *,   eğrisinin eğrilikleri 

   * *,p t q t  arasında 

      

      

*

*

cos ,

sin

p t p t t c

q t p t t c





 

 
 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   regüler eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü olsun. 

 * *,   regüler bir eğri olduğundan 
*  nın 

*  ve *  eğrilikleri (2.1.2) denklemi yardımıyla 

hesaplanıp  (2.4.2) denklemi kullanılırsa 

      * cosp t p t t c   

ve  

       * sinq t p t t c   

elde edilir. 
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Teorem 3.7.  * *,   çatılandırılmış eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin evolütü olsun. 

 * *,   çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri *p  ve *q  olduğuna göre 

 
*

*
tan

q
c

p
    

dir. 

İspat: Teorem 3.6 dan ispatı kolayca görülebilir.  
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4. 4-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIŞ EĞRİLERİN 

İNVOLÜT-EVOLÜT EĞRİ ÇİFTİ 

Bu kısımda 4-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğriler için involüt-evolüt eğri 

çifti tanımı ve bu eğri çiftine ait bazı karakterizasyonlar verilecektir. 

Tanım 4.1.   4

3, : I     çatılandırlmış eğrisi ile  * * 4

3, : I     eğrisi verilsin  

(  * *,   eğrisi singüler noktalı eğri olmak zorunda değildir). Her t I  için  ,   

çatılandırılmış eğrisinin  t  noktasındaki genelleştirilmiş teğeti  v t  ve  * *,   eğrisinin 

 * t  noktasındaki genelleştirilmiş teğeti  *v t  olmak üzere    *, 0v t v t   ise  * *,   

eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü,  ,   çatılandırılmış eğrisine de  * *,   

eğrisinin bir evolütü denir. 

Teorem 4.1.  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü ise    t dt t   

olmak üzere 

       * t t t v t                   (4.1) 

dir. 

İspat:  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  * t  eğrisi t I   için  

       * t t u t v t                   (4.2) 

şeklinde verilebilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa 

             

            

*

1

t t u t v t u t v t

t u t v t u t p t t

 

 

     

              

 

elde edilir.  * *,   eğrisi  ,   eğrisinin involütü olduğundan      * , 0t v t 
  dır. 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafı  v t  ile iç çarpılırsa 
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              1 , 0t u t v t u t p t t v t     

elde edilir. Buradan da  

    0t u t    

bulunur. Yukarıdaki eşitliğin integrali alınırsa 

     u t t dt t      

elde edilir. (4.2) eşitliği tekrar düzenlenirse  

       * t t t v t                   (4.3) 

elde edilir. 

Uyarı: (4.3) denklemi kullanılarak  * *,   eğrisinin singüler noktalı eğri olma ihtimali 

incelenebilir. (4.3) denkleminin her iki yanının türevi alınır ve düzenlenirse  

         * *

1t v t t p t t                            (4.4) 

elde edilir. (4.4) eşitliğini her iki tarafının normu alınırsa  

     * t t p t                  (4.5) 

elde edilir. Kabul edelim ki  * *

0 ,   ,t I    eğrisinin bir singüler noktası olsun. Bu durumda 

(4.5) denklemi ve  0 0p t   olduğu göz önünde bulundurulursa  0 0t   elde edilir. 

Buradan da    0 0 0t t     olduğundan 0t I  noktası  ,  eğrisinin de bir singüler 

noktası olduğu anlamına gelir ve (4.1) denkleminden  

     *

0 0t t   

eşitliği görülür. O halde  * *,   involüt eğrisi için iki durum söz konusudur.  * *,   eğrisi 

ya çatılandırılmış (singüler noktalı) eğridir ya da regüler eğridir.  
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Eğer  * *,   çatılandırılmış eğri ise  * *,   eğrisinin 
0t  singüler noktası aynı zamanda 

 ,   eğrsinin de singüler noktasıdır ve bu iki eğri 
0t  singüler noktasında birbirlerine 

değerler. 

Eğer  * *,   regüler eğri ise t I   için  * 0t   dır ve  * * *,  ,    regüler eğrisinin hız 

vektörüdür. 

Bu bölümün geri kalan kısmında  * *,   eğrisi tipik bir regüler eğri olarak ele alınacak ve 

 * * * * * * *

1 2 3, , , , , ,v p q r    elemanları hesaplanırken  * * * * * * *, , , , , ,T N B E     Frenet çatı 

elamanlarından yararlanılacaktır. 

Teorem 4.2.  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  ,   

çatılandırılmış eğrisinin uyarlanmış çatı vektörleri           1 2 3 4, , , ,v t t t t t      ile 

 * *,   eğrisinin uyarlanmış çatı vektörleri           * * * * *

1 2 3 4, , , ,v t t t t t      arasında 

   

 
       

   

 
                                    

                                

 
                        

                  

1

2 2

2 22 2 2 4 2 2 2

2

2 3

22 2 2

*

2*
1 2 2

2 3*
2

2 2

*
3

,

,

2

2

,

p

p t q t p t q t p t q t p t q t

p t q t r t q t r t q t p t t q t p t q t p t q t

q t r t v t p t q t r t t p t q t p t q t t

p t q t r t p t p t q t p t q t

v t t

p t v t q t t
t

t q t

q t v t p t t p t q t q t r t t
t

p t q t

t



 




 






    

      

   

    








   






           22 2 2

,

p t q t r t p t

 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun. Teorem 

4.1’den  

       * t t t v t     

dir. Buradan  * t  eğrisinin (2.5.1) göz önünde bulundurularak t I  parametresine göre 1., 

2., 3. ve 4. mertebeden türevleri sırasıyla hesaplanırsa 



 

41 

 

             

             

     

*

1

1

- -

- -

- ,

t t t v t t v t

t v t t v t t p t t

t p t t

   

   

 

  





            

            

                      (4.6) 

          

                

        

*

1

2

1

2

-

- -

- ,

t t p t t

t p t v t t p t t p t t

t p t q t t

  

   

 

 

 

 

              

                 

          (4.7) 

   
              

        

            

           

         
 

           

     

2

1*

2

2

3 2

1

- -

2 3

-

- 2 -

-2 - 2

t p t v t t t p t t
t

t p t q t t

t p t t p t p t v t

t p t t p t q t t
t

p t t p t t p t

t p t q t t p t q t

t p t q t

   


 

 

  

 


 










 



 

 
 
 
 

 
 
 
 

 




 

                 

               

                 

              

         

2

3 ,

t

t p t q t r t t



 




 


             

                     (4.8) 

elde edilir. Bu eşitlikler yardımıyla  * *,   eğrisinin uyarlanmış çatı vektörleri 

hesaplanabilir. (4.4) ve (4.5) denklemleri kullanılırsa 

     *

1v t t   

dir.   0t   ve      * t t p t    olarak kabul edilirse    *

1v t t  olur. (2.3) 

denkleminin 2. eşitliğinden  

 
       

   
2*

1 2 2p

p t v t q t t
t

t q t








 

elde edilir. Şimdi  *

3 t  vektörü için 
       

       

* * *

1

* * *

1

v t t t

v t t t

 

 


 


 

 eşitliğinden yararlanılırsa  
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 
                        

                              

2

2 3

2 22 2 2 2 2 2

*
3

2

q t r t v t p t q t r t t p t q t p t q t t

p t q t r t p t p t q t p t q t p t q t r t p t

t
 


   

      



 

şeklide elde edilir. Son olarak  *

2 t  vektörü        * * * *

2 1 3v t t tt      eşitliği 

yardımıyla 

 
                                    

                                

2 2

2 22 2 2 4 2 2 2

2 3*
2

2 2 2

p t q t p t q t p t q t p t q t

p t q t r t q t r t q t p t t q t p t q t p t q t

q t v t p t t p t q t q t r t t
t

p t q t

 


    

      

   




 

şeklinde elde edilir. 

Teorem 4.3.   * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun.  * *,   eğrisinin 

eğrilikleri      * * *, ,p t q t r t  ,  ,   çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri 

     , ,p t q t r t   arasında 

     

 
                           

    

 

    
                   

                      

                           

* 2 2

2 22 2 2 2 2

*

2 2

2 2

22 3

*

2 22 2 2 2 2

,

2

,

2

2

2

p t p t q t

q t p t q t r t p t p t q t p t q t p t q t

q t
p t q t

q t p t r t q t q t r t q t r t p t
p t q t

p t q t r t r t q t q t q t r t r t q t

r t

q t p t q t r t p t p t q t p t q t p t q t

 

      




      
 
        
 



      

 

bağıntıları vardır. 

İspat: Kabul edelim ki  * *,   eğrisi  ,   çatılandırılmış eğrisinin involütü olsun. Teorem 

4.2 ve (2.5.1) denklemi kullanırsa  
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     

 
                           

    

 

    
                   

                      

                           

* 2 2

2 22 2 2 2 2

*

2 2

2 2

22 3

*

2 22 2 2 2 2

,

2
,

2

2

2

p t p t q t

q t p t q t r t p t p t q t p t q t p t q t
q t

p t q t

q t p t r t q t q t r t q t r t p t

p t q t
p t q t r t r t q t q t q t r t r t q t

r t

q t p t q t r t p t p t q t p t q t p t q t

 

      




     


      



      

 
 
 
 

 

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 4.1.  * t  eğrisinin evolütü  t  çatılandırılmış eğrisi, çatılandırılmış w eğrisi 

olarak alınırsa  t  eğrisinin eğrilikleri sabit olacağından  * t  eğrisinin uyarlanmış çatı 

vektörleri  

   

 
       

   

   

 
       

   

*

1

2*

1
2 2

*

2 3

2*

3
2 2

,

,

,

v t t

p t v t q t t
t

p t q t

t t

q t v t p t t
t

p t q t






 






 




 






                  (4.10) 

dir. 

Teorem 4.4.  * t  eğrisinin evolütü  t  çatılandırılmış eğrisi, çatılandırılmış w eğrisi 

olmak üzere 

         
 

 
 * * * * *

1 3

q t
t t t t t t

p t
         

dir. Burada  t ,  t  çatılandırılmış eğrisinin eğrilik yarıçapıdır. 

İspat:  t  çatılandırılmış eğrisinin evolütü olan   * t  çatılandırılmış eğrisini w eğrisi 

olarak alalım.    * t t   vektörü  v t  vektörüne dik olduğundan  
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               

               

*

1 2 3

*

1 2 3

t t t t t t t t

t t t t t t t t

       

       

   

    

     

          
        (4.11) 

şeklinde yazılabilir. Burada      , ,t t t    t I  parametresine bağlı keyfi fonksiyonlardır. 

(4.8) denkleminin  t  parametresine göre türev alınırsa 

                                

                 

                     

* * * * * * *

1 1 2 2 3 3

* * * * *

1

* * * * *

2 3

t t t t t t t t t t t t t t

t t p t v t t t q t t

t q t t t r t t t r t t t

             

    

      

            

   

    

        

        

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlik  *v t  ile iç çarpılırsa 

         * * *,t v t t t p t      

elde edilir. Tanım gereği    *, 0t v t    olduğundan  t  eğrilik yarıçapı olmak üzere 

     

 
 

 
 

* *

*

*

*

0t t p t

t
t t

p t

 


 

 

               
 

dir. Şimdi  t  ve  t  fonksiyonlarını da bulmak için (4.10) denklemi, sırasıyla 

   * *

1 2,t t   ve  *

3 t  vektörleriyle iç çarpılırsa 

         

       

       

* * *

1

* *

2

* *

3

, ,

, ,

,

t t t t t

t t t t

t t t t

    

   

   

  

 

 

           (4.12) 

elde edilir.  t  çatılandırılmış eğrisi w eğrisi olduğundan (4.10) denklemi dikkate alınarak 

(4.12) denkleminden  
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 
 

   
     

 

   
     

       

 
 

   
     

 

   
     

* *

2
2 2 2 2

*

3

* *

2
2 2 2 2

, , ,

, ,

, ,

p t q t
t v t t t t t t

p t q t p t q t

t t t t

q t p t
t v t t t t t t

p t q t p t q t

     

   

     


   

 

  

   
 

     (4.13) 

elde edilir.  t  eğrisinin genelleştirilmiş teğeti    *t t   vektörü ile lineer bağımlı 

olduğundan    *t t   vektörü    1 2,t t   ve  3 t  vektörlerine diktir. Buradan (4.14) 

denklemi 

 
 

   
     

 

 
 

   
     

* *

2 2

*

2 2

, ,

0,

,

p t
t v t t t

p t q t

t

q t
t v t t t

p t q t

  



  


 





 


                    (4.14) 

şeklinde yazılabilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

 

 

 

   
 

 

*

*

t t

p t q t

q t
t t

p t

 

 




  

 

 

elde edilir. Sonuç olarak bulduğumuz eşitlikler yerine yazılarak 

         
 

 
 * * * * *

1 3

q t
t t t t t t

p t
                       (4.15) 

elde edilir. 
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