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OZET
DUAL DUZLEMSEL EGRILERIN DENKLIK PROBLEMi

Nurcan DEMIRCAN BEKAR

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Omer PEKSEN
2023, 91 Sayfa

Bu tez ¢aligmasinda amaglanan, D dual sayilar ve G = TD*, TD, TD,, TD7, R?
2 —boyutlu reel uzayinda D cebiri tarafindan iiretilen gruplar olmak iizere; G gruplari icin
R?’deki parametrik egrilerin (T —yollarin) ve egrilerin G —denklik problemlerinin

¢Oziimiinii, invaryant teori yontemi kullanarak bulmaktir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, cebir alaninda kullanilan
temel tanim, teorem ve sonuglar ile G —denklik ve G —invaryant fonksiyon tanimlari, D dual
sayilar cebirinden elde edilen lineer hareket gruplari ve bu gruplara gore invaryantlar
verilmektedir. ikinci boliim alti alt boliimden olusmaktadir. lkinde, D; lineer hareket
grubundan elde edilen D} ve D, lineer hareket gruplarina gore; ikincisinde, TD*, TD, TDT
ve TDD; dual gruplarina gére T —yollarin invaryantlar belirlenmektedir. Ugiinciisiinde,
regiiler, dejenere regiiler ve dejenere olmayan T —yollarin invaryantlar1 kullanilarak
denklik kosullar1 verilmektedir. Dordiinciisiinde, TD*, TD, TD] ve TD, dual hareket
gruplarina gore regiiler, dejenere regiiler ve dejenere olmayan T —yollarin varlik ve teklik
teoremi yani invaryantlar1 Dbilinen T —yollarin  denklemlerinin  bulunabilecegi
gosterilmektedir. Besincisinde, dejenere olmayan egrilerin denklik probleminin dual
diizlemsel T —yollarin denklik problemine indirgendigi gosterilmektedir. Sonuncusunda,
TD* ve TD dual hareket gruplarina gore dejenere olmayan egrilerin tam invaryantlar sistemi

belirlenmekte ve teklik teoremleri verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Dual Sayilar, Parametrik Egri, T —Yol, Egri, Invaryant.
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EQUIVALENCE PROBLEM OF DUAL PLANAR CURVES
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This thesis is devoted to solution of problems of global G —equivalence of parametric
curves (T —paths) and curves in 2 —dimensional real vector space R? for the groups G =
TD*, TD, TD,, TDF which generated by the algebra D of dual numbers in R2.

This thesis consists of two chapters. In the first chapter, some basic definitions,
theorems and results used in algebra, such as definitions of G —equivalence and
G —invariant function, groups of linear motion obtained from the algebra D and invariants
are given according to these groups. The second chapter consists of six subsections.
Invariants of T —paths are expressed in the first subsection according to the linear motion
groups DF and D, from the linear group D, and in the second subsection according to the
dual motion groups TD*, TD, TD and TD,. In the third, the equivalence conditions are
given using invariants of the regular, degenerate regular and non-degenerate T —paths. In
the fourth, with respect to the groups TD*, TD, TD; and TID, existence and uniquness
theorem, that is, with given functions as invariants the equations of the regular, degenerate
regular and non-degenerate T —paths can be found. In the fifth, the equivalence problem of
non-degenerate curves is reduced to the equivalence problem of dual planar T —paths. In the
last, system of the complete invariants of non-degenerate curves are determined and

uniqueness theorems are given according to the dual motion groups TD* ve TD.

Key Words: Dual Numbers, Parametric Curves, T —Path, Curve, Invariant.
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SEMBOLLER DiZiNi

D : Dual Sayilar Halkas1

A : A =a+ ¢ea, dual sayist

A1 : A = a + €a, dual sayisim tersi

ReA : A = a+ ea, dual sayisiin reel kismi

A : A = a+ ga, dual sayisinin eslenigi

S(4) :S(A) =5, = (;l* 2), A = a + €a, dual sayisinin matris
gosterimi

€ : Karesi “0” olan dual say1

0 A ((1) —01)

Dt : Dt ={(a,a,),a # 0,a,a, € R} kiimesi

D, :D; ={(a,a,),a = ¥1, a, € R} kiimesi

R : Reel Sayilar Kiimesi

R"™ : n —boyutlu Reel Uzay

[A B] : A ve B’nin bilesenlerinden olusan matrisin determinanti

ASB : A elemani B elemanina G —denktir

U : Birlesim islemi

a(t) ca(t) = (x(t), x.(t)) parametrik egri (T —yol)

&(s) : Egri

D* Dt = {(;* 2>,a #0,a,a, € R} matris kiimesi

D~ DT = {(;* 2) (é _01),a +0,a,a, € ]R} matris kiimesi

D DtuD =D

TD* TD* = {F:D > D|F(B) = AB + C,A € D*,VB, C € D} kiimesi

TD* : D* grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte

otelemelere karsilik gelen grup
TD™ : D~ kiimesinin elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte
otelemelere karsilik gelen kiime

TD : D grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte
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TD;
TD?

TD;

TD,

Sa(t)
ta(s)

L(&)
Ip(§)

(u, v)

||

otelemelere karsilik gelen grup

. D} ={(“ 0),a=-T—1,a* € R}
a

a.

Dy ={(;‘ 2)(3 %)a=Fia, ER}

D uD]
:TD;} = {F:D - D|F(B) = AB + C,A € D, VB, C € D} kiimesi

: DT grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte

otelemelere karsilik gelen grup

: DT kiimesinin elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte

otelemelere karsilik gelen kiime

: D; grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte

otelemelere karsilik gelen grup

. a parametrik egrisinin (T —yolun) yay uzunlugu fonksiyonu

. a parametrik egrisinin (T —yolun) yay uzunlugu fonksiyonunun

ters fonksiyonu

: & egrisinin tipi
: & egrisinin tiim invaryant parametrizasyonlarinin kiimesi

: Sonsuz

> u ile v’nin i¢ ¢arpim islemi
: a’nin mutlak degeri

: Bos kiime

. 1spat sonu



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Geometri uzayda yer alan her tiirlii seklin belli kurallara gore incelenmesini konu
alan bir matematik dahdir. Oklid, “Elementler” adli kitabinda, geometrinin temelini
olusturan calismasi ile tanimlar yapmis, postulat ve aksiyomlar ortaya koymus ve Oklid
Geometrisinin temelini olusturmustur. Tanimladig1 bu postulatlardan birinin farkliliklara yol
acmasi ile zamanla Oklid disi geometriler ortaya ¢ikmistir. Lobagevski (Hiperbolik)
geometrisi, Riemann (eliptik) geometrisi ve baska yeni geometriler ortaya ¢ikmuistir.
1872°de Felix Klein geometrilerin, belirli doniistim gruplarmin etkisi altinda degismeyen
ozelliklerin incelenmesi ile elde edilebilecegini gdstermistir. Degismeyen bu ozellikler
1850’lerde ortaya atilan invaryant teori ile incelenmeye baslanmistir. Invaryant teori
alanindaki c¢aligmalar Weyl [34] ve Dieudonne ve Carrell’in [12] kitaplarmi temel
almaktadir. Invaryant teoride noktalarin denklik problemi {izerine baslanan ¢alismalar daha

sonra genisletilerek egrilere evrilmistir [16].

Diferensiyel geometri, matematiksel analiz yontemlerinin ¢ok kullanildigi bir
geometri dalidir. Bu alanda Guggenheimer [13] ve O’Neill’in [21] kitaplar1 yer almaktadir.
Diferensiyel geometride egriler teorisi uzun yillar bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmis
ve halen daha calisilmaya devam etmektedir. Egriler teorisine ait temel caligmalar
Carmo’nun [2] eserinde yer almaktadir. Egri, uzun yillardan beri incelenmesine ragmen
tanimi1 konusunda bir uzlasi yoktur. Bir¢ok kaynakta farkli farkli egri tanimlar
verilmektedir. Bu calismada, parametrik egri (T —yol) ve egri tanimlari Aripov ve

Khadjiev’in [1] ¢alismasindaki gibi alinmaktadir.

Invaryant teori ve uygulamalar ile ilgili ¢alismalara baktigimizda Khadjiev’in [16]
R™ ve C™’deki yollarin SL(n)-denkligi ile ilgili ¢alismasi karsimiza ¢ikar. Khadjiev ve
Peksen’in [20,25] 2004 yilindaki ilk calismalarinda equi-afin egrilerin global denklik
problemi iizerine, ayn1 y1l ikincisinde centro-afin egrilerin global denklik problemi {izerine
calistiklarin1 goriiriiz. Bu alandaki bir baska calisma ise 2010 yilinda Sagiroglu ve Peksen’in
[29] centro-equiafin egrilerin global denklik problemi tizerine yaptiklari ¢alismadir. Peksen,

Oren ve Khadjiev’in [26] 2012 yilindaki ¢alismalarinda Pseudo-Oklid geometride egrilerin



tam invaryantlar sistemi ve invaryant parametrizasyonlari iizerine, [18] ise 2013 yilinda
devam niteliginde olan egrilerin varlik teoremleri ile ilgili ¢aligmalaridir. Khadjiev ve
Oren’in [17,22] Oklid geometrisi iizerinde parametrik egrilerin (T —yollarin) ve egrilerin
global invaryantlar1 iizerine calismalar1 vardir. 2020 yilinda benzerlik gruplarina goére
parametrik egrilerin (T —yollarin) global diferensiyellenebilir invaryantlar1 {izerine bir

calisma Oren, Khadjiev ve Peksen [23] tarafindan yapilmistir.

1845-1879 yillar1 arasinda yagamis olan matematik¢i Clifford [3] tarafindan iki sirali
ciftten olusan dual sayilar kavrami tanimlanmistir. Bu tanimlama yeni c¢alisma alanlar1
olusturmustur. 1901 yilinda Study [30] yaptig1 ¢alisma ile birim dual kiirenin noktalarin
R3’teki yonlii dogrular ile birebir eslenecegini ispatladi. Buna Study Déniisiimii ad1 verildi.
Hacisalihoglu [15] 1983 yilinda yayinlanan “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi”
adli kitabinda D-modiil, dual sayilar halkasi iizerinde modiil, dual degiskenli fonksiyonlar
teorisi, D-modiil yardimiyla regle yiizeyler konularini incelemistir. Dual sayilar tizerine
kinematikte, mekanikte, robotikte, mithendislikte, vs. pek ¢ok alanda ¢alisma yapilmistir. Bu
calismalar karsimiza Yang [35] ve Veldkamp’in [33] eserlerinde ¢ikmaktadir. Turgut’un
[32] dual egriler iizerine Oklid dis1 geometri iizerinde galismas1 mevcuttur. Invaryant teori
ve dual sayilarm Oklid grubuna gore robotik calismalara uygulanmasi ile ilgili bir doktora

tezi Daher [5] tarafindan 2013 yilinda yapilmistir.

Bu doktora tezinin olugmasina yol gosteren ¢aligmalardan biri, Tomar’in [31] 2012
yilinda ‘Dual Sayilar ve Dual Sayilarin 2-Boyutlu Dual Geometriye Uygulamalari’ baglikli
tez calismasinda 2-boyutlu dual diizlem geometrisinin temel gruplarindan biri olan D; grubu
ve ona izomorf GD; matris grubu i¢in noktalarin denklik problemlerini inceledigi, 6nemli
tanimlar yaptig1 ve bulgular elde ettigi calismasidir. Diger calisma ise Khadjiev, Oren ve
Peksen’in [19] 2018 yilinda yayinlanan ‘Global Invariants of Paths and Curves for the Group
of All Linear Similarities in the Two-Dimensional Euclidean Space’ isimli ¢alismalaridir.
Bir diger calisma ise Sagiroglu [28] tarafindan lineer (benzerlik) gruplarina goére dual
sayllarin invaryant teori metoduyla ele alindigi bir caligmadir. Yol gosterici olan bu
caligmalar ile hedeflenen ise; regiiler parametrik egri (T —Yyol) ve egrilerin G —denklik
problemini, basit ama etkili bir yontem ile, dual sayilar kullanarak ¢6zmektir. TD* (yani D*
lineer grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte 6telemelere karsilik gelen
grup) ve TD (yani D grubunun elemanlarina karsilik gelen matrisler ile birlikte 6telemelere

karsilik gelen grup) gruplarina gére hem parametrik egri (T —Yyol) hem de egrilerin denklik



problemlerinin incelenmesi bu tezin temelini olusturmaktadir. Tezden elde edilen bulgularla
[6,7,8,9,10,11,24] ¢alismalar1 elde edilmistir.

1.2. Tezin Amaci, Kapsami ve Yontemi

Literatiir taramasindan anlasilacagl gibi diizlem egrilerinin tiim dual doniigim
gruplarina gore invaryantlari hakkinda kapsamli bir ¢alismaya rastlanmamustir. Bu tezde
amag diizlem egrilerinin dual sayilardan elde edilen gruplara gére invaryantlar1 yardimiyla
belirlenmesi probleminin ¢dziimiinii bulmaktir. Bunun igin invaryant teori ydntemi
kullanilmistir. Bu yontem diger yontemlerden farkli olarak egrilerin sadece yerel

invaryantlarini degil ayni1 zamanda global invaryantlarinin da belirlenmesini saglamistir.

Bu amagla 6nce Dual Sayilar kiimesinin cebirsel 6zellikleri ortaya konmustur. Daha
sonra belirlenen gruplara gore diizlemsel egrilerin denklik problemi, invaryant teori
yontemiyle arastirilmistir. Literatiirde egri kavrami ile parametrik egri (T —yol) kavrami
genellikle ayirt edilmeden kullanilmaktadir. Bu nedenle klasik diferansiyel geometri
kitaplarinda sadece parametrik egriler (T —yollar) ele alinmaktadir. Dolayisiyla yalnizca
yerel invaryantlar incelenmektedir. Ama biz bu tezde parametrik egri (T —yol) ve egri
kavramlarint agik bir sekilde ayirt ederek kullanacagiz. Boylece global invaryantlar da
incelenmis olmaktadir. Burada egrinin denklik problemi, invaryant parametrizasyon ile
parametrelenmis parametrik egrilerin (T —yollarin) denklik problemine indirgenmektedir.
Egrilerde egri tipi kavrami bir global invaryant olarak ortaya ¢gikmaktadir. Dolayisiyla egriler

tiplerine gore incelenmektedir.

Invaryant teoride en 6nemli problem denklik problemidir. Aslinda diferansiyel
geometrinin 6zel olarak egriler teorisinin en 6nemli problemi de denklik problemidir. Bu
amagla dual diizlemde iki egrinin global denklik kosullar1 tam olarak belirlenmekte ve ayrica

bu yontemle, invaryantlari verilen egrilerin belirlenmesi de miimkiin olmaktadir.

1.3. Dual Sayilarin Ozellikleri ve Temel Tanimlar

Bu boliimde cebir alanina ait tezde kullandigimiz temel tanimlar verilmektedir ve D
dual sayilar cebirinin Ozellikleri ile ilgili birka¢ temel tanim ve Onermelerden

bahsedilmektedir.



Tamm 1.3.1. Bos olmayan bir G kiimesi ile asagidaki ii¢ kosula uyan bir

:(x,Y) EGXG o xo0y€EG

i¢ islemden olusan (G,°) ikilisine bir grup denir.
i) “o” birlesimlidir: Vx,y € G i¢in (x o y) oz =x 0 (y o z)

il) “o” islemine gore G de bir tek e birim elemani vardir: Vx € Gicineox = xoce =

iii) Vx € G igin “o” iglemine gore G’de bir y ters elemani vardir: x oy = yox = e.

o” iglemine bir grup islemi denir. Eger; “o” islemi degisimli yani x e y = y o x ise (G,°)

grubuna degismeli grup veya abel grubu denir.

Tanmm 1.3.2. (G,°) birgrupve G' ¢ G ve G’ # @ ise (G',o) bir alt gruptur. & Asagidaki
i) (G,°)’nin birim elemani e ise e € G',
i) Vx € G' igin ters eleman x' € G’,
i) vVx,y € G'icinx oy’ € G'

kosullar saglanir.

Tanim 1.3.3. (G,0) ve (G',x) iki grup ve y:(G,°) - (G',*) fonksiyonu olmak {izere;
V91,92 € G igin

¥(g1°92) =v(g1) *v(g2)

saglaniyorsa y’ya G’den G'’ne bir grup homomorfizmasi denir. y homomorfizmasi birebir
ve Orten ise y’ya bir izomorfizma denir. Bu durumda; G ile G’ izomorfiktir denir ve G = G’

ile gosterilir.

Tamim 1.3.4. Bos olmayan bir H kiimesi ile bu kiimedeki iki “o,*” i¢ islemden olusan (H,o,*)
t¢liistinii ele alalm. Eger (H,°) bir abel grubu iken ikinci islem olan “*”, H’da birlesimli ve
birinci islem tizerine dagilimli ise (H,o,*) ti¢liisiine bir halka denir. (H,o,*) halkasinda ikinci

islem “x”; degisimli ise halkaya degisimli halka, birimli ise de birimli halka denir.

Tammm 1.3.5. (H,o,*) bir halka olsun. Bostan farkli bir S € H alt kiimesi i¢in Vx,y € S



olmak lizere; x oy, xoy', x*y € Sise (S,0,%) tigliisii (H,o,*)’nin bir alt halkasidir.

Tamm 1.3.6. (C,o,*) bir halka olsun ve (C,o) abel grubunun birim elemani e olmak {izere
(C — {e},*) bir grup ise (C,o,*) tgliisiine aykur1 cisim denir. “x” degisimli ise (C,o,*)’ye
degisimli cisim veya sadece cisim denir.

Ornek 1.3.7. R reel sayilar kiimesi, {izerinde tanimlanan “+” toplama islemi ve “.” ¢arpma

islemlerine gore bir cisimdir.

Tamm 1.3.8. (V,@®) bir abel grup, “+” islemi toplama ve “.” islemi ¢arpma olmak tizere;
(F,+,.) bircisimolsun. F X V — V ’ye tanimlanan bir “(®” islemi asagidaki
DYveViginl Qv=v
i) Vv, v, EVveVc € Figinc © (vi®vy) = (c © v)B(c O vy)
lii)VveVveVe,c, €EFigin(ci+¢c) Ov=(>(c Qv+ (cOvy)
iV) Vv, v, EV Ve Ve € Figin (c1.c;) Ov=c; O (c; Ov)

kosullari saglarsa V kiimesine F cismi iizerinde bir vektor uzay: denir.

Tamim 1.3.9. [14] Bir M kiimesi bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi ise ve ayrica M X
M — M g¢arpma islemi V3, V,, V3 € M olmak iizere;
|) VI(VZ + V3) = V1V2 + V1V3 ; (VZ + V3)V1 = V2V1 + V3V1

i) (V1Vo)Vs = V1 (V,V3)
i) (cV)OV, = Vy(cVy) = c(V3V,), c €K
ozelliklerini saglarsa bu M kiimesine K cismi tizerinde bir cebir denir.

K cismi 6zel olarak R reel sayilar cismi alinmis ise M’ye reel cebir denir.

Tamim 1.3.10. [14] M cebirinin bostan farkli bir alt kiimesi N olmak iizere; N, cebir olma

ozelliklerini sagliyorsa N’ye M nin bir alt cebiri denir.

Tanmim 1.3.11. [31] Va, a, € R igin bir siral1 ikiliyi (a, a,) olarak alalim. Bu sirali ikililerin

R x R kiimesini D ile gdsterelim.



Tamm 1.3.12. [31] (a, a,), (b, b,) € D olmak iizere; D lizerinde toplama islemi
+:D XD - D;(a,a,)+(bb,)=(@+b,a,+Db,)
seklinde tanimlanir.
Tamim 1.3.13. [31] (a, a,), (b, b,) € D olmak iizere; D iizerinde ¢arpma islemi
.:DxD - D;(a,a,).(bb,) = (ab,ab, + a.b)
seklinde tanimlanir.
Tamim 1.3.14. [31] (a, a,), (b, b,) € D olmak iizere; D tlizerinde esitlik,
(a,a,)=(b,b) = a=a,veb=b,
seklinde tanimlanir.
Tamm 1.3.15. Uzerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri bulunan D = R X R kiimesine
dual sayilar kiimesi denir. D dual sayilar kiimesinin elemanlar1 dual say: olarak ifade edilir.
A= (a,a,),B=(bb,)veC = (cc,),... seklinde sembollerle gosterilir.
Tamim 1.3.16. D dual sayilar kiimesi R cismine izomorf {(a, 0); a € R} c D alt kiimesini
bir alt cisim olarak kapsar. Buna gore; (a, 0) dual sayisi a sayisina izomorftur ve (a,0) = a

ile gosterilir.

Tanmmm 1.3.17. (1,0) = 1 dual sayisina D’nin {izerinde tanimlanan ¢arpma islemine gore

birim eleman: veya D’deki reel birim denir.

Tamm 1.3.18. (0,1) dual sayis1 € ile gosterilir. €2 = e.& = (0,1).(0,1) = 0 oldugu agiktir.

Tamim 1.3.19. (0,0) dual sayisina D’nin iizerinde tanimlanan toplama islemine gore birim

elemant denir ve f: D — R izomorfizmine karsilik geldigi “0” reel sayisi ile gosterilir.



Teorem 1.3.20. A = (a,a,) € D dual sayis1 A= (a,a,) =a+ ca, seklinde tek tiirli

yazilabilir.

Ispat: D dual sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan toplama islemine gore; A = (a,a,) =
(a,0) + (0,a,) olarak tanimlanabilir. Buradan (a,a,) = (a,0)+ (0,a,) = (a,0) +
(0,1)(a,,0) yazilir. Tamm 1.3.16. ve Tamim 1.3.18. kullanilarak (a,a,) = (a,0) +
(0,a,) = (a,0)+ (0,1)(a,,0) =a+e¢ca, olup A=(a,a,) €D dual sayisinin A=
(a,a,) = a + €a, seklinde yazilabildigi gosterilir.

Simdi bu gosterimin tekligine bakalim: A = (a, a,) = a + €a, yazihisi tek tirlidir.
Ancak A = (a, a,)’nin bir bagka gosterimi A = (a, a,) = b + &b, seklinde olsun. O halde
buradan; (a,a,) = a + €a, = b + &b, olup esitlik tanimindan a = b ve a, = b, elde edilir.

O halde; A = (a,a,) = a + €a, seklinde tek tiirli yazilir.m

a
A = a + €a, € D seklindeki elemanlar A = ( a

) siitun matris olarak gosterilebilir.
Tanmim 1.3.21. [31] 1 € R, A = (a,a,) € D i¢in bir dis islem,
RXD - D; AA = A(a,a,) = (1a, Aa,)
seklinde tanimlanir.
Teorem 1.3.22. Dual sayilar kiimesi;
D ={(a,a,) =a+ea,aqa, €R, e? =0}

olmak tizere; (D, +,.) tigliisti birimli ve degismeli bir halkadir ancak cisim degildir.

Ispat: Once D dual sayilar kiimesinden elde edilen (D, +, .) iigliisiiniin birimli ve degismeli

bir halka oldugunu gosterelim.

i) (D, +) abel gruptur.
- +:D X D — D bi¢iminde tanimlandigindan kapalilik agik olup birlesimlidir. Soyle



ki; A= (a,a,),B = (b,b,) ve C = (c,c,) € D olmak iizere;
(A+B)+C=((a,a) +(b,b))+(c,c.) =(a+b,a.+b)+(c,c.)=(a+
b+c,a.,+b,+c,) (1)

ve

A+(B+C)=(aa,)+ ((b,b*) + (c,c*)) =(a,a)+b+cb.+c,)=(a+
b+ca,+b,+c,) (2)

dir. Buradan (1) ve (2) esitlikleri ile istenen elde edilir.

-VA=(a,a,) €D igin E+ A=A+ E = A olacak sekilde bir tek E € D vardir.
(e,e,) + (a,a,) =(a,a,)ise (e +a,e, +a,) = (a,a,) olup esitlik tanimindan e + a = a

vee, +a, = a,olupburadane = O vee, = 0 olup (0,0) = 0 € D birim eleman1 elde edilir.

-V A = (a,a,) € D igin “+” islemine gore D’de birtek Y = (y,y.) € D ters elemani
vardir 6yle ki; A+Y =Y + A = E’dir. (a,a,)+ (y,y.) =(0,0) olup (a+y,a,+y.) =
(0,0) ise a+y=0 ve a,+y,=0dir. Buradan y=—a ve y,=—a, olup Y =
(—a, —a,) € D elde edilir. Tekligi agiktir.

- “+” toplama islemi degismelidir. VA = (a,a,) ve VB = (b,b,) ED i¢cin A+ B =
B+ A’dr o6yle ki A+B=(a,a,)+(bb,)=(@+b,a,+b,)=(0b+ab,+a,)=
(b,b,) + (a,a,) = B + A elde edilir.

i) “.” carpma islemi birlesimlidir.
.:D X D — D bigiminde tanimlandigindan kapalilik agik olup birlesimlidir. Soyle

ki; A= (a,a,),B=(b,b,) ve C = (c,c,) €D olmak iizere;

(A.B).C = ((a, a,). (b, b*)). (¢,c.) = (ab,ab, + a.b).(c,c.) = (a.b.c,abc, +
ab.c + a.bc) 3)

ve



A.(B.C) = (a,a.).((b,b).(c,c.)) = (a,a.). (bc, be, + b.c) = (abc, abe, +
ab.c + a.bc) 4)

dir. Buradan (3) ve (4) esitlikleri ile istenen elde edilir.
i) “.” ¢arpma igslemi “+” toplama islemi tizerine dagilimlidir.

A= (a,a,), B=(bb,) ve C =(c,c,) €D olmak tzere; (A+ B).C = (A.C) +
(B.C) ve C.(A + B) = (C.A) + (C.B)’dir dyle ki

(4+B).C = ((a,a) + (bb).(c,c.) = (@a+b,a, +b.).(c,c.) = ((a+
b).c,(a + b)c, + a.c+ b*c) = (ac + bc,ac, + bc, + a,.c + b,c) (5)

ve

(A.C)+ (B.C) = ((a, a,). (c, c*)) + ((b, b,).(c, c*)) = (ac,ac, + a.c) +
(bc,bc, + b.c) = (ac + bc,ac, + a.c + bc, + b,c) (6)

dir. Buradan (5) ve (6) esitlikleri ile istenen elde edilir. C. (A + B) = (C.A) + (C. B) benzer
sekilde gosterilir.

Iv) “.” carpma igleminin birim eleman1 (1,0)’dur.

VA= (a,a,) €D igcin E.A=A.E =A olacak sekilde bir tek E € D vardur.
(e,e,).(a,a,) = (a,a,) ise (e.a,ea, + e.a) = (a,a,) olup esitlik tanimindan e.a = a ve
ea, +e.a = a,olupburadane = 1vee, = 00lup (1,0) = 0 € D “.” ¢arpma islemine gore

birim elemani elde edilir.

V) “.” carpma islemi degisimlidir.

VA= (a,a,) ve VB=(bb)€ED igin AB=B.Adr o6yle ki A.B=
(a,a,).(b,b,) = (ab,ab, + a,b) = (ba,ba, + b,a) = (b,b,).(a,a,) = B.A elde edilir.
O halde; (D, +,.) dual sayilar kiimesi birimli ve degismeli bir halkadir.

Simdi (D, +,.) birimli ve degismeli dual sayilar halkasinin cisim olmadigini
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gosterelim. (D /{(0,0)}) ikilisi “.” garpma islemi tizerinde bir grup olmali ancak burada ters
eleman Ozelligi saglanmiyor. Soyle ki; VA = (a,a,) € D i¢in A.Y =Y.A = (1,0) olacak
sekilde D’de bir tek Y = (y, y,) € D elemani vardir ve (a, a,). (y,y.) = (ay, ay, + a,y) =

~elde edilira =0€D

a

(1,0)’dir. Buradan ay = 1ve ay, + a,y =0olupy = %Ve Ve =

(134

elemani i¢in ters eleman bulunamaz. O halde; (D/{(0,0)})’nin “.” ¢arpma islemine gore
grup olma oOzelligi saglanmaz. Dolayisiyla; (D, +,.) birimli ve degismeli halkasi cisim
degildir.m
Tanmim 1.3.23. A = a + €a, € D dual sayis1 i¢in A elemaninin reel kismi
ReA = a
ile gosterilir.
Onerme 1.3.24. A = a + €a,, B = b + ¢b, € D olmak iizere;
Re(AB) = (ReA)(ReB)
dir.
Ispat: Aciktir.m
Tamim 1.3.25. [31] A = a + €a, € D olmak iizere;
A=a—¢€a, €D
elemanina A dual sayisinin eslenigi denir.

Onerme 1.3.26. A = a + €a, € D olmak iizere;

A+ A=2a€ER,
(ReA)? =AA=a%’€R
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*dir.

Ispat: Aciktir.m

Onerme 1.3.27. A = a + €a, € D olmak iizere; A’nin tersi

A~ vardir. © ReA # 0.

Bu durumda;
1 A
4™ = (ReA)?
ve
-1__1
(Red) ™ = i

"dir. Ayrica 2 = (1 0

0 — 1) olmak lzere;

olur.

ispat: Agiktir.m

Onerme 1.3.28. A = a + €a,, B = b + ¢b, € D olmak iizere;
i) Re(RA) = ReA

ii) Re((24)(2B)) = (ReA)(ReB) = Re(AB)

esitlikleri saglanir.
Ispat: A = a + €a,,B = b + €b, € D olmak iizere;

i) Re(RA) = Re(a — €a,) = a = Re(a + €a,) = ReA olup istenen elde edilir.
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i) A=A ve 2B=B oldugundan

(RA)(2B) = AB = (a — a,)(b — €b,) = ab + e(—ab, — a,b)
elde edilir. Buradan; Onerme 1.3.24. kullanilarak:

Re((24)(2B)) = ab = (ReA)(ReB) = Re(AB)
elde edilir.m

1.4. D* ve D4 Lineer Hareket Gruplari ile T —Yollar

Invaryant teori, belli bir grup etkisi altinda degismeyen dzelliklerin incelenmesidir.
Bu bolimde G —denklik ve G —invaryant fonksiyon gibi temel tanimlar verilmektedir.
Ayrica D dual sayilar cebirinden elde edilen D* ve D; lineer hareket gruplar1 ifade

edilmektedir.
D dual sayilar halkasinin

D* ={(a,a,),a # 0,a,a.eR}
ve
D; ={(a,a,),a = ¥1,a, € R}

alt kiimeleri, (a, a,).(b,b,) = (ab, ab, + a,b) ile tanimlanan ¢arpma islemine goére birer

degismeli grup olusturur. Bir A = (a,a,) € R? eleman1 i¢in S: R? —» R? doniisiimii S(4) =

Sy = (;l 2) olmak {iizere;

*

D* ={(a 2),a¢0,a,a* E]R}

ve

D~ ={(;* 2)((1) _01),a¢ 0,a,a, E]R}
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matris kiimelerini tanimlayalim. D* U D~ kiimesini I ile gosterelim.

D™ grubu, D* grubuna izomorftur. Gergekten;
S:Dt - D,

*

a#0,A=a+¢ca, € D", S(A) =S(a,a,) = (; 2) olarak tanimlanan S doniisimii bir

grup izomorfizmasidir. Gergekten; VA, B € D* olmak iizere;

i)  S(A+B)=S(4) + S(B)dir. S(A+B)=(afig* a$b>:(;* 2)+

(5 2) = S(A) + S(B) elde edilir.

i) S(A.B) = S(A).S(B)dir. S(A.B) = (ab*‘fa*b fb) = <; 2) . (b 0) =

S(A).S(B) elde edilir.

iii) S dontistimii birebirdir. S(A) = S(B) iken A = B midir? S(A) = S(B) ise

(;l 2) = (If 2) olup matrislerin esitliginden a = b ve a, = b, olup A = (a,a,) =

(b, b,) = B elde edilir.

iv) S doniistimii 6rtendir. D*’dan alinan (; 2) matrise karsilik D* kiimesinde bir

*

tek A = (a, a,) dual sayis1 vardir. Boylece iddia ispatlanmis olur. Ayni zamanda; VB € R?

1¢in;
a 0\/b ab
SaB = (a* a) (b*> - (a*b + ab*) = 4B
olur.
Benzer sekilde;
Df = {(a O),a = ¥1,a, € ]R}
a, a
ve

]D)[z{(s* 2)((1) _01),a=—T-1,a*E]R}
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matris kiimelerini tanimlayalim. D U D7 kiimesini D, ile gdsterelim.

D, grubu, D} grubuna izomorftur. Gergekten;
S:D, - D,

a=$1,A=a+ea*€Dl,S(A)=S(a,a*)=(;

*

2) olarak tanimlanan S doniisiimii

bir grup izomorfizmasidir. Ayn1 zamanda; VB € R? i¢in

a O0\/b ab
SaB = (a* a) (b*) - (a*b + ab*) = 4B

esitligi saglanir.

Buradan sonra G; D* veya D, olarak alinacaktir.

Tamm 1.4.1. [31] (G,*) bir grup ve M bir kiime olsun. Bir
$:GXM->M

dontistimii Vg € G ve Vm € M i¢in ¢p(g, m) = gm seklinde tamimlansin. Vg,, g, € G ve
VYm € M igin asagidaki

i) (g1 * g2)m = g1(g.m)

il) e , G’nin birim eleman1 olmak {izere; em = m.
kosullar saglaniyorsa ¢’ye G grubunun M kiimesi tizerindeki bir etkisi (hareketi) denir ve

G: M seklinde gosterilir.

Tamim 1.4.2. G bir grup, M bir kiime ve G: M etkisi verilmis olsun. Vm;, m, € M iginm, =
gm; olacak sekilde g € G varsa m; ve m, elemanlar1 G —denktir denir ve m,%m, ile

gosterilir.

Tamim 1.4.3. G bir grup, M bir kiime ve G: M etkisi verilmis olsun. Vg € G ve Ym € M igin
f:M - R olmak tizere f(gm) = f(m) esitligi saglanirsa, f fonksiyonuna G —invaryant

fonksiyon denir.
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Yukaridaki tanimda M yerine D X D = D?, G yerine D alarak invaryant fonksiyon,
Vg € G ve VA,B € D igin F(gA, gB) = F(A, B) olarak yazilabilir. Ayrica VH € D* veya
DT ve VA, B € R? olmak iizere bir f: R? X R* - R fonksiyonunun D*, D} —invaryant

fonksiyon olmasi demek f(gA4, gB) = f (4, B) esitliginin saglanmasi demektir.

Tanmm 1.4.4. [31] G bir grup, M bir kiime ve G: M etkisi verilmis olsun. w = {f;: 1, ..., k}
bir G —invaryant fonksiyonlar sistemi olsun. vm;,m, € M i¢cin i = 1, ...,k ve f;(my) =

f:(m,) iken m;%m, ise w sistemine G —invaryant fonksiyonlarin bir tam sistemi denir.

Tamim 1.4.5. [27] V ve W ayni bir F cismi iizerinde tanimlanan iki vektdr uzay1 olsunlar.
Bir L: V — W doniisiimii i¢in asagidaki

i) Vvy,v, € Vigin L(v; + v,) = L(vy) + L(vy)

i) VA € FveVvv €V igin L(Av) = AL(v)
aksiyomlar saglaniyor ise bu doniisiime bir lineer déniisiim denir. Bir lineer doniisiime

homomorfizm de denir.

Eger; V = W ise; L:V — V lineer doniisiimiine V’nin bir lineer endomorfizmi denir.

Eger; L:V — W lineer doniisiimii {izerine (6rten) ise bir lineer epimorfizm denir.

Eger; L:V — W lineer doniisiimii birebir ve {izerine (6rten) ise bir lineer izomorfizm
denir.

Eger; L:V — V lineer donilisiimii birebir ve {izerine (6rten) ise bir lineer otomorfizm

denir.

Tanmm 1.4.6. [27] V ve W ayn bir F cismi tizerinde tanimlanan sonlu boyutlu iki vektor

uzay1 olsunlar. Her L: V — W lineer doniisiime matris karsilik gelir.

Tanim 1.4.7. [4] R™’den R™’ye tiim otomorfizmlere karsilik gelen matrislerin kiimesi
GL(n, R) ile gosterilir. Bu kiime, matrislerin ¢arpim islemine gore bir gruptur. Bu grup n >
2 i¢in degismeli degildir.

Burada inceleyecegimiz lineer gruplar GL(n, R)’nin altgruplaridir.
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Tamm 1.4.8. A, A,, B;, B, € D olmak tizere; By = gA;, B, = gA, olacak sekilde g € G
varsa A = { A;,A,} ve B = { B;, B,} sistemlerine G —denktir denir ve { 4,,4,} ¢ { By, B,}

ile gosterilir.

Onerme 1.4.9. F:D>=DxD - D ve f,,f,:R?>xXR? > R olmak iizere; F(4,B) =
fi(A,B) + ¢f,(A,B)  fonksiyonu D* veya D, —invaryanttr. &  fi,f,

D* veya DT —invaryanttir.

Ispat: () F:D? = D x D — D fonksiyonu D* veya D, —invaryant olsun. Bu durumda;
VA, B € D olmak lizere bir g € D™ veya D, vardir dyle ki F(gA, gB) = F(A, B) saglanir.
Aynmt zamanda F(gA,gB) = f1(gA,gB) + ¢f,(gA, gB) oldugundan Tanim 1.3.14.
kullanilarak f; (g4, gB) = f1(4, B) ve f,(gA, gB) = f,(A, B) elde edilir. O halde; f; ve f,

fonksiyonlart D* veya D; —invaryant olur. A = a+ €a, € D* veya D;, B=b + ¢b, € D,

a _y= -
;ll* 2) € D* veya D igin A - (a*) ve B - (i) temsilini

h 0\,a ha h O0\/b hb
kullanirsak HA = (h* h) (a*) = (h*a + ha*) ve HB = (h* h) (b*> - (h*b + hb*)

oldugundan; f,(HA,HB) = f,(A,B) ve f,(HAHB)=f,(A,B) elde edilir VH e
D* veya D7, VA, B € D oldugundan f; ve f, Dt veya D} —invaryanttir.

olmak {izere; bir H = (

(<) f1 ve f, Dt veya Df —invaryant olsun. Bu durumda; VH € D* veya Df, VA,B € D
olmak tizere; f;(HA,HB) = f,(A,B) ve f,(HA,HB) = f,(A, B)’dir.

ha h 0\sa
HA = (h*a + ha*) - (h* h) (a*) = (h+eh,)(a+ea,) ve

hb h 0\(b
HE = <h*b + hb*) - (h* h) (b*> = (h+¢eh,)(b+¢b,) olup buradan VH € D+ veya

Dy, YA, B € D olmak tizere; f;(HA,HB) = f;(A,B) ve f,(HA, HB) = f,(A, B) elde edilir.
O halde; (HA HB) = f,(HA, HB) + ¢f,(HA, HB) = f,(A,B) + £f,(A, B) = F(4,B)

oldugundan F fonksiyonu D* veya D; —invaryantzr. m

Tanim 1.4.10. A =a + €a, € D, B = b + &b, € D olmak uzere;

a b
det (a* b*) =ab, —a.b = [A B]
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ile gosterilir.

Onerme 1.4.11. A=a+¢€a, €D ,B=b+¢eh, €D ve ReA = a # 0 olsun. Bu takdirde;

ReB

— 0
. _ ReB [AB] ReA
i)BA™! = ren T Emen Ve Spat = | [ag] ReB
(ReA)? ReA
. (ReB)?
ii) det(Sgy-1) = Rem? ’ det(Sgs-1) # 0= ReB # 0
saglanir.
Ispat: i) a = ReA # 0 oldugundan A~* vardir. Onerme 1.3.27.’den A~* = (R:A)Z’dir. Buna
gore;
-1 _ A
BA™ =B (Rea)?
= (b + eb,) &=
* az
ab—¢eba.+eb.a
==
r 2 + e(ab*;a*b)
a a
_ReB 145
~ ReA € (ReA)?
elde edilir.

i) ReA # 0 oldugundan

ReB
ReA
Spa-1 = [A Bl ReB
(ReA)2 ReA
olup
__ (ReB)?
det(SBA—l) —_ (ReA)z

elde edilir.
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oldugu agiktir.m

Tamm 1.4.12. A€ G, B € D olmak iizere; f:D? - D, f(QA,QB) = f(4,B) ise f’ye

Q —invaryant denir.

Tammm 1.4.13. A € G, B € D olmak iizere; bir f(A,B) fonksiyonu G —invaryant ve
Q —invaryant ise f (4, B) fonksiyonu (G U Q) —invaryanttir.

Tamm 1.4.14. [1] T = (a, b) R’de bir agik aralik olsun. Bir a: T — R?, Vt € T i¢in a(t) =
(x(6), x.(t)) seklindeki €® —fonksiyonuna diizlemde bir parametrik egri (T —yol) denir. G
bir grup, a(t) bir T —yol ise F € G icin Fa(t) de R?’de bir T —yoldur.

Tamim 1.4.15. G bir grup olsun. Vt € T ve bir g € G i¢in B(t) = ga(t) olsun. Bu takdirde;
a(t) ve B(t) T —yollarina G —denk denir ve a(t)¢B(t) ile gosterilir.

Tammm 1.4.16. Vg € G, Vt € T igin a(t),B(t),...,0(t) sonlu sayida T — yollar olmak

lizere; eger f(ga(t),gﬁ(t), ...,g9(t)) = f(a(t),ﬁ(t), ...,H(t)) saglantyorsa
a(t),p(t),...,0(t) T — yollarin f fonksiyonuna G —invaryant denir.

a(t)=(x(t),x*(t)) R2’de bir T —yol olsun. a(t)’nin 1. tirevi a'(t) =

(x’(t), xi(t))’dir. a(t) ve a'(t)’nin elemanlarinin determinanti

det (;*((tt)) ;Cigg) = [a(t) a'(t)]

ile gosterilir. Rea(t) = x(t)’dir.

Tamm 1.4.17. R?’de bir T — yol a(t) = (x(t), x.(t)) olsun. Eger; V¢t € T i¢in Rea(t) #

0 ise yani Vt € T igin x(t) # 0 ise a(t)’ye c-regiiler T —yol denir.
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Sonuc 1.4.18. a(t) ve f(t) R?’de T —yollar olsun. a(t) c-regiiler bir T —yol ve a(t)¢B(t)
ise B(t) de c-regiiler bir T —yoldur.

Ispat: Aciktir.m

Ornek 1.4.19. T = (1,0) olmak iizere; R?’de bir T —yol a(t) = (Int +t,t*> + 3t + 2)
alalim. Vt € T igin; Rea(t) = Int + t # 0 oldugundan a(t) c-regiiler T —yoldur.

1.5. Diizlemsel Bir T —Yolun D* Lineer Hareket Grubuna Gére invaryantlar

Bu béliimde D dual sayilar cebirinden elde edilen D* lineer hareket grubuna gore
invaryantlar ifade edilmektedir. Diizlemsel T —yollarin D* ve Dt gruplarina gore iireteg

invaryantlar1 belirlenmektedir.

Onerme 1.5.1. [28] VA € D*, VB € D olmak iizere;
i) F:DxD - D, F(A,B) = % = BA~! dual fonksiyonu, D* —invaryanttir.

i) fi:DxD - R, f,(4,B) = g reel fonksiyonu, D* —invaryanttir.

A B]

iii) ,:DxD - R, f,(A,B) = (E?eA)Z reel fonksiyonu, D* —invaryanttir.

[A B]?

iV) f3:D XD — [R, f3(A,B) = (ReA)*

reel fonksiyonu, D* —invaryanttir.

ispat: A = a +ea, € D*, B = b + &b, € D olmak iizere; bir H = (: 2) € Dt i¢in A »
a b . h 0\sa ha
(a*) ve B — (b*) temsilini kullanirsak HA = (h* h) (a*) = <h*a N ha*> ve HB =

(h 0)(19)_( hb ),d, —
h, h)\b.) = \h.b + hp, ) ¢T- Buna gore;

i) F(A,B) = % icin F(HA,HB) = % = % = F(A, B) oldugu aciktir. O halde fonksiyon
D* —invaryanttr.
Re(HB) _ hb _ b _ ReB

- =—=f;(4,B) olur. O halde

Re(HA) " ha  a ReA

i) f1(A,B) === icin f,(HA,HB) =

fonksiyon D* —invaryanttr.
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i) f,(A,B) =

[(HA) (HB)]

f2 (HA' HB) = (Re(HA))2

ha hb
h.a+ha, h.b+hb,

h2a?

hh,ab+h?ab,—hh.,ab—h%a.b
h2a?

__ h%(ab,—a.,b)
- h2a?
__ab.—a.b
==

_ [A B]

" (Red)?

= f2(A, B)

elde edilir. O halde fonksiyon Dt —invaryanttir.

i [4 B] + = . [A B] 2 + -
iv) (reyz D" —invaryant oldugundan; (—(RBA)Z) de D* —invaryanttir.m
Onerme 1.5.2.

i) VA € D igin Re(QA) = ReA ve (Re(QA4))? = (ReA)?’dir.

Re(QOB) _ ReB,

Re(QA) ~ ReA dir.

i) VA € D*, VB € D olmak lizere;

[(Q4) (@B)]* _ [4 B]?,
(Re(24))" (ReA)*

iii) VA € D*, VB € D olmak lizere; dir.

Ispat: i) ve ii) Onerme 1.3.28.’den agiktr.

iii) VA € D* ve VB € D igin Re(QA) = ReA ve (detQ)? = 1 kullanilarak;

[(Q4) (@B)]* _ (detQ[A B])?
(Re@a))* — (Re(aa)"

[A B]* _ [A BJ?

_ 2
= (det) (ReA)* ~ (ReA)*

elde edilir.m

Onerme 1.5.3. VA € D*, VB € D olmak tizere;
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ReB
) -

ReA
ii)

reel fonksiyonlari, (D* U Q) —invaryanttir.

[A B]?
(ReA)*

Ispat: i) Onerme 1.5.1. (ii) ve Onerme 1.5.2. (ii)’den agiktir.

ii) Onerme 1.5.1. (iv) ve Onerme 1.5.2. (iii)’den agiktir.m

Teorem 1.5.4. R?’deki tiim c-regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

i) O;T(tt)) dual fonksiyonu, D* —invaryanttir.

Rea()

reel fonksiyonu, D* —invaryanttr.

||)

) [a(®) a' ()]

(Rea(t))? reel fonksiyonu, D* —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak tizere; Rea(t) = x(t)’dir. a'(t) = (x’(t),xi(t)) olup
Rea'(t) = x'(t) dir.

A=a+sa*ED+veSA=(;

Saa(t) = (; 2) (;((tt)))
- (a*x(gxfc)lx*(t))

(ax(t), a.x(t) + ax, (t))
ax(t) + e(a,x(t) + ax,(t))

2) € D* olmak iizere;

*

olur. Buradan; Re(SAa(t)) = ax(t)’dir. Ayn1 zamanda; (SAa(t))’ = ax'(t) + e(a,x'(t) +
ax’.(t)) olup Re(S,a'(t)) = ax'(t)’dir. Buna gbre;

i) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = T( ile tanimlansin.

F(Saa(®)) = 824
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_ax! (O)+e(a.x! () +axi(t))
T oax (B +e(ax(t)+ax.(t))

_ (ax’ ®)+e(a.x' (O)+ax! (t)))(ax(t)—e(a*x(t)+ax*(t)))
T (ax@®)+e(ax(®)+ax. () (ax(t)—(a.x(t) +ax.(t)))

_ (ax'(®)+eax! () +eaxi(t))(ax()—ea.x(t)—eax.(t))
B a?(x(t))?

_a?x' (O)x(®)+ea? (xl(Ox () —x (D)x. (1))

B a?(x(1))?

a?(x' (Ox(O)+e(xL(Ox(O) -2 (Ox.(D)))

a?(x(t))?
_ x'@®)x@®)+e(xi(®x () —x" (O)x.(t))
B (x(1))?
a0 X @x@+e(xl(Ox(O)—x" (®)x. (D)) . . (x(D)tex. (D) 2 ]
elde edilir. (O ifadesinin ————~ a0 oldugu agiktir;
(x@®+ex, (£)' _ x'(O)+exi(t)
x(t)+ex.(t) - x(t)+ex,(t)
B (x' ©)+exl(®)) (x(O)—2x.(£)
T () +ex. () (x () —ex, (1))
_ X (®Ox@)+e(xl(O)x(0)—x" ()x.(D))
N (x()?
Boylece;

_ (SAa(t))I _ X ®Ox@+e(xl®x(®)-x"(Ox. (D) _ x(O)+ex.(t) _ a'(®) _
f(Saa®) =55 205 = @()? = oren® a0 ) (a(®)

elde edilir ki bu % fonksiyonunun D* —invaryant oldugunu gésterir.

ii) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = I;ZZ ((tt)) ile tanimlansin.
_ Re(SAa’(t)) _ax!(®) _ x'(®) _ Rea'(t) _ - . Rea'(t)
f(Sa®)) = FeGra®) = ax® = 20 = Reald = f(a(t)) elde edilir ki bu pors

fonksiyonunun D* — invaryant oldugunu gosterir.

. x(t) x'(t))

iii) a(t) tizerinde bir £ fonksiyonu f(a(t)) = [Zg?a?t)()?] _ <x(*;2));*(ﬂ

ile tanimlansin.

f(SAa(t)) _ [(Saa(t) (Saa’ ()]

(Re(saa(t)’
det( ax(t) ax'(t) >
a.x(t)+ax.(t) a.x'(t)+axi(t)

(ax(t))?
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aa,x(®)x' () +a’x(®)xL(t)—aa.x' (O)x(t)—a?x' (t)x.(t)
(ax(t))?

_a?(x(®Oxl®)-x"([O)x.(t))
B a2 (x(t))?

_ x(@®xi(@®)—x" (®)x.(t)
B (x(1))?

_ e o' ®)]
- (Rea(t))?

= f(a®)

elde edilir ki bu % fonksiyonunun D* — invaryant oldugunu gosterir. m

Teorem 1.5.5. R?’deki tiim c-regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;
i) Red'(t)
Rea(t)
i) [a®) 0(’(1?)]2
(Rea(t))*

reel fonksiyonlari, D —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak tizere; Rea(t) = x(t)’dir. a'(t) = (x’(t),xi(t)) olup
Rea'(t) = x'(t) dir.

a 0
a, a

1 0

— + —
A=a+¢ca, €D, S, ( 0 —1

>E]D+ ve Q=( ) olmak {iizere; S;Q=F € D

almirsa;

Fa(t) = (5,Q)a(t)
- <ci 2) (é _01) (;((tt))>
- <a*x(tc)lx—(2x*(t)>

= (ax(t), a.x(t) — ax*(t))
= ax(t) + e(a.x(t) — ax.(t))

olur. Buradan; Re(Fa(t)) = ax(t)’dir. Ayn1 zamanda; (Fa(t)), = ax'(t) + e(a.x'(t) —
ax.(t)) olup Re(Fa'(t)) = ax'(t)’dir. Buna gére;
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i) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = %’g)) ile tanimlansin.

_ Re(Fa’(t)) _ax'(t) _ x'(t) _ Rea'(t) _ . . Rea'(t)
f(Fa(®)) = re(Fa®) = ax® = 20 = Reald = f(a(®) elde edilir ki bu ===

fonksiyonunun D - invaryant oldugunu gosterir.

< (x(t) x’(t)>>2
I 2 l
i) a(t) Ttzerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = [a(s:iaozt;;i] = xzit()t))f*(t) =

Teey el 2
(O O-+"Ox.©) ile tanimlansin.

Ge(@))*
2
Fa(t)) (Fa'(t)
f(Fa(e) = e (FO)
(Re(Fa(t)))
2
ax(t) ax' (t)
_ (det<a*x(t)—ax*(t) a*x'(t)—axi(t)»
- (ax(e))*

_ (aa.x(®x'(®)-a?x(Oxl()—aa.x' (Ox()+a®x" (t)x. (t))2
B (ax(t))*

2
a*(x' (©x.()-x(©)x/(©))
a*@()*

(' O O-xOx®)
()"

_lew o)
(Rea(t))*

= f(a®)

12
elde edilir ki bu % fonksiyonunun D —invaryant oldugunu gosterir. m




2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Diizlemsel Bir T —Yolun D, Lineer Hareket Grubuna Gére invaryantlan

Bu béliimde D dual sayilar cebirinden elde edilen D; lineer hareket grubuna gore
noktalarin invaryantlar: yardimiyla diizlemsel T —yollarin DT ve D, gruplarina gore iireteg

invaryantlar1 belirlenmektedir.

Onerme 2.1.1. VA € D,, VB € D olmak iizere;

i) F:D X D > D, F(A,B) === BA™* dual fonksiyonu, D} —invaryantti.

i) fi:DxD - R, f(A4,B) = % reel fonksiyonu, D —invaryanttir.

iii) f,:DxD - R, f,(A,B) = (E:lef)]z reel fonksiyonu, Df —invaryanttir.
] [A B]? . + .
iv) f5:D XD > R, f3(4,B) = (oA reel fonksiyonu, DT —invaryanttir.

V) f1:D > R, f,(4) = (ReA)? reel fonksiyonu, DT —invaryanttir.
Vi) fs:D XD > R, fs(4,B) = [A B] reel fonksiyonu, Df —invaryanttir.
vii) fe:D XD - R, f4(A,B) =[A B]? reel fonksiyonu, D —invaryanttir.

ispat: A=a+ea, €D;, B=b+¢eh, €D ve h = +1 olmak iizere; bir H = (;ll 2) €

v a (b) _(h O)a_< ha )
D7 i¢in A — (a*) ve B —» b, temsilini kullanirsak HA = h. h (a*) = \h.a+ ha,

ve HB = <£L* 2) (Ii) = (h*blfhb*),dir' Buna gore;

i), ii), iii), iv) Onerme 1.5.1.’den agiktir.

V) f,(A) = (ReA)? ve h=+1 icin; f,(HA) = (Re(HA))? = (ha)? = h?a? = a? =
(ReA)? = f,(A) oldugu agiktir. O halde fonksiyon D} —invaryanttir.

vi) fs(A,B) = [A B] igin
fs(HA,HB) = [(HA) (HB)]
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_ ha hb
~ |h.a+ ha, h.,b+ hb,

= hh.ab + h*ab, — hh,ab — h*a,b

= h?(ab, — a,b) , (h = +1 kullanilarak)
=ab, —a,b

= [AB]

= fs(A, B)

elde edilir ki bu fonksiyonunun D} —invaryant oldugunu gosterir.
vii) [A B] Df —invaryant oldugundan; [A B]? de D —invaryanttir.m

Onerme 2.1.2. VA € D, VB € D olmak iizere;

) Re(QB) ReB
Re(QA) " ReA

i)

iii) [(Q4) (@B)]* = [A B]?

[(Q4) (@B)]? _ [A B)?
(Re(04))* ~ (ReA)*

dir.
Ispat: i) ve ii) Onerme 1.5.2.’den agiktir.
iii) VA € D, ve VB € D i¢in (detQ)? = 1 kullanilarak;
[(Q4) (OB)]? = (detQ[A B])? = (detQ)?[A B]? = [A B]?
elde edilir. O halde; bu fonksiyon Q —invaryanttir. m

Onerme 2.1.3. A € D, ve B € D olmak iizere;
.\ ReB
) fea
..\ [4 B]?
) (ReA)*
i) (ReA)?
iv) [A B]?
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reel fonksiyonlari, (D; U Q) —invaryanttir.

Ispat: i) Onerme 2.1.1. (ii) ve Onerme 2.1.2. (i)’den aciktir.
ii) Onerme 2.1.1. (iv) ve Onerme 2.1.2. (ii)’den agiktir.

iii) Onerme 2.1.1. (v) ve Onerme 1.5.2. (i)’den agiktir.

iv) Onerme 2.1.1. (vii) ve Onerme 2.1.2. (iii)’den agiktir.m

Teorem 2.1.4. R?’deki tiim c-regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;
i) (:;T(tt)) dual fonksiyonu, D —invaryanttir.

Red'(t)

. +
Reald) reel fonksiyonu, DT —invaryanttir.

i)

) [a(®) a'(@©)]
(Rea(t))?

reel fonksiyonu, Df —invaryanttir.
iv) (Rea(t))? reel fonksiyonu, D —invaryanttir.
V) [a(t) a'(t)] reel fonksiyonu, D —invaryanttir.

vi) (Rea'(t))? reel fonksiyonu, D} —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak tizere; Rea(t) = x(t)’dir. a'(t) = (x’(t),xi(t)) olup
Rea'(t) = x'(t) dir.

A=a+sa*ED1,SA=(;l

Saa(t) = (ci g) (;((tt)))
- (a*x(t(;xft‘)lx* (t))

= (ax(t), a.x(t) + ax, (t))
= ax(t) + (a,x(t) + ax,(t))

2) € DT ve a = +1 olmak iizere;

*

olur. Buradan; Re(SAa(t)) = ax(t)’dir. Ayn1 zamanda; (SAa(t))’ = ax'(t) + (a,x'(t) +

ax.(t)) olup Re(Sya'(t)) = ax'(t)’dir. Buna gére;
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i) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = % ile tanimlansin.

f(Saa() = Ca2)

Saa(t)

_ax'(O)+e(a.x! () +ax!(t))
o ax(t)+e(a.x(t)+ax.(t))

_ (ax’ ®)+e(a.x' (t)+ax! (t)))(ax(t) —&(a.x(t)+ax.(t)))
T (ax®)+e(ax(®+ax. () (ax(t) —(a.x(t) +ax.(t)))

(ax'(O)+ea.x’ () +eaxl(t))(ax(t)—ea.x(t)—eax.(t))
a?(x(£))?

a?x' ()x(t)+ea?(xl(O)x()—x' (t)x. (L))
a?(x(£)?

a?(x' (©x(O)+e(xL(Ox(O) -2 (Ox.(1)))
a?(x(t))?

_ X' ®)x@®)+e(xi(®x(t)—x" (Ox. (1))
N (x(£))?

x' @x@®)+e(xl(Ox(®)—x" ©)x.(t)) . . (x(t)+ex, (D)
(D)2 ifadesinin FoF .

elde edilir.

oldugu agiktir;

(x@®+ex. (£))' _ x'(©)+exi(t)
x(t)+ex.(t) - x(t)+ex,.(t)

3 (x'(t)+£xi(t))(x(t)—£x*(t))
T (e (®)+ex () (x (D) —x4 (1))

X' ®Ox@)+e(xl(©)x(®)—x" (D)x. (1))
B (x(1))?

Boylece;

_ (SAa(t))I _ X ®Ox@+e(xl®x(®)-x"(Ox. (D) _ (x(O+ex.(t) _a'(t) _
f(Saa®) =55 205 = @()? = oren® a0 ) (a(®)

elde edilir ki bu % fonksiyonunun D —invaryant oldugunu gésterir.

Rea'(t)
Rea(t)

ii) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = ile tanimlansin.

Re(SA“I(t)) _ax!(t) _ x'(®) _ Rea'(t)
Re(Spa(t))  ax(t)  x(t)  Rea(t)

= f(a(t)) elde edilir ki bu 220

Rea(t)

f(Saa(®) =

fonksiyonunun D — invaryant oldugunu gosterir.

; x(t) x’(t)>

’ de ,
iii) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) _ e do] <x*(t) 20

(Rea(t))? (D)2 ile tanimlansin.
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_ [GSaa®) (sac’®)]
f(Saa(®) = (Re(Saa(t)))’

t( ax(t) ax'(t) >
a.x(t)+ax.(t) a.x'®)+axl(t)
(ax(t))?
aa,x(®)x' (&) +a?x(t)xi(t)—aa.x’ (O)x(t)—a?x' (t)x.(t)
(ax(t))?
a?(x(O)xL(®)-x" (O)x.(t))
a?(x(t))?

_ x(®)xl(t)=x" ()x.(t)
B (e(e))?

_a® o' )]
- (Rea(t))?

= f(a®)

elde edilir ki bu % fonksiyonunun D — invaryant oldugunu gésterir.

iv) a(t) tlzerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = (Rea(t))? ile tammlansm. a = +1 igin;

F(Saa(®) = (Re(Sya(t)))” = (ax(t)) ? = a?(x(D))? = (x(1))* = (Rea())* =

f(a(t)) elde edilir ki bu (Rea(t))? fonksiyonunun Df — invaryant oldugunu gésterir.

x(t) x’(t)) ile

V) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = [a(t) a'(t)] = det (x © 2t

tanimlansin.
f(Saa@®) = [(Saa(t)) (Saa’(1))]

ax(t) ax'(t)
a.x(t) +ax.(t) ax'(t)+ axi(t))

= det (
= aa,x(t)x'(t) + a’x()x.(t) — aa,x'()x(t) — a’x'(t)x,(t)
= a?(x(t)x.(t) — x'(t)x.(t)) , (a = +1 kullanilarak)
=x(t)x.(t) — x"(t)x,(t)

= [a(t) a'(8)]

= f(a(®))

elde edilir ki bu [a(t) a’(t)] fonksiyonunun DT — invaryant oldugunun gosterir.
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vi) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = (Red/(t))? ile tanimlansin. a = +1 igin;

F(Saa(®) = (Re(S,a'(1)))" = (ax'(D)) ? = (X' ())? = (¥'(1))? = (Rea(1))? =

f(a(t)) elde edilir ki bu (Rea’(t))? fonksiyonunun D} — invaryant oldugunu gésterir.m

Teorem 2.1.5. R?’deki tiim c-regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

i) Red'(t)
Rea(t)

) [a@) a"(t)]2
(Rea(t))*

iii) (Rear(t))?

iv) [a(t) a'(t)]?
V) (Red'(t))?

reel fonksiyonlari, D, —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak iizere; Rea(t) = x(t)’dir. a'(t) = (x'(t),x.(t)) olup
Rea'(t) = x'(t)’dir.

a

A=a+ea*€D1,a=i1,SA=<a 10

0 + —
a)elD1 veQ—(O _1

) olmak iizere; S, =

*

F € D, alinirsa;

Fa(t) = (5,Q)a(t)
- <ci 2) (é _01) (;((tt))>
- (a*x(tc)lx—(tc)lx*(t))

= (ax(t), a.x(t) — ax*(t))
= ax(t) + e(a.x(t) — ax.(t))
olur. Buradan; Re(Fa(t)) = ax(t)’dir. Ayn1 zamanda; (Fa(t)), = ax'(t) + e(a.x'(t) —

ax.(t)) olup Re(Fa'(t)) = ax'(t)’dir. Buna gére;

Rea'(t)

ile tanimlansin.
Rea(t)

i) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) =
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_Re(Fa'®) _ax'(n) _ x't) _ Rea®) _ L Rea! ()
f(Fa(®)) = Re(Fa®) — ax®) — %0 — Rea®d = f(a(®) elde edilir ki bu ===

fonksiyonunun D, - invaryant oldugunu gosterir.

<x(t) x’(t)> ?
. . . . e & ®)° x.(t) x(®))
ii) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = eay = Ok =

(x(Ox! (%' Ox.®)°

ile tanimlansin.

(x(&)*
[(Fa) (Fa'©)]"
Fa(t)) =
f( a( )) (Re(Fa(t)))"
2
ax(t) ax'(6)
~ (det<a*x(t)—ax*(t) a*x'(t)—axi(t)>>

(ax(t)*

_ (aa.x(®)x'(®)-a’x(Oxl()—aa.x' (Ox()+a?x' (t)x. (t))2
B (ax(t))*

(O @-x0x0)
B a*(x(t)*

(' O (0 -xOxi®)”
(@)

_Na® az’(t)]2
T (Rea(t)*

= f(a®)

12
elde edilir ki bu % fonksiyonunun D; —invaryant oldugunu gdsterir.

iii) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a:(t)) = (Rea(t))? ile tammlansm. a = +1 igin;

f(Fa(®) = (Re(Fa(t)))” = (ax(t)) ? = a®(x(t))* = (x(1))? = (Rea(t))* = f(a(t))

elde edilir ki bu (Rea(t))? fonksiyonunun D, —invaryant oldugunu gosterir.

iv) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) =[a(t) a'(V)]? = (det (;C((tt)) i:gg)) _

(x(®)x.(t) — x'(t)x.(t))? ile tanimlansim.

f(Fa(®) = [(Fa(t)) (Fa'(t)]?

_ ax(t) ax'(t) 2
B (det (a*x(t) —ax,(t) ax'(t)— axi(t)))
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= (aa,x(t)x'(t) — a®?x()x.(t) — aa,x'(t)x(t) + a’x'(t)x.(t))?
= a*(x' (O)x.(t) — x(t)x;(t))2 , (a = +1 kullanilarak)

= (x(O)xi(t) — %' (O)x.(£))?

= [a(®) a' ()]

= f(a(®)

elde edilir ki bu [a(t) a'(t)]? fonksiyonunun D, —invaryant oldugunu gosterir.

V) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = (Red'(t))? ile tammlansin. a = +1 igin;

f(Fa(®) = (Re(Fa'(£)))" = (ax' (1)) 2 = a*(x'(1))? = (x'(1))? = (Rea(£))? =

f(a(t)) elde edilir ki bu (Rea'(t))? fonksiyonunun D, —invaryant oldugunu gosterir. m
2.2. Diizlemsel T —Yollarin Dual Hareket Gruplarina Gore invaryantlar

Klasik diferansiyel geometride egriler teorisi Frenet yontemiyle incelenerek; egrilik,
burulma gibi 6nemli invaryantlar belirlenmektedir. Burada ise diizlemsel T —yollar,
invaryant teori yontemiyle, TD*, TD, TD; ve TID, dual hareket gruplarina gére incelenerek

egrilik ve burulma benzeri tireteg invaryantlar: belirlenmektedir.
D dual sayilar halkasindan elde edilen

TD* ={F:D - D|F(B) = AB+ C,A € D*,VB,C € D}
ve
TDf ={F:D - D|F(B) = AB + C,A € D,,¥B,C € D}

dontisiim kiimeleri, bileske islemine gore birer degismeli grup olusturur.

TD* = {F: R? - R?|F(B) = S,B + C,A € D*,VB, C € R?}

ve

TD™ = {F:R? - R2|F(B) = (S40)B + C,A € D*,VB,C € R%,Q = ((1) _01)}
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doniisiim kiimelerini tanimlayalim. TD* doniisiimlerin bileske islemine gore bir gruptur.

TD* U TD™ kiimesini TD ile gdsterelim.

TD* grubu, TD* grubuna izomorftur. Benzer sekilde;

TD; = {F:R? - R?|F(B) = S,B + C,A € D,;,VB,C € R?}

ve

TD; = {F:R? > R [F(B) = (5,08 + C, 4 €D, vB,ceR, 0= °)}

doniisiim kiimelerini tammlayalim. TID déniisiimlerin bileske islemine gore bir gruptur.

TD} U TD; kiimesini T, ile gosterelim.

TD; grubu, TDT grubuna izomorftur.

Tamim 2.2.1. R?°de bir T —yol a(t) = (x(t),x*(t)) olsun. Eger; Vt € T i¢in Rea'(t) # 0
yani; vVt € T igin x'(t) # 0 ise a(t)’ye regiiler T —yol denir.

Sonug 2.2.2. a(t) ve B(t) R?’de T —yollar olsun. a(t) regiiler bir T —yol ve a(t)SB(t) ise
B (t) de regiiler bir T —yoldur.

Ispat: Aciktir.m

Ornek 2.2.3. T = (—1,+1) olmak iizere; R?’de bir T —yol a(t) = (2t, t? + 5t) alalim.
a'(t) = (2,2t + 5)’dir. Vt € T igin; Rea'(t) = 2 # 0 oldugundan a(t) regiiler T —yoldur.

Ornek 2.2.4. T = R olmak iizere; R?’de bir T —yol a(t) = (3t,4t?) alalm. t = 0 igin
Rea(t) = 0 oldugundan a(t) c-regiiler degildir. Ancak; a'(t) = (3,8t)’dir. Vt € T igin;
Rea'(t) = 3 # 0 oldugundan a(t) regiiler T —yoldur.

Ornek 2.2.5. T = R olmak iizere; R?’de bir T —yol a(t) = (cosht, sinht) alalim. Vt € T
icin; Rea(t) = cosht # 0 oldugundan a(t) c-regiiler T —yoldur. Ancak; a'(t) =

(sinht, cosht)’dir. t = 0 i¢in Rea'(t) = sinh0 = 0 oldugundan a(t) regiiler degildir.
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a(t) = (x(t),x*(t)) R?’de bir T —yol olsun. a(t)’nin a'(t) = (x’(t),xi(t)) ve

a'(t) = (x"(t), x,ﬁ'(t)) tirevlerinin determinantini

det (x’(t) x"(t)

o ) =@ O]

ile gosterelim.

Teorem 2.2.6. R?’deki tiim regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

i) Z,((;)) dual fonksiyonu, TD* —invaryanttr.

.i) Rea’'(t)

Rea' () reel fonksiyonu, TD* —invaryanttir.

i) [a'(®) &' (t)]

(Rea D)Z reel fonksiyonu, TD* —invaryanttr.

. e a:”(t)]2
V) = ear @)

reel fonksiyonu, TD* —invaryanttr.
Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak iizere; a'(t) = (x'(¢), x1(t)) ve &'’ (t) = (x"(t),x;’(t))
olup Rea'(t) = x'(t) ve Rea''(t) = x"'(t)’dir. F € TD™;

a

A=a+ea*€D+,SA=<a 2)EID+VeCE]R2i<;in;

*

Fa(t) =S a(t) +C

(o o)+ (@)

ax(t) +c;

B (a*x(t) +ax,(t) + cz)

= (ax(t) + ¢y, a.x(t) + ax,.(t) + c;)

=ax(t) + c¢; + e(a,x(t) + ax,.(t) + c;)
olur. Buradan (Fa(t))’ = ax'(t) + e(a*x’(t) + ax;(t)) olup Re(Fa’(t)) = ax'(t) dir.
(Fa(t))" =ax"'(t) + e(a*x”(t) + axi’(t)) olup Re(Fa"(t)) = ax''(t)’dir. Buna gore;

i) a(t) iizerinde bir £ fonksiyonu f(a(t)) = aa,((:)) ile tanimlansin.

f(Fa(®) = ((Zi(g)))'
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_ax" (®)+e(ax" (O)+ax!’ (D))
- ax’(t)+s(a*x’(t)+axi(t))

(ax” @®+e(a.x" () +ax! (t)))(ax’ ®) —e(a*x’ (t)+ax! (t)))
B (ax’ (t)+e(a*x’ (t)+ax, (t)))(ax’ ® —s(a*x’ (t)+axi(t)))

_ (ax""(O)+ea.x" (t)+eax!’ (t))(ax’ (t)—ea,x' (t)—cax! (t))
- a?(x'(£)?

a?x" (t)x'(t)+ea? (xi’ ®)x'(t)-x"" (t)x (t))
a?(x'(t))?

a? (x" ®)x’ (t)+s(xi’ ®Ox'@®)-x"" ()x! (t)))
a?(x'(t))?

x"(t)x'(t)+s(x!,'(t)x'(t)—x"(t)x,c(t))

(x' ()2
o X Ox ©+e(x Ox" (O-x"" (Ox©) ) . - 2
elde edilir. =—— o(x i) 4 )lfadesmlnMoldugu agiktir;
(x'(®) (x(®)+ex. (1)

(x(®)+ex. ()" _ x"(®)+ex!'(®)
(x(+ex.®)  *'O+exl(®

(x”(t)+£x,’,’(t))(x’(t)—exi(t))
(x’(t)+£xi(t))(x’(t)—exi(t))

x"(t)x'(t)+s(x4'(t)x'(t)—x”(t)x;(t))
(' ()°

Boylece;

n

"®x (O +e(xl (©Ox" ®)-x"" (©)xl(t) ©)" '
f(Fa'(t)) = (Fe®) X Ox g(x XX X )_ (x(®O)+ex. (D)) a''(t)

=S8 = f(a(®)

© (Fa(®) (x'(®)* T (x(@®)+ex.(®)
elde edilir ki bu ‘Z,—((g fonksiyonunun TD* —invaryant oldugunu gosterir.
Rea''(t)

i) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = ile tanimlansin.

Rea'(t)
Re(Fa”(t)) _ax'"t) _ x"(t) _ Red’(t) _

_ Rea''(t)
f(Fa(t)) " Re(Fa'(t))  ax'(t) x'(t) Rea'(t)

Rea!(t)

f(a(®)) elde edilir ki bu

fonksiyonunun TD* —invaryant oldugunu gosterir.
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a'(® a" @]

det<

x'(t) x"'(t)
xi(t) xl'(t)

)

iii) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f(a(t))=[

(Rea’ (t))2

tanimlansin.

[(Fa'®) (Fa" ®))
(Re(Fa’(t)))z
det( ax' (t) ax''(t) >

a.x'(®)+axl(t) a.x"(®)+ax!'(t)
(ax(1))?
aa.x'(®Ox" () +a?x"'(®Ox!' () —aa.x" (O)x'(®)—a?x" (t)xL(t)
(ax’(t))2

f(Fa(®)) =

a?(x' (©x! ()-x" (Ox(©))
az(x’(t))2

x' ®)xl @) —x"" ()xl(E)
(x'®)°

_d® a"©®)]
"~ (Red!(t))?

= f(a®)

elde edilir ki bu Rea ()2

a'(®) a'' ()]

[ [¢® a" o]
V) = Rear )2

b < :
TD™ —invaryant oldugundan; (Rea' (0

OF 4o T+

(x'(£))?

fonksiyonunun TD* —invaryant oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.7. R¥’deki tiim regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

i) (Z,((:)) dual fonksiyonlar1 TD —invaryanttir.
..\ Rea'(t) . v
) Jearco, Teel fonksiyonlart TDY —invaryanttir.

a'@®) (@)

i) [ (Rea (0)? reel fonksiyonlar1 TDY —invaryanttir.

[a'(®) o:"(t)]2

iv) (Rea (0)* reel fonksiyonlar1 TDY —invaryanttir.

V) (Rea'(t))? reel fonksiyonlart TD} —invaryanttir.

vi) [a'(t) a'(t)] reel fonksiyonlar1 TD} —invaryanttir.

vii) [a’(t) a”(t)]? reel fonksiyonlart TDY —invaryanttir.

viii) (Rea’'(t))? reel fonksiyonlart T} —invaryanttir.

—invaryanttir.m

ile
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Ispat: a(t) = (x(t), x.(t)) olmak iizere; a'(t) = (x'(t), x.(t)) ve "’ (t) = (x" (1), x. (1))
olup Rea'(t) = x'(t) ve Rea'' (t) = x"(t)’dir. F € TDT ;

a

A=a+ea*eD1,a=il,SA=(a 2>EID)IveCER2igin;

*

Fa(t) = S,a(t) +C

“(a D)+ @)

ax(t) + ¢,

- (a*x(t) + ax,(t) + Cz)

= (ax(t) + ¢y, a,.x(t) + ax,(t) + c;)

=ax(t) + ¢; + e(a,x(t) + ax.(t) + c;)
olur. Buradan (Fa(t))’ = ax'(t) + e(a.x'(t) + ax/(t)) olup Re(Fa'(t)) = ax'(t) dir.
(Fa())" = ax”"(t) + e(a.x"'(t) + ax) (t)) olup Re(Fa''(t)) = ax"'(t)’dir. Buna gore;

a”(t)
a'(t)

i) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = ile tanimlansin.

f(Fa()) = —((FFZ((?)))

_ax!"(O)+e(ax"" () +ax!' (1))
T oax! (t)+£(a*x’ (t)+ax! (t))

(ax” @®+e(ax" () +ax!’ (t)))(ax' ®) —e(a*x' (t)+ax! (t)))
B (ax’ (t)+£(a*x’ (t)+ax.! (t)))(ax’ ® —s(a*x’ (t)+ax! (t)))

_ (ax"" () +ea.x (t)+eax)’ (t))(ax' (t)—ea.x'(t)—eax. (t))
- a?(x'()?

a?x" (t)x'(t)+ea? (xi' ®)x'()-x"" (t)x (t))
a?(x’'(t))?

a? (x” ®x' (t)+s(xi’ ®x'®)-x"" ()x! (t)))
a?(x'(t))?

x"(t)x'(t)+e(x;’(t)x'(t)—x"(t)x;(t))

(x' ()2
. x/l(t)x’(t)+£(xi’(t)xl(t)_xll(t)xi(t)) ) L. (x(t)+€x*(t))” . .
elde edilir. w0 ifadesinin COrer. ) oldugu agiktir;

(x@®+ex. ) x"@+exl’(0) (¢ ©+exl (©)(x'(O)-exl(®)
(x@+ex. () F'@+exi®)  (x ©+exl(®)(x' (O -exl(®))
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x”(t)x’(t)+e(x1'(t)x'(t)—x”(t)x,i(t))
(x'()°

Boylece;

_ (Fa@)" _ 2" @Ox'@+e(x Ox' O-x"Ox!0) _ (x+ex.®)” _ o)
 (Fa@) (' ®)* C (x@+ex@®) @ ®

f(Fa@®)) = f(a(v))

elde edilir ki bu 6;,—((3 fonksiyonunun TID{ —invaryant oldugunu gésterir.

Rea''(t)

ile tanimlansin. a = +1 igin;
Rea'(t)

i) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) =
Re(Fa”(t)) _ax'(®) _ x"'(®) _ Red’'(t)

— Rea''(t)
f(Fa(t)) " Re(Fa'(t)) ~ ax'(t)  x'(t)  Rea!(t)

Rea'(t)

= f(a(t)) elde edilir ki bu

fonksiyonunun TD] —invaryant oldugunu gosterir.

; x'(t) x”(t)>

iii) a(t) izerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = [OE;:;,"(‘”;” _ <"(;ffgt))’§* ®

ile
tanimlansin.

[(Fa’®) (Fa"®)]
(Re(Fa’(t)))2
det( ax’ (t) ax''(t) >

a.x'(®)+axl(t) a.x" (®)+axl'(t)
(ax(t))?

aa.x'(®Ox" () +a?x'®Ox!' ) —aa.x" (Ox'(®)—a?x" (t)xL(t)
(ax’(t))2
a?(x' @x! ©)-x" Ox!(©)
az(x’(t))2
x' (®)x)' () —x"" (©)xi(t)
(x'®)°
_|ad'® "' )]
— (Red!(1))?
= f(a(®)

[a' @) a' ()]
(Rea! (t))?

f(Fa(®)

elde edilir ki bu fonksiyonunun TDT —invaryant oldugunu gésterir.

[« ®) " (©®)]

NGORG]
v) (Rea (0))*

(Rea' (t))2 TD7 —invaryant oldugundan;

de TD} —invaryanttr.
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V) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = (Rea’(t))? ile tammlansm. a = 1 igin;

f(Fa(®) = (Re(Fa'(t)))" = (ax'(1))? = a®(x'())* = (x'(1))? = (Rea(D))? =

f(a(t)) elde edilir ki bu (Rea’(t))? fonksiyonunun TD} —invaryant oldugunu gésterir.

x'(t) x”(t)) ile

vi) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = [a'(t) a''(t)] = det (x’(t) ()

tanimlansin.
F(Fa(®) = [(Fa'(®) (Fa"®)]

B ax'(t) ax"(t)
= det (a*x’(t) +ax(t) ax"(t)+ ax,ﬁ’(t))

= aax' (O)x"(t) + a?x'(t)x (t) — aa.x" (t)x' (t)—a’x" (t)x.(t)
= a? (x'(t)x;'(t) — x"(t)xi(t)) ,(a = £1 kullanilarak)

= x'(Ox(6) — x" ([®)x.(t)

= [a’(®) a" ()]

= f(a@®)

elde edilir ki bu [a’(t) a’'(t)] fonksiyonu TID{ —invaryant oldugunu gosterir.
vii) [a’(t) a”(t)] TDT —invaryant oldugundan; [a’(t) a”(t)]? de TD} —invaryanttr.

viii) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a:(t)) = (Rea''(t))? ile tanimlansm. a = +1 i¢in;

f(Fa(®)) = (ll?e(l’d”(t)))2 = (ax"())? = a®(x"(1))* = (x"'())? = (Rea" (1))* =
f(a(t)) elde edilir ki bu (Rea’'(t))? fonksiyonunun TD{ —invaryant oldugunu gésterir. m

Teorem 2.2.8. R?’deki tiim regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

Rea''(t)
Rea'(t)

i)

i) [«'(®) ()_'”(t)]2
(Rea' (t))*

reel fonksiyonlart TID —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t),x*(t)) olmak tizere; a'(t) = (x’(t),x,ﬁ(t)) vea'(t) = (x”(t),x;’(t))
olup Rea'(t) = x'(t) ve Rea''(t) = x''(t)’dir. F € TD
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a 0
a, a

0

A=a+ea*€D+,SA=( )e]D*,CE]R{Zveﬂz((l) °) icin

Fa(t) = (S,Q)a(t) +C

=(0 26 D))

_ ( ax(t) + ¢, )

a.x(t) —ax,(t) + c,

= (ax(t) + ¢y, a,x(t) — ax,(t) + c;)

= ax(t) + ¢, + e(a,x(t) — ax,(t) + c;)
olur. Buradan (Fa(t))’ = ax'(t) + e(a.x'(t) — ax.(t)) olup Re(Fa'(t)) = ax'(t)’dir.
(Fa())" = ax”"(t) + e(a.x"(t) — ax!'(t)) olup Re(Fa''(t)) = ax"(t)’dir. Buna gbre;

i) a(t) lzerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) — Ize:;, ((:)) ile tanimlansin.
_ Re(Fa”(t)) _ax'(®) _x""(®) _ Red'(t) _ .- . Rea''(t)
f(Fa(®)) = R @ T © P ~ R f(a(t)) elde edilir ki bu Py

fonksiyonunun TID —invaryant oldugunu gosterir.

2
['®) o) (detC’Eg i”%))
. .- . . - _ a a _ * * -
i) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t))= Rea )t O ile

tanimlansin.

_ [(F'®) (Fa" ®)]°
f(Fa(t)) - (Re(Fa’(t)))4

2
ax'(t) ax''(t)
(det<a*x’(t)—axi(t) aw"(t)—axi’(t)))

(ax(6)*

(aa*x'(t)x”(t)—azx'(t)xi'(t)—aa*x"(t)x'(t)+a2x"(t)xi(t))2

(ax’(t))4

2
a*(x" OxlO)-x' (Ox!' (1))
a* (x’(t))4

(=" 00— Ox!' )
(')

_[d'® " @)
"~ (Rea!(t)*

= f(a®)
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! 1 2
—“( ® a”©)] fonksiyonunun TID —invaryant oldugunu gosterir. m

|
elde edilir ki bu Rea’ ()"
Teorem 2.2.9. R*’deki tiim regiiler a(t) = (x(t), x.(t)) T —yollar iizerinde;

i) Rea'' (t)
Rea'(t)

i) [«'(®) ar”(t)]2
(Rea'(t))*

iii) (Rea’ (£))?
iv) [a’'(t) a”(t)]?
V) (Rea' (t))?

reel fonksiyonlar1 TID; —invaryanttir.

Ispat: a(t) = (x(t), x.(t)) olmak iizere; a'(t) = (x'(£), x.(t)) ve "’ (t) = (x" (1), x. (1))
olup Rea'(t) = x'(t) ve Rea''(t) = x"'(t)’dir. F € TDy;

a 0

A=a+sa*ED1,a=il,SA=(a d

)E Df,CeER?veQ = ((1) _01) icin;
Fa(t) = (5,Q)a(t) + C

(e G DEG)+E

_ ( ax(t) + c; )

a.x(t) —ax,.(t) + c,

= (ax(t) + ¢1, a.x(t) — ax,(t) + c3)

=ax(t) + ¢; + e(a,x(t) — ax,.(t) + c;)
olur. Buradan (Fa(t))’ = ax'(t) + e(a.x'(t) — ax.(t)) olup Re(Fa'(t)) = ax'(t) dir.
(Fa(t))” =ax"(t) + e(a*x”(t) — ax;’(t)) olup Re(Fa”(t)) = ax''(t)’dir. Buna gore;

Rea''(t)
Rea'(t)

i) a(t) tzerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = ile tanimlansin.
Re(Fa”(t)) _ax!'(®) _ x"'(@®) _ Rea’'(t)

_ Rea''(t)
f(Fa(t)) " Re(Fa'(t))  ax'(t) x'(t) Rea(t)

Rea!(t)

= f(a(t)) elde edilir ki bu

fonksiyonunun TD; —invaryant oldugunu gosterir.
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)
[a'@® "] xi(t) xi'(t)

ii) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f(a(t))= Rea' (D)t = O

ile

tanimlansin.

_[Fa'®) (" @)’
f(Fa®) == i)

2
ax'(t) ax''(t)
(det<a*x’(t)—axi(t) am”(t)—axi’(t)))

(ax(e)*

(aa*x'(t)x"(t)—azx'(t)xi’(t)—aa*x”(t)x’(t)+a2x”(t)x,’,(t))2

(ax’(t))4

2
a* (x” ®xl®)—x"(t)xt! (t))
a* (x’(t))4

(" oxo-x" o' ©)
(x'@)*

_|d'® a”(t)]2
"~ (Rea(t))*

= f(a®)

I " 2
elde edilir ki bu % fonksiyonunun TID; —invaryant oldugunu gosterir.

i) a(t) iizerinde bir £ fonksiyonu f(a(t)) = (Rea’(t))? ile tanimlansin. a = +1 icin;

f(Fa(®) = (Re(Fa' () = (ax'(9))? = (' (©)? = (x'(©))* = (Rea'(1))? =

f(a(®)) elde edilir ki bu (Rea’(t))? fonksiyonunun TD; —invaryant oldugunu gosterir.

iv) a(t) tizerinde bir f fonksiyonu f (a(t)) = [a'(t) a”"(D)]? =

! 124 2
(det (i;%g i;’g)) ile tanimlansin.

f(Fa(®) = [(Fa'(t)) (Fa"(t)]?

—( det ax'(t) ax" (t) > 2
—\% (a*x’(t) —ax(t) ax"(t)—ax!(t)

= (aa*x’(t)x”(t) —a?x'(t)x!(t) —aa.x"(t)x'(t) + Osz”(t)x,ﬁ(t))2

= a*(x" (O)xL(t) — x'(Ox/(®))" | (a = +1 kullamlarak)
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= (x"(Ox/() — ' (Ox) (©)
= [a'(t) " ()]?
= f(a(t))

elde edilir ki bu [a’(t) a”(t)]? fonksiyonunun TID,; —invaryant oldugunu gosterir.

V) a(t) iizerinde bir f fonksiyonu f(a(t)) = (Rea’'(t))? ile tanimlansm. a = +1 igin;

f(Fa®) = (Re(Fa'(®)) = (ax"'(®))? = a?(x"(©))? = (&"(1))? = (Rea (£))? =

f(a(®)) elde edilir ki bu (Rea’'(t))? fonksiyonunun TD, —invaryant oldugunu gosterir. m
2.3. Regiiler T —Yollarin Dual Denklik Problemi

Bu béliimde diizlemsel regiiler T —Yyollarin dual hareket gruplar altinda denk olma
kosullar1 belirlenmektedir. iki egrinin denkliginin, iirete¢ invaryantlarin esitligi ile ifade

edilebilecegi gosterilmektedir.

Teorem 2.3.1. a(t) ve B (t) R?’de regiiler T —yollar olsun. Vt € T igin;

a(®) ™ B(t) o

Rea'’(t) _ Rep’(t)

Rea'(t) ~ ReB'(t)
[ ® @] _ 80 5" (7)
(Rea' () (Rep'(®)”

dir. Ayrica; ¥ € D*, C € R? olmak iizere; bir tek F € TD™ vardir dyle ki f(t) = Fa(t) =
Wa(t) + C’dir. Burada W ve C’nin ifadeleri t € T’ye bagli olmayan

ReB’(t)
0

Rea'(t)

[a'(t) B'(t)] Rep'(t) (8)

(Rea’(t))z Rea'(t)

Y=

ve C = B(t) — Ya(t) seklindedir.
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ispat: (=) a(t) TP B(t) olsun. O halde; Tamm 1.4.15.°den Vt € T icin B(t) = Fa(t)
olacak sekilde F € TD* vardir. F € TD* oldugundan Fa(t) = Sya(t) + C olmak iizere
Sy € DT ve € € R?’dir. Buradan; Vt € T igin B(t) = Sya(t) + C elde edilir. Sya(t) =
Ua(t) oldugundan; B(t) = Ua(t) + C olur. Buradan tiirev alinirsa; B'(t) = Ua'(t) elde
edilir. a(t) ve B(t) regiiler T —yollar oldugundan Rea'(t) # 0 ve Ref’'(t) # 0’dir. O
halde; Vt € T icin Onerme 1.3.27.den (a’(t))_1 ve (,8’(t))_1 vardir. Onerme 1.4.11.°de
A = a'(t) ve B = a''(t) alahm. O halde;

a'’(t) _ Rea'(t) [a'(®) " ()]

a'(t) ~ Rea'(t) (Rea’(t))2 ©)
elde edilir. Benzer sekilde;
B7(@) _ Rep ' (t) [B'(t) B" (1)] (10)

B0~ ReB©® T C (Rep'®)

B®) _ a’'®
B'(t) a'(t)
Rea''(t) _ Rep"(t) [a'(@®) "' ()] _ [B'@®) B ()]

- = | ilir.
Rea'(t) Reﬁ’(t) (Rea’(t))z (Reﬁ’(t))z e de ed

elde edilir. B'(t) = Ua'(t) ve B''(t) = Ua''(t)’den Vt € T igin

saglanir. Bu

esitlik ile birlikte, (9) ve (10)’dan

(<) Kabul edelim ki; (7) saglansm. O halde; Onerme 1.4.11. kullanilarak (9) ve (10)’un

o o v a1 B'' (@) _ a''(t), ;. i1: " ’ -1 _
saglandigi  gorilir.  Buradan GO dirr. Bu esitlik S (t)(ﬁ (t))

a'(t) (cx’(t))_1 = 0 seklinde yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak;
-1

a(s (t)(; ®)") =" (a'®) = p " (@ (®)

= (" -pwa"®O@®) ) (@®)

=p® " OE®) - ®O@®))(@®)”
=0

elde edilir. Buradan ﬁ’(t)(a’(t))_l, T’de sabittir. M = ﬁ'(t)(a'(t))_l olarak alalim. M,
T’de sabit oldugundan ReM de sabit olur. Vt €T igin Rea'(t) #0 ve Ref'(t) # 0
oldugundan ve Onerme 1.3.27.’den
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ReM = Re (B'()(«(9) " ) = Rep'(©Re(a'(®) " = ZE W 4 g

" Rea!(t)

*dir. Boylece; ReM hem sabit hem de ReM = 0°dir. ReM # 0 oldugundan M € D*’dir.
B =g O ®) «®=(FO®))a'@), B =Mot) elde edil

Buradan B’'(t) = Sya'(t) yazilir. Onerme 1.4.11. kullanilarak; M = ﬁ’(t)(oz’(t))_1 =

ReB’ () [’ () B'(®)]
Rea'(t) (Rea’ (1))

t € T’ye bagh degildir. Buradan B'(t) = Wa'(t) = Sya’(t) = Fa'(t) ve W € D* olur.

elde edilir ki buradan S, = ¥ oldugu goriiliir. M sabit oldugundan ¥,

Boylece; a'(t) ile f'(t) DY —denktir. B'(¢) = Sya'(t) = ¥a'(¢) olup (B (L) — LPoz(t))' =
0’1 saglar. B(t) — Wa(t) t € T’ye bagh degildir. C = B(t) — Wa(t) alalim. O halde; C €
R? ve B(t) = Ya(t) + C = Fa(t) olur.

F € TD* nin tekligini gosterelim. Bunun i¢cin ¥ € D* ve C € R?’nin tekligini
gostermemiz gerekir. O halde; F € TD* oldugundan B(t) = Fa(t) = WYa(t) + C, ¥ € D*
ve C € R? saglanir. Diyelim ki; B € R? olmak iizere; H € D* var ve f(t) = Ha(t) + B
olsun. pB'(t) = Ha'(t) saglanir. Rea'(t) #0 ve p'(t) = Ha'(t) kullanilarak H =
,6”(1:)(05’(1:))_1 = M elde edilir. Boylece; H = W olur. Dolayisiyla; ¥ tektir. C = B(t) —
Wa(t) olarak alalim. W’nun tekliginden C = B(t) — Wa(t) = B olur. Boylece; W ve C’nin
de tekliginden F € TD* nin tekligi elde edilir.m

Ornek 2.3.2. T = (2,+o) olmak iizere; R?’de a(t) = (3t? + 4t,2t%) ve B(t) =
(6t2 + 8t +3,—2t>—8t+4) T —yollar olsunlar. Teorem 2.3.1. kullamlarak;
a(t) TPJr,B (t) denkliginin olup olmadigina bakalim. O halde; a'(t) = (6t + 4,4t) ve
a’(t) =(6,4)’dir. VteT igin; Rea'(t) =6t+4 +# 0 oldugundan a(t) regiiler
T —yoldur. Aym sekilde; B'(t) = (12t + 8,—4t —8) ve B"(t) = (12,—4)’dir. Vt €T
icin; RefB’'(t) = 12t + 8 # 0 oldugundan B(t) regiiler T —yoldur. Ayrica; Rea'(t) = 6t +

Rea''(t) 6 3

4 ve Rea’(t) = 6 olup Rea'(t) = 6t+4  3t+2

elde edilir. Ayni sekilde Ref’(t) = 12t + 8

Rep”'(t) _ 12 Read''(t) _ ReB''(t)

17 _ _ 3 HH .
ve Ref"(t) = 12 olup ReB' (O — Tat48 — 312 elde edilir. Buradan; Rea () — ReB' (D elde
. ] e 6t+4 6 ' " 12t +8 12
edilir. Aynea; [a'(t) a”(8)] = | wa=eve @@= |25 T8 1=
64 dir. [@'@®) a”"®] 16 4 ve [B'®) B"®] 64 olup

(Rea'(0))? _ (6t+4)2 _ (3t+2)? (ReB'(0)?  (12t48)2 _ (3t+2)2
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[a’'@®) " ®)] _ [B'®) B" ()] s . ) -
Read (O~ (ReB' (D)) elde edilir. O halde; Teorem 2.3.1’den a(t) ve B(t) regiiler

T —yollari (7) esitliklerini saglar. O halde; a(t) 2" B(¢) elde edilir. Burada ¥ € D* ve C €
R? olmak iizere; bir tek F € TD* vardir dyle ki B(t) = Fa(t) = Wa(t) + C’dir. Burada
Y (8) formunda ve C = B(t) — Ya(t) nin ifadeleri t € T’ye bagl degildir.

_ Rep'(t) _ 12t+8 _ , , _|6t+4 12t+8|_ 5,2
Gergekten; Rea'(t)  6t+4 2, ['(®) FO] = 4t —4t —8l 72t
ReB'(t) 0
_ [a'®) B'®)] _ -72t2-96t-32 _ . W Rea’(t) _
96t — 32 ve Read OF — G - 2 olmak tizere; W = W® g0 Rep'® | =

(Rea'(t))2  Rea'(t)
(_22 g) € D* elde edilir. Aym zamanda C = B(t) — Ya(t) = (6t% + 8t + 3, —2t% —

2 0
-2 2

8t,—2t? — 8t) = (3,4) € R? elde edilir. Buradan ¥ ve C’nin t € T’ye bagli olmadig

8t +4)— ( ) (3t? + 4t,2t?) = (6t2 + 8t + 3,—2t2 — 8t + 4) — (6t +

goriiliir.

Teorem 2.3.3. a(t) ve B(t) R2’de regiiler T —yollar olsun. Vt € T icin; a(t) "1 B(t) &

Rea'(t) ~ ReB'(t)

[a'(t) a”(D)] = [B'(t) B"(D)]
(Rea’' (D) = (Rep'(®))” )

Rea''(t) _ Rep"(t)
l )

dir. Ayrica; ¥ € DY, C € R? olmak iizere; bir tek F € TDS vardir dyle ki f(t) = Fa(t) =
Ya(t) + C’dir. W ve C, t € T’ye bagh degildir. Burada ¥, (8) formunda ve C = S(t) —
Ya(t) seklindedir.

Ispat: Teorem 2.3.1. kullanilarak gosterilir. m

Tamm 2.3.4. R?’de a(t) bir T —yol olmak iizere; Vt € T igin;

['(®) " ()] =0

ise a(t)’ye dejenere T —yol denir.
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[@'(t) a”"(t)] #0
ise a(t)’ye dejenere olmayan (non-degenerate) T —yol denir.

Sonug 2.3.5. a(t) ve B(t) R?’de T —yollar olsun. G = TD* veya TD; olmak iizere; a(t)
dejenere bir T —yol ve a(t)SB(t) ise B(t) de dejenere bir T —yoldur. Benzer sekilde; a(t)

dejenere olmayan bir T —yol ve a(t)%B(t) ise B(t) de dejenere olmayan bir T —yoldur.

Ispat: Agiktir. m

Ornek 2.3.6. T = (0,1) olmak iizere; R?>’de a(t) = (?,t3) T —yolunu alalim. a'(t) =

t2  2t] _

32 el = 6t3 — 6t3 =

(t2,3t2) ve a’ (t) = (2t,6t)’dir. Vt € T icin; [a’(t) a”(t)] =

3
0 oldugundan a(t) dejenere T —yoldur. Ayn1 zamanda Vt € T igin; Rea(t) = % +0

oldugundan a(t) dejenere c-regiiler T —yoldur.

Ornek 2.3.7. T = (—1,1) olmak iizere; R?’de a(t) = (et — 1,2et + 3) T —yolunu alalim.

t t
a'(t) = (eh,2eb) ve a’(t) = (et,2eY)’dir. Vt €T icin; [a'(t) a”(t)] = |Ze . Zeet| =
e

2e?t — 2e?* = 0 oldugundan a(t) dejenere T —yoldur. Ayni1 zamanda Vt € T igin;

Rea'(t) = 2t # 0 oldugundan a(t) dejenere regiiler T —yoldur.

Ornek 2.3.8. T = (0,2m) olmak iizere; R?’de a(t) = (cost,sint) T —yolunu alalim.
a'(t) = (—sint,cost) ve a''(t) = (—cost,—sint)’dir. Vt€T igin [a'(t) a"(t)] =

—sint —cost

— cin? 25 _ 5 i —
cost  —sint] = S t + cos“t = 1 # 0 oldugundan a(t) dejenere olmayan T —yoldur.

Teorem 2.3.9. a(t) ve B(t) R?*’de dejenere regiiler T —yollar olsun.Vt € T igin;
a(t)PB(t) &

Rea’'(t) _ ReB''(t)
Rea'(t) ~ ReB'(t)

(12)
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dir. Ayrica; ¥, ¥, € D*, C;,C, € R? olmak iizere; B(t) = Fia(t) = W,a(t) + C; ve
B(t) = Fra(t) = (Y,Q)a(t) + C, olacak sekilde iki tane F = F,, F, € TD vardir. Burada
Y, (8) formunda,

ReB'(t) 0
Re(Qa’ (D))
Yo = [0'®) p®)]  rep'® (13)

(Re(Qa’(t)))z Re(Qa' (D))
ve C; = B(t) — W a(t) ile C, = B(t) — (W,Q)a(t) t € T’ye bagh degildir.

Ispat: (=) a(©)TPB(t) olsun. a(t) ve B(t) R?’de regiiler T —yollar oldugundan Vt € T

.. p , , N . . . Red'(t) Rep'' (t)
icin Rea'(t) # 0 ve Ref'(t) # 0’dir. Boylece; Vt €T igin e’ Ve ReB () vardir.

s Rea''(t) ReB"' (t) y e .
Teorem 2.2.8. (i)’den e’ Ve ReB (O TD —invaryantar. Teorem 2.3.1.°in ispatindaki

sekilde diizenleme yapilarak (9) ve (10)’un saglandig1 ve birbirine esit oldugu goriiliir.
Dolayisiyla; (12) elde edilir.

(<) Kabul edelim ki; (12) saglansin. a(t) ve S(t) R?’de regiiler T —yollar oldugundan

Vt €T igin Rea'(t) # 0 ve Ref'(t) # 0’dir. Boylece; Vt €T igin —[OER@ ,O(lt)g?]
ea

[6'®) " ®)]

(Rep’ ()

[a'(t) a”"(O)] =[p'(t) B"(t)] = 0°dir. Buradan

vardir. a(t) ve B(t) R?’de dejenere T —yollar oldugundan Vt € T igin

[«'® o"®] _ ['® B"®)] _

(Rea’ (1))’ (Rep’ (D)* (14)
elde edilir. (14) ve (12) denklemleri kullanilarak Teorem 2.3.1.’de yer alan denklemler elde
edilir. Teorem 2.3.1.’den bir tek F € TD* vardir 6yle ki Vt € T igin B(t) = Fa(t) dir.
Buradan goriiliir ki; bir tek ¥; € D' ve bir tek C; € R? vardir ve ¥; = ¥ € D1 dir. Oyle
Ki; B(t) = Fa(t) = W a(t) + C; ve C; = B(t) — W a(t) ’dir. Teorem 2.3.1.’den ¥, ve C;,
t € T’ye bagl degildir.

Bir de Qa(t) T —yolunu diisiinelim. V¢t € T igin; Onerme 1.5.2. (ii)’den
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Re(ﬂa”(t)) __Red”’(®)

Re(Qa'()) " Rea'(t) (15)
elde edilir. O halde; %,((:)), Q —invaryanttir. (15) ve (12) kullanilarak,
Qa'’ "
Re(0a”(8)  Rep'(t) (16)

Re(Qa’(t)) ~ ReB'(t)

oldugu gorillir. Vt €T igin Onerme 1.5.2. (i)’den (Re(Qa’(t)))2=(Rea’(t))z

kullanilarak (14) esitliginde detQ = —1 yazilirsa;

[(Qa’(®) (Qa” ®)] _ 1ella’@®) o’ )] ay [a'® a'@®)]

. — [B'® B"®)] _
(Re(a’ (1)))”

(Re(a’ (£)))" (Re(a’(t)))z (Re(ﬁ’(t)))z

olur. Boylece;

[(2d’'®) (22" @®)] _ [8'®) B ®)]
(Rew @) (re(p'®))’ S

elde edilir. (16) ve (17) denklemleri kullanilarak Teorem 2.3.1.’den bir tek F € TD* vardir
oyle ki Vt € T igin B(t) = F(Qa(t))’dir. F € TD* nin tekliginden Vt € T i¢in B(t) =
Fa(t) = (W,Q)a(t) + C,’yi saglayan bir tek ¥, € D* ve bir tek C, € R? vardir. Burada
¥, (13) seklindedir ve C, = B(t) — (Y,Q)a(t) dir. Teorem 2.3.1.’den ¥, € D" ve C, €
R2?, t € T’ye bagh degildir.

F € TD alalim. Oyle ki B(t) = Fa(t)’dir. ¥;, ¥, € D* ve C;, C, € R? olmak iizere;
Fa(t) = P a(t) + C; veya Fa(t) = (W,Q)a(t) + C, oldugunu gosterelim. A € D, C3 €
R? olmak iizere; f(t) = Fa(t) = Aa(t) + C; alalm. A € D oldugundan A € D* veya A €

D~ olur.

Kabul edelim ki; A € D* olsun. Teorem 2.3.1."deki teklik kullanilarak, A = ¥, ve
C, = C3 = B(t) — P a(t) elde edilir.
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Kabul edelim ki; A € D~ olsun. K € D olmak iizere; A = KQ ve C; = B(t) —
(KQ)a(t) seklinde olur. Buradan S(t) = (KQ)a(t) + C5 = K(Qa(t)) + C5 elde edilir.
Boylece; B(t) ve Qa(t) T —yollar1 TD' —denktirler. Teorem 2.3.1.’deki teklik kullanilarak
VteTiginK =¥, veC, = C; = B(t) — (Y, Q)a(t) elde edilir.m

. 2 2
Ornek 2.3.10. T = (1, ) olmak iizere; R?’de a(t) = (tz, L ) ve B(t) = (—3t2 + 2,% —

2
1) T —yollar olsunlar. Teorem 2.3.9. kullanilarak; a(t) ™ B(t) denkliginin olup
olmadigina bakalim. O halde; a'(t) = (2t,t) ve a''(t) = (2,1)’dir. Vt € T i¢in Rea'(t) =
2t # 0 oldugundan a(t) regiiler T —yoldur. Vt € T igin [a'(t) a''(t)] = |2tt i| =0

oldugundan a(t) dejenere regiiler T —yoldur. Ayni sekilde; 8'(t) = (—6t,7t) ve B"'(t) =
(—6,7)’dir. Vt € T igin Ref'(t) = —6t # 0 oldugundan B(t) regiiler T —yoldur. Vt € T

icin [8'() B"@®)] =|

—6| _ 3 ; ) B
7t _|_7| =0 oldugundan B(t) dejenere regiiler T —yoldur.

Read''(t) _ 2

2 =1 clde edilir. Ayni sekilde

Ayrica; Rea'(t) = 2t ve Rea'(t) = 2 olup > A "Wl

Rep''(t) _ -6
ReB'(t) ~ -6t

Rea''(t)
Rea'(t)

Rep'(t) = —6t ve RepB"'(t) = —6 olup

= % elde edilir. Buradan

Rep''(t)
ReB’(t)

saglar. O halde; a(t) "°B(t) elde edilir. Burada ¥;, ¥, € D*, C,;,C, € R? olmak iizere;
B(t) = Fia(t) = Y a(t) + C; ve B(t) = F,a(t) = (W,Q)a(t) + C, olacak sekilde iki
tane F = F;, F, € TD vardir. Burada ¥, (8), ¥, (13) formunda ve C; = f(t) — ¥, a(t) ile
C, = B(t) — (W,Q)a(t) t € T’ye bagh degildir.

elde edilir. O halde; Teorem 2.3.9’dan a(t) ve f(t) T —yollar: (12) esitliklerini

i Rep'(t) _ -6t _ ' ) _ |2t —6t] _ 2
Gergekten; e = 2t = 3, [a'(t) B'(D)] = | r 7 | = 20t ve
Rep'(t)
[a'() '] _ 20t . ) _ Rea'(t) (=3 0
Re(@ @) | @OF 5 olmak tzere; Wi =| [a'(t) p't)] Rep'(®) (+5 _3) e D*

(Re(a'(t)))”  Rea'®

. —3t% +2 3 0/t
elde edilir. Aym zamanda C; = f(t) — W a(t) = 72L2_1 —(+5 _3) t2 | =

—3t% 42 —3t? N _
72 1)~ 72 | =(2,-1)€ R? elde edilir. Buradan ¥; ve C;’in t € T’ye bagh
2 2

olmadig1 goriiliir.
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Yine aym sekilde; Re(Qa'(t)) = ((1) _01) (Ztt) _ (Ei) %ﬁ;’(g)) _ —2_6tt _ 3

[(Qa' () B'(®)] = |2t _7it| = 8t% ve [@a'®) '] _ 8 = 2 olmak iizere; ¥, =

—t Re(aa'(t))? — (20)?
ReB'(t) 0
Re(Qa'()) -3 0 N .
(' ®) B'®)] Rep'® |= (+2 _3) € D* elde edilir. Ayn1 zamanda C, = S(t) —

(Re(Qa’(t)))2 Re(Qa'(t))

=3t +2\ 3 0y/—1 0\/(t R W i
o = (7)-(3 DG (E)-(E00)-(%)-

(2,—1) € R? elde edilir. Buradan ¥, ve C,’nin t € T’ye bagh olmadig1 goriiliir.

Teorem 2.3.11. a(t) ve B(t) R?’de dejenere regiiler T —yollar olsun.Vt € T igin;

a(®)™1(t) &

Rea''(t) _ ReB"(t)
Rea’(t) ~ ReB'(t)

(18)

dir. Ayrica; ¥, ¥, € Dy, C1,C, € R? olmak iizere; B(t) = Fia(t) = Yia(t) + C, ve
B(t) = F,a(t) = (W,Q)a(t) + C, olacak sekilde sadece iki tane F = F,, F, € TID, vardir.
Burada ¥; (8), ¥, (13) formunda ve C; = f(t) — P a(t), C, = B(t) — (P,Q)a(t)
seklinde olup t € T’ye bagh degildir.

Ispat: Teorem 2.3.9. kullanilarak gosterilir. m

Teorem 2.3.12. a(t) ve B(t) R?’de dejenere olmayan T —yollar olsun. Vt € T igin;

a()?(t) &

Rea'’(t) _ Rep''(t)
Rea'(t)  ReB'(t)
[©® «"©) _[B'® 8" o)
(Reoz’(t))4 (Reﬁ’(t))4

(19)

dir. Ayrica; Vt € T igin bir tek F € TID vardir 6yle ki (t) = Fa(t)’dir. Buna gore

sadece asagidaki durumlar s6z konusudur:
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(@) vt € T igin [a'(t) a”'(t)] > 0ve [B'(t) B"(t)
(b) Vt € T igin [@'(t) a”(t)] > 0ve [B'(t) B"(t)
(c) Vt € T igin [@'(t) a” ()] < 0ve [B'(t) B"(t)]
(d)Vt e Tigin [a'(t) a'"(t)] < O0ve [B'(t) B'(t)] <O.

[ ] ]
[ ] ]

>0
<0.
>0

(a) ve (d) durumlarinda; ¥, € D*, C; = B(t) — W, a(t) olmak iizere; Fa(t) =
W a(t) + C; saglanir. Burada W, (8) seklindedir.

(b) ve (c) durumlarinda; ¥, € DF, C, = B(t) — (Y,Q)a(t) olmak iizere; Fa(t) =
(W,Q)a(t) + C, saglanir. Burada W, (13) seklindedir.

Y,,¥,, C; ve C, t € T’ye bagl degildir.

Rea''(t) . [a'(®) " (®)]
Rea'(t) (Rea’ ()"

ispat: (=) a(t)™B(t) kabul edelim. Teorem 2.2.8.’den Vt € T igin

fonksiyonlart TID —invaryanttir. Teorem 2.3.1. kullanilarak istenen elde edilir.

(&) (19) esitlikleri saglansin. a(t) ve $(t) dejenere olmayan T —yollar oldugundan Vt € T
icin [a'(t) a”(t)] # 0ve [B'(t) B"(t)] # 0. saglanir. Boylece sadece yukardaki (a), (b),
(c) ve (d) durumlari vardir. (19) esitliklerinden

[« ® " ®]° _ [B'® B"®)]
— 20
(Reoz’(t))4 (Reﬁ’(t))4 (20)

elde edilir. a(t) ve B(t) regiiler T —yollar oldugundan Vt € T igin (Rea’(t))? > 0,
(Rep'(t))? > 0’dur.

vt € T igin (a) ve (d) durumlarinda; (20), (Rea’(t))? > 0 ve (Ref’'(t))? > 0’den

[a'(®) ' ()] _ [B'@®) B ()]
(Reo:’(l:))2 (Reﬁ’(t))2

(21)

saglanir. (21) ve (19) esitlikleri (7)’yi saglar. Boylece; Teorem 2.3.1. kullanilarak, burada
bir tek F € TD" vardir dyle ki ¥, € D*, C; = p(t) — P, a(t) olmak iizere; Fa(t) =
Y, a(t) + €, dir. Burada W¥; (8) seklindedir.

vt € T igin (b) ve (c) durumlarinda; (20), (Rea'(t))? > 0 ve (ReB’(t))? > 0’den
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_lew "] _[B'® ) (22)

(Rea' (1))’ (ReB' (©))”

saglanir. Vt € T icin; (22) esitliginde detQ = —1, Onerme 1.5.2. (i)’den (Re(Qa(t)))z =

2 2 [(Qa’ () (Qa”®)] _ 1o/’ a'' )]
(Rea(t))? ve (Re(Qa(t)))” >0 kullanilarak T AT A

O Ol _ 'O FO] ge edilir. Boylece; VteT igin  L2x®) @O

(Re(a’(t)))z (Re(,B”(t)))2 (Re(Qo:’(t)))2

M olur. Bu esitlik, Onerme 1.5.2. (i) kullanilarak elde edilen
(re(8'®))

Re(Qa''(t)) _ Rea''(t)
Re(Qa’(t)) ~ Rea'(t)

Rea''(t) _ ReB''(t)

esitligi ve (19)’daki Rea' () — Ref'(D

esitligi ile Qa(t) ve B(t) T —yollarmmin (7)’yi

sagladig goriiliir. Dolayisiyla; Teorem 2.3.9. kullanilarak, burada bir tek F € TID vardir dyle
ki ¥, € DY, C, = B(t) — (P,Q)a(t) olmak lizere; Fa(t) = (Y,Q)a(t) + C, dir. Burada
Y, (13) seklindedir.m

Ornek 2.3.13. T = R olmak iizere; R?’de a(t) = (t —2,t> +4) ve f(t) = (t — 1,t% —
2t + 7) dejenere olmayan T —yollar olsunlar. Teorem 2.3.12. kullanilarak; a(t) ™2 B(t)
denkliginin olup olmadigina bakalim. O halde; a'(t) = (1,2t) ve a''(t) = (0,2)’dir. Vt €

T i¢in [a'(t) a''(t)] = |21t (2)| = 2 # 0 oldugundan a(t) dejenere olmayan T —yoldur.
Aymi sekilde; B'(t) = (1,2t —2) ve B"(t) = (0,2)dir. Vt €T igin [B'(t) B"(t)] =

|2t1— 5 (2)| = 2 # 0 oldugundan B(t) dejenere olmayan T —yoldur. Ayrica; Rea'(t) = 1

Rea''(t) _ 0

e — 1= 0 elde edilir. Ayn1 sekilde ReB'(t) = 1 ve Rep" (t) =

ve Rea''(t) = 0 olup

Rep (t) _ 0 _ .- Rea''(t) _ Rep'(t) . )
0 olup ReF O -1 0 elde edilir. Buradan Rea' (D) — ReB' (O elde edilir. Ayrica;
’ " 1 0 ’ " 1 0 T [a'(t) a”(t)]z
= =2 = =2 L — =
@@ a" @] =], H|=2 ve '@ p@1=],,_, |=2din S

’ " 2 ’ " 2 ’ " 2
by e BOBOL _ 4y gy W@ "OF O B”OF o140 egilir. O halde:

1 (Rep’(®))* ~ 1* (Rea’®)* ~ (Rep'®)*

Teorem 2.3.12.°den a(t) ve B(t) T —yollar: (19) esitliklerini saglar. O halde; a(t) 2B (t)
elde edilir. Teorem 2.3.12.”de (a) durumunda; ¥; € D*, C; = B(t) — W, a(t) olmak iizere;
Fa(t) = P,a(t) + C; saglanir. Burada ¥, (8) seklinde ve W, ve C;, t € T’ye bagh degildir.
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_ReB'(® _ 1 _ , , 11 1 |_ [¢'(®) B'®)] _
Gergekten; Rea'(® 1 1, [a'(t) B'(D)] = |2t 2% — 2| =—2 Ve (Rea' ()2
ReB’(t) 0
i _ . . _ Rea'(t) _ 1 0 + _ _
- = —2 olmak iizere; ¥, = [@® B'©®] Rep') | (_2 1) €D ve C; =p(0)

(Rea! (t))? Rea'(t)

1 0
-2 1

2,t> — 2t +8) = (1,—1) € R? olarak elde edilir. Buradan ¥; ve C;’in t € T’ye bagh

lIJloz(t)=(1:—1,t2—2t+7)—( )(t—z,t2+4)=(t—1,t2—2t+7)—(t—

olmadig goriiliir.

Teorem 2.3.14. a(t) ve F(t) R?’de dejenere olmayan T —yollar olsun. Vt € T igin;

a(®)"p(t) &

Rea'(t) ~ ReB'(t)
[a'(t) a"(D)]* = [B'(t) B" (O]
(Rea'(®)" = (Rep'(®)” )

Rea'’(t) _ ReB''(t)
l (23)

dir. Ayrica; Vt € T igin bir tek F € TID, vardir 6yle ki S(t) = Fa(t)’dir. Bu durumda;

sadece Teorem 2.3.12.’deki durumlar vardir:

(@) ve (d) durumlarinda, ¥; € D4, C; = B(t) — W, a(t) olmak iizere; Fa(t) =
Y, a(t) + C; saglanir. Burada W; (8) seklindedir.

(b) ve (c) durumlarinda; ¥, € D4, C, = B(t) — (Y, Q)a(t) olmak iizere; Fa(t) =
(W,Q)a(t) + C, saglanir. Burada W, (13) seklindedir.

Y, ¥, C; ve C, t € T’ye bagh degildir.
Ispat: Teorem 2.3.12. kullanilarak gosterilir. m
Tamim 2.3.15. [14] V bir reel vektor uzay1 olsun. V {izerinde bir i¢ ¢carpim;,

(VXV->R
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olmak {izere asagidaki aksiyomlar ile tanimlanan bir doniisiime denir. u, v € V olmak lizere;
(u, v) seklinde gosterilir.

i) Pozitif belirlilik; vu € V igin (u, u) = 0.

(w,u)=0 ©u=0.

ii) Simetri; Yu, v € V igin

(uw,v) = (v,u).

iii) Bilineerlik; Vc € R, Vu,v € V igin

(cu,v) = c{u,v) = (u, cv)

(W + up, v) = (uy, v) + (uy, v)

<u! 171 + U2> = (u,U1> + (u, 172>

Omegin; R, R iizerinde bir reel vektdr uzayidir ve bu uzayda i¢ carpim VX, Y € R" icin

X = (x1,%2, e, X)) V€Y = (1, V2, ., Yn): Xi, Vi € R olmak tizere;
fXY) =Y %y

seklinde tanimlanir. Bu i¢ carpima, Oklid anlamindaki i¢ ¢arpim veya R™’deki standart i¢
carpim denir. Buradan = 2 icin; u = (uqy,uy), v = (vq,,) € R? vektorlerinin i¢ ¢arpimy;

(u, v) = uyv; + Uy v, seklinde gosterilir.

Lemma 2.3.16. [16] R%*'de y;,y,,2z, Ve 2z, vektorleri i¢in [y, y,][z; z,] =

V1,z1) Y122\, .
det <(3’2'Z1) <Y2'Zz>) dir.

Ispat: [16]’da verilmistir. m

Onerme 2.3.17. R?’deki tiim regiiler a(t) = (x(t),x.(t)) T —yollar iizerinde

(@' ®),a’ (ONa" (),a" (®)—(a’(®),a" (£))?
(Rea! (t))*

fonksiyonu TID —invaryanttir.

Ispat: Lemma 2.3.16.’de y; = z; = a'(t) ve y, = z, = a’'(t) alalim. O halde;

[a'(®) a” (D] = (a'(®), a'(ONa" (), a” (1)) = (a' (1), a" (1)) (24)
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elde edilir. a(t) regiiler T —yol oldugundan Rea’(t) # 0’dir. (24) ve (Rea'(t))* >0

kullanilarak

! n 2 ! ! rn r ! r 2
['®) ") _ (@' @’ OXa").a"(©) _ (@' @).a" (@) (25)

(Rea' (£))* (Rea'(t))* (Rea' (£))*

[«'(®) " ®]* [«'(®) " O]

elde edilir. Teorem 2.2.8.°den Vt € T igin TD —invaryanttir.

(Rea’ (t))* (Rea' (t))*
; 5 > (@ ®a' ®OKa’ ®,a"®)  (a'®).a"®)?
TD —invaryant  oldugundan  (25)’den (Rea ) (Rea )" de

TD —invaryant olup istenen elde edilir.m

Onerme 2.3.18. R?’deki tiim regiiler a(t) = (x(t),x*(t)) T —yollar {izerinde
(a'(t),a’ (®)Na" (t),a” (t)) — (a'(t), a” (t))? fonksiyonu TID; —invaryanttir.

Ispat: Onerme 2.3.17. kullanilarak gosterilir. m

Teorem 2.3.19. a(t) ve B(t) R?’de dejenere olmayan T —yollar olsun.vt € T igin;

a(®)™PB(t) &

Rea''(t) _ ReB'(t)
Rea'(t) ~ ReB'(t)
(@' @®.a' O ()" O)—(a’O.a”" ) _ (B (®).8"ONB" )" () (B"(®),8" 1))
(Rea’ (t)* (ReB'(t)*

(26)

dir. Ayrica; Vt € T igin bir tek F € TD vardir 6yle ki S(t) = Fa(t)’dir. Bu durumda;
sadece Teorem 2.3.12.”deki durumlar vardir:

(a) ve (d) durumlarinda; ¥; € D7, C; = B(t) — ¥, a(t) olmak iizere; Fa(t) =
W, a(t) + C; saglanir. Burada W; (8) seklindedir.

(b) ve (¢) durumlarinda; ¥, € D*, C, = B(t) — (W,Q)a(t) olmak lizere; Fa(t) =
(W,Q)a(t) + C, saglanir. Burada W, (13) seklindedir. ¥;,¥,,C; ve C, t € T’ye bagh
degildir.
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Ispat: (=) a(@®)™pB() oldugunu  kabul edelim. Onerme 2.3.17.°den

(a' (®),a’ (®ONa" @®),a" ®)—(a' (®),a" ())?
(Rea' (t))*

Rea''(t)
Rea'(t)

TD —invaryanttir. Teorem 2.2.8.°den TD —

invaryanttir. Teorem 2.3.12.°de (24) esitligi kullanilirsa; (26) esitlikleri saglanir.

(<) (26) esitlikleri saglansin. (26) ve (25) esitlikleri (19)’u saglar. O halde; Teorem
2.3.12.’den ispat agiktir.m

Teorem 2.3.20. a(t) ve B(t) R?’de dejenere olmayan T —yollar olsun.vt € T igin;

a(®)™18(t) &

Rea''(t) _ Rep'(t)
Rea'(t) ~ ReB'(t)

\
I
(a' (D), a’ (ONa" (), a" (D) — (a'(D), a" (D)) = $ (27)
I
)

(B'(0), B'(OXB" (®), B (D) — (B'(), B" (D))*
(Rea'(t))* = (Ref'(t))?

dir. Ayrica; Vt € T igin bir tek F € TID; vardir 6yle ki B(t) = Fa(t)’dir. Bu durumda;

sadece Teorem 2.3.12.’deki durumlar vardir:

(a) ve (d) durumlarinda, ¥; € D4, C; = B(t) — W, a(t) olmak iizere; Fa(t) =
W, a(t) + C; saglanir. Burada W; (8) seklindedir.

(b) ve (¢) durumlarinda; ¥, € D,, C, = B(t) — (W,Q)a(t) olmak lizere; Fa(t) =
(W,Q)a(t) + C, saglanir. Burada W, (13) seklindedir. ¥;,¥,,C; ve C, t € T’ye bagh
degildir.

Ispat: Onerme 2.3.19. kullanilarak gosterilir. m

2.4. Diizlemsel T —Yollarin Dual Varhk Teoremleri

Bu bélimde TD*Y, TD, TD; ve TD, dual hareket gruplarina gére invaryantlari

bilinen T —yollarin agik denklemlerinin bulunabilecegi gosterilmektedir.
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Teorem 2.4.1. a(t) ve b(t) T de reel degerli siirekli fonksiyonlar olsun. R?’deki tiim a(t)

regiiler T —yollar,

Rea''(t) _
Rea'(t) a(t)
[a'(®) " )]
————=p(t
(Rea"(t))z ®

(28)

denklemlerini saglar ise VC; € D* ve VC, € D igin
a(t) = ¢, [ elle®+eb®)atgy 4 ¢, (29)

dir. Tersine; R?’de (29) formundaki her T —yol, (28) esitliklerini saglayan regiiler bir
T —yoldur.

Ispat: a(t) ve b(t) T de reel siirekli fonksiyonlar ve a(t), R?’de (28) esitliklerini saglayan

.. _ # N 5 i -1 _ ReB [A B] . e _
regiiler T —yol olsun. Onerme 1.4.11. (i)’deki BA™" = —TE (ReA)? ozdesliginde B =
o (t) ve A = o' (t) alinirsa; @ (£) (' (£)) " = 22D 4 2O O] o gy 5 deslik ve

i Red'(t) (Rea' (1))? ’ $

(28) ile a”(t) = (a(t) + eb(t))a’(t) elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii i¢in;

do;’t(t) = (a(t) + eb(t))a’(t) oldugundan daoi;((t? = (a(t) + eb(t)) dt yazhr. Integral
alinirsa f"‘a“,'((t;) = [(a(t) + b(t)) dt bulunur. Boylece; Ina’(t) = [(a(t) + eb(¢)) dt +

InC; olur. Buradan Ina'(t) —InC; = [(a(t) + eb(t)) dt ve lnalc(t) = [(a(t) +

eb(t)) dt olup ac—(t) = e/@®+eb(®)dt ¢]de edilir. Diizenleme yapilirsa;
1

a'(t) = ¢ el @+eb@)at )

olur ve tekrar integral alinarak a(t) = [ C,eJ(@®O+ebMdt 1 ¢, hylunur. Béylece; €y, C, €
D olmak iizere; bu diferensiyel denklemin genel ¢oziimii a(t) = C, [ e/@®+eb®)at 4 ¢,
olarak elde edilir. Boylece; Vt € T i¢in a(t) regiiler bir T —yol oldugundan bu denklemden
C, # 0 olup iistelik C; € D*’dir.
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Tersine; a(t) regiiler T —yolun (29) formunda oldugunu kabul edelim. (28) denklemlerini

sagladig1 kolaylikla goriiliir. m

Ornek 2.4.2. T = (0,) ve a(t) = b(t) = 1, T’de reel siirekli fonksiyonlar1 alalim. Bu
durumda; a(t) egrisi (29) esitligini saglar ve a(t) = leef(“e)dt + C, olacak sekilde
genel ¢oziime sahiptir. Burada; C; € D%, C, € D’dir. Gergekten;

a(t) = ¢, [eJ+Ddt L ¢, = ¢, [et*etdt 4+ C, = C, [ etectdt + C, elde edilir. Burada;

(et)? n (et)3
2! 3!

et )dt + C, seklinde elde edilir. Buradan; a(t) = C; [(et + cett)dt + C, = C, [ etdt +

et =1+¢et+ + .-+ = 1 + et agihm kullamlarak integral a(t) = C; [ e*(1 +

Cie [ ettdt + C, = Cie* + Cie(tet — eb) + C, elde edilir. Burada C; = ¢; + €c¢,, € DY ve
C, = ¢, + &cy, € D olmak lizere; a(t) egrisinin genel ¢ozimii a(t) = ciet + ¢, +

e(c tet — ciet + cq.et + ¢y,) seklinde elde edilir.

Teorem 2.4.3. a(t) T de reel siirekli fonksiyon olmak iizere; R?’de dejenere regiiler T —Yol

a(t) icin

Rea'’(t) _
Rea’(t) - a’(t) (31)

olsun. Bu takdirde; VC; € D* ve VC, € D igin

a(t) = ¢, [ele®atgr 4 ¢, (32)

dir. Tersine; R?’de (32) formundaki her T —yol, (31) esitligini saglayan dejenere regiiler bir
T —yoldur.

Ispat: R?’de her dejenere regiiler T —yol icin [a’(t) a”(t)] = 0 oldugunu biliyoruz.

Rea O 0’dir. Buradan

Ayrica Vt € T igin Rea'(t) # 0’dir. Boylece; Vt € T igin

anlasiliyor ki bu durum Teorem 2.4.1.in 6zel bir halidir. (29)’da b(t) = 0 alinirsa istenen

¢Oziim elde edilir. m
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Ornek 2.4.4. T = R ve a(t) = 1, T’de reel siirekli fonksiyon alalim. b(t) = 0 olsun. Bu
durumda; a(t) egrisi (31) esitligini saglar ve a(t) = C; [ e/ 19tdt + C, olacak sekilde genel
¢oziime sahiptir. Burada; C; € D%, C, € D’dir. Gergekten;

a(t) = C, [el1dt + C, = C, [ etdt + C, = C,et + C, elde edilir. ¢, = ¢; + ec,, € D*
ve C, = ¢, + €c,, € D olmak iizere; a(t) egrisinin genel ¢oziimii a(t) = ciet + ¢, +
e(ci.et +cy,) elde edili. Oyle ki; Vt €T icina'(t) = (cre + ¢y, cp.eb + cp,) dir.
Rea'(t) = c;et + ¢, # 0 oldugundan a(t) egrisi regiilerdir. Ayrica; a''(t) = (c,et +

cet+c, cet+c,

t ! " _
Cy,Cq14€ +c ve a(t) a (t)| =
wenet 6 Ve [0 @' @=| 1 2 T

=0 olup a(t) egrisi

) ) e Rea’(t) Cl_et 4 . g o e g
dejeneredir. Teorem 2.4.3.’{in Red'(© = Cyot = 1 = a(t) seklinde saglandig1 goriiliir.

Teorem 2.4.5. a(t) ve b(t) T de reel degerli siirekli fonksiyonlar olsun. a(t) nin R?’de

dejenere olmayan T —yol oldugunu kabul edelim. Bu durumda Vt € T igin

Rea''(t)
Rea'(t) a(t)
[«'®) «"® _

— = = b4(t

(Reoz’(t))4 ( )

(33)

esitlikleri saglanir.
i) Vt € T i¢in b(t) # 0’dur.

ii) Vt € T igin [a'(t) a”(t)] > 0 durumunda; VC; € D*, VC, € D ve t, € T igin

olmak tizere;
a(t) = ¢, [ el @Orepitgs 1 34
dir.

iii) Vt € T igin [a'(t) a’'(t)] < 0 durumunda; VC, € D*, VC, € D ve t, € T igin

olmak iizere;

a(t) = C, [ ef@®-eb®atge 4 c, (35)
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dir.

Tersine; Vt € T i¢in b(t) # 0 durumunda, R?’de (34) ve (35) formundaki her T —yol

dejenere olmayan ve (33) denklemlerini saglayan bir T —yoldur.

Ispat: i) a(t) R?’de dejenere olmayan T —yol olsun. Vt € T icin [a’(t) a’(t)] # 0’dir.

« @) o' @®)

b2(t) = | L olup vt € T igin b(£) # 0 oldugu gorilliir.
(Rea' (1))

Diger durumlarin ispatlarina bakalim. Burada da iki durum vardir:

i) V¢t € T icin [a'(£) a” ()] > 0°dir.
iii) V¢ € T icin [a'(t) a” ()] < 0°dir.

(i) durumunda;

[« @® ' ®)]

— B2
(Rea’(t))4 = b(&) (36)
. . Rea''(t) _ [a' (@) ' (©)] _ . . ot

denkleminin e (0 a(t) ve —(Rea,(t))z = b(t) sistemine denk oldugu goriiliir. Teorem

2.4.1.’den sistemin genel ¢oztiimii (34)’deki gibidir.

[«/(®) )] _

Benzer sekilde; (iii) durumunda; (36) denklemi Rea @Y —b(t)’ye denktir. (33)
ea

denklem sistemi 26 — a(t) ve % = —b(t) denklem sistemine denktir. Teorem
ea

Rea'(t)
2.4.1.’den, sistemin genel ¢6ziimii (35)’deki gibidir.

Tersine, Vt € T igin b(t) # 0 oldugunu kabul edelim. a(t) T —yolunun (34)’deki
gibi oldugunu kabul edelim. Buradan (33) elde edilir ve a(t)’nin dejenere olmayan T —Yyol
oldugu goriiliir.

Benzer sekilde; a(t) T —yolunun (35)’deki gibi oldugunu kabul edelim. Buradan,

(33) elde edilir ve a(t)’nin dejenere olmayan T —Yyol oldugu goriiliir. m
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Teorem 2.4.6. a(t) ve b(t) T’ de reel siirekli fonksiyonlar olsun. a(t)’nin R?’de dejenere

olmayan bir T —yol oldugunu kabul edelim 6yle ki Vt € T igin

Rea''(t) _
Rea'(t) a(t)

(@' (@), ONa" ®),a" (®)—(a' (©),a" ())?
(Rea' (t))*

(37)

=b(t)

denklemleri saglanir. O halde;

i) Vt € T i¢in b(t) # 0.
i) Vt € T igin [a'(t) a’'(t)] > 0 durumunda; a(t), (34)’deki gibidir.
iii) Vt eTigin [a'(t) a”(t)] < 0 durumunda; a(t), (35)’deki gibidir.

Tersine; Vt € T i¢in b(t) # 0 durumunda, R?’de (34) ve (35) formundaki her T —yol
(37)’deki gibi dejenere olmayan T —yoldur.

Ispat: a(t)’nin (37)’daki gibi R?’de dejenere olmayan bir T —yol oldugunu kabul edelim.
(25) ve (37) kullanilarak, (33) ve (37)’nin bu sisteme denk oldugu goriiliir. Teorem 2.4.5.

kullanilarak ispat elde edilir.m
2.5. Dual Diizlemsel Egrilerin Tipleri ve Invaryant Parametrizasyonlari

Bu boliimde bir egrinin invaryant parametrizasyonu kullanilarak, dual diizlemsel
egrilerin denklik problemi, dual diizlemsel T —yollarin denklik problemine indirgenerek

¢Oziilmektedir.
Ji=(a,b) S RveJ, =(c,d) € Rolsun.

Tanim 2.5.1. [1] Vr € ], igin @'(r) > 0 ve B(r) = a(<p(r)) olacak sekilde bir ¢: ], = J;
¢ @ —difeomorfizmi var ise R?’de a(t) J; —yolu, B(r) J, — yoluna d-denk denir. R?’de d-
denk yollarin bir smifi & R?’de bir egri olarak adlandirilir. Bir a € &€ J; —yolu, & egrisinin
bir parametrizasyonu ve f(r) = a(¢(r)) J, — yolu da @’nmin ¢ ile yeniden parametrelenisi

olarak ifade edilir.
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a,’ler & egrisinin parametrizasyonlari olmak iizere R?’de bir & = {a;, k € K} egrisi

olsun. YF € TD igin F& = {Fay, k € K} de R?’de bir egridir.

Ornek 2.5.2. ], = (1,0) ve J, = Goo) olsun. R?’de bir J; —yol a(t) = (ef, t3 + t2)
alalim. B(r) = a(¢(r)) kosulunu saglayan bir ¢: J, - J; €@ —difeomorfizmi ¢(r) = 3r

olsun. Buna gére; a’nin ¢ ile yeniden parametrelenisi S(r) = (e3",27r3 + 9r2) olur. O

halde; a(t) ve B(r) d-denktir.

Tamm 2.5.3. R?’de & ve 7 egrilerine, n = FE& olacak sekilde bir F € G var ise G —denktir

denir.
Tamm 2.5.4. Bir & egrisine, regiiler bir | —yola sahipse regiiler egri denir.

Onerme 2.5.5. &, regiiler bir egri olsun. O halde; Va € & parametrizasyonu bir regiiler

J; —yoldur.

Ispat: &, regiiler bir egri olsun. O halde; &’nin a(t) = (x(t),x.(t)) gibi bir
parametrizasyonu vardir dyle ki /; = (a, b) S R olmak tizere; a(t) bir regiiler J; —yoldur.
Buradan; Vt € J; i¢in Rea’(t) = x'(t) # 0’dir. B € ¢ de herhangi bir parametrizasyonu
olsun. 8, a’ya d-denk oldugundan bir ¢: J, — J; €® —difeomorfizmi vardir 6yle ki Vr € J,
icing'(r) >0ve B(r) = a((p(r))’dir. vt € J; igin x'(t) # 0 oldugundan ve Vr € J, igin

B(r) =a(pr)) = (x(go (r)), X (go(r))) ifadesinde her iki tarafin tiirevi alinirsa;

B'(r) = ¢'(Ma'(¢() = (¢'(Mx' (), @' (Nx.(p()))

oldugundan; ReB’'(r) = @' (r)x'(¢(r)) elde edilir. Vr € J, i¢in ¢'(r) > 0 ve x'(p(r)) #
0 oldugundan Rep’(r) # 0 olup B (r) nin regiiler bir J, —yol oldugu goriiliir.m

Tamim 2.5.6. Bir ¢ egrisine, dejenere olmayan bir / —yola sahipse dejenere olmayan egri

denir.
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Onerme 2.5.7. &, dejenere olmayan bir egri olsun. O halde; Va € & parametrizasyonu bir

dejenere olmayan J; —yoldur.

Ispat: &, dejenere olmayan bir egri olsun. O halde; &’nin a(t) = (x(t), x.(t)) seklinde bir
parametrizasyonu vardir 6yle ki J; = (a,b) € R olmak lizere; a(t) bir dejenere olmayan
J: —yoldur. Buradan; VteJ], i¢in [a'(t) a”(t)] # 0’dir. B €&, herhangi bir
parametrizasyon olsun. 8, a’ya d-denk oldugundan bir ¢:J, —» J; €®? —difeomorfizmi
vardir 6yle ki Vr € J, i¢in @' (r) > 0 ve B(r) = a(@(r))’dir. Vt € J; i¢in [a'(t) a''(t)] #
0 oldugundan ve B(r) = a(¢(r)) ifadesinde her iki tarafin 1. ve 2. dereceden tiirevleri

alinirsa;
B'(r) = (alp()) = =alp() = ') (p(r))
ve
B" () =L (B'™) = = (¢' () (p(r)
=" (Ma'(p) + ¢'Ma" ()’ (r)
= 0" (Ma'(p(1) + (¢’ ()" (p(r))
olarak elde edilir. O halde;
[8'(r) B" (] = [¢' (' @) ¢" e (9(r)) + (@' ))2a" (@(r))]
=o' e’ (p() ¢" e’ ()] +
[0/ M) (9'®) @ (p()]
=¢'Me"M[a'(p(M) a'(eM)] + (') (p(1)) " ()]

bulunur. Burada Vre€j, igin [a’(go(r)) a'((p(r))] =0, ¢'(r)>0 e
[a'(¢(r) a"(¢())] # 0 oldugundan [B'(r) B"(r)] # 0’dir. O halde; B(r) dejenere

olmayan J, —yoldur.m

Simdi; R?’de dejenere olmayan egrilerin tiplerini tanimlayalim.
] =(a,b) € R, a < b olmak iizere; R?>’de a(t)’yi dejenere olmayan bir J —yol
alalim. a < p < q < b olacak sekilde p, g € R igin
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_ alld'® "]
l“(p'q)_fp (Rea' (t))2 dt (38)

tanimlayalim. a(t), R?’de dejenere olmayan bir ] —yol oldugundan a < p < q < b olacak

sekilde p, q i¢in 1, (p, q) > 0’dir.
lo(a,q) = ;igrcll la(p,q) < 400
ve
la(p, b) = lim lo(p, ) = +oo

limitleri mevcuttur ve burada sadece dort tane durum s6z konusudur:
)0 < l,(a,q) <+, 0<l,(p,b) < +o0
i) 0 <ly(a,q) <+, l,(p,b) = 400
i) ly(a,q) = +00,0 < l,(p,b) < 40

iv) l,(a,q) = +oo, l,(p,b) = +©

l=1,(aq)+1l,(p,b)—1,(p,q) tamimlayalim. (i) ve (ii) durumlarinda; a’ya
“(0,1) —tipinde” (ya da, ayr1 ayr1 (i) durumu igin “I < 400 —tipinde”, (ii) durumu igin, [ =
+oo  karsilk geldiginden a’ya “(0,+o0) —tipinde”) denir. (iii) durumunda «,
“(—o0,0) —tipinde” ve (iv) durumunda “(—oo,+o0) —tipinde” olarak adlandirilir. Tim
durumlar p, g € J’lerin se¢iminden bagimsizdir. [ < 400, (0, +0), (—,0) ve (—oo, + )

olmak iizere; tiim tiplerde /] —yollar vardir. a J —yolunun tipi L(«) ile gosterilir.

Ornek 2.5.8. T = (a,b) ve a < b olmak iizere; R?’de bir T —yol a(t) = (e’,ef(t + 1))

alalim. p,q € T ve p < q olsun.

a'(t) a''(t)

La( )—fqudt—fqe—ndt—fqldt— — p elde edilir
a p:q - P (Rea’(t))2 - p e2t - P _q p .

)T = (0,0), l < oo alalim. Bu durumda;
1(0,q) = lim l,(p,q) = lim(q —p) = ¢q
p—0 p—0

ve
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le(p,D) =limlo(p,q) =lim(g —p) =L —p
elde edilir. Boylece;

I=100,¢) +le(p,D = la(p.@) =q+1—-p—(qg—p) =1
olur. Bu durumda egri; | < +oco —tipindedir.

i) T = (0, o0) alalim. Bu durumda;

l(0,9) = lim I (p, q) = lim(q —p) = q
ve

la(p, ) = lim l,(p, q) = lim(q —p) = +oo
elde edilir. Boylece;

1=1,00,9) +ls(p,®) - lu(pg) =q+0—qg+p=0
olur. Bu durumda egri; (0, o) —tipindedir.

iii) T = (—o0,0) alalim. Bu durumda;

lg(—c0,q) = lim lo(p,q) = lim (g —p) = +oo
ve

la(p, 0) = lim L, (p,q) = lim(q — p) = —p
elde edilir. Boylece;

l=1g(=0,0) +1,(»,0) = lo(p,g) =0 —p—-q+p=c0
olur. Bu durumda egri; (—oo, 0) —tipindedir.

iV) T = (—o0, +0) alalim. Bu durumda;

lo(—c0,q) = lim lo(p,q) = lim (g —p) = +oo
ve

la(p, ) = lim l,(p,q) = lim (g —p) = +oo
elde edilir. Boylece;

I =14(=00,q) +1la(p,+) = la(p,q) =0+ 00— (q—p) =00
olur. Bu durumda egri; (—oo, +00) —tipindedir.
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Onerme 2.5.9.1) @, J; —yol ve B, J, —yol R?’de dejenere olmayan yollar olsun. a(t) "°B(t)
ise L(a) = L(B)’dir.

i) a ve B, dejenere olmayan bir ¢ egrisinin parametrizasyonlari ise L(a) = L(f)

olur.

Ispat: i) a ve B, R?’de dejenere olmayan yollar ve a(t) TP (t) oldugundan Teorem 2.3.12.

@ " © _[8'©® ")
(Rea’ (0)" (Rep’ ()"

geregi (19) esitlikleri saglanir. (19)’dan [ esitligini alalim. Burada

[« @ " @]l _ [[8'® 8"l 39
(Rea (1))* (Rep'(D)* (39)

esitliginin saglandigi agiktir. O halde; dejenere olmayan a ve 8 yollar1 igin (39) kullanilarak

_alld® " @] . _ callB’® B Ol 5, _
la(p' q) - fp (Rea’(t))z dt - fp (Reﬁ’(t))z dt - lB (pﬁ q)

elde edilir. Boylece; [ =1,(a,q)+ l,(p,b) —l,(p,q) ifadesi, f igin de aymdir.
Dolayisiyla; L(a) = L(B)’dir.

i) a ve B, R?’de dejenere olmayan bir & egrisinin parametrizasyonlari olsun. Onerme 2.5.7.
geregince a Ve [ yollar1 da dejenere olmayan yollardir. Tanim 2.5.1. geregi a ve 5, dejenere
olmayan bir & egrisinin parametrizasyonlar1 oldugundan d-denktir. Yani bir ¢: J, = (¢, d) -
J1 = (a,b); @'(r) > 0 fonksiyonu i¢in B(r) = a(¢(r))’dir. L(a) = (0,1) olsun. B(r) =

a(o(r)) ifadesinde her iki tarafin 1.ve 2. dereceden tiirevleri alinirsa;
B'(r) = (alp())) =alp() = ') (p(r))
ve
B"() = (B (™) = = (9’ (p(r)
=" (Ma'(p() + ¢'Ma" (p())e'(r)

=¢"(Ma'(e(M) + (¥'(r)*a" (p(1)
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olarak elde edilir. O halde;
[B'() B (] = [¢'Ma'(p() ¢"@a’'(p() + (¢'(r))2a” (p(r))]
= [o'Ma'(p() @"™a'(p()] +
[0’ @) (0'@)) a"(0()]
=¢'Me" M[a'(p(M) a'(9M)] + (' (M)*[a'(0()) " (@ ()]
elde edilir. Burada vr € J, igin [a’(@(r)) a'(@(r))] = 0 olup

[B'(r) B"(r)] = ((p’(r))3[a'((p(r)) a”(<p(r))] elde edilir. Buradan c<p<g<d

olmak tizere;

L) = (@8l
5D = J; P (rels ) r

a)la' (o) (0

= (» (’(<p(r))))

_(a |(<P'(r))3[a'(<p(r)) a”(tp(r))]|
P @ 02(re(a (0)))

_ (Al @)@ (em) " (em)]
’ <<P’(r)>2(Re(a’(<p(r))))

(@' (r))dr

_ calle’(em) a" (@)l ,
b ey O

elde edilir.. Burada ¢(r) = t doniisimi yapilirsa; ¢'(r)dr = dt kullanilarak

fq| a'(t) o (t)]l

— la ,
(re@@) @)

lﬁ(P q) =

elde edilir. Buradan; [ =1,(a,q)+l,(p,b) —l,(p,q) ve I=1lz(c,q) + (P, d)—

lz(P,q) esitliklerinde lg(c,q) = limlg(p,q) = lim l,(p,q), (P, d) = lim lz(p,q) =
p-c p-a q—d

(llirré lo(p, @) ve lz(B, @) = l,(p, q) kullamlarsa [ = [ elde edilir. O halde; L(8) = (0,1) olur.

Dolayisiyla; L(a) = L(B)’dir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir. m
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Ornek 2.5.10./;, = (0,1) veJ, = (O, %) olsun. R?’de bir J; —yol a(t) = (e, et + t) alalim.
B (r) = a(e(r)) kosulunu saglayan bir ¢:J, — J; C® —difeomorfizmi ¢(r) = 2r olsun.
Buna gore; R?’de bir /, —yol B(r) = (e?",e?" + 2r) olur. O halde; a(t) ve 5 (r) d-denktir.

Simdi a ve B egrilerinin tiplerini belirleyelim. a(t) = (ef, et + t) olmak iizere;

t
@/() = (et +1) ve @"(0) = (e, eV din. ['(®) a"(®)] = | | ] =—e’ elde
edilir. Ayrica Rea'(t) = e dir. O halde; p,q € J,; ve p < q olsun.
_calld®"®ll 5, caet . cal a4 __pa g _p
@) = J) ooy 4t = mmdt =f) dt = [Jetdt =—e™ +e elde

edilir.
l,(0,9) = lin(l) l.(p,q) = liné(—e‘q +eP)=—eT+1ve

p— p—
l,(p,1) = lin} l,(p,q) = lirq(—e‘q +e7P) = —e~1 + e7P elde edilir.

q- q-
[=1,0,q9) +1,(p,1)—l,(p,g) =—e 9+1—el+eP+teT—eP=41-e1<
oo elde edilir. O halde; a egrisi (0, 1) —tipindedir.

L) = (e?",e?" + 2r) olmak iizere; B'(t) = (2e?",2e?" +2) ve B"(r) =

(4?7, 2e7ydin. [B'(r) ()] =, 2¢"  4er
’ ' 2e ZT +2 2e?
RepB'(r) = 2e?"dir. O halde; p, g € J, ve p < g olsun.

= 8e?" elde edilir. Ayrica

~ _ _ alls'@ "l qse’” q2 q00=2r g — _ 91 -p
(P9 = J; Geganz =y aerdr =17 s dr = [ 2e7*dr = — 2e79 + 2e

elde edilir.
1 (0,g) = lim s (5, @) = lim(~2¢77 + 2¢77) = —2¢ T + 2 ve

1 —
lg (15, ;) = hm lﬁ(P, q) = Ll_r)ri( 2791+ 2e7P) = —2e"z + 2e P elde edilir.

- 1 —_ -— —_
I=1O0D+ 1 (p5) - B =-2T+2-2e2+2e P +2e - 27 =+2+
1
—2e 2 < oo elde edilir. O halde; g egrisi de (0,1) —tipinde olup denk olan bu iki egrinin

tiplerinin de ayni1 oldugu elde edilir.

Tammm 2.5.11. Bir a« € £ J —yolunun tipi, dejenere olmayan ¢ egrisinin tipi olarak

tanimlanacaktir ve L(§) olarak gosterilecektir.

Onerme 2.5.12. £ ve n, R?’de dejenere olmayan iki egri olsun. & ™ ise L(§) = L(n)’dir.
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Ispat: & ve n, R?’de dejenere olmayan egriler olduklarindan Onerme 2.5.7. geregi; & nin her
« parametrizasyonu dejenere olmayan J; —yol ve ayni sekilde n’nin her § parametrizasyonu
dejenere olmayan J, —yoldur. O halde; & ™y oldugundan Va € & ve VB €7 igin
a ™ p’dir. Onerme 2.5.9. (i) kullanilarak a J; —yolu ile B J, —yolunun tiplerinin ayn
oldugu goriliir. Yani L(a) = L(f)’dir. Tanim 2.5.11.’den a € & J; —yolunun tipi, dejenere
olmayan ¢ egrisinin tipi ve ayni sekilde § € n J, —yolunun tipi, dejenere olmayan n egrisinin
tipi olarak tanimlandigindan & ve 7 egrilerinin tiplerinin ayn1 oldugu elde edilir. Dolayistyla
L(§) = L(n)’dir.m

Simdi; R?’de dejenere olmayan bir egrinin invaryant parametrizasyonlarini
tanimlayalim. | = (a,b) olmak iizere a(t) R?’de dejenere olmayan bir / —yol olsun.
Asagidaki her bir tip i¢in s, (t) yay uzunlugu fonksiyonunu tanimlayalim. [ < 400 olmak

uzere;
L(a) = (0,1) durumlarinda; s, (t) = [,(a,t),
L(a) = (—o0,0) durumunda; s, (t) = —L,(t, b),

L(a) = (=90, +o) durumunda; R’nin her / = (a, b) acik araliginda sabit bir a; noktasi

belirlenerek (J = (—, +00) ise a; = 0 alinir.) s,(t) = l,(a;, t) alalim.

Vvt € ] igin s, (t) > 0 oldugundan s, (t)’nin ters fonksiyonu vardir. Bunu da t,(s)

ile gosterelim. t, (s) nin tanim kiimesi L(a)’dir ve Vs € L(a) igin t;(s) > 0’dur.

Onerme 2.5.13. J; = (a,b) S R olmak iizere a, R?’de dejenere olmayan J; —yol ve J, =

(c,d) € R olsun. Bu takdirde;
i) Bir F € TD i¢in spe(t) = s,(t), Vt € J; ve Vs € L(a) igin tp,(s) = t ().

i) ¢:], = (c,d) = J; = (a,b) (r = () = t) € —difeomorfizm olmak iizere;

Sa(p)(T) =S4 (o(1)) + so ve Vs € L(a) igin ¢ (ta((p)(s + SO)) = t,(s) esitlikleri saglanir
oyle ki Vr € J, igin ¢'(r) > 0’dir. Burada L(a) # (—0,+») i¢in s, =0 ve L(a) =

(—OO, -|-OO) 1(;11’1 So = la((p(afz)’ a]1)’dlr'
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t |[(Fa(u)), (Fa(u))”” du =

2

Ispat: i) FeTD olsun. Bu takdirde; sgp.(t) =lim [ -
p—-a”P (Re(Fa(u)))

li fpt%du =1,(a,t) = s,(t) elde edilir. Buradan; Vs € L(a) igin tp,(s) =
p—a

t,(s) dir.

i) a, J; —yol; B, J, —yol olmak tizere; L(a) = (—oo0,+0) olsun. t = ¢ (r) i¢in a(@(r)) =

B(r) olsun. O halde; 1. ve 2. dereceden tiirevler;
B = (alp()) = Lalpr) = ¢’ (e (p(r)
ve
B"() =L (B'™) = (o' () (p(r)
=" (Ma'(p() + ¢'Ma" ()’ (r)
= 0" (' (p() + (@' ()" (p(r))
olarak elde edilir. O halde;
[8'() B (] = [’ () ¢" (M) () + (@' 1))2a" (p(1))]
= [’ (p(M) ¢" e ()] +
[0 ) (9'®) @ (p()]
= ¢'(Me" M (e(M) a'(0(M)] + (@' ) *[a'(0(M) a"(p(M)]
elde edilir. Burada Vr € J igin [a’(<p(r)) a’(<p(r))] = 0 olup
[8'() B ()] = (o' ))*[e () a"(p(r))] elde edilir
Bir a;, € J, i¢in

_ o B B W]
Sa(p) (1) = sp(r) = fajz Wdu

_ (7 lle(e@) a"(w(uz))]ldu
a, (Re(a’(go(u))))
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o 0 @)’ e (ea) o (e

=/, —du
J2 ((pr(u))2<Re(a’((p(u))))

_ o |0 a)[e (o) @ (e
aj, ((p’(u))z(Re(a’((p(u))))

(¢’ (w))du

r|[e (pw) a" ()] ,
a 7 (' (w)du
T2 (Re(a’((p(u))))

olur. Burada ¢ (u) = v déniisiimii yapilirsa; ¢’ (u)du = dv kullanilarak

fw(r) [a' @) a"' W)]]

B |
Sa((p)(r) — Jo(ay,) (Re(ot’(v)))2

olur. Bir a;, € J; segilerek bu integral

fah [’ @) tx”(v)]ldv o) |[a’' @) a”(V)]Idv

Sa(p)(1) = o(ay,) (Re(OC’(v)))2 R (Re(a’(v)))z

= la((p(alz)’ a]1) + la(ah’ <p(r))
sekline doniisiir. Boylece; so =1, ((p(ajz), ah) olmak iizere; Sq(p)(1) =50 +
Sq ((p (r))’dir. Ayrica @ (ta((p)(s + SO)) = t,(s)’dir. Gergekten;

@ (ta(q))(s + SO)) =@ (tﬁ (S + 50))
=9 (tﬁ (Sa(fp)(r)))
=¢ (tﬁ (sﬁ(r)))

= ¢(r)
=t
= ta(s)
elde edilir. L(a) # (—o0, +) i¢in s, = 0 olur.m

Sonu¢ 2.5.14. ¢ dejenere olmayan bir egri ve a € ¢ olsun. a(t,(s)) &’nin bir

parametrizasyonudur.
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Ispat: Tanim 2.5.1.°e gore; a, J; —yol, @:], = J; C® —difeomorfizmi ve r - t = ¢(r)
olmak tizere; Vr € J, i¢in ¢@'(r) > 0 kosulunu sagliyorsa S(r) = a(@(r)) a’nmn ¢ ile

yeniden parametrelenisi oldugundan % (te(s)) = % > 0 saglanir ve buradan t;,(s) > 0

dt

oldugu goriilir. O halde; a(t,(s)), a’nin bir parametrizasyonudur.

Tanim 2.5.15. Dejenere olmayan bir & egrisinin bir a(t,(s)) parametrizasyonu, & nin bir

invaryant parametrizasyonu olarak adlandirilir.

Tamim 2.5.16. Dejenere olmayan bir ¢ egrisinin tiim invaryant parametrizasyonlarinin

kiimesi Ip (&) ile gosterilecektir.
Sonug 2.5.17. ] = L(§) olmak lizere; VB € Ip(§) bir J —yoldur.
Ispat: Aciktir.m

Onerme 2.5.18. £ dejenere olmayan bir egri, a € & ve ] = L(§) olmak iizere; a bir J —yol

olsun. O halde; asagidaki durumlar denktir:
i) @, &’nin bir invaryant parametrizasyonudur.

a'(s) a(s)]|

i) Vs € L(&) igin Rea' )2 1°dir.

iii) Vs € L(&) igin s, (s) = s’dir.

Ispat: (i)=(ii) a € Ip(&) olsun. B € & | —yolunu alalim &yle ki; a(s) = ,B(tﬁ (s)). Onerme
2.5.13. kullanilarak; s, (s) = Sp(t B)(s) = sp (tﬁ (s)) + 5o = s + s( yazilir. Her iki tarafin

dsa(s) _ |[a’(s) a” ()]
ds (Rea'(s))?

tiirevi alinirsa sq, s’ ye bagl olmadigindan = 1 elde edilir. Dolayisiyla;

[a'(s) & (s)]|

. _ .
Vs € L(§) igin Red @) = 1 elde edilir.

a'(s) a"(s)]|

o o dsa(s) _
(i)=>(iii) Vs € L(¢) i¢in (Rea (5))? =

= 1 alalim. s,(s)’nin tanimi kullanilarak;

[[¢'(s) a (9)]]

Rea 2 1 elde edilir. Buradan integral alinarak; ¢ € R olmak tizere; s,(s) =s + ¢
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olur. L(&¢) # (—o0,+) durumunda; Vs € L(&) igin s,(s) =s+c ve s,(s) € L(§)
oldugundan ¢ = 0’dir. Boylece; s,(s) =s olur. L(§) = (—o0,+00) durumunda; J =
(—o0,+) igin a; = 0 alnarak s,(s) = la(a],s) =1,(0,5) = s + ¢ esitliginden; 0 =

[,(0,0) = colur ve s,(s) = s elde edilir.

(iii)=(i) Vs € L(¢) igin s,(s) = s olsun. O halde; t,(s) = s’dir. Bu nedenle; a(s) =
a(tq(s)) € I,() olur.m

Ornek 2.5.19.T = (2,1 + e) olsun. R?’de bir T —yol a(t) = (et + 1,t — 1) alalm. a(t) €
& olacak sekilde bir & egrisi  alalim. p,q €T vep < qolsun. l,(p,q) =

fq [[a’ (@) a" @®]|

e qe_t — (1, -tgy — _,-t19 — _,—q -p T .
P (Rea(©)’ dt = [ —dt=["e"fdt =—e*|] = —e~7+ " elde edilir. O halde;

1,(2,9) = lirr% l,(p,q) = lirr%(—e_q —eP)=—94¢72 ve l,(p,1+e) =
p— p—
. — q —p=d _ p—P) — _ —1—e —po3;
qE’fle l.,(p,q) ql_l)rlr}re( e e’ P) e + e P’dir.

L=1,2,Q)+1l,(p1+e)—ly(pq) =—€e T+e?—e 1 +ePte1—e?P =
e ?2—e"17¢ < oo olur. Bu durumda egri; (0, 1) —tipindedir. Vt € T icin [a'(t) a''(t)] =

|et et|
1 0
olmayan bir T —yola sahip oldugundan Tanim 2.5.6. geregi dejenere olmayan bir egridir.

= —e' # 0 oldugundan « dejenere olmayan bir T —yoldur. & egrisi dejenere

a(t) T —yolunun, dejenere olmayan ¢ egrisinin invaryant parametrizasyonu olup

l[e’® a" O] _

olmadigma bakalim. (rea ©)’ =e '+ 1 oldugundan a(t) T —yolunu, dejenere
ea

olmayan ¢ egrisinin bir invaryant parametrizasyonu olacak sekilde yeniden
parametrelendirelim. L(a) = (0,1) oldugundan s,(t) = [,(2,t)’dir. Dolayisiyla; s,(t) =
1,(2,t) = %}i_rg l,(p,t) = Li_rg(—e‘t —eP)=—et+e72 olur. Buradan;, s,(t) =s=
—e '+ e72 oldugundan diizenleme yapilirsa t =In(e 2 —s)~! elde edilir. B(s) =
a(t(s)), J =(0,e7?2 —e~17¢) — yolu da a@’nin ¢ ile yeniden parametrelenisi olarak ifade
edilir. Gergekten;

B(s) = a(t(s)) = (el“(e_z‘s)_1 +1,In(e?2 —s5)"1 - 1)

=((e?=-5)"1+1,-In(e?2-5)"1-1)
olup buradan
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B'(s)=((e72=5)2(e?2—=s)"VH)ve p’'(s) = (2(e™? —5)73,(e7? — s)72) elde edilir.
(e72—s5)"2 2 ?-9573 _
(e?-9" (-9

' 8" _ (e72=s)"
(Rep'(s))* (e72-5)~*

[B'(s) B"(s)] = —(e™?—=5)™" ve Ref'(s) =(e™* -

s)~2 olur. Buradan, = 1 elde edilir.

JER; I <40, (0,+), (—o,0) veya (—oo, +0) kiimelerinden biri olsun.

Teorem 2.5.20. &, R?’de dejenere olmayan bir egri ve a(s) € Ip(§) olsun. Bu durumda;

a(s)’nin acik ifadesi

a(s) = ¢, [el@®+adsgs 4 c, (40)

veya
a(s) = ¢, [el@®-dsqs 4 ¢, (41)

formlarindan biridir. Buradaki; C; € D*, C, € D sabitler ve a(s) J lizerinde reel degerli

stirekli bir fonksiyondur.

Tersine; (40) ve (41) formundaki her a(s) J —yolu, R?’de dejenere olmayan bir egrinin bir

invaryant parametrizasyonudur.

Ispat: &, R?’de dejenere olmayan bir egri ve a(s) € Ip(€) olsun. Bu durumda; Onerme

25.18. (iiy'den Vs € L(£) icin Ol _ 15 4ir p()

(Rea'(s))?

_a'(s) "' (s)]

= Rea' ()2 alalim. Burada 1ki

tane durum olusur:

i) Vs € L(&) igin [a'(s) a’(s)] > 0 olmasi durumunda b(s) = 1°dir.
i) Vs € L(&) igin [a’(s) a’'(s)] < 0 olmasi durumunda b(s) = —1"dir.

Rea'’
Rea'(

a(s) =

5) alalim.
s)
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. . Rea''(s) _ [a'(s) "] _ ., 4. .
(i) durumunda; Rea (5) = a(s), “Read &7 = 1°dir. O halde; Teorem 2.4.1.

kullanilarak, Vs € L(§) i¢in [a'(s) a'’(s)] > 0 olmasi durumunda (29)’da b(s) =1

kullanilarak a(s)’nin (40) formunda oldugu goriliir.

i . Rea”'(s) _ ['® O] _ o4 :
(if) durumunda; Rea ) = a(s), Rea ) 1’dir O halde; Teorem 2.4.1.

kullanilarak, Vs € L(§) i¢in [a’'(s) a”(s)] < 0 olmasi durumunda (29)’da b(s) = —1

kullanilarak a(s)’nin (41) formunda oldugu goriliir.

Tersine; a(s)’nin (40) veya (41) formlarindan biri oldugunu varsayalim. O halde;
Vs € L(§) i¢in |b(s)| = 1 olmak iizere; a(s), (34) veya (35) formlarindan biridir. O halde;
Teorem 2.4.1.°den (28) elde edilir. Bu esitlikler ve Vs € L(&) olmak tizere |b(s)| =1 ile

W = 1 saglamr. Buradan; Onerme 2.5.18. (ii)’den a(s) J —yolunun bir invaryant

parametrizasyon oldugu elde edilir.m

Onerme 2.5.21. ¢, R?’de dejenere olmayan bir egri ve L(§) # (—o,+0) olsun. Bu

durumda; &’nin tek bir invaryant parametrizasyonu vardir.

Ispat: a,f €& ve a J,—yol, B J,—yol olsun. Bu durumda; bir ¢:J, -]
€@ —difeomorfizmi vardir ve ¢'(r) > 0 olmak iizere; B(r) = a(¢(r)) saglanir. Kabul
edelim ki; a@ ve B yollar1 &’nin invaryant parametrizasyonlari olsun. Onerme 2.5.13.den

L(§) # (=0, +00) durumunda;

B(t5()) = (@p)(ts(s)) = a (0(t(9))) = @ (@ (tai(5))) = a(tu(s))
olup invaryant parametrizasyonun tekligi elde edilir.m
Onerme 2.5.22. £, R?>’de dejenere olmayan bir egri ve L(§) = (—o0,+00) ve a € Ip(§)
olsun. O halde; Ip(&) ={B:L(s) =a(s+c),c € (—o,+)} sonsuz sayilabilir bir

kiimedir.

Ispat: a, 8 € Ip(§) omak iizere; &’nin h, J; —yol ve k, J, —yol parametrizasyonlar i¢in;
a(s) = h(ty(s)) ve PB(s) =k(ty(s)) olsun. h,k € ¢ oldugundan; bir ¢:J, - J;
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C @ —difeomorfizmi vardir ve ¢'(r) > 0 olmak iizere; k(r) = h(¢(r)) saglanir. Onerme

2.5.13. kullanilarak;

B(s) = k(te(s)) = (hp) (t()) = h(9(t(5))) = h(9(tnp(5))) = hltn(s =

o)) = a(s — so)

elde edilir. @ € Ip(&) ve ¢ € (—0,+0) olsun. w(s) = s + ¢ olmak lizere; a(w) € Ip(¢)

[[¢'(s) & (]|

oldugunu gosterelim. Onerme 2.5.18. kullanilarak; Rea' )2

=1 ve s,(s) = s’dir.

v(s) = a(w(s)) olsun. w: (—, +0) = (=00, +0), € —difeomorfizm oldugundan y =

['®) "] ds olmak

a(w@) € & olur. Onerme 2.5.13. ve s, (s) = s kullanilarak, s; = f;(o) Rea 02

lizere;  5,(8) = Sg) () = sg(@(s)) + 51 =(s+¢c) +54 bulunur.  Dolayisiyla;

[[a’(s) a (9)]]
(Rea'(s))?

[a'(s) @' (s)]

- 0
= 1 Oldugundan 51 = fw(O) (Rea’(s))z

= fzz(o) ds = —w(0) = —c Ve

s,(s) = (s + ¢) — ¢ = solur. Boylece; Onerme 2.5.18. kullanilarak y € Ip(§) elde edilir.m

Ornek 2.5.23. ] = (0,0) olsun. R?’de bir J —yol a(s) = (e®,e®s + 3e’ + 2) alalim.
a(s) € & olacak sekilde bir & egrisi alalim. p,q € Jvep < qolsun. l,(p,q) =

e e Ollgs = (1 ds = [15 ds = [T1ds =q—p elde edili. O halde;

(Rea'(s))? P eZS
l(0,9) = liml,(p,q) = lim(q —p) = q ve la(p, ) = lim Lo(p,q) = lim(q —p) =

+oo elde edilir. 1 =1,(0,q)+ly(p,©)—1l(p,q) =q+ 0 —q+p=0o olur. Bu
durumda egri; (0, ) —tipindedir. Vs € ] icin [a'(s) a''(s)] = e* # 0 oldugundan «
dejenere olmayan bir J —yoldur. & egrisi dejenere olmayan bir / —yola sahip oldugundan

[[a'(s) a' (s)]]

Reay? = | oldugundan Onerme

Tanim 2.5.6. geregi dejenere olmayan bir egridir.

2.5.18.den a(t) &’nin bir invaryant parametrizasyonudur. L(§) # (—o0, +0) oldugundan

Onerme 2.5.20. geregi € egrisi a(s) olarak tek bir invaryant parametrizasyona sahiptir.
G = TD*, TD, TD{ ya da TID, olsun.

Teorem 2.5.24. £ ve 17, R?°de dejenere olmayan egriler ve a € Ip(£), B € Ip(n) olsun. O
halde;
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i) L(§) = L(n) # (—o, +0) durumunda; £¢n < alp
i) L(§) = L(n) = (—o, +0) durumunda; £¢n < bazi ¢ € (—o0, +) icin @w,(s) =

s + ¢ olmak iizere; a$p (w,) dir.

Ispat: G = TDD igin ispat1 yapalim.

i) G = TD olmak iizere; £17 ve h € & olsun. O halde; F € G vardir 6yle ki n = F& dir.
Boylece; Fh € i olur. Onerme 2.5.13. (i) ve Onerme 2.5.21. kullamlarak; a(s) = h(t,(s)),
B(s) = (FR)(ter(s)) ve Fa(s) = F(h(ty(s))) = (Fh)(tn(s)) = (Fh)(trn(s)) = B(s)

yazilir. Béylece; alp goriiliir.

Tersing; a®p olsun. Bu durumda bir F € G igin Fa = saglanir. a € Ip(§)
oldugundan a, & egrisinin invaryant parametrizasyonu, ayni sekilde g € Ip(n) oldugundan
B da, n egrisinin invaryant parametrizasyonudur. Bir h € { parametrizasyonu i¢in Tanim
2.5.1.°den  a(p(r)) = h, Fa(o(r)) = Fh olup buradan (Fa)(¢@(r)) = Fh elde edilir.
Fa = B kullanmlarak; 8 (¢@(r)) = Fhelde edilir. Bdylece Fh € 7 olur. Dolayisiyla; &%n°dir.

ii) €57 olsun. h € & ve k € n parametrizasyonlar1 ve F € G i¢in k(t) = Fh(t) olsun. Buna
gore  k(ty(s)) = k(tpp(s)) = k(tn(s)) = (Fh)(typ(s)) saglanir. Onerme 2.5.22.
kullanilarak; s;,s, € (—o0,+0o0) olmak iizere; a(s) = k(tk(s + 51)), B(s) = h((th(s +
s;)) yazilir. Dolayistyla; a(s —s;) = FB(s —s;) ve a(s) = FB(s+s;—s;) olur.

Buradan; @.(s) = s + ¢ ve ¢ = s; — s, olmak iizere; a® B (w,) dir.

Tersine; w.(s) = s + ¢ ve ¢ € (=, +00) olmak iizere; a’p(w,) olsun. O halde;
F € G vardir éyle ki; B(s + ¢) = Fa(s) olur. Onerme 2.5.22. kullanilarak; B (w,) € 1 elde

edilir. Boylece; £S7 olur. m

Sonu¢ 2.5.25. Teorem 2.5.24.; TD* TD dual hareket gruplari igin dejenere olmayan
egrilerin G —denklik problemini, sadece L(¢) = L(n) # (—oo, +00) durumunda, /] —yollarin

denklik problemine indirgemistir.
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Tanmm 2.5.26. ] = (—, +o0) olsun. Eger; burada Vt € | igin B(t) = ga(t + d) olacak
sekilde g € G ve d € (—oo,+0) varsa a(t) ve B(t) | —yollarina [G, (—o0,+00)] —denk

denir.

Sonu¢ 2.5.27. £ ve n, L(&) = L(n) = (—oo0, +») olacak sekilde dejenere olmayan egriler
olsun. Bu durumda; Teorem 2.5.24.; bu egrilerin G —denklik problemini, | —yollarin

[G, (—o0, +0)] —denklik problemine indirgemistir.

Sonug 2.5.28. Teorem 2.5.24. ile egrilerin G —denklik ve teklik problemleri, sadece L(¢) =
L(n) # (—o0,400) durumunda, egrilerin invaryant parametrizasyonlarinin G —denklik ve

teklik problemlerine indirgenmistir.
2.6. Dual Diizlemsel Egrilerin Tam Invaryantlar Sistemi ve Teklik Teoremleri

Bu boliimde TD* ve TID dual hareket gruplarina gore dejenere olmayan egrilerin

tam invaryantlar sistemi belirlenmektedir ve teklik teoremleri verilmektedir.

Teorem 2.6.1. £ ve n, R?’de dejenere olmayan egriler, L(§) # (—o0,+), L(n) #
(—o0,+) ve a € Ip(€), B € Ip(n) olsun.

1) Tp+n oldugunu varsayalim. O halde; Vs € L(§) i¢in asagidaki esitlikler

saglanir.

L&) =L(0m)
Rea''(s) _ ReB''(s)
Rea'(s) ~ ReB'(s)

sgnla’(s) a”(s)] = sgn[B'(s) B"(s)]

(42)

(2) Tersine; (42) esitlikleri saglansin. Burada; n = F¢ olacak sekilde tek bir F €
TD? vardir. Bu durumda; ¢ € D*, C € R? olmak iizere; n = F& = & + C’dir. Burada 1,
(8) formunda ve C = B (t) — Ya(t)’dir. ¢ ve C, s € L(&)’ye bagh degildir.

ispat: (1) &€ ™" alalim. Onerme 2.5.12.’den L(¢) = L(n) oldugu aciktir. Bu esitlik, &§ T2y

ve Teorem 2.5.24. (i)’den « T"3’+ﬁ elde edilir. Teorem 2.3.1. kullanilarak a(s) ve f(s)’nin
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e C. « w1 Rea’(s) _Rep’(s) [a'(s) a''(s)] _ [B'(s) B" ()]
(7) esitliklerini sagladig1 goriliir. Rea' )~ ReF')’ Red @)~ RefIG)? Vs € L(§)

icin a(s) dejenere olmayan bir /| —yol oldugundan [a'(s) a''(s)] # 0’dir. Yani; Vs € L(§)
icin [a'(s) a''(s)] > 0 veya [a'(s) a''(s)] < 0’dir. Aym sekilde Vs € L(&) igin B(s)
dejenere olmayan bir J —yol oldugundan [B'(s) B"(s)] # 0’dir. Yani; Vs € L(£) igin
[B'(s) B"(s)] >0 veya [B'(s) B"(s)] < 0’dir. Vse€L() igin (Rea’(s))* >0 ve

/ 2 [a'(s) a" ()] _ [B'() B (5)] IO
(ReB'(s))“ >0 kullanilarak ve Rea' )2 = (ReB' ) esitliginden

sgnla’(s) a'’(s)] = sgn[B'(s) B"(s)] saglanir. Boylece; (42) esitlikleri elde edilmis

olunur.

(2) Tersine; (42) esitlikleri saglansin. a(s), S(s) invaryant parametrizasyonlar oldugundan

8’ 8"
Rea oz~ LV repon2
[[a’(s) a”’ (]| _ |[B"(s) B”(s)]]

edilir. Bu esitlikler ile Vs € L(£) i¢in Red G2~ ReB'G)? esitliginin saglandigi

[a'(s) &' (9)]] _

Onerme 2.5.18. (ii) kullanilarak Vs € L(§) igin | =1 elde

v eeqes .. |[05’(S) a”(s)]l il |[.3,(5) B”(S)” I " _
gorilir. Vs € L(§) igin Red G2~ ReB' )2 ve sgnla'(s) a”(s)] =

, y .. [a'(s) a"' ()] _ [B'(s) B"(s)] . .
sgn[B'(s) B"(s)] esitliginden Red )2 = (ReB' ) elde edilir. Bu esitlik ve (42)

esitliklerinden, (7) esitlikleri saglanir. Teorem 2.3.1. kullanilarak, « TD* p saglanir. Burada
B(s) = Fa(s) olacak sekilde tek bir F € TD™ vardir. Bu durumda; 3 € D*, € € R? olmak
tizere; B(s) = Fa(s) = Ypa(s) + C’dir. Boylece; ¥, (8) formunda ve C = B(s) — Ya(s)
formundadir. Burada ¢ ve C, s € L(¢)’ye baglh degildir. Buradan; a € Ip(§), f € Ip(n)
Teorem 2.5.24. (i) ve Vs € L(&) i¢in B(s) = Fa(s) = Ya(s) + C kullanilarak, n = F¢ elde

edilir.m

Rea''(s)
Rea'(s)’

Uyar1 2.6.2. Teorem 2.6.1.’den, {L(f),

sgnla’(s) a”(s)]} sistemi, L(§) #
(—o0,+00) durumunda, &’nin invaryant parametrizasyonu a(s) olmak iizere &’nin tam

invaryantlar sistemidir.

Fakat; L(§) = (—o0, +0) durumunda &’nin tam invaryantlar sistemi farklidur.

Teorem 2.6.3. ¢ ve 17, R?’de dejenere olmayan egriler olsunlar. L(§) = L(n) = (—o0, +)
vea € Ip(£), B € Ip(n) olsun.
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@ ¢ TP+;7 oldugunu varsayalim. O halde; burada s; € (—oo,400) vardir dyle ki
Vs € (—o, +) i¢in asagidaki esitlikler elde edilir.

Rea''(s+s1) _ ReB''(s)
Rea'(s+s;)  Rep'(s) (43)
sgnla’(s +s1) a”(s + s1)] = sgnlp'(s) B"(s)]

dir.

(2) Tersine; bazi s; € (—o0,+) Ve Vs € (—oo,+0) igin (43) esitliklerinin
saglandigini1 kabul edelim. O halde; burada n = F&€ = ;& + C olacak sekilde tek bir F €
TD?" vardir. Bu durumda; 1, € D*, C € R? asagidaki gibidir;

RepB’(s) 0
Wy = Rea'(s+s1)
L7\ [@/(s+s1) B'(s)]  ReB'(s)

(Rea'(s+s1))? Rea'(s+s1)

(44)

formundave C = B(s) — Y a(s + s;)’°dir. Ayricap, ve C, s € L(§) = (—o0,+0)’ye bagh
degildir.

ispat: (1) £ ™"y olsun. £ T2 ve Teorem 2.5.24. (ii)’den s; € (—o0, +0) olmak iizere;

a(s +s;) ™" B(s) elde edilir. Teorem 2.3.1. ve a(s + s;) ™ B(s)’den a(s +s;) Ve

Rea''(s+s1) _ Rep''(s) [a'(s+s1) a’'(s+s1)]
Rea'(s+s;)  ReB'(s)’ (Rea'(s+s1))?

B (s)’nin (7) esitliklerini sagladig goriiliir 6yle ki;

[8'(s) B"(5)], ..
Gegoyz I

[@'(s+s1) a”(s+s;)] #0°dir. Yani; Vs,s; € L(§) igin [a'(s+51) a"(s+5,)]>0

Vs,s; € L(§) i¢in a(s) dejenere olmayan bir J —yol oldugundan

veya [a’(s + s51) a'' (s + s1)] < 0°dir. Aymi sekilde Vs € L(§) igin B(s) dejenere olmayan
bir J —yol oldugundan [B'(s) B"'(s)] # 0’dir. Yani; Vs € L(§) igin [B'(s) B""(s)] > 0
veya [B'(s) B"(s)] < 0’dir. Vs,s; € L(§) icin (Rea’(s +s;))%? > 0 ve Vs € L(§) igin

, 5 [a'(s+s1) a/(s+s)] _ [B'() B ()] . .... ,
(RepB'(s))* > 0 kullanilarak ve Red Gro)? = Rep ()’ esitliginden sgn[a’(s +

s1) a''(s+s1)] =sgn[B'(s) B'"(s)] saglanir. Boylece; (43) esitlikleri elde edilmis

olunur.
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(2) Tersine; bazi s; € (—00,+) Ve Vs € (—oo,+) igin (43) esitliklerinin saglandigini

kabul edelim. Bdylece; a(s), f(s) invaryant parametrizasyonlar oldugundan Onerme

.. .. ld' ) "] I[B"(¢s) B (]| _ -
2.5.18. (ii) kullanilarak Vs € L(§) i¢in T Rea o 1ve T ReF @ 1 elde edilir. Bu
i1 .. |la'(s+s1) @ (s+s)]| @’ a”" ]| B B"S]|  qies .
esitlikler, Vs,s; € L(§) igin Red Gro? = (Red 2~ Rep'G)? esitligini

saglar. Bu esitlikler ve sgn[a’(s + s1) a” (s + s1)] = sgn[B'(s) B"(s)] esitliginden Vs €

..l (s+sq) a’(s+sp)]  [B'(s) B (s)] - e 1 .
L(&) igin Red GIo? = Re' ()2 saglanir. Bu esitlik ve (43) esitliklerinden

Rea''(s+s1) _ Ref''(s) [a'(s+s1) a''(s+s1)] _ [B'(s) B ()] . .
Rea (stsy) . ReB'(s)  (Rea (sts)? . (Ref(5))? saglanir. Teorem 2.3.1. kullanilarak;

a(s +s;) ™" B(s) ve burada Vs € L(¢) i¢in ¥, € D*, C € R? olmak iizere; B(s) =
Fa(s + s;) =Y a(s + s;) + C olacak sekilde tek bir F € TD* vardir. Burada y; (44)
formunda, C = B(s) — Y a(s + s;) formundadir. P, ve C, s € L(&)’ye bagh degildir. a €
Ip(&), B € Ip(n) kullanilarak, Teorem 2.5.24. (ii) ve Vs € L(§) igin B(s) = Fa(s +

s;)’denn = F& elde edilir.m

Teorem 2.6.4. £ ve 1, R?’de dejenere olmayan egriler, L(§) # (—o0,+), L(n) #
(—o0,+0) ve a € Ip(§), B € Ip(n) olsunlar.

(1) €™y oldugunu varsayalim. O halde; Vs € L(§) igin;
L(§) =L(n)

Rea''(s) _ Rep'(s) (45)
Rea'(s) ReB'(s)

esitlikleri saglanir.

(2) Tersine; (45) esitlikleri saglansin. O halde; ¢ TP p°dir. Burada; n = FE€ = & + C
olacak sekilde tek bir F € TID vardir. Burada; i € D*, C € R?’dir ve asagidaki iki durum

s6z konusudur:

(2.1) sgnla'(s) a''(s)] = sgn[B'(s) B"(s)] olabilir. Bu durumda; ¥, (8)
formunda ve C; = B(s) — Ya(s)’dir. P ve C;, s € L(&)’ye bagh degildir.
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(2.2.) sgnla'(s) a''(s)] = —sgn[B'(s) B"(s)] olabilir. Bu durumda; n = F¢ =
(WY,Q)& + C, olup ,, (13) formunda ve C, € R? de C, = B(s) — (Y, Q)a(s) dir. Y, ve
C,, s € L(&)’ye baglh degildir.

Ispat: (1) €™y alalim. Onerme 2.5.12.°den L(&¢) = L(n) oldugu agiktir. Bu esitlik, ™27 ve
Teorem 2.5.24. (i)’den a ™ elde edilir. Teorem 2.3.12. kullanilarak a(s) ve 5(s)’ nin (19)

esitliklerini sagladig1 goriiliir. Boylece; (45) esitlikleri elde edilmis olunur.

(2) Tersine; (45) esitlikleri saglansin. a(s), B(s) invaryant parametrizasyonlar oldugundan

[’ () "' ()] _ [[B'(s) B (s)]|
Rea 2 Ve epoe

[[a' () a (s)]] — [[B' () B (s)]|
(Rea'(s))? (ReB’(s))?

[ «"©) _ [8'© "SI
(Rea'(s))" (Rep' ()"

Bu esitlik ve (45) esitliklerinden, (19) esitlikleri saglanir. Teorem 2.3.12. kullanilarak, a™
saglanir. Burada B(s) = Fa(s) olacak sekilde tek bir F € TD vardir.

sgnla’(s) a”’(s)] = sgn[B'(s) B"(s)] durumunda; ¥, € D*, C; € R? olmak
tizere; B(s) = Fa(s) = Y,a(s) + C,’dir. Boylece; ¥, = ¢, (8) formunda ve C; = B(s) —

Onerme 2.5.18. (ii) kullanilarak Vs € L(§) igin =1 elde

edilir. Bu esitlikler ile Vs € L(§) igin esitliginin saglandig

goriliir. Vs € L(§) igin her iki tarafin karesi alinirsa elde edilir.

P, a(s) formundadir.

sgnfa’(s) a”’(s)] = —sgn[B’'(s) B"(s)] durumunda;yp, € D*, C, € R? olmak
izere; B(s) = Fa(s) = (W,Q)a(s) + C,’dir. Boylece; 5, (13) formunda ve C, = B(s) —
(WY,Q)a(s) formundadir. Burada 4, ¥,, C; Ve C, s € L(&)’ye bagh degildir. Buradan; a €
Ip(&), B € Ip(n), Teorem 2.5.24. (i) ve Vs € L(§) i¢in B(s) = Fa(s) kullanilarak, n = F¢

elde edilir.m

Teorem 2.6.5. & ve n, R?’de dejenere olmayan egriler, L(§) = L(n) = (—o, +o0) ve a €
Ip(&), B € Ip(n) olsunlar.

(1) €™ oldugunu varsayalim. O halde; burada s; € (—o0, +00) vardir 6yle ki Vs €

Rea''(s+s1) _ ReB’'(s)
Rea'(s+s;)  ReB'(s) (46)
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dir.

(2) Tersine; Vs € (—oo, +) igin (46) esitligi varsa £ TPy dir. Burada n = F¢& olacak

sekilde tek bir F € TIDD vardir ve agsagidaki iki durum s6z konusudur:

(2.1) sgnla’(s +51) a' (s +s1)] = sgn[B’'(s) B"(s)] olabilir. Bu durumda; n =
F& =& + C; olup y, (44) formunda ve C; € R? de C; = B(s) — Ya(s + s;)’dir. 3 ve C;,
s € L(&)’ye bagh degildir.

(2.2.) sgnla’(s +5s1) a'" (s +s1)] = —sgn[B'(s) B"(s)] olabilir. Bu durumda;
n =F& = ,0)¢ + C, olup Y, € D* ve C, € R? asagidaki gibidir;

RepB’(s) 0
Re(Qa'(s+s1))
2 =1 [(aa's+s0) /)] Rep!(s) (47)

(Re(ﬂa’(s+sl)))2 Re(Qa’'(s+s1))
formunda ve C, = B(s) — (Y,Q)a(s + s;)’dir. Y, ve C,, s € L(&)’ye bagh degildir.

ispat: (1) £™7 olsun. £™7 ve Teorem 2.5.24. (ii)’den s; € (—o, +0) olmak iizere;
a(s + s;) ™ B(s)’dir. Teorem 2.3.12. ve a(s +s;) "™? B(s)’den a(s + s;) ve B(s)’nin
(19) esitliklerini sagladigi goriiliir. Boylece; (46) esitlikleri elde edilmis olunur.

(2) Tersine; bazi s; € (—00,400) Ve Vs € (—o0,4+) i¢in (46) esitliklerinin saglandigini

kabul edelim. Bdylece; a(s), B(s) invaryant parametrizasyonlar oldugundan Onerme

2.5.18. (i) kullamilarak Vs € L(&) igin L@ Ol _ 4 o IE® BZON _ 4 o146 egilir. By

(Rea'(s))? (Rep'(s))?
i1 . |ld (s+s) @ (s+sp]| ') a”" ]| _|[B'S) B"O] . qian
esitlikler, Vs,s; € L(¢) igin Red Gro? . = Red )2 = Rep' o) esitligini

[ (s+s0) @ s+spl” _ [B'9) 8]
(Rea’ (s+sl))4 (Re[?’(s))4

saglar. Vs € L(§) i¢in her iki tarafin karesi alinirsa elde

edilir. Bu esitlik ve (46) esitliginden, (19) esitlikleri saglanir. Teorem 2.3.12. kullanilarak,
a(s +s;) "® B(s) saglanir. Burada S(s) = Fa(s + s;) olacak sekilde tek bir F € TD
vardir.

sgnla’(s +s;) a’ (s + s.)] = sgn[B’'(s) B"(s)] durumunda; ¥, € D*, C; € R?
olmak tizere; B(s) =Fa(s+s;) =Y a(s +s;) + C;’dir. Boylece; P, =, (44)

formunda ve C; = B(s) — Yia(s + s;) formundadir.
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sgn[a’(s +s;) a”’(s+ s1)] = —sgn[B'(s) B"(s)] durumunda;y, € D*, C, €
R? olmak iizere; B(s) = Fa(s +s;) = (W,Q)a(s + s;) + C,’dir. Boylece; ,, (47)
formunda ve C, = B(s) — (W,Q)a(s + s;) formundadir. Burada ¢, ¥,, C; ve C, s €
L(&)’ye bagli degildir. Buradan; @ € Ip(§), B € Ip(n), Teorem 2.5.24. (i) ve Vs € L(§) igin
B(s) = Fa(s + s;) kullanilarak, n = F¢ elde edilir.m



3. IRDELEME

Bu tez ¢alismasi ile cebir ve sayilar teorisi ana bilim dalinin bir bilim dali olan
invaryant teori yontemini, diizlemsel parametrik egriler (T —yollar) ve egriler {izerinde
uygulayip dual sayilardan elde edilen gruplara gore denklik problemini incelemek
amaclanmistir. Bu amagla yapilan inceleme sonucunda literatiir taramasinda goriiyoruz ki
invaryant teori ve dual sayilar ¢cok uzun yillar bir ¢ok aragtirmaci tarafindan farkli alanlarda
calisilmig ve 6nemli bulgular ve sonuglar elde edilmistir. Ancak dual sayilardan elde edilen
dual hareket gruplarina gore denklik problemini incelemek ve bu incelemenin invaryant teori
yontemini kullanarak yapilmasi ile ilgili ¢alismanin olmayisi bu alana yogunlasmamiza
sebep olmustur. Bu arastirmalar 1s181inda temel aldigimiz ¢alismalardan biri Khadjiev’in [16]
ve digeri ise Tomar’n [31] ¢alismasidir. Khadjiev’in [16] ¢alismasinda Oklid grubunda
noktalarin denkligi ve Tomar’in [31] ¢alismasinda dual sayilar ile ilgili temel bilgiler
verilmis, dual diizlem geometrisinin temel gruplarindan biri olan D; grubuna gére noktalarin
denkligi incelenmistir. Buradan yola ¢ikarak ilk olarak tanimlanan dual lineer hareket
gruplara gore daha sonra dual hareket gruplarina gore invaryantliklar incelenmis ve
parametrik egriler lizerinde calisilmistir. Calismanin devaminda invaryant teori yontemi,
Aripov ve Khadjiev’in [1] ¢alismasinda oldugu gibi tanimlanan dual hareket gruplarina gore

bulunan invaryantlardan biri kullanilarak egrilere evrilmistir.

Bu ¢aligmalar ile invaryant teorinin dual sayilar ile iligkisi lizerinde durulmus daha
sonra tanimlanan gruplara gore invaryantliklar belirlenmis, tam invaryantlar sistemi, varlik
teoremleri ve teklik teoremleri verilmis, invaryant parametrizasyon ve egri tiplerinden
bahsedilmistir. Bu ¢alismanin en 6nemli hedefi yapilan tiim islemler sonucunda dual
diizlemsel egrilerin denkliginin parametrik egrilerin denkligine indirgendigini elde etmektir.
Bu hedef i¢in yapilan calismalar genis kapsamda incelenmis ve elde edilen bulgular
yardimiyla bu c¢alisma ortaya c¢ikmistir. Elde edilen teoremlerden bir kacina, verilen

tanimlara O6rnekler verilerek yapilan ¢aligmalar desteklenmistir.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismadan elde edilen sonuglar asagidaki gibidir:

2.1. Béliimde; D, lineer hareket grubundan elde edilen D7 ve D, gruplarina gore, parametrik

egriler (T —yollar) ile ilgili 6nermeler ve teoremler verilmis, invaryantlar1 belirlenmistir.

2.2. Béliimde; TD*, TD, TD] ve TD, dual hareket gruplarinin tanimlar1 yapilmis ve bu

gruplara gore T —yollarin invaryantlar1 bulunmustur.

2.3. Boliimde; Regiiler T —yollarin TD* —denklik ve TDT —denklik; dejenere regiiler ve
dejenere olmayan T —yollarin TID —denklik ve TD; —denklik kosullar1 incelenmis ve

bdylece tam invaryantlar sistemi ve teklik teoremleri gosterilmistir.

2.4. Bolimde; TD*, TD, TD ve TD; dual hareket gruplarina gore regiiler, dejenere

regiiler ve dejenere olmayan T —yollarin varlik teoremleri verilmistir.

2.5. Boliimde; TD*, TD, TDT ve T, dual hareket gruplarina gore dejenere olmayan

egrilerin invaryant parametrizasyonlari ve tipleri verilmistir.

2.6. Bolimde; TD* ve TD dual hareket gruplarina gore dejenere olmayan egrilerin tam

invaryantlar sistemi ve teklik teoremleri belirlenmistir.



5. ONERILER

Invaryant teori ydntemini kullanarak dual egriler alaninda calismalar yapmayi

planlayanlar i¢in bu ¢aligmadan elde edilebilecek oneriler asagidaki gibidir:

1. Bu calismanin sonuglari kullanilarak dual diizlemsel egri ¢iftlerinin ortak
invaryantlar1 ve dual egri ciftlerinin denklikleri incelenerek dual dogrusal yiizeylere
ait sonuglara ulasilabilir.

R?°deki dual egrilere benzer sekilde R* ve R®’daki dual egriler incelenebilir.

Genel olarak R?" uzayindaki dual egriler igin benzer yontemler gelistirilebilir.

Kinematikle olan iliskiler ¢alisilabilir.

o~ W

Benzer yontem dual kuaterniyonlara genisletilebilir.
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