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SĠMGELER 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda verilmiştir. 

 

Simgeler              Açıklamalar 

                          : Evrensel küme 

                       : Güç kümesi 

                   : N, M kümesini kapsar 

                   : N, M kümesini kapsamaz 

                         : M kümesinin tümleyeni  

                             : M kümesinin yığılma noktaları 

                    : M fark N 

                            : X kümesi üzerindeki herhangi bir ideal 

                           : X kümesi üzerinde hiçbir yerde yoğun olmayan kümelerin ideali 

                            : X kümesinin sonlu alt kümelerinden oluşan ideal 

                            : Topolojik yapı  

                        : Topolojik uzay 

                          :       topolojik uzayında x noktasının açık komşuluklar ailesi 

                            : Gamma işlemi 

                         : Gamma fonksiyonu 

                        : İdeal topolojik uzay 

                      : M nin gamma içi 

                       : M nin gamma kapanışı 

                       :  İdeal topolojik uzaydaki   -I -açık kümelerin ailesi 

                     :  İdeal topolojik uzaydaki   -pre -I -açık kümelerin ailesi 

                     :  İdeal topolojik uzaydaki   -pre -I -kapalı kümelerin ailesi 

                     :  İdeal topolojik uzaydaki   -semi -I -açık kümelerin ailesi 

                     :  İdeal topolojik uzaydaki   -semi -I -kapalı kümelerin ailesi 

                   :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -pre -I -içi 
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                    :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -pre -I -kapanışı 

                   :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -semi -I -içi 

                    :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -semi -I -kapanışı 

                   :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -b -I -içi 

                    :  İdeal topolojik uzaydaki M kümesinin   -b -I -kapanışı 
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1. GĠRĠġ 

Bir        topolojik uzayında bir M  X in içerdiği en büyük açık kümeye M nin içi 

denir ve int(M)  ile gösterilir. M yi içeren en küçük kapalı kümeye ise M nin kapanışı denir 

ve cl(M) ile gösterilir denir (Brown, 2006; Mucuk 2010). Topolojik uzaylarda çeşitli küme, 

fonksiyon ve uzay kavramları, topoloji ile uğraşan bilim adamları tarafından uzun yıllardır 

çalışılan bir alandır. Bu konuyla ilgili çalışmalar gün geçtikçe artmakta ve birçok kavramın 

yeni tanımlarla tekrar ele alınıp incelenmesine katkı sağlamaktadır. Bunlardan başlıcaları 

(Levine, 1963; Njastad, 1965; Mashhour ve ark. 1982; Abd El-Monsef ve ark.,1983) 

tarafından yapılan sırasıyla, semi -açık küme,  -açık küme, pre -açık küme ve  -açık 

kümelerle ilgili çalışmalardır.  Bu yeni açık ve kapalı küme tanımları, topolojik 

uzaylardaki pek çok kavramın yeniden tanımlanabilmesini sağlamıştır. Uzayın 

elemanlarının yani açık kümelerin tanımlanmasıyla birlikte,  kapalı küme, kapanış, iç nokta 

ve sınır gibi temel tanımların yeniden yapılması topolojik açıdan oldukça merak uyandırıcı 

ve çok ilgi gören bir hale gelmiştir. 

1979 yılında Kasahara, her V ∈ τ için      V olacak çekile  γ : τ → P(X)  işlemini 

tanımlamıştır. Bu işleme göre her      kümesi γ -açık küme olarak adlandırılır. Bir M  X 

in içerdiği en geniş γ -açık kümeye M nin  γ -içi denir ve         ile gösterilir. M 

kümesini kapsayan en küçük γ -kapalı küme de M nin γ -kapanışı denir ve         ile 

gösterilir (Ogata, 1991).  Daha sonra γ -açık kümeler ve özellikleri üzerine birçok çalışma 

yapılmıştır. 2018 yılında (Hussain 2018), genelleştirilmiş küme olarak adlandırılan γ -pre -

açık küme ve γ -b -açık kümeleri tanıtmış ve bazı özelliklerini vermiştir. 

       bir topolojik uzay olmak üzere, X kümesinin alt kümelerinden oluşan bir I 

sınıfının bazı şartları sağlaması durumunda bu sınıfa bir ideal denir ve          üçlüsüne 

de bir ideal topolojik uzay denir. M nin   ve I ya bağlı local fonksiyonu (.)* : P(X) → P(X)   

(Hayashi, 1964; Kuratowski, 1966) tarafından tanıtılmış                                                       

        { ∈  |    ∈                } şeklinde ifade edilmiştir. Kuratowski 

kapanış operatörü       ,  M ve         birleşiminden oluşur.            olması 

durumunda M ye I -açık küme denir (Jankovic ve Hamlett, 1992). 

Daha sonraki çalışmalarda, pre -I -açık kümeler,  semi -I -açık kümeler ve b -I -açık 

kümeler tanıtılmıştır (Ekici, 2012). γ  işlemi yardımıyla pre -γ -I -açık kümeler ise 

(Ibrahim, 2013) de verilmiştir. Diğer taraftan (Bukhatwa ve Demiralp, 2020) 

genelleştirilmiş kümeleri ideal topolojik uzaylarda ele almıştır.  
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Bu çalışmada genelleştirilmiş kümeler olarak adlandırılan γ -pre -açık küme, γ -

semi -açık küme ve γ -b -açık kümeler ideal topolojik uzaylarda incelenmiştir ve bazı 

özellikleri verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, ileriki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler 

verilmiştir.  

2.1.  Topolojik Uzaylarda Temel Kavramlar 

Bu kısımda (Brown, 2006) ve (Mucuk, 2010) kaynaklarından yararlanılarak topolojik 

uzaylardaki bazı tanımlar açıklanmıştır.  

Tanım 2.1.1. (X,  ) bir topolojik uzay, M    ve  ∈   olsun. Eğer  ∈     olacak 

şekilde bir  ∈   açık kümesi varsa M kümesine a nın bir komşuluğu,   elemanına M nin 

bir iç noktası denir. M nin tüm iç noktalarının kümesine M nin içi denir ve        ile 

gösterilir (Brown, 2006; Mucuk, 2010). 

Eğer özel olarak M açık ise M ye bir açık komşuluk denir (Brown, 2006; Mucuk, 2010). 

 

Tanım 2.1.2. Bir (X,  ) topolojik uzayında bir      alt kümesi verilsin. Eğer    açık ise 

M ye kapalı bir küme denir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).  

Tanım 2.1.3. X bir küme ve     olsun.     { ∈      } kümesine M nin 

tümleyeni denir (Bülbül, 1994).  

Tanım 2.1.4. (X,  ) bir topolojik uzay,     ve  ∈   olsun. Eğer x in her G açık 

komşuluğu için     { }      ise  ∈   noktasına M nin bir yığılma noktası denir. 

M nin tüm yığılma noktalarının kümesi    ile gösterilir (Brown, 2006; Mucuk, 2010). 

Tanım 2.1.5. (X, ) bir topolojik uzay     olsun.   ∈   olmak üzere her  ∈   için 

  ⋃    ∈  oluyorsa   ailesine (X,  ) topolojik uzayı için bir baz (taban)dır denir (Atay, 

2016).  

2.2. Ġdeal Topolojik Uzaylar  

Bu kısımda ideal kavramı ve ideal topolojik uzaylar (Kuratowski, 1933; Jankovic ve 

Hamlett, 1990)  ile ilgili temel tanımlar verilmiştir.  

Tanım 2.2.1. X boştan farklı bir küme ve P(X), X in güç kümesi olmak üzere; boş olmayan 

bir        ailesi, eğer 

a)  ∈   ve     iken,  ∈    (kalıtımsallık özelliği) 

b)    ∈   iken    ∈     (sonlu toplamsallık özelliği) 
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şartlarını sağlıyorsa; bu durumda   ailesine X kümesi üzerinde bir idealdir denir 

(Kuratowski,1933; Kuratowski, 1966). 

Örnek 2.2.1. 

  {       } olsun. Bu durumda   {  { } { } {   }} ailesi X kümesi üzerinde bir 

idealdir. 

Gerçekten; 

a) (1)   ∈   için,    ∈    

(2)  { } ∈   için,   { } ve  ∈  , 

(3)  { } ∈   için,   { } ve  ∈  , 

(4)  {   } ∈   için,   {   } ve  ∈  , { }  {   } ve { } ∈  , { }  {   } ve     

{ } ∈   dır. Kalıtımsallık özelliği sağlanıyor. 

b) (1)   ∈   için,   { }  { } ∈  ,   { }  { } ∈  ,   {   }  {   } ∈  , 

(2)  { } ∈   için, { }  { }  {   } ∈  , { }  {   }  {   } ∈  , 

(3)  { } ∈   için, { }  {   }  {   } ∈   olduğundan sonlu toplamsallık özelliği 

sağlıyor.  

(a) ve (b) den   ailesi X üzerinde bir idealdir. 

Bazı idealler; minimal ideal   { }, hiçbir yerde yoğun olmayan kümelerin ideali     , 

sonlu kümelerin ideali (  ), maksimal ideal        olarak bilinir. 

Önerme 2.2.1. (X,  ) bir topolojik uzay,     ve  ∈   olsun.   noktası   kümesinin bir 

kapanış noktasıdır ancak ve ancak   noktasını içeren 

  ∈   için       dır (Yüksel, 2015).  

Tanım 2.2.2. (X,  ) topolojik uzay,     kümesi verilsin ve   ailesi, X kümesi üzerinde 

bir ideal olsun.         { ∈  |    ∈                  } kümesine M kümesinin 

  ideali ve   topolojisine bağlı lokal fonksiyonu denir (Jankovic ve Hamlett, 1990). 

Kısaca         yerine    gösterimini kullanacağız.  

Örnek 2.2.2. (X, ) bir topolojik uzayı,     kümesi verilsin ve   ailesi, X kümesi 

üzerinde ideal olsun. Eğer, 

1)   { } ise, 

        { ∈  |  ∈                 } 

                { ∈  |  ∈                { }} olduğundan          olur. 

2)        ise, 

        { ∈  |  ∈                 } 
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                         { ∈  |  ∈                    } 

olduğundan,      olur (Jankovic ve Hamlett, 1990).  

Tanım 2.2.3. (X, ) bir topolojik uzay ve I, X kümesi üzerinde tanımlı bir ideal olsun.   

    kümesi için             şeklinde tanımlanan               operatörü 

a)          

b)  ∈               

c)    ∈                             

d)  ∈         (      )         

şartlarını sağlıyorsa     işlemine Kuratowski kapanış işlemi denir (Kuratowski, 1933). 

Bir M kümesinin   kapanışı        ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2.4. (X, ) topolojik uzayı ile   kümesi üzerinde bir   ideali verilsin. Bu durumda, 

      {   |              } 

şeklinde tanımlanan       ailesi X kümesi üzerinde bir topoloji belirtir. Bu topoloji   

topolojisinden daha ince bir topolojidir (Vaidyanathaswamy, 1960). 

Jankovic ve Hamlett (1990), minimal ideal    { }  ile maksimal ideali (      ) 

kullanılarak       topolojilerini aşağıdaki gibi elde etmiştir.  

(1)   { } için          ve              olduğundan        , 

(2)        için      ve          olduğundan             

Ayrıca, diğer idealler bu iki ideal arasında yer aldığından, (1) ve (2) ifadelerinden 

faydalanarak onlara karşılık gelen       topolojileri ile ilgili şu sonuçlar verilmiştir.   

(X,  ) topolojik uzayı verilsin.   kümesi üzerindeki her   ideali için, { }         

olduğundan, 

     { }          (    )       

elde edilir.  

Tanım 2.2.5. (X, ) topolojik uzayı ile   kümesi üzerinde bir   ideali verilsin. Bu durumda, 

       {   | ∈    ∈  } 

ailesi,       topolojisi için bir tabandır (Vaidyanathaswamy, 1960).  

Tanım 2.2.6. (X,   ) ideal topolojik uzayında, M alt kümesi verilsin.      ise M 

kümesi     kapalı ya da   kapalı olarak adlandırılır (Jankovic ve Hamlett, 1990). 

2.3. Ġdeal Topolojik Uzaylarda Bazı Küme ÇeĢitleri ve Özellikleri 

Tanım 2.3.1. ( ,  ) topolojik uzayı ve herhangi bir M     kümesi verilsin.  
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a) M      (  (      )) ise, M kümesine 𝛼 -açık küme (Njastad, 1965),  

b) M     (      ) ise, M kümesine semi -açık küme (Levine, 1963),  

c) M      (     ) ise, M kümesine pre -açık küme (Mashhour, Abd El-Monsef ve 

El-Deeb, 1982),  

d) M     (   (     )) ise, M kümesine   -açık küme (Abd El-Monsef, El-Deeb, ve 

Mahmoud, 1983), 

e) M      (     )    (      ) ise, M kümesine b -açık küme denir (Andrejevic, 

(1996). 

Örnek 2.3.1.   {       } ve   {    {   }} olmak üzere,  

   {    {   }} kapalı kümelerin kümesidir.  

M kümesi şu şekilde elemanlara sahip olsun.   {   } 

 ∈   in   daki açık komşulukları { }  

 ∈   in   daki açık komşulukları { }  

 ∈   in   daki açık komşulukları {{   }  }  

 ∈   in   daki açık komşulukları {{   }  }  

a)       (  (      )) olmadığından, M kümesi 𝛼 -açık küme değildir. 

Gerçekten; 

                             {   }  

                            

           (      )     

   (  (      ))     

M      (  (      )) olduğu için, M kümesi 𝛼 -açık küme değildir. 

b) M     (      ) olmadığından, M kümesi semi -açık küme değildir. Gerçekten; 

                  {   }  

                

  (      )     

M     (      ) olduğu için, M kümesi semi -açık küme değildir. 

c) M      (     ) ise, M kümesi pre -açık kümedir. Gerçekten; 

                  {   }  
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   (     )     

{   }     

M      (     ) olduğu için M kümesi pre -açık kümedir. 

d) M     (   (     )) ise, M kümesi   -açık kümedir. Gerçekten; 

                           {   }  

                           

          (     )     

  (   (     ))     

{   }     

M     (   (     )) olduğu için M kümesine   -açık kümedir. 

e) M      (     )    (      ) ise, M kümesi b -açık kümedir. Gerçekten;  

   (     )    ve   (      )    ve 

   (     )    (      )    dir. O halde; 

M      (     )    (      ) olduğu için M kümesi b -açık kümedir. 

Yukarıda verilen ( ,  ) topolojik uzayındaki bazı küme çeşitleri, ( ,  ,  ) ideal topolojik 

uzayında benzer şekilde aşağıda verilmiştir.  

Tanım 2.3.2. ( ,  ,  ) ideal topolojik uzayı ve herhangi bir M     kümesi verilsin.  

a) M      (   (      )) ise, M kümesine 𝛼 -  -açık küme (Hatır ve Noiri, 2002),  

b) M      (      ) ise, M kümesine semi -  -açık küme (Hatır ve Noiri, 2002), 

c) M      (      ) ise, M kümesine pre -  -açık küme (Dontchev ve Przemski, 

1996),  

d) M     (   (      )) ise, M kümesine   -  -açık küme (Hatır ve Noiri, 2002), 

e) M      (      )     (      ) ise, M kümesine b -  -açık küme denir (Guler ve 

Aslim, 2005). 

Örnek 2.3.2.   {       } ve   {    { } {   } {     }} olmak üzere, 

  {  { }} olsun. O halde; 

  {    {     } {   } { }} olarak bulunur. Ayrıca, 

 ∈    in   daki açık komşulukları { } 

 ∈   in   daki açık komşulukları {  { } {     }} 

 ∈    in   daki açık komşulukları {  {   } {     }} 
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 ∈   in   daki açık komşulukları {  {   } {     }} 

M kümesini şu şekilde oluşturalım:   {     } 

a)      (   (      )) ise M kümesi 𝛼 -  -açık küme değildir. Gerçekten; 

   { } olur.             olmak üzere, 

                    (      ) olduğundan, 

             { }  {   }     (      )  

                        {   }     (      )  

           (   (      ))  { } olur. 

          (   (      )) olduğundan M kümesi 𝛼 -  -açık küme değildir. 

b) M      (      ) ise; M kümesi semi -  -açık küme değildir. Gerçekten; 

  {     } olmak üzere, 

                           { }  

                   (      )  

         { }  {   }      (      )  

                            {   }      (      )  

      (      ) olduğundan M kümesi semi -  -açık küme değildir. 

c) M      (      ) ise; M kümesi pre -  -açık kümedir. Gerçekten; 

           {     }  

            olduğundan    ın elemanlarını bulalım.  

           {       }  olduğundan, 

{     }  {       }          

                     {       }          

   (      )     olduğundan M      (      ) ise; M kümesi pre -  -açık 

kümedir. 

d) M     (   (      )) ise, M kümesi   -  -açık kümedir. Gerçekten; 

                              {     }  

                           {       }  

             (      )      

   (   (      ))     

     (   (      )) olduğundan M kümesi   -  -açık kümedir. 
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e) M      (      )     (      ) ise, M kümesine b -  -açık kümedir. Gerçekten; 

   (      )    ve    (      )  {   } dir. O halde;  

   (      )     (      )     

M      (      )     (      ) olduğundan M kümesi b - -açık kümedir. 
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3. TOPOLOJĠK UZAYLARDA BAZI GENELLEġTĠRĠLMĠġ AÇIK 

KÜMELER 

Tanım 3.1. ( ,  ) bir topolojik uzay olsun. Bir          işlemi, her  ∈   için      

olacak şekilde   dan X in güç kümesine bir işlemdir. Burada   , V nin   işlemi altındaki 

değerini gösterir. 

Buna göre        ,            ve               ile tanımlanan işlemler   

fonksiyonuna örnek olarak verilebilir ( Kasahara, 1979). 

X kümesi üzerinde verilen bu işlemlerin kümesi      ile gösterilecektir. 

Tanım 3.2. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve  ∈   olsun. x in her bir açık U 

komşuluğu için        ise, x elemanına     in bir   -kapanış noktası denir. M nin 

  -kapanış noktaları kümesi, M nin   -kapanışı olarak adlandırılır ve        ile gösterilir. 

Eğer          ise, X in M alt kümesine   -kapalı denir. Bu durumda        M nin her 

γ -kapalı alt kümesini kapsar (Ogata, 1991). 

Tanım 3.3. ( ,  ) bir topolojik uzay,   ∈      ve bir  ∈     olsun.      olacak 

şekilde x in açık bir G komşuluğu varsa, x noktasına M nin bir   -iç noktası denir. M nin 

bütün   -iç noktalarının kümesi         şeklinde gösterilir. Böylece; 

        { ∈  | ∈  ∈   ve     }    dir. 

(1) M    -açıktır ancak ve ancak           dir. 

(2) Eğer     ise,                   ve               dir (Rehman ve 

Ahmad, 1992). 

Tanım 3.4. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. O zaman                      

      (      ) ise M ye bir   -pre -açık küme denir. X deki tüm   -pre -açık 

kümelerin ailesi        ile gösterilir. (Hussain, 2018).  

Tanım 3.5. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda      -pre -

açık ise M ye bir     -pre-kapalı küme denir. Buna denk olarak       (       ) ise M 

bir     -pre -kapalı küme olarak adlandırılır. X deki tüm   -pre -kapalı kümelerin ailesi 

       ile gösterilir (Hussain, 2018).  

Not: Her   -açık(kapalı) kümesinin   -pre -açık (kapalı) kümesi olduğuna dikkat edelim. 

Ancak aşağıdaki örnekte gösterildiği gibi tersi genel olarak doğru değildir.  

Örnek 3.1.   {     } ,   {    { } { } {   } {   }}  ∈   için           işlemi 
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         {
                      ∈  
                      

 

şeklinde tanımlansın. 

 Buna göre kapalı kümeler aşağıdaki şekildedir. 

  {    {   } {   } { } { }}  

  daki her bir elemanın   işlemi altındaki görüntüsünü bulalım. 

         için                               

X        için      ∈                X  

{ }     için       { }              { }  {   } 

{ }      için       { }              { }   { } 

{   }  için       {   }          {   }    

{   }   için     ∈ {   }       {   } 

  -açık kümeler {    { } {   }} dir. O halde 

  -kapalı kümeler {    { } {   }} dir. 

Örnek 3.2. Örnek 3.1 göz önüne alınırsa,               {   } olduğundan  

                        yani     (    {   } )    olur ve  

                                             {   }    olduğundan 

  kümesi    -pre -açık fakat,   -açık değildir. 

Örnek 3.3   {     } ,   {    { } {   }} ve   {   } olmak üzere 

 ∈   için             işlemi 

         {
                      ∈  

                     
  

şeklinde tanımlansın. 

  {    {   } { }}  olduğu elde edilir. 

   daki her bir elemanın   işlemi altındaki görüntüsünü bulalım  

         için                  olduğundan            

X        için      ∈             olduğundan     X  

{ }     için       { }        olduğundan        { }    

{   }  için      ∈ {   }    olduğundan    {   }     

  -açık kümeler {    {   }},   -kapalı kümeler {    { }} dir.    {   } için 

        (      ) olduğundan M    -pre -açık kümedir. Gerçekten     {   }    ve  

          olduğundan M   -pre -açık küme olur. 
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Şimdi de      (       ) ise   -pre -kapalı küme olduğunu göstermek için aşağıdaki 

yol izlensin. 

  {   } için,            ,            ve {   }    olduğundan   -pre -kapalı 

küme değildir, gerçekten 

   { } için,     ({ })     ve              dir. 

Tanım 3.6. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. M nin   -dışı         ya 

da       nin   -içi şeklinde yazılır. Yani                   dir (Rehman ve 

Ahmad, 1992).  

Tanım 3.7. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈     ve     olsun. M nin   -sınırı         

şeklinde gösterilir.   –içine ve   -dışına ait olmayan kümeler   -sınır olarak tanımlanmıştır.  

Her     için,                        olduğu bilinmektedir. Ayrıca X in 

herhangi bir M alt kümesi için şu işlemler kolaylıkla görülebilir: 

1)                , 

2)                          (Rehman ve Ahmad, 1992). 

Örnek 3.4.   {     } ,   {    { } { } {   } {   }} ve    {   } olmak üzere  ∈   

için           işlemi 

         {
                      ∈  
                     

  

şeklinde tanımlansın.  

Sırasıyla   -açık,   -kapalı kümeler ile N kümesinin   –içi,   –kapanışı,   -dışı ve   -sınırı 

aşağıdaki şekildedir.  

  –açık kümeler  {    { } {   }} 

  –kapalı kümeler  {    {   } { }} 

*          { } 

*           

*                          { }    

*         {   } dir. 

Örnek 3.5.   {     } ,    {    { } { } {   } {   }}    

 ∈   için           işlemi 

        {
                       ∈  
                       

  

şeklinde tanımlansın. 
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  {   } kümesi ele alınsın. 

Buna göre sırasıyla   -açık,   -kapalı,   -pre -açık,   -pre -kapalı kümeler ile M nin   -

içi,   -dışı ve   -sınırı aşağıdaki şekildedir. 

  {    {   } {   } { } { }}  kümesi kapalı kümelerin sınıfı olup, 

  ’daki her bir elemanın   işlemi altındaki görüntüsü aşağıdaki şekildedir. 

         için               olduğundan             

X        için       ∈         olduğundan    X  

{ }     için        { }    olduğundan       { }  {   } 

{ }      için      ∈ { }     olduğundan    { } 

{   }   için     ∈ {   }  olduğundan    {   } 

{   }  için       {   }  olduğundan       {   }  {   } 

*    -açık kümeler {    { } {   } {   }} 

*    -kapalı kümeler {    {   } { } { }} şeklindedir. 

*        (      ) kümesi   -pre -açıktır, gerçekten, 

                {   }    olduğundan           

    {   }    dir. 

*       (       ) kümesi   -pre -kapalı değildir, gerçekten, 

                 {   }  { } olduğundan     { }  { }  

   {   }  { } dır.  Diğer taraftan 

*          { } 

*           

*                         { }    

*         {   } dır. 

Tanım 3.8. ( ,  ) bir topolojik uzay ve  ∈      olsun. Eğer bir  ∈   için  ∈       

olacak şekilde bir   -açık G kümesi varsa, U ya x in bir   -komşuluğu ve x elemanına da U 

nun bir   -iç noktası denir. Özel olarak U   -açık ise U ya x in bir   -açık komşuluğu denir 

(Ahmad ve Hussain, 2005). 

Örnek 3.6.   {     } ,    {    { } { } {   } {   }}   ve 

 ∈   için           işlemi 

        {
                       ∈  
                       

   

şeklinde tanımlansın. 
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X in   -açık kümesinin elemanları şu şekildedir; {    {   } {   } { }} 

 Bu durumda X kümesinin elemanlarının sırasıyla   -açık komşulukları şu şekildedir; 

   {{   } {   } {     }}  

   {{   } {     } { }}  

   {{   } {     }} (Ahmad ve Hussain, 2005). 

 Önerme 3.1.       için;  

(1)     (       )           

(2)                          , 

(3)                           (Rehman ve Ahmad, 1992). 

Ġspat:  

(1) () x ∈      (          olsun.           olsun.            olduğundan              

x ∈         dir. 

() x ∈         olsun. x ∈ G ve          olacak şekilde bir G açık kümesi vardır. 

Buradan           (    )            olur ve x ∈     (         dır. 

 (2)            ve             olduğundan 

                           dir. Buradan  

                                         ve  

                                 olduğu görülür. 

Tersinin olmadığına dair bir örnek olarak Örnek 3.6. dan M = {r, s}  ve N = {p} kümeleri 

için 

         ={r} 

           

                olduğundan                                   dir. 

 (3)                ve           olduğundan 

                       ve                        dır. 

Kesişimleri alınırsa                                   olur.   

Tersinin doğru olmadığı  Örnek 3.6. dan aşağıdaki şekilde görülebilir. 
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 M ={p, s}  ve N ={p, r} kümeleri için  

         ={p, s}   

     (N) ={p, r} 

                    ={p}   ve              =   olduğundan 

                                  dir. 

Tanım 3.9. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     için                olacak 

şekilde bir   -açık O kümesi mevcutsa   ye   -semi -açık küme denir. Tüm   -semi -açık 

kümelerin ailesi        ile ifade edilir. Eğer    kümesi   -semi -açıksa   kümesine  -

semi -kapalıdır denir. Ayrıca buna denk olarak   nin   -semi -açık olması    

                olduğunu gösterir (Hussain, Ahmad ve Noiri 2010). M yi kapsayan    -

semi -kapalı kümelerin kesişimi   -semi -kapanış olarak tanımlanır ve         ile ifade 

edilir. Yine   nin   -semi -içi          ile ifade edilir ve   nin kapsadığı   -semi -açık 

alt kümelerinin birleşimidir (Ahmad ve Hussain, 2005). 

Örnek 3.7.   {     },   {    { } {   }}  ve  ∈   için           işlemi 

        {
                     ∈   
                           

   

şeklinde tanımlansın. 

  -açık kümeler     { } dir.   {   } için  

  { } seçersek         { }  olur.                olacak şekilde bir   -açık O 

kümesi vardır. O halde    kümesi  -semi -açıktır. 

Tanım 3.10. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     için        (          

     (        ise   ye   -  -açık küme denir. Tüm    -  -açık kümelerinin ailesi        

ile ifade edilir (Hussain, 2018). 

Örnek 3.8.   {     },   {    { } { } {   } {   }} ve  ∈   için bir          

işlemi  

        {
               ∈   
              

  

şeklinde tanımlansın.                     

  -açık kümeler     { } {   } {   } dir. 
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  {   } için           { } ve     { }   { } bu durumda    (          = { }, 

          ve            bu durumda     (          bulunur. 

        (               (        olduğundan M kümesi   -  -açıktır. 

Tanım 3.11. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     için                   

               ise   ye   -  -kapalı küme denir. Tüm    -  -kapalı kümelerinin ailesi 

       ile ifade edilir (Hussain, 2018). 

Teorem 3.1.  ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler doğrudur 

        i.     -  -açıktır ancak ve ancak      -  -kapalıdır. 

        ii. Eğer      -pre -açık(kapalı) ise,     -  -açık (kapalı) dır.  

        iii. Eğer      -semi -açık(kapalı) ise,     -  -açık (kapalı) dır (Hussain, 2018). 

Lemma 3.1. ( ,  ) bir topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler doğrudur. 

i. X deki herhangi bir  - açık U kümesi için,                  . 

ii. X deki herhangi bir  - kapalı V kümesi için,                      (Ahmad 

ve Hussain, 2007). 
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4. ĠDEAL TOPOLOJĠK UZAYLARDA BAZI GENELLEġTĠRĠLMĠġ 

AÇIK KÜMELERĠN ÖZELLĠKLERĠ 

Bu kısımda (Akız ve Özcan, 2022) kaynağından yararlanılarak ideal topolojik uzaylarda 

bazı genelleştirilmiş açık kümelerin tanımları ve özellikleri verilmiştir. 

Tanım 4.1.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     için         
   ise M  

kümesine   -I -açıktır denir. 

Tanım 4.2.         bir ideal topolojik uzay,  ∈        ve     için 

      (   
    ) ise   ye   -pre -I -açık küme denir. Bütün   -pre -I -açık kümeler 

        ile gösterilecektir. 

Örnek 4.1.   {     },   {    { } { } {   } {   }} ve   {  { }}  olsun.   ∈   

için           işlemi 

        {
              ∈   
              

   

şeklinde tanımlansın.  

  -açık kümeler     { } {   } ve 

  -kapalı kümeler       {   } { } dir. 

  { } olsun. 

Buna göre     
            olduğundan,  

   { ∈  |  in her   a ık   komşuluğu i in       }  ve 

   {   }  için 

   
     { }  {   }  {   } dir.  O halde 

    (   
    )  {   }  dir. 

      (   
    ) olduğundan   { }    -pre -I -açıktır. 

Tanım 4.3.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     için eğer      -pre -I -

açık ise,   ye   -pre -I -kapalı küme denir. 

Buradaki tanıma denk olarak eğer      (    
    ) ise,   ye   -pre -I -kapalıdır denir. 
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Bütün   -pre -I -kapalı kümeleri         ile gösterilecektir. 

 

Önerme 4.1. Her   -açık küme   -pre -I -açıktır. 

Ġspat:       -açık küme olsun.                 
         (   

    ). 

Olduğundan M   -pre -I -açıktır. 

Teorem 4.1.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     için aşağıdakiler 

doğrudur. 

i. Bir   kümesi   -I -açık ise     -pre -I -açıktır. 

ii. Bir   kümesi   -pre -I -açık ise     -pre -açıktır. 

Ġspat: 

i.      -I -açık olsun. 

        
         

         (   
    ) olduğundan  

      (   
    )  dir. 

ii. Burada 

      (   
    )        

         (        )       (      ) olduğundan 

M   -pre -açıktır. 

Teorem 4.2.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     için aşağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

i.   -pre -I -açık kümelerin keyfi birleşimi de   -pre -I -açıktır. 

ii.   -pre -I -kapalı kümelerin keyfi kesişimleri de   -pre -I -kapalıdır. 

Ġspat (i): {  |  ∈  }    -pre -I -açık kümelerin bir sınıfı olsun. 

Bu durumda        (   
     ) dır. O halde  

⋃  

 ∈ 

  ⋃    (   
     )

 ∈ 

 (    (⋃   
     

 ∈ 

))      (   
 (⋃  

 ∈ 

)) 

Yani  
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⋃  

 ∈ 

     (   
 (⋃  

 ∈ 

)) 

olur. 

ii) (i)’deki ifadenin tümleyenini alarak hemen elde edilir. 

Tanım 4.4.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda, 

1)   kümesinin   -pre -I -kapanışı,   yi içeren tüm   -pre -I -kapalı kümelerin 

kesişimi olarak tanımlanır ve          ⋂  { |         ∈        } ile 

gösterilir. 

2)   kümesinin   -pre -I -içi,   nin kapsadığı    -pre -I -açık kümelerin birleşimidir 

ve           ⋃  { |        ∈        } ile gösterilir. 

Teorem 4.3.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i.        
   (         )

 

 

ii. (        )
 

         
   

iii.      -pre -I -açık                 

iv.      -pre -I -kapalı               

Ġspat: 

(i).           
  . Bu durumda (        

      ’dir. 

        
    ,    -pre -I -açık olduğundan         

              olur.  

Böylece  

(         )
 

        
    elde edilir. 

Diğer taraftan  

              

                   

        
   (          )

 

 dir. 
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(ii). (        )
 

         
   olduğunu gösterelim. 

           olduğundan 

 (         )
 

     

(         )
 

         
    dir. Diğer taraftan 

       
      

   (       
  )

 
  

          (       
  )

 
  

         
     (        )

 

 dir. 

(iii).   nin içerdiği   -pre -I -açık kümelerin birleşimi           olduğundan ispatı 

açıktır. 

(iv).   yi içeren   -pre -I -kapalı kümelerin kesişimi          olduğundan ispatı açıktır. 

Teorem 4.4.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i.              ve               

ii.               ’te    -pre -I -kapalıdır. 

iii.              ’te    -pre -I -açıktır. 

iv. Eğer     ise                   

v. Eğer     ise                     

vi.      (        )           

vii.       (         )            

viii.                              

ix.                              

Tanım 4.5.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve M   X kümesi γ -semi -I -açıktır 

ancak ve ancak O   M      
     olacak şekilde bir  γ -I -açık O kümesi vardır. 
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Örnek 4.2.   {       },   {    {   } { } {     }}  ve   {  {   }}  olsun. 

 ∈   için           işlemi 

        {
                  ∈   
                 

   

şeklinde tanımlansın. 

  -açık kümeler     {     } { } {     } dir.   {   } için  

  { } seçersek     {     }  olduğundan   -I -açıktır. 

Ayrıca    
     {     }  olur. Yani       -semi -I -açıktır. 

Tanım 4.6.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Eğer bir     

için       -semi -I -açık ise   ye   -semi -I -kapalı küme denir. 

Önerme 4.2.        -semi -I -kapalıdır ancak ve ancak             olacak 

şekilde en az bir    -I -kapalı   kümesi vardır. 

Teorem 4.5.         -semi -I -kapalıdır ancak ve ancak     (   
    )    dir. 

Ġspat:         -semi -I -kapalı olsun. 

          olsun.     -I -kapalı küme vardır. 

 ,   -I -kapalı olduğundan    
       dir. 

     (   
    )             

     (   
    )    . 

Diğer yandan     (   
    )    olsun. 

   
       dersek, 

             
       olur. Yani      -semi -I -kapalıdır. 

Tanım 4.7.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. M yi içeren tüm   

-semi -I -kapalı kümelerinin kesişimlerine   nin  -semi -I -kapanışı denir ve          ile 

gösterilir.  
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Tanım 4.8.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun.   nin içerdiği tüm 

  -semi -I -açık kümelerinin birleşimine    nin   -semi -I -içi denir ve           ile 

gösterilir.  

Teorem 4.6.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun.  

Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i.   -semi -I -açık kümelerin keyfi birleşimleri de   -semi -I -açıktır. 

ii.   -semi -I -kapalı kümelerin keyfi birleşimleri de   -semi -I -kapalıdır. 

Ġspat: (i). {  | ∈  }   -semi -I -açık kümelerin bir ailesi olsun. 

  ∈   için      -semi -I -açık olduğundan 

         
      olacak şekilde bir   -I -açık    kümesi vardır. Buradan 

⋃  

 ∈ 

 ⋃  

 ∈ 

 ⋃   
     

 ∈ 

    
 (⋃  

 ∈ 

) 

olur ki, bu da ⋃    ∈  cümlesinin   -semi -I -açık olduğunu gösterir. 

(ii), (i) ifadesine benzer olarak elde edilir. 

Teorem 4.7.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun.  

Bu durumda aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i.     -semi -I -açıktır             . 

ii.     -semi -I -kapalıdır            . 

Ġspat: (i) ve (ii) nin ispatı tanımdan hemen elde edilir. 

Teorem 4.8.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun.  

Aşağıdaki ifadeler doğrudur. 

i.            de   -semi -I -kapalıdır. 

ii.             de   -semi -I -açıktır. 

Ġspat: (i). Tanımdan            yi kapsayan   -semi -I -kapalı kümelerin kesişimi 

olduğundan   -semi -I -kapalıdır. 

(ii) Tanımdan             nin içerdiği   -semi -I -açık kümelerin birleşimi olduğundan   

-semi -I -açıktır. 
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Önerme 4.3.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     için           

          dir. 

Önerme 4.4.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     i in          

         dir. 

Teorem 4.9.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun.     için aşağıdakiler 

doğrudur. 

i.   deki herhangi bir   -kapalı V kümesi için,     
           

       dir. 

ii.   deki herhangi bir   -açık U kümesi için,     
          

       dır. 

Önerme 4.5.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun.     için aşağıdakiler 

doğrudur. 

i.                 (   
    ) 

ii.                (    
    ) 

Ġspat: (i).      (   
    )       (   

 (        ))           ve 

                          (   
    ).  

Buradan, 

      (   
    )            

Diğer taraftan 

     (   
 (      (   

    )))       (   
        

 (     (   
    )))     

     

    (   
 (    (   

    )))     
         (   

    )  (   
    ).  

 

Böylece  

     (   
 (      (   

    )))        (   
    )   

Bu da gösterir ki, 
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               (   
    ) dır. 

(ii) İlk ispata benzer olarak elde edilir.  

Teorem 4.10.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun ve     için aşağıdakiler 

doğrudur. 

i.               (    
    ) 

ii.                 (   
    ) dır. 

Ġspat:(i).     (    
 (     (    

    )))      (    
         (    

    ))  

       (    
    )     (    

    )       (    
    ) olduğunu biliyoruz. 

Böylece, 

     (    
    )    -pre -I -kapalıdır ve burada 

              (     (    
    ))       (    

    ) dır. 

Böylece, 

              (    
    ) olur. 

Diğer taraftan               -pre -I -kapalıdır. O halde, 

   (    
 (        ))            

Buradan            olduğundan  

   (    
    )     (    

 (        ))           dır. Buradan her iki tarafı M kümesi 

ile birleştirirsek 

     (    
    )           olur. 

(ii).       (   
    )       (   

    )      (   
    )      (   

    )   

     (   
         (   

    ))         (   
 (      (   

    ))) olduğunu biliyoruz. 

Böylece       (   
    ) kümesi   -pre -I -açık bir kümedir. 
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Diğer taraftan her küme   -pre -I -içinin alt kümesi olduğundan; 

      (   
    )        (      (   

    ))              dir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

Sonuç 4.1.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun ve     için aşağıdakiler 

doğrudur. 

i.      (         )                (   
 (       )) 

ii.      (         )               (    
    ). 

Tanım 4.9.          bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun ve     için eğer   

   
 (       )      (   

    ) ise   ye    -b -I -açık küme denir. 

Tanım 4.10.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      olsun ve     için eğer     

   (    
    )      

 (      ) ise   ye    -b -I -kapalı küme denir. 

Teorem 4.11.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler geçerlidir. 

i. Eğer      -b -I -açık ise        -b -I -kapalıdır. 

ii. Eğer      -pre -I -açık (kapalı) ise,      -b -I -açık (kapalıdır). 

iii. Eğer      -semi -I -açık (kapalı) ise,      -b -I -açık (kapalıdır). 

Ġspat: (i) Tanımdan direkt olarak elde edilir. 

(ii) Eğer      -pre -I -açık olsun. Bu durumda       (   
    ) dır. 

      (   
    )      (   

    )              (   
    )     

 (       ) dır. 

Bu da   nin    -b -I -açık olmasıdır. 

İspat    -pre -I -kapalı kümeler için benzer şekilde yapılır. 

(iii)    kümesi    -semi -I -kapalı olsun. Bu durumda   

    (   
    )    dır. Burada, 

    (   
    )     

         (   
    )      
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    (   
    )     

 (       )      (   
    )     

 (       )    olsun. 

Bu   nin    -b -I -kapalı olmasıdır. 

Açıklık için de benzer ispat yapılır. 

Not: burada dikkat edelim ki   -açık olan bir küme aynı zamanda    -b -I -açıktır. Çünkü 

        -açık ise           dır.  

Burada      
 (       ) ve      

 (       )      (   
    ) olur. 

Burada   nın    -b -I -açık olduğu da elde edilir. Tersinin doğru olmadığını aşağıdaki 

örnek göstermektedir. 

Örnek 4.3.   {     },   {    { } { } {   }} ve   {  { }} olsun. 

 ∈   için bir          işlemi  

        {
              ∈   
             

  

şeklinde tanımlansın.                     

  -açık kümeler     {   } { } {   } dir. 

  {   } için    
 (       )     

  { }  { }  { }  { }  { }  { }, 

    (   
    )                  {   }  {     }  {     }, 

     
 (       )      (   

    ) olduğundan     -b -I  -açıktır fakat   -açık değildir. 

Önerme 4.6.         ideal topolojik uzay,   ∈      ve     olsun. 

i.   -b -I -açık kümelerin keyfi birleşimleri de   -b -I -açıktır. 

ii.   -b -I -kapalı kümelerinin keyfi kesişimleri de   -b -I -kapalıdır. 

Önerme 4.7.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. Aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

i.   kümesi    -b -I -açık kümedir. 

ii.        (         ) 

iii.                       
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Ġspat: (i)   (iii)   kümesi    -b -I -açık olsun.  

     
 (       )      (   

    ) dır. Önerme 4.5. ve Teorem 4.7. den 

                          (   
    )  (     (    

    ))  

   (    (   
    )     (    

    ))    dır. 

(iii)   (ii)  Önerme 4.5. ve Sonuç 4.1. den, 

                                (     (    
    ))    

             (    
    )       (         ). 

(ii)   (i) Sonuç 4.1. ve Teorem 4.7. den, 

       (         )  (             
 (       ))    

    (   
    )     

 (       ) dır. 

Bu da gösterir ki      -b -I -açıktır. Böylece ispat tamamlanır. 

Tanım 4.11.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. 

1)   yi kapsayan   -b -  -kapalı kümelerin en küçüğüne   nin    -b -  -kapanışı 

denir ve          ile gösterilir. 

2)   nin kapsadığı    -b -  -açık kümelerin en büyüğüne   nin   -b -  -içi denir ve  

          ile gösterilir (Bilgin, 2022) 

Tanım 4.12.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun. X deki her   -b -I 

-açık kümesi için          { }     ise, bir  ∈   noktasına     ’in   -b -I -

yığılma noktası denir. 

Tanım 4.13.         bir ideal topolojik uzay,  ∈      ve     olsun Farklı x ve y 

noktaları için  ∈   ,  ∈   ve         olacak şekilde,   -b -I -açık kümeleri varsa 

        ideal topolojik uzayına   -b -I -Hausdorff uzay denir. 

Örnek 4.4.   {     },   {    { } { } { } {   } {   } {   }} ve   {  { }} olsun. 

 ∈   için bir          işlemi  
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        {
              ∈   
             

  

şeklinde tanımlansın.                     

  -açık kümeler     { } { } { } {   } {   } {   } dir. 

  -açık kümeler,   -b -I -açık olduğundan 

 ∈  { },  ∈ { } ve         olacak şekilde    { } ve   { }    -b -I -açık 

kümeleri bulunduğundan           -b -I -Hausdorff uzaydır. 

 ∈  { },  ∈ { } ve         olacak şekilde   { } ve   { }    -b -I -açık 

kümeleri bulunduğundan           -b -I -Hausdorff uzaydır. 

Örnek 4.5.   {     },   {    { } { } {   }} ve   {  { }} olsun. 

 ∈   için bir          işlemi  

        {
              ∈   
             

  

şeklinde tanımlansın.                     

  -açık kümeler     {   } { } {   } dir. 

  -açık kümeler,   -b -I -açık olduğundan  

 ∈ {   },  ∈ { } ve {   }  { }    olacak şekilde, {   } ve { }   -b -I -açık kümeleri, 

 ∈ {   },  ∈ { } ve {   }  { }    olacak şekilde, {   } ve { }   -b -I -açık kümeleri 

vardır. Ancak   ∈  ,  ∈   ve         olacak şekilde   ve     -b -I -açık kümeleri 

bulunamaz.           -b -I -Hausdorff uzay değildir. 
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5. SONUÇ ve ÖNERĠLER 

Bu tez çalışmasında, topolojik uzaylarda   işlemi yardımıyla tanıtılmış olan 

genelleştirilmiş açık kümeler ve özellikleri, ideal topolojik uzaylara taşınmıştır. Bu 

kümeler ideal topolojik uzaylarda  -pre-I-açık küme,  -semi-I-açık küme ve  -b-I-açık 

kümeler olarak adlandırılmıştır. Bu yeni açık kümeler yardımıyla bir kümenin içi, kapanışı, 

yığılma noktası gibi tanımlar yeniden verilmiştir ve bazı özellikleri incelenmiştir. Buradan 

yola çıkarak, topolojik uzaylardaki diğer kavramlar, ideal topolojik uzaylara taşınabilir. 
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