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topolojik uzaylar ve ideal topolojik uzaylardaki agik ve kapali kiimeler ile ilgili
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The first part of this thesis consists of the introduction part. In the introduction,
literature information about topological spaces and open and closed sets in ideal
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SIMGELER

Bu caligmada kullanilmis simgeler aciklamalari ile birlikte agagida verilmistir.

Simgeler
X

P(X)
McN
M&N
M€

M

X, 1)
Gy

|4

r'Xx)
X,t,D)
int, (M)
cl, (M)

10,(X)

P10, (X)
PIC,(X)
S10,(X)
SIC,(X)

plint, (M)

Aciklamalar

: Evrensel kiime
: Giig kiimesi

: N, M kiimesini kapsar

N, M kiimesini kapsamaz

: M kiimesinin tiimleyeni

: Mkimesinin y181lma noktalari

M fark N

: X kiimesi tizerindeki herhangi bir ideal

: X kiimesi tizerinde higbir yerde yogun olmayan kiimelerin ideali

: X kiimesinin sonlu alt kiimelerinden olusan ideal

: Topolojik yap1

: Topolojik uzay

. (X, 1) topolojik uzayinda X noktasinin acik komsuluklar ailesi

: Gamma islemi

: Gamma fonksiyonu
: Ideal topolojik uzay
: M nin gamma i¢i

: M nin gamma kapanisi

. Ideal topolojik uzaydaki y -1 -a¢ik kiimelerin ailesi

: Ideal topolojik uzaydaki y -pre -1 -agik kiimelerin ailesi

: Ideal topolojik uzaydaki y -pre -1 -kapali kiimelerin ailesi

. Ideal topolojik uzaydaki y -semi -1 -agik kiimelerin ailesi

. Ideal topolojik uzaydaki y -semi -1 -kapali kiimelerin ailesi

. Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -pre -1 -ici
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plcl, (M)
slint, (M)
slcl, (M)
blint, (M)

blcl, (M)

. Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -pre -1 -kapanist

: Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -semi -1 -i¢i

: Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -semi -1 -kapanist
. Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -b -I -i¢i

. Ideal topolojik uzaydaki M kiimesinin y -b -I -kapanis1



1. GIRIS

Bir (X, 1) topolojik uzayinda bir M X in igerdigi en bilyiik agik kiimeye M nin igi
denir ve int(M) ile gosterilir. M yi igeren en kiiglik kapali kiimeye ise M nin kapanist denir
ve cl(M) ile gosterilir denir (Brown, 2006; Mucuk 2010). Topolojik uzaylarda ¢esitli kiime,
fonksiyon ve uzay kavramlari, topoloji ile ugrasan bilim adamlari tarafindan uzun yillardir
calisilan bir alandir. Bu konuyla ilgili ¢alismalar giin gectikge artmakta ve bircok kavramin
yeni tanimlarla tekrar ele alinip incelenmesine katki saglamaktadir. Bunlardan baslicalari
(Levine, 1963; Njastad, 1965; Mashhour ve ark. 1982; Abd EI-Monsef ve ark.,1983)
tarafindan yapilan sirasiyla, semi -agik kiime, o -acik kiime, pre -agik kiime ve £ -agik
kiimelerle ilgili ¢aligmalardir. Bu yeni acik ve kapali kiime tanimlari, topolojik
uzaylardaki pek ¢ok kavramin yeniden tanimlanabilmesini saglamistir. Uzaymn
elemanlarinin yani agik kiimelerin tanimlanmasiyla birlikte, kapali kiime, kapanis, i¢ nokta
ve sinir gibi temel tanimlarin yeniden yapilmasi topolojik acidan olduk¢a merak uyandirici
ve ¢ok ilgi goren bir hale gelmistir.

1979 yilinda Kasahara, her V €z igin VY £V olacak ¢ekile y . 7 — P(X) islemini
tanimlamigtir. Bu isleme gore her V¥ kiimesi y -ac¢ik kiime olarak adlandirilir. Bir M €X
in icerdigi en genis y -acik kiimeye M nin y -i¢i denir ve int, (M) ile gosterilir. M
kiimesini kapsayan en kii¢iik y -kapali kiime de M nin y -kapams1 denir ve Cl, (M) ile
gosterilir (Ogata, 1991). Daha sonra y -agik kiimeler ve 6zellikleri iizerine birgok ¢alisma
yapilmugtir. 2018 yilinda (Hussain 2018), genellestirilmis kiime olarak adlandirilan y -pre -
acik kiime ve vy -b -acik kiimeleri tanitmis ve baz1 6zelliklerini vermistir.

(X,t) bir topolojik uzay olmak iizere, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir |
siifinin bazi sartlar1 saglamast durumunda bu sinifa bir ideal denir ve (X, 7,I) TUgliisiine
de bir ideal topolojik uzay denir. M nin t ve | ya bagl local fonksiyonu (.)* : P(X) — P(X)
(Hayashi, 1964; Kuratowski, 1966) tarafindan tanitilmig
M*(I,t) ={x € X|VU € G, igin,(UN M) ¢ I} seklinde ifade edilmistir. Kuratowski
kapanig operatorii CI*(.), M ve M*(I,t) birlesiminden olusur. M c int(M*) olmasi
durumunda M ye I -agik kiime denir (Jankovic ve Hamlett, 1992).

Daha sonraki ¢alismalarda, pre -1 -acik kiimeler, semi -l -agik kiimeler ve b -1 -agik
kiimeler tanitilmistir (Ekici, 2012). y islemi yardimiyla pre -y -l -acik kiimeler ise
(lbrahim, 2013) de verilmistir. Diger taraftan (Bukhatwa ve Demiralp, 2020)

genellestirilmis kiimeleri ideal topolojik uzaylarda ele almistir.

1



Bu calismada genellestirilmis kiimeler olarak adlandirilan y -pre -acik kiime, y -
semi -acik kiime ve y -b -agik kiimeler ideal topolojik uzaylarda incelenmistir ve bazi

Ozellikleri verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, ileriki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler

verilmigtir.

2.1. Topolojik Uzaylarda Temel Kavramlar

Bu kisimda (Brown, 2006) ve (Mucuk, 2010) kaynaklarindan yararlanilarak topolojik

uzaylardaki bazi tanimlar agiklanmustir.

Tamm 2.1.1. (X, 1) bir topolojik uzay, M € X ve a € M olsun. Eger a € G € M olacak
sekilde bir G € T agik kiimesi varsa M kiimesine a nin bir komsulugu, a elemanina M nin
bir i¢ noktasi denir. M nin tiim i¢ noktalarmin kiimesine M nin igi denir ve int(M) ile
gosterilir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).

Eger 6zel olarak M agik ise M ye bir agik komsuluk denir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).

Tamm 2.1.2. Bir (X, t) topolojik uzayinda bir M € X alt kiimesi verilsin. Eger M€ agik ise
M ye kapali bir kiime denir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).

Tamm 2.1.3. X bir kilme ve M € X olsun. X — M = {x € X:x ¢ M} kiimesine M nin
tiimleyeni denir (Biilbiil, 1994).

Tammm 2.1.4. (X, t) bir topolojik uzay, M € X vex € X olsun. Eger x in her G agik
komsulugu i¢in (G — {x}) N M # @ ise x € X noktasina M nin bir yigilma noktas1 denir.
M nin tiim y1g1lma noktalarinin kiimesi M’ ile gosterilir (Brown, 2006; Mucuk, 2010).

Tammm 2.1.5. (X,7) bir topolojik uzay B € t olsun. B; € B olmak {iizere her T € T igin
T = U;¢; B; oluyorsa B ailesine (X, t) topolojik uzayi igin bir baz (taban)dir denir (Atay,
2016).

2.2. ideal Topolojik Uzaylar

Bu kisimda ideal kavrami ve ideal topolojik uzaylar (Kuratowski, 1933; Jankovic ve
Hamlett, 1990) ile ilgili temel tanimlar verilmistir.
Tamm 2.2.1. X bostan farkli bir kiime ve P(X), X in gii¢c kiimesi olmak {izere; bos olmayan
bir I € P(X) ailesi, eger

a) MelveN c M iken, N € I (kalitimsallik 6zelligi)

b) M,N €liken M UN €1 (sonlutoplamsallik 6zelligi)

3



sartlarim1 sagliyorsa; bu durumda [ ailesine X kiimesi iizerinde bir idealdir denir
(Kuratowski,1933; Kuratowski, 1966).
Ornek 2.2.1.
X ={d,e f,g} olsun. Bu durumda I = {@,{d},{f},{d, f}} ailesi X kiimesi iizerinde bir
idealdir.
Gergekten;
a) (1) pelicin,@cPEel,

(2) {d}elicin, @ c {d}ve® €,

(3) {f1elicin@c{f}ved€El,

4) {d,f1el igin, 9c{d,f} ve Qel, {dic{d f} ve {d} €I, {f}c{d, f} ve

{f} € I dir. Kalitimsallik 6zelligi saglaniyor.
b) 1) ¢ elicin,@u{d}={d}el,ou{f}=1{flel,ou{d f}=1{d f}el,

() {d} eligin{d}u{f}={d,f}el, {d}uld f}={d f} €l

(3) {f} el igin, {f}u{d,f}=1{d,f} €I oldugundan sonlu toplamsallik 6zelligi

sagliyor.

(a) ve (b) den I ailesi X {izerinde bir idealdir.
Bazi idealler; minimal ideal I = {@}, hic¢bir yerde yogun olmayan kiimelerin ideali (I,,),
sonlu kiimelerin ideali (I;), maksimal ideal I = P(X) olarak bilinir.
Onerme 2.2.1. (X, 7) bir topolojik uzay, M € X ve x € X olsun. x noktas1 M kiimesinin bir
kapanis noktasidir ancak ve ancak x noktasini i¢eren

VU € tigin M N U # @ dir (Yiiksel, 2015).

Tamim 2.2.2. (X, 7) topolojik uzay, M c X kiimesi verilsin ve I ailesi, X kiimesi tizerinde
bir ideal olsun. M*(1,7) = {x € X| V U € Gy, igin, (U N M) & I} kiimesine M kiimesinin
I ideali ve t topolojisine bagl lokal fonksiyonu denir (Jankovic ve Hamlett, 1990).
Kisaca M* (I, t) yerine M* gosterimini kullanacagiz.
Ornek 2.2.2. (X,7) bir topolojik uzay, M c X kiimesi verilsin ve I ailesi, X kiimesi
tizerinde ideal olsun. Eger,

1) I ={0}ise,

M*(1,7) = {x € X|VU € Gpyigin,(UNM) ¢ I}
= {x € X|VU € Gyigin, (U N M) & {9}} oldugundan M* = cl(M) olur.
2) I =P(X)ise,
M*(1,7) = {x € X|VU € Gpyigin,(UNM) & I}



= {x € X|VU € Gyigin,(UN M) & P(X)}

oldugundan, M* = @ olur (Jankovic ve Hamlett, 1990).
Tammm 2.2.3. (X,7) bir topolojik uzay ve I, X kiimesi iizerinde tanimli bir ideal olsun.
M c X kiimesi i¢in CI*(M) = M U M* seklinde tanimlanan CI*: P(X) — P(X) operatorii

a) CIr'@=o

b) M€ P(X) = M c CI*(M)

c) M,NePX)=>CI'(MUN)=CI*(M)uUCI*(N)

d) MePX)=cr(crm))=crm)
sartlarin1 sagliyorsa CI* islemine Kuratowski kapanis islemi denir (Kuratowski, 1933).
Bir M kiimesinin * —kapanis1 cl*(M) ile gosterilecektir.
Tamim 2.2.4. (X,7) topolojik uzay1 ile X kiimesi lizerinde bir I ideali verilsin. Bu durumda,

D) ={UcX|lcd"X-U)=X-U)}
seklinde tanmimlanan t*(I) ailesi X kiimesi iizerinde bir topoloji belirtir. Bu topoloji
topolojisinden daha ince bir topolojidir (Vaidyanathaswamy, 1960).
Jankovic ve Hamlett (1990), minimal ideal (I = {@}) ile maksimal ideali (I = P(X))
kullanilarak *(I) topolojilerini asagidaki gibi elde etmistir.
(1) I ={@}igin M* = cl(M) ve cl*(M) = cl(M) oldugundan t*(I) = T,
(2) I = P(X) i¢in M* = @ ve cl*(M) = M oldugundan t*(I) = P(X).
Ayrica, diger idealler bu iki ideal arasinda yer aldigindan, (1) ve (2) ifadelerinden
faydalanarak onlara karsilik gelen t*(I) topolojileri ile ilgili su sonuglar verilmistir.
(X, 7) topolojik uzayr verilsin. X kiimesi tizerindeki her I ideali i¢in, {@} c I c P(X)
oldugundan,
t=7v({o}) c*() c " (P(X)) = P(X)
elde edilir.
Tamim 2.2.5. (X,7) topolojik uzay1 ile X kiimesi lizerinde bir I ideali verilsin. Bu durumda,
B, 1) ={U—-1U€eTlEI}

ailesi, 7*(I) topolojisi i¢in bir tabandir (Vaidyanathaswamy, 1960).
Tammm 2.2.6. (X,r,I) ideal topolojik uzayinda, M alt kiimesi verilsin. M* € M ise M

kiimesi 7* —kapal1 ya da * —kapal1 olarak adlandirilir (Jankovic ve Hamlett, 1990).

2.3. Ideal Topolojik Uzaylarda Bazi Kiime Cesitleri ve Ozellikleri

Tamim 2.3.1. (X, 7) topolojik uzayi ve herhangi bir M c X kiimesi verilsin.



a) Mcint (cl(int(M))) ise, Mkiimesine a -acik kiime (Njastad, 1965),
b) Mc cl(int(M)) ise, Mkiimesine semi -a¢ik kiime (Levine, 1963),
c) Mc int(cl(M)) ise, M kiimesine pre -acik kiime (Mashhour, Abd EI-Monsef ve
El-Deeb, 1982),
d) Mc cl(int(cl(M))) ise, M kiimesine f -agik kiime (Abd EI-Monsef, EI-Deeb, ve
Mahmoud, 1983),
e) M c int(cl(M)) U cl(int(M)) ise, M kiimesine b -acik kiime denir (Andrejevic,
(1996).
Ornek 2.3.1. X = {1,2,3,4} ve t = {0, X, {3,4}} olmak iizere,
K = {Q), X, {1,2}} kapali kiimelerin kiimesidir.
M kiimesi su sekilde elemanlara sahip olsun. M = {1,3}
1 € X in 7 daki agik komsuluklar1 {X}
2 € X in T daki agik komsuluklar1 {X}
3 € X in 7 daki agik komsuluklari {{3,4}, X }
4 € X in T daki a¢ik komsuluklari {{3,4}, X }
a) M cint (cl(int(M ))) olmadigindan, M kiimesi « -agik kiime degildir.
Gergekten,;
M = {1,3}
int(M) =0
cl(int(M)) =0
int (cl(int(M))) =0
M ¢ int (Cl(int(M ))) oldugu i¢in, M kiimesi « -agik kiime degildir.
b) Mc cl(int(M)) olmadigindan, Mkiimesi semi -agik kiime degildir. Gergekten;
M ={1,3}
int(M) =@
cl(int(M)) =0
M¢ Cl(int(M )) oldugu i¢in, M kiimesi semi -agik kiime degildir.
c) Mc int(cl(M)) ise, Mkiimesi pre -agik kiimedir. Gergekten;
M ={1,3}
cl(M) =X



int(cl(M)) =X
1,3} c X
Mc int(cl(M )) oldugu i¢in Mkiimesi pre -agik kiimedir.
d Mccl (int(cl(M))) ise, Mkiimesi 8 -a¢ik kiimedir. Gergekten;
M = {1,3}
cl(M) =X
int(cl(M)) =X
cl (int(cl(M))) =X
1,3} c X
Mc cl (int(cl(M ))) oldugu i¢in Mkiimesine f -a¢ik kiimedir.
e) Mc int(cl(M)) U cl(int(M)) ise, M kiimesi b -acik kiimedir. Gergekten;
int(cl(M)) = X ve cl(int(M)) = @ ve
int(cl(M)) U cl(int(M)) = X dir. O halde;
Mc int(cl(M)) U Cl(int(M)) oldugu i¢in M kiimesi b -a¢ik kiimedir.
Yukarida verilen (X, T) topolojik uzaymndaki bazi kiime gesitleri, (X, 7, I) ideal topolojik
uzayinda benzer sekilde asagida verilmistir.
Tamm 2.3.2. (X, 7, I) ideal topolojik uzay1 ve herhangi bir M C X kiimesi verilsin.
a) Mcint (cl*(int(M))) ise, Mkiimesine a -I -agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002),
b) Mc cl*(int(M)) ise, Mkiimesine semi -I -a¢ik kiime (Hatir ve Noiri, 2002),
c) Mc int(cl*(M)) ise, M kiimesine pre -I -agik kiime (Dontchev ve Przemski,
1996),
d Mccl (int(cl*(M))) ise, Mkiimesine 8 -I -agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002),
e) Mc int(cl*(M)) U cl*(int(M)) ise, M kiimesine b -I -a¢ik kiime denir (Guler ve
Aslim, 2005).
Ornek 2.3.2. X = {e, f,g,h} ve T = {0, X,{f},{g, h}, {f, g, h}} olmak iizere,
I = {@,{h}} olsun. O halde;
K = {Q), X,{e,g h}{e [} {e}} olarak bulunur. Ayrica,
e € X in t daki agik komsuluklar: {X}
f € X in T daki ac¢ik komsuluklar {X, {rL{f. g h}}
g € X int daki a¢ik komsuluklar {X, {g,h},{f 9, h}}
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h € X in t daki a¢ik komsuluklari {X A9, hL{f. 9, h}}
M kiimesini su sekilde olusturalim: M = {e, f, g}
a) Mcint (cl*(int(M))) ise M kiimesi a -I -acik kiime degildir. Gergekten;
M’ = {f}olur. clI*(M) = M U M* olmak iizere,
int(M) U int(M)* = cl*(int(M)) oldugundan,
{fYu e f} = cl*(int(M))
fe,f} = cl*(int(M))
int (1" (int(M))) = {f} olur.
M & int (cl*(int(M))) oldugundan Mkiimesi « -I -agik kiime degildir.
b) Mc cl*(int(M)) ise; Mkiimesi semi -I -agik kiime degildir. Gergekten;
M = {e, f, g} olmak tizere,
int(M) = {f}
int(M) U int(M)* = cl*(int(M))
{flufe f} = cl*(int(M))
{e,f} = cl*(int(M))
M ¢ cl*(int(M )) oldugundan M kiimesi semi -1 -agik kiime degildir.
c) Mcint(cl*(M)) ise; Mkiimesi pre -I -agik kiimedir. Gergekten;
M ={ef, g}
cl*(M) = M U M” oldugundan M* 1n elemanlarini bulalim.
M* ={e, f,g,h} oldugundan,
{e.f,.g}ule f,g9,h} = cl"(M)
{e.f,9,h} = cl"(M)
int(cl*(M)) =X oldugundan M c int(cl*(M)) ise; M kiimesi pre -I -agik
kiimedir.
d Mccl (int(cl*(M))) ise, M kiimesi 8 -I -a¢ik kiimedir. Gergekten;
M ={ef, g}
cl'(M) ={e,f,g,h}
int(cl*(M)) =X
cl (int(cl*(M))) =X
M c cl (int(cl*(M))) oldugundan M kiimesi g -I -agik kiimedir.
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e) Mc int(cl*(M)) U cl*(int(M)) ise, Mkiimesine b -I -agik kiimedir. Gergekten;
int(cl*(M)) = X ve cl*(int(M)) = {e, f} dir. O halde;
int(cl*(M)) U cl*(int(M)) = X
Mc int(cl*(M)) U cl*(int(M)) oldugundan M kiimesi b -I-agik kiimedir.



3. TOPOLOJIK UZAYLARDA BAZI GENELLESTIRILMIS ACIK
KUMELER

Tamim 3.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bir y: 7 = P(X) islemi, her V € T i¢in V € V¥
olacak sekilde 7 dan X in gii¢ kiimesine bir islemdir. Burada V¥, V nin y islemi altindaki
degerini gosterir.
Buna gore y(G) =G, y(G) = cl(G) ve y(G) = intcl(G) ile tanimlanan islemler y
fonksiyonuna 6rnek olarak verilebilir ( Kasahara, 1979).
X kiimesi lizerinde verilen bu iglemlerin kiimesi I" (X) ile gosterilecektir.
Tammm 3.2. (X, 1) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve x € X olsun. x in her bir agik U
komsulugu i¢in UY N M # @ ise, X elemanina M € X in bir y -kapanis noktas1 denir. M nin
y -kapamis noktalar1 kiimesi, M nin y -kapanis1 olarak adlandirilir ve cl, (M) ile gosterilir.
Eger cl, (M) € M ise, X in M alt kiimesine y -kapal1 denir. Bu durumda cl,, (M) M nin her
v -kapal1 alt kiimesini kapsar (Ogata, 1991).
Tamm 3.3. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve bir x € M € X olsun. G¥ € M olacak
sekilde x in agik bir G komsulugu varsa, X noktasina M nin bir y -i¢ noktasi denir. M nin
biitlin y -i¢ noktalarinin kiimesi int, (M) seklinde gosterilir. Boylece;
int,(M) = {x € M|x € G € tve G¥ € M} S M dir.

(1) M y -aciktir ancak ve ancak M = int, (M) dir.

(2) Eger M S N ise, int,(M) € int,(N) ve cl,(M) < cl,(N) dir (Rehman ve

Ahmad, 1992).

Tammm 3.4. (X, ) bir topolojik uzay, yer(X)ve M c X olsun. O zaman

M C int, (cly(M)) ise M ye bir y -pre -acik kiime denir. X deki tim y -pre -acik
kiimelerin ailesi PO, (X) ile gosterilir. (Hussain, 2018).

Tamim 3.5. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun. Bu durumda M€ y -pre -
acik ise M ye bir y -pre-kapali kiime denir. Buna denk olarak M < cl, (inty(M)) ise M

bir y -pre -kapali kiime olarak adlandirilir. X deki tiim y -pre -kapali kiimelerin ailesi
PC,(X) ile gosterilir (Hussain, 2018).

Not: Her y -acik(kapali) kiimesinin y -pre -agik (kapali) kiimesi olduguna dikkat edelim.
Ancak asagidaki ornekte gosterildigi gibi tersi genel olarak dogru degildir.

Ornek 3.1. X = {p,7,s}, 7 = {0, X,{p}, {s}. {p, s}, {p,7}} r € X i¢in y:7 > P(X) islemi

10



M, reM
y(M) = MY = {CZ(M)’ e M

seklinde tanimlansin.
Buna gore kapali kiimeler asagidaki sekildedir.
K ={0,X,{r,s}{p,73,{r}, {s}}
T daki her bir elemanin y islemi altindaki gériintiisiinii bulalim.
0] icin re¢g - cl@)=90
X igin reX - X
{p} i¢in re&{p} - () ={p.7}
{s} i¢in réf{sy - c({sh)= {s}
{p,s} igin r&{ps} - cl(ps}) =X
{p,r} i¢in re{pr} - {pr}
y -acik kiimeler {Q), X, {s}{p, r}} dir. O halde
y -kapal1 kiimeler {(Z), X, {s}{p, r}} dir.
Ornek 3.2. Omek 3.1 goz 6niine alinirsa, cl,(M) =X M = {p, s} oldugundan
int, (X) = X yani int, (cl,({p,s))) = X olur ve
{p,s} € X oldugundan
M kiimesi y -pre -agik fakat, y -acik degildir.
Ornek 3.3 X = {f,g,h} , v = {0,X,{f}.{f, g}} ve M = {g, h} olmak iizere
g €EXicin y:t— P(X) islemi

M, gEM
= y =
y(M) =M {cl(M), geM

seklinde tanimlansin.
K ={0,X,{g,h},{h}} oldugu elde edilir.
T daki her bir elemanin y islemi altindaki goriintiisiinii bulalim.
) icin g¢&o oldugundan cl(@) =0
X icin g€eX oldugundan X
{f} icin ge¢&{f} oldugundan cl({f}) =X
{f,g} i¢in g €{f g} oldugundan {f,g}
y -a¢ik kiimeler {(Z),X, {f, g}}, y -kapal1 kiimeler {Q), X, {h}} dir. M = {g, h}igin
M S int, (cly(M)) oldugundan My -pre -acik kiimedir. Gergekten cl,, ({g, h}) = X ve

int, (X) = X oldugundan M y -pre -acik kiime olur.
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Simdi de M < cl, (inty (M)) ise y -pre -kapali kiime oldugunu gostermek i¢in asagidaki
yol izlensin.
M = {g,h} i¢in, int,(M) =0 , cl,(®) =0 ve {g,h} € @ oldugundan y -pre -kapal
kiime degildir, ger¢ekten
M€ = {f}i¢in, int, ({f}) = @ ve cl, (@) = @ dir.
Tamm 3.6. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun. M nin y -dis1 ext, (M) ya
da (X —M) nin y -i¢i seklinde yazilir. Yani ext, (M) = int, (X — M) dir (Rehman ve
Ahmad, 1992).
Tamim 3.7. (X, 1) bir topolojik uzay, y € I'(X)ve M < X olsun. M nin y -sirt bd, (M)
seklinde gosterilir. y —icine ve y -disina ait olmayan kiimeler y -Sinir olarak tanimlanmustir.
Her M € X igin, bd,(M) = cl,(M) ncl, (X — M) oldugu bilinmektedir. Ayrica X in
herhangi bir M alt kiimesi i¢in su islemler kolaylikla goriilebilir:

1) cl,(M) =M U bd,(M),

2) X =int,(M) U bd,, (M) U ext, (M) (Rehman ve Ahmad, 1992).
Ornek 3.4. X = {345}, 7 = {@, X, {3},{5},{3,5}, {3,4}} ve N = {4,5} olmak iizere 4 € X
icin y:7 = P(X) islemi

M 4eM
— MY — ’
v(M) =M ‘{cl(M), teM

seklinde tanimlansin.

Sirasiyla y -agik, y -kapali kiimeler ile N kiimesinin y —i¢i, y —kapanisi, y -dis1 Ve y -sinir1
asagidaki sekildedir.

y —agik kiimeler = {(D, X, {5}, {3,4}}

y —kapali kiimeler = {(D,X, {3,4}, {5}}

* int,(N) = {5}

*cl,(N)=X

* ext,(N) = int,(X — N) int,({3}) = @

* bd,(N) = {3,4} dir.

Ornek 3.5. X = {p,7,s}, 7= {(Z), X, {p},{r},{p, v} {p, s}}
re€Xiciny:t — P(X) islemi

M, reM
y(M) =M = {CZ(M), e M

seklinde tanimlansin.
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M = {r, s} kiimesi ele alinsin.
Buna gore sirastyla y -acik, y -kapali, y -pre -agik, y -pre -kapali kiimeler ile M nin y -
igl, y -dis1 ve y -sinir1 asagidaki sekildedir.
K = {(Z), X, {r,s},{p, s}, {s}, {r}} kiimesi kapal1 kiimelerin sinifi olup,
T ’daki her bir elemanin y iglemi altindaki goriintiisii asagidaki sekildedir.
1) icin r€ @  oldugundan cl(@) =0
X icin r€X  oldugundan X
{p} i¢in r €& {p} oldugundan cl({p}) = {p,s}
{r} i¢cin re{r} oldugundan {r}
{p,r} i¢in r € {p,r} oldugundan {p,r}
{p,s} i¢cin r & {p,s} oldugundan cl({p,s}) = {p, s}
* y -acik kiimeler {(D,X, {r}.{p,7}{p, S}}
* y -kapali kiimeler {(Z), X, {p, s} {r}, {s}} seklindedir.
* M Cint, (cl], (M )) kiimesi y -pre -agiktir, gergekten,
cl,(M) = cl,({r,s}) = X oldugundan int, (X) = X
{r,s} € X dir.
* M Ccl, (inty (M )) kiimesi y -pre -kapali degildir, gergekten,
int, (M) = int,({r,s}) = {r} oldugundan cl, ({r}) = {r}
{r,s} & {r} dir. Diger taraftan
* int, (M) = {r}
*cl,(M)=X
* ext,(M) = int, (X — M) = int,({p}) = @
* bd, (M) = {p, s} dur.
Tamim 3.8. (X, 7) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. Eger bir x € X i¢in x € G¥ € U
olacak sekilde bir y -a¢ik G kiimesi varsa, U ya X in bir y -komsulugu ve X elemanina da U

nun bir y -i¢ noktas1 denir. Ozel olarak U y -acik ise U ya X in bir ¥ -acik komsulugu denir
(Ahmad ve Hussain, 2005).

Ornek 3.6. X = {p,7,s}, T = {(Z), X ApL{r}{p. v} {p, S}} ve
r € X igin y: 7 - P(X) islemi

M, reM
y(M) = MY = {CZ(M)’ e M

seklinde tanimlansin.
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X in y -acik kiimesinin elemanlar1 su sekildedir; {(Z), X, {p,r}{p, s}, {r}}

Bu durumda X kiimesinin elemanlarinin sirasiyla y -agik komsuluklari su sekildedir;
Uy, ={{p.7}.{p. s} {p.7s}}
U, = {{p,7}.{p,7, s}, {r}}
Us = {{p, s}, {p,7, s}} (Ahmad ve Hussain, 2005).

Onerme 3.1. M, N € X icin;

(1) int, (int,(M)) = int, (M),
(2) int,(M U N) 2 int, (M) U int,(N),
(3) int, (M n N) <€ int, (M) n int,(N) (Rehman ve Ahmad, 1992).
ispat:
(1) (=) x € int, (int,(M)) olsun. int, (M) = A olsun. int,(A) € A oldugundan

X € int, (M) dir.

(&) x € int,(M) olsun.x € Gve G¥ S M olacak sekilde bir G agik kiimesi vardir.
Buradan GY = int,(GY) € int, (M) olur ve x € int,(int,(M)) dir.

(2) int,(M) € M veint,(N) € N oldugundan

int,(M) U int, (N) €M U N dir. Buradan

int, (int, (M) U int,(N)) < int,(M U N) ve

int,(M) U int,(N) < int,(M U N) oldugu gortlir.

Tersinin olmadigia dair bir drnek olarak Ornek 3.6. dan M = {r, s} ve N = {p} kiimeleri
i¢in

int, (M) ={r}

int,(M) =@

int,(M U N) = X oldugundan int,(M U N) & int,(M) U int,(N) dir.

3 MNNCMveMn N S N oldugundan

int,(M n N) < int,(M) ve int,(M N N) S int,(N) dur.

Kesisimleri almirsa int, (M N N) < int, (M) n int,(N) olur.

Tersinin dogru olmadigi Ornek 3.6. dan asagidaki sekilde goriilebilir.
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M ={p, s} ve N ={p, r} kiimeleri igin

int, (M) ={p, s}

int, (N) ={p, r}

int, (M) n int, (N) ={p} ve int,(M N N) =@ oldugundan

int,(M) n int, (N) € int,(M n N) dir.

Tamim 3.9. (X, 7) bir topolojik uzay, y e '(X) ve M € X i¢cin 0 S M < cl,(0) olacak
sekilde bir y -acik O kiimesi mevcutsa M ye y -semi -acik kiime denir. Tiim y -semi -agik
kiimelerin ailesi SO, (X) ile ifade edilir. Eger M kiimesi y -semi -agiksa M kiimesine y-
semi -kapalidir denir. Ayrica buna denk olarak M nin y -semi -a¢ik olmast M C
cl, (int, (M)) oldugunu gosterir (Hussain, Ahmad ve Noiri 2010). M yi kapsayan y -
semi -kapali kiimelerin kesisimi y -semi -kapanis olarak tanimlamir ve scl, (M) ile ifade
edilir. Yine M nin y -semi -ici sint, (M) ile ifade edilir ve M nin kapsadig1 y -semi -acik
alt kiimelerinin birlesimidir (Ahmad ve Hussain, 2005).

Ornek 3.7. X ={d,e,f}, 7= {(D,X, {d},{d, e}} vee € Xiciny:t - P(X) islemi

_ - {clM), eE M
yon = m = {5/ =

seklinde tanimlansin.

y -a¢ik kiimeler @, X, {d} dir. M = {d, e} i¢in

0 = {d} segersek cl,,(0) = {X} olur. 0 € M < cl,(0) olacak sekilde biry -agik O
kiimesi vardir. O halde M kiimesi y-semi -agiktir.

Tamm 3.10. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X)ve M € X i¢in M < cl, (int, (M)) U
int, (cl,(M)) ise M ye y -b -agik kiime denir. Tiim y -b -acik kiimelerinin ailesi BO, (X)
ile ifade edilir (Hussain, 2018).

Ornek 3.8. X ={d,e,f}, T = {(Z),X, {d},{e},{d, e}, {d,f}} ve e € X i¢in bir y: 7 —» P(X)
islemi

M, eeEM
y(M) = MY ={CI(M)’ cE M

seklinde tanimlansin.
y -acik kiimeler @, X, {e},{d, e}, {d, f} dir.
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M = {e, f}icin int, (M) = {e} ve cl,,({e}) = {e} bu durumda cl, (int, (M)) = {e},
cl,(M) =X veint, (X) = X budurumda int,(cl,(M)) = X bulunur.
M < cl,(int, (M)) U int,(cl,(M)) oldugundan M kiimesi y -b -agiktr.

Tamm 3.11. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X igin M 2 cl,(int, (M)) N
int, (cl, (M)) ise M ye y -b -kapali kiime denir. Tiim y -b -kapali kiimelerinin ailesi
BC, (X) ile ifade edilir (Hussain, 2018).

Teorem 3.1. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur
I. M y -b -agiktir ancak ve ancak M€ y -b -kapalidir.
Ii. Eger M y -pre -agik(kapali) ise, M y -b -agik (kapali) dir.
iii. Eger M y -semi -agik(kapal) ise, M y -b -acik (kapali) dir (Hussain, 2018).

Lemma 3.1. (X, 7) bir topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur.
I. X deki herhangi bir y- agik U kiimesi i¢in, cl, (M) N U < cl, (M n V).
ii. X deki herhangi bir y- kapali V kiimesi i¢in, int, (M U V) € int, (M) UV (Ahmad
ve Hussain, 2007).
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4. IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA BAZI GENELLESTIRILMIS
ACIK KUMELERIN OZELLIiKLERI

Bu kisimda (Akiz ve Ozcan, 2022) kaynagindan yararlanilarak ideal topolojik uzaylarda

baz1 genellestirilmis agik kiimelerin tanimlar1 ve 6zellikleri verilmistir.

Tamim 4.1. (X, 7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X i¢in M C int,,(M") ise M
kiimesine y -l -agiktir denir.

Tanmim 4.2. (X,7,I) bir ideal topolojik uzay, ye€erlr(X) ve MCcCX igin
M < int, (cl;}(M)) ise M ye y -pre -l -agik kiime denir. Biitiin y -pre -l -agik kiimeler
P10, (X) ile gosterilecektir.

Ornek 4.1. X ={a,b,c}, v ={0,X,{a},{c}.{a,c},{a, b}} vel ={0,{b}} olsun. b € X
iciny: 7 —» P(X) islemi

M be M
= Y = ’
v(M) =M {czuw), beM

seklinde tanimlansin.

y -acik kiimeler @, X, {c}, {a, b} ve

y -kapal1 kiimeler @, X, {a, b}, {c} dir.

M = {a} olsun.

Buna goére cly(M) =M U M* oldugundan,

M* = {x € X|x in her y — acik U komsuluguicinUNM ¢ I } ve
M* = {a, b} i¢in

cly(M) = {a} U {a,b} = {a, b} dir. O halde
int, (cl;(M)) = {a, b} dir.
M C int, (cl}*,(M)) oldugundan M = {a} y -pre - -agiktr.

Tamm 4.3. (X, 7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X igin eger M€ y -pre -I -
acik ise, M ye y -pre -1 -kapal1 kiime denir.

Buradaki tanima denk olarak eger M 2 cl,, (int; M )) ise, M ye y -pre -l -kapalidir denir.
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Biitiin y -pre -l -kapali kiimeleri PIC, (X) ile gosterilecektir.

Onerme 4.1. Her y -agik kiime y -pre -1 -aciktir.
Ispatt M € X y -agik kiime olsun. M € int, (M) E int,(M* U M) = int, (cl;‘,(M)).
Oldugundan M y -pre -l -agiktir.

Teorem 4.1. (X,t,I) bir ideal topolojik uzay, y e '(X)ve M € X i¢in asagidakiler

dogrudur.
i.  Bir M kiimesi y -l -agik ise y -pre -I -agiktir.
ii. Bir M kiimesi y -pre -1 -agik ise y -pre -agiktir.
Ispat:
i. M y -l -acik olsun.
M  int, (M") € int,(M" U M) = int, (cl; (M) ) oldugundan
M C int, (cl;(M)) dir.
ii. Burada
M C int, (cl;(M)) = int,(M* U M) € int,(cl,(M) UM) € int, (cly(M)) oldugundan
M y -pre -agiktir.

Teorem 4.2. (X, t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M C X igin asagidaki ifadeler

dogrudur.
i. y-pre -l -acik kiimelerin keyfi birlesimi de y -pre -I -agiktir.
ii.  y -pre -l -kapali kiimelerin keyfi kesisimleri de y -pre -1 -kapalidir.

ispat (i): {M;| i € I} y -pre -l -acik kiimelerin bir sinifi olsun.

Bu durumda M; € int, (cl;(M;)) dir. O halde

U M; € U int, (cly (M) < | int, (U cl;(Mi)> = int,, | cl; (U Ml-)

i€l i€l i€l i€l

Yani
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U M, < int, | ci; (U Mi>

i€l i€l
olur.
i) (i)’deki ifadenin tiimleyenini alarak hemen elde edilir.
Tamm 4.4. (X, 1, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Bu durumda,

1) M kiimesinin y -pre -1 -kapanisi, M yi igeren tim y -pre -1 -kapali kiimelerin
kesigimi olarak tanimlamir ve plcl, (M) =N {K|M C KveK°e€ PIO],(X)} ile

gosterilir.

2) M kiimesinin y -pre -1 -igi, M nin kapsadig1 y -pre -l -a¢ik kiimelerin birlesimidir
ve plint, (M) = U {0]|0 € M ve 0 € PI10,(X)} ile gosterilir.

Teorem 4.3. (X,7,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur.

i.  plcl, (M) = (plinty(M))c

i.  (plct,(M)) = plint,(M°)
ii. M y-pre-l-acik & M = plint,(M)
iv. M y-pre-l-kapah & M = plcl, (M)
Ispat:
(1). M€ € plcl,(M®). Bu durumda ( plcl, (M€))¢ € M’dir.
(plcl, (M€))°, y -pre -1 -acik oldugundan (pIcl, (M) € plint, (M) olur.
Boylece
(plint, 1)) < plct, (M) elde edilir.
Diger taraftan
pl int,(M) €M

= M° c (pl int, (M))¢
c
= plcl, (M) € (p[ inty(M)) dir.
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c
(ii). (p[ cly(M)) = plint,, (M) oldugunu gosterelim.
M € plcl, (M) oldugundan

c
N (plcly(M)) c M¢

c
(plcly(M)) € plint, (M) dir. Diger taraftan
plint,M° € M°
= M < (plint,M° )"
= plel, (M) € (plint,M¢ )
C -
= plint, (M) < (plcL,(M)) dir.

(iii). M nin igerdigi y -pre -l -acik kiimelerin birlesimi plint, (M) oldugundan ispati

aciktir.
(iv). M yi igeren y -pre -l -kapal kiimelerin kesisimi pIcl, (M) oldugundan ispat: agiktir.

Teorem 4.4. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur.

i. plcl,(®) =0 ve plint,(0) =0

ii. plcl,(M) X’te y-pre -l -kapahdir.
iii.  plint,(M) X’te y -pre -1 -agiktir.
iv. EgerM C Niseplcl,(M) € plcl,(N)

v. Eger M € N ise plint, (M) € plint,(N)
vi. plcl, (plcly(M)) = plcl, (M)

vii.  plint, (plint,(M)) = plint, (M)
viii.  plcl, (M) U plcl,(N) € plcl,(M U N)
ix. plcl,(MnN) Cplcl,(M) nplcl,(N)

Tamim 4.5. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X kiimesi y -semi -l -agiktir

ancak ve ancak O € M € cly(0) olacak sekilde bir v -I -agik O kiimesi vardir.
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Ornek 4.2. X = {k,I,m,n}, T={0,X,{k 1},{m}, {k,,m}} ve I={0,{I, m}} olsun.
m € X i¢iny:t —» P(X) islemi

M, me M
y(M) = MY = {CI(M), me M

seklinde tanimlansin.

y -acik kiimeler @, X, {k, [, n},{m}, {k, |, m} dir. M = {k, [} i¢in
0 = {k} segersek 0" = {k,l,n} oldugundan y -l -agiktir.
Ayrica cl;,(0) = {k,[,n} olur. Yani M y -semi -l -agiktir.

Tammm 4.6. (X, t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Eger bir M € X

icin M€ y -semi -1 -agik ise M ye y -semi -l -kapali kiime denir.

Onerme 42. M S X y -semi -l -kapahdir ancak ve ancak int,(F) €M S F olacak

sekilde en az bir y -1 -kapali F kiimesi vardir.

Teorem4.5. M € X y -semi -I -kapalidir ancak ve ancak int, (cl)*,(M)) C M dir.
Ispat: M € X y -semi -l -kapal1 olsun.

int,F € M <€ F olsun. F y - -kapali kiime vardr.

F,y -l -kapali oldugundan cl},(F) = F dir.

int, (cly(M)) € int, (F) € M

int, (cl]*,(M)) cM.

Diger yandan int, (cl]*,(M)) C M olsun.

cly(M) = F dersek,

int,(F) €M € cly,(M) = F olur. Yani M y -semi -I -kapalidur.

Tamm 4.7. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun. M yi igeren tim y
-semi -I -kapal1 kiimelerinin kesisimlerine M nin y-semi -1 -kapamis1 denir ve sicl, (M) ile

gosterilir.
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Tamm 4.8. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. M nin igerdigi tiim
y -semi -l -acik kiimelerinin birlesimine M nin y-semi -l -i¢i denir ve slint, (M) ile

gosterilir.
Teorem 4.6. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun.
Asagidaki ifadeler dogrudur.

i.  y-semi -l -agik kiimelerin keyfi birlesimleri de y -semi -1 -agiktir.

ii.  y-semi -l -kapali kiimelerin keyfi birlesimleri de y -semi -I -kapalidir.
Ispat: (i). {M;|i € I} y -semi -1 -acik kiimelerin bir ailesi olsun.
Vi € I igin M; y -semi -l -a¢ik oldugundan
0; € M; < cl,(0;) olacak sekilde bir y -I -ag¢ik O; kiimesi vardir. Buradan
orenmeeJeson < (| Jo)
i€l i€l i€l i€l
olur ki, bu da U;¢; M; climlesinin y -semi -1 -agik oldugunu gosterir.
(i), (i) ifadesine benzer olarak elde edilir.
Teorem 4.7. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
I. My -semi-l-agiktir & M = slint, (M).
ii. My -semi-l-kapahdir & M = slcl, (M).
Ispat: (i) ve (ii) nin ispat1 tanimdan hemen elde edilir.
Teorem 4.8. (X, t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun.
Asagidaki ifadeler dogrudur.
I.  slcl, (M) X de y -semi -1 -kapalidur.
ii.  slint, (M) X de y -semi -l -agiktir.
Ispat: (i). Tanimdan s/ cl,(M) M yi kapsayan y -semi -l -kapali kiimelerin kesisimi
oldugundan y -semi -1 -kapalidir.

(ii) Tammdan slint, (M) M nin igerdigi y -semi -1 -agik kiimelerin birlesimi oldugundan y

-semi -1 -agiktir.
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Onerme 4.3. (X,7,I) bir ideal topolojik uzay, y e '(X)ve M € N igin slint,(M) S
slint, (N) dir.

Onerme 4.4. (X,t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M S N icin slcl, (M) <
slcl, (N) dir.

Teorem 4.9. (X, t,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun. M € X igin asagidakiler

dogrudur.
I. X deki herhangi bir y -kapal1 V kiimesi i¢in, int,(M U V) C int, (M) U V dir.
il. X deki herhangi bir y -agik U kiimesi i¢in, cly,(M) N U € cl;,(M N U) dur.

Onerme 4.5. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun. M € X icin asagidakiler

dogrudur.

i, slcl,(M)=MU int, (cz;(M))
ii.  slint,(M) =M ncl, (int; (M))
Ispat: (i). int, (cl)*,(M)) c int, (cl;‘, (slcly(M))> C slcl, (M) ve

M U slcl, (M) = slcL,(M) 2 M U int, (cl;(M)).
Buradan,
M U int, (cl]*,(M)) C slcl, (M)

Diger taraftan
int, <cl; (M une, (cz;(M)))> C int, <cl;(M) ety (it (cl;(M)))> < cl; (M) U

int, <cl; (inty (a@(M)))) = cl;(M) U int,, (cl;(M)) = (c; ().

Boylece

int, <cl; (M U int, (cl;(M)))) c MU int, (cly(M)):

Bu da gosterir ki,
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slcl, (M) = M U int,, (cl;(M)) dir.

(i) Ilk ispata benzer olarak elde edilir.

Teorem 4.10. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun ve M € X igin asagidakiler

dogrudur.

i. plc,(M)=MuUcl, (int;(M))

ii. plint,(M) =M nint, (cl)*,(M)) dir.

ispat:(i). L, <int; (Mue, (int;(M))>> ety (it () U ety (it () ) =
cly (cly (int; (M) = cly, (int; (M)) € M U cl,, (int; (M)) oldugunu biliyoruz.

Boylece,

Mucl, (int;(M)) 14 -pre -1 -kapalidir ve burada
plcl,(M) € plcl, (M Ucl, (int;(M))) S Mucl, (int;(M)) dir.

Boylece,

plcl, (M) € M U cl,, (int; (M) ) olur,

Diger taraftan plcl,(M) 7y -pre -1 -kapalidir. O halde,

cl, (int; (plcl],(M))) C plcl, (M)

Buradan M € picl, (M) oldugundan

cl, (int;}(M)) Ccl, (int;j (pl cly(M)>) C plcl, (M) dir. Buradan her iki tarafi M kiimesi

ile birlestirirsek

M U cl, (int;(M)) € plcL, (M) olur.

(ii). M 0 int, (b (M) € int, (cly(M)) = int, (cly(M)) 0 int,, (el (M) <
inty, (ct; () n int, (cty () € ine, <cz; (M n e, (cz;(M)))> oldugunu biliyoruz.

Boylece M N int, (cl; (M)) kiimesi y -pre -1 -acik bir kiimedir.
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Diger taraftan her kiime y -pre -l -i¢inin alt kiimesi oldugundan;

M nint, (cl;}(M)) c plint, (M nint, (cl{‘,(M))) c plint, (M) dir. Boylece ispat
tamamlanir.

Sonu¢ 4.1. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun ve M C X igin asagidakiler

dogrudur.
i slcl, (slint,(M)) = slint, (M) U int, (cl; (inty(M)))

i.  plcl, (plinty(M)) = plint, (M) U cl, (int;(M)).
Tammm 4.9. (X, 7,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun ve M € X igin eger M
cty (int, (M)) U int,, (cl; (M) ) ise M ye  -b -1 -agik kiime denir.
Tamm 4.10. (X, t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun ve M € X igin eger M 2
cl, (int;(M)) Nint, (CZV(M)) ise M ye y -b -l -kapali kiime denir.

Teorem 4.11. (X, t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

I. EgerM y-b-l-acikise M€ y -b -l -kapaldir.
ii. Eger M y -pre -l -agik (kapali) ise, M y -b -l -agik (kapalidir).
iii.  Eger M y -semi -1 -acik (kapali) ise, M y -b -1 -agik (kapalidir).

Ispat: (i) Tanimdan direkt olarak elde edilir.

(ii) Eger M y -pre -1 -acik olsun. Bu durumda M € int, (cl]*,(M)) dir.

M C int, (cl;(M)) < int, (cz;(M)) U int, (M) C int, (cz;(M)) Ul (inty(M)) dir.
Bu da M nin y -b -1 -agik olmasidir.

Ispat y -pre -1 -kapal1 kiimeler igin benzer sekilde yapilir.

(ili) M kiimesi y -semi -l -kapali olsun. Bu durumda

int, (cl}*, (M )) C M dir. Burada,

int, (cl;(M)) N cl(M) < int,, (cl;(M)) cM
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int, (cty, (M) 0 ct; (int, (M) < int, (cly(M)) 0 ety (int, (M)) € M olsun.

Bu M nin y -b -1 -kapali olmasidir.

Aciklik i¢in de benzer ispat yapilir.

Not: burada dikkat edelim ki y -agik olan bir kiime ayn1 zamanda y -b -l -agiktir. Cilinkii
M cS X y-acikise M C int, (M) dir.

Burada M < cly (int,(M)) ve M < cl; (int,(M)) U int, (cL;(M)) olur.

Burada M nin y -b -l -agik oldugu da elde edilir. Tersinin dogru olmadigin1 asagidaki

ornek gostermektedir.
Ornek 4.3. X = {a,b,c}, v = {0, X, {a}, {b},{a b}} ve I = {0,{a}} olsun.
b € X i¢in bir y: 7 — P(X) islemi

M, be M
y(M) =M= {cl(M) beM

seklinde tanimlansin.
y -acik kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {a, b} dir.
N = {b,c} i¢in cl} (inty(N)) = cl,({b}) = {b} U {b}* = {b} U {b} = {b},

int, (cly(N)) = int, (N UN") = int,({b,c} U {a,b,c}) = {a,b,c},

N < i, (int, (N)) U int,, (cl; (N)) oldugundan N y -b -1 -agiktir fakat y -agik degildir.
Onerme 4.6. (X, 1, 1) ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun.

i. vy -b-l-agik kiimelerin keyfi birlesimleri de y -b -1 -agiktir.

ii.  y -b-I-kapali kiimelerinin keyfi kesisimleri de y -b -1 -kapalidur.

Onerme 4.7. (X,t,1) bir ideal topolojik uzay, y € '(X)ve M € X olsun. Asagidaki

ifadeler denktir.

I. M kiimesi y -b -1 -agik kiimedir.

i. M cplcl, (plinty(M))

iii. M =plint,(M) U slint,(M)
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Ispat: (i) = (iii) M kiimesi y -b -1 -acik olsun.

Mccl (inty(M)) U int, (cl;‘,(M)) dir. Onerme 4.5. ve Teorem 4.7. den

plint, (M) U slint, (M) = M N int, (cl)*,(M)) U (M Ncl, (int{j(M)))

=Mn (inty (cl;(M)) Ucl, (int;(M))) = M dr.
(iii) = (ii) Onerme 4.5. ve Sonug 4.1. den,

M = plint, (M) U slint, (M) = plint,(M) U (M nel, (int;(M))) c

plint, (M) U cl, (int;(M)) = plcL, (plint, (M)).

(if) = (i) Sonug 4.1. ve Teorem 4.7. den,
M < plcl, (plinty(M)) = (plinty(M) Ucly, (inty(M))> c

int, (cl;‘,(M)) Ucly (inty (M)) dir.

Bu da gosterir ki My -b -l -aciktir. Bdylece ispat tamamlanir.

Tamm 4.11. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun.
1) M yi kapsayan y -b -I -kapali kiimelerin en kiigiigiine M nin y -b -I -kapanis1
denir ve bicl, (M) ile gosterilir.
2) M nin kapsadig1 y -b -I -agik kiimelerin en biiyligiine M nin y -b -I -i¢i denir ve
blint, (M) ile gosterilir (Bilgin, 2022)

Tamm 4.12. (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M < X olsun. X deki her y -b -I
-acik kiimesi i¢cin U N (M — {x}) # @ ise, bir x € X noktasma M € X ’in y -b -I -

yigilma noktas1 denir.

Tammm 4.13. (X, ,1) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) ve M € X olsun Farkli x ve y
noktalar1 i¢in x € G , y € H ve HY N GY = @ olacak sekilde, y -b -l -agik kiimeleri varsa
(X, 7,1) ideal topolojik uzayina y -b -1 -Hausdorff uzay denir.

Ornek 4.4. X ={a,b,c}, T = {(Z), X, {a},{b},{c},{a,b},{b,c} {a, c}} vel = {(Z), {a}} olsun.

b € X icin bir y: t = P(X) islemi
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M, be M
y(M) = MY = {cl(M) beM

seklinde tanimlansin.
y -acik kiimeler @0, X, {a}, {b},{c}, {a, b}, {b, c},{a, c} dir.
y -agik kiimeler, y -b -1 -a¢ik oldugundan

a € {a}, b € {b} ve HY N GY = @ olacak sekilde H = {a} ve G ={b} y -b -l -acik
kiimeleri bulundugundan (X, 7, I) y -b -1 -Hausdorff uzaydir.

b € {b}, c€e{c} ve HY N GY = @ olacak sekilde H = {b} ve G ={c} y -b -l -acik
kiimeleri bulundugundan (X, 7, ) y -b -1 -Hausdorff uzaydir.

Ornek 4.5. X = {a,b,c}, v = {0, X, {a}, {b},{a b}} ve I = {0,{a}} olsun.
b € X i¢in bir y: 7 — P(X) islemi

M, be M
y(M)=M" = {cl(M) beM

seklinde tanimlansin.

y -acik kiimeler @, X, {a, c}, {b},{a, b} dir.

y -agik kiimeler, y -b -1 -a¢ik oldugundan

a € {a,c}, b € {b}ve {a,c}n{b} = @ olacak sekilde, {a, c} ve {b} y -b -I -acik kiimeleri,

c € {a,c}, b € {b} ve {a,c} n{b} = @ olacak sekilde, {a, c} ve {b} y -b -l -acik kiimeleri
vardir. Ancak a € G, ¢ € H ve HY N GY = @ olacak sekilde G ve H y -b -l -agik kiimeleri
bulunamaz. (X, t, 1) y -b -1 -Hausdorff uzay degildir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda, topolojik uzaylarda y islemi yardimiyla tanitilmis olan
genellestirilmis acgik kiimeler ve oOzellikleri, ideal topolojik uzaylara tasinmistir. Bu
kiimeler ideal topolojik uzaylarda y-pre-l-agik kiime, y-semi-l-agik kiime ve y-b-l-agik
kiimeler olarak adlandirilmistir. Bu yeni agik kiimeler yardimiyla bir kiimenin i¢i, kapanisi,
y1gilma noktasi gibi tanimlar yeniden verilmistir ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Buradan

yola ¢ikarak, topolojik uzaylardaki diger kavramlar, ideal topolojik uzaylara tasmabilir.
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