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OZET

YILDIZ GRAFI iCiN TERS PROBLEM UZERINE

Bu calismada Yildiz Grafi bi¢ciminde sinir deger problemi i¢in spektral analizin ters problemi
iizerine calisilmistir. Tellerin farkli yogunluklar1 varsa tellerin uglarindaki yaylarin saglamlik
katsayilarinin dogal frekanslardan benzersiz geri kazandigini gosteriyoruz. Tellerin nucunda yaylarin
saglamlik katsayilarinin  geri kazanilmasimin  benzersizligi i¢in  n+1 dogal frekanslarin
kullanilmasinin yeterli oldugunu gdsteren ornekler de verilmistir. Ele alinan problemler icin diiz
problemler ve ters problemler bilgisayar hesaplamalar1 ile yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Dogal frekanslar, Yildiz seklindeki grafik, Ters problemler, Teller, Yogunluklar,
Sinir sartlari.

Damisman: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Igdir Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Igdur.



ABSTRACT

ON THE INVERSE PROBLEM FOR STAR GRAPH

In this study, the inverse problem of spectral analysis for the boundary value problem in the
form of a Star Graph is studied. We show that the stiffness coefficients of the springs at the ends of
the strings are uniquely recovered from natural frequencies if the strings have different densities.
Examples are also given showing that it is sufficient to use n+1 natural frequencies for the
uniqueness of recovering the stiffness coefficients of the springs at the nend of the strings. Straight
problems and inverse problems are made by computer calculations for the problems discussed.

Keywords: Natural Frequencies, Star-Shaped Graph, Inverse Problems, Strings, Densities, Boundary
Conditions.

Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Department of Mathematics, Igdir University, Igdir.
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1. GIRiS

Yapilan calismalar incelendiginde spektral teori, modern fonksiyonel analiz ve uygulama
ana dallarindan biri olarak 6dnemli yere sahiptir. Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi 6zellikle
fizikte ve matematiksel fizikte karsimiza ¢ikmaktadir.

Spektral problemler ve ters spektral problemler olmak iizere diferansiyel operatorler ikiye
ayrilir.

Diiz spektral problem bir diferansiyel operatoriin spektrumunun ve 6z fonksiyonlarinin
aranmas1 ve bir fonksiyonun 6z fonksiyonlarma gore ayrisgtminin incelenmesidir. Spektral analizin
ters problemi denildiginde lineer operatdriin spektral analize gore insast anlagilmaktadir.

Euler, 1736 yilinda Konisberg koprii problemi olarak adlandirilan ¢oziimsiiz problemi
¢ozdiigli zaman graf teorinin babasi oldu. Birbirine ve Pregel nehri kiyisina yedi koprii ile bagh iki
ada vardi. Problem dort arazi alaninin herhangi birinden baslamak, her kopriiden sadece bir kere
gegmek ve baslangic noktasina geri donmekti (Harary, 1969).

Problemin ¢6ziilemez oldugunu kanitlamada Euler her bir arazi alan1 yerine bir nokta ve bu
arazi alanlarini birbirine baglayan her bir koprii yerine bir ¢izgi koyarak bir graf olusturdu. Buna
Konisberg koprii probleminin grafi adi verilmistir. Problemi ¢6zmekten ziyade, Euler problemi
genellestirdi ve bir grafin bu sekilde hareket edebilir olmasi igin bir kriter gelistirdi; yani, graf
baglantili ve her nokta ¢ift sayida kenar ile ilisik olmalidir (Harary, 1969).

Kirchhoff 1847 yilinda, her dalinda ve bir elektrik aginin her devresinde akim veren
eszamanl lineer denklem sistemlerini ¢zmek i¢in agaglar teorisini gelistirmistir.1857 de Cayley
diferansiyel hesabindaki degiskenlerin degisimini gz oniinde bulundurarak agag¢ olarak adlandirilan
graflarim 6nemli bir sinifin1 kesfetti. Jordan 1869 da bagimsiz olarak sadece matematiksel bir disiplin
olarak agaclar1 kesfetti.1859 yilinda Sir William Hamilton tarafindan icat edilen bir oyun 20 noktas1
tinlii sehirlerin isimleriyle etiketlenen diizglin onikiyiizlii bir prizma kullanir. Oyuncu her bir
noktadan tam olarak bir kez gegen kenarlar boyunca kapali bir devre bularak tiim diinyay1 gezmelidir
(Harary, 1969).

Fizikte ters problemlere indirgenebilen Ornekler mevcuttur. Bunlara ornek olarak
parcaciklarin enerji seviyelerine gore bu pargaciklar arasinda etkilesim kuvvetlerinin belirlenmesi,
mekanikte dalga boylarina gére homojen olmayan yayda yogunluk dagilimimin 6grenilmesi,
jeofizikte yer alt1 yer altindaki elementlerin dagilim karakteristiklerine gére belirlenmesi verilebilir.

Sinir deger problemleri fiziksel bir¢ok problemin ¢6ziimii i¢in kullanilir. Kuantum mekanigi,
kuantum fizigi, termodinamik problemler ve dalga denklemlerinde kullanilir. Matematiksel fizik ve
bir¢ok miihendislik problemi diferansiyel denklemlerden olusan sinir deger problemini icermektedir.

Ornegin
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—ﬂp(x)j—yj+q(x)y=zp(x)y
X X (1.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi, farkli sinir kosullar1 tarafindan {retilen
operatorlere Sturm-Liouville operatorleri, bu operatér icin kullanilan problemlere ise Sturm-
Liouville problemleri adi verilmektedir. Tezin bolimleri hazirlanirken Freiling-Yurko (2001),
Levitan Sargsyan (1988), Naimark (1968) gibi 6nemli kaynaklar esas almmustir. Diferansiyel
operatorler regiiler ve singiiler olmak iizere iki farkli sekilde tanimlanmis ve bu operatorlerin
spektral teorisi yapilandirilmistir. Katsayilari siirekli ve tanim bolgesi sonlu fonksiyonlar olan
diferansiyel operatorlere regiiler diferansiyel operatdr, tanim bdlgesi sonsuz veya katsayilardan
bazilar1 veya tamami toplanabilir olmayan veya her iki durum da saglanacak sekildeki diferansiyel
operatorlere singiiler diferansiyel operatdr denir. ikinci mertebeden diferansiyel operatorler igin
sonlu aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekildeki adi diferansiyel operatorlerin 6z degerlerinin
dagilim  19.yiizyilin sonlarinda (Birkoff,1908) tarafindan incelenmistir. Ozellikle kuantum
mekaniginde ayrik spektruma sahip ve uzaym tamaminda tanimli operatdrlerin 6z degerlerinin
dagilim 6nem tasimaktadir. ilk olarak Weyl (Marchenko,1986) tarafindan singiiler operatdrler igin
spektral teori incelenmistir. Yapilan galigmalarda integral denklemler teorisinde, titresim teorisi
problemleri ve lineer cebir problemleri arasindaki benzerlikten faydalanan Hilbert uzay1 kavramlari
kurulmustur. Lineer self adjoint operatdrler teorisi H hilbert uzayr tanimlandiktan sonra hizla
gelismeye baslamistir. Daha sonra Friedrichs, Rietsz Neumann (Marchenko,1977) ve diger bircok
matematik¢iler tarafindan self-adjoint ve simetrik operatorlerin  genel spektral teorisi
olusturulmustur. Diferansiyel denklemler igin ilk c¢aligma sayilan ters problemler teorisinin
baglangici (Ambartsumyan,1929) ‘a aittir. Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters problemlerle ilgili
teorem 1929 yilinda Ambartsumyan (Ambartsumyan,1929) tarafindan ispatlanmistir. Ambartsumyan
‘in yaptig1 bu ¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde ¢esitli problemler ¢ikmis dolayisiyla bu
tip problemlerin ¢oziimii igin farkli yontemler verilmistir. Bu problemler ile ilgili en 6nemli
sonuglardan birisi Borg’a (Borg, 2945) aittir. Ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatdrler igin
ters problemler teorisinde bir sonraki en énemli agamalarindan birisi Marchenko (1950) tarafindan
kaydedilmistir. 1950 yilinda Marchenko, ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville operatoriin

spektral fonksiyonundan yararlanmigtir. Marchenko ‘nun ¢aligmalari ile hemen hemen ayni zamanda
Krein (1951), calismalarinda Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii {4} _ ve {s}
dizileri yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan yardimei fonksiyon kullanarak verilmistir.

1951 yilinda Gelfand-Levitan (1951) ¢alismasinda, p(/”t) monotan fonksiyonun Sturm-Liouville

operatdriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ye yeterli sartlar1 verdi Ayrica, bu ¢alismada

Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi i¢in etkili bir yontem verilmistir.
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Mekanik sistemlerin ve elektrik sebekelerinin tahribatsiz muayenesi ve teshisi hizla
gelismektedir. Ters Sturm-Liouville problemlerinin ¢éziimiinde de biiyiik ilerleme kaydedilmistir.
Bununla birlikte, geometrik bir grafikte verilen Sturm-Liouville probleminin sinir kosullarinin sonlu
bir 6zdeger kiimesi tarafindan belirlenmesi sorunlari hala yeterince incelenmemistir.

Ters Sturm-Liouville problemleri Marchenko V.A., Levitan B.M., Sadovnichy V.A.nin
caligmalarinda ele alindi. Ancak bu gorevler graflarla degil, araliklarla verildi. Graflardaki
diferansiyel denklemler i¢in dogrudan problemler Pokorny Yu.V. (ve digerleri ), Yurko V.A.'nin
caligmalarinda grafikler igin ters problemler ele alindi. Ve ters spektral problemlerdeki diger
uzmanlar, ancak bu c¢aligmalarda, esas olarak diferansiyel denklemlerin katsayilar1 destek edildi ve
destek olunan i¢in birkag spektrum kullanildi.

Bu calismada verilen diferansiyel denklemler i¢in sinir kosullarmi geri yiikleme islemi
yapildi. Mekanik sistemin kendisinin dogal frekanslari ve elektrik sebekesinin alternatif akiminin
salinimmin restorasyonu i¢in sadece bir spektrum veya bir kismu kullanilir. Akhtyamov A.M.,
Yamilova L.S., Muftahova A.V., Safina G.F.'nin ¢alismalarinda sinir kosullarinin tanimlanmasinin
ters problemleri ele almmustir. Bununla birlikte, geometrik grafikler icin, sadece ters statik
problemler ve yaylarin sertligini dogal frekanslarla tanimlamanin ters problemi eklenen kiitlelerin
varlig1 dikkate alinmadan ¢oziilmiistiir.

Ek olarak N.F Valeev, Yu.V. calismalarinda, bilinmeyen parametreler kadar ¢ok 6z frekans
kullanilarak parametreleri yeniden olusturulan sonlu boyutlu operatorler icin ters problemlere
ayrilmistir. Bu durumda, asimetrik sistemler de dahil olmak iizere ¢oziimiin benzersiz olmadigi
ortaya ¢ikiyor. Bu caligmada asimetrik sistemlerin benzersizligini elde etmek igin bilinmeyen
sayisindan daha fazla sayida frekansin kullanilmasi dnerilmistir.

Bu calismada cihazlar1 soktan koruyan titresim koruma sistemlerinin tasarlanmasini ve
ayrica bu tiir yapilarin teshisinin yapilmasini miimkiin kilan, belirli bir salimim spektrumu ile
mekanik sistemlerin tespitlerinin tespit edilmesi ve yiiklenmesine verilmistir Ayrica, dogrudan
gorsel inceleme igin erisilmesi zor alanlarda elektrik sebekeleri igin topraklama kosullarmin teshisi
ve ayrica istenen AC salinim frekanslar1 spektrumunu saglamak igin topraklama kosullarinin se¢imi
de dikkate alinmustir. Bu ¢alismanin amaci, yildiz seklindeki bir yapmin mekanik ve elektrik
sistemlerinin matematiksel modellerini incelemek, geometrik bir dize grafiginin ¢ikmaz koselerinin
sabitlenmesini ve yiiklenmesini ve bunun i¢in kosullar1 teshis etmek igin yontemler gelistirmektir.
Ek olarak elektrik sebekelerinin dogal salinim frekanslariyla topraklanmasidir.

Bu tezde ayni bir baslangi¢ noktasinda (sifir noktasinda) birlesen farkli yogunluga sahip

telden olusan yildiz bigiminde graf géz oniine alinmistir. Yildizin kenarlarimin ug¢ noktalar1 esnek
olarak baglidir. Her bir kenarda 6z fonksiyon ve frekanslar i¢in denklemler 0< X, <7 ve 1=1,2,3

olmak tizere;
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-y, + 0, () =A% py,
—Y, +0,(x) =A%py, (1.2)
—y}; +q3(xi) = ﬁzpy3

bicimindedir. Burada X, merkezden u¢ noktaya olan uzaklik, Y(X) i’ninci kenarin

sapmasi1 ve A spektral parametredir.

Ortak baglangi¢ kosul:

Y1 (0) =Y, (0) =Y (0)

¥1(0) +¥,(0)+y,(0) =0 (13)

Big¢iminde ve ug noktalarda

yi(”)+ hlyl(”) =0
Y, (7)+h,y,(7) =0 (L4)
yls(”)+h3y3(7[) =0

bi¢imindedir.

Bu calismadaki amacimiz yukarida bahsedilen yildiz grafi biciminde sinir deger problemi
i¢in spektral analizin ters problemin incelenmesidir.

Hedefe uygun olarak, asagidaki gorevler formiile edilmis ve ¢6ziilmiistiir:

1. Yildiz seklindeki bir yapinin mekanik ve elektrik sistemlerinin matematiksel modellerini
kesfedilmistir.

2. Yildiz seklindeki bir yapinin mekanik ve elektrik sistemlerinin parametrelerini belirlemek
igin ters problemin ¢6ziimii igin bir yontem gelistirilmistir Yildiz seklindeki bir yapinin mekanik ve
elektrik sistemlerinin parametrelerini belirlemek i¢in ters problemi ¢bzmek igin 6nerilen yontemlerin
sayisal deneylerini yapilmistir.

3. Sonlu bir dogal frekans kiimesine gore bir dizi grafiginin ¢ikmaz kdselerinde yaylarin ve
yigilmis kiitlelerin rijitlik katsayilarimi belirlemenin ters problemlerinde en uygun ¢6ziim sayisi
sorusunu arastirilmigtir.

4. Bir dizi grafiginin salimimlarimin dogal frekanslarini hesaplamaniza ve ayrica yildiz
seklindeki bir yapmin mekanik ve elektrik sistemlerinin matematiksel modelinin parametrelerini
teshis etmenize izin veren bir yazilim paketi olusturulmustur. Bu ¢aligmada sonlu bir dogal salinim
frekanslar1 kiimesinden bir dizi grafiginin ¢ikmaz uglarindaki yaylarin ve yigilmis kiitlelerin
(parametrelerin) rijitlik katsayilarim belirleme problemlerini ¢dzmek igin yeni sayisal yontemler

gelistirilmistir. Ayrica lineer olmayan denklem sistemlerini, diferansiyel denklemler teorisini, tim
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fonksiyonlar teorisini, ters problemler teorisini, hesaplamali matematik, matematiksel analiz ve
lineer cebir ¢ozmek igin yontemler kullanildi.

Akhtyamov A.M., Yamilova L.S., Muftahova A.V., Safina G.F.'nin ¢aligmalarinda sinir
kosullarinin tantmlanmasinin ters sorunlar1 ele alindi. Bununla birlikte, geometrik grafikler i¢in, ters
statik problemler ve yaylarin sertligini dogal frekanslarla tanimlamanin ters problemi ¢oziilmiistiir
(eklenen kiitlelerin varlig1 dikkate alinmamistir). Bu ¢aligmalar, bilinmeyen parametreler kadar ¢ok
0z frekans kullanilarak parametreleri yeniden olusturulan sonlu boyutlu operatorler igin ters
problemlere ayrilmistir. Bu durumda, asimetrik sistemler de dahil olmak iizere ¢dziimiin benzersiz
olmadigi ortaya ¢ikiyor. Bu c¢alismada asimetrik sistemlerin benzersizligini elde etmek igin

bilinmeyen sayisindan daha fazla sayida frekansin kullanilmasi 6nerilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALAR

Bir takim uygulamali bilimlerde 6zellikle baz1 fizik problemlerinde dnemli bir yere sahip
olan, diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, diiz spektral problemler ve ters spektral problemler
olarak iki ana kola ayrilir. Diiz spektral problemler, verilen operatériin spektrumunun ve 6z
fonksiyonlarinin aranmasi ve verilen bir fonksiyonun operatoriin 6z fonksiyonlarina gore ayrisiminin
incelenmesinden ibarettir. Spektral analizin ters problemi ise verilen belirli dizilere gore, spektral
karakteristikleri bu diziler olan operatériin ingasi ile ilgilenmektedir (Marchenko, 1977). 20. yiizyilda
farkli operatdr smiflar igin spektral teori daha hizli bir bigimde gelismistir. Bu donemde, Birkoff,
Weyl, Hilbert, Neumann ve diger bir¢ok matematik¢i onemli sonuglar elde etmislerdir. Sonlu
aralikta ikinci mertebeden diferansiyel ifadeler ve regiiler sinir kosullar ile iiretilen operatorlerin 6z
degerlerinin dagilimi G.D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Lineer diferansiyel operatorlerin spektral
teorisi, adi diferansiyel operatorler i¢in Sturm-Liouville ve bir boyutlu Dirac operatorlerin teorisi
tizerinde yogunlagmistir (Levitan, 1991). Sturm —Liouville operatorlerinin ters spektral uygulamalari
Freiling ve Yurko, (2008). tarafindan ele alinmistir ( Freiling ve Yurko, 2008).Tezde ele alinan
problem ile ilgili bilgiler incelenmistir (Akhtyamov, 2015). Temel tanim ve teoremler igin
kaynaklar1 arastirilmistir.  Tezin genelinde ve dzellikle de tartisma boliimiinde detayli olarak tez
konusu {izerine arastirllma yapilmistir (Akhtyamov ve Utyashev, 2015; Akhtyamov, 2009;
Akhtyamov, Sadovnichy ve Sultanaev, 2017).
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Temel Tamim ve Teoremler

Bu boéliimde, literatiirde yer alan ve bu ¢alismada kullanilan bazi tanim, teorem ve 6rnekler
verilecektir.
Tamm 3.1.1. V # & herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun.
+:VxV -V ve :KxV —V fonksiyonlar i¢in agsagidaki kosullar saglaniyorsa V 'ye K
cismi iizerinde vektor uzay1 denir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).
A) (V,+) cebirsel yapisi degismeli guruptur.
Al) VX,y eV i¢in X+ Yy eV ’dir. (Kapalilik 6zelligi)
A2) VX,y,z€V igin X+ (y+2)=(X+Yy)+z ‘dir. (Birlesme zelligi)
A3) VxeV i¢cin X+€=€+ X=X olacak sekilde bir tek e €V vardir.
A4) ¥xeV igin X+ X =X +Xx=0 olacak sekilde bir tek X" €V vardir.
A5) VX,yeV i¢in x+y=y+x ‘dir. ( Degisme 6zelligi)
B) VX,yeV ve «,f €K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
Bl) axeV ’dir.
B2) a(x+y)=ax+ay dir.
B3) (a+ f)x=ax+ gx’dir.
B4) (af)x=a(px) “dir.
B5) vxeV igin 1.x=x olacak sekilde 1€ K dir. Burada 1,K cisminin birim

elemanmdir.

Tamm 3.1.2. D(L) ve R(L) aym cisim lizerindeki vektor uzayi olmak iizere bigiminde

tanimlanan doniisiime operator denir. Bu operatér VX,y € D(L) ve Va skaleri igin

L1) L(x+y)=L(xX)+L(y)
L2) L(ax)=alL(x)

L:D(L) » R(L) Kosullarini sagliyorsa L’ ye lineer operatér veya lineer homomorfizim denir.
L operatorii birebir ve orten ise L operatoriine lineer izomorfizm denir. Deger kiimesi reel sayilar

veya kompleks sayilar olan operatorlere ise fonksiyonel denir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).
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Tanmm 3.1.3. H, C cismi iizerinde tanimh bir vektér uzayr olmak iizere , VX,y,zeH
ve VA e Cigin asagidaki kosullar saglayan (.,.» HxH —C fonksiyonuna H de bir i¢ ¢arpim
denir.

a) (X,x)=20,{X,x)=0=x=0

b) (X, y)=(y,%)

) (A% y) =A% Y)

d) X+2,y) =X y)+({z2,y)

|| X [=+/{X,X) ifadesi X’ in normu olarak tanimlamaktadir.

Bir i¢ ¢arpimdaki her Cauchy dizisi uzay i¢inde bir limite sahipse bu uzaya Hilbert uzay adi

verilir. Ornegin,

L,[a,b]= { f(x): T[ f ()] dx < oo} (3.1)
uzay1
(f,9) = £ (.90 dx (32)

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzaydir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).

Tamm 3.1.4. Bir H Hilbert uzayinda tanimli L lineer operatorii verilsin. Eger Vx e D(L) igin
[| LX< m]| X|| olacak sekilde bir m > 0O sayisi varsa L Yye sinirh lineer operator denir (Akhiezer,

ve Glazman, 1950).

Tamm 3.1.5. H bir Hilbert uzay1 ve© M, H 1n alt uzay1 olsun. ¥x e H i¢in limx, = X olacak

X—>0
sekilde 3(X,) =M dizisi varsa M ye H da yogun alt uzay adi verilir ve M =H ile gbsterilir

(Akhiezer, ve Glazman, 1950).

Tamm 3.1.6. {X: vYmeM icgin (x,m)= O} kiimesine M kiimesinin ortogonal tiimleyeni denir

ve M ile gosterilir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).

Tamm 3.1.7. M =H olmasi igin gerek ve yeter kosul M* ={0} olmasidir (Akhiezer, ve
Glazman, 1950).
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Tamm 3.1.8. L bir H Hilbert uzayindan kendi iizerine tanimli bir lineer operatdr ve D(L) =H
olsun.

M ={yeH :¥xe D(L) igin (Lx,y) = (x, x) olacak sekilde x € H mevcut}

kiimesi iizerinde y € M i¢in L'y =2z seklinde taniml operatére L operatériiniin eslenik (adjoint)

operatorii denir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).
Tamm 3.1.9. [a,b] araliginda tanimli sonlu degerli f (X) fonksiyonu verilsin. V& > Qigin [a,b]

ye ait olan ve Z|bk —a,/<d kosulunu saglayan keyfi sonlu sayida ikiserli ayrik {(a,,b,)}
P}

araliklari i¢in

3|f(b)-f(a)|<e (3.3)
k=1

olacak sekilde & >0 sayist varsa f(Xx) fonksiyonuna [a,b] kapali araliginda mutlak stireklidir

denir. [a,b] araliginda mutlak siirekli olan fonksiyonlar uzayr AC[a,b] sembolii ile gosterilir

(Akhiezer, ve Glazman, 1950).

Tamim 3.1.10. (a,b) arahiginda tammli f fonksiyonunun k =0,n—1 igin f e AC[a,b] ve

e Lz[a,b] kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma Sobolev uzayr denir ve W,'[a,b] ile

gosterilir (Akhiezer, ve Glazman, 1950).

Tamm 3.1.11. n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

0(y) =P, (Y™ + p, ()Y +...+ p, (XY (3.4)

formundadir. Burada P,(X), p,(X),..., p,(X) fonksiyonlarina diferansiyel ifadenin katsayilari,

N sayisina da mertebesi denir (Bellman, ve Kuk, 1967).

1
Tamm 3.1.12. a ve b sonlu sayilar olmak iizere ———, p,(X),..., P,(X) fonksiyonlari

Po (%)

[a,b]araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirlerse, (3.4) diferansiyel ifadesine regiiler

1
diferansiyel ifade , a veya b sonsuz ya da ——, p,(X),..., p,(X) fonksiyonlarindan en az biri

P (X)
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[a,b] araliginda integrallenebilir degilse, (3.4) diferansiyel ifadesine singiiler diferansiyel ifade

denir (Bellman, ve Kuk, 1967).

Tanim 3.1.13.
U(y)=2a,y@) +a,y (@) +..+8,,.,Y" (@) +b,y(b) +b,y (0) +..+b,, Yy (b) =0

esitliklerine Yy eC™(a,b) fonksiyonu icin konulan sinir kosullar: adi verilir. Burada C'™ (a,b),

(a,b) araliginda  Nn.mertebeden  siirekli  tireve sahip  fonksiyonlarin  uzayr ve

a,,b,; (v :1,_m ,1=1,n=1) reel katsayilardir (Bellman, ve Kuk, 1967).

Tamm 3.1.14. D= {y eC™(a,b):U,(y) =0y :L_m} kiimesi tizerinde L, = ((y) esitligi ile

bir lineer operatér tanimlanir. Bu operatore ((y) diferansiyel ifadesi ve U, (Y) = 0 smir kosullari

tarafindan tretilen diferansiyel operator denir (Bellman, ve Kuk, 1967).

Tamm 3.1.15. A bir kompleks parametre olmak tizere

oy)=21y 5)
Uv(y)zo ’ V:l,_m I

smir deger probleminin sifirdan farkli bir y(X) ¢6ziimii varsa A’ ya bu sinir deger probleminin 6z

degeri y(X)’ e de A’ya karsilik gelen 6z fonksiyonu denir. L sinir deger problemine ((y)
diferansiyel ifadesi ve U (y)=0 smir kosullari tarafindan iiretilen 6z deger problemi denir

(Bellman, ve Kuk, 1967).

Tamm 3.1.16. Tamm 3.1.15te n=m olsun. y,(x,4), ¥,(X,4),...,¥,(x,A) fonksiyonlari

((y)=21y (3.6)
denkleminin
_ 0, i%ii
yi“‘”(a,l)={ 17 e (3.7)
1, 1=j Iise

10
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i, ] =1, n baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimler olmak {izere;

Ul(yl) Ul(yn)

A(2) (38)

Un(yl) Un(yn)
determinantina L problemine karsilik gelen diferansiyel operatoriin karakteristik fonksiyonu denir.

Tanmm 3.1.17. p(A) = {/1 eC:(A-Al)"e L(X)} kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin
regiiler degerler (veya rezolvent) kiimesi, o (A)=C/ p(A) kiimesine ise A operatdriiniin

spektrumu adi verilir. A € p(A)olmak iizere R(A;A)=(A—A1)™" operatorine A operatdriiniin

rezolventi veya ¢oziicii operatorii denir (Musayev ve Alp, 2000).
Dolasiyla,

e Regiiler olmayan tiim A € C noktalarina A operatoriiniin spektrumu denir.
e A—Al operatoriinii tim H Hilbert uzayinda tanimli yapan ve (A—A1)™" tersinin mevcut

olmadigr A degerlerine A operatoriniin 6zdegerleri denir. Bir operatoriin 6zdegerleri
spektrum kiimesine dahildir.

e Biitlin 6zdegerlerin kiimesine operatoriin diskret spektrumu denir.
e (A-A1)" tersinin meveut oldugu ancak tiim uzayda tanimli olmadigi veya (A—A1)™

tersinin sinirsiz oldugu A degerlerinin olusturdugu kiimeye operatoriiniin  siirekli

spektrumu denir.
Tamm 3.1.18. Analitik bir f (z) fonksiyonun bir ayrik tekil noktast z, olsun. Eger lim f (z) = oo
75174

ise z, noktasina f(z) nin bir kutup noktasidir (Baskan, 2005).

Tanmm 3.1.19 Kompleks diizlemde analitik fonksiyona tam fonksiyon denir. Bagka bir deyisle,
kompleks diizlemde f(z)=a, +az+a,2*+...+a,2" +... . Kuvvet serisi bigiminde gdsterilen

fonksiyona tam fonksiyon denir (Baskan, 2005).

Tamm 3.1.20. M, (r) = rﬂax| f (Z)| olsun. M, (r) < " esitsizligini saglayan k >0 sayist
Z|=r

varsa, f(z)’e sonlu mertebeli fonksiyon, inf{k}= p sayisina ise, f(z) nin mertebesi denir.

Gosterilir ki,
— (n(nM ()
lim———— = p dur (Baskan, 2005).

roe o /nr

11
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— (nM (r)
Tamm 3.1.21. ¢ = lim——=

r—oo r

sayisma f (z) tam fonksiyonunun tipi denir (Bagkan, 2005).

Teorem 3.1.1. (Rezidii Teoremi) D bolgesinde (sonlu sayidaki ayrk tekil Z,7,,...,Z, noktalari

harig) analitik ve D nin I simirindaki stirekli f(2) fonksiyonu

i¢cin f(z)dz=2xin) Resf(z esitligi saglanir. Z, noktast f(z) nin k kathi kutup noktasi ise
g1 sag 0
r

k=1 =1

k-1
I f(z)dz = (k i]_)l ZII_T (;jzk_l [ f(z)(z- zo)k] ve Z, noktast f(z) nin basit kutup noktasi
r S

oldugunda ise I f(2) =Z|if‘? [ f(2)(z- Zo)] saglanir (Bagkan, 2005).

r

Teorem 3.1.2. (Rouche Teoremi) f ve g fonksiyonlari, basit kapali bir C egrisinin iginde ve
tizerinde analitikse ve C lizerinde |g(z)|<|f(z)| ise f ve f+g fonksiyonlar1 C i¢inde ayni

sayida sifirlara (koklere) sahiptir (Baskan, 2005).

Teorem 3.1.3. (Maksimum Teoremi) f(z) fonksiyonu R  bolgesinde analitik

veM = maRX| f (Z)| olsun. Ozdes olarak sabit olmayan f(z) fonksiyonunun modiilii R nin higbir
yAS]

noktasinda M degerini alamaz. Yani |f(z)| fonksiyonu R de maksimumunu sadece bolgenin

siirinda alabilir (Bagkan, 2005).

Teorem 3.1.4. (Liouville Teoremi) f(z) sinirh ve tiim kompleks diizlemde analitik fonksiyon ise 0

halde f(z) sabit bir fonksiyondur (Musayev, ve Alp, 2000).

n n-1
9 L podY

T 3.15. L, ¢ =p,—=
eorem (Y)=p, v VR

+...+p,(X)y diferansiyel ifadesi ve

V,(y)=0, v=12,..,n sinr kosullartyla olusturulmus bir diferansiyel operatdr olsun Sdyle ki;
Ly =0 simr deger problemi sadece y =0 asikar ¢dziimiine sahipse, o halde L operatoriiniin L™

tersi vardir. L™ operatorii, siirekli bir cekirdege sahipse bir integral operatordiir. Bu ¢ekirdek

L operatoriiniin Green fonksiyonu olarak adlandirilir. Green fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
e G(x,¢) fonksiyonu siireklidir ve [a,b] araligindaki tim X ve ¢ ler i¢in (n—2)-nci

mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

12
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o [a,b] arahgndaki sabitlenmis keyfi ¢ degeri i¢in G(X,¢’)fonksiyonu [a,{] ve [¢,b]

araliklarnda X e gére (n—1)-nci ve N -nci mertebeden tiireve sahiptir, (n—1)-nci

mertebeden tiirevin X = £ de L sigrama stireksizligi vardir:
Po ()
an—l an—l 1
—G(+0,)-——=G(¢-0,¢) = 3.9
i 06 +0.6) - =5 G -0.0) ) (3.9)

o [a,¢] ve [¢,b]araliklarinm her ikisinde de G(X,¢) fonksiyonu X in bir fonksiyonu

olarak diisiiniiliir ve ((G)=0denklemi ve V,(G)=0 (v=12,..,n) smir kosullarini
saglar (Naimark, 1968)

Teorem 3.1.6. (Hadamard) Sonlu o mertebeden f(z) fonksiyonu

f(z) = zmeP“’HG(ai; pj (W <o) (3.10)
m-1 n

bigiminde gosterilir. Burada m f(z) fonksiyonunun sifir kokiiniin tekrarlanma derecesi a, ise sifir
olmayan kokleridir. P(z) q dereceli polinom olurve q < p

2 3
up

G(u;p):(n—u)exp(u+u?+u§+...+?] G(u,0)=1-u (3.11)

e Hadamard teoreminden elde ederiz ki , f(z) tam fonksiyonunun sifirlarina gére sabit
carpanin ile insa edilebilir, yani f(z) tam fonksiyonunu @, sifirlara gore sabit ¢arpan: ile

insa etmek olur. Bu teoreme gore 1. mertebeden f(z) tam fonksiyonunu (f(0)=0)

asagidaki bicimde gosterilir: (Naimark, 1968).

f(2)=f (O)e“ﬁ(l—aije;: (3.12)

n-1 n

Teorem 3.1.7. (Cauchy Integral Teoremi) f(z) baglantili G bolgesinde birebir analitik
fonksiyon y ise G ’de bulunan keyfi diizlendirebilir kapali egri olacak bigimde f(z) nin y egrisi

iizerinden integral, sifira esittir yani,

13
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j f(2)dz =0 (3.13)
Y

Teorem 3.1.8. (Cauchy Iintegral Formiilii) B bir bdlge ve » bu bdlge iginde bir kapali egri olsun.
Eger @, » 'nm smirlandirdidi bélge iginde bir nokta ve f(z) , B’ de analitik ise,
1 ¢ f(2)

f(a)=—|—=dz (3.14)
27l z—a

Teorem 3.1.9. (Ahlfors, 1966) f , bir B bolgesinde analitik bir fonksiyon , y ise B de bulunan
ve f ’nin sifir yerinden gegmeyen basit kapali egri olsun. f ’nin » nm i¢ kismindaki sifir yerleri

Z,,2,,..., Z, ve katliliklar1 da sirastyla m;, m,,...,m, ise

1 @), <
_all dz = ! 3.15
2713 f(2) : lem (319

dir.

Teorem 3.1.10. (Ahlfors, 1966) f , bir B bolgesinde meromorf fonksiyon , y ise B de bulunan
f nin higbir sifiryeri ve kutup yerinden gegmeyen basit kapali egri olsun. Eger f nin y igindeki

sifir yerlerinin sayis1 Z, ve kutup yerlerinin sayis1 P, ise

1 ¢ f(2)
Z,-P =—|—=d :
o 27zi~[ f(z) ‘ (3.16)

dir.

Teorem 3.1.11. (Riemann-Lebesgue) Eger f(X), xe(a,b) araliginda mutlak integrallenebilir

bir fonksiyon ise

b

lima, : =lim| f(x)cosnxdx =0
. (3.17)
limb, : =IimJ.f(x)sinnxdx=0

esitlikleri saglanir.

14
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Tamm 3.1.22. Vf e D(L) i¢in (Lf,f)>0 esitsizligi saglamyor ise L operatdriine pozitif
operator denir (Naimark, 1968).

Teorem 3.1.12. Pozitif bir operatériin tiim 6z degerleri pozitiftir (Naimark, 1968).

Tamm 3.1.23. O ve O sembollerine Landau sembolleri denir ve X — X, i¢in

|f ()| <clg(x)|= f(x)=0(g(x)) (3.18)
ve

im %) 02 f(x)=o0(g(x) (3.19)

=% g(X)

dir (Naimark, 1968).
3.2. Lineer Diferansiyel Denklemler

Tanm 3.2.1. L(y)=p,()y™ + p,(X)y"? +...+ p,(X)y = f(x)bicimindeki denkleme lineer
diferansiyel denklem denir. Burada p,(X), p,(X), p,(X),..., p,(X) katsayilari ve f (X) fonksiyonu
verilmis olsun. | =[a,b] arahiginda siireklidir. f(x)=0 ise, bu denkleme homojen denklem,

f (x) #0 ise homojen olmayan denklem denir. L(Yy) ye n. mertebeden diferansiyel ifade denir (

Hasanov, E., Uzgoren, G., Bliylikaksoy, A., 2002).

Tanmm 3.2.2. Y,(X), Y,(X),..., ¥,(X) fonksiyonlar: verilmis (a,b) arahgmnda tamml ve (n-1)

mertebeden tiireve sahip olsunlar. O halde

Y, (X) ,(x) o y(X)
) V() ey

W (x) =W [y, (X), Y, (X), .., Y, ()] = (3.20)

A GO/ CO N A €9

Tanimlanmis  fonksiyonel W (X) determinantina Y, (X), ¥, (X),...., ¥,(x) fonksiyonunun

Wronskiyeni veya Wronski determinanti denir ( Hasanov, E., Uzgoren, G., Biiylikaksoy, A., 2002).

Tamm 3.2.3. p,(X)y™ (X)+ p,(X)y"™ +...+ p,(X)y =0 homojen denkleminin n tane lineer
bagimsiz Y, (X), Y,(X),...,¥,(X) ¢dziimlerinden olusan sisteme bu denklemin temel ¢dziimii denir.

Dolayisiyla bu denklemin N’ den fazla lineer bagimsiz ¢6ziimii olamaz ( Hasanov, E., Uzgéren, G.,

Biiyiikaksoy, A., 2002).

15
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Teorem 3.2.1. YO X))+ p, ()Y +..+p,(X)y =0 homojen denkleminin

Y, (X), ¥, (X), ..., ¥,(X) ¢Oziimlerinin verilmis | aralifinda lineer bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve
yeter kosul, bu ¢oziimlerin Wronskiyan determinantinin sifirdan farkli olmasidir.

Y, (%), ¥, (X),..., ¥,(X)  fonksiyonlart homojen lineer denklemin temel ¢oziimleri ise,

CY,(X)+¢C,Y,(X)+...+C,y,(X)  fonksiyonun homojen Tanim 3.2.3’deki denklemin genel

¢oziimidiir ( Hasanov, E., Uzgéren, G., Biiyiikaksoy, A., 2002).
3.3. Sturm-Liouville Operatoriiniin Ozellikleri

L, (0, 7) uzayinda asagidaki L regiiler Sturm-Liouville operatoriinii ele alalim.

((y)=—y +q(x) =1y (3.21)
U(y):=y (0)-hy(0)=0 (3.22)
V(y) =y (7)+Hy(z) =0 (3.23)

Burada q(x), L,(0,7) smifindan reel degerli bir fonksiyon , h,H eR ve Akompleks spektral
parametredir. (3.21)-(3.23) sinir deger probleminin, tanim kiimesi
D(L) ={y:y eW,[0, 7], {(y) e L,(0,7), y(0)—hy(0)=0, y (7)+H(y)=0} bisiminde olan

Ly =(y seklinde tanimli L operatori tiretir. (3.21) denkleminin

»(0,1) =1, ¢ (0,4)=h (3.24)
S(0,4)=0,5(0,4)=1 (3.25)
w(r,A) =0,y (1,1) =—H (3.26)

Seklindeki baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimler sirastyla @(X, 4),S(X,4) ve w (X, A1)
olsun. Bu durumda lineer diferansiyel denklemler igin bilinen baslangi¢ deger probleminin
¢Oziimiiniin varlig1 ve tekligi teoreminden (X, 1) ve y (X, A) ¢6ziimleri var ve tektir. (3.22)-(3.23)

sinir kosullar1 dikkate alinirsa,

¢ (0,4)—hep(0,4) =0

. (3.27)
v (r,A)+Hy(zr,41)=0
esitlikleri her bir A i¢in gegerli olur. Ayrica
W (@,p) =y (X, )9 (X, 2) =y (X, )e(x, 1) (3.28)

seklinde tanimli fonksiyona ¢(x, 1) ve y (X, A) ¢6ziimlerinin Wronskiyan’1 denir.

16
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Bu fonksiyonun X e bagli olmadig: (3.21) denklemi kullanilarak kolayca gosterilebilir. Soyle ki,

(3.28) esitliginin her iki yani [O,;r] araliginda X degiskenine gore tiirevlenirse,

%W [w]=%[(p(x,ﬂ)v/(M)—cv'(x,l)l//(xﬂ)]

= (0 Ay (X A)+o(x )y (% 2)=¢ (XA (x2)=¢ (x )y (x4)

=p(X,A)y (X, 4)—¢ (X A)y (X 1)

elde edilir. Burada ¢ (X, A1) ve v (X, A) ifadeleri (3.21) denkleminden alinarak yerlerine yazilirsa,

%W [o.w]= (% A)(a(X) - 2)w (%, A) =9 (x A)(a(X) - 2)y (x,4) =0

oldugu sonucuna ulasilir.

Dolayisiyla,
W [(o,t//] fonksiyonu, [0, 7[] araliginda X degiskenine gore fonksiyondur. Bu nedenle bu

fonksiyon A (1) ile gosterilir.

(3.28) esitliginde x =0 yazilirsa,

A2)=w(0,4)9 (0,2) -y (0,4)9(0, 1)

ve X =7 yazilirsa,

A=y (7, A)p (7, 2)~y (7, )p(7, A)
= (72,/1)— (—H)go(ﬂ,/”t)
=¢ (7,A)+Ho(7, 1)

=V(p)

almir. Boylece A(A) igin

A(A)=-Uw)=V(p) (329)

elde edilmis olur.

17
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A(A) fonksiyonuna L operatoriiniin karakteristik fonksiyonu denir. Bu fonksiyon A’ nin tam

fonksiyonudur. Bu nedenle A(A) ‘nin en fazla sayilabilir sayida {4, },., sifirina sahiptir.

Teorem 3.3.1. L operatoriiniin tim 6z degerleri reeldir ( Freiling, G., Yurko, V., 2008).

Ispat : L operatoriiniin bir 6z degeri A =4, ve bu A; a kargilik gelen bir 6z fonksiyon y(X, 4, )

olsun. Bu durumda (y(X,4,)=AY(X, A )saglamr. Burada((f,g)=(f,(g) esitliginden

yararlanilirsa, — (Ly(X, 4,), Y(X, 4)) =Y(X, 4), £y(X, 4y)) =Ly (X, 4,), Y(X, 4,))  oldugundan
(Ly(X, 4), Y(X, 4,)) € R elde ederiz.
Diger taraftan ((y(X, 4,), Y(X, A9)) = A, Y(X, A)s Y(X, A,)) = A, || Y(X, 4,) |I¥ oldugundan

A, € R olur. Yani L operatoriiniin tiim 6z degerleri reeldir.

Teorem 3.3.2. L operatoriiniin farkli 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar ortogonaldir
( Freiling, ve Yurko, 2008).

ispat:

A # A, iki 6z deger ve bu 6z degere karsilik gelen 6z fonksiyonlar sirastyla Y, (X) = y(X, 4,) ve
Y, (X) = y(X, 4,) olsun. Bu durumda Lagrange esitliginden,

Ly, (%), Y, (X)) = (Y, (%), Ly, (X))
</11Y1(X)a yz(x)> = <Y1(X): i2y2 (X)>
ACY1(X), Y, (X)) = A,{Y,(X), Y, (X))

(4= 2)(Y1(X), ¥, (x)) =0

elde edilir. A4, —A, #0 oldugundan (Yy;(X),Y,(X))=0 olur. Yani Yy, (x) ile Yy,(X) oz

fonksiyonlar1 ortogonaldir.

Teorem 3.3.3. Karakteristik fonksiyonun {A, } sifirlariile L sinir deger probleminin 6z degerleri
cakisir. go(X, /?,n) ve v ( X, /In) fonksiyonlar1 6z fonksiyonlardir

vey (x,4,)=B.¢(x4,), B, #0 saglanacak sekilde bir {/3,} dizisi vardir ( Freiling, ve
Yurko, 2008).
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Lemma 3.3.1. Asagidaki asimptotik formiiller, |p| — oo i¢in, x €[0, 7] ye gore diizgiin olarak

saglanir ( Freiling, ve Yurko, 2008).

@(X,A) = cos pX + O(ﬁexpdd X)J = O(exp(|z|x)),
Yo,

¢ (. 2) = ~psin px+O(exp([z| ) = O(| plexp(lz|x)).

w(x, 1) =cos p(z —X) + O(i exp(|z|(7 - x))J =O(exp(|z| (7 - x))),

o]

v (. 2) = psin p(z — x) + O(exp(Jz| (7 - ¥))) = O(exp( || (z ~ x)).

burada A = p* ve Im p =7 dur.

Teorem 3.3.4. L sinir deger problemi sayilabilir sayida {4,},., 9z degerler kiimesine sahiptir ve

n>0 icin

WK,
pr==n+—+t {K}el,

1 ox
saglanir. Burada W=h+H +2 J'O q(t)dt dir ( Freiling, G., Yurko, V., 2008).

Teorem 3.3.5.

e L sinir deger probleminin {@(X, 4,)},., 6z fonksiyonlar sistemi L,(0,7) de tamdir.

o Xxe[0,7] igin f(X) mutlak siirekli fonksiyon olsun. O halde,

) 1 X
f(x)=>ae(x4), a,=— jo f (t)op(t, A, )dlt (3.30)
n=0 n

saglanir ve bu seri [O, 7z] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

e f(x)eL,(0,7) icin (3.30) serisi L, (0,7) de yakinsaktir ve
T 2 hd 2
Io | f (X)| dx = Zan |an| (Parseval esitligi)
n=0
saglanir ( Freiling, ve Yurko, 2008).
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Simdi yukarida anlatilan kavramlar bir 6rnek {lizerinde gorelim:

L operatori ;

-y =4y, 0<x<~x
y(0)=0
y (7)=0

seklinde verilmis olsun. Bu operatdriin 6z degerlerini ve 6z fonksiyonlarini bulalim.

Bu denklemin genel ¢oztiimii

y(X, A) =c, cosv/AX+C, sin~/Ax

seklindedir. Buradan

y (X, A) = —¢,JA sinVAx+ ¢,/ cos~/Ax

almir. Smir kosullarindan

y(0,2)=c,/1=0 ise C,=0

ve

y (7, 2) =—c,JAsindar =0

oldugundan

sinAz =0
Jir=nz=+J1=n

=n? n=12,..
bulunur. Diger taraftan A =0 igin,
-y =0
denklemi alinir. Bu denklemin genel ¢éziimii

y(X) =c, +C,X

seklindedir.
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Sinir kosullarindan

y(x)=c,
y(0)=y(r)=0ise c,=0

bulunur. Dolayistyla C, #0 i¢in y(X,0) # 0 olacagindan A=A, =0 bir 6z deger olur. Boylece
verilen problemin 6z degerleri 4, = n’*, n=0,12,... seklindedir. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z
fonksiyonlar ise  y(X,4,) =V,(X)=cos(nx), n=0,12,..seklinde elde edilir. Simdi
N#Molmak lizere A, # A, 6z degerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlar sirasiyla Y, (X) ve

Y., (X) olsun. Bu durumda

(Yo (9, Y 00 = [ ¥ () ¥, ()l = " cos(nx) cos(mx)ax

= %Lﬂ [cos(n+ m)x+ cos(n—m)x]dx

sin(n—m)x} | =0

l{ 1 .
== sin(n+m)x+
2Ln+m o0

oldugundan farkli 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlarin ortogonal oldugu goriiliir.
Simdi yukarida anlatilan kavramlari baska bir 6rnek {izerinde gorelim.

Ornegin,

—y =21y, xe(0,7)
y(0)=0
y (7)=0

operatériinii ele alalim. ¢(x, 1) ile verilen diferansiyel denklemin ¢(0) =1, ¢ (0)=0 baslangi¢
kosullarin1 saglayan ¢oziimlerini gosterirsek — ¢(X, 1) = c0S JAx almir. Buradan Karakteristik
denklemi AA) =@ (r,A)= Jasindax 0z  degerleri Ji=n,n=0 0z

fonksiyonlari (X, A,) =cosnx, n=0 ve normallestirici sayilart

V4 V4 72-
a, _[0 (Pz (x,4,)dx = Io cos® nxdx = E seklinde bulunur.

Dolayisiyla

o {cosnx},., ={L cosx,cos2X,...} kimesi L,(0,7) uzayinda tamdur.

e (0,7) arahginda mutlak siirekli f (x) fonksiyonu i¢in
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f(x)=> a,cosnx a, = Ej: f (x) cos nxdx
n=0 T

saglanir ve

2

o Vfel,e(0,r) icin J’Oﬁ|f(x)|2dx:i la,|

z
"m0 2
esitligi gecerlidir.

Teorem 3.3.5. (Salimm Teoremi) L operatériiniin @(X, 4,), N >0 &z fonksiyonlarinin her biri
(0, ) araliginda tam olarak N tane sifira sahiptir ( Freiling ve Yurko, 2008).

Ispat: A e R icin ¢(X, 1) fonksiyonunu diisiinelim.

\Imp\x
@(X, 1) =C0s pX+0 {—J
Al

esitliginden dolay1 ¢(X, A) fonksiyonu yeterince biiyiik A negatif sayisi igin sifirlara sahip degildir.
Oyle ki ¢(x,1)>0, A<-1"<0, xe[0,7] dir. Diger taraftan ¢(7,,)=0 dir. Burada
{t4,}50, L operatoriiniin 6z degeridir. Eger A, —oo’ dan +o0’a tagmabilirse [0, 7] arahginda

@(X,A)’ nm sifirlar1 siirekli olarak sola tagmir. Yeni sifirlar sadece X =7 noktasi boyunca
goriilebilir. Boylece

e (X, u,) fonksiyonlarmin X E[O,ﬂ'] araliginda N tane sifir1 vardir.
o Bger Ae(u,...p,), N21, g4:=—o0 ise ¢(x, A) fonksiyonu XE[O,?Z'] araliginda n
tane sifira sahiptir. A) <4 <A , 14 <A, <y, <...dir. Sonug olarak ¢(X,A)

fonksiyonu [0,7[] araliginda N sayida sifira sahiptir.

3.4. Weyl Fonksiyonu ve Teklik Teoremleri

{4, a,}., spektral verileri, q(x) potansiyel fonksiyonunu sinir kosullarindaki h ve H kat
sayilarim tek tiirlii belirler.

Teorem3.4.1. 4 =1 ve a,=«, (n=0) iseohalde L =L dir. Yani q(x) =q(x)

(xe(0,7)), h=h ve H=H dir (Freiling ve Yurko, 2008).

Boylece {A4,,a,}.., spektral verileri q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki

katsayilari tek tiirlii belirler.
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Ters Problem 3.4.1. {#,}..,, L simir deger probleminin H =0 durumundaki 6z degerleri olmak
tizere , {4, }s0 V& {44, }rso 0z deger kiimesi q(X) potansiyel fonksiyonunu ve simir kosullarindaki

h ve H katsayilarini tek tiirlii belirler ( Freiling ve Yurko, 2008).
Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemler teorisini baslatan c¢aligma 1929 yilinda

Ambarzumain tarafindan yapilmistir. Simdi Ambarzumain Teoremi’ni ve ispatini verelim.

Teorem 3.4.2. (Ambarzumain Teoremi) q(x)eC(0, 7) olmak iizere

—y +q(x)y =1y, xe(0,7) (3.31)
y(0)=0, y(7)=0 (3.32)

problemi verilsin. Eger bu problemin 6z degerleri 4 =n?, n>0 seklinde ise q(x)=0 olur

(Ambartsumyan, 1929).

Ispat: Verilen (3.21)-(3.31) probleminin 6z degerleri \/Z: n +£+0[lj asimptotik ifadesini
Nz n

saglar. Burada @ = %I q(t)dt seklindedir. Verilen problemin 6z degerleri A, =n” oldugundan
0

w=0 veya jq(t)dt =0 (3.33)
0

olmak zorundadir.

Simdi n=0 i¢in A, =0 6z degerini dikkate alalim. Buna karsilik gelen 6z fonksiyon Y,(X) #0

olsun. Dolayisiyla Y,(X) fonksiyonu (3.31) denkleminin A, =0 i¢in saglandigindan

—Yo+0(X)y, =0

denklemini saglar. Buradan

C](X) =h= YoYo — YoYo _(y0)2 +(y0)2 _ YoYo _(YO)Z +(ﬁ}
2

Yo oY y: Yo Yo

yazilabildiginden
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N N\ 2
Yo Yo
elde edilir. Son esitligin her iki tarafini (O, 71) araliginda integrallersek,
T V4 o\ T ! 2
'fq(x)dx = j[ﬁ] dx+'|'(ﬁJ dx
0 o\ Yo o\ Yo

veya (3.33) ifadesinden

aliir. Burada y, (7)=0, y,(7)#0, y,(0)=0 oldugundan

2/ T N\2 :
I(ﬁ] dx:03ﬁ=0:>y;,(x)=0
o\ Yo

Yo

ve

Yo(X)=c (ceR)
bulunur. Burada c=0 dir. Bu y,(x)=c deger —y,+q(X)y,(x)=0denkleminde yerlerine
yazilirsa, 0+(Q (X)C =01ise q (X) =0 alnir.
Ambarzumain Teoremi, ilk bakista 6z degerlerin ( ( X) fonksiyonunu tek olarak

belirleyebilecegini diisiindiirse de genel durumda bu miimkiin degildir. 1945 yilinda Borg, farkl iki

Sturm-Liouville probleminin ayni 6z degerlere sahip olabilecegini goéstermistir. Bunun yam sira

q (X) ‘i tek olarak belirlemek i¢in farkli iki 6z deger dizisinin yeterli oldugunu ispatlamistir. Borg’a

gore

¥o(0)~hy(0)=0, (h=h) (3.34)
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Yeni bir sinir kosulu olmak tizere (3.31) , (3.32) probleminin 6z degerleri {4, },., Ve (3.31),
(3.34) probleminin 6z degerleri ise {4,},., olmak tizere {4.},., Ve {4, },o dizisi verilmisse
q (x) fonksiyonu tek olarak belirlenir.

Borg’un ¢aligmasindan sonra birgok matematikei ters problemler teorisi ile ilgili ¢aligmalar

yapmis ve bu teorinin gelismesine katki saglamiglardir.

Teorem3.43. A, =4, ve u, =u, (n=>0) iseohalde L =L dir. Yani q(x) =q(x)

(xe(0,7)), h=h ve H=H dir. Boylece {4,z }.., spektral verileri q(x) potansiyel

fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki katsayilart tek tiirli belirler ( Freiling ve Yurko, 2008).

Ters Problem 3.4.4. {1°},., , L smur deger probleminin h =0 durumundaki 6z degerleri olmak
iizere {4, },0 V& {1 },o0 67 deger kiimeleri q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki

h ve H katsayilarini tek tiirlii olarak belirler ( Freiling ve Yurko, 2008).

Teorem3.45. 1 =1 ve A’ = ino (n>0) ise o halde L =L dir. Yani q(x) =q(x)

(xe(0,7)),h=h ve H=H dir. Boylece {;tn,/ino}nzo spektral verileri q(x) potansiyel

fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki katsayilari tek tiirli belirler ( Freiling ve Yurko, 2008).

Weyl Fonksiyonu ve Weyl Fonksiyonuna Gore Ters Problem: L operatoriinii ele alalim. Bu
operatdriiniin ¢@(X,A) ve s(X,A) ¢dziimleri igin W (s,¢)=5(0)¢ (0)—s (0)p(0)=-1=0
oldugundan s(x,4) ve ¢(x,A) coziimleri lineer bagimsizdir. Dolayistyla {S(X, A),o(x, /1)}

kiimesi (3.31) denkleminin temel ¢6ziim sistemidir. Bu nedenle

w(x,A)=cs(x,A)+C,p(x,A) (3.35)

esitligi saglanacak sekilde C, ve C, sabitleri vardir. Buradan tiirev alinirsa,

v (X, A)=cs (X, A2)+C (X, 1) (3.36)

olur. (3.35) ve (3.36) esitliklerinde x =0 yazilirsa,

w(0,4)=¢5s(0,1)+c,p(0,4)=c0+c,1=c,
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ve

v (0,4)=¢s(0,2)+C,0 (0,4)=c,+c,h=c +w(0,2)h

¢, =y (0,2)—hy(0,1)=-A(1)
elde edilir. Buna gore (3.35) esitligi diizenlenirse,

w(x,A)=-A(1)s(x,2)+w(0,2)p(x,A)

VA _g2) =20 iy 2y

el A(2) -
esitligi elde edilir. Burada
M ::—W(O’/I) ve @(x,ﬂ,)::—w(x'ﬂ)
A(2) (4)
isaretlemeleri dikkate alimirsa (3.37) esitligi
O(x,A)=5(x%21)+M(1)p(x,1) (3.38)

seklinde elde edilir. (3.38) ‘deki M (A)fonksiyonuna L operatriinin Weyl Fonksiyonu denir.

Dikkat edilirse Weyl Fonksiyonu, iki tam fonksiyonunun orani seklindedir. Ayrica problemin 6z

degerleri M (A) ‘nin basit kutup noktalaridir. Dolayistyla M (1) Weyl fonksiyonu bir Meromorf

fonksiyondur ( Freiling ve Yurko, 2008).

Lemma 3.4.1. ng{p:|p—n|>5,neZ} bolgesindeki yeterince biyiik o’ lar igin

A(A)zcg|ple™ , 7=|Im plesitligi gegerlidir.
ispat : A(/I) =—psin pr+0 (e”’) oldugundan G; bdlgesinde yeterince biiyiik p ’ lar i¢in
|sin p7| > ce™ olacak sekilde c>0 sabiti mevcuttur. Bu durumda

A(/I)Zc|p

e” —c,exprr =C4p

e™ esitsizligi alinir.

Simdi L operatoriiniin L = L(q ,h,H ) ile gosterelim ve L = L(q,h,H) operatoriinii
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-y +q(x)y =1y
L(g,h,H) =1y (0)-hy(0)=0 (3.39)

y (7)+Hy(7)=0

seklinde tanimlayalim. L operatoriinin Weyl fonksiyonu M (/1) , L operatoriinin Weyl
fonksiyonu M (/1) olsun. Bundan bdyle L operatorii ile alakali bir bilgi S ile gosterilirse buna

karsilik olarak L operatorii ile alakali bir bilgi s ile gosterilecektir.

Teorem 3.4.6. Eger M (A1) =M () ise q(x)=q(x) (0,7) arahgindahhy. ve h=h, H=H
gegerlidir. Yani M (A1) Weyl fonksiyonu , L operatriiniin kat sayilarini belirlemek igin yeterlidir

( Freiling ve Yurko, 2008).
ispat:

P (xA)=0(XA)® (x,A)-¢ (X 1)D(x,1) 00
P(x,A)=¢(XxA)®(X,A)—(x,4)D(x, 1)
R (%A)=p(xA)® (X, A)—¢ (X A)D(x,1) 0
P(%A)=0(XA)®(x,4)—p(x,1)D(x 1)

fonksiyonlarini tanimlayalim. (3.38) esitligini kullanarak
R(x2)=p(x2)(s (x2)+M (2)¢ (x.2))

—9 (x2)(s(% 2)+ M (2) (x4
—p(x,4)s (%, A)— (%, A)s(x 4

+p(%2)p (xA)(M(2)-M (2)
=p(x2)s (% 4) = (x2)5(x 2)

ve benzer sekilde
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ifadeleri elde edilir. S(X,/i) ve gp(x,/l) ¢cozlimleri A’ nin tam fonksiyonlar1 oldugundan Pl(x,/l)

ve P,(x,4) fonksiyonlari tamdir. Diger yandan

p(x,2)=0(rexprx) ,  ¢(x4)=0(Viexprr)

w(x,2)=0(expr(7-x)) z//'(x,ﬁ):o(\/zexpr(zr—x))
asimptotik ifadeleri ve V € G; olmak iizere ‘A(ﬂ)‘ > csﬂe’” ifadesi kullanilirsa,
Rix2fse . [R(xd)s

olduklari goriilebilir. Bu durumda P, (X, /1) ve P, (X, /1) fonksiyonlar1 A ’ya gore tam ve sinirh

fonksiyonlar olup Liouville Teoremi geregince bu fonksiyonlar A ’ya bagl degil sadece X ’e

baglidirlar. O halde

yazilabilir. P, (X, /1) =0 (l) , |ﬂ| — oo oldugundan B (X) =0’ dir. Dolayisiyla P, (X) =0 dur.

Ayrica
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=
S
=
Il
=
x
=
S
x

elde edilir. Benzer sekilde W (go, CI)) =1 oldugu gosterilebilir. (3.40) esitliklerinden alinan

{(p(x,}t)(l)(x,/’t)qo (x,2)®(% 2) = A(x)
(X A)0(x,1)—p(X,1)P(x,4)=0

sistemi Cramer yontemiyle ¢oziiliirse,

(x4)=A(Xx)p(x 1)

ve

almir. Dolayistyla

elde edilir. Buradan da A(X) = +1 olmalidir. Ayrica

(p(x,/i):cos\/ZXJrO(

S

(p(x,ﬁ):cos\/ZXJrO(

asimptotik ifadeleri gegerli oldugundan ¢(x, 1) ve ¢(X, 1) fonksiyonlar: ters isaretli olamaz.
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Q)(X,/I) = A(X)Q)(X,/I) oldugundan A =-1 olamaz. Bu nedenle A(x)=1 olmalidir. Dolayisiyla

@(X,4)=¢(x,4) * dir. Bu durumda (3.21) denklemi kullanilirsa h.h.y. q(x) =q(x) elde edilir.

Benzer sekilde (3.22) ve (3.23) sinir kosullarindan

ve

esitlikleri taraf taraf ¢ikarilirsa,

¢ (0)-hp(0)-¢ (0)+he(0)=0
~hp(0)+hy(0) = (h—h)p(0)=0

h—-h=0=h=h

ve
¢ (7)+He(r)-¢ (z)-He(z)=0
H-H=0=H=H

elde edilir.

Ohalde M (1) =M (4) iken q(x) =q(x), (0,7) arahigindahh.y.ve h=h, H =H olduklar

gosterilmis olur.

Spektral Verilere Gore Ters Problem

L= L(q, h,H ) ve L= (q, h,H ) operatorlerini ele alalim. {ln , a'n} L operatoriiniin spektral

n>0 '’

verileri ve {in,an} ise L operatoriiniin spektral verileri olsun. Burada iki spektral verinin L

n=0

operatoriiniin katsayilarimi tek olarak belirledigi ispatlanacaktir.

Lemma 3.4.2. (Freiling ve Yurko, 2001)
> 1
M(2)=) ———— (3.42)
esitligi gecerlidir.
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Teorem 3.4.7. Wn i¢in 4, =4, Ve @, =a, ise q(x)=0q(x) h.hy.ve h=h, H=H dir. Yani

L probleminin katsayilar1, 6z degerler ve normallestirici sayilar tarafindan tek olarak belirlenir
(Freiling ve Yurko, 2001).

Ispat : (3.42) esitligine gore 4, =4, , a,=q, ise M(1)=M (/1) esitligi gegerlidir. Teorem
(3.4.6) yagire M (1)=M (/1) gegerli ise g(X) =q(Xx), (O, ) araliginda hemen hemen her

yerde ve H = H ‘dir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.4.7 nin ispat1 agagidaki gibi de yapilabilir.

Ay =4, » a, =a, olsun. A( 1) fonksiyonu A nin tam fonksiyonu oldugundan Hadamard

Faktorizasyon Teoremi geregince

it

n=0
esitligi gegerlidir. Burada c sayis1 yalnizca A, lere bagli olan bir sabittir. Buna gore 4, = 4, ise

A(A)=A(4) (3.43)

olur. Diger yandan

A(ﬁ“n ) = _anﬂan
A(/In ) =-a,f,

esitliklerine gore S, = £, ‘dir ve ayrica 5, =y (O, /1n) oldugundan

w(0,4,)=w(0,4,)

yazilabilir. Buna gore
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fonksiyonunu tamimlarsak A, 6z degerleri bu fonksiyonun hem payini hem de paydasini sifir
yaptigindan ve bu 6z degerler fonksiyonun basit sifirlari oldugundan K (A)bir tam fonksiyondur.

Ayrica

v (0.2,) -y (0.4,)
|A(2)|z c;|plexper

<cexprr

esitsizliklerinden

k(=7
olur. Burada p nun yeterince biiyiik degerinde
K(2)=0
almir. Dolayistyla
w(0,4,)=w(0,4,) (3.44)

yazilir. Buna gore (3.43) ve (3.44) esitliklerinden

esitligi yazilabilir. Buise M (4)=M (/1) demektir. Buradan q(x) =q(x) h.h.y.ve h=h,

H =H oldugu elde edilir.

Simdi h # h, olmak iizere

y (0)-hy(0)=0 (3.45)
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siir kosulu (3.22) kosulu ile yer degistirerek elde edilen (3.21), (3.45), (3.23) problemini

L = L(q, h,H ) operatdrii seklinde gosterelim ve bu operatoriin 6z degerler dizisi { ,un} o olsun.

n=

Tamm 34.1. {4,,a,}  ve {4, u,}  dizilerine L operatoriinin klasik spektral verileri

n=0

denir (Freiling ve Yurko, 2001)

Simdi ise iki 6z degerler dizisi denilen {/1n A }n>0 spektral verilerinin, operatoriin kat sayilarini tek

olarak belirledigini ispatlayalim

Teorem 3.4.7 Wn igin 4, = A, Ve u, =, ise [0, ] arahginda g(x) =q(x) h.h.y.ve h=h,
H =H dir ( Freiling ve Yurko, 2008).

Ispat: Wn i¢in 4, = A oldugundan A (/1) = A(l) > dir. Diger yandan 6z degerleri { ,un} ’ler olan

L, operatoriniin karakteristik fonksiyonu
7(2) =¥ (0.2)~hy(0.2)

seklindedir. Buna gore A, (l) fonksiyonu g’ ler tarafindan tek olarak belirlenen bir tam fonksiyon

oldugundan
=11, = A ()= A (A)
esitligi gecerlidir. Buradan her A icin
A(A)=v (0,4)=hw (0.2) =y (0.2)-hy (0,2) = A, (1)
Yazilabilir. O halde
w(0,4)=y(0,2)
elde edilir. Buna gore

w(0,4)=y(0,2)
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ve
oldugundan

esitligi gecerlidir. Bu da ispat1 tamamlar.

L operatoriiniin katsayilarimi belirlemek igin {ln }n> , 0z deger dizisi tek basina yeterli olmamasina

ragmen potansiyel fonksiyon denilen g(Xx) fonksiyonunun her X i¢in

q(z-x)=a(x)

simetriklik kosulunu sagladigi biliniyorsa bu durumda yalnizca 6z degerler dizisi ile katsayilar
belirlemek miimkiindiir. Bu asagidaki teoremle ifade edilebilir:
Teorem 3.4.8 L opetardrinde h=H, Vx igin q(7—x)=0q(x) ve V¥n i¢in 1, =4, ise

g(x) =q(x) h.h.y. ve h=nh dir (Freiling ve Yurko, 2008).

Ispat : gp(X,ft) ve l//(X,/”L) fonksiyonlarinin yani sira gol(x,/l) fonksiyonu

{(phq(ﬂ—X)sofm
(01(0):1’ §01‘(0): H

probleminin ¢éziimii olsun. Bu durumda

t//(x,/l)zgo(ﬂ'—x,/?,)

esitligi saglanmaktadir. Hipoteze gére h=H , ve Vx i¢in q(7 —x)=q(x) oldugundan
0 (X, /1) = go(x, /1) esitligi ve dolayisiyla l//(X, ﬂ) = (p(ﬂ' —X, /1) oldugu elde edilir.
Daha 6nce Vn igin ;

v (X 4)=LBp(x4,)

saglandigindan
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¢(ﬂ—x,/1n):ly(x,/1n)

=ﬂn(0(X,/1n) :ﬂnV/(ﬂ._ X’ﬂ’n)
:,Bn,Bngo(ﬂ— X,ﬂn)
:ﬂnzq)(ﬂ._x’ﬂ“n)

alinir. Buradan ise

B2 =1 veya B =+1

n

elde edilir. Dolayisiyla

A(ﬂ’) :_anﬂn

esitliginden A, = A, Ve , =a, elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.4.7 geregi ¢/(X) =q(X) , (0, 7)

araliginda h.h.y. ve h=h olur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu calismada farkli yogunlukta n dizisine sahip yildiz sekilli geometrik graflarin
matematiksel modellenmesine ve graflardaki Sturm-Liouville farkli operatorleri igin sinir ters
spektral probleminin ¢oziimiine ayrilmistir. Calismada, sicimler ayni uzunluk ve yogunluklara
sahipse sicimlerin ug¢larindaki yaylarin saglamlik kat sayilariin dogal frekanslardan benzersiz bir
sekilde geri kazanilmadig1 gosterilmistir. Yerlerinin permiitasyonlarina kadar bulunurlar. Tellerin
farkl1 yogunluklar varsa tellerin uclarmdaki yaylarin saglamlik katsayilarimin dogal frekanslardan
benzersiz geri kazandigin1 gosteriyoruz. Bunlar sicimlerin uglarindaki yaylarin benzersizligi veya

benzersiz olmamasi sicim yogunluklarinin ayni veya farkli olmasina baghidir. o’ larmn yani

yogunluklarin birbirinden farkli olmasi farkl sekilde insasi benzersizlik durumunu verir.

4.1. Yildiz Graflarinda Sturm-Liouville Fark Operatorleri icin Oz Degerler

I' =y, xy,x...xy, 1smlarindan olusan yildiz sekilli bir graf olsun.

7i :{Xj €(0,¢)} j=1..,n

orijinli grafin tepe noktas1 tanimlanan her 1s1nin denklem iizerinde oldugunu diisiiniiyoruz.

d*y; (x;)
Ly, =- d;(Jz : +q(Xj)yj(Xj)
:pj;tyj (Xj) X €7 (4.1)

=pPjH 2 Y; (x j )
Tepe lizerimdeki dogal Kirchhoff sinir kosullarini saglayan fonksiyonlar i¢in tanimlanmistir.

¥, (0)=...=Y,(0) 4.2)
Y,(0)+...+Y, (0)=0 (4.3)

Ayrica  X; =(; ug noktalarindaki sinir kosullarini da gerekli kiliyoruz.

y,(¢)+Hy,(¢)=0 , j=L..n (4.2)

Burada PrsPoyreees Py farkli sayilardir. A ve  u spektral parametrelerdir. H; e C ,
d(x)eL(y;) ise potansiyel fonksiyondur. ( j=1,...,n)
s;(x,4) ve c¢;(X,u) Jj=L1..n+1 y, izerindeki baslangic kosullarini saglayan (4.1) ‘in

¢Oziimleri olsun.

Sj (0’ /'l) =1_Cj (0’ /J) =0
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1-s,(0,4)=¢;(0,4)=0 , (j=L..,n)
Her araliktaki yine ¢6ziim su sekilde temsil edilebilir:

Yi (X, 1) =Q; (/’l)Cj (% ﬂ)"‘ﬁj (ﬂ)sj(xl ) (4.5)
Ilk bilesen (4.5) i¢in ilk Kirchchoff kosulunu (4.2) karsilamasi gerekir.

a(p)=...=a,(u)

a(u)=ay(p) = ... = a,(u) (4.6)

olarak ifade ederiz.

Sonlu araliklarin (4.4) uglarindaki smir kosullann — a(u), B(w), ..., B,(¢)  iizerine alir.
(j=1...n), (i=1...,n) olmak iizere,

a()le; (L, 1) +Hc; (¢, 1]+ BU)ls; (¢}, 1) +H s, (£, )] =0 @4.7)
O-j(/'l):S‘j(ﬁjilu)_'_Hjsj(fjhu) (4.8)
i () = ¢ (L5 1)+ Hicy (0, ) (4.9)

Daha sonra kosul (4.7) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:
a(u)xi (1) + B (1o (1) =0 (4.10)
o, (u) ve x;(x)’ nin ayni anda yok olamayacagini belirtmek 6nemlidir.
(4.8)i¢;(L;,p) ile (4.9)‘u s;({;, u) ile carpalim.
o,C (L5, 40) =i ()8 (L5, 1) =, (C 5, 10).0; (L, ) —C (L5, 10).8; (L}, 1) =1 (4.12)

Ikinci Kirchkoff kosulu (4.3) * ii gerektirir.

B()+..+ B, (u)=0 (4.12)
[k 6z deger serisi:

oy (1).0,(14)..0, (1) #0 (4.13)

Sonra (4.7) den sunu takip eder :

C'j(ﬁj’/u)—i_HjCj(ﬂqu)
Sj(ﬂjl/u)—i—Hjsj(ﬂjnu)

By (u0) =—a(p)

(4.14)
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(4.12)’den

n c.((, H.c.((.
a(/L[)ZCJ( J’/’l)+ JC]( J’/’l) (415)

=S (0, 1)+ Hs (¢4, 1)

Burada a(u) keyfi oldugunda, eger a(u)=0 ise y; =0 olur. Buradan 6z degerlerimiz

bulunamaz. Oyleyse 6z degerlerimiz:

Z”:C}(ﬁ,-,u)+H,-C,-(€,-,u)_o

. = (4.16)
j=1 Sj(ﬁjuu)-i_Hjsj(Ejnu)
Bu denklemin kdkleridir.
Ikinci 6z deger serisi:
oy (u).oy(1)..o, () =0 (4.17)
I={io,(1)=0} @.18)
Sonra () =0 , j e Jicinve (4.7) ‘yi tamamlamak i¢in
a(u)=0 (4.19)
dir.
Yani bu durumda genel ¢6ziim su sekilde olmalidir:
Y, (% 1) = B, (1).8;(%, 1) (4.20)

(4.5)te a;(u) =0 alimirsa (4.20) elde ediliyor. Fakat o;(x#)#0 , jeJ vesonugolarak
(4. 7)yi saglamast icin ;=0 olmasi gerekir.

Ve sonug olarak bu durumda genel ¢6ziim:

Y (%) =B (w)s;(x ), (jed) (4.21)
y(xu)=0, (jel) (4.22)

B, (w) keyfidir.
Eger ;=0 (jeJ), y;=0 olur ve buradan 6z degerlerimiz bulunamaz. Oyleyse 6z
degerler (4.23) denkleminin kokleridir.

s;(x,u)=0 , (jed) (4.23)
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4.2. Simir Ters Problemi icin Coziimiin Benzersizligi

Swur ters problemi, 6z degerlerden H; ‘nin belirlenmesinden olusur. Ikinci serinin 6z
degerlerini belirleyen denklem H; igermediginden ikinci serinin 6z degerlerinin ters problemi

cozmek icin kullanilmayacagini not edelim. Bu nedenle ilk seriden 6z degerleri bildigimizi
varsaytyoruz. L Sturm-Liouviile 6z deger problemini (4.1)-(4.4) gdstersin.

Bundan sonra, denklemde farkli kat sayilarla L tipi problemi ve sinir formlarinda farkl
parametreden L ile gosterilsin. Ek olarak, eger belirli bir sembol L problemindeki bir nesneyi

gosteriyorsa, dalga isareti ayni sembol L problemindeki karsiligini gosterir.

Teorem 4. 2 L probleminin ilk serisinin 6z degerleri cebirsel ¢okluklarini sayan L probleminin 6z
degerlerine esitse LveL ‘nin sinir kosullarinin katsayilari da birbirine esittir. Yani, j=1,2,...,n
igin H; =H, d.

Ispat: Eger A, L problemi igin ilk serinin 6z degerleriyse (4. 16)’dan A, tiim fonksiyonun kokleri
olur.

n

AR = 3@ G+ G (o) [T 61 H (o) @2y

j=1; j=k

Goriildagii gibi , A (/1) birinci dereceden tam bir fonksiyondur. Ayrica teoremin varsayimlarina

gore L ve L ° nin cebirsel gokluklari ile listelenen 6z degerleri birbirine esittir. Bu nedenle,
Hadamard garpanlarina ayirma teoremi C ’nin sifir olmayan bir sabit oldugu

A(1) =CA (A1) anlamina gelir. Bunu su takip eder:

n

AR ~CA M) = Y€ )+ & (o). TT (50,104 H 3, (¢, 0) -
k=1 j=Lj=k (4.25)

n

C-Zn_:(CL(fk,ﬂ)+ HG (Lo ) TT (55005 1)+ Hisi(¢5, 1)

=1, j=k
Asimptotik formiillere sahibiz. Bunlar:

1 . 1
C; (%, 48) = cos(ux;) +—u;(x;)sin(ux;) +O(—;)

u U
1. 1 1

S;(X;, 1) =—sin(ux;) —— U, (x;) cos(ux;) + O(—)

U U U

. . 1
C; (X, 40) = —usin(ux;) +U; (xj)cos(,uxj)JrO(;)

s, (X;, 1) = coS(ux;) +£uj(xj)sin(yxj)+0(i2) (i=12..,n)
7 M
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Burada yeterine bilyiik xR icin u;(X;) = %Iq(tj)dtj dir.
0

Bunedenle s; , c; ve tiirevlerinin kargilik gelen sonuglar1 dogrusal olarak bagimsizdir. Bundan ve

(4.25)‘ten H;=H,

Teorem, problem L ‘nin sinir kosullarmin sonsuz 6z degerler kiimesinde benzersiz bir

oldugu anlagilir. Béylece ispat tamamlanir.

sekilde geri kazanilabilecegini gosterir. Bununla birlikte, bilgisayar hesaplamalari, L 'nin

N parametrelerini H; 'yi geri yiiklemek icin yeterli sonlu sayida 6z degerin yeterli oldugunu

gostermektedir. Bu durumda, yeniden yapilandirma i¢in L probleminin n degil, n+1 6z

degerlerini kullanmamiz gerekir. H; N katsayilarinin benzersiz tanimlanmast igin yeterli degildir.

4.3. Ornekler ve Kars1 Ornekler

Ornek 4.3.1. =y, xy, x 7,
isinlarindan olusan yildiz sekilli bir graf olsun.y; ={x; € (0,1}, |, =1, j=1,2,3 her
1s1n1n orijini grafigin tek tepe noktasiyla tanimlanmis sekilde I' denklemini diisiiniiyoruz.
2
~dy,(x)

Lyj = dT:pjluzyj(Xj)!X' €7 (4.26)
J

Tepe ilizerindeki dogal Kirchhoff sinir kosullarini karsilayan fonksiyonlar igin

tanimlanmustir:
Y1(0)=y,(0)=y4(0) =0 (4.27)
¥1(0)+¥,(0) +y;(0) =0 (4.28)
Ayrica X; = | | = 1 ug noktalarindaki sinir kosullarini da gerekli kiliyoruz:
y,M+H,y,®)=0, j=1..,n (4.29)

Burada s bir spektral parametredir, p, =1, p, =2, p, =3, H; € Calinrsa;

(4.1) “in baglangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimleri:

Sj(onu) =1-c; (0,1)=0
1_S'j(01:u)=c‘j(0uu)=0! (J=1’213)

1.
(.4 =COS(snxs) Ve 5,0, ) = sin(aox)
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Problem (4.1)-(4.4) i¢in g =0,48450, w, =1, 4165, u, =2, 2721 ilk 6z degerler serisinin ilk
0z degerlerini alalim. Bu degerleri kullanarak

Zn:C:j(Ij,ﬂ)+HjCj(ljyﬂ) ~0
jzlsj(ljlﬂ)+Hij(|j!ILl)

(4.30)

Buradan li¢ denklem elde ederiz :

(0.088491H, —0.22566)(0.85069H,, +0.56613) (0.68327 H, +0.11703) +

(0.96133H, +0.88491)(0.56613H, —0.79876)(0.68327H, +0.11703) +

(0.96133H, +0.88491)(0.85069H, +0.56613)(0.11703H, —1.4435) = 0
(0.15372H, — 1.3996) (0.10724H, — 0.95274) (~0.21055H,-0.44664) +
(0.69759H, + 0.15372) (~0.95274H, — 0.86063 (—0.21055H, — 0.44664)+  (4.31)
(0.69759H, + 0.15372) (0.10724H, —0.95274) (~0.44664 H, +3.8020) = 0
(~0.64523H, — 1.73588) (~0.21696H, — 0.16736) (0.074565H, + 0.86121) +
(0.33625H, — 0.64523) (~0.16736H,, +4.4801) (0.074565H, + 0.86120) +
(0.33625H, — 0.64523) (~0.21696 H, — 0.16736) (0.86120H,-3.4645) = 0

(H wHy,H 3) i¢in alt1 durum bakalim;

{H, =0.081922,H, =3.4849, H, = 6.0394!

{H, =0.31023,H, =1.0390, H, = 31.632}

{H, =1.0000,H, =2.0000, H, = 3.0000}

{H, =1.2269,H, = 0.90496, H, = 5.56392! @32
{H,= —0.45154+0.17493i,H, = —3.8954+5.619i, H, = —0.55241-2.2121i}

{H, =—045154—0.17493i,H, = —3.8954-5.6196i,H, = —0.55241+2.2121i}

(4.16) daki (4.26)- (4.29) probleminin dérdiincii 6z degerini g, = 3, 2689 degistiriyoruz. Sonug

olarak, denklemi elde ederiz:

(~0.9919H, +0.41503) (0.38526H, + 0.96776) (~0.038005H, — 0.92795) +
(~0.038840H, —0.99191) (096776H, — 1.6467) (—0.038005H, — 0.92795)+  (4.33)
(~0.03884H, — 0.99191(0.038526H, + 0.96776) (~0.927795H,+3.65503) = 0

(4.31) sisteminin ve (4.33) sisteminin ilk iki denkleminden yeni bir denklem sistemi

olusturalim. Bu yeni denklem sisteminin ¢6ziimii, diger alt1 ¢6ziim grubudur:
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{H, =1.4493 H, =1.9584, H, = 2.5061}

{H, =0.84897 +1.2383i, H, = 0.81210- 0.30203i, H, = 4.3564—1.0462i}
{H, =1.0000,H, = 2.0000, = 3.0000}

{H, =-0.444254+0.06691i, H, =14.573+6.2654i, H, = —2.9975-1.7914i}
{H, = —0.4425-0.066907i,H, = 14573-6.2654i, H, = —2.9975+1.7914i}
{H, =0.84897 -1.2383i, H, = 0.81210+0.30203i, H, = 4.3565+1.0462i}

Bu nedenle, sinir kosullarinin (4.4) ‘in n-tane H; katsayisi, L probleminin N 6z degeri
tarafindan benzersiz bir sekilde geri kazanilmaz.
Bununla birlikte, somut 6rnekler iizerinde yapilan hesaplamalar, sinir kosullarinin (4.4)’ {in

H, katsayilarmin, L probleminin n+1 06z degerleri kullanilarak benzersiz bir sekilde
belirlenebilecegini gdstermektedir.

Ornek 4.3.2 : (4.26) —(4.29) dan x4, =0, 48450, u,= 1, 4165, u,=2, 2721, p,=3, 2689 icin ilk 6z
degerler serisinin ilk dort 6z degerini alalim. C6ziim Dort denklem sisteminin (4.31), (4.33)

kiimelerin (4.32) ve (4.34) kesisimimdir. Bu kesisim, benzersiz bir sistem ¢6ziimiinden olusur:

{H, =1.0000,H, =2.0000, H, = 3.0000}

Ornek 4.33(Karst Ornek 2) ['=pyXy,Xy, isinlarindan olusan yildiz sekilli bir graf
olsun.y; ={x; € (0,1}, I; =1, j=1,2,3 her ismnin orijini grafigin tek tepe noktastyla tanimlanmis
sekilde I" denklemini diisiiniiyoruz.

{H, =1.0000,H, = 2.0000, H, = 3.0000} (4.34)

Tepe tlizerindeki dogal Kirchhoff sinir kosullarini karsilayan fonksiyonlar i¢in tanimlanmustir:

y1(0)=Y,(0)=y;(0)=0 (4.35)
¥1(0)+¥,(0)+y;(0) =0 (4.36)
Ayrica X; = | ; =1 ug noktalarindaki smir kosullarini da gerekli kiliyoruz:

q(X)=x, q,(x)=x+2, q;(x)=x+3, p=1, p,=2, p,=3, H, eC, uspektral

parametre olmak iizere;
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Diizlemsel elastisitenin gerilme problemine en uygun diisen ve en c¢ok kullanilmis olan
formiilasyon, 1862 yilinda G.B Airy tarafindan onerilmis olan ve bu nedenle “Airy Gerilme
Fonksiyonu” adini1 alan bir skaler fonksiyon cinsinden yapilan formiilasyondur.

(435) ¢ in s, (0, 1) =1-c; (0,u)=0, 1—S'j (0, 1) = C'j (0,4)=0, (j=1,2,3) baslangic

kosulunu saglayan y; tizerindeki ¢6ziimleri Airy fonksiyonlari cinsinden yazilirsa:

& (a0) = Bi(L—).Ai(—u’ +x) .
(X 4) ( A

) -4 B AL

+

Bi(1, 24" +2).Ai(-24" + x+2) .
Bi(—24 +2).Ai(1,—24% +2)—Bi(1, 24" +2).Ai (-24* +2)
Ai(L—-24" +2).Bi(-24 +x+2)
©i (—24% +2).Ai (1,247 +2) - Bi(L—24 +2). Ai(-24° +2)

C, (X u)=~

Bi(l,—By2 +3).Ai(—3y2 +x+3) N
Bi(-3u’ +3).Ai(1,-3u’ +3) - Bi(1,-3’ +3).Ai(-34" +3)
Ai (1, 34 +3).Bi (—3,u2 + x+3)
" Bi (-34* +3).Ai(1,-34” +3) - Bi(1,—34" +3).Ai (34" +3)’

Cy (X, ) =~

Sl(x,,u)= Bi(—,uz).Ai(—,u2+X) ~
Bi(—).Ai(1,—1) - Bi(L—u*).Ai(-4)
Ai(—,uz).Bi(—,u2+X) |
Bi(—).Ai(1,—p) - Bi(L - ).Ai(—4)

Bi (—2;12 + 2).Ai (—2;12 X+ 2)
5 (u) = Bi (217 +2).Ai(L—247 +2)~Bi (L 247 +2). Al (247 +2)
Ai(—Z/J2 +2).Bi (—Z,u2 + x+2)
Bi(—24 +2).Ai(1, 24" +2) - Bi(L-24 +2).Ai(-24" +2)

Bi(-3u’ +3).Ai(-3u" +x+3)
s(0u)= Bi(-3u° +3).Ai(L 34" +3) - Bi(1, 34" +3).Ai (34 +3)_
Ai(-34 +3).Bi(-34" + x+3)
Bi(-3u° +3).Ai(L 34" +3) - Bi(1, 34" +3).Ai(-34* +3)

43



Emine Nur YILMAZOGLU, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2022

—0.1250H, —1.6315)(0.47686H, —0.1384)(0.26508H, —0.72008) +
0.61336H, +0.0059937)(~0.42522H, —1.8172)(0.26508H,, —0.72008) +
0.61336H, +0.0059937)(0.47686H, — 0.31384)(~0.80651H, —1.5816)

~0.58101H, —1.8116)(0.13876H, —0.88951)(~0.076473H, — 0.94666) +

(
(
( 0
(
(0.39850H, —0.47863)(~0.95980H, —1.0540) (~0.076473H,, —0.94666 ) +
(
(
(
(

0.39850H, —0.47863)(0.13876H, — 0.88951)(~0.98500H, + 0.88323) = 0

—~0.99573H, —0.73943)(~0.21611H, —0.11628)(~0.10434H, +0.80048) +
—0.065638H, —0.95554)(~0.11388H,, + 4.5660) (~0.10434H, +0.80048) +
~0.065638H, —0.95554)(~0.21611H, —0.11628)(0.81475H, +3.3335) = 0

(4.38)

Problem (4.35) ve (4.38) igin g4 =1.7745, p, =2.2430 , 1, =3.4376 serisinin ilk 6z

degerlerini alalim. Bu denklemleri kullanarak (4.16) ¢ dan yukaridaki ii¢ denklemi elde ederiz:

{H, =3.0000, H, = 2.0000, H, =1.0000 }

{H, =3.3145,H, = 0.29642, H, = 4.6856}

{H, =0.80324 +6.5631i, H, = 0.86403—1.4760i, H, = ~0.12302 - 4.2522i
{H, = —0.8175+0.49296i, H, = —0.42624 + 4.92103i, H, = —0.1230 - 4.2522i]
{H, = —0.8185-0.49295i, H, = —0.42624 — 4.9210i, H, = —0.12302 + 4.2522i]
{H, = 0.80324 - 6.5331i, H, = 0.86403+1.4760i, H, = 0.33506 —1.3100i}

(4.39)

(4.16) da (4.35) - (4.38) probleminin dordiincii degeri u, =4.9887 yerine koyarsak,

asagidaki denklemi elde ederiz.

(0.22829H, +4.8126)(0.08121H, +0.82564) (0.099045H,, —0.54720) +
(~0.19737H, +0.21965) (0.83356H, —3.8390) (0.099045H, —0.54720) +
(~0.19737H, +0.21965)(0.081213H, + 0.82564)(~0.55175H, — 7.0481) = 0

(4.40)

Sistem (4.38) ‘un ve denklem (4.40)’in ilk iki denkleminden yeni denklem sistemi

olusturalim. Bu yeni denklem sisteminin ¢éztiimii diger alt1 ¢oziim kiimesidir:
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—3.0000, H, = 2.0000, H, =1.0000 }
— 15805+ 2.4752i, H, = ~0.22203 + 0.67498, H,, =1.0034 — 3.3602i}
, =—0.059508+0.67472i, H, = —6.1889 — 6.1889i, H, = 0.93238 — 2.1799i}
, =—0.46343,H, =54.238,H, =11.361}
H, = —0.059508 — 0.67473i, H, = —6.1889 — 0.090512i, H, = 0.93238 + 2.1799i}
H, =1.5804 - 2.4751i, H, = -6.1889+0.090512i, H, =1.0034 + 3.6901i}

H
4.41
H (4.41)

{H,
{H,
{
{
{
{

Bu nedenle her iki denklemin de benzersiz ¢6ziimii yoktur.

Ornek 4.3.4. (4.1)-(4.29) problemi i¢in g4 =1.7745, p, = 2.2430, 1, = 3.4376ilk 6z degerlerini

alalim. Dort denklem (4.38) , (4,40) sisteminin ¢6ziimii , (4.39) ve (4.41) kiimelerinin kesigimidir.

Bu ¢6ziim benzersiz bir ¢6ziimden olusur :
{H1 =3.0000, H, =2.0000, H, =1.0000 } (4.42)

Rastgele bir ;(x;) fonksiyonu durumunda, Kkarakteristik determinantin (4.24) ‘mn

hesaplanmasinda, lineer bagimsiz C;(X, 1) ve S;(X, ) ¢dziimlerinin tam degerleri yerine not

edelin. Denklem (4.1) , bu ¢6ziimler i¢in Taylor serisinin ana kisimlart , X ve u degiskenlerine

gore kullanilir. Ayrica, siir kosullarmin (ters problem igin) ve 6z degerlerin (dogrudan problem
icin) katsayilar1 kiigiik bir hata ile bulunur ve hesaplamalarin dogrulugu yeterince yiiksektir
(Akhtyamov, 2015).
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. Sonuglar

“’Kaynak Arastirmasi’” bdliimiinde, daha 6nceden pek ¢ok bilim insani tarafindan
arastirilmis olan ve tez problemleriyle yakindan ilgili caligmalara yer verildi.

“’Materyal ve Yontem ° boliimiinde, tezde bilinmesi gereken temel kavramlara ek olarak
tezin ifade ve ispat edilen teoremleri igin bazi tanim, lemma ve teoremlere yer verildi.

Son bolimde ise farkli yogunlukta n dizisine sahip yildiz sekilli geometrik graflarin
matematiksel modellenmesine ve graflardaki Sturm-Liouville farkli operatérleri igin simir ters
spektral probleminin ¢6ziimii incelenmistir. Daha once sicimler aymi uzunluk ve yogunluklara
sahipse o zaman grafik dizgilerinin ucglarindaki yaylarin saglamlik kat sayilarmin dogal
frekanslardan benzersiz sekilde geri kazanilmadigi gosterilmisti. Yerlerinin permiitasyonlarina kadar
bulunurlar. Dizgelerin farkli yogunluklarin varsa grafik dizgelerinin uglarindaki yaylarin saglamlik
katsayilarinin dogal frekanslardan benzersiz bir sekilde geri kazanildigi gosterildi. Karsi 6rnekler
grafigin N c¢ikmazindaki yaylarin durgunluk katsayilarinin benzersiz geri kazanim igin N dogal
frekans1 kullanmanin yeterli olmadigi gosterilmisti. Tellerin N ucunda yaylarin saglamlik
katsayilarinin geri kazanilmasinin benzersizligi i¢cin n+1 dogal frekanslarin kullanilmasinin yeterli
oldugunu gosteren Ornekler de verilmistir. Bir dizinin adim yogunlugunun geri kazaniminin
benzersizligi igin, bir sinir deger probleminin 6z degerleri yeterli degildir. iki smir probleminin 6z
degerlerini kullanmamiz gerekiyor. Iki asamal1 bir islevi benzersiz bir sekilde yeniden olusturmak
icin, bir sinir probleminin iki 6z degerini (iki dogal frekans) ve ilkinden yalnizca bir sinir kosuluyla
farkli olan bagka bir sinir sorununun iki 6z degerini (iki dogal frekans) kullanmaniz gerektigi

gosterilmistir.
5.2. Oneriler

Tezde incelenen sinir deger problemlerinin ters problemi degisik karakteristiklere gore

incelenerek literatiire katkida bulunulabilir.
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EKLER

Ek 1: Maple kod ve ¢6ziimleri

> vrestart; Digits == 20,

Digits :=20
> ol = cos(s-x); c2 == cos(2- s-x); c3 == cos(3- s-x); sl
. sin(s-x) 52 = sin(2- s-x) L s3 = sin(3- s-x) :
K 2.5 3-5

cl =cos(s x)
c2 =cos(2sx)

¢3 :=cos(3sx)

o = sin(s x)
s
o ::i sin(2 s x)
2 s
3 ::i sin(3 s x)
3 s

> del = diff (cl,x); dc2 = diff (¢2,x); dc3 = diff (¢3,x); dsl
== diff (s1,x); ds2 = diff (s2,x); ds3 = diff (s3,x);

del = —sin(s x) s
dc2 =-2sin(2sx) s
de3 =-3sin(3sx) s

dsl =cos(s x)

ds2 =cos(2 s x)
ds3 :=cos(3 s x)
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> DI == (del + HI-cl)-(ds2 + H2-52)-(ds3 + H3-s3) + (dsI
+ HIl-s1)-(dc2 + H2-¢c2)-(ds3 + H3-s3) + (dsl + HI-s1)
“(ds2 + H2-s2)-(dc3 + H3-c3);

1 H2sin(2sx)
2 s
1 H3sin(3sx)
3 K

D1 = (HI cos(s x) — sin(s x) s) [

+ cos(2sx)) (

" ( HI sin(s x)
s

+ cos(3 sx))

+ cos(s x)] (H2 cos(2s x)

1 H3sin(3sx)

—2sin(2sx)s)(3 B

+ cos(3 sx)j

1 H2sin(2sx)

n ( H1 sin(s x)
2 s

N

+ cos(s x)] (

+ cos(2sx)j (H3 cos(3sx) —3sin(3sx)s)

> HI = 1, H2 == 2; H3 = 3;x := 1; pl = fsolve(DI1,s=0..1); p2
= fsolve (D1,s=1..2); p3 = fsolve (D1,s=2..3); p4
= fsolve (D1,s =3..4);

HI =1

H2 =2

H3 =3

x =1
pl :=0.484498361181730387¢
p2 :=1.416459927598600764
p3 :=2.27211674109765371¢
p4 :=3.26890085050486944(
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> vrestart; Digits = 20

Digits :=20
> ol = cos(s-x); c2 == cos(2- s:x); 3 == cos(3- s-x); sl
— sin(s-x) 52 = sin(2- s-x) L s3 = sin(3- s-x) :
N 2.5 3-5

cl =cos(s x)
c2 =cos(2 s x)

¢3 :=cos(3sx)

o] = sin(s x)
s
o ::i sin(2 s x)
2 s
3 ::i sin(3 s x)
3 s

> decl = diff (cl,x); dc2 = diff (¢2,x); dc3 = diff (c3,x); ds]
= diff (s1,x); ds2 = diff (s2,x); ds3 = diff (s3, x);

del = —sin(s x) s
de2 =-2sin(2sx) s
de3 =-3sin(3sx) s

dsl :=cos(s x)

ds2 =cos(2 s x)
ds3 :=cos(3 s x)

54



Emine Nur YILMAZOGLU, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2022

> DI == (del + HI-cl)-(ds2 + H2-52)-(ds3 + H3-s3) + (dsI
+ HIl-s1)-(dc2 + H2-¢c2)-(ds3 + H3-s3) + (dsl + HI-s1)
“(ds2 + H2-s2)-(dc3 + H3-c3);

1 H2sin(2sx)
2 s
1 H3sin(3sx)
3 K

D1 = (HI cos(s x) — sin(s x) s) [

+ cos(2sx)) (
" ( HI sin(s x)

+ cos(3 sx))

B + cos(s x)] (H2 cos(2s x)

1 H3sin(3sx)

—2sin(2sx)s)(3 B

+ cos(3 sx)j

1 H2sin(2s x)

+ (—HI sin(s x) + cos(sx)] (?

N N

+ cos(2sx)j (H3 cos(3sx) —3sin(3sx)s)

x = 1;5 := 0.4844983611817303875%¢q! := DI; s
= 1.4164599275986007647eq2 := DI; s
= 2.2721167410976537164eq3 = DI,

55




Emine Nur YILMAZOGLU, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2022

s :=0.484498361181730387:

eql :=(0.88490870599875603046//

— 0.225662143493449287853(0.8506923985197085730572

+ 0.5661268359047856738P(0.6832689737852233161H3

+ 0.11703242558459194027+ (0.961333516952543625141
+ 0.88490870599875603040(0.5661268359047856738%912
— 0.79876158156677524770(0.6832689737852233161H3

+ 0.1170324255845919402j7+ (0.96133351695254362514 1
+ 0.88490870599875603040(0.8506923985197085730372
+ 0.5661268359047856738P(0.11703242558459194027H3
— 1.443506802156976842p

5 :=1.416459927598600764

eq2 :=(0.15372442010149910495 1
— 1.399623544922347609pP (0.10723721284862782026072
— 0.9527376053289156358/4(-0.210551318240692564843
— 0.44664249187765606396+ (0.6975938681559030568211
+ 0.1537244201014991049B ( -0.952737605328915635842
— 0.86062527121436947368(-0.210551318240692564843
— 0.44664249187765606396+ (0.6975938681559030568211
+ 0.1537244201014991049B(0.1072372128486278202¢72
— 0.9527376053289156358)( —0.4466424918776560639613
+ 3.8019732725406698166

5 :=2.27211674109765371¢

eq3 = (-0.645227033912939612841 — 1.735876483341282198p (
-0.2169552139372423441312 — 0.1673641494158205495p
(0.07456505316072949401373 + 0.8612027813348034892%
+ (0.3362463172405080576371 — 0.6452270339129396128K(
-0.167364149415820549522 + 4.480137738342079377)
(0.0745650531607294940133 + 0.8612027813348034892%
+ (0.3362463172405080576811 — 0.64522703391293961284(
-0.216955213937242344152 — 0.1673641494158205495p
(0.86120278133480348924/3 — 3.464488503271809686)
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> solve({eql,eq2,eq3}, {HI,H2,H3});

{HI1 =0.081922782883656529241H2 = 3.484881691211521649613
=6.039393266574433119) {HI1 =0.310231198726490747792
=1.038954966495666138F3 = 31.632211919649873308 {H1
=1.000000000000000000372 = 2.00000000000000000Q1/3
=2.9999999999999999998 {HI = 1.22686936574393699932
=0.9049636886501634824(H3 = 5.563922999102680555}, {H!
= -0.45153734692957927133+ 0.17492686597207181791, H2 =
-3.8954289600568516624+ 5.6195823468987506190, H3 =
-0.55240922467207057755- 2.2121493230860856483}, {HI =
-0.45153734692957927133- 0.17492686597207181791, H2 =
—3.8954289600568516624- 5.6195823468987506190, H3 =
-0.55240922467207057755 2.2121493230860856483}

> x:= I; s == 0.48449836118173038758%q! := DI;s
= 1.4164599275986007647eq2 = DI;s
= 3.2689008505048694402cq4 = DI,
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s :=0.484498361181730387:

eql :=(0.88490870599875603046//

— 0.225662143493449287853(0.8506923985197085730572
+ 0.5661268359047856738P(0.6832689737852233161H3

+ 0.11703242558459194027+ (0.961333516952543625141
+ 0.88490870599875603040(0.5661268359047856738%912
— 0.79876158156677524770(0.6832689737852233161H3

+ 0.1170324255845919402j7+ (0.96133351695254362514 1
+ 0.88490870599875603040(0.8506923985197085730372
+ 0.5661268359047856738P(0.11703242558459194027H3

— 1.443506802156976842p

5 :=1.416459927598600764

eq2 :=(0.15372442010149910495 1
— 1.399623544922347609pP (0.10723721284862782026072
— 0.9527376053289156358/4(-0.210551318240692564843
— 0.44664249187765606396+ (0.6975938681559030568211
+ 0.1537244201014991049B ( -0.952737605328915635842
— 0.86062527121436947368(-0.210551318240692564843
0.44664249187765606396+ (0.6975938681559030568211
+ 0.1537244201014991049B(0.1072372128486278202¢72
0.9527376053289156358)( —0.44664249187765606396/3
+ 3.8019732725406698166

5 :=3.26890085050486944(

(-0.9919072505490765674611
0.4150346458630451107p(0.03852582259180455648H2
0.9677599873836571128P( ~0.038005341628457233426/3
0.9279490460051881401)1 + ( -0.038840146163341726106/1
— 0.99190725054907656746(0.9677599873836571 128912
1.6467034978424910048 ( -0.038005341628457233426/3
—0.9279490460051881401)1 + ( -0.038840146163341726106/1
— 0.99190725054907656746(0.03852582259180455648H2

+ 0.9677599873836571128P(-0.9279490460051881401 H3

+ 3.6550274794543421376

eq4 :
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> solve({eql,eq2,eq4}, {HI,H2, H3});

{H1 =0.999999999999999999432 = 2.0000000000000000003+3
=3.0000000000000000008 {HI =1.4492514882764225101H2
=1.958355488197211072813 =2.5960805251271023148 {H1
=0.8489682656640047370H 1.2383018919660190431, H2
=0.81209646353903576516- 0.30202863837316055298, H3
=4.3564792853470305937- 1.0461986611149586813}, {HI =
-0.44253767745592869351 0.066906961297237081467, H2
=14.57305893420248497# 6.2653844072901924460, H3 =
-2.9974636988562688658- 1.791362797398203930%}, { HI
-0.44253767745592869351+ 0.066906961297237081467, H2
=14.573058934202484977 6.2653844072901924460, H3 =
-2.9974636988562688658- 1.791362797398203930%}, { HI
=0.8489682656640047370 1.2383018919660190431, 2
=0.81209646353903576516+ 0.30202863837316055298, H3
=4.3564792853470305937 1.0461986611149586813}
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> restart;

> Order = 100; Digits = 40;
ql =x—x:q2:=x>x+2:43 =x—>x+3:

Order =100

Digits :=40
> " = 2 " o 2
eql =-y"+ gl (x)*y =A"*y; eq2 =-y"+ q2(x)*y =2- A" *y;
eq3 ==-y"+ q3(x)*y =3- Xz*y;
icsl == y(o) = l’y'(o) =0:
ics2 = y(0) =0,y'(0) =
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yl == rhs(dsolve ({eql,icsl}, y(x))) : ytl := convert (yl,
polynom) : cl = unapply (yt1, (x,\)); y4 := rhs(dsolve ({eq2
icsl},y(x))) : yt4 := convert (y4, polynom) : c2
= unapply (yt4, (x,\)); y5 = rhs(dsolve ({eq3, ics1},
y(x))) : yt5 = convert (y5, polynom) : c3 := unapply (yt5, (x,
A));
v2 = rhs(dsolve ({eql,ics2},y(x))) : yt2 := convert(y2,
polynom) : sl = unapply (yt2, (x,A)); y2 = rhs(dsolve ({eq?2.
ics2},y(x))) : yt2 == convert (y2, polynom) :s2
= unapply (y12, (x,\)); y2 = rhs(dsolve ({eq3,ics2},
y(x))) : yt2 == convert (y2, polynom) : s3 = unapply (12, (x,

A));
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cl :=(x,A)—
AiryBi(1, -27) AiryAi( -2 + x)

* AinyBi( -12) Airyai(1, -22) — AiryBi(1, -22) AiryAi -22)
+ (AiryAi(1, -22) AiryBi( -2 + x)) / (AiryBi(
-2%) AiryAi(1, -2%) — AiryBi(1, -1%) Airyai( -1%))

¢2 = (x,2) — - (AiryBi(1, 222 + 2) AiryAl 222 +x +2))/
(AiryBi( -2 1% + 2) AiryAi(1, 227 + 2) — AiryBi(1, -2 1>
+2) AiryAi 227 + 2)) + (Airyai(1, -227

+2) AiryBi{ ~22% + x +2)) / (AiryBi( ~222 + 2) AiryA{(1,

207 +2) — AiryBi(1, -2 A7 + 2) AiryAil( ~24° +2))

¢3 = (x,2) — - (AiryBi(1, 322 + 3) AiryAl( -322 +x +3))/
(AiryBi( -3 A% + 3) AiryAi(1, -327 + 3) — AiryBi(1, -3 \>
+3) Airyai -327 +3)) + (Airyai(1, -32°

+3) AiryBi{ ~32% +x +3)) / (AiryBi( -32% + 3) AiryAi(1,

=307 4 3) — AiryBi(1, =317 + 3) AiryAil( -327 + 3))
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sl =(x,1)
— (AiryBi( -32) Airyai( -2% +x)) / (AiryB(
-2%) AiryAi(1, -1%) — AiryBi(1, -1%) AiryAi( -2%))
— (airyAi -22) AiryBi( -2% +x) ) / (AiryBi(
-2%) AiryAi( 1, -2%) — AiryBi(1, -2%) Airyai( -27))

52 = (x,0) = (AiryBi{ ~222 + 2) Airyail( 222 +x +2)) /
(AiryBi( —22° + 2) AiryAi(1, -2 2% + 2) — AiryBi(1, -2 4°
+2) Airyai 227 + 2)) — (Airyai( 227 + 2) AiryBi(
222+ x+2)) / (AiryBi -22% + 2) Airyai(1, ~22% + 2)
— AiryBi(1, -2 27 + 2) AiryAi -227 +2))

53 = (x,n) = (AiryB{ -32% + 3) Airyail( -322 +x +3))/
(AiryBi( -3 + 3) AiryAi(1, =327 + 3) — AiryBi(1, -34°
+3) Airyai -32° +3)) — (Airyai -327 + 3) AiryBi(
322+ x+3)) / (AiryBi 322 + 3) Airyai(1, -32% + 3)
— AiryBi(1, -3 + 3) AiryAi =327 + 3))

63




Emine Nur YILMAZOGLU, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2022

> del = diff (cl,x); dc2 = diff (¢2,x); dc3 = diff (¢3,x); dsl
= diff (s1,x); ds2 = diff (s2,x); ds3 = diff (s3,x);

del =
AiryBi(1, -27) AiryAi(1, -A° + x)

* AinyBi( -22) Airyai(1, -22) — AiryBi(1, -12) Airyai -22)
+ (AiryAi(1, -22) AiryBi(1, -2 + 1)) / (AiryB{
-2%) Airyai(1, -2%) — AiryBi( 1, -1%) AiryAi( -27))

de2 = - (AiryBi(1, 222 + 2) AiyAl(1, 222 +x +2)) /
(AiryBi( -2 + 2) Airyai(1, -22 + 2) — AiryBi(1, -2 4°
+2) AiryAi 227 + 2)) + (Airyai(1, -227
+2) AinyBi(1, 222 + x + 2)) / (AiryBi( -2
+2) AiryAi( 1, -2 + 2) — AiryBi(1, -2 1% + 2) AiryA{
-232 +2))

de3 = - (AiryBi(1, ~32% + 3) AiryAi(1, 322 +x +3))/
(AiryBi( -3 + 3) AiryAi(1, =32 + 3) — AiryBi(1, -34°
+3) AiryAil( =327 4+ 3)) + (AiryAi(1, -32°
+3) AinyBi(1, -322 + x + 3)) / (AiryBi( -3 22
+3) AiryAi( 1, =327 + 3) — AiryBi(1, -3 1> + 3) AiryA{(

307 +3))
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AiryBi( -2) AiryAi(1, -2° + x)
AiryBi( -1%) AiryAi( 1, -A%) — AiryBi(1, -1%) AiryAi( -27)
— (AiryAi( -22) AiryBi(1, -2% + x) ) / (AiryBi(
-2%) AiryAi( 1, -2%) — AiryBi(1, -A%) Airyai( -27))

dsl =

ds2 = (AiryBi -222 + 2) Airyai(1, -222 + x + 2)) / (AiryB(
~207 4 2) AiryAi(1, -2 2% + 2) — AiryBi(1, -2
+2) AiryAi( -227 + 2)) — (Airyai( -227
+2) AiryBi(1, 222 + x + 2)) / (AiryBi( -2 22
+2) AiryAi(1, 227 + 2) — AiryBi( 1, -2 1% + 2) Airyai(
-227+2))

ds3 = (AiryBi -32% + 3) Airyail(1, =322 + x +3)) / (AiryB(
-307 4 3) AiryAi( 1, -32% + 3) — AiryBi(1, -3 27
+3) AiryAi -30° + 3)) — (Airyai( -327
+3) AiryBi(1, -322 + x + 3)) / (AiryBi( -3 22
+3) AiryAi(1, -327 + 3) — AiryBi( 1, -3 1% + 3) AiryAi(
-337+3))
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> DI == (del + HI-cl)-(ds2 + H2-52)-(ds3 + H3-s3) + (dsI
+ HIl-s1)-(dc2 + H2-¢c2)-(ds3 + H3-s3) + (dsl + HI-s1)
“(ds2 + H2-s2)-(dc3 + H3-c3);

> HI =3 H2 == 2, H3 == l;x = ;DI := DI : pl = feolve (DI, .
=1.2);p2 = fsolve(D1,.=2.3); p3 := fsolve(DI,L=3
.4); p4 = fsolve (DI, AL=4..6);

HI =3

H2 =2

H3 =1

x =1
pl :=1.774480006654843472276929633463872352.
p2 :=2.24297848086025035370012278566374053 11
p3 :=3.437573278822737954772489789188782587.
p4 :=4.988708797006153994046999923101866675’
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> restart;

> Order = 100; Digits = 40;
gl =x—>x:q2=x—>x+2:q3  =x>x+3:

Order =100
Digits =40

cl

~ AiryBi(l, —lz) AiryAl( 2+ x)
AiryBi( -27) AiryAi(1, -27) — AiryBi(1, -27) AiryAi( -1°)
+ (AiryAi(l, —7»2) AiryBi( A+ x) ) /(AII’yBl(
-2%) AiryAi( 1, -2%) — AiryBi( 1, -2%) AiryAil( -2%)); 2
= - (AiryBi(1, 222 + 2) Ayl -22% + x +2)) / (AiryB(
~227 4 2) AiryAi(1, 227 + 2) — AiryBi(1, -2 17
+2) Airyai 227 + 2)) + (Airyai(1, -227
+2) AiryBi -22 + x +2)) / (AiryBi( -22% + 2) Airyai(1,
—227 +2) — AiryBi(1, -2 27 + 2) AiryAil( ~227 +2)); ¢3 =
~(AiryBi(1, -322 + 3) AiryAl -32% + x + 3) ) / (AiryBi(
-327 4 3) AiryAil(1, =307 + 3) — AiryBi(1, -3 27
+3) AiryAi =307 + 3)) + (AiryAi(1, -3 27
+3) AiryBi 322 + x +3)) / (AiryBi( -3 2% + 3) Airyai(1,
~327 4 3) — AiryBi(1, -34° + 3) AiryAl ~347 +3)); s
= (AiryBi( -22) Airyai( -2 +x)) / (AiryB(
-2%) AiryAi(1, -2%) — AiryBi(1, -1%) Airyai( -1%))
— (AiryAi( -32) AiryBi{ -2% + x)) / (AiryBi(
-2%) AiryAi(1, -2%) — AiryBi(1, -1%) Airyai( -1%)); 52
= (AiryBi{ ~22% + 2) Airyai( -22% +x +2)) / (AiryB(
~227 4 2) AiryAi(1, -22% + 2) — AiryBi(1, -2 17
+2) AiryAi 2% + 2)) — (Airyail( -2 + 2) AiryB{(
202 +x+2)) / (AiryB{ -222 + 2) Airyai(1, -22% + 2)
— AiryBi(1, -2 + 2) AiryAi( -22% +2)); 53
= (AiryBi{ -32% + 3) Airyail( -32% +x +3)) / (AiryBi( -3
+3)) — (AiryAi ~32% +3) AiryBi =322 +x +3))/
(AiryBi( -327 + 3) AiryAi(1, -32% + 3) — AiryBi(1, -3 17
+3) AiryAi( -327 + 3))
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AiryBi(1, -27) AiryAi( -2° + x)
* AiryBi( -22) AiryAi(1, -2%) — AiryBi(1, -27) Airyai( -22)
+ (AiryAi(1, -22) AiryBi( -2 + %)) / (AiryBI(
-2%) Airyai(1, -2%) — AiryBi( 1, -1%) AiryAi( -17))

c2 =~ (AiryBi(1, ~222 + 2) AiryAi( ~22% + x + 2)) / (AiryBI(
~20% +2) AiryAi(1, -2 27 + 2) — AiryBi(1, -2 4°
+2) AiryAi -227 + 2)) + (Airyai(1, -227
+2) AiryBi ~22% + x +2)) / (AiryBi( ~222 + 2) AiryA{(1,
207 +2) — AiryBi(1, -2 A7 + 2) AiryAil( ~24° +2))

¢3 =~ (AiryBi(1, 322 + 3) AiryAl =322 + x + 3) ) / (AiryB(
-3 4 3) AiryAi( 1, -32% + 3) — AiryBi(1, -3 27
+3) Airyai -327 +3)) + (Airyai(1, -32°
+3) AiryBi{ ~32% +x +3)) / (AiryBi( -32% + 3) AiryAi(1,
-307 4 3) — AiryBi(1, =317 + 3) AiryAil( -327 + 3))

AiryBi( -27) AiryAi -2 + x)

1=
’ AiryBi( -27) AiryAi(1, -27) — AiryBi(1, -27) AiryAil -27)
— (AiryAi( -32) AiryBi{ -2% + x)) / (AiryBi(
-2%) AiryAi( 1, -2%) — AiryBi( 1, -2%) Airyai( -1%))
s2 = (AiryBi( ~22% + 2) AiryAil( ~22% + x +2)) / (AiryBi( -2 22

+2) AiryAi(1, 227 + 2) — AiryBi( 1, -2 1% + 2) Airyai(
~207 +2)) — (AiryAl( ~227 + 2) AiryBi( -2 + x

+2)) / (AiryBi ~222 + 2) AiryAi(1, ~22% + 2) — AiryBi(1,
-2 4 2) AiryAi 227 +2))

[O%)

s3 = (AiryBi( ~32% + 3) AiryAil( -32% + x +3)) / (AiryBi( -3 2>
+3) AiryAi(1, -327 + 3) — AiryBi( 1, -3 17 + 3) Airyai(
=307 +3)) — (AiryAil( =327 + 3) AiryBi( =327 + x
+3)) / (AiryBi -32% + 3) AiryAi(1, -32% + 3) — AiryBi(1,

-30% +3) AiryAi 347+ 3))
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> del = diff (cl,x); dc2 = diff (¢2,x); dc3 = diff (¢3,x); dsl
= diff (s1,x); ds2 = diff (s2,x); ds3 = diff (s3,x);

del =
AiryBi(1, -27) AiryAi(1, -A° + x)

* AinyBi( -22) Airyai(1, -22) — AiryBi(1, -12) Airyai -22)
+ (AiryAi(1, -22) AiryBi(1, -2 + 1)) / (AiryB{
-2%) Airyai(1, -2%) — AiryBi( 1, -1%) AiryAi( -27))

de2 = - (AiryBi(1, 222 + 2) AiyAl(1, 222 +x +2)) /
(AiryBi( -2 + 2) Airyai(1, -22 + 2) — AiryBi(1, -2 4°
+2) AiryAi 227 + 2)) + (Airyai(1, -227
+2) AinyBi(1, 222 + x + 2)) / (AiryBi( -2
+2) AiryAi( 1, -2 + 2) — AiryBi(1, -2 1% + 2) AiryA{
-232 +2))

de3 = - (AiryBi(1, ~32% + 3) AiryAi(1, 322 +x +3))/
(AiryBi( -3 + 3) AiryAi(1, =32 + 3) — AiryBi(1, -34°
+3) AiryAil( =327 4+ 3)) + (AiryAi(1, -32°
+3) AinyBi(1, -322 + x + 3)) / (AiryBi( -3 22
+3) AiryAi( 1, =327 + 3) — AiryBi(1, -3 1> + 3) AiryA{(

307 +3))
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AiryBi( -2) AiryAi(1, -2° + x)
AiryBi( -1%) AiryAi( 1, -A%) — AiryBi(1, -1%) AiryAi( -27)
— (AiryAi( -22) AiryBi(1, -2% + x) ) / (AiryBi(
-2%) AiryAi( 1, -2%) — AiryBi(1, -A%) Airyai( -27))

dsl =

ds2 = (AiryBi -222 + 2) Airyai(1, -222 + x + 2)) / (AiryB(
~207 4 2) AiryAi(1, -2 2% + 2) — AiryBi(1, -2
+2) AiryAi( -227 + 2)) — (Airyai( -227
+2) AiryBi(1, 222 + x + 2)) / (AiryBi( -2 22
+2) AiryAi(1, 227 + 2) — AiryBi( 1, -2 1% + 2) Airyai(
-227+2))

ds3 = (AiryBi -32% + 3) Airyail(1, =322 + x +3)) / (AiryB(
-307 4 3) AiryAi( 1, -32% + 3) — AiryBi(1, -3 27
+3) AiryAi -30° + 3)) — (Airyai( -327
+3) AiryBi(1, -322 + x + 3)) / (AiryBi( -3 22
+3) AiryAi(1, -327 + 3) — AiryBi( 1, -3 1% + 3) AiryAi(
-337+3))
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> DI == (del + HI-cl)-(ds2 + H2-52)-(ds3 + H3-s3) + (dsI
+ HIl-s1)-(dc2 + H2-¢c2)-(ds3 + H3-s3) + (dsl + HI-s1)
“(ds2 + H2-s2)-(dc3 + H3-c3);

>

x = 1; A := 1.7744800066548434722769296334638723524%4
== DI; A = 2.2429784808602503537001227856637405316242
== DI; A = 3.4375732788227379547724897891887825873 k33
= DI,

x =1

A =1.774480006654843472276929633463872352:
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eql

eq2

:=(-0.12049913375470978110762483539151083347H71
— 1.631532336382980000605863967502945630815
(0.47685982025603398473631908555699113013H32

— 0.3138403626410801412439914250624448941625
(0.2650794566286684761983646227746555695063

— 0.7200796834108546378451008223676527453648
+ (0.6133634113828654119488630808672267726854
+ 0.0059937329241844979110898145614345645974
-0.42521557784965867765184866130851569859P
— 1.817201097760263043750518579948927656439
(0.2650794566286684761983646227746555695063

— 0.7200796834108546378451008223676527453648
+ (0.6133634113828654119488630808672267726854
+ 0.0059937329241844979110898145614345645974
(0.47685982025603398473631908555699113013H3

— 0.313840362641080141243991425062444894162(5
-0.8065155584324939705969071479704200618954

— 1.581580622467065977250665730422075187(71

A :=2.24297848086025035370012278566374053 1

:==(-0.5810190495015235413770302229308501755027
— 1.811551287228937514744865129808099860946
(0.13876360340153148827602288796876283428092

— 0.8895065527917787733188564087181187721)70
-0.07647261188581027086701885214977302623333
— 0.9466559385364767022657140092932984105659
+ (0.39850295112219542954795613179176121815H2
— 0.4786271055460932729521541653992176981746
-0.95979507086483298447756034226096699562H6

— 1.053993925952395747126137471591014313798
-0.07647261188581027086701885214977302623343
— 0.9466559385364767022657140092932984105659
+ (0.39850295112219542954795613179176121815412
— 0.4786271055460932729521541653992176981746
(0.1387636034015314882760228879687628342802
— 0.8895065527917787733188564087181187721)70
-0.9850009548371216284595887684894965333 8086

+ 0.8832311983824333725646822648961849915961
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A :=3.437573278822737954772489789188782587.

eq3 = (-0.99573398564118628086834414248724605772H3
+ 0.73942713076632380170237490996634160737(7
-0.216109103640793898914887000366495554 7322
— 0.1162770100312634439858973148832760885)00
-0.1043358626233820650347740919404744034 840
+ 0.800480023691580204094388061613985973598% (
-0.06563764426528350252422518987294591673 601
— 0.9555421013554943450310702297028132815506
—-0.1138831140808373890893964847551323498988
+ 4.56601779091070776870542477410251705497(
-0.1043358626233820650347740919404744034 840
+ 0.8004800236915802040943880616139859735983% (
-0.06563764426528350252422518987294591673601
— 0.9555421013554943450310702297028132815505
-0.216109103640793898914887000366495554 732
— 0.1162770100312634439858973148832760885)00
(0.8147522098115301519845722160229882690643
+ 3.333533868817164626672472647710721831526
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> solve({eql,eq2,eq3}, {HI,H2,H3});

{H1 =2.99999999999999999999999999999999999998
=2.0000000000000000000000000000000000000Z43
=0.99999999999999999999999999999999999998§73 H 1
=3.3144522365512260510898355731606952713 H
=0.29642195778967800524101002374824237453 88
=4.685578613558465784771375323669006933903 H1
=0.8032427485713106680316467160787124614936
+ 6.56310402262765414186865247600137948346 H2
=0.8640302134120764437905789526140725214612
— 1.47598966477083409133449897614012376180273
=0.3350600170047258642793667613690038187333
+ 1.3099879809238156065596289506500292536B} {HI =
-0.8178462817702319831619912968061832640405
+ 0.49295873526040476082718485438731541713B%2 =
-0.4262396792856519709085654328895149595091
+ 4.921034129916582347545324541973410980600H3 =
-0.1230298546874047415411573635126191546480
— 4.252228994911013935158083230026357441065 {HI =
-0.8178462817702319831619912968061832640405
— 0.492958735260404760827184854387315417133%2 =
-0.4262396792856519709085654328895149595091
—4.921034129916582347545324541973410980600H3 =
-0.1230298546874047415411573635126191546480
+ 4.2522289949110139351580832300263574410065 { H1
=0.8032427485713106680316467160787124614936
— 6.56310402262765414186865247600137948346 H?2
=0.8640302134120764437905789526140725214612
+ 1.47598966477083409133449897614012376180273
=0.3350600170047258642793667613690038187333
— 1.30998798092381560655962895065002925365}1
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>

X =

1; A == 1.7744800066548434722769296334638723524%4 1

DI; \ = 2.2429784808602503537001227856637405316242
DI; A := 4.9887087970061539940469999231018666757%44
D

b

~

x =1

A =1.774480006654843472276929633463872352:

eql = (-0.1204991337547097811076248353915108334 7871
— 1.631532336382980000605863967502945630815
(0.4768598202560339847363190855569911301343
— 0.3138403626410801412439914250624448941625
(0.2650794566286684761983646227746555695063
— 0.7200796834108546378451008223676527453648
+ (0.61336341138286541194886308086722677268H4
+ 0.005993732924184497911089814561434564597¢4
-0.425215577849658677651848661308515698592P
— 1.817201097760263043750518579948927656439
(0.2650794566286684761983646227746555695063
— 0.7200796834108546378451008223676527453648
+ (0.6133634113828654119488630808672267726854
+ 0.0059937329241844979110898145614345645974
(0.47685982025603398473631908555699113013H32
— 0.3138403626410801412439914250624448941625
-0.8065155584324939705969071479704200618934
— 1.581580622467065977250665730422075187Q71
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A :=2.24297848086025035370012278566374053 1

eq2 = (-0.5810190495015235413770302229308501755027
— 1.811551287228937514744865129808099860446
(0.1387636034015314882760228879687628342802
— 0.8895065527917787733188564087181187721)79
-0.07647261188581027086701885214977302623333
— 0.9466559385364767022657140092932984105659
+ (0.3985029511221954295479561317917612181552
— 0.4786271055460932729521541653992176981746
-0.95979507086483298447756034226096699562H8
— 1.053993925952395747126137471591014313798
-0.07647261188581027086701885214977302623333
— 0.9466559385364767022657140092932984105659
+ (0.3985029511221954295479561317917612181552
— 0.4786271055460932729521541653992176981746
(0.1387636034015314882760228879687628342802
— 0.8895065527917787733188564087181187721)70
-0.9850009548371216284595887684894965333 806
+ 0.8832311983824333725646822648961849915961
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A :=4.988708797006153994046999923101866675

eq4 :=(0.22829302485392458913153762816158671357TH3
+ 4.812559516533815783965586195155001926855
(0.081213674596709769843275909936183590682G3
+ 0.8256429292739923488608913444231738816438
(0.09904497125211527116711563781982344024403
— 0.5472018862214483237207371390866462580408% (
-0.1973700247167866421389858511391194132301
+ 0.2196519552132604820610554441910638578516
(0.833558306143781896968769969120253739199P
— 3.838989923101100287525161660988643531127
(0.09904497125211527116711563781982344024483
— 0.547201886221448323720737139086646258040% (
-0.1973700247167866421389858511391194132307
+ 0.2196519552132604820610554441910638578516
(0.08121367459670976984327590993618359068243
+ 0.8256429292739923488608913444231738816438
-0.5517586785095592019656926308654291062504
— 7.048077267886600619039943467398412079135
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> solve({eql,eq2,eq4}, {HI,H2, H3});

{H1 =3.0000000000000000000000000000000000000¢A2
=1.9999999999999999999999999999999999999973
=0.9999999999999999999999999999999999999971H
=1.580475869641227576451589349829360608222
+ 2.47515915939717897526858326231706133598612 =
-0.2220269909697963889292285704816894856950
+ 0.6749766049330236391474471811542624673 111 'H3
=1.003370691152127505287823944429472556959
— 3.690143461993883722381400308287732461948 { H1 =
-0.05950804787818032215789894293341745383158
+ 0.67472924899795267026177091537073107752A]42 =
-6.188928406053997045990714450187925211889
— 0.09051168648870741323455143242430099537NH3
=0.9323773522805943796001871617004452325090
— 2.1799326702852558047098866098669075896D9 { HI =
-0.4634331429295766456168434845147353022298
=54.238364161794339509653904710268270099HB
=11.36069074557300337915528462517716755364HI =
-0.05950804787818032215789894293341745383158
— 0.67472924899795267026177091537073107752A742 =
-6.188928406053997045990714450187925211889
+ 0.0905116864887074132345514324243009953 7223
=10.9323773522805943796001871617004452325090
+ 2.1799326702852558047098866098669075896D9 { H1
=1.580475869641227576451589349829360608222
— 2.47515915939717897526858326231706133598612 =
-0.2220269909697963889292285704816894856950
— 0.6749766049330236391474471811542624673 111 H3
=1.003370691152127505287823944429472556959
+ 3.690143461993883722381400308287732461948
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