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Bu tez çalı̧smasında, Jain operatörlerinin iki deği̧skenli duruma geni̧slemesi dikkate alın-
mı̧stır. İki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisi için; polinom ağırlıklı uzayda, ağırlıklı
düzgün yaklaşım, Voronovskaja tipten bir teorem elde edilmi̧stir. Ayrıca, iki deği̧skenli
fonksiyonlar için Lipschitz tipten bir sınıf tanımlanarak; bu sınıftan olan fonksiyonlara yak-
laşımdaki hata için bir üst sınır elde edilmi̧stir. Benzer sonuç, klâsik Lipschitz sınıfındaki
fonksiyonlar için de verilmi̧stir.
Diğer taraftan, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin bâzışekil koruma özellikleri çalı̧sılmı̧stır.
Buna göre; her bir operatörün, iki deği̧skenli süreklilik modülünün özelliklerini koruduğu
ve operatörün modifiye formunun; Lipschitz sürekli fonksiyonun derecesi ve katsayısını
koruduğu gösterilmi̧stir.
Son olarak, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisinin, konveks fonksiyon altında art-
mayan, olduğu gösterilmi̧stir.
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In this thesis, bivariate extension of Jain operators are considered. For the sequence of
bivariate Jain operators; weighted uniform approximation in a polynomial weighted space,
a Voronovskaja type theorem are obtained. Moreover, by introducing a Lipschitz type class
for functions of two variables, an upper estimate for the error of approximation of such
functions is obtained. A similar result is also given for the functions belonging to the
classical Lipschitz class.
On the other hand, some shape properties of the bivariate Jain operators are studied. In
this direction; it is proved that each operator preserves properties of modulus of continuity
and also proved that the modified form of the operator preserves Lipschitz’constant and
order of a Lipschitz continuous functions. Finally, it is obtained that the sequence of
bivariate Jain operators is non-increasing under the convex function.
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SİMGELER DİZİNİ
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Ck
ρ (D)
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f ∈ Cρ (D) : lim√t2+s2→∞

f(t,s)
ρ(t,s)

= kf <∞, kf sabit
}
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‖.‖ρ Bρ uzayının normu
Bm m ∈ N, m’yinci Bernstein polinomu
Sm m’yinci Szász-Mirakjan operatörü
P β
m,1 m’yinci Jain operatörü
P β
m iki deği̧skenli m’yinci Jain operatörü
Dβm,1 m’yinci modifiye Jain operatörü
Dβm m’yinci iki deği̧skenli modifiye Jain operatörü
ω (f ; .) f fonksiyonunun süreklilik modülü
Ω(f, ., ∗) ağırlıklısüreklilik modülü
LipM (γ, ∗) derecesi γ ve sabitiM olan Lipschitz sürekli fonksiyonların sınıfı
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teori; fonksiyonlara, daha basit fonksiyonlar kullanılarak yaklaşılabilme

düşüncesi ile ilgilenir. Bu teoride, dikkate alınan fonksiyon kümesinin, yaklaşılmak

istenen fonksiyonların uzayında yoğunluğu araştırılır. Yaklaşım teorinin ilk sonuçları

Fourier serilerinde görülebilir. Bu teoride; Fourier serisinin, dikkate alınan fonksiy-

ona yakınsayıp yakınsamadı̆gı, yakınsıyor ise bunun nasıl olduğu bilinmek istenir.

Yaklaşım teorinin iki temel teoremi, Weierstrass (1885) tarafından ispat edilmi̧stir.

C[a, b], kapalı [a, b] (−∞ < a, b <∞) aralı̆gıüzerinde sürekli, reel değerli fonksiy-

onların uzayınıve Πm, derecesi en fazla m olan cebirsel polinomların uzayınıgöster-

mek üzere, Weierstrass yaklaşım teoremlerinin cebirsel formu; cebirsel polinomların

C[a, b] uzayında yŏgun, yani Πm = C[a, b], olduğunu söyler. Weierstrass teorem-

lerinin alternatif ispatları, birçok yazar tarafından yapılmı̧stır. Cebirsel formun

en etkili ispatı, Bernstein (1912) tarafından yapılmı̧stır. Bu çalı̧smada Bernstein,

f : [0, 1]→ R için

Bm(f ; t) =
m∑
k=0

f

(
k

m

)(
m

k

)
tk (1− t)m−k , m ∈ N, t ∈ [0, 1]

şeklindeki operatörleri, binom dağılımına dayalıolarak, inşâ etmi̧s ve aşağıdaki teo-

remi, olasılık yöntemler ile ispat etmi̧stir:

Teorem 1.1 f ∈ C[0, 1] ise [0, 1] üzerinde

lim
m→∞

Bm(f) = f

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Bernstein 1912).

Her bir Bernstein operatörü, derecesi m’yi geçmeyen bir polinomdur. Bir V li-

neer uzayıüzerinde tanımlıolan L operatörü; her α, β ∈ R ve her f, g ∈ V için

L (αf + βg) = αL (f) + βL (g) şartınısağlarsa lineerdir ve her f ∈ V, f ≥ 0 için

L (f) ≥ 0 şartınısağlarsa pozitiftir, denir. Yoğunluğun gösterilmesi için, Korovkin

teoremi veya Bohman-Korovkin teoremi olarak adlandırılan güçlü bir yöntem; Bohman

(1952) ve Korovkin (1953) tarafından ispatlanmı̧stır. Bu yönteme göre; pozitif li-

neer Lm operatörlerinin bir dizisinin f ∈ C [a, b] fonksiyonuna [a, b] üzerinde düzgün
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yakınsak olmasıiçin gerek ve yeter koşul; ev (t) := tv, v = 0, 1, 2, t ∈ [a, b], kuvvet

fonksiyonlarıiçin Lm (ev) dizisinin ev fonksiyonuna [a, b] üzerinde düzgün yakınsak

olmasıdır. Bernstein polinomlarının pozitif lineer olduğu açıktır. Dolayısıyla, Weier-

strass teoremi, Korovkin teoreminden elde edilmektedir. Bir V lineer uzayıüzerinde

tanımlıolan L operatörü ve v ∈ N∪{0} için ev ∈ V olmak üzere, L (ev) değerlerine,

L operatörün momentleri, denir.

Bernstein polinomları, dikkate alınan bir f fonksiyonunun bâzıözelliklerini korur

(Lorentz 1953). Öncelikle, bu doğrultudaki elde edilmi̧s olan sonuçlar için gerekli

olan tanımlar, aşağıda verilmektedir:

I ⊆ [0,∞) bir aralık olsun.

Tanım 1.1 Bir I aralı̆gında tanımlı olan bir f fonksiyonu; her t1, t2 ∈ I ve her

0 ≤ λ ≤ 1 için

f (λt1 + (1− λ) t2) ≤ λf (t1) + (1− λ) f (t2)

eşitsizlĭgini săglıyor ise I üzerinde konvekstir, denir (Phillips 2003).

Tanım 1.2 f : I → R sürekli olsun. Ĕger her t1, t2 ∈ I için bir M pozitif sayısı,

|f (t1)− f (t2)| ≤M |t1 − t2|µ , 0 < µ ≤ 1,

eşitsizlĭgi săglanacak şekilde bulunuyorsa, f ; I üzerinde, derecesi µ ve sabiti M olan

Lipschitz sürekli bir fonksiyondur, denir. I üzerinde, derecesi µ ve sabiti M olan

Lipschitz sürekli fonksiyonların sınıfı LipM (µ, I) ile gösterilir (DeVore ve Lorentz

1993).

Tanım 1.3 ω, 0 noktasını içeren I aralı̆gı üzerinde tanımlı, sürekli, reel değerli,

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eğer her t, s ∈ I için

i) limt→0+ ω(t) = ω(0) = 0,

ii) ω (t) t’ye göre azalmayan, yani; t ≥ s için ω (t) ≥ ω (s) ,

iii) ω (t) alt toplamsal, yani; ω (t+ s) ≤ ω (t) + ω (s)

koşullarısağlanıyor ise ω fonksiyonuna süreklilik modülü, denir (Li 2000).

Bernstein polinomlarıaşağıdaki teoremlerde belirtilen özelliklere sahiptirler:
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Teorem 1.2 f fonksiyonu [0, 1] üzerinde konveks ise

Bm(f ; t) ≥ Bm+1(f ; t) ≥ f (t) , 0 < t < 1,

eşitsizlikleri gerçeklenir (Schoenberg 1959) ve (Arama 1960).

Teorem 1.3 f ∈ LipM (µ, [0, 1]) ise her birm ≥ 1 içinBm(f) ∈ LipM (µ, [0, 1]) gerçeklenir

(Brown vd. 1987).

Teorem 1.4 ω fonksiyonu, [0, 1] üzerinde bir süreklilik modülü ise her bir m ≥ 1

için Bm (ω) de [0, 1] üzerinde bir süreklilik modülüdür (Li 2000).

Bernstein polinomlarının dizisi ile yaklaşımın derecesinin ölçülmesi için güçlü bir

teknik, Voronovskaja tarafından aşağıdaki şekilde verilmi̧stir:

Teorem 1.5 f fonksiyonu [0, 1] üzerinde sınırlı ve bir t ∈ [0, 1] noktasının bir

komşuluğunda diferensiyellenebilir ve f ′′ (t) ikinci basamaktan türevi var ise

lim
m→∞

m[Bm(f ; t)− f (t)] =
t (1− t)

2
f ′′ (t)

gerçeklenir (Voronovskaja 1932).

Bernstein operatörlerinin inşâsında olduğu gibi; bâzıpozitif lineer operatörler, Olasılık

Teori’deki dağılımlara dayanılarak inşâ edilmi̧slerdir. Örneğin, Mirakjan (1941),

Favard (1944) ve Szász (1950), birbirlerinden bağımsız olarak, Poisson dağılımına

dayalıolan

Sm (f ; t) := e−mt
∞∑
k=0

f

(
k

m

)
(mt)k

k!
, m ∈ N, t ∈ [0,∞) (1.1)

operatörlerini; (1.1) formülündeki seri, mutlak yakınsak olacak şekildeki tüm f :

[0,∞) → R fonksiyonları için tanımlamı̧slardır. (1.1) ile verilen Sm operatörleri,

Favard-Szász-Mirakjan veya çoğunlukla Szász-Mirakjan operatörleri olarak adlandırıl-

maktadır. Bu operatörlerin pozitif ve lineer olduğu, açıktır. Szász-Mirakjan oper-

atörlerinin yaklaşım özellikleri birçok yazar tarafından çalı̧sılmı̧stır. Burada, sadece

Altomare ve Campiti’nin kitabına (1994) atıf yapılacaktır.

Sınırsız aralıkta pozitif lineer operatör dizileri için, ağırlıklı uzaylarda Korovkin-

tipten bir teorem, Gadzhiev (1974) tarafından elde edilmi̧stir.
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Cheney ve Sharma (1964); Szász-Mirakjan operatörlerinin, konveks fonksiyon al-

tında artmayan olduğunu göstermi̧slerdir:

Teorem 1.6 f fonksiyonu [0,∞) üzerinde konveks ise Sm(f ; t)m’ye göre artmayandır

(Cheney ve Sharma 1964).

Khan ve Peters (1989), olasılık yöntemler ile, Szász-Mirakjan operatörlerinin Lip-

schitz sınıfınıkoruduğunu göstermi̧slerdir:

Teorem 1.7 f ∈ LipM (µ, [0,∞)) ise her birm ≥ 1 için Sm (f) ∈ LipM (µ, [0,∞)) (Khan

ve Peters 1989).

Bir olasılık dağılımı; istatistiksel deneyin her bir sonucuna olasılık atayan bir fonksi-

yon olarak tanımlanır. Olasılık dağılımıayrık veya sürekli olabilir, burada ayrık rast-

gele deği̧skende toplam olasılık farklıkütle noktalarına tahsis edilirken, sürekli rast-

gele deği̧skende olasılık çeşitli sınıf aralıklarında dağıtılır. Binom dağılımı, tekrar-

lanan sayıda deneme olasılı̆gının çalı̧sıldı̆gı bir dağılımdır. Diğer taraftan, Pois-

son dağılımı, belirli bir zaman diliminde rastgele meydana gelen bağımsız olayların

sayısınıverir. Binom dağılımında, sadece iki olasısonuç vardır; başarıveya başarısı-

zlık. Aksine, Poisson dağılımıdurumunda; sınırsız sayıda olasısonuç vardır.

Jain;

wβ (k, α) :=
α (α + kβ)k−1

k!
e−(α+kβ), 0 < α <∞, |β| < 1, k = 0, 1, 2, . . . , (1.2)

şeklindeki Poisson tipten dağılım fonksiyonlarını(bkz. Consul ve Jain 1972) kulla-

narak,
∞∑
k=0

wβ (k, α) = 1 (1.3)

olduğunu göstermi̧stir. Buradan, 0 ≤ β < 1 olmak üzere,

P β
m,1 (f ; t) := P [β]m (f ; t) =


∞∑
k=0

wβ(k,mt)f
(
k
m

)
, t > 0, m ∈ N,

f (0) , t = 0

(1.4)

şeklindeki operatörleri, (1.4) formülündeki seri yakınsak olacak şekildeki f ∈ C [0,∞), [0,∞)

üzerinde sürekli ve reel değerli fonksiyonların uzayı, için tanımlamı̧stır. P β
m,1, m ∈ N,
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operatörleri pozitif ve lineerdir. Buradaki β parametresi m doğal sayısına bağlıola-

bilir ve β = 0 iken P β
m,1 Jain operatörleri, Szász-Mirakjan operatörlerine (Szász

1950), (Mirakjan 1941) indirgenmektedir; P 0m,1 = Sm. (1.4) ile verilen Jain oper-

atörlerinin ilk üç momenti

P β
m,1 (e0; t) = 1,

P β
m,1 (e1; t) =

t

1− β ,

P β
m,1 (e2; t) =

t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3
(1.5)

şeklindedir. Bu çalı̧smada Jain; β yerine,

0 ≤ βm < 1, lim
m→∞

βm = 0 (1.6)

koşulunu sağlayan βm dizisi alarak, f ∈ C [0,∞) için
{
P
βm
m,1 (f)

}
m∈N

dizisinin,

[0,∞) aralı̆gındaki kompakt alt aralıklarda f fonksiyonuna düzgün yaklaşımınıve

yaklaşımın derecesini incelemi̧stir (Jain 1972).

Umar ve Razi (1985); wβ, (1.2) ile verilen fonksiyon olmak üzere, Jain operatörlerinin

Kantorovich tipten bir integral genelleştirmesini

K [β]
m (f ; t) =

∞∑
k=0

wβ(k,mt)

m
k+1
m∫
k
m

f (t) dt


şeklinde tanımlayarak, f ∈ C[0, b], 0 < b < ∞, fonksiyonları için ele aldıkları{
K
[β]
m (f)

}
m∈N

dizisinin; limm→∞ βm = 0 koşulu altında, [a, b], 0 ≤ a < b < ∞,

üzerinde f fonksiyonuna düzgün yaklaşımınıve yaklaşımın derecesini incelemi̧slerdir.

Tarabie (2012); Jain operatörlerinin aşağıdaki integral formunda bir genelleştirmesini

tanımlamı̧stır.

J [β]m (f ; t)

= e−mtf(0) +
∞∑
k=1

wβ(k,mt)
1

B (m+ 1, k)

∞∫
0

tk−1

(1 + t)m+k+1
f (t) dt, t ≥ 0, m ≥ 2.

Yazar, Jain-beta olarak adlandırdı̆gıJ [β]m operatörlerini ‖f‖2,λ := sup |f(t)|
1+t2+λ

normu

ile donatılan

C2 :=

{
f ∈ C [0,∞) : lim

t→∞

f (t)

1 + t2+λ
<∞, λ ≥ 0

}
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ağırlıklıuzayındaki f fonksiyonlarıiçin dikkate alarak, A-istatistiksel yaklaşımıin-

celemi̧stir.

Jain operatörlerinin diğer integral tipten genelleştirilmeleri için, (Gupta vd. 2013),

(Agratini 2014) ve (Gupta ile Rassias 2015) çalı̧smalarına bakılabilir. (1.4) ile ver-

ilen Jain operatörleri için Voronovskaja tipten bir teorem, Farcaş (2012) tarafından

aşağıdaki şekilde elde etmi̧stir:

Teorem 1.8 C2 [0,∞); [0,∞) üzerinde ikinci basamaktan sürekli diferensiyellenebilir

fonksiyonların uzayınıgöstersin. f ∈ C2 [0,∞) ve βm; 0 ≤ βm < 1, limm→∞ βm = 0

koşulunu sağlayan bir dizi ise her bir t > 0 için

lim
m→∞

m
(
P
βm
m,1(f ; t)− f(t)

)
=
t

2
f ′′(t)

sağlanır (Farcaş 2012).

Daha sonra, Abel ve Agratini (2016);

lim
m→∞

√
mβm = γ

limitinin sonlu olması koşuluyla, Jain operatörleri için Voronovskaja tipinde bir

sonucu aşağıdaki şekilde geli̧stirmi̧slerdir:

lim
m→∞

mP
βm
m,1(f ; t)− f(t)) = γf ′ (t) +

t

2
f ′′(t), t > 0.

Burada; f fonksiyonları, t noktasında ikinci basamaktan diferensiyellenebilir, (0,∞)

üzerinde lokal sınırlı ve t → ∞ iken f (t) = O (t2) büyüme koşulunu sağlayacak

şekilde alınmı̧stır.

Jain operatörlerinin iki deği̧skenli duruma geni̧sletilmesi, ilk kez Farçaş (2013) tarafın-

dan, çift dizi olarak aşağıdaki formda tanımlanarak çalı̧sılmı̧stır:

J [β],α,γm,n (f ; t) =
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

wβ(k1,mt)wβ(k2, ns)f

(
k1 + α1
m+ γ1

,
k2 + α2
n+ γ2

)
, (t, s) ∈ D.

Burada; D ⊂ R2 uygun, kompakt bir küme, f ∈ C (D) olup, α = (α1, α2) , γ =

(γ1, γ2) ∈ D şeklindedir ve J [β],α,γm,n operatörlerinin β = 0 ve α = γ = 0 durumu iki

deği̧skenli Szász-Mirakjan operatörlerini (bkz. Olgun 2012) verir. Farcaş (2013); iki

deği̧skenli Jain operatörleri ile A-istatistiksel yaklaşımıve iki deği̧skenli süreklilik

modülü ile yaklaşımın derecesini incelemi̧stir.
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Agratini (2013); Jain operatörlerinin dizisi için; lokal yaklaşım ve yaklaşımın dere-

cesini düzgünlük modülleri ile incelemi̧stir ve istatistiksel yakınsaklı̆gıelde etmi̧stir.

Olgun vd. (2015); Jain operatörünün yeni bir genelleştirmesini elde ederek, ağır-

lıklıdüzgün yaklaşım ve Voronovskaja tipten bir teorem ispat etmi̧slerdir. Gupta ve

Greubell (2015); Jain operatörlerinin Durrmeyer genelleştirilmesinde, yakınsaklık

için β üzerine bir koşul koymanın gerekmediğine i̧saret ederek, momentler için in-

dirgeme formülü elde etmi̧slerdir. Abel ve Agratini (2016); C [0,∞) uzayından olan

ve sonsuzda polinom oranı ile büyümeye sahip olan fonksiyonları dikkate alarak,

Jain operatörlerinin dizisi için bir tam asimptotik açılım elde etmi̧slerdir. Deniz

(2016); Jain operatörlerinin Kantorovich formunu dikkate alarak, Voronovskaja ve

Grüss-Voronovskaja tipten nicel tahminler elde etmi̧stir. Dhamija ve Deo (2016),

Garg vd. (2018), ters Pólya-Eggenberger dağılımıile genelleştirilen Jain-Durrmeyer

operatörlerini çalı̧smı̧slardır.

Doğru vd. (2016); (1.2) formülünde, mt yerinemt (1− β) alarak, Jain operatörlerini

aşağıdaki şekilde düzenlemi̧slerdir:

Dβm,1 (f ; t) :=

∞∑
k=0

wβ(k,mu (t))f

(
k

m

)
, m ∈ N, t ≥ 0, (1.7)

buradaki, wβ, (1.2) ile verilen fonksiyon ve

u (t) := (1− β) t, 0 ≤ β < 1,

olup, f , [0,∞) üzerinde herhangi bir reel değerli, sürekli ve sınırlı fonksiyondur.

Yani, P β
m,1, m ∈ N, tek deği̧skenli Jain operatörleri ve u (t) := t (1− β) olmak

üzere, Dβm operatörleri D
β
m,1 (f) = P β

m,1 (f) ◦ u şeklinde yazılabilirler. Bu durumda,

Dβm,1 modifiye Jain operatörleri için

Dβm,1 (ev; t) = ev (t) , v = 0, 1. (1.8)

sağlanır. Böylece, her bir Dβm,1 operatörü, sadece sabit fonksiyonlarıdeğil, aynıza-

manda lineer fonksiyonlarıda korumaktadır. Diğer taraftan, yazarlar; Dβm,1 operatörleri

için verilen hata tahminlerinin, Jain operatörlerinden daha iyi olduğunu elde et-

mi̧slerdir.
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Özarslan (2016); (1.2) formülünde, β := βm = m−1, m ∈ N alarak Jain operatör-

lerini, 0 ≤ α ≤ γ ile α, γ ∈ [0,∞) için aşağıdaki şekilde düzenlemi̧stir:

P
[m−1],α,γ
m (f ; t) :=

∞∑
k=0

wm−1(k,mt)f

(
k + α

m+ γ

)
, t ∈ [0,∞) ,

burada wβ; (1.2) ile verilen fonksiyondur. Yazar; ağırlıklı yaklaşım özelliklerini,

süreklilik modülü ile yaklaşımın hatasıiçin bir tahmin ve Voronovskaja tipten bir

teorem vermi̧stir. Ayrıca, P
[m−1],α,γ
m operatörlerinin, lineer fonksiyonlarıkoruyan bir

düzenlenmi̧s şeklinin yaklaşımınıincelemi̧stir.

Agratini (2018); Jain operatörleri hakkında 2018 tarihine kadar yapılan çalı̧smaların

incelendiği bir derleme makale yayımlamı̧stır.

Başcanbaz-Tunca vd. (2018); Lupaş operatörlerinin (bkz. Lupaş 1995) Jain for-

munda bir genelleştirmesini aşağıdaki şekilde inşâ etmi̧slerdir:

Lβm (f ; t) =
∞∑
k=0

mt (mt+ 1 + kβ)

2kk!
2−(mt+kβ)f

(
k

m

)
, t ∈ (0,∞),

ve Lβm (f ; 0) = f (0). Burada, 0 ≤ β < 1 olup, f fonksiyonu [0,∞) üzerinde reel

değerli sınırlıdır. β parametresi m doğal sayısına bağlı olabilir. Lβm operatörleri,

Lupaş-Jain olarak adlandırılmı̧stır. Bu çalı̧smada yazarlar, Lupaş-Jain operatör-

lerinin dizisinin, konveks fonksiyon altında azalmayan olduğunu ve süreklilik mod-

ülünü koruduğunu, göstermi̧slerdir.

Çetin ve Başcanbaz-Tunca (2020); (1.2) formülünde, mt yerine (m+ p) t, p ∈ N ∪

{0}, alarak, Jain operatörünün Schurer tipten bir genelleştirmesini sabit bir p sayısı

için aşağıdaki şekilde dikkate almı̧slardır:

Sβm,p (f ; t) =

∞∑
k=0

wβ(k, (m+ p) t)f

(
k

m

)
, t ∈ (0,∞) ,

ve Sβm,p (f ; 0) = f (0). Burada, β ∈ [0, 1) olup, f ∈ CB[0,∞) = {f ∈ C[0,∞) : f ,

[0,∞) üzerinde sınırlı} şeklindedir. p = 0 için Sβm,p operatörleri Jain operatörlerini

vermektedir; Sβm,0 = Jβm ayrıca, β = 0 için Sβm,p operatörleri Szász-Schurer operatör-

lerini vermektedir (bkz. Schurer 1965). Yazarlar, bu operatör dizisinin; konveks ve

azalan fonksiyonlar için artmayan olduğunu, lokal ve ağırlıklıdüzgün yaklaşım özel-

liklerini elde etmi̧slerdir. Ayrıca, süreklilik modülü fonksiyonunun her bir operatör

tarafından korunduğunu göstermi̧slerdir.
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Agratini ve Doğru (2021); Dβm,m ∈ N, modifiye Jain operatörlerinin Kantorovich

tipten bir genelleştirmesini

Dβm(f ; t) =
1

λm

∞∑
k=0

wβ(k, um (t))

m (k+1)λm∫
kλm

f (t) dt,

 , t ≥ 0 (1.9)

formunda tanımlamı̧slardır. Buradaki, (λm)m≥1; limm→∞ λm = 0 koşulunu sağlayan,

kesin olarak monoton azalan pozitif sayılar dizisi olup, f fonksiyonları operatör-

lerin tanımındaki serinin mutlak yakınsaklı̆gınısağlayacak şekilde, [0,∞) üzerinde

tanımlı, integrallenebilir fonksiyonlar uzayındandır. Bu yeni operatörlerlerin yak-

laşım özelliklerinin incelenmesinde, β parametresi için (1.6) koşuluna gerek kalma-

maktadır.

Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm, giri̧s için ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezde kullanılacak olan temel bilgiler ve gösterimlere yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin inşâsıyapılmı̧stır.

Dördüncü bölümde, Voronovskaja tipten bir teorem verilmi̧s ve iki deği̧skenli Jain

operatörlerinin dizisinin, polinom ağırlıklı uzayda, ağırlıklı düzgün yaklaşımı in-

celenmi̧stir. Lipshitz tipten bir sınıf tanımlanarak, bu sınıftan olan fonksiyonlara

yaklaşımın hatasıiçin bir üst sınır verilmi̧stir. Benzer olarak; Lipschitz sınıfından

olan fonksiyonlara yaklaşımın oranıiçin bir üst sınır elde edilmi̧stir.

Beşinci bölümde, bâzı şekil özeliklerine yer verilmi̧stir. İki deği̧skenli Jain oper-

atörünün, iki deği̧skenli süreklilik modülünü koruduğu ve iki deği̧skenli Jain oper-

atörünün, modifiye formunun Lipschitz sınıfınıkoruduğu gösterilmi̧stir.

Altıncıbölümde, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisinin, konveks fonksiyon al-

tında artmayan olduğu, gösterilmi̧stir.

Yedinci bölüm tartı̧sma ve sonuç olarak hazırlanmı̧s ve genel düşünceler ifade edilmi̧stir.
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2. GÖSTERİMLER VE TEMEL BİLGİLER

Bu bölümde, çalı̧smada kullanılacak olan gösterimler, temel kavramlar ve teoremler

verilecektir.

2.1 Gösterimler

S ⊂ R2 olmak üzere, S üzerinde tanımlı, sınırlıve reel değerli f : S → R fonksiyon-

larının lineer alt uzayıB (S) ile gösterilsin. Bu uzay,

‖f‖B(S) := sup
t∈S
|f (t)| , f ∈ B (S) ,

normu ile bir Banach uzayıdır. Çalı̧smada, fonksiyon uzaylarıiçin aşağıdaki standart

gösterimler kullanılacaktır:

C(S) := {f : S → R | f , S üzerinde sürekli} ,

CB(S) := {f ∈ C(S) | f , S üzerinde sınırlı} ,

CB(S) alt uzayıB (S)’de kapalıolduğundan, ‖.‖ sup-normu ile, bir Banach uzayıdır

(Altomare 2010). Çalı̧sma boyunca; D, R2 düzleminin

D := {(t, s) : 0 ≤ t, s <∞}

şeklindeki alt kümesini ve 1 sembolü;

1 :D → R, her (t, s) ∈ D için 1 (t, s) = 1

şeklindeki sabit fonksiyonu gösterecektir.

πi, i = 1, 2, sembolleri;

πi : D → R, her (t, s) ∈ D için π1(t, s) = t ve π2(t, s) = s

olarak tanımlanan i’yinci koordinat fonksiyonlarınıve ek, k = 0, 1, . . ., fonksiyonları

ek (t) := tk, t ∈ [0,∞),

şeklindeki kuvvet fonksiyonlarınıgösterecektir.
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Ayrıca, D kümesinin herhangi iki (t, s) , (τ , σ) elemanıiçin

(t, s)≤ (τ , σ) gösterimi; t ≤ τ ve s ≤ σ anlamında

olup, bir (t, s) ∈ D elemanı, gerekli durumlarda u :=(t, s) olarak yazılacak ve α > 0

olmak üzere,

uα gösterimi; uα = (tα, sα) anlamında

kullanılacaktır.

2.2 Temel Bilgiler

Tanım 2.1 (Pozitif Lineer Operatör) X ve Y , reel değerli fonksiyonların lineer

uzayıolsunlar.

L : X → Y

şeklindeki L operatörüne; eğer

her f, g ∈ X ve her η, ξ ∈ R için L(ηf + ξg) = ηL(f) + ξL(g)

ise lineerdir, eğer

her f ≥ 0, f ∈ X, için L(f) ≥ 0

ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Teorem 2.1 L : X → Y pozitif lineer bir operatör ve f, g ∈ X ise aşağıdakiler

gerçeklenir:

(i) f ≤ g ise L(f) ≤ L(g)

(ii) |f | ∈ X iken |L(f)| ≤ L (|f |)

(Paltanea 2004).

Tanım 2.2 (SınırlıLineer Operatör) X ve Y reel fonksiyonların lineer normlu

uzaylarıve L : X → Y bir lineer operatör olsun. Eğer her f ∈ X için

||L(f)||Y ≤ c ||f ||X
11



olacak şekilde bir c ≥ 0 sayısıvarsa L operatörüne sınırlıdır, denir. L operatörünün

normu

‖L‖ = sup
f∈X
||f ||X≤1

||L(f)||Y

şeklinde tanımlanır (Butzer ve Nessel 1971).

Teorem 2.2 (Süreklilik ve Sınırlılık) X ve Y reel fonksiyonların lineer normlu

uzaylarıve L : X → Y bir lineer operatör olsun Bu durumda,

(i ) L operatörünün sürekli olmasıiçin gerek ve yeter koşul; sınırlıolmasıdır.

(ii ) L operatörü bir tek noktada sürekli ise her noktada süreklidir (Butzer ve Nessel

1971).

Tanım 2.3 (Lipschitz Sınıfı) f : A ⊆ R2 → R olsun. Eğer her u = (t, s) ,v =

(τ , σ) ∈ A için

|f (u)− f (v)| ≤ M{|t− τ |γ + |s− σ|γ} =M‖(u− v)γ‖1

olacak şekilde birM > 0 sabiti var ise f fonksiyonuna, A üzerinde, derecesi γ, γ ∈

(0, 1], olan Lipschitz sürekli fonksiyon, denir. Derecesi γ ve sabitiM olan Lipschitz

sürekli fonksiyonların sınıfıLipM (γ,A) ile gösterilir (Cao vd. 2005).

Tanım 2.4 (Süreklilik Modülü) ω, D üzerinde sürekli, reel değerli, negatif ol-

mayan bir fonksiyon olsun. Eğer (t, s) , (τ , σ)∈D için

(i ) ω (0, 0) = 0,

(ii) ω azalmayan; (t, s) ≥ (τ , σ) iken ω (t, s) ≥ ω (τ , σ) ,

(iii) ω alt-toplamsal; ω (t+ τ , s+ σ) ≤ ω (t, s) + ω (τ , σ)

koşullarısağlanıyor ise ω fonksiyonuna süreklilik modülü, denir (Cao vd. 2005).

Tanım 2.5 (Konveks Fonksiyon) f fonksiyonu D kümesi üzerinde sürekli, reel

değerli bir fonksiyon olsun. Herhangi (t1, s1) , . . . , (tr, sr) ∈ D elemanlarıve
r∑
i=1

αi =

1 olacak şekildeki negatif olmayan α1, α2, . . . , αr sayılarıiçin

f

(
r∑
i=1

αi (ti, si)

)
≤

r∑
i=1

αif (ti, si)

sağlanıyor ise f fonksiyonuna D üzerinde konvekstir, denir (Cao vd. 2005).
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Tanım 2.6 (Abel tip ve Abel-Jensen Formülleri) u, v, β ∈ R ve m ∈ N olmak

üzere

(u+ v +mβ)m =
m∑
q=0

(
m

q

)
(u+ qβ)q v [v + (m− q) β]m−q−1 (2.1)

ve

(u+ v) (u+ v +mβ)m−1 =
m∑
q=0

(
m

q

)
u (u+ qβ)q−1 v [v + (m− q)β]m−q−1 (2.2)

özdeşliklerine, Abel tip ve Abel-Jensen formülleri, denir (Stancu, Stoica 2009).

Tanım 2.7 (Hölder Eşitsizliği) ak ve bk reel veya kompleks sayılar olsun. p > 1 ve
1
p
+1
q

= 1 ise ∑
|akbk| ≤

(∑
|ak|p

)1/p (∑
|bk|q

)1/q
eşitsizliği gerçeklenir. Buradaki toplamlar, sonlu veya sonsuz olabilir. Ancak, sonsuz

toplam durumunda, eşitsizliğin sağ tarafındaki toplamların yakınsak olmasıbeklen-

mektedir (Hardy vd. 1934).

Aşağıda, Korovkin teoreminin 2-boyutlu duruma geni̧sletilmesi olan Volkov’un teo-

remi verilmektedir.

Teorem 2.3 (Volkov Teoremi)K ⊂ R2 kompakt bir küme olmak üzere, C (K) uzayı

üzerinde tanımlı, iki deği̧skenli pozitif lineer operatörlerin bir {Tm}m≥1 dizisi için,

eğer K üzerinde

lim
m→∞

‖Tm (1)− 1‖C(K) = 0,

lim
m→∞

‖Tm (π1)− π1‖C(K) = 0,

lim
m→∞

‖Tm (π2)− π2‖C(K) = 0,

lim
m→∞

∥∥Tm (π21 + π22
)
−
(
π21 + π22

)∥∥
C(K)

= 0

düzgün yaklaşımlarıgerçeklenir ise herhangi bir f ∈ C (K) için K üzerinde

lim
m→∞

‖Tm (f)− f‖C(K) = 0

düzgün yaklaşımıgerçeklenir (Volkov 1957).
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3. İKİ DEĞİŞKENLİ JAIN OPERATÖRÜ

Bu kesimde, (1.4) ile verilen Jain operatörlerinin iki deği̧skenli geni̧slemesi tanımla-

narak, koordinat fonksiyonlarının bu operatörler altında görüntüleri verilecektir.

wβ, 0 ≤ β < 1, (1.2) ile verilen fonksiyon olmak üzere, f ∈ CB (D) için, m ∈

N olmak üzere, m’yinci iki deği̧skenli Jain operatörü

P β
m (f ; t, s) (3.1)

=


∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms) f
(
k
m
, l
m

)
, (t, s) ∈D\ {(0, 0)} ,

f (0, 0) , (t, s) =(0, 0),

olarak tanımlanabilir. (1.3) formülünden

P β
m(1; t, s) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ (k,mt)wβ (l,ms)

= 1 (3.2)

elde edilir. P β
m operatörlerinin (1.2) formülünden pozitifliği ve toplam operatörleri

olduğundan lineerliği açıktır. İki deği̧skenli Jain operatörleri β = 0 durumunda iki

deği̧skenli Szász-Mirakjan operatörlerine (bkz. Olgun 2012) indirgenir; P 0m =: Sm.

(3.1) ile verilen P β
m, m ∈ N, iki deği̧skenli Jain operatörleri için aşağıdaki sonuçlar

elde edilir.
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Lemma 3.1 P β
m, m ∈ N, operatörleri için aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir:

P β
m (π1; t, s) = t (1− β)−1 ,

P β
m (π2; t, s) = s (1− β)−1 ,

P β
m

(
π21; t, s

)
= t2 (1− β)−2 +

t

m
(1− β)−3 ,

P β
m

(
π22; t, s

)
= s2 (1− β)−2 +

s

m
(1− β)−3 ,

P β
m

(
π31; t, s

)
= t3 (1− β)−3 +

3t2

m
(1− β)−4 + t

(2β + 1)

m2
(1− β)−5 ,

P β
m

(
π32; t, s

)
= s3 (1− β)−3 +

3s2

m
(1− β)−4 + s

(2β + 1)

m2
(1− β)−5 ,

P β
m

(
π41; t, s

)
= t4 (1− β)−4 + t3

6

m
(1− β)−5 + t2

(8β + 7)

m2
(1− β)−6

+t

(
6β2 + 8β + 1

)
m3

(1− β)−7 ,

P β
m

(
π42; t, s

)
= s4 (1− β)−4 + s3

6

m
(1− β)−5 + s2

(8β + 7)

m2
(1− β)−6

+s

(
6β2 + 8β + 1

)
m3

(1− β)−7

(Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

İspat. P β
m, m ∈ N, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin (3.1) ile verilen tanımından;

P β
m,1, (1.4) ile verilen, tek deği̧skenli Jain operatörü olmak üzere

P β
m (πv1; t, s) = P β

m,1 (ev; t) ve P β
m (πv2; t, s) = P β

m,1 (ev; s) , v = 1, 2, . . .

eşitlikleri sağlanır. Böylece, πi, i = 1, 2, koordinat fonksiyonlarının πvi , v =

1, 2, . . ., kuvvetlerinin iki deği̧skenli Jain operatörleri altıdaki görüntüleri; tek deği̧skenli

P β
m,1 operatörlerinin ev, v = 1, 2, . . ., kuvvet fonksiyonlarındaki değerleri (moment-

leri) (bkz. Gupta ve Greubel 2015, Olgun vd. 2015 veya Deniz 2016) kullanılarak

elde edilebilir.

Lemma 3.2 P β
m, m ∈ N, operatörleri için aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir:
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P β
m (π1 − 1t; t, s) = tβ (1− β)−1 ,

P β
m (π2 − 1s; t, s) = sβ (1− β)−1 ,

P β
m

(
(π1 − 1t)2 ; t, s

)
= t2β2 (1− β)−2 +

t

m
(1− β)−3 ,

P β
m

(
(π2 − 1s)2 ; t, s

)
= s2β2 (1− β)−2 +

s

m
(1− β)−3 ,

P β
m ((π1 − 1t) (π2 − 1s) ; t, s) = tsβ2 (1− β)−2 ,

P β
m

(
(π1 − 1t)4 ; t, s

)
= t4β4 (1− β)−4 + t3

6β2

m
(1− β)−5

+t2
(
8β2 + 4β + 3

)
m2

(1− β)−6

+t

(
6β2 + 8β + 1

)
m3

(1− β)−7 ,

P β
m

(
(π2 − 1s)4 ; t, s

)
= s4β4 (1− β)−4 + s3

6β2

m
(1− β)−5

+s2
(
8β2 + 4β + 3

)
m2

(1− β)−6

+s

(
6β2 + 8β + 1

)
m3

(1− β)−7 ,

P β
m

(
(π1 − 1t)2 (π2 − 1s)2 ; t, s

)
= t2s2β4 (1− β)−4 +

(
t2s+ s2t

) β2
m

(1− β)−5

+
ts

m2
(1− β)−6

ve

P β
m

([
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]2
; t, s

)
=

(
t2 + s2

)2
β4 (1− β)−4

+
2 [3 (t3 + s3) + t2s+ s2t] β2

m
(1− β)−5

+

[(
8β2 + 4β + 3

)
(t2 + s2) + 2ts

]
m2

(1− β)−6

+ (t+ s)

(
6β2 + 8β + 1

)
m3

(1− β)−7

(Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

İspat. P β
m, m ∈ N operatörlerinin lineerliği ve Lemma 3.1 kullanılarak;

P β
m (π1 − 1t; t, s) =

t

1− β − t

=
βt

1− β
16



ve benzer şekilde

P β
m (π2 − 1s; t, s) =

βs

1− β
bulunur.

P β
m

(
(π1 − 1t)2 ; t, s

)
=

t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3
− 2t2

1− β + t2

=
β2t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3

ve benzer şekilde

P β
m

(
(π2 − 1s)2 ; t, s

)
=

β2s2

(1− β)2
+

s

m (1− β)3

elde edilir. Diğer taraftan, π1 ve π2 fonksiyonlarının çarpımıolan π1π2 fonksiyonunun

bir (τ , σ) ∈ D noktasındaki değeri

π1π2 (τ , σ) = π1 (τ , σ) π2 (τ , σ) = τσ

olacağından, P β
m operatörlerinin (3.1) ile verilen tanımından, her (t, s) ∈ D\ {(0, 0)} için

P β
m (π1π2; t, s) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms) π1π2

(
k

m
,
l

m

)
=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms) π1

(
k

m
,
l

m

)
π2

(
k

m
,
l

m

)
=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms)
k

m

l

m

=

∞∑
k=0

wβ(k,mt)
k

m

∞∑
l=0

wβ (l,ms)
l

m

= P β
m,1 (e1; t)P

β
m,1 (e1; s)

eşitliği dikkate alınarak, P β
m,1, (1.4) formülü ile verilen tek deği̧skenli Jain operatörü

olmak üzere, (1.5) ve Lemma 3.1 kullanılarak,

P β
m ((π1 − 1t) (π2 − 1s) ; t, s)

= P β
m (π1π2 − sπ1 − tπ2 + ts1;t, s)

= P β
m,1 (e1; t)P

β
m,1 (e1; s)− sP β

m,1 (e1; t)− tP β
m,1 (e1; s) + ts

=
ts

(1− β)2
− 2ts

1− β + ts

=
β2ts

(1− β)2

17



olduğu kolayca elde edilir. Ayrıca, P β
m operatörlerinin lineerliği ve Lemma 3.1 kul-

lanılarak

P β
m

(
(π1 − 1t)4 ; t, s

)
= P β

m

(
π41 − 4tπ31 + 6t2π21 − 4t3π1 + t41; t, s

)
=

t4

(1− β)4
+

6t3

m (1− β)5
+

(8β + 7) t2

m2 (1− β)6
+

(
6β2 + 8β + 1

)
t

m3 (1− β)7

−4t

[
t3

(1− β)3
+

3t2

m (1− β)4
+

(2β + 1) t

m2 (1− β)5

]
+6t2

[
t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3

]
− 4t3

t

1− β + t4

=
β4t4

(1− β)4
+

6β2t3

m (1− β)5
+

(
8β2 + 4β + 3

)
t2

m2 (1− β)6
+

(
6β2 + 8β + 1

)
t

m3 (1− β)7

ve benzer şekilde

P β
m

(
(π2 − 1s)4 ; t, s

)
=

β4s4

(1− β)4
+

6β2s3

m (1− β)5
+

(
8β2 + 4β + 3

)
s2

m2 (1− β)6
+

(
6β2 + 8β + 1

)
s

m3 (1− β)7

bulunur. Son olarak, operatörlerin tanımıve (1.5) formüllerinden

P β
m

(
(π1 − 1t)2 (π2 − 1s)2 ; t, s

)
= P β

m,1

(
(e1 − te0)2 ; t

)
P β
m,1

(
(e1 − se0)2 ; s

)
=

β4t2s2

(1− β)4
+
β2 (t2s+ s2t)

m (1− β)5
+

ts

m2 (1− β)6

18



sağlanır ve bu ifade dikkate alınarak,

P β
m

([
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]2
; t, s

)
= P β

m

(
(π1 − 1t)4 ; t, s

)
+2
[
P β
m

(
(π1 − 1t)2 (π2 − 1s)2 ; t, s

)]
+P β

m

(
(π2 − 1s)4 ; t, s

)
=

β4t4

(1− β)4
+

6β2t3

m (1− β)5

+

(
8β2 + 4β + 3

)
t2

m2 (1− β)6
+

(
6β2 + 8β + 1

)
t

m3 (1− β)7

+2

[
β4t2s2

(1− β)4
+
β2 (t2s+ s2t)

m (1− β)5
+

ts

m2 (1− β)6

]
+

β4s4

(1− β)4
+

6β2s3

m (1− β)5

+

(
8β2 + 4β + 3

)
s2

m2 (1− β)6
+

(
6β2 + 8β + 1

)
s

m3 (1− β)7

=
β4 (t2 + s2)

2

(1− β)4
+

2β2 [3 (t3 + s3) + t2s+ s2t]

m (1− β)5

+

[(
8β2 + 4β + 3

)
(t2 + s2) + 2ts

]
m2 (1− β)6

+

(
6β2 + 8β + 1

)
(t+ s)

m3 (1− β)7

sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanır.
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4. İKİ DEĞİŞKENLİ JAIN OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM

ÖZELLİKLERİ

4.1 Voronovskaja Tipten Bir Teorem

Bu kesimde, (3.1) ile verilen P βm
m , m ∈ N, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisi

için, önce; D kümesinin herhangi bir kompakt alt kümesinde düzgün yaklaşım, ardın-

dan Voronovskaja tipten bir teorem verilecektir.

Teorem 4.1 βm; 0 ≤ βm < 1 ve limm→∞ βm = 0 koşulunu sağlayan bir dizi ol-

sun. K, D kümesinin kompakt bir altkümesi olmak üzere, her f ∈ CB (D) için, K

üzerinde

lim
m→∞

∥∥P βm
m (f)− f

∥∥
C(K)

= 0

düzgün yaklaşımıgerçeklenir.

İspat. (3.2)’den limm→∞

∥∥∥P βm
m (1)− 1

∥∥∥
C(K)

= 0 gerçeklendiği açıktır. Lemma

3.1’den

∥∥P βm
m (π1)− π1

∥∥
C(K)

= max
(t,s)∈K

∣∣∣∣ t

1− βm
− t
∣∣∣∣

= max
(t,s)∈K

∣∣∣∣ βmt

1− βm

∣∣∣∣
olup, K kompakt olduğundan,

lim
m→∞

∥∥P βm
m (π1)− π1

∥∥
C(K)

= 0

ve benzer şekilde

lim
m→∞

∥∥P βm
m (π2)− π2

∥∥
C(K)

= 0

bulunur. Son olarak ∥∥P βm
m (π21 + π22)− (π21 + π22)

∥∥
C(K)

= max
(t,s)∈K

∣∣∣∣ t2 + s2

(1− βm)2
+

t+ s

m (1− βm)3
−
(
t2 + s2

)∣∣∣∣
= max

(t,s)∈K

∣∣∣∣∣
(
2βm − β2m

)
(t2 + s2)

(1− βm)2
+

t+ s

m (1− βm)3

∣∣∣∣∣
20



olup, K kompakt olduğundan,

lim
m→∞

∥∥P βm
m (π21 + π22)− (π21 + π22)

∥∥
C(K)

= 0

bulunur. İspat, Teorem 2.3’den elde edilir.

Teorem 4.2 βm; 0 ≤ βm < 1 ve limm→∞mβm = 0 koşulunu sağlayan bir dizi olsun.

K,D kümesinin kompakt bir altkümesi olmak üzere, eğer f ∈ CB (D) fonksiyonunun

(t, s) ∈ K noktasında ilk iki basamaktan kısmi türevleri var ve bu kısmi türevler K

üzerinde sürekli ise

lim
m→∞

m
(
P βm
m (f ; t, s)− f(t, s)

)
=

1

2
[tftt(t, s) + sfss(t, s)] , (t, s) ∈ K

gerçeklenir (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

İspat. Sabitlenen (t, s) ∈ K noktasında, f fonksiyonun Taylor formülünden, her

(τ , σ) ∈ D için

f(τ , σ)

= f(t, s) + ft(t, s)(τ − t) + fs(t, s)(σ − s)

+
1

2

{
ftt(t, s)(τ − t)2 + 2fts(t, s)(τ − t)(σ − s) + fss(t, s)(σ − s)2

}
+λ(τ − t, σ − s)

[
(τ − t)2 + (σ − s)2

]
,

yazılabilir. Burada; λ, D üzerinde sınırlıbir fonksiyon olup, lim(u,v)→(0,0) λ(u, v) = 0

sağlanır (bkz. Bardaro ve Mantellini 2017). λ, λ (0, 0) =0 olacak şekilde tanımla-

narak, (u, v) = (0, 0) noktasında sürekli yapılabilir. Buradan, her bir ε > 0 için

bir δ > 0 sayısı;

(τ , σ) ∈ D ve
√

(τ − t)2 + (σ − s)2 < δ iken |λ(τ − t, σ − s)| < ε

olacak şekilde, vardır. Diğer taraftan, λ, D üzerinde sınırlıolduğundan, her (u, v) ∈

D için |λ(u, v)| ≤M olacak şekilde bir M > 0 vardır. Böylece,√
(τ − t)2 + (σ − s)2 ≥ δ iken |λ(τ − t, σ − s)| ≤ M

δ2
[
(τ − t)2 + (σ − s)2

]
yazılabilir. Yukarıdaki iki durum birlikte ele alınırsa, verilen (t, s) ve her (τ , σ) ∈ D

için

|λ(τ − t, σ − s)|
[
(τ − t)2 + (σ − s)2

]
(4.1)

≤ ε
[
(τ − t)2 + (σ − s)2

]
+
M

δ2
[
(τ − t)2 + (σ − s)2

]2
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yazılabilir. Şimdi, yukarıda verilen Taylor formülünün her iki tarafına P βm
m operatör-

leri uygulanarak, Lemma 3.2’den

P βm
m (f ; t, s)− f(t, s)

= ft(t, s)
βmt

1− βm
+ fs(t, s)

βms

1− βm

+
ftt(t, s)

2

[
β2mt

2

(1− βm)2
+

t

m (1− βm)3

]
+ fts(t, s)

β2mts

(1− βm)2

+
fss(t, s)

2

[
β2ms

2

(1− βm)2
+

s

m (1− βm)3

]
+P βm

m

(
λ(π1 − 1t, π2 − 1s)

[
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]
; t, s

)
bulunur. limm→∞mβm = 0 hipotezinden,

lim
m→∞

m
[
P βm
m (f ; t, s)− f(t, s)

]
=

t

2
ftt(t, s) +

s

2
fss(t, s)

+ lim
m→∞

mP βm
m

(
λ(π1 − 1t, π2 − 1s)

[
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]
; t, s

)
bulunur. Burada, P βm

m operatörleri için Teorem 2.1’deki (i) şıkkıve (4.1) dikkate

alınarak

0 ≤
∣∣P βm

m

(
λ(π1 − 1t, π2 − 1s)

[
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]
; t, s

)∣∣
≤ εP βm

m

([
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]
; t, s

)
+
M

δ2
P βm
m

([
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]2
; t, s

)
elde edilir. Böylece, Lemma 3.2 ve βm üzerindeki hipotezden, (t, s) ∈ K için

lim
m→∞

mP βm
m

(
λ(π1 − 1t, π2 − 1s)

[
(π1 − 1t)2 + (π2 − 1s)2

]
; t, s

)
= 0

sonucuna ulaşılır ve ispat tamamlanır.

Yukarıdaki teoremde β = 0 durumu, iki deği̧skenli Szász-Mirakjan operatörlerine

kaŗsılık gelen sonucu verir (bkz. Rempulska ve Skorupka 1998).

4.2 AğırlıklıDüzgün Yaklaşım

Bu bölümde, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisi ile ağırlıklıdüzgün yaklaşımı

elde etmek için, Gadzhiev’in (1980) tanım ve teoremleri kullanılacaktır.
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ρ : D → (0,∞) şeklindeki sürekli fonksiyona ăgırlık fonksiyonu, denir. Yani, ρ,

D üzerinde bir ağırlık fonksiyonu ise her ρ ∈ C (D) ve (t, s) ∈ D için ρ(t, s) >

0 sağlanır.

ρ bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere aşağıdaki fonksiyon uzaylarıkullanılacaktır:

Bρ (D) := {f : D → R : |f (t, s)| ≤Mfρ (t, s)} ,

buradaki Mf , yalnızca f fonksiyonuna bağlıbir sabittir.

Cρ (D) : = {f ∈ Bρ (D) : f , D üzerinde sürekli} ,

Ck
ρ (D) : =

{
f ∈ Cρ (D) : lim√

t2+s2→∞

f (t, s)

ρ (t, s)
= kf <∞, kf sabit

}
Cρ (D),

||f ||ρ = sup
(t,s)∈D

|f (t, s)|
ρ (t, s)

.

normu ile bir lineer normlu uzaydır. Gadzhiev, sınırsız D ⊂ R2 kümesinde tanımlı

pozitif lineer operatörlerin dizileri için aşağıdaki sonuçlarıelde etmi̧stir:

Lemma 4.1 İki deği̧skenli pozitif lineerKm,m ∈ N operatörlerininCρ (D) uzayından

Bρ (D) uzayına dönüşüm yapmasıiçin gerek ve yeter koşul

‖Km (ρ)‖ρ ≤ k

olacak şekilde bir pozitif k sabitinin var olmasıdır (Gadzhiev1980).

Teorem 4.3 Cρ (D) uzayındanBρ (D) uzayına dönüşüm yapan iki deği̧skenli pozitif

lineer operatörlerin bir Km,m ∈ N dizisi, eğer

lim
m→∞

‖Km (1)− 1‖ρ = 0,

lim
m→∞

‖Km (π1)− π1‖ρ = 0,

lim
m→∞

‖Km (π2)− π2‖ρ = 0,

lim
m→∞

∥∥Km

(
π21 + π22

)
−
(
π21 + π22

)∥∥
ρ

= 0 (4.2)

koşullarınısağlıyor ise herhangi bir f ∈ Ck
ρ (D) için

lim
m→∞

‖Km (f)− f‖ρ = 0
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gerçeklenir. Ayrıca

lim
m→∞

‖Km (f ∗)− f ∗‖ρ ≥ 1

olacak şekilde bir f ∗ ∈ Cρ (D) \Ck
ρ (D) fonksiyonu vardır (Gadzhiev1980).

Burada, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin dizisi için ağırlıklı düzgün yaklaşım,

ρ (t, s) = 1 + t2 + s2 ağırlık fonksiyonu dikkate alınarak incelenecektir.

Lemma 4.2 βm; 0 ≤ βm < 1 ve limm→∞ βm = 0 koşulunu sağlayan bir dizi olmak

üzere P βm
m ,m ∈ N operatörleri Cρ (D) uzayından Bρ (D) uzayına dönüşüm yapar

(Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).

İspat. Lemma 4.1’e göre, ispat için,
∥∥P β

m (ρ)
∥∥
ρ
≤ k olacak şekilde bir k > 0 sabitinin

var olduğunu göstermek yeterlidir. Lemma 3.1 dikkate alınarak

∥∥P βm
m (ρ)

∥∥
ρ

= sup
(t,s)∈D

1

ρ (t, s)

∣∣P βm
m (ρ; t, s)

∣∣
= sup

(t,s)∈D

1

1 + t2 + s2

{
1 +

t2 + s2

(1− βm)2
+

t+ s

m (1− βm)3

}
≤ sup

(t,s)∈D

{
1

1 + t2 + s2
+

t2 + s2

(1 + t2 + s2) (1− βm)2
+

(
t

1 + t2
+

s

1 + s2

)
1

m (1− βm)3

}
≤ 1 +

1

(1− βm)2
+

1

m (1− βm)3
.

elde edilir. βm dizisi yakınsak olduğundan,
∥∥∥P βm

m (ρ)
∥∥∥
ρ
≤ k olacak şekilde bir k

pozitif sabiti bulunabilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.4 βm; 0 ≤ βm < 1 ve limm→∞ βm = 0 koşulunu sağlayan bir dizi olsun.

Herhangi bir f ∈ Ck
ρ (D) için D üzerinde

lim
m→∞

∥∥P βm
m (f)− f

∥∥
ρ

= 0

ağırlıklıdüzgün yaklaşımıgerçeklenir (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).

İspat. Teorem 4.3’e göre, ispat için, P βm
m operatörlerin (4.2) ile verilen koşulları

sağladı̆gınıgöstermek yeterlidir. (3.2)’den limm→∞

∥∥∥P βm
m (1)− 1

∥∥∥
ρ

= 0 olduğu açık-
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tır. Ayrıca, Lemma 3.1’den,∥∥P βm
m (π1)− π1

∥∥
ρ

= sup
(t,s)∈D

∣∣∣∣ tβm
(1 + t2 + s2) (1− βm)

∣∣∣∣
≤ sup

(t,s)∈D

tβm
(1 + t2) (1− βm)

≤ βm
2 (1− βm)

olup, limm→∞ βm = 0 olduğu dikkate alınarak,

lim
m→∞

∥∥P βm
m (π1)− π1

∥∥
ρ

= 0

bulunur ve benzer şekilde,

lim
m→∞

∥∥P βm
m (π2)− π2

∥∥
ρ

= 0

elde edilir. Son olarak, Lemma 3.1’den,∥∥P βm
m

(
π21 + π22

)
−
(
π21 + π22

)∥∥
ρ

= sup
(t,s)∈D

∣∣∣ t2+s2

(1−βm)2
+ t+s

m(1−βm)3
− (t2 + s2)

∣∣∣
1 + t2 + s2

≤ sup
(t,s)∈D

∣∣∣∣2βm − β2m(1− βm)2
t2 + s2

1 + t2 + s2
+

1

m (1− βm)3

(
t

1 + t2
+

s

1 + s2

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣2βm − β2m(1− βm)2
+

1

m (1− βm)3

∣∣∣∣
olacağından,

lim
m→∞

∥∥P βm
m

(
π21 + π22

)
−
(
π21 + π22

)∥∥
ρ

= 0

sonucuna ulaşılır. Böylece, ispat tamamlanır.

4.3 Lipschitz ve Lipschitz Tipten Sınıflardaki Fonksiyonlara

Yaklaşım

Szász (1950); ρ, 0 < ρ ≤ 1 koşulunu sağlayan bir sabit ve M > 0 bir sabit olmak

üzere,

|f (t)− f (s)| <M |s− t|ρ

(t+ s)ρ/2
, 0 < t < s <∞, (4.3)

Lipschitz tipten koşulu sağlayan f fonksiyonlarıiçin Szász-Mirakjan operatörleri ile

yaklaşımın hatasıiçin bir üst sınır vermi̧stir. (1.9) ile verilen Dβm,m ∈ N, modifiye
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Jain operatörlerinin Kantorovich tipten genelleştirmesi için benzer sonuç, Agratini

ve Doğru (2021) tarafından elde edilmi̧stir.

Bu kısımda, (4.3) ile verilen Lipschitz tipten koşulun, iki deği̧skenli fonksiyonlar

için, yeni bir tanımıyapılarak bu koşulu sağlayan fonksiyonlara iki deği̧skenli Jain

operatörlerinin dizisi ile yaklaşımdaki hata için bir üst sınır verilecektir. Aslında,

iki deği̧skenli fonksiyonlar için Lipschitz tipten bir koşul, Euclid normu kullanılarak,

Özarslan ve Aktuğlu (2013) tarafından verilmi̧stir. Ancak, bu tanım, bu çalı̧smada

kullanılacak olan iki deği̧skenli Lipschitz sürekli fonksiyon tanımı ile uyumlu ol-

madı̆gıiçin, yeni bir tanıma gereksinim duyulmuştur.

Ayrıca, her bir Dβm modifiye Jain operatörünün iki deği̧skenli geni̧slemesinin, Lip-

schitz sürekli fonksiyonun sabitini ve derecesini koruduğu gösterilecektir. Bâzıtek

ve çok deği̧skenli pozitif lineer operatörler için bu doğrultuda elde edilen sonuçları

içeren birkaç önemli çalı̧smaya örnek olarak; (Lindvall 1982), (Brown vd. 1987) ve

(Cao vd. 2005) verilebilir.

Çalı̧smada; herhangi bir u = (t, s) ∈ R2 için, R2 uzayındaki l1-normu (veya 1-norm)

‖u‖
1

:= |t|+ |s| olmak üzere, aşağıdaki tanım kullanılacaktır:

Tanım 4.1 f ∈ A ⊆ R2 → R olsun. Eğer, her u = (t, s) ,v = (τ , σ) ∈ A\ {(0, 0)}

için

|f (u)− f (v)| ≤ M |t− τ |µ + |s− σ|µ

(|τ |+ |σ|+ |t|+ |s|)µ/2
=M

‖(u− v)µ‖
1(

‖u‖
1

+ ‖v‖
1

)µ/2 (4.4)

olacak şekilde birM > 0 sabiti var ise, f fonksiyonu, A üzerinde, derecesi µ, µ ∈

(0, 1], olan Lipschitz tipten koşulu sağlar, denilecektir (Akçay ve Başcanbaz-Tunca

2022b).

Çalı̧smada, (4.4) Lipschitz tipten koşulu sağlayan fonksiyonların sınıfıLip1M (µ,A)

ile gösterilecektir. β üzerindeki uygun koşullar ile f ∈ Lip1M (µ,D) fonksiyonlarına,

iki deği̧skenli Jain operatörleri ile yaklaşımın oranıiçin üst sınır, aşağıdaki teoremde

verilmektedir.
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Teorem 4.5 f ∈ Lip1M (µ,D) ise her (t, s) ∈ D\ {(0, 0)} için∣∣P β
m(f ; t, s)− f(t, s)

∣∣
≤ M

(t+ s)µ/2

[(
P β
m

(
(π1 − 1t)2 ; t, s

))µ/2
+
(
P β
m

(
(π2 − 1s)2 ; t, s

))µ/2]
(4.5)

eşitsizliği gerçeklenir (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).

İspat. f ∈ Lip1M (µ,D) ve (t, s) ∈ D\ {(0, 0)} olsun. 0 < µ ≤ 1 için; (3.1) ve (3.2)

kullanılarak, P β
m operatörünün pozitif ve lineerliğinden∣∣P β

m(f ; t, s)− f(t, s)
∣∣

≤ P β
m (|f(τ , σ)− f(t, s)| ; t, s)

=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms)

∣∣∣∣f ( km,
l

m

)
− f (t, s)

∣∣∣∣
≤ M

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms)

[∣∣ k
m
− t
∣∣µ +

∣∣ l
m
− s
∣∣µ(

k
m

+ l
m

+ t+ s
)µ/2

]

≤ M
(t+ s)µ/2

[
P β
m,1 (|e1 − e0t|µ ; t) + P β

m,1 (|e1 − e0s|µ ; s)
]
,

elde edilir. Burada, P β
m,1, m ∈ N, (1.4) ile verilen tek deği̧skenli Jain operatörleridir.

Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafında, p = 2
µ
ve q = 2

2−µ eşlenik çifti için Hölder

eşitsizliği uygulanarak, (t, s) ∈ D\ {(0, 0)} için∣∣P β
m(f ; t, s)− f(t, s)

∣∣
≤ M

(t+ s)µ/2

[(
P β
m,1

(
(e1 − e0t)2 ; t

))µ/2
+
(
P β
m,1

(
(e1 − e0s)2 ; s

))µ/2]
=

M
(t+ s)µ/2

[(
β2t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3

)µ/2
+

(
β2s2

(1− β)2
+

s

m (1− β)3

)µ/2]
bulunur, Lemma 3.2’den (4.5) elde edilir. Böylece, ispat tamamlanır.

Benzer şekilde, Tanım (2.3) ile verilen LipM (γ,D) sınıfından olan fonksiyonlara

yaklaşımın oranıiçin bir üst sınır, aşağıda verilmektedir.

Teorem 4.6 f ∈ LipM (γ,D) ise her (t, s) ∈ D için∣∣P β
m(f ; t, s)− f(t, s)

∣∣ ≤M [(
P β
m

(
(π1 − 1t)2 ; t, s

)) γ
2 +

(
P β
m

(
(π2 − 1s)2 ; t, s

)) γ
2

]
(4.6)

eşitsizliği gerçeklenir (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).
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İspat. P βm
m operatörlerinin tanımından (t, s) = (0, 0) için eşitlik sağlanır. P βm

m operatörlerinin

pozitif ve lineerliği ile (3.2) kullanılarak, f ∈ LipM(γ,D) olduğu ve (1.3) dikkate

alınarak, her (t, s) ∈ D için

∣∣P β
m(f ; t, s)− f(t, s)

∣∣
≤ P β

m (|f(τ , σ)− f(t, s)| ; t, s)

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms)

∣∣∣∣f ( km,
l

m

)
− f (t, s)

∣∣∣∣
≤ M

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mt)wβ (l,ms)

{∣∣∣∣ km − t
∣∣∣∣γ +

∣∣∣∣ lm − s
∣∣∣∣γ}

= M
∞∑
k=0

wβ(k,mt)

∣∣∣∣ km − t
∣∣∣∣γ +M

∞∑
l=0

wβ (l,ms)

∣∣∣∣ lm − s
∣∣∣∣γ (4.7)

elde edilir. p = 2
γ
ve q = 2

2−γ eşlenik çifti için yukarıdaki her bir toplama Hölder

eşitsizliği uygulanarak,

∣∣P β
m(f ; t, s)− f(t, s)

∣∣
≤ M


( ∞∑
k=0

wβ(k,mt)

(
k

m
− t
)2) γ

2

+

( ∞∑
l=0

wβ (l,ms)

(
l

m
− s
)2) γ

2


= M

{(
P β
m,1 (e1 − e0t)2

) γ
2

+
(
P β
m,1 (e1 − e0s)2

) γ
2

}
= M

{(
β2t2

(1− β)2
+

t

m (1− β)3

) γ
2

+

(
β2s2

(1− β)2
+

s

m (1− β)3

) γ
2

}

sonucuna ulaşılır. Burada, P β
m,1 tek deği̧skenli Jain operatörüdür. Böylece, Lemma

3.2 dikkate alınarak, (4.6) elde edilir ve ispat tamamlanır.

Uyarı4.1 βm; 0 ≤ βm < 1 ve limm→∞ βm = 0 koşulunu sağlayan bir dizi olsun.

f ∈ Lip1M (µ,D) veya f ∈ LipM (γ,D) için, sırasıyla, D\ {(0, 0)} veya D kümeleri

üzerinde aşağıdaki yaklaşım gerçeklenir:

lim
m→∞

P βm
m (f ; t, s) = f(t, s).
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5. ŞEKİL ÖZELLİKLERİ

5.1 Süreklilik Modülünün Korunması

Li (2000); Bernstein polinomlarının, süreklilik modülü fonksiyonunun özelliklerini

koruduğunu göstermi̧stir. Tensör çarpım olmayan çok deği̧skenli Baskakov oper-

atörleri için benzer sonuç, (Cao vd. 2005) tarafından elde edilmi̧stir. İki deği̧skenli

Cheney-Sharma operatörleri için benzer sonuç, (Başcanbaz-Tunca vd. 2018) tarafın-

dan elde edilmi̧stir.

Bu kısımda, (3.1) ile verilen P β
m, m ∈ N, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin, süreklilik

modülünün özelliklerini koruduğu gösterilecektir.

Teorem 5.1 ω bir süreklilik modülü ise her bir m ∈ N için P β
m(ω) de bir süreklilik

modülüdür (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

İspat. (t, s),(τ , σ) ∈ D ve (t, s) ≤ (τ , σ) olsun. Bu durumda, (3.1) tanımından

P β
m(ω; τ , σ) (5.1)

=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

mτ(mτ + iβ)i−1

i!
e−(mτ+iβ)

mσ(mσ + jβ)j−1

j!
e−(mσ+jβ)ω

(
i

m
,
j

m

)
yazılabilir. (2.2) formülünde; u = mt, v = m (τ − t) , m = i ve q = k alınarak

mτ(mτ + iβ)i−1 =
i∑

k=0

(
i

k

)
mt(mt+ kβ)k−1m(τ − t)[m(τ − t) + (i− k)β]i−k−1

yazılabilir. Benzer şekilde, u = ms, v = m (σ − s) , m = j ve q = l alınarak

mσ(mσ + jβ)j−1 =

j∑
l=0

(
j

l

)
ms(ms+ lβ)l−1m(σ − s)[m(σ − s) + (j − l)β]j−l−1

elde edilir. Yukarıdaki ifadeler (5.1)’de kullanılarak P β
m(ω; τ , σ)

P β
m(ω; τ , σ)

=

∞∑
i=0

∞∑
j=0

i∑
k=0

j∑
l=0

(
i

k

)
1

i!
mt(mt+ kβ)k−1m(τ − t)[m(τ − t) + (i− k)β]i−k−1e−(mτ+iβ)

×
(
j

l

)
1

j!
ms(ms+ lβ)l−1m(σ − s)[m(σ − s) + (j − l)β]j−l−1e−(mσ+jβ)ω

(
i

m
,
j

m

)
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olarak yazılabilir. Yukarıdaki toplamların sırasıdeği̧stirilerek ve elde edilen sonuçta;

i− k = p ve j − l = r alınarak

(5.2)

P β
m(ω; τ , σ)

=

∞∑
k=0

∞∑
i=k

∞∑
l=0

∞∑
j=l

mt(mt+ kβ)k−1

k!

m(τ − t)[m(τ − t) + (i− k)β]i−k−1

(i− k)!
e−(mτ+iβ)

×ms(ms+ lβ)l−1

l!

m(σ − s)[m(σ − s) + (j − l)β]j−l−1

(j − l)! e−(mσ+jβ)ω

(
i

m
,
j

m

)
=

∞∑
k=0

∞∑
p=0

∞∑
l=0

∞∑
r=0

mt(mt+ kβ)k−1

k!

m(τ − t)[m(τ − t) + pβ]p−1

p!
e−[mτ+(k+p)β)]

×ms(ms+ lβ)l−1

l!

m(σ − s)[m(σ − s) + rβ]r−1

r!
e−[mσ+(l+r)β)]ω

(
k + p

m
,
l + r

m

)

sonucuna ulaşılır. Diğer taraftan, P β
m(ω; t, s)

P β
m(ω; t, s)

=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

mt(mt+ kβ)

k!

k−1
e−[m(τ+t−τ)+kβ]

ms(ms+ lβ)

l!

l−1
e−[m(σ+s−σ)+lβ]ω

(
k

m
,
l

m

)

şeklinde yazılabilir. Burada, (1.2) ve (1.3) formüllerinden,

em(τ−t) =
∞∑
p=0

m(τ − t) [m(τ − t) + pβ]p−1

p!
e−pβ

ve

em(σ−s) =
∞∑
r=0

m(σ − s) [m(σ − s) + rβ]r−1

r!
e−rβ

olduğu açıktır. Yukarıdaki ifadeler son formülde yerine koyularak

P β
m(ω; t, s) (5.3)

=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

∞∑
p=0

∞∑
r=0

mt(mt+ kβ)k−1

k!

m(τ − t)[m(τ − t) + pβ]p−1

p!
e−[mτ+(k+p)β]

×ms(ms+ lβ)l−1

l!

m(σ − s)[m(σ − s) + rβ]r−1

r!
e−[mσ+(l+r)β]ω

(
k

m
,
l

m

)
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elde edilir. (5.2) formülünden (5.3) çıkarılarak

P β
m(ω; τ , σ)− P β

m(ω; t, s) (5.4)

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

∞∑
p=0

∞∑
r=0

mt(mt+ kβ)k−1

k!

m(τ − t)[m(τ − t) + pβ]p−1

p!
e−[mτ+(k+p)β]

×ms(ms+ lβ)l−1

l!

m(σ − s)[m(σ − s) + rβ]r−1

r!
e−[mσ+(l+r)β]

×
{
ω

(
k + p

m
,
l + r

m

)
− ω

(
k

m
,
l

m

)}
bulunur. (5.4) formülünde, ω süreklilik modülünün fonksiyonunun alt-toplamsallık

özelliği kullanılarak

P β
m(ω; τ , σ)− P β

m(ω; t, s)

≤ emt
∞∑
p=0

m(τ − t)[m(τ − t) + pβ]p−1

p!
e−(mτ+pβ)

×ems
∞∑
r=0

m(σ − s)[m(σ − s) + rβ]r−1

r!
e−(mσ+rβ)ω

( p
m
,
r

m

)
=

∞∑
p=0

∞∑
r=0

wβ(p,m(τ − t))wβ (r,m(σ − s))ω
( p
m
,
r

m

)
= P β

m(ω; τ − t, σ − s)

sonucuna ulaşılır. Burada, wβ, (1.2) ifadesinde verilen fonksiyondur. Bu sonuç,

P β
m(ω) operatörünün alt-toplamsal olduğunu gösterir. ω süreklilik modülü fonksiy-

onu azalmayan olduğundan, (5.4) formülünden, (τ , σ)≥ (t, s) iken

P β
m(ω; τ , σ) ≥ P β

m(ω; t, s)

eşitsizliği elde edilir. Böylece, P β
m(ω) azalmayandır. P β

m(ω) operatörlerinin tanımın-

dan ve süreklilik modülünün (i) koşulundan

P β
m(ω; 0, 0) = ω(0, 0) = 0

bulunur. Sonuç olarak, her bir m ∈ N için P β
m(ω) bir süreklilik modülüdür.

Bu teoremde, β = 0 durumu, iki deği̧skenli Szász-Mirakjan operatörleri için Olgun

(2012) çalı̧smasında elde edilen sonucu verir.
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5.2 Lipschitz Sınıfının Korunması

Bu kesimde, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin argümanlarıyla Lipschitz sınıfınıko-

rumak için, (1.7) formülü ile verilen Dβm operatörlerinin aşağıdaki iki deği̧skenli du-

ruma geni̧slemesi dikkate alınacaktır: f ∈ CB (D) , m ∈ N ve wβ, 0 ≤ β < 1, (1.2)

ile verilen fonksiyon ve u(x) = (1− β)x, x ≥ 0, olmak üzere,

Dβm (f ; t, s) :=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

wβ(k,mu (t))wβ (l,mu (s)) f

(
k

m
,
l

m

)
, (t, s)∈D\ {(0, 0)} ,

(5.5)

ve Dβm (f ; 0, 0) := f (0, 0), olarak tanımlanan Dβm operatörlerinin pozitif ve lineer

olduğu açıktır.

Lemma 5.1 Dβm, m ∈ N, operatörleri için

Dβm (1; t, s) = 1 ve Dβm (πi; t, s) = πi (t, s) , i = 1, 2.

gerçeklenir.

İspat. İspat, Lemma (3.1), (1.8) ve Dβm operatörlerinin (5.5) ile verilen tanımından,

açıktır.

Aşağıda, Dβm, m ∈ N, operatörlerinin Lipschitz sürekli fonksiyonların sabitini ve

derecesini koruduğu gösterilmektedir:

Teorem 5.2 f ∈ LipM(γ,D) ise her bir m ∈ N için Dβm(f) ∈ LipM(γ,D) olur

(Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).

İspat. (t, s),(τ , σ) ∈ D ve (t, s)≤(τ , σ) olsun. Bu durumda, (5.5) ile verilen

Dβm operatörlerinin tanımından, Dβm(f ; τ , σ) − Dβm(f ; t, s) farkı; (5.4) formülünde;

t, s ve τ , σ; sırasıyla, (1− β) t, (1− β) s ve (1− β) τ , (1− β)σ ile deği̧stirilerek,
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aşağıdaki ifadeye ulaşılır:

∣∣Dβm(f ; τ , σ)−Dβm(f ; t, s)
∣∣

≤ M
∞∑
k=0

∞∑
l=0

∞∑
p=0

∞∑
r=0

m (1− β) t [m (1− β) t+ kβ]k−1

k!

×m (1− β) (τ − t)[m (1− β) (τ − t) + pβ]p−1

p!

×m (1− β) s [m (1− β) s+ lβ]l−1

l!

×m (1− β) (σ − s)[m (1− β) (σ − s) + rβ]r−1

r!

×e−[m(1−β)τ+(k+p)β]e−[m(1−β)σ+(l+r)β]
∣∣∣∣f (k + p

m
,
l + r

m

)
− f

(
k

m
,
l

m

)∣∣∣∣ .
f ∈ LipM(γ,D) olduğundan, yukarıdaki ifade

∣∣Dβm(f ; τ , σ)−Dβm(f ; t, s)
∣∣

≤ M
∞∑
k=0

m (1− β) t [m (1− β) t+ kβ]k−1

k!
e−kβ

×
∞∑
p=0

m (1− β) (τ − t)[m (1− β) (τ − t) + pβ]p−1

p!
e−[m(1−β)τ+pβ]

×
∞∑
l=0

m (1− β) s [m (1− β) s+ lβ]l−1

l!
e−lβ

×
∞∑
r=0

m (1− β) (σ − s)[m (1− β) (σ − s) + rβ]r−1

r!
e−[m(1−β)σ+rβ]

×
[( p
m

)γ
+
( r
m

)γ]

formuna indirgenir. (1.2) ve (1.3) formüllerinden aşağıdaki gösterimler yazılabilir:

em(1−β)t =
∞∑
k=0

m (1− β) t [m (1− β) t+ kβ]k−1

k!
e−kβ,

em(1−β)s =
∞∑
l=0

m (1− β) s [m (1− β) s+ lβ]l−1

l!
e−lβ.
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Bu gösterimler, bir önceki formülde kullanılarak, (1.3)’den

∣∣Dβm(f ; τ , σ)−Dβm(f ; t, s)
∣∣

≤ M
∞∑
p=0

∞∑
r=0

wβ(p,m (1− β) (τ − t))wβ(r,m (1− β) (σ − s))
[( p
m

)γ
+
( r
m

)γ]
= M

[ ∞∑
p=0

wβ(p,m (1− β) (τ − t))
( p
m

)γ
+
∞∑
r=0

wβ(r,m (1− β) (σ − s))
( r
m

)γ]
= M

[
Dβm,1(eγ; τ − t) +Dβm,1(eγ;σ − s)

]
(5.6)

sonuca ulaşılır. Şimdi, (5.6) ifadesinde her bir toplama, q−1 + (q′)−1 = 1 koşulunu

sağlayacak şekildeki q = 1
γ
ve q′ = 1

1−γ , 0 < γ < 1 eşlenik çiftleri alınarak, Hölder

eşitsizliği uygulanıp (1.8) dikkate alınırsa

∣∣Dβm(f ; τ , σ)−Dβm(f ; t, s)
∣∣

≤ M
[(
Dβm,1(e1; τ − t)

)γ
+
(
Dβm,1(e1;σ − s)

)γ]
= M [(τ − t)γ + (σ − s)γ]

bulunur. Buradaki Dβm,1, (1.7) ile verilen tek deği̧skenli, modifiye Jain operatör-

leridir. Benzer şekilde, aynısonuç (t, s) ≥ (τ , σ) durumu için elde edilir. Eğer t ≥ τ ,

s ≤ σ ise

∣∣Dβm(f ; τ , σ)−Dβm(f ; t, s)
∣∣ ≤ ∣∣Dβm(f ; t, s)−Dβm(f ; τ , s)

∣∣
+
∣∣Dβm(f ; τ , s)−Dβm(f ; τ , σ)

∣∣
≤ M [(τ − t)γ + (σ − s)γ]

yazılabilir. Son olarak, t ≤ τ , s ≥ σ durumu için de benzer i̧slemler yapılarak,

istenen sonuç elde edilir. γ = 1 durumu için sonuç açıktır. Böylece ispat tamamlanır.

Teoremde β = 0 durumu; iki deği̧skenli Szász-Mirakjan operatörleri için Olgun

(2012) tarafından elde edilen benzer sonucu vermektedir.
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6. İKİ DEĞİŞKENLİ JAIN OPERATÖRLERİNİN DİZİSİNİN

MONOTONLUĞU

Bernstein polinomlarının dizisi, konveks fonksiyon altında artmayandır (bkz. Teo-

rem 1.2). Cheney ve Sharma (1964); [0,∞) üzerinde konveks bir f fonksiyonu

için, P 0m,1 (f) Szász-Mirakjan operatörlerinin ve Meyer-König ve Zeller operatör-

lerinin dizilerinin artmayan olduğunu göstermi̧stir. İki deği̧skenli Baskakov operatör-

lerinin dizisinin konveks fonksiyon altında monotonluğu, Cao vd. (2005) tarafından,

iki deği̧skenli Bernstein tipten operatörler için benzer sonuç, Başcanbaz-Tunca vd.

(2018) tarafından ve Jain-Schurer operatörlerinin dizisinin, konveks ve azalmayan

fonksiyon altında, artmayan olduğu Çetin ve Başcanbaz-Tunca (2020) tarafından

gösterilmi̧stir. Bu kısımda m ∈ N için P β
m (f) iki deği̧skenli Jain operatörlerinin

dizisinin konveks fonksiyon altında monotonluğu incelenecektir.

Teorem 6.1 f ∈ CB (D) fonksiyonu konveks ise P β
m (f), m’ye göre artmayandır

(Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

İspat. P β
m operatörünün (3.1) ile verilen tanımından, (t, s) ∈ D\ {(0, 0)} için

P β
m (f ; t, s)− P β

m+1 (f ; t, s)

= etes
∞∑
k=0

∞∑
l=0

mt (mt+ kβ)k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

ms (ms+ lβ)l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m
,
l

m

)
−
∞∑
k=0

∞∑
l=0

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

×(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)

yazılabilir. (1.2) ve (1.3) formüllerinden, et ve es aşağıdaki şekilde ifade edilebilir:

et =

∞∑
r=0

t (t+ rβ)r−1

r!
e−rβ, es =

∞∑
p=0

s (s+ pβ)p−1

p!
e−pβ.
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Yukarıdaki ifadeler son formülde kullanılarak

P β
m (f ; t, s)− P β

m+1 (f ; t, s)

=

∞∑
r=0

∞∑
p=0

∞∑
k=0

∞∑
l=0

t (t+ rβ)r−1

r!
e−rβ

mt (mt+ kβ)k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

× s (s+ pβ)p−1

p!
e−pβ

ms (ms+ lβ)l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m
,
l

m

)
−
∞∑
k=0

∞∑
l=0

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

× (m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)

elde edilir. k ile k − r ve l ile l − p deği̧stirilerek, son formül

P β
m (f ; t, s)− P β

m+1 (f ; t, s)

=
∞∑
r=0

∞∑
p=0

∞∑
k=r

∞∑
l=p

t (t+ rβ)r−1

r!
e−rβ

mt [mt+ (k − r) β]k−r−1

(k − r)! e−[(m+1)t+(k−r)β]

×s (s+ pβ)p−1

p!
e−pβ

ms [ms+ (l − p) β]l−p−1

(l − p)! e−[(m+1)s+(l−p)β]f

(
k − r
m

,
l − p
m

)
−
∞∑
k=0

∞∑
l=0

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

×(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)

şeklinde ifade edilebilir. Burada, toplamların sırasıdeği̧stirilerek,

P β
m (f ; t, s)− P β

m+1 (f ; t, s)

=

∞∑
k=0

k∑
r=0

∞∑
l=0

l∑
p=0

t (t+ rβ)r−1

r!

mt [mt+ (k − r) β]k−r−1

(k − r)! e−[(m+1)t+kβ]

× s (s+ pβ)p−1

p!

ms [ms+ (l − p) β]l−p−1

(l − p)! e−[(m+1)s+lβ]f

(
k − r
m

,
l − p
m

)
−
∞∑
k=0

∞∑
l=0

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!
e−[(m+1)t+kβ]

× (m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
e−[(m+1)s+lβ]f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)
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bulunur. Yukarıdaki formül, daha açık bir ifade ile

P β
m (f ; t, s)− P β

m+1 (f ; t, s)

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

e−[(m+1)t+kβ]e−[(m+1)s+lβ]

×
{

k∑
r=0

l∑
p=0

mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

r! (k − r)!

×ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

p! (l − p)! f
( r
m
,
p

m

)
−(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)}
= e−(m+1)(t+s) [f (0, 0)− f (0, 0)]

+e−(m+1)s
∞∑
k=1

e−[(m+1)t+kβ]

×
{

k∑
r=0

mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

r! (k − r)! f
( r
m
, 0
)

−(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

k!
f

(
k

m+ 1
, 0

)}

+e−(m+1)t
∞∑
l=1

e−[(m+1)s+lβ]

×
{

l∑
p=0

ms (ms+ pβ)p−1

p!

s [s+ (l − p) β]l−p−1

(l − p)! f
(

0,
p

m

)
−(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

l!
f

(
0,

l

m+ 1

)}

+
∞∑
k=1

∞∑
l=1

e−[(m+1)t+kβ]e−[(m+1)s+lβ]

×
{

k∑
r=0

l∑
p=0

mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

r! (k − r)!

×ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

p! (l − p)! f
( r
m
,
p

m

)
−(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1 (m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

k!l!
f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)}
= I1 + I2 + I3
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olarak düzenlenebilir. Burada, wβ, (1.2) ile verilen formül olmak üzere, I1, I2 ve I3

aşağıdaki gibidir:

I1 : = e−(m+1)s
∞∑
k=1

wβ (k, (m+ 1) t)

×
{

k∑
r=0

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1
f
( r
m
, 0
)
− f

(
k

m+ 1
, 0

)}
,

I2 : = e−(m+1)t
∞∑
l=1

wβ (l, (m+ 1) s)

×
{

l∑
p=0

(
l

p

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
f
(

0,
p

m

)
− f

(
0,

l

m+ 1

)}

ve

I3 : =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

wβ (k, (m+ 1) t)wβ (l, (m+ 1) s)

×
{

k∑
r=0

l∑
p=0

(
k

r

)(
l

p

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

×ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
f
( r
m
,
p

m

)
− f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)}
.

Şimdi, I1, I2 ve I3 ifadelerinin negatif olmadı̆gıgösterilmelidir.

I1 için,

αr :=

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1
≥ 0 (6.1)

ve r = 0, 1, . . . , k olmak üzere, f fonksiyonunun bağımsız deği̧skenleri olarak

( r
m
, 0
)
∈ D

noktaları alınsın. Aynı zamanda, (2.2) formülünde u = mt, v = t, m = k ve

q = r alınırsa

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1 =

k∑
r=0

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

bulunur ve buradan,
k∑
r=0

αr = 1
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sağlanır. Diğer taraftan, vektörlerin toplama ve skaler ile çarpma özelliklerinden,

k∑
r=0

αr

( r
m
, 0
)

=

(
k∑
r=1

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1
r

m
, 0

)

=

(
k−1∑
r=0

(
k − 1

r

)
kmt (mt+ β + rβ)r t [t+ (k − r − 1) β]k−r−2

m (m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1
, 0

)

=

(
k

m+ 1

k−1∑
r=0

(
k − 1

r

)
(mt+ β + rβ)r t [t+ (k − r − 1) β]k−r−2

[(m+ 1) t+ kβ]k−1
, 0

)

=

(
k

m+ 1
, 0

)
olduğu görülür. Burada, u = mt + β, v = t, q = r ve m = k − 1 alınarak, (2.1)

formülü kullanılmı̧stır:

[(m+ 1) t+ kβ]k−1 =
k−1∑
r=0

(
k − 1

r

)
(mt+ β + rβ)r t [t+ (k − r − 1) β]k−r−2 .

Böylece, f fonksiyonunun konveksliğinden

k∑
r=0

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1
f
( r
m
, 0
)
≥ f

(
k

m+ 1
, 0

)
elde edilir ve I1 ≥ 0 sonucuna ulaşılır.

I2 ≥ 0 için, benzer şekilde

γp =

(
l

p

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
≥ 0 (6.2)

ve p = 0, 1, . . . , l için (
0,
p

m

)
∈ D

alınıp, (2.2) formülünde u = ms, v = s, m = l ve q = p alınarak

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1 =
l∑

p=0

(
l

p

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

ifadesi yazılabilir. Buradan,
l∑

p=0

γp = 1
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olur. Yukarıdaki i̧slemlere benzer şekilde

l∑
p=0

γp

(
0,
p

m

)
=

(
0,

l∑
p=0

(
l

p

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
p

m

)

=

(
0,

l−1∑
p=0

(
l − 1

p

)
kms (ms+ β + pβ)p s [s+ (l − p− 1) β]l−p−2

m (m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

)

=

(
0,

l

m+ 1

l−1∑
p=0

(
l − 1

p

)
(ms+ β + pβ)p s [s+ (l − p− 1) β]l−p−2

[(m+ 1) s+ lβ]l−1

)

=

(
0,

l

m+ 1

)

elde edilir. Burada, u = ms+ β, v = s, q = p ve m = l− 1, alınarak (2.1), formülü

kullanılmı̧stır:

[(m+ 1) s+ lβ]l−1 =
l−1∑
p=0

(
l − 1

p

)
(ms+ β + pβ)p s [s+ (l − p− 1) β]l−p−2 .

f fonksiyonunun konveksliğinden

l∑
p=0

(
l

p

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
f
(

0,
p

m

)
≥ f

(
0,

l

m+ 1

)

elde edilir ve I2 ≥ 0 sonucuna ulaşılır.

Son olarak, I3 için, αr ve γp, sırasıile, (6.1) ve (6.2) formülleri ile verilen ifadeler

olmak üzere,

k∑
r=0

(
αr

l∑
p=0

γp

)
= 1

olacak şekilde

αr

l∑
p=0

γp ≥ 0, r = 0, 1, . . . , k
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negatif olmayan sabitler ve
(
r
m
, p
m

)
∈ D noktaları için, f fonksiyonunun konveks-

liğinden,

k∑
r=0

(
k

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

×
l∑

p=0

(
l

r

)
ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1
f
( r
m
,
p

m

)
≥ f

(
k∑
r=0

l∑
p=0

(
k

r

)(
l

r

)
mt (mt+ rβ)r−1 t [t+ (k − r) β]k−r−1

(m+ 1) t [(m+ 1) t+ kβ]k−1

×ms (ms+ pβ)p−1 s [s+ (l − p) β]l−p−1

(m+ 1) s [(m+ 1) s+ lβ]l−1

( r
m
,
p

m

))

= f

(
k

m+ 1
,

l

m+ 1

)
sonucuna ulaşılır. Buradan, I3 ≥ 0 elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Consul ve Jain (1972); 0 < α <∞ ve |β| < 1 olmak üzere,

ωβ (k, α) :=
α (α + kβ)k−1

k!
e−(α+kβ), k = 0, 1, 2, ...,

şeklinde, Genelleştirilmi̧s Poisson dağılımınıinşâ etmi̧stir. Genelleştirilmi̧s Poisson

dağılımının, istatistiksel hesaplamalar açısından avantajlıve birçok farklıveri türüne

çok iyi bir uyum sağladı̆gınıgöstermi̧slerdir.

Jain (1972); ωβ (k, α) formülünde; 0 ≤ β < 1, α = mt, t > 0, alarak,

P β
m,1 (f ; t) := P [β]m (f ; t) =


∞∑
k=0

ωβ(k,mt)f
(
k
n

)
, t > 0, m ∈ N,

f (0) t = 0,

Jain operatörlerini, seriyi yakınsak yapacak şekildeki f ∈ C [0,∞) fonksiyonlarıiçin,

tanımlamı̧stır.

Bu tezde, pozitif lineer Jain operatörlerinin iki deği̧skenli geni̧slemesi tanımlanarak,

bâzı yaklaşım ve şekil koruma özellikleri incelenmi̧stir. Szász-Mirakjan operatör-

lerinin "[0,∞) aralı̆gındaki konveks fonksiyonlar altında m’ye göre artmayan" olma

özelliği (Cheney ve Sharma 1964), iki deği̧skenli Jain operatörleri için de araştırılmı̧stır

ve, benzer şekilde, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin de konveks fonksiyon altında

m’ye göre artmayan olduğu ispatlanmı̧stır. Li (2000), "ω bir süreklilik modülü ise

her bir m için Bm(ω) Bernstein operatörünün de bir süreklilik modülü" olduğunu

göstermi̧stir. Benzer sonuç, çok deği̧skenli Baskakov operatörleri için Cao vd. (2005)

tarafından elde edilmi̧stir. Bu çalı̧smada, "ω bir süreklilik modülü iken her birm için

P β
m (ω) iki deği̧skenli Jain operatörünün de bir süreklilik modülü" olduğu ispatlan-

mı̧stır. Ayrıca, iki deği̧skenli Jain operatörleri için, Voronovskaja tipten bir teorem

verilmi̧stir. Bahsedilen sonuçlar, "On Bivariate Jain Operators" başlıklımakalede

yayımlanmı̧stır (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022a).

Szász (1950), Lipschitz tipten bir sınıf tanımlamı̧stır ve bu sınıftan olan fonksiyonlara

Szász-Mirakjan operatörleri ile yaklaşımın oranıiçin bir üst sınır elde etmi̧stir. Bu

çalı̧smada, Szász’ın, bu sonucu, iki deği̧skenli Jain operatörleri için genelleştirilmesi

amaçlanarak, iki deği̧skenli fonksiyonlar için Lipschitz tipten bir sınıf tanımlanmı̧s ve
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bu sınıftan olan fonksiyonlara, iki deği̧skenli Jain operatörleri ile yaklaşımın hatası

için bir üst eşitsizlik elde edilmi̧stir. Ayrıca, benzer bir sonuç, klâsik Lipschitz

sınıfıiçin de elde edilmi̧stir. Doğru vd. (2016), tek deği̧skenli Jain operatörlerini,

lineer fonksiyonları koruyacak şekilde düzenlemi̧s ve çalı̧smı̧slardır. Bu tez çalı̧s-

masında, modifiye Jain operatörlerinin iki deği̧skenli duruma geni̧sletilmesinin, Lip-

schitz sınıfınıkoruduğu gösterilmi̧stir. Son olarak, iki deği̧skenli Jain operatörlerinin

dizisinin ağırlıklıuzaylarda düzgün yaklaşımı, Gadzhiev’in (1980) teorisi kullanılarak

çalı̧sılmı̧stır. Bahsedilen sonuçlar, "Approximation Properties of Bivariate Jain Ope-

rators" başlıklımakalede yayımlanmı̧stır (Akçay ve Başcanbaz-Tunca 2022b).

Jain operatörlerinin dayandı̆gı genelleştirilmi̧s Poisson dağılımı, yaşayan organiz-

malarla ilgili ölçümlerde, Poisson, binom ve negatif binom dağılımlarına göre daha

iyi sonuçlar verir. Örneğin; bakterileri, kan hücrelerini, böcekleri, hayvanları, kuşları

ve balıkları içeren çalı̧smalarda, ortak bir tehlikeye ya da bir düşmana saldırmak

veya kendini savunmak için kümelenme biçimi gibi psikolojik tepkilerin davranı̧slar

üzerindeki etkisi kolayca görselleştirebilir. Aynıetki, hayvanlar veya insanlar farklı

hastalıkların virüsleri tarafından saldırıya uğradı̆gında ve zamanla kan hücreleri bu

hastalıklara kaŗsıbir çeşit bağı̧sıklık geli̧stirdiğinde de gözlenebilir. Devamlıilaç veya

antibiyotik kullanımıda insanların kan hücrelerinde benzer bir davranı̧s yaratır ve bu

ilaçlar etkisiz hale geliyor gibi görünür. Haight (1967) tarafından sunulan, Biyoloji,

Ekoloji ve Tıp alanındaki sayısal çalı̧smalar, bu tür dağılımların tam olarak Poisson

dağılımıolmadı̆gınıgöstermi̧stir ve Poisson dağılımının çeşitli modifikasyonlarıveya

genelleştirmeleri ile açıklanmı̧stır. Sadece iki parametreye sahip olan ve varyansta

ortalamadan daha fazla deği̧siklik yapma kabiliyetine sahip olan genelleştirilmi̧s Pois-

son dağılımı, bu tür biyometrik çalı̧smalarda daha uygun bulunmuştur.

Daha genel bir bakı̧s açısıyla düşünülürse, yaklaşım teoriyi incelemek için; bilgisayar

hesaplamalarında, fonksiyonları temsil etme ihtiyacından, matematiğine ilgi duy-

maya kadar deği̧sen birçok sebep vardır. Yaklaşım teorinin bir kısmı son derece

özel ve soyut kavramlar olmasına rağmen, yaklaşım algoritmalarıçeşitli bilimlerde,

endüstriyel ve ticari alanlar gibi birçok alanda kullanılmaktadır. Nümerik analizde

ve matematiksel yazılımlarda çalı̧smak, bu soyut ve somut iki uç nokta arasındaki

ana bağlantılardan biri kabul edilebilir. Çünkü, çağımızda genel amaç, yaklaşım
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hesaplamalarıgibi fayda sağlayacak konularda, bilgisayar kullanıcılarına verimli pro-

gramlar sağlamaktır.

Ayrıca, genelleştirilmi̧s Poisson dağılımının, konvolüsyon özelliğini sağlamasısebe-

biyle, genelleştirilmi̧s Poisson dağılımına dayanan Jain operatörleri ve çeşitli modi-

fikasyonlarının, yaklaşım teorinin birçok alanında olduğu gibi, matematik, mühendis-

lik, tıp, istatistik olasılık, fizik, sinyal i̧sleme ve görüntü i̧sleme gibi birçok farklıalan

ile bağlantılar kurarak farklıuygulamalarda kullanılabileceği öngörülmektedir.
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of Jain operators. Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math., 66, no. 2, 279-288.
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Başcanbaz-Tunca, G., Erençin, A. and İnce, H. G. 2018. Bivariate Cheney-Sharma
operators on simplex. Hacet. J. Math. Stat. 47, no. 4, 793-804.

Bernstein, S. N. 1912. Démonstration du théorème de Weierstrass fondée sur le
calcul des probabilités. Comm. Soc. Math. Kharkow (2), 13, 1-2.

Bhardwaj, N., Deo, N. 2016. Quantitative estimates for generalized two dimensional
Baskakov operators. Korean J. Math., 24, no. 3, 335-344.
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