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Bu tez caligmasinda, Jain operatorlerinin iki degiskenli duruma genislemesi dikkate alin-
diizgiin yaklagim, Voronovskaja tipten bir teorem elde edilmistir. Ayrica, iki degigskenli
fonksiyonlar i¢in Lipschitz tipten bir simif tanimlanarak; bu siniftan olan fonksiyonlara yak-
lasimdaki hata icin bir iist sinir elde edilmistir. Benzer sonug, klasik Lipschitz simifindaki
fonksiyonlar icin de verilmigtir.

Diger taraftan, iki degigkenli Jain operatorlerinin bazi sekil koruma 6zellikleri ¢ahigilmigtir.
Buna gore; her bir operatoriin, iki degigkenli siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini korudugu
ve operatoriin modifiye formunun; Lipschitz siirekli fonksiyonun derecesi ve katsayisini
korudugu gosterilmistir.

Son olarak, iki degigskenli Jain operatorlerinin dizisinin, konveks fonksiyon altinda art-
mayan, oldugu gosterilmistir.
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gecmiste oldugu gibi gelecekte de beni mutlu etmeye devam edecektir. Nerede olur-
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malarima katkilarindan dolay1 degerli jiiri iiyeleri: Prof. Dr. Aysegiil ERENCIN,
Prof. Dr. Rabia AKTAS, Do¢. Dr. Canay AYKOL KOCAKUSAKLI ve Dog. Dr.
Didem AYDIN ARTI’ya tesekkiirlerimi sunarim.
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daha iyiye ve daha ileriye yonlendiren, her kogsulda arkamda duran sevgili aileme

sonsuz tesekkiir ederim.
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1. GIRIiS

Yaklagim teori; fonksiyonlara, daha basit fonksiyonlar kullanilarak yaklasilabilme
diisiincesi ile ilgilenir. Bu teoride, dikkate alinan fonksiyon kiimesinin, yaklagilmak
istenen fonksiyonlarin uzayinda yogunlugu aragtirilir. Yaklagim teorinin ilk sonuglar:
Fourier serilerinde goriilebilir. Bu teoride; Fourier serisinin, dikkate alinan fonksiy-
ona yakinsayip yakinsamadigi, yakinsiyor ise bunun nasil oldugu bilinmek istenir.
Yaklagim teorinin iki temel teoremi, Weierstrass (1885) tarafindan ispat edilmistir.
Cla, b], kapali [a,b] (—o0 < a,b < 00) aralig: iizerinde siirekli, reel degerli fonksiy-
onlarin uzayini ve II,,, derecesi en fazla m olan cebirsel polinomlarin uzayini goster-
mek iizere, Weierstrass yaklagim teoremlerinin cebirsel formu; cebirsel polinomlarin
Cla,b] uzaymda yogun, yani II,, = Cla,b], oldugunu soyler. Weierstrass teorem-
lerinin alternatif ispatlari, bircok yazar tarafindan yapilmigtir. Cebirsel formun
en etkili ispat1, Bernstein (1912) tarafindan yapilmigtir. Bu galigmada Bernstein,
f:]0,1] = R igin

m

B (f;t) :Zf(%) (Tg)tk(l—t)mk, meN, telo,1]

k=0
seklindeki operatorleri, binom dagilimina dayali olarak, inga etmis ve agsagidaki teo-

remi, olasilik yontemler ile ispat etmistir:
Teorem 1.1 f € C0,1] ise [0, 1] tizerinde

lim By, (f) = f

m—0o0

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Bernstein 1912).

Her bir Bernstein operatorii, derecesi m’yi ge¢gmeyen bir polinomdur. Bir V' li-
neer uzay iizerinde taniml olan L operatorii; her o, 5 € R ve her f,g € V i¢in
L(af +Bg) = aL(f) + BL(g) sartin saglarsa lineerdir ve her f € V, f > 0 igin
L (f) > 0 sartin saglarsa pozitiftir, denir. Yogunlugun gosterilmesi icin, Korovkin
teoremi veya Bohman-Korovkin teoremi olarak adlandirilan giiclii bir yontem; Bohman
(1952) ve Korovkin (1953) tarafindan ispatlanmigtir. Bu yonteme gore; pozitif li-

neer L,, operatorlerinin bir dizisinin f € C [a, b] fonksiyonuna [a, b] lizerinde diizgiin
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yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul; e, (t) :=t¥, v =10,1,2, t € [a,b], kuvvet
fonksiyonlar i¢in L, (e,) dizisinin e, fonksiyonuna [a, b] iizerinde diizgiin yakinsak
olmasidir. Bernstein polinomlarinin pozitif lineer oldugu acgiktir. Dolayisiyla, Weier-
strass teoremi, Korovkin teoreminden elde edilmektedir. Bir V' lineer uzay: {izerinde
tanmiml olan L operatorii ve v € NU{0} igin e, € V' olmak iizere, L (e,) degerlerine,
L operatoriin momentleri, denir.

Bernstein polinomlari, dikkate aliman bir f fonksiyonunun béz1 6zelliklerini korur
(Lorentz 1953). Oncelikle, bu dogrultudaki elde edilmis olan sonuclar icin gerekli
olan tanimlar, agagida verilmektedir:

I C [0, 00) bir aralik olsun.

Tanim 1.1 Bir I araliginda tanwmle olan bir f fonksiyonu; her ti,to € I ve her

0< A< 1 win

FOt+ (1 =N t2) KA (1) + (1 =N f (¢2)

egitsizligini saghyor ise I iizerinde konvekstir, denir (Phillips 2003).
Tanim 1.2 f: [ — R sirekli olsun. Eger her ty,ts € I i¢in bir M pozitif sayis,
[f(t) = ft)| S Mt =", 0<p<1,

egitsizliqi saglanacak sekilde bulunuyorsa, f; I dizerinde, derecesi j ve sabiti M olan
Lipschitz siirekli bir fonksiyondur, denir. I tizerinde, derecesi j ve sabiti M olan
Lipschitz siirekli fonksiyonlarin sinafy Lipy (p, I) ile gosterilir (DeVore ve Lorentz

1993).

Tanmim 1.3 w, 0 noktasini iceren [ araligl tizerinde tanimli, siirekli, reel degerli,
negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger her t, s € [ i¢in

i) limy g+ w(t) = w(0) =0,

i1) w (t) t'ye gore azalmayan, yani; ¢t > s i¢in w () > w(s),

i11) w (t) alt toplamsal, yani; w (t + s) < w () + w ()

kogullar1 saglaniyor ise w fonksiyonuna siireklilik modiilii, denir (Li 2000).

Bernstein polinomlar1 agagidaki teoremlerde belirtilen 6zelliklere sahiptirler:
2



Teorem 1.2 f fonksiyonu [0, 1] tizerinde konveks ise
By(fit) = B (f5t) 2 f (1), 0<t <1,
esitsizlikleri gergeklenir (Schoenberg 1959) ve (Arama 1960).

Teorem 1.3 f € Lipys (11, [0,1]) ise her bir m > 1i¢in B,,,(f) € Lipy (1, [0, 1]) gergeklenir
(Brown vd. 1987).

Teorem 1.4 w fonksiyonu, [0, 1] iizerinde bir siireklilik modiilii ise her bir m > 1

icin B,, (w) de [0, 1] iizerinde bir siireklilik modiiliidiir (Li 2000).

Bernstein polinomlarinin dizisi ile yaklagimin derecesinin o¢lgiilmesi icin giiclii bir

teknik, Voronovskaja tarafindan agagidaki sekilde verilmisgtir:

Teorem 1.5 [ fonksiyonu [0, 1] iizerinde smirh ve bir ¢ € [0,1] noktasimn bir

komgulugunda diferensiyellenebilir ve f” (¢) ikinci basamaktan tiirevi var ise

lim mlBo(f:t) — £ (0] = LD

m—00 2

gergeklenir (Voronovskaja 1932).

Bernstein operatorlerinin ingdsinda oldugu gibi; baz1 pozitif lineer operatorler, Olasilik
Teori’deki dagilimlara dayanilarak insa edilmislerdir. Ornegin, Mirakjan (1941),
Favard (1944) ve Szdsz (1950), birbirlerinden bagimsiz olarak, Poisson dagilimia

dayali olan

,meN, te|0,00) (1.1)

S (fi1) 1= e-mtg (%) (e

operatorlerini; (1.1) formiiliindeki seri, mutlak yakinsak olacak sekildeki tiim f :
[0,00) — R fonksiyonlar i¢in tanmmmlamiglardir. (1.1) ile verilen S,, operatorleri,
Favard-Szasz-Mirakjan veya cogunlukla Szasz-Mirakjan operatorleri olarak adlandiril-
maktadir. Bu operatorlerin pozitif ve lineer oldugu, aciktir. Szdsz-Mirakjan oper-
atorlerinin yaklagim ozellikleri bircok yazar tarafindan ¢alisilmigtir. Burada, sadece
Altomare ve Campiti'nin kitabina (1994) atif yapilacaktr.

Siirsiz aralikta pozitif lineer operator dizileri icin, agirlikhi uzaylarda Korovkin-

tipten bir teorem, Gadzhiev (1974) tarafindan elde edilmistir.
3



Cheney ve Sharma (1964); Szdsz-Mirakjan operatorlerinin, konveks fonksiyon al-

tinda artmayan oldugunu gostermislerdir:

Teorem 1.6 f fonksiyonu [0, c0) iizerinde konveks ise S,,(f;t) m’ye gore artmayandir

(Cheney ve Sharma 1964).

Khan ve Peters (1989), olasilik yontemler ile, Szdsz-Mirakjan operatorlerinin Lip-

schitz siifin1 korudugunu gostermislerdir:

Teorem 1.7 f € Lipy (1, [0,00)) ise her bir m > 1igin S,, (f) € Lipas (i, [0,00)) (Khan
ve Peters 1989).

Bir olasilik dagilimi; istatistiksel deneyin her bir sonucuna olasilik atayan bir fonksi-
yon olarak tanimlanir. Olasilik dagilimi ayrik veya siirekli olabilir, burada ayrik rast-
gele degiskende toplam olasilik farkl kiitle noktalarina tahsis edilirken, siirekli rast-
gele degiskende olasilik cesitli sinif araliklarinda dagitilir. Binom dagilimi, tekrar-
lanan sayida deneme olasiliginin g¢aligildigr bir dagilimdir. Diger taraftan, Pois-
son dagilimi, belirli bir zaman diliminde rastgele meydana gelen bagimsiz olaylarin
sayisini verir. Binom dagiliminda, sadece iki olasi sonug vardir; bagar1 veya bagarisi-
zlik. Aksine, Poisson dagilimi durumunda; sinirsiz sayida olasi sonug vardir.

Jain;

L3
wg (k, @) := Me*‘”km, O<a<oo, |fl<1, k=0,1,2,..., (1.2)
seklindeki Poisson tipten dagilim fonksiyonlarimi (bkz. Consul ve Jain 1972) kulla-

narak,
Zwlg (k,a) =1 (1.3)
k=0

oldugunu gostermistir. Buradan, 0 < g < 1 olmak tizere,

Zwﬁ(k‘,mt)f (%) , t>0, meN,
k=0

Py (f;t) = PU(fit) = (1.4)

f(0), t=20

seklindeki operatorleri, (1.4) formiiliindeki seri yakinsak olacak sekildeki f € C'[0, o), [0, 00)

{izerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlarm uzay1, i¢in tammlamigtir. P° |, m € N,

m,1
4



operatorleri pozitif ve lineerdir. Buradaki 5 parametresi m dogal sayisina bagh ola-
bilir ve 8 = 0 iken Pﬁl Jain operatorleri, Szasz-Mirakjan operatorlerine (Szdsz
1950), (Mirakjan 1941) indirgenmektedir; P),, = Sp. (1.4) ile verilen Jain oper-
atorlerinin ilk {ic momenti

P?fz,l (60,t> = 1,

Poylest) = ——,

B . —
Ppalesst) = 11— + (1A (1.5)

seklindedir. Bu galismada Jain; 3 yerine,

0<8,<1, lim 3, =0 (1.6)

m

kosulunu saglayan f3,, dizisi alarak, f € C'[0,00) igin {Pfj} (f )} . dizisinin,
[0,00) araligindaki kompakt alt araliklarda f fonksiyonuna diizgiin ;;eklaglmlm ve
yaklagimin derecesini incelemistir (Jain 1972).

Umar ve Razi (1985); wg, (1.2) ile verilen fonksiyon olmak tizere, Jain operatorlerinin

Kantorovich tipten bir integral genellestirmesini

k+1
m

KVL(f:1) = Zwﬂkmt m/f(t)dt

m

seklinde tamimlayarak, f € C[0,b], 0 < b < oo, fonksiyonlar icin ele aldiklar:
{K,[ﬁ] (f)} . dizisinin; lim,, . 3,, = 0 kosulu altinda, [a,0], 0 < a < b < o0,
me

iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yaklagimini ve yaklagimin derecesini incelemislerdir.

Tarabie (2012); Jain operatorlerinin agagidaki integral formunda bir genellegtirmesini

tanimlamigtar.
T (ft)
= e ™ f(0) +Zwﬁkmt m+1k / m+k+1f()dt,t20,m22.
0
Yazar, Jain-beta olarak adlandirdig J' operatérlerini [ fllg, = sup 1L{t(2t)+|A normu

ile donatilan

Cy = {fEC[O,oo): lim ) < 00, )\20}

t—oo 1 + t2+2

5



agirlikli uzayindaki f fonksiyonlar: icin dikkate alarak, A-istatistiksel yaklagimi in-
celemigtir.

Jain operatorlerinin diger integral tipten genellestirilmeleri i¢in, (Gupta vd. 2013),
(Agratini 2014) ve (Gupta ile Rassias 2015) galigmalarina bakilabilir. (1.4) ile ver-
ilen Jain operatorleri i¢gin Voronovskaja tipten bir teorem, Farcag (2012) tarafindan

asagidaki sekilde elde etmigtir:

Teorem 1.8 C?[0,00); [0, 00) tizerinde ikinci basamaktan siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin uzaymi gostersin. f € C?[0,00) ve 8,,; 0 < 3,, < 1, lim,, .00 3,, =0
kosulunu saglayan bir dizi ise her bir ¢ > 0 i¢in

Ly

lim m (PA(f38) = F(0) =5

m—00

saglanir (Farcag 2012).

Daha sonra, Abel ve Agratini (2016);
lim v/mf,, =~

limitinin sonlu olmasi koguluyla, Jain operatorleri icin Voronovskaja tipinde bir

sonucu agagidaki sekilde geligtirmislerdir:

T mP (i) — [(0) =2f (1) + 5 £, £ 0.

Burada; f fonksiyonlari, ¢ noktasinda ikinci basamaktan diferensiyellenebilir, (0, 00)
tizerinde lokal simirh ve ¢ — oo iken f () = O (t?) biiyiime kosulunu saglayacak
sekilde alinmigtir.

Jain operatorlerinin iki degiskenli duruma genigletilmesi, ilk kez Farcag (2013) tarafin-

dan, ¢ift dizi olarak asagidaki formda tanimlanarak ¢aligilmigtir:

S ki1 + (0%} kz + Qg
JBha (f.4) = wg(ky, mt)wg(k ,ns)f( ! : ),(t, s)eD.
7 g;g; o e m+y;" n4

Burada; D C R? uygun, kompakt bir kiime, f € C (D) olup, a = (aj,as),y =
(71,72) € D seklindedir ve Jy[f,];za’7 operatorlerinin 3 = 0 ve & = v = 0 durumu iki
degiskenli Szdsz-Mirakjan operatorlerini (bkz. Olgun 2012) verir. Farcag (2013); iki
degiskenli Jain operatorleri ile A-istatistiksel yaklagimi ve iki degiskenli stireklilik

modiilii ile yaklagimin derecesini incelemistir.
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Agratini (2013); Jain operatorlerinin dizisi igin; lokal yaklagim ve yaklagimin dere-
cesini diizgiinliik modiilleri ile incelemistir ve istatistiksel yakinsakligi elde etmistir.
Olgun vd. (2015); Jain operatériiniin yeni bir genellestirmesini elde ederek, agir-
ikl diizgiin yaklasim ve Voronovskaja tipten bir teorem ispat etmislerdir. Gupta ve
Greubell (2015); Jain operatorlerinin Durrmeyer genellegtirilmesinde, yakinsaklik
icin [ iizerine bir kosul koymanin gerekmedigine isaret ederek, momentler icin in-
dirgeme formiilii elde etmislerdir. Abel ve Agratini (2016); C'[0, c0) uzaymdan olan
ve sonsuzda polinom oramni ile biiyiimeye sahip olan fonksiyonlar1 dikkate alarak,
Jain operatorlerinin dizisi igin bir tam asimptotik acilim elde etmiglerdir. Deniz
(2016); Jain operatorlerinin Kantorovich formunu dikkate alarak, Voronovskaja ve
Griiss-Voronovskaja tipten nicel tahminler elde etmistir. Dhamija ve Deo (2016),
Garg vd. (2018), ters Pélya-Eggenberger dagilimu ile genellestirilen Jain-Durrmeyer
operatorlerini ¢aligmiglardir.

Dogru vd. (2016); (1.2) formiiliinde, mt yerine mt (1 — ) alarak, Jain operatorlerini

asagidaki sekilde diizenlemiglerdir:

Dfml (f;t) = ng(k,mu ) f (%) , meN, t>0, (1.7)

buradaki, wg, (1.2) ile verilen fonksiyon ve
w(t) = (1=t 0<p<1,

olup, f, [0,00) tizerinde herhangi bir reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyondur.

Yani, p?

w1, M € N, tek degiskenli Jain operatorleri ve u (t) := t(1 — ) olmak
tizere, D? operatorleri Dfml (f) = Pﬁ}l (f) o u seklinde yazlabilirler. Bu durumda,

Dfm modifiye Jain operatorleri igin
Dy (evit) =, (t), v=0,1 (1.8)

saglanir. Boylece, her bir D;Bn’l operatorii, sadece sabit fonksiyonlar: degil, ayni za-
manda lineer fonksiyonlar1 da korumaktadir. Diger taraftan, yazarlar; Dfm,l operatorleri
icin verilen hata tahminlerinin, Jain operatorlerinden daha iyi oldugunu elde et-

mislerdir.



Ozarslan (2016); (1.2) formiiliinde, 3 := f3,, = m™!, m € N alarak Jain operator-

lerini, 0 < o < 7y ile o, 7y € [0, 00) igin agagidaki sekilde diizenlemigtir:

m~ k—l-Oé
pl] L (ke mt) f . te0,00),
Zw " (m+7> 0o

burada wg; (1.2) ile verilen fonksiyondur. Yazar; agiliklh yaklagim ozelliklerini,

siireklilik modiilii ile yaklagimin hatasi i¢in bir tahmin ve Voronovskaja tipten bir

]

teorem vermistir. Ayrica, Py, operatorlerinin, lineer fonksiyonlar1 koruyan bir
diizenlenmis seklinin yaklagimini incelemigtir.

Agratini (2018); Jain operatorleri hakkinda 2018 tarihine kadar yapilan ¢aligmalarin
incelendigi bir derleme makale yayimlamigtir.

Bagcanbaz-Tunca vd. (2018); Lupas operatorlerinin (bkz. Lupas 1995) Jain for-
munda bir genellestirmesini agagidaki sekilde inga etmislerdir:

= mt (mt + 1+ kf (m k
L) = Y M e (B e 0.00),
k=0

ve L (f;0) = f(0). Burada, 0 < 3 < 1 olup, f fonksiyonu [0, c0) iizerinde reel

degerli simirhdir. 3 parametresi m dogal sayisina bagh olabilir. L operatorleri,
Lupag-Jain olarak adlandirilmigtir. Bu galismada yazarlar, Lupas-Jain operator-
lerinin dizisinin, konveks fonksiyon altinda azalmayan oldugunu ve siireklilik mod-
iiliinii korudugunu, gostermislerdir.

Cetin ve Bagcanbaz-Tunca (2020); (1.2) formiiliinde, mt yerine (m +p)t, p € NU
{0}, alarak, Jain operatoriiniin Schurer tipten bir genellegtirmesini sabit bir p sayist

icin agagidaki sekilde dikkate almiglardir:

ZWB (m +p) )f(%), t € (0,00),

ve S5 (f:0) = f(0). Burada, 8 € [0,1) olup, f € Cp[0,00) = {f € C[0,00) : f,
[0, 00) tizerinde siirh} seklindedir. p = 0 igin Sﬁw operatorleri Jain operatorlerini
vermektedir; S,%O = JP ayrica, B = 0 icin Sﬁw operatorleri Szdsz-Schurer operator-
lerini vermektedir (bkz. Schurer 1965). Yazarlar, bu operator dizisinin; konveks ve
azalan fonksiyonlar i¢in artmayan oldugunu, lokal ve agirlikhi diizgiin yaklagim 6zel-
liklerini elde etmislerdir. Ayrica, siireklilik modiilii fonksiyonunun her bir operator

tarafindan korundugunu géstermislerdir.



Agratini ve Dogru (2021); D5 m € N, modifiye Jain operatorlerinin Kantorovich

tipten bir genellestirmesini

- (k+1)Am
1
Dy(fit) == D wslkyun () | m [ f®)dt, |, t>0  (L9)
™ k=0 e
formunda tanimlamslardir. Buradaki, (A),,>1; iy —.00 A = 0 kosulunu saglayan,

kesin olarak monoton azalan pozitif sayilar dizisi olup, f fonksiyonlar1 operator-
lerin tanimindaki serinin mutlak yakinsakhigini saglayacak sekilde, [0, 00) tizerinde
tamimli, integrallenebilir fonksiyonlar uzayindandir. Bu yeni operatorlerlerin yak-
lagim 6zelliklerinin incelenmesinde, 5 parametresi i¢in (1.6) koguluna gerek kalma-
maktadir.

Bu tez yedi boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim, girig i¢in ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, tezde kullamlacak olan temel bilgiler ve gosterimlere yer verilmistir.
Uciincii boliimde, iki degiskenli Jain operatérlerinin ingast yapilmistir.

Dordiincii boliimde, Voronovskaja tipten bir teorem verilmis ve iki degiskenli Jain
operatorlerinin dizisinin, polinom agirlikli uzayda, agirlikli diizgiin yaklagimi in-
celenmistir. Lipshitz tipten bir simif tanimlanarak, bu siniftan olan fonksiyonlara
yaklagimin hatasi i¢in bir iist sinir verilmistir. Benzer olarak; Lipschitz sinifindan
olan fonksiyonlara yaklagimin orani icin bir iist sinir elde edilmistir.

Besinci boliimde, baz sekil ozeliklerine yer verilmistir. Iki degiskenli Jain oper-
atoriiniin, iki degigkenli siireklilik modiiliinii korudugu ve iki degiskenli Jain oper-
atoriiniin, modifiye formunun Lipschitz sinifini1 korudugu gosterilmistir.

Altinc1 boliimde, iki degigkenli Jain operatorlerinin dizisinin, konveks fonksiyon al-
tinda artmayan oldugu, gosterilmistir.

Yedinci boliim tartigma ve sonug olarak hazirlanmig ve genel diigiinceler ifade edilmistir.



2. GOSTERIMLER VE TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, ¢aligmada kullanilacak olan gosterimler, temel kavramlar ve teoremler
verilecektir.

2.1 Gosterimler

S C R? olmak iizere, S iizerinde taniml, simirli ve reel degerli f : S — R fonksiyon-

larinin lineer alt uzay1 B (S) ile gosterilsin. Bu uzay,

11l 55y = Stlelg|f(t)|, feB(5),

normu ile bir Banach uzayidir. Calismada, fonksiyon uzaylari i¢in agagidaki standart

gosterimler kullanilacaktir:

C(S):={f:S —=R| f, S iizerinde siirekli} ,
Cp(S)={feC(S)| f, S tizerinde simurh},

Cp(S) alt uzay1 B (S5)’de kapali oldugundan, ||.|| sup-normu ile, bir Banach uzayidir
(Altomare 2010). Cahisma boyunca; D, R? diizleminin

D :={(t,s): 0<t,s < o0}

seklindeki alt kiimesini ve 1 sembolii;

1:D— R, her (t,s) € Digin1(¢,s) =1

seklindeki sabit fonksiyonu gosterecektir.

m;, © = 1,2, sembolleri;
mi D — R, her (t,s) € D igin my(t,s) =t ve ma(t,s) = s
olarak tanimlanan ¢’yinci koordinat fonksiyonlarini ve e,, k= 0,1,.. ., fonksiyonlar
er () :=t* t €[0,00),

seklindeki kuvvet fonksiyonlarin gosterecektir.
10



Ayrica, D kiimesinin herhangi iki (¢, s), (7, 0) eleman igin
(t,s) <(7,0) gosterimi; ¢t < 7 ve s < ¢ anlaminda

olup, bir (¢,s) € D elemani, gerekli durumlarda u :=(¢, s) olarak yazilacak ve o« > 0

olmak iizere,

u® gosterimi; u® = (¢, s*) anlaminda

kullanilacaktir.

2.2 Temel Bilgiler

Tanim 2.1 (Pozitif Lineer Operatér) X ve Y, reel degerli fonksiyonlarin lineer
uzay1 olsunlar.

L:X—=Y

seklindeki £ operatoriine; eger
her f,g € X ve her n,§ € Ricin L(nf +&g) = nL(f) + £L(g)

ise lineerdir, eger

her f >0, f€ X,icin L(f) >0

ise pozitiftir, denir (Paltanea 2004).

Teorem 2.1 L : X — Y porzitif lineer bir operator ve f,g € X ise agagidakiler

gerceklenir:

(1) f<gise L(f) < L(9g)
(i) |f] € X iken [L(f)] < L([f])

(Paltanea 2004).

Tanim 2.2 (Siirh Lineer Operator) X ve Y reel fonksiyonlarin lineer normlu

uzaylari ve £ : X — Y bir lineer operator olsun. Eger her f € X i¢in

LDy < ellfllx
11



olacak gekilde bir ¢ > 0 sayisi varsa L operatoriine simirldir, denir. £ operatoriiniin

normu

1Ll = sup [IL(N)]ly
fex

fllx <1

seklinde tanimlanir (Butzer ve Nessel 1971).

Teorem 2.2 (Siireklilik ve Smirhilik) X ve Y reel fonksiyonlarn lineer normlu
uzaylart ve £ : X — Y bir lineer operator olsun Bu durumda,

(i) L operatoriiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul; sinirh olmasidir.

(ii ) L operatorii bir tek noktada siirekli ise her noktada siireklidir (Butzer ve Nessel

1971).

Tanim 2.3 (Lipschitz Smifi) f : A C R? — R olsun. Eger her u = (¢,s),v =

(1,0) € Aicin
[f () = fWI S MAJt=7"+[s =o'} = M[(u—v)"],

olacak gekilde bir M > 0 sabiti var ise f fonksiyonuna, A {izerinde, derecesi v, v €
(0, 1], olan Lipschitz siirekli fonksiyon, denir. Derecesi v ve sabiti M olan Lipschitz
stirekli fonksiyonlarin simifi Lipag (7, A) ile gosterilir (Cao vd. 2005).

Tanim 2.4 (Siireklilik Modiilii) w, D iizerinde siirekli, reel degerli, negatif ol-
mayan bir fonksiyon olsun. Eger (¢,s), (7,0) €D igin

(i)w(0,0)=0,

(i) w azalmayan; (¢,s) > (7,0) iken w(t,s) > w(71,0),

(iii) w alt-toplamsal; w (t + 7,5+ 0) < w (t,s) + w (7,0)

kogullar1 saglaniyor ise w fonksiyonuna siireklilik modiilii, denir (Cao vd. 2005).

Tanim 2.5 (Konveks Fonksiyon) f fonksiyonu D kiimesi {izerinde stirekli, reel
degerli bir fonksiyon olsun. Herhangi (t1,s1),..., (t,, s,) € D elemanlari ve ) «o; =

=1
1 olacak sekildeki negatif olmayan aq, ao, . . ., «, sayilar: icin

f (Z ;i (tz‘>5i)> < Z%‘f (ti, i)

saglaniyor ise f fonksiyonuna D iizerinde konvekstir, denir (Cao vd. 2005).

12



Tanim 2.6 (Abel tip ve Abel-Jensen Formiilleri) u, v, 5 € R ve m € N olmak

wrormd" =3 (") kg o+ m-g BT @)
(w+v) (utv+mp) " =>" (?) w(u+gB) o+ (m—q)f" " (2.2)

ozdegliklerine, Abel tip ve Abel-Jensen formiilleri, denir (Stancu, Stoica 2009).

Tanim 2.7 (Holder Esitsizligi) a, ve by, reel veya kompleks sayilar olsun. p > 1 ve

1 1 1i
= = =1 1Se
p +q

S el < (S leul?) " (S0 er)™

esitsizligi gerceklenir. Buradaki toplamlar, sonlu veya sonsuz olabilir. Ancak, sonsuz
toplam durumunda, esitsizligin sag tarafindaki toplamlarin yakinsak olmasi1 beklen-

mektedir (Hardy vd. 1934).

Asagida, Korovkin teoreminin 2-boyutlu duruma genigletilmesi olan Volkov’'un teo-

remi verilmektedir.

Teorem 2.3 (Volkov Teoremi) K C R? kompakt bir kiime olmak iizere, C' (K) uzay

eger K iizerinde
Tnhigo 1T (1) — 1||C(K) =0,
tim ([T, (1) = il sy = 0,

W{l_fgo [T (2) — 7T2HC(K) =0,

i [T 57 — (7 7 =0

diizgiin yaklagimlar1 gergeklenir ise herhangi bir f € C'(K) igin K iizerinde
Trlblféo 1T (f) — fHC(K) =0

diizgiin yaklagimi gergeklenir (Volkov 1957).

13



3. iKi DEGISKENLI JAIN OPERATORU

Bu kesimde, (1.4) ile verilen Jain operatorlerinin iki degiskenli geniglemesi tanimla-

narak, koordinat fonksiyonlarinin bu operatorler altinda goriintiileri verilecektir.

wg, 0 < B < 1, (1.2) ile verilen fonksiyon olmak iizere, f € Cp (D) igin, m €

N olmak tizere, m’yinci iki degiskenli Jain operatorii

Py (f;t,s) (3.1)
h >N wa(k,mtyws (1,ms) f(£,L), (t,s) €D\ {(0,0)},
f (070)7 (t73> :(070)7

olarak tanimlanabilir. (1.3) formiiliinden

PP(1;t,5) = ZZwB(k,mt)wg(l,ms)
-1 (3.2)

elde edilir. P? operatorlerinin (1.2) formiiliinden pozitifligi ve toplam operatorleri
oldugundan lineerligi aciktir. Iki degiskenli Jain operatorleri 3 = 0 durumunda iki

degigkenli Szdsz-Mirakjan operatorlerine (bkz. Olgun 2012) indirgenir; PY =: S,,,.

(3.1) ile verilen P?, m € N, iki degiskenli Jain operatorleri i¢in agagidaki sonuclar

elde edilir.

14



Lemma 3.1 P°

"~ m € N, operatorleri i¢in agagidaki esitlikler gerceklenir:

Po(ms ts) = t(1=8)",

P (mi t5) = s(1-5)",

Pk ts) = -0+ - (1-p)"

Pl(r5its) = £1-8)7"+—(1-8)",

P (ehts) = Pa-+ L p BN g g
P (ts) = #0-9)0+ 2 q gt gy,
Ph(wists) = #-g oS- p e gy

2
Wy (68° + 83[3+ 1)

(1_6>777
(i) = s 0=g) a0 a2 g gy

2
+S(66 + 83+ 1) 1—p

m3

(Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).

ispat. P53
Pﬂ

m,19

m € N, iki degiskenli Jain operatorlerinin (3.1) ile verilen tanimindan;

(1.4) ile verilen, tek degigkenli Jain operatorii olmak iizere

P (w5t,5) = P2 (euit) ve P (whit,s) = P2 (enis), v=1,2,...

esitlikleri saglanir. Boylece, m;, ¢ = 1,2, koordinat fonksiyonlarmm 7}, v =
1,2, ..., kuvvetlerinin iki degigkenli Jain operatorleri altidaki goriintiileri; tek degiskenli
P£71 operatorlerinin e,, v = 1,2, ..., kuvvet fonksiyonlarindaki degerleri (moment-
leri) (bkz. Gupta ve Greubel 2015, Olgun vd. 2015 veya Deniz 2016) kullanilarak

elde edilebilir. =

Lemma 3.2 P?, m € N, operatorleri icin agagidaki esitlikler gerceklenir:
15



Pl(m—1tits) = t8(1-5)",

Pl (my—1sit,s) = sB(1-f) ",
Pi((m = 1)%it.5) = - B+ 1-p),
P ((m—18)'its) = P A=0)"+ —(1-5)",

Po((m = 1t) (my = 1s)5t,5) = tsp?(1—=p) ",
PS((m —1t)*5t,s) = t'8*(1—B)” ngi (1-p8)7°

86% + 43+ 3 _
+t2( — )(1_5)6

2
2 (66° + 85+ 1)

m3

(1-8)7",

Pfl ((7r2 — ls)4 i, s) = st (1-— 5)74 - 83%52 (1-— 6)75

2
e (88 +m426+3) (1)

2
s (68°+ 83+ 1)

m3

-5,

P2 ((m — 1t)% (ma — 15)?5t,8) = 228 (1 — B) ™" + (25 + s%)

+% (1-8)"

-

ve

P ([(771 — 1t)" + (2 — 13)2]2 L S) = (+ 52)254 (1-p"
+2[3 (t3—|—s3);t2s+szt] 32 1-p)
N [(88% + 48 + 3) (t* + s%) + 2ts]
m2

+(t—|—s) (6B +Tn835+1) (1_6)_7

(1-8)"

(Akcay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).

ispat. P2 m € N operatorlerinin lineerligi ve Lemma 3.1 kullamlarak;

P8 (m —1t;t,5) = —— —1
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ve benzer sekilde

PP (my —1s;t,8) = 1ﬂ_sﬂ
bulunur.
t2 t 2t2
P2 ((m —th;t,s = + — + 12
e i AT e
522 t

-3 m(- By
ve benzer sekilde

(252 s
-3 w1 By

elde edilir. Diger taraftan, m; ve 7y fonksiyonlarinin ¢carpimi olan 77, fonksiyonunun

P? ((7r2 — 13)2 .1, s) =

m

bir (7,0) € D noktasindaki degeri
miTe (7,0) = m (7,0) M3 (T,0) = TO

olacagindan, P? operatorlerinin (3.1) ile verilen tammindan, her (¢, s) € D\ {(0,0)} icin
ps hs) = > ) k, mt)wg (1 —, —
> (mmast, s) wg(k, mt)wg (I, ms) mymy <m’ )

m
k=0 [=0
0o 00

k1 k1l
— ;;wﬁ(k,mt)wg (l,ms) 1 (E7E) T2 (E,E)

= S0 wslh, mtyws (1, ms) %%

k=0 1=0
= f: wg(k, mt)ﬁ iwﬂ (I,ms) L
k=0 I m
= P’rﬁ,l (e1;t) Prﬁn,l (e1;5)

esitligi dikkate alinarak, Prﬁjl, (1.4) formiilii ile verilen tek degiskenli Jain operatorii

olmak iizere, (1.5) ve Lemma 3.1 kullanilarak,
P8 ((my — 1t) (my — 15) 5, 5)
= PP (mymy — smy — tmy + tslit, )

= P,ﬁ,l (e1; t) Pfl’l (e158) — sPﬁyl (e1;t) — tPfi’l (e1;8) +ts

B ts 2ts .
BT A
_ B2ts

(1-8)°
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oldugu kolayca elde edilir. Ayrica, P? operatorlerinin lineerligi ve Lemma 3.1 kul-

lanilarak

P2 ((m — 1t)*;t, )

= p? (7?‘11 — 4t7d + 6t77] — AtPmy + e, s)

B tt N 613 83+7)t2  (68°+83+1)t
C1=-8) m@A-p)° mr(1-p)° mi(1-p)
B t3 3t? (25+1)t}
“[u—m3+mu—ﬁf 2 (1= B
2 ? t }_ 3 1 4
+6t {(1—5)2+m(1—ﬁ)3 4t—1_6+t

Bt y 65%t3 N (88% + 48 +3) t2 . (68 +8B8+1)t
(1=p) m@=-p° m2(1-p) m?* (1 )’

ve benzer sekilde

Py (2 — 1s)*:t, s)

Btst N 635 N (88% + 45 +3) . (65°+88+1) s
1-p)" m@a-p°  m2(1-p m? (1—p)"

bulunur. Son olarak, operatorlerin tanimi ve (1.5) formiillerinden

PP ((7r1 — lt)2 (g — 13)2 i1, s)

= P,i,l ((ex — teg)? 1) P,i,l ((ex — seq)’ ; s)

252 N 3% (t2s + s%) N ts

1=5)" m@-p"  m*(1-p)°
18




saglanir ve bu ifade dikkate alinarak,

PP ([(m —1t)* + (my — 15)2}2 it s)
= PJ((m —1t)";t,5)
+2 [PS ((m — 1t)° (my — 15)°;t, s)]

+PJ (72 — 1s)*:t, s)
54t4 652t3
G080 w1y
(88> +48+3)t>  (68°+83+1)t

m? (1 — B)° m3 (1 — B)
pH2s? B2 (t%s + s2t) ts
Plaoy T ma—gr Twa—py

N /8484 6/8283

-5 m P
(88° +4B+3)s* (68°+83+1)s
m? (1 - §)° m?* (1)’
B2+ 527 282 [3 (83 + %) + 125 + 5%1]
(1-8)° m (1= p)°
[(88% + 48+ 3) (12 + 5°) + 2ts]
+ 6
m? (1= f)
(68°+8B8+1) (t+s)
m?* (1 )’

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. =
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4, iKi DEGISKENLiI JAIN OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

4.1 Voronovskaja Tipten Bir Teorem

Bu kesimde, (3.1) ile verilen Pf{”, m € N, iki degiskenli Jain operatorlerinin dizisi
i¢in, 6nce; D kiimesinin herhangi bir kompakt alt kiimesinde diizgiin yaklagim, ardin-

dan Voronovskaja tipten bir teorem verilecektir.

Teorem 4.1 3,; 0 < 3,, < 1 ve lim,, .o 3,, = 0 kosulunu saglayan bir dizi ol-
sun. K, D kiimesinin kompakt bir altkiimesi olmak iizere, her f € Cp (D) igin, K

lizerinde

lim |[P7m(f) — fHC(K) =0

m—00

diizgiin yaklagimi gerceklenir.

Ispat. (3.2)’den lim,, .o HP;?{”(l) — 1H A = 0 gerceklendigi aciktir. Lemma
C(K
3.1’den

t
ﬂ77b j— P _
P2 ~mloy = s =5
mt
= max
(t,s)ek |1 — ﬁm
olup, K kompakt oldugundan,
lim Hpﬁm(m)—mH =0
ve benzer sekilde
; Bm _ _
nl;ﬂ;o | P (2) 7T2HC(K) =0
bulunur. Son olarak
||P£m(7rf +m5) — (77 + ﬂ-%)HC(K)
t? + 52 t
= max +52+ +s 3—(t2+s2)
ek | (1= B, )7 m(1—5,)

(28,, — B2,) (2 + s?) N t+s
(1-8,,)° m(l—8,)°
20
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olup, K kompakt oldugundan,

lim |’P£M(7r% + 73) — (73 + 75 =0

m—00

) HC(K)

bulunur. Ispat, Teorem 2.3’den elde edilir. =

Teorem 4.2 3,.;0 <3, < 1velim,, ., mf,, = 0 kosulunu saglayan bir dizi olsun.
K, D kiimesinin kompakt bir altkiimesi olmak tizere, eger f € Cg (D) fonksiyonunun
(t,s) € K noktasinda ilk iki basamaktan kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevler K

tizerinde siirekli ise

lim m (P (f;t,s) — f(t,s)) = % [tfu(t,s) + sfuslt,s)],  (t,s) € K

m—00

gergeklenir (Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).

Ispat. Sabitlenen (¢,s) € K noktasinda, f fonksiyonun Taylor formiiliinden, her
(1,0) € D icin
f(r,0)
= f(t,s)+ filt,s)(T —t) + fs(t,s) (0 — s)
1
+§ {fult,s)(T = t)* + 2f1s(t, s) (T — t) (0 — 5) + [fss(t, 8) (0 — 5)*}
AT —t,0—5) [(T =)+ (0 — s)*],
yazilabilir. Burada; A, D {tizerinde smirh bir fonksiyon olup, limy,.)—(0,0) A(u, v) = 0
saglanir (bkz. Bardaro ve Mantellini 2017). A, A (0,0) =0 olacak gekilde tanimla-

narak, (u,v) = (0,0) noktasinda siirekli yapilabilir. Buradan, her bir ¢ > 0 i¢in

bir § > 0 sayisi;

(t,0) € Dve /(T —1)2+ (0 —s)2 < iken | N7 —t,0 —s)| < e

olacak sekilde, vardir. Diger taraftan, A, D iizerinde sinirh oldugundan, her (u,v) €

D i¢in |A(u,v)| < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. Boylece,

V(=124 (0 —s)2> 6§ iken N7 —t,0—3)| < % (T —1)>+ (0 —s)°]

yazilabilir. Yukaridaki iki durum birlikte ele alinirsa, verilen (¢, s) ve her (7,0) € D
icin
AT —t,0 = 3)| [(T—t)* + (0 — 5)?] (4.1)
M
< elr=t -9+ S [T+ (0 - s)?]”
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yazilabilir. Simdi, yukarida verilen Taylor formiiliiniin her iki tarafina Pom operator-

leri uygulanarak, Lemma 3.2’den

Por(fit,s) = f(t,s)

B Bt BnS
= fi(t, 3)1 . + fs(t, 3)1 ~5
ful(t,s) B2 12 t ] 32 ts
e {u Ca7 Tma ey TR
fss(t,5) [ 32 s s }
T @ g T m- By

+PIm (A(my — 1, my — 18) [(m1 — 18)* + (72 — 15)%] 5L, 5)
bulunur. lim,, . mf,, = 0 hipotezinden,

lim m [Pﬁm(f;t, s) — f(t,s)]

m—00

t S
= §ftt(t7 S) == ifss(t S)

+ lm mPom (A\(my — 1, w5 — 18) [(m1 — 18)* + (72 — 15)%] 5, 5)

m—00

bulunur. Burada, Py™ operatérleri icin Teorem 2.1'deki (i) sikki ve (4.1) dikkate

alinarak

o
IA

}Pflm (/\(7T1 — 1t,my — 15) [(7r1 — 1) + (my — 15)2} it s)|
< Pl ([(m — 1t)* + (12 — 15)%] 5, 5)

M

2P ([m — 14+ (ma— 157 31,5)

elde edilir. Boylece, Lemma 3.2 ve 3, iizerindeki hipotezden, (¢, s) € K igin

lim mPom (A(my — 1, w0 — 1s) [(m — 1)* + (w2 — 15)?] ¢, 5) = 0

m—00

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. =
Yukaridaki teoremde § = 0 durumu, iki degiskenli Szédsz-Mirakjan operatorlerine

kargilik gelen sonucu verir (bkz. Rempulska ve Skorupka 1998).
4.2 Agirlikli Diizgiin Yaklagsim

Bu bolumde, iki degiskenli Jain operatorlerinin dizisi ile agirlikli diizgiin yaklagimi

elde etmek igin, Gadzhiev’in (1980) tanim ve teoremleri kullamlacaktir.
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p: D — (0,00) seklindeki siirekli fonksiyona agirlik fonksiyonu, denir. Yani, p,
D iizerinde bir agirlik fonksiyonu ise her p € C' (D) ve (t,s) € D icin p(t,s) >
0 saglanir.

p bir agirlik fonksiyonu olmak iizere agsagidaki fonksiyon uzaylar1 kullanilacaktir:

B, (D) :={f:D—=R:|f(ts) < Mpp(t s)},

buradaki My, yalmzca f fonksiyonuna bagh bir sabittir.

C,(D) : ={fe€B,(D): f, D tizerinde siirekli},

- f(ts) .}
C*(D) : =3feC,(D): 1 = ks < 00, ky sabit
s (D) {f (D) iy TR s sabi

CP(D)a

|/ (&, 5)]
fll, = sup :
1711, tsep P (L, s)

normu ile bir lineer normlu uzaydir. Gadzhiev, siirsiz D C R? kiimesinde tanimli

pozitif lineer operatorlerin dizileri icin asagidaki sonuclar1 elde etmigtir:

Lemma 4.1 Iki degiskenli pozitif lineer K,,, m € N operatorlerinin C, (D) uzaymdan

B, (D) uzayma doniistim yapmast i¢in gerek ve yeter kogul
K (0], < K

olacak gekilde bir pozitif k sabitinin var olmasidir (Gadzhiev1980).

Teorem 4.3 C, (D) uzaymdan B, (D) uzayna doniisiim yapan iki degigkenli pozitif
lineer operatorlerin bir K,,, m € N dizisi, eger
Tim K,y (1) ~ 1], =0
T [[K, (1)~ ], =0,
Tim || Ky (72) — o, = 0.
W%liréo | K (71 +73) — (7] + 73) Hp =0 (4.2)

kosullarimi saghyor ise herhangi bir f € C' ;f (D) igin

T (K, ()~ fll, = 0
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gerceklenir. Ayrica
Tim [ (F) = £, 2 1
olacak sekilde bir f* € C, (D) \C% (D) fonksiyonu vardir (Gadzhiev1980).

p(t,s) =1+t*+ s? agirhk fonksiyonu dikkate alinarak incelenecektir.

Lemma 4.2 §,;0 <3, <1 velim, . 53,, = 0 kogulunu saglayan bir dizi olmak
tizere Pom m € N operatorleri C, (D) uzaymdan B, (D) uzaymna doniisim yapar

(Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).

Ispat. Lemma 4.1%e gore, ispat icin, HP,?L (p) ||p < k olacak gekilde bir k& > 0 sabitinin

var oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 3.1 dikkate alinarak

[P ()],
1

_ 163 A
- Sup Pmm (p’ta S)

(t,s)eD P (t> S) } |

1 {1+ 2 4 s2 N t+s }

= Ssu

(mep L+ 2 1 52 1-8,)7 md-28,)°

IN

{ 1 N 2 + 52 +( t L8 ) 1

Su

o \TH e Tt gy \1re T2 ) ma g
1 n 1

< 1+

elde edilir. 3, dizisi yakmsak oldugundan, HP:Z"L (p)H < k olacak sekilde bir k
p

pozitif sabiti bulunabilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Teorem 4.4 3,;0<f, <1 velim,, . 3,, =0 kosulunu saglayan bir dizi olsun.

Herhangi bir f € C¥ (D) i¢in D iizerinde

lim [P (f) = f]|,=0

agirlikli diizgiin yaklagimi gergeklenir (Akcay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).

Ispat. Teorem 4.3’ gore, ispat icin, Pom operatorlerin (4.2) ile verilen kogullari

= 0 oldugu acik-
P

sagladigin gostermek yeterlidir. (3.2)’den lim,;, HPﬁL’” (1)—1
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tir. Ayrica, Lemma 3.1’den,

t3,,
1P (1) = |, = N Feprr e y ey
- t8,,
tsyep (L+12) (1= 5,,)
B
= 3(1-3,)

olup, lim,, . 3,, = 0 oldugu dikkate alinarak,

lim ||Pom (m1) — ’/T1||p =0

m—00

bulunur ve benzer sekilde,

lim Hpﬁm (7'('2) —7T2||p =0

m—00

elde edilir. Son olarak, Lemma 3.1’den,

1B (7 + 7m3) = (w1 + m3)

2452 t+s 2 2
A (17Bm)2 + m(lfﬁm)g (t + 5 )
= sup
(t,s)eD 1+ 2 1 52
26,, — B2 2+ 52 1 t s
> sup 2 2 5 T 3 5 T 2
tsep | (1—6, ) 1+t2+s*  m(1-p3) \1+1 1+s

lzﬁm—ﬁfn Lo !

olacagindan,

lim HPffLm (Wf + W%) — (Wf + W%)H =0

m— o0 P

sonucuna ulagilir. Boylece, ispat tamamlanir. m

4.3 Lipschitz ve Lipschitz Tipten Simiflardaki Fonksiyonlara
Yaklagsim

Szdsz (1950); p, 0 < p < 1 kosulunu saglayan bir sabit ve M > 0 bir sabit olmak

luzere,
|s —t)”

(t+s)p/2’

Lipschitz tipten kosulu saglayan f fonksiyonlar: i¢in Szdsz-Mirakjan operatorleri ile

[f () = f(s)] <M

0<t<s< oo, (4.3)

yaklagimin hatasi icin bir iist siir vermistir. (1.9) ile verilen D? ,m € N, modifiye
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Jain operatorlerinin Kantorovich tipten genellestirmesi i¢in benzer sonug, Agratini

ve Dogru (2021) tarafindan elde edilmigtir.

Bu kisimda, (4.3) ile verilen Lipschitz tipten kogulun, iki degiskenli fonksiyonlar
i¢in, yeni bir tanimi1 yapilarak bu kosulu saglayan fonksiyonlara iki degigkenli Jain
operatorlerinin dizisi ile yaklagimdaki hata icin bir iist simr verilecektir. Aslinda,
iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Lipschitz tipten bir kosul, Euclid normu kullanilarak,
Ozarslan ve Aktuglu (2013) tarafindan verilmistir. Ancak, bu tamm, bu ¢alismada
kullanilacak olan iki degiskenli Lipschitz siirekli fonksiyon tanimi ile uyumlu ol-
madigl i¢in, yeni bir tanima gereksinim duyulmustur.

Ayrica, her bir D? modifiye Jain operatoriiniin iki degiskenli genislemesinin, Lip-
schitz siirekli fonksiyonun sabitini ve derecesini korudugu gosterilecektir. Baz tek
ve ¢ok degigkenli pozitif lineer operatorler icin bu dogrultuda elde edilen sonuglar:
iceren birkag énemli galigmaya 6rnek olarak; (Lindvall 1982), (Brown vd. 1987) ve
(Cao vd. 2005) verilebilir.

Calismada; herhangi bir u = (¢, s) € R? igin, R? uzaymdaki /;-normu (veya 1-norm)

[uf|, := [t[ + |s| olmak iizere, asagidaki tanim kullamlacaktir:

Tanim 4.1 f € A C R? — R olsun. Eger, her u = (¢,s),v = (1,0) € A\ {(0,0)}
icin
t—7"+|s—al [(a — )",

u) — f(v)| <M =M 4.4
7 ) =70 (17| + o] + [t] + |s)*? ([, + [Iv] )" -y

olacak gekilde bir M > 0 sabiti var ise, f fonksiyonu, A iizerinde, derecesi u, i €
(0, 1], olan Lipschitz tipten kogulu saglar, denilecektir (Akcay ve Bagcanbaz-Tunca
2022D).

Calismada, (4.4) Lipschitz tipten kosulu saglayan fonksiyonlarin simfi Lip}, (u, A)
ile gosterilecektir. /3 tizerindeki uygun kogullar ile f € Lip}, (i, D) fonksiyonlarna,
iki degiskenli Jain operatorleri ile yaklagimin orani i¢in tist sinir, agagidaki teoremde

verilmektedir.
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Teorem 4.5 f € Liph, (i, D) ise her (¢,s) € D\ {(0,0)} igin

|Pr(fit,s) = f(t.s)]

(t +A:)u/z [(Pfi ((m1 = 1025, 8))" + (P2 (w2 — 19)%58, 5))W2} (4.5)

esitsizligi gerceklenir (Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).
Ispat. f € Lipl, (11, D) ve (t,s) € D\ {(0,0)} olsun. 0 < p < 1 icin; (3.1) ve (3.2)

kullanilarak, P? operatoriiniin pozitif ve lineerliginden

|Pr(fit,s) = f(t.s)]

< P(|f(r,0) = f(t,8)];t,)
= XS wkmtyus (oms) £ (£ L) < 7t
k=0 =0
o ka4
< M wa(k, mt)wg (I,ms) |m o
;; (4 Lyiqs)?
M
< W [P,f%l (|€1—€0t|u§t)+P61(|61_@03| )] )

elde edilir. Burada, P’

m,1

m € N, (1.4) ile verilen tek degiskenli Jain operatorleridir.

Yukaridaki esitsizligin sag tarafinda, p = % ve ¢ = ﬁ eslenik cifti icin Holder

esitsizligi uygulanarak, (¢,s) € D\ {(0,0)} igin

‘ B(f )—f(t s)|

- t+s”/2 [( ﬁtQ (175—6)3)“/:<<1—QS;>2+m(1i6>3>u/2]

bulunur, Lemma 3.2’ den (4.5) elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir. =

Benzer sekilde, Tanmim (2.3) ile verilen Lipy (v, D) simifindan olan fonksiyonlara

yaklagimin orani icin bir iist sinir, agagida verilmektedir.

Teorem 4.6 f € Lipy (7, D) ise her (t,s) € D i¢in

ol
2

[BAU18) = £(09)] < M (B3 (G =107 31.8)F 4 (P2 (2 = 197 58,9)) ]

esitsizligi gerceklenir (Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).
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Ispat. pPhm operatorlerinin tanimindan (¢, s) = (0, 0) igin esitlik saglanir. Pom operatorlerinin
pozitif ve lineerligi ile (3.2) kullamilarak, f € Lipam(v, D) oldugu ve (1.3) dikkate

alimarak, her (¢, s) € D igin

|Po(fst,s) = f(t,s)|

< Ph(f(r,0) = f(t.9)]3t,5)
= Zng(k,mt)wﬁ (I,ms) f(%,%) — f(ts)
k=0 1=0
oo 00 k v l v
< M wg(k, mt)w (l,ms){‘——t A }
;; A g m m

!
— =5
m

(4.7)

(o ¢] k ¥ (o, 0]
_ Mzwﬁ(k,mt)la—t + M wg (1,ms)
k=0 =0

elde edilir. p = % ve q = % eslenik cifti i¢in yukaridaki her bir toplama Holder

esitsizligi uygulanarak,

IA
T X
—— ——

sonucuna ulagilir. Burada, P,ﬁ’l tek degiskenli Jain operatoriidiir. Boylece, Lemma

3.2 dikkate alinarak, (4.6) elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Uyar1 4.1 3,,; 0 < 3,, < 1 ve lim,;, . 3,, = 0 kosulunu saglayan bir dizi olsun.
f € Liph, (1, D) veya f € Lipp (v, D) igin, sirasiyla, D\ {(0,0)} veya D kiimeleri

iizerinde agagidaki yaklagim gerceklenir:

lim PPn(f:t,s) = f(t,s).

m—00
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5. SEKIiL OZELLIKLERIi

5.1 Siireklilik Modiiliiniin Korunmasi

Li (2000); Bernstein polinomlarmin, siireklilik modiilii fonksiyonunun ¢zelliklerini
korudugunu gostermistir. Tensor carpim olmayan ¢ok degiskenli Baskakov oper-
atorleri icin benzer sonug, (Cao vd. 2005) tarafindan elde edilmistir. ki degiskenli
Cheney-Sharma operatorleri i¢in benzer sonug, (Bagcanbaz-Tunca vd. 2018) tarafin-
dan elde edilmistir.

Bu kisimda, (3.1) ile verilen P2, m € N, iki degigkenli Jain operatérlerinin, siireklilik

modiiliiniin 6zelliklerini korudugu gosterilecektir.

Teorem 5.1 w bir siireklilik modiilii ise her bir m € N icin P?(w) de bir siireklilik

modiiliidiir (Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).

Ispat. (¢,5),(1,0) € D ve (t,s) < (r,0) olsun. Bu durumda, (3.1) tammundan

Pﬁ(wr 0) (5.1)
g ]' m7 m

yazilabilir. (2.2) formiiliinde; v = mt, v =m (7 —t), m =i ve ¢ = k alinarak
mr(mt +iB)" = Z (;) mt(mt + kB)" m(r — t)[m(r —t) + (i — k)G *!
k=0

yazilabilir. Benzer gekilde, u = ms, v =m (0 — s), m = j ve ¢ = | alinarak

J

mo(mo + jB)~ Z ()ms ms + 13)! (U—S)[m(o‘_s)+(j_l)ﬁ]j—l—l

=

elde edilir. Yukaridaki ifadeler (5.1)’de kullamlarak P?(w;T, o)

= P, Z Z (;) %mt(mt + kﬁ)k—lm(r —t)[m(r—t)+ (i — k)ﬁ]ifkqef(rmﬂﬂ)

X (‘; %ms(ms +18)" 'm(o — s)[m(o —s) + (j — l)ﬂ]j*l*le—(moq»jﬁ)w <i7 i)



olarak yazilabilir. Yukaridaki toplamlarin siras1 degistirilerek ve elde edilen sonucta;

t —k =pve j—1[=r alnarak

(5.2)

PP (w;T,0)

_ i i i i mit(mt + ROM L m(r = )m(T =) + (1 = K)BI™ sy

— |
k=0 i=k =0 j=l <Z k)

xms<ms+w>l—1m(a—s)[m<a—s> (j_l)ﬁ]j_l_le‘(maﬂﬁ)w(i i)

m’ m

! (J —1)!
B ) 3 B Pl - kB m(r = Om(r =) +PBI e
|
k=0 p=0 [=0 r=0 P
-1 r—1
" ms(ms + 1)~ m(o — s)[m(oc — s) + rf] oot )P k +107 L+
[! 7! m m
sonucuna ulagilir. Diger taraftan, P’ (w;t, s)
PP (w;t, s)
oo 00 -1
- Z t(mt + BB mirrierina M5 £ 1B) T o orim (B L
il m’ m
k=0 1=
seklinde yazilabilir. Burada, (1.2) ve (1.3) formiillerinden,
o0 o _ p—l
em(T—t) _ Z m(r —t) [m(r —t) + pf] o8
p!
p=0
ve
0 r—1
em(afs) _ Z TTL(O’ S) [m(a S) + 7’6] efr,ﬁ
— 7l
oldugu aciktir. Yukaridaki ifadeler son formiilde yerine koyularak
PP (w;t, s) (5.3)

o = - it (mit + kB m(r — ) [m(r — ¢ bip
-3 Y Y ( ;;5) (1 —=1)[m (p! )+ P8P s

I— r—1
, ms(ms + 18) "t m(o — s)[m(c — s) +rf] o~ mo+(4n)8] ﬁ, 3
! r! m’m
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elde edilir. (5.2) formiiliinden (5.3) ¢ikarilarak

P2 (w;T,0) — PP (w;t, s) (5.4)
S mtmt+kﬁ m(t = O)[m(r =) + B e
_ kzo ; pzo ; . +(k+p)B]
molms 418/ o - 5>[m(0._ )+ 18 parainys
. T

) (D)

bulunur. (5.4) formiiliinde, w siireklilik modiiliiniin fonksiyonunun alt-toplamsallik

ozelligi kullanilarak

Pﬁ(w;ﬂa) — Prﬁ(wt s)

B S ) L ) R gt
p=0 p:
msoomo'—s J_S)—'—T[ﬂ "N .
; rl +rf (E’E)
= pz;;wﬁ(P,m(T—t))wg (r,m(oc —s))w <%’%)

= PP(w;T—t,0—5)

sonucuna ulagilir. Burada, wg, (1.2) ifadesinde verilen fonksiyondur. Bu sonug,
PP (w) operatoriiniin alt-toplamsal oldugunu gosterir. w siireklilik modiilii fonksiy-

onu azalmayan oldugundan, (5.4) formiiliinden, (7,0)> (¢, s) iken
Po(w;T,0) > Po(wit, s)

esitsizligi elde edilir. Boylece, P?(w) azalmayandir. P2 (w) operatorlerinin tanimin-

dan ve siireklilik modiiliiniin (i) kogulundan
PP (w;0,0) = w(0,0) =0

bulunur. Sonug olarak, her bir m € N igin P?(w) bir siireklilik modiiliidiir. m
Bu teoremde, $ = 0 durumu, iki degiskenli Szdsz-Mirakjan operatorleri i¢in Olgun

(2012) galigmasinda elde edilen sonucu verir.
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5.2 Lipschitz Smifinin Korunmasi

Bu kesimde, iki degiskenli Jain operatorlerinin argiimanlariyla Lipschitz sinifin1 ko-
rumak igin, (1.7) formiilii ile verilen D? operatorlerinin agagidaki iki degiskenli du-
ruma geniglemesi dikkate alimacaktir: f € Cg (D), m € Nve wg, 0 < g < 1, (1.2)

ile verilen fonksiyon ve u(z) = (1 — 8) z, x > 0, olmak {izere,

DA i:5)i= 32 S wathomu () (o 6) 7 (2, L) (1.9) €D\ (10,00
k=0 1=0
(5.5)
ve DS (£;0,0) := f(0,0), olarak tanimlanan D? operatorlerinin pozitif ve lineer

oldugu aciktir.

Lemma 5.1 Df

m?

m € N, operatorleri i¢in

D (1;t,s) = 1ve DP (miit,s) =m; (t,s), i=1,2.

gerceklenir.

Ispat. Ispat, Lemma (3.1), (1.8) ve D? operatorlerinin (5.5) ile verilen tanimindan,

aciktir. m

Asagida, D? ., m € N, operatorlerinin Lipschitz siirekli fonksiyonlarin sabitini ve

m?

derecesini korudugu gosterilmektedir:

Teorem 5.2 f € Lipuy (7, D) ise her bir m € N i¢in D2 (f) € Lipap(y, D) olur
(Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).

Ispat. (t,s),(r,0) € D ve (t,5)<(r,0) olsun. Bu durumda, (5.5) ile verilen
DE operatorlerinin tanimindan, D2 (f;7,0) — D2 (f;t,s) farky; (5.4) formiiliinde;

t, s ve T, o; sirasiyla, (1 —0)t, (1—0)s ve (1 —p0)7, (1 =)o ile degistirilerek,
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agagidaki ifadeye ulagilir:

}D’B(f;T,U)—D’B(f;t?S)‘

m

S I m(1=B)t[m (1l —B)t+ kB!
< MYYYY (1-5)t] (k! B)t+ kp]

k=0 =0 p=0 r=0
(L= 8) (7 = Hlm (1= 5) (7 = 1) + pBJ™
p!
m(1—p8)sm(1—p8)s+16""
I
m(l - ﬁ) (U - S)[m (1 — 6) (0‘ — 5) + rﬂ]rfl
7!

w e~ [M(A=B)7+(k+p)B] o —[m(1-B)o+(I+7)B]

X

X

f € Lipp(y, D) oldugundan, yukaridaki ifade

DL (fi7,0) — DL (f;t,s)]
< my m=Htma —B)t+ kA
k=0

4 k!
y i"; m(1—f)(r —t)[m (;!— BT =) + B _pma-pyros)
y i m (1 —B)s[m (l1! —B)s 18" 4

f: m(1—p)(c—s)m(l—-p5)(c—s)+ rﬁ]r_le—[m(l—ﬁ)a-i-rﬁ]

rl

formuna indirgenir. (1.2) ve (1.3) formiillerinden agagidaki gosterimler yazlabilir:

m(L=B)tim(L—B)t+ k3"

D

ES

L

[
WE

k! ’
k=0
(=B _ f: m (1~ ) s[m (ll‘ —B)s 18"

N
Il
o
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Bu gosterimler, bir énceki formiilde kullanilarak, (1.3)’den
|D5(f37,0) = Dp(fit, s)]

M3 sl (1= B) (7 = ustrom (1= 8) (0 = ) [(2) + (2]

m
p=0 r=0

IN

- M[iwg ~B)(r=1) (%)Hiwﬁ(r,mu—mw—s)) (%)”]
= M[Dfnl(ewr—t)jtl) (67;0—3)] (5.6)

sonuca ulagilir. Simdi, (5.6) ifadesinde her bir toplama, ¢! 4 (¢/) ' = 1 kogulunu

saglayacak sekildeki ¢ = %y ve ¢ = , 0 < v < 1 eglenik ciftleri alinarak, Holder

esitsizligi uygulanip (1.8) dikkate ahmrsa

D5 (f;7,0) = DL(f;t,9))|

M [(Di}l(el; T — if))7 + (Dfm(el; o— 5))7}
= M-+ (0 —9)]

IN

bulunur. Buradaki D

m,19

(1.7) ile verilen tek degigkenli, modifiye Jain operator-
leridir. Benzer sekilde, ayni sonug (¢, s) > (7, 0) durumu igin elde edilir. Eger ¢t > 7,

s < g ise

D5 (f;7,0) = DL(f;t,s)| < |DL(f;t,s) —Dh(f;7,s)]
+ DL (f;7.s) = Do (f7,0)|
< M=) + (o~ )]

yazilabilir. Son olarak, ¢ < 7, s > ¢ durumu i¢in de benzer iglemler yapilarak,
istenen sonug elde edilir. v = 1 durumu i¢in sonug agiktir. Boylece ispat tamamlanir.
]

Teoremde 5 = 0 durumu; iki degiskenli Szdsz-Mirakjan operatorleri igin Olgun

(2012) tarafindan elde edilen benzer sonucu vermektedir.
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6. iKi DEGISKENLi JAIN OPERATORLERININ DiZiSiNiN
MONOTONLUGU

Bernstein polinomlarimin dizisi, konveks fonksiyon altinda artmayandir (bkz. Teo-
rem 1.2). Cheney ve Sharma (1964); [0,00) iizerinde konveks bir f fonksiyonu
icin, P, (f) Szész-Mirakjan operatorlerinin ve Meyer-Konig ve Zeller operator-
lerinin dizilerinin artmayan oldugunu gostermistir. Iki degiskenli Baskakov operator-
lerinin dizisinin konveks fonksiyon altinda monotonlugu, Cao vd. (2005) tarafindan,
iki degigkenli Bernstein tipten operatorler icin benzer sonug, Bascanbaz-Tunca vd.
(2018) tarafindan ve Jain-Schurer operatoérlerinin dizisinin, konveks ve azalmayan
fonksiyon altinda, artmayan oldugu Cetin ve Bagcanbaz-Tunca (2020) tarafindan
gosterilmistir. Bu kisimda m € N icin P2 (f) iki degiskenli Jain operatorlerinin

dizisinin konveks fonksiyon altinda monotonlugu incelenecektir.

Teorem 6.1 f € Cp (D) fonksiyonu konveks ise P2 (f), m’ye gore artmayandir

(Akcay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).

Ispat. P? operatoriiniin (3.1) ile verilen tammindan, (¢,s) € D\ {(0,0)} icin

oy
@
—~
~+
»

)_Pri—i-l (f;t,S)
s = mt (mt + kp)" ((mtyerks ™S (Ms + 1) minystigl g (B L
= ce Z Z k! € € / m’

|
k=0 =0 4 m
B i i (m+1)t[(m+1)t+kB" " ————
k!
k=0 1=0
y m+1)s[(m+1)s+ lﬁ]l_l 6_[(m+1)s+lﬁ]f k !
/! m+1"m+1

yazilabilir. (1.2) ve (1.3) formiillerinden, e’ ve e® agagidaki gekilde ifade edilebilir:



Yukaridaki ifadeler son formiilde kullanilarak

Pnﬁq( ,t,S)— m+1<f t S)
0o 00 0O o0 k—
_ Z Z Z Z tt+rB)" e—rﬁ mt (mt + kf3) ' o~ [(m+1)t+kp)
7! k!
r=0 p=0 k=0 (=0
L 508 +pﬂ)p71 Lams (ms +18) e—ltm+1)s+15) ¢ k i
p! [! m’ m
0o o k—
Z Z (m+1D)t[(m+1)t+ k] 16—[(m+1)t+kﬁ]
k!
k=0 1=0
, mt Ds[(m+1)s+18]'" e lm+1)s+18) ¢ kL
/! m+1"m+1

elde edilir. k ile K — r ve [ ile [ — p degistirilerek, son formiil

Prﬁ(fﬂfas) m+1(fts)
= i - i i (t+ 7‘5 gt [mit —1—(1519 — ;) 6]’6*7“71 it
—r)!

r=0 p=0 k=r I=p

o
5 s+ pp)

m m

' 1671)5 ms [ms —i(-l(l _)p) ﬁ]l—p—le (m D)t B]f < -7 l — )
K (mA D) t[(m+1)t+ kB e
Yy mk! ) [

k=0 [=0

« (m+1)s[(m+1)s+15]" e [om+D)s ] £ ( k L)

l! m+1"m+1

seklinde ifade edilebilir. Burada, toplamlarin sirasi degistirilerek,

Py (fits) = Py (fitss)

oo k oo I t—i-rﬁ mt + (k ﬁ hort —[(m+1)t+k
N

p
5 (s 4+ pB)P " ms[ms+ (I —p) 5]l_p_167[(m+1)s+l,8]f k—r l—p
P! (Il —p)! m - m
_ii (m+1)t[(m+1)t+kF)" L {mA 1)tk
k!
k=0 =0
% m—l—l) [(m+1)5+lﬁ] (m+1)5+lfﬂf k l
I! m+1"m+1
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bulunur. Yukaridaki formiil, daha acik bir ifade ile

Pﬁ(f,t,s) Pnngl(ftS)

_ iie [(mA+1)t+kB] o —[(m+1)s+15]

=0 =0
L omt (mt +rB) e[t + (k=) B
8 { pz rl(k—r)!
s (ms + pB)" 'sls+(l—p) BT L p
pl(l—p)! f<%7ﬁ>
A+ D t[m+ D)+ kBT (m+ D) s[(m+1)s+18]" k l
k! /! f(m+1’m+1)
= "I (0,0) = £(0,0)]
+€—(m+1)s i e—[(m-l—l)t—i—kﬁ]
k=1
mt (mt +rB) " tit+ (k—r)8" s
. {TZ:; rl(k—r)! f(%’())
C(mADt[(m+ D)+ kB ko,
k! / <m +1’ >
+€—WHnt§ée—wwuw+m
=1
~ ms (ms +pB) " s[s+ (1 -p)B P
8 {pzzg p! (I —p)! f(O, E)
(m+1)s[(m+1)s+16]"" l
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k=1 I=1
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% {; ; rl(k—r)!
ms (ms +pB) " s[s+(1—p) B " o7 p
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olarak diizenlenebilir. Burada, wg, (1.2) ile verilen formiil olmak iizere, Iy, I ve I3

asagidaki gibidir:

I o o= mthe ng (m+1)t)
B\ mt (mt+rB) [+ (k=) BT k
{Z() (m+ e+ )+ k3] f<%’0>_f(m—+1’o)}’
I, : = (ML Zw ,(m+1)s)
L\ ms (ms 4+ pB)P s [s+ (L—p) g P l
x{pz; (p) (m+]1))s[(m+1)s+lﬁ]ll f<07%>_f<0’m—+1)}

Zzwﬁ (m+1)t)ws (I, (m +1) s)

k=1

B

s (ms +pB) " sls + (= p) I 1f(i,ﬂ) —f(L’L)}'

(m+1)s[(m+1)s+15] m-om m+1 m+1

Simdi, Iy, I ve I3 ifadelerinin negatif olmadig1 gosterilmelidir.

1, icin,
k\ mt (mt 4 (k=) gt
r (m4+1)t[(m+1)t+kp]
ver =0,1,...,k olmak iizere, f fonksiyonunun bagimsiz degiskenleri olarak

(1, 0) eD
m
noktalar1 almsm. Aym zamanda, (2.2) formiilinde v = mt, v = t, m = k ve

q = r aliirsa

M@

(m+1)t[(m+1) t—i—kﬁ (T>mt (mt+1rB)"~ [t+(k )ﬁ]k—r—l

bulunur ve buradan,



saglanir. Diger taraftan, vektorlerin toplama ve skaler ile ¢carpma ¢zelliklerinden,

(m+ 1) t[(m+ 1)t + kB)*
> ’C;1>’€mt(mt+ﬁ+rﬁ)rt[t+(k—r—l)mkT2’0>

_ 2’“: <k> mt (mt +rB) " t[t+ (k —r) 57]’“""1 T 0)
(

m(m+1)t[(m+1)t+kp*™

k—1 r k—r—2
_ i Z(k—l)(mt+ﬁ+r6)t[t+(k—r—1)5] ,0>

[(m + 1)t + kB]F

oldugu goriiliir. Burada, w = mt + 3, v =t, ¢ = r ve m = k — 1 alinarak, (2.1)
formiilii kullanilmigtir:

k—1

[(m + 1)t + kB]*~ Z( ) (mt+B+rB) tlt+ (k—r—1)p""2.

r=0
Boylece, f fonksiyonunun konveksliginden

S (B i T

= (m4+1)t[(m+1)t+ k:ﬁ]

elde edilir ve I; > 0 sonucuna ulagilir.

15 > 0 icin, benzer sekilde

_(D\ms(ms+pB) " s[s+ (1 —p) B
%—(p) (m+1)s[(m+1)s+18"" -

vep=20,1,...,0icin
(0.2)ep
m

alimip, (2.2) formiiliinde u = ms, v = s, m =1 ve ¢ = p alinarak

(m+1)s[(m+1)s+16]"" =Z()ms (ms+pB)' " s[s+ (1—p) B 7"

p=
ifadesi yazilabilir. Buradan,
Yp =1

p=0
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olur. Yukaridaki iglemlere benzer gekilde

l>ms(ms+p6)p1 s[s+ (1 —p) g7t
(m+1)s[(m+1)s+16""
)

l—l)kWS(ms+ﬂ+pﬁ)”[ +(l—p— 15“’—2>
]l

SIB

m(m+1)s[(m+1)s+13
[ (l—l) (ms—l—ﬁ—l—pﬁ)ps[s—i—(l—p—1)6}l_p_2
p ]

[(m+1)s+18""

elde edilir. Burada, u =ms+ 3, v =5, ¢ =p ve m = [ — 1, alinarak (2.1), formiilii

kullanilmigtir:

[(m+1)s+16]" Z( ) (ms+B+pB)fsls+(1—p—1)p""72.

p=

f fonksiyonunun konveksliginden

3 () s 0.0) 2 (055

o (m+1)s[(m+1)s+15]

elde edilir ve I5 > 0 sonucuna ulagilir.

Son olarak, I3 icin, a, ve v, sirasi ile, (6.1) ve (6.2) formiilleri ile verilen ifadeler

olmak tizere,

olacak sekilde



negatif olmayan sabitler ve (%, %) € D noktalar ig¢in, f fonksiyonunun konveks-

liginden,

i (k:) mt (mt + rﬁ Yt (k=) gt

—\r Yt[(m+ 1)t + kB!

Z(l)m ms+p6)p1 [s+(1—p w]l““f(z,ﬁ)
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ms(ms—l—pﬁ)pl s+({—p)pB lpl(i £>>
(m+1)s[(m+1)s+18""

k [
B f(m—{—l’m—{—l)

sonucuna ulagilir. Buradan, I3 > 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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7. TARTISMA VE SONUC

Consul ve Jain (1972); 0 < o < oo ve || < 1 olmak {izere,

k-1
aa+kB) o~ (a+hkB)

wg (k, o) == X k=0,1,2,..,

seklinde, Genellestirilmig Poisson dagilimini ingé etmistir. Genellestirilmis Poisson
dagiliminin, istatistiksel hesaplamalar agisindan avantajli ve bircok farkli veri tiiriine
¢ok iyi bir uyum sagladigini gostermiglerdir.
Jain (1972); wg (k, ) formiiliinde; 0 < 8 < 1, « = mt, t > 0, alarak,
ng(k,mt)f (%) , t>0, meN,

P (fit) =P (1) = { i
f(0) t=0,
Jain operatorlerini, seriyi yakinsak yapacak sekildeki f € C'[0, co) fonksiyonlari i¢in,
tanimlamigtar.
Bu tezde, pozitif lineer Jain operatorlerinin iki degiskenli geniglemesi tanimlanarak,
baz1 yaklagim ve gekil koruma ozellikleri incelenmistir. Szdsz-Mirakjan operator-
lerinin "[0, 00) arahigindaki konveks fonksiyonlar altinda m’ye gére artmayan" olma
ozelligi (Cheney ve Sharma 1964), iki degiskenli Jain operatorleri i¢in de aragtirilmigtir
ve, benzer gekilde, iki degiskenli Jain operatorlerinin de konveks fonksiyon altinda
m’ye gore artmayan oldugu ispatlanmgtir. Li (2000), "w bir siireklilik modiilii ise
her bir m i¢in B,,(w) Bernstein operatoriiniin de bir siireklilik modiilii" oldugunu
gostermistir. Benzer sonug, ¢ok degiskenli Baskakov operatorleri igin Cao vd. (2005)
tarafindan elde edilmistir. Bu ¢caligmada, "w bir siireklilik modiilii iken her bir m i¢in
PP (w) iki degigkenli Jain operatoriiniin de bir siireklilik modiili" oldugu ispatlan-
migtir. Ayrica, iki degiskenli Jain operatorleri i¢in, Voronovskaja tipten bir teorem
verilmigtir. Bahsedilen sonuglar, "On Bivariate Jain Operators" baglikli makalede
yayimlanmugtir (Akcay ve Bagcanbaz-Tunca 2022a).
Szész (1950), Lipschitz tipten bir simif tanimlamigtir ve bu siniftan olan fonksiyonlara
Szdsz-Mirakjan operatorleri ile yaklagimin orani igin bir iist sinir elde etmigtir. Bu
caligmada, Szdsz’im, bu sonucu, iki degiskenli Jain operatorleri igin genellestirilmesi

amagclanarak, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Lipschitz tipten bir simif tanimlanmis ve
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bu siniftan olan fonksiyonlara, iki degiskenli Jain operatorleri ile yaklagimin hatasi
icin bir iist egitsizlik elde edilmistir. Ayrica, benzer bir sonug, klasik Lipschitz
siifi i¢in de elde edilmigtir. Dogru vd. (2016), tek degiskenli Jain operatorlerini,
lineer fonksiyonlar1 koruyacak sekilde diizenlemis ve calismiglardir. Bu tez calis-
masinda, modifiye Jain operatorlerinin iki degiskenli duruma genisletilmesinin, Lip-
schitz sinifini1 korudugu gosterilmistir. Son olarak, iki degiskenli Jain operatorlerinin
dizisinin agirlikli uzaylarda diizgiin yaklagimi, Gadzhiev’in (1980) teorisi kullanilarak
caligitlmigtir. Bahsedilen sonuglar, "Approximation Properties of Bivariate Jain Ope-

rators" baglhkl makalede yayimlanmigtir (Akgay ve Bagcanbaz-Tunca 2022b).

Jain operatorlerinin dayandigi genellegtirilmis Poisson dagilimi, yasayan organiz-
malarla ilgili olgiimlerde, Poisson, binom ve negatif binom dagilimlarina gére daha
iyi sonuclar verir. Ornegin; bakterileri, kan hiicrelerini, bocekleri, hayvanlari, kuslar:
ve baliklar1 iceren calismalarda, ortak bir tehlikeye ya da bir diigmana saldirmak
veya kendini savunmak icin kiimelenme bicimi gibi psikolojik tepkilerin davraniglar
iizerindeki etkisi kolayca gorsellestirebilir. Ayni etki, hayvanlar veya insanlar farkl
hastaliklarin virtisleri tarafindan saldiriya ugradiginda ve zamanla kan hiicreleri bu
hastaliklara karsi bir gesit bagigiklik gelistirdiginde de gozlenebilir. Devaml ilag veya
antibiyotik kullanimi da insanlarin kan hiicrelerinde benzer bir davranig yaratir ve bu
ilaclar etkisiz hale geliyor gibi goriiniir. Haight (1967) tarafindan sunulan, Biyoloji,
Ekoloji ve Tip alanindaki sayisal calismalar, bu tiir dagihimlarin tam olarak Poisson
dagilimi olmadigini gostermistir ve Poisson dagiliminin gesitli modifikasyonlar1 veya
genellestirmeleri ile agiklanmigtir. Sadece iki parametreye sahip olan ve varyansta
ortalamadan daha fazla degisiklik yapma kabiliyetine sahip olan genellestirilmig Pois-

son dagilimi, bu tiir biyometrik calismalarda daha uygun bulunmustur.

Daha genel bir bakis acgisiyla diisiiniiliirse, yaklagim teoriyi incelemek icin; bilgisayar
hesaplamalarinda, fonksiyonlar1 temsil etme ihtiyacindan, matematigine ilgi duy-
maya kadar degigen bircok sebep vardir. Yaklagim teorinin bir kismi son derece
ozel ve soyut kavramlar olmasina ragmen, yaklagim algoritmalar: cesitli bilimlerde,
endiistriyel ve ticari alanlar gibi bir¢ok alanda kullanmilmaktadir. Niimerik analizde
ve matematiksel yazilimlarda ¢aligmak, bu soyut ve somut iki u¢ nokta arasindaki

ana baglantilardan biri kabul edilebilir. Ciinkii, cagimizda genel amag, yaklagim
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hesaplamalar: gibi fayda saglayacak konularda, bilgisayar kullanicilarina verimli pro-
gramlar saglamaktir.

Ayrica, genellestirilmis Poisson dagiliminin, konvoliisyon ¢zelligini saglamasi sebe-
biyle, genellestirilmis Poisson dagilimima dayanan Jain operatorleri ve cesitli modi-
fikasyonlarinin, yaklagim teorinin birgok alaninda oldugu gibi, matematik, miithendis-
lik, tip, istatistik olasilik, fizik, sinyal isleme ve goriintii isleme gibi bir¢ok farkl alan

ile baglantilar kurarak farkli uygulamalarda kullanilabilecegi 6ngoriilmektedir.
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