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1. GIRIS

Degme geometri iki yiizyil once, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin geometrik
optikler iizerinde ¢alismalariyla dogmustur. Sophus Lie, Elie Carton, Darboux gibi
onemli matematikgilerin bu alanda c¢aligsmalar1 olmustur. Degme geometrinin koklerine
1872’de rastlamak miimkiindiir. Lie’nin degme transformasyonu diferensiyel denklem
sistemleri c¢alismalarinda geometrik bir ara¢ olarak kullanmistir. Degme geometride

optik, termodinamik, mekanik uygulamalarina rastlanmaktadir [23].

1940’larda, Ehresmann ve Hopf neredeyse degme manifoldlar1 ortaya
koymustur; bunlar her bir tanjant uzaydaki diizgiin lineer kompleks yapilar ile

donanimli ¢ift boyutlu manifoldlardir [14].

Degme Riemann manifoldlar farkli bilim alanlarinda da uygulamalari olan genis
bir kitle tarafindan calisilan bir konudur. Konu hakkindaki en 6nemli kaynak, Blair’ in
“Riemannian Geometry of contact and symplectic manifolds” adli kitabidir. Konu,
simplektik geometri ve karmasik geometri ile de yakindan ilgilidir. Degme formun sifir
oldugu yatay alt demet {izerinde, degme formun diferansiyeli simplektik form verir.
Degme Riemann yapidaki tensor, yine yatay alt demet iizerinde hemen hemen karmasik
yap1 verir. Degme manifold tanimladiktan sonra, genel yaklasim hemen hemen degme

yapilari galismaktir [3].

Neredeyse degme manifoldlar, simplektik manifoldlar ve birgok matematik ve
fizik uygulamasi ile yakindan iliskilidir [4]. Diger taraftan, tek boyutlularda, neredeyse
degme manifoldlar Boothby ve Wang tarafindan 1950’lerde ortaya konmustur [6].

1969 yilinda S. Tanno [38], otomorfizm gruplar1 maksimum boyuta sahip olan,
baglantili, neredeyse degme metrik manifoldlari ti¢ sinifa ayirmistir. Bu durumda c sabit

¢ —kesitsel egriligi olmak tizere;

e Eger ¢ > 0 ise; Riemann manifoldunun sabit ¢ —kesitsel egriligine sahip

bir homojen Sasakian manifoldu oldugunu,

e ¢ = 0ise; Riemann manifoldunun sabit ¢ —kesitsel egrilige sahip
Kaehler manifoldu ile bir gemberin yada bir dogrunun ¢arpim manifoldu

oldugunu,



e ¢ < 0ise; Riemann manifoldunun reel eksen ile kompleks diizlemin katl

carpimindan olustugunu gostermistir.

Kenmotsu [20], ¢alismalarinda Tanno’nun bu ayrimlarini tiim yonleriyle
inceleyerek, giiniimiizde Kenmotsu manifold olarak adlandirilan , hemen hemen

degme metrik manifoldlarinin yeni bir sinifin1 tanimlamastir.

(2n + 1) boyutlu (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen degme metrik manifoldu,

Vx@)Y + (Vy@)X = —n(Y)pX —n(X)pY

kosulunu sagliyorsa bu manifolda neredeyse Kenmotsu manifold denir [20]. Buradaki
V, Levi-Civita konneksiyonudur. Agik¢a goriiliir ki her Kenmotsu manifold bir
neredeyse Kenmotsu manifoldtur, ancak tersi dogru degildir. Eger neredeyse

Kenmotsu manifold bir Kenmotsu manifold degil ise buna strict neredeyse Kenmotsu

manifoldu denir [26].

Kenmotsu manifoldlar ve neredeyse Kenmotsu manifoldlar {izerinde

glinlimiize kadar bir¢ok c¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan bazilar1 ([12], [18],
[24], [26], [30], [32]) dur.

Tanaka-Webster konneksiyonu ilk kez Tanno[38] tarafindan ortaya atilmustir.
Tanaka-Webster konneksiyonu, 1970'lerin sonunda Tanaka[37] tarafindan ve
Tanaka’dan bagimsiz olarak da Webster[41] tarafindan tanimlanmis olan ve iyi bilinen
konneksiyonun  bir  genellestirilmisidir. =~ Bu  konneksiyon, = CR-yapisinin
integrallenebilmesi kosuluyla Tanaka—Webster konneksiyonu ile c¢akigmaktadir.
Tanaka-Webster konneksiyonu, dejenere olmayan, pseudo-Harmitian CR-manifoldunda

kanonik(dogal) afin konneksiyon olarak tanimlanur.

Cho [9, 10] Tanno'nun g-Tanaka—Webster konneksiyonunu sifirdan farkli k reel
sayisi i¢in, Kaehler manifoldununun, (¢, &, 1, g) hemen hemen degme yapisina sahip
reel hiperyiizeylerinde inceledi. Yapilan c¢esitli ¢alismalarda, g-Tanaka-Webster
konneksiyonu kullanilarak, kompleks uzay formlarinda reel hiperyiizeylerin bazi
karakterizasyonlar1 incelenmistir[36]. Son zamanlarda Bilal[29] ve arkadaslari,

Kenmotsu manifoldlarinda g-Tanaka—\Webster konneksiyonunu ele aldilar.



Riemann manifoldu tizerinde R Riemann egrilik tensort,
R(X,Y) R =0 (1.2)

kosulunu sagliyorsa yari simetrik Riemann manifoldu olarak adlandirilir. Lokal
simetrik manifoldlar (VR = 0) yari simetrik manifoldlarin bir alt smifidir. Yari
simetrik Riemann manifoldlar1 ilk olarak Cartan[8], Lichnerowicz[25], Couty[11] ve

Sinjukov[33] tarafindan incelenmistir. Bir Riemann manifoldu,
RX,Y)-S=0 (1.2)

kosulunu sagliyorsa Ricci yari simetri olarak adlandirilir. Burada S, (0, 2) tipinde Ricci
tensoriidiir. Ricci simetrik manifoldlar (4S = 0), Ricci yar1 simetrik manifoldlarin bir
alt simifidir. Her yar1 simetrik manifold Ricci yar1 simetriktir. Fakat bunun tersi dogru
degildir. Ancak bazi ek kosullar altinda (1.1) ve (1.2) denktir. Yar1 simetrik manifoldlar
Szabo tarafindan lokal olarak smiflandirilmistir [35]. Riemann yar1 simetrik manifoldlar

tizerinde Szab¢ [35], Boeckx ve Kowalski [22] tarafindan temel bir ¢alisma yapilmustir.

Bu tez c¢alismasinda yukarida so6zii edilen c¢alismalar dikkate alinarak
genellestirilmis  Tanaka-Webster  konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu
manifoldlar ele alinmistir. Birinci boliim, giris kismina ayrilarak genel bir literatiir
bilgisi verilmistir. Ikinci béliimde, gerekli temel kavramlardan s6z edilmistir. Ugiincii
boliimde, neredeyse Kenmotsu manifoldlar ile ilgili 6zellikler verilmistir. Dordiincii
boliimde, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonu tanitildiktan sonra s6zii edilen
bu konneksiyona sahip neredeyse Kenmotsu manifoldlar incelenmistir. Ayrica bu
manifold {izerinde tanimli Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii, skalar egrilik,
concircular egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii, conharmonic egrilik tensorii gibi
geometrik yapilara yer verilip bu egrilik tensorlerine sahip neredeyse Kenmotsu

manifoldlarin geometrisi incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde ¢alismamiz i¢in gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.

2.1. Riemann Manifoldlar

Tanmm 2.1.1. M" n- boyutlu bir C* manifold olsun. M" {izerinde vektor alanlarinin

uzay1 y (M™) ve reel degerli C” fonksiyonlarinin halkast C*(M",R) olmak iizere,
g : x(M)xx(M")—»C*(M",R)

simetrik, 2-—lineer ve pozitif tanimli bir § doniisiimiine M" lizerinde bir Riemann
metrik tensorii ve (Mn,g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu

denir[17]. M" manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi igin M" fiizerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M" e baglantili manifold ad1 verilir[28].

Tamm 2.1.2. M" bir C* manifold olsun. M" {izerinde vektor alanlarinin uzayi

x(M™) olmak iizere,

Vi Z(M7x2(M7) S 7M7)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y
déniisiimii, ¥V f,g eC*(M™,R), ¥ X,Y,Z e z(M") icin,
i V(Y +2) = Vy¥ +VyZ,
il. fo+gYZ = fVxZ + gVyZ,
iii.  Vy(fY) = fVxY + X(f)Y

ozellikleri saglaniyorsa Vya M" {izerinde bir afin konneksiyon denir [28].

Tanim 2.1.3. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V déniisiimii; ¥V X,Y,Z € y(M") igin,



(1) V., Y =V, X =[X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
(2) Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9g(Y,V,Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),

sartlarin1 sagliyorsa V ya M" {izerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir [28].

Tanmm 2.1.4. (M ”,g) bir Riemann manifoldu ve V da M" iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R: (M) xx(M")xx(M") = x(M")
R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V 2

ile tanimlanan (1,3)— tipli tensér alan1 R ye M" nin Riemann egrilik tensérii denir.

Ayrica, V' X,Y,Z,V,W € y(M") olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii
i. RX,Y)Z = —R(,X)Z,

i. gRX YV, W)= —-gRXYW,V),

ii. R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0,

iv. g(R X, Y)V,W) = g(R(V,W)X,Y)

ozelliklerini saglar [28].

Onerme 2.1.1. (l\/l n,g) bir Riemann manifoldu, V. da M" iizerinde bir Levi-Civita
konneksiyonu ve E, (1,1)—tipli bir tens6r alami olsun. O zaman,

(VLE)Y =V,EY —E(V,Y)

dir [28].

Onerme 2.1.2. (I\/I n,g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan

olmak tizere, her X,Y,Z vektor alanlart igin,



9((V«F)Y,Z)=9g(Y.(V«F)2)
esitligi gecerlidir [28].

Onerme 2.1.3. (M ' ) g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
g((ViG)Y,Z)=-g(Y,(V«G)Z)
dir [28].

Tanim 2.1.5. (M y g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzayinin iki boyutlu

alt uzay1 [] ve V,W eIl vektorleri tizerine kurulan paralelkenarin alani

g(V’V)g(\N’W)_g(V’W)Z =0

olsun. O zaman,

) - SRVWWY)
g(V,V)g(\N,W)—g(V,W)

esitligine [1 nin kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir [28].

Tanmm 2.1.6. (I\/I",g) bir Riemann manifoldu ve {el,e?_,...,en}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tlizere,
S: yMMxy(M") >R

(X,¥) = S(X.Y) =X g(R(E, X)V.)

seklinde tanimli (0,2)— tipindeki S tensor alamna M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrica, (0,2)— tipli Q Ricci operatérii



S(X,Y)=g(QX,Y)

esitligi ile tanimlidir [40].

Tamm 2.1.7. (Mn,g) bir Riemann manifoldu ve {e.e,,...e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tizere,
r= Zn:S (e,e)
i=1
degerine M" nin skaler egriligi denir [40].
Tanim 2.1.8. (I\/I ",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X,Y € y(M™") i¢in;

S(X,Y) = Ag(X,Y)

olacak bi¢imde M" iizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M™ nin Ricci tensori S,

metrik tensor g nin bir kat1 ise M™ e Einstein manifoldu ad1 verilir [40].

Tanim 2.1.9. (l\/l n,g) bir Riemann manifoldu ve. M" iizerinde bir pozitif fonksiyon

polsun. Bu durumda, g*=p°g esitligi M" iizerinde metrik degisimini tanimlar.

Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal dontisim homotetik olarak adlandirilir. Eger p
fonksiyonu 6zdes olarak 1'e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir. Ayrica,

eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g° Riemann metrigi ile

konformal olarak iligkili ise 0 zaman, M" Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir [40].

Teorem 2.1.1. (IVI n,g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel

olmasi igin gerek ve yeter kosul n = 3 igin ¢ = 0 olmasidir [40].



Teorem 2.1.2. (M y g) bir sabit K egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M" {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,

R(X,Y)Z =k[g(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

dir [40].

Tamm 2.1.10. K sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.n-

boyutlu bir M" uzay formu M"(k) ile gosterilir [40].

Sonug 2.1.1. (M y g) bir sabit K egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n>2

i¢in,
k=0 ise M"(k)=E" Oklid uzay,
M (k) =1k=— ise M"(k)=S"(r) kiresi,
r
k :—ri2 ise  M"(k)=H"(r) Hiperbolik uzay,
dir [28].

Tanim 2.1.11. (l\/l n,g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X,Y € y(M™) i¢in M™ nin

concircular egrilik tensort,

r
Z(X, Y)W = R(X,Y)W —m

[g(Y, W)X — g(X,W)Y]
ile tanimlanir[40].

2.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Tamm 2.2.1. M?"*1  (2n + 1)-boyutlu bir manifold, ¢,&,n da M?™*1 iizerinde,

sirastyla, (1,1) tipinde bir tensor alani, bir vektor alan ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, n



icin, VX € y( M?"t1)

igin,

n@ =1

P?X = —X +n(X)§ (2.2.1)
esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢, &,7n) iicliisine M2™*1 {izerinde bir hemen hemen
degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M2™*1 ye bir hemen hemen degme manifold denir

[40].

Tamm 2.2.2. M?"*1 (2n + 1)-boyutlu bir manifold, (¢, &,n) hemen hemen degme

yapst ile verilsin. M2™*1, {izerinde bir g Riemann metrigi,

nXx)=9,$)
ve
g(@X,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥) (2.2.2)

M2n+1 .

sartlarini sagliyorsa g metrigine tizerinde hemen hemen degme metrik, ¢,&,n, g

yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, €,7, g) yapist ile M?™*1 ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir [40].

Tamm 2.2.3. M?>™*1 (2n + 1)-boyutlu manifold iizerinde bir hemen hemen degme

metrik yapis1 (¢, &, 1, g) olmak lizere,

¢(X,Y) = g(X, ¢Y)

seklinde tanimli ¢p doniistimiine, hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir [40].

Tamm 2.2.4. (M?"*1, g) Riemann manifold ve (x;,xy,...,%,), M?™*1 nin lokal
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koordinatlar1 olsun. w = ./|g|ldx; Adx, A ...Adx, ve g(x) >0 ise w ye M?"*1

M2n+1 .

tizerindeki bir hacim form denir. Burada dx; , tizerindeki kotanjant uzayda 1-

formlar ve |g|, M?™*1 {izerinde metrik tensoriin determinantidir [34].

Tamm 2.2.5. (M?**1, g) Riemann manifoldu olsun. M?"*1 {izerinde bir hacim form

mevcut ise M2"*1 ye ydnlendirilebilirdir denir [15].

Tamm 2.2.6. M?"*1 diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Eger w, 1-form ise,

VX,Y € y(M?*1) igin,

2dw(X,Y) =X(w(¥)) = Y(w(X)) — w[X, Y]

dir. Eger w, 2-form ise,

3dw(X,Y,2) = X(w(Y,2)) + Y(w(Z,Y)) + Z(w(X,Y))

-w([X,Y],Z) —w(lY,Z],X) —w([Z,X],Y)
dir [40].

Onerme 2.2.1. (M?™*1,¢,&,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik

manifold ve V, Riemann konneksiyonu olsun. VX, Y, Z € y(M2"+1) igin,
@) (Vxp)(Y,2) = g(¥, (Vx)Z)

@) (Vxp)(Y,2) + (Vxp) (@Y, ¢Z) = n(Z)(Vxn)PY — n(Y)(Vxn)pZ
(@) (VemY = g(¥, Vx$) = (Vx ) (&, $Y)

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxm)Y — (VymX

(v) 3dp(X,Y,2) =, 9 (Vx$) (¥, 2)
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@

vz XY, 2 vektor alanlar1 {izerinden alman devirli

esitlikleri gecerlidir. Burada

toplam1 gostermektedir.

Ayrica {X;, ¢X;, ¢}, i =1,2,..2n+ 1 olmak iizere, M?™*! nin agik bir alt

climlesi tizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman § operatorii,

2n+1

on == ) (Tt (Toxn)ox

seklinde elde edilir [17].

Tamm 2.2.7. M?"*1 bir reel diferansiyellenebilir manifold olsun. Eger M2™*1 nin her p
noktast i¢in J2 = —I olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir / endomorfizmasi mevcut
ise, 0 zaman M?"*1 jizerindeki J tensér alanma bir hemen hemen kompleks yap1 adi
verilir. Bir / hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir [40].

M?"*1 jizerinde bir hemen hemen degme metrik yaps1 (¢, &, 7, g) ile verilsin. O

zaman, M?"*1 x R {izerinde herhangi bir vektdr alan,

()

seklinde tanimlanir. Burada X, M?"*!

manifolduna teget bir vektor alan; t, R nin bir

koordinati ve f, M?™"*1 x R iizerinde bir C* fonksiyondur.

M?"*1 jizerinde (¢, &, 7, g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Bdylece

M?"*1 x R {izerindeki bir hemen hemen kompleks yapi,

1(x 1) = (8% = F.em00 )

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J2 = —I elde edilir [40].
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Tamim 2.2.8. M?"+1 bir diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere, M2"*1 {izerinde

(1,1)-tipli bir tensdr alan1 F olsun. V X, Y € y(M?™*1) icin,

Ny(X,Y) = F2[X,Y] + [FX,FY] — F[FX,Y] — F[X, FY]

seklinde taniml1 Ny tensor alana F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii denir

[13].

J, M?"*1 f{izerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tamm 2.2.8.

yardimiyla M?™*1 {izerinde ] tensdr alanina gére Nijenhuis torsiyon tensorii,

N, (X, Y) = J2[X, Y1+ UX,JY] = JUX, Y] - JIX,JY]

=—[X, Y]+ UX,JY] = JUX, Y] = JIX,]Y]

seklindedir [40].

Tamm 2.2.9. (M*™*1,]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, = 0 ise

J doniisiimiine integrallenebilirdir denir [40].

Tamm 2.2.10. Eger M?"™*1 X R iizerindeki bir /] hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, £, 17) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [40].

Onerme 2.2.2. (2n + 1)-boyutlu bir M?"*! Riemann manifoldu iizerinde (¢, ¢&,n)

hemen hemen degme yapisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

Ny +2dn @& =0

esitliginin saglanmasidir. Burada Ng, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

tensoridiir [40].

Tammm 2.2.11. 2n-boyutlu bir (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun.

vV X,Y € y(M?") icin,
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9UX,JY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [4].

Tamm 2.2.12. 2n-boyutlu bir (M?",], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun.
VX,Y € y(M?") i¢in,
QX Y) = g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan Q 2-formuna, hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu
denir. Eger dQ = 0 ise (J, g) yapisina hemen hemen Kaehler yapi denir. Bu yapr ile
elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap1 ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul V] = 0 esitliginin saglanmasidir [4].

Tamm 2.2.13. (2n + 1)-boyutlu bir (M?"*1 ¢,&,7n,9), bir hemen hemen degme

metrik manifold olsun. O zaman, verilen bu yapu,

d¢ = 0 (¢, kapalidir), dn = 0 (n, kapalidir)

sartlarim sagliyorsa M?"*1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik
manifold denir [19], [27].

Teorem 2.2.1. (M?™*1, ¢, &,7, g), hemen hemen degme metrik manifold olsun. M2™+1
manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V¢ ve Vn

kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir [27].

Onerme 2.2.3. Bir hemen hemen kosimplektik manifold {izerinde,

(Vox®)(@Y) + (Vx) (V) — n(Y)Vyxé = 0
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esitligi gecerlidir [27].

Ornek 2.2.2. E* Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S* olsun. E* de
$3 bir birim normali C olmak iizere E* {in hemen hemen kompleks tensor alani J,

J:E* > E*

J€=-¢
biciminde tanimlansm. O zaman &, S3 iizerinde bir birim vektor alan1 olur. Yani & €

x(S?) dir. $3 e teget her bir X vektdr alani igin n(X) = g(X, §) olmak iizere n 1-formu
iyi tanimhidir. Ustelik (&) = 1 dir. Diger yandan,

JX = ¢X + n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gére Vp = (pq, P2, D3, Ps) € S3

i¢in,
0 0 -1 0
J=1, o]~
1 0 0 0
0 1 0 O

yapis1 yardimt ile,

J(C®)) = J(P1,P2,P3,Pa) = (—P3, —Par D1, D2) = =€
elde edilir. Burada,

P3
_| Pa
§= —P1

—D2



dir. Simdi g(X, &)¢ igin,

A

=
N R

9(X, )¢ =<,

X

S W

oldugundan,

b3
p

9X, )¢ = (x1p3 + X2P4 — X3D1 — X4P2) _;1
)

elde edilir. Boylece,

A = (X103 + X2P4 — X3D1 — X4D2)

olmak iizere,

9(X,§) =2

esitligi elde edilir. Ayrica,

¢ (9X) = J(@X) —n(9pX)C

=JUX =n(X)C) —nUX —nX)O)C

l}x\ -2 lﬁ; ~ gUX =n(N)C,E)C

—Xx1 + Ap3 —x3 — Ap1
_ |72t Aps _< —x4—lp2‘ I ‘ l
—X3 — Ap; —x1 — Apz || ~P1

—X4 — ADy —X, — Ap,l L7DP2

15
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(x3 — Ap1)ps + (x4 — AP2)ps + (x4 + Ap3)p1 + (X2 + Apy)P21P1

—Ap3 — [ ]
| =Aps — [(x3 = Ap)ps + (x4 — AP2)ps + (31 + Ap3)py + (2 + Apa)P21P:2
—Ap; — [(x3 — Ap)p3 + (x4 — Ap2)ps + (1 + Ap3)py + (X2 + Apa)p2lps
—Apy — [(x3 — Ap1)p3 + (x4 — Ap2)ps + (X1 + Ap3)py + (X2 + Ap4)P2 P4
dir. O zaman,
X1 P3
X p
p@X) =— [ [+2|2,
Xg . %)
oldugundan,

¢*X = —X +n(X)¢

elde edilir. Bununla birlikte,

$& =JE—n(6)C
oldugundan,
0O 0 —-1 0
00 0 —1 P3 P1 P1
$E = Ps | P2 _ P2
1 0 0 0 —P1 P3 P3
—DP2 [ Pa
0 1 0 0

bulunur. Boylece;

n(@X) = g(¢X,$)
=gUX —n(X)C,$)

P1

P3
P4
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=0
oldugu da acgik¢a goriiliir.

Sonug olarak (¢, &,n,9), yapist S3 iizerinde bir hemen hemen degme metrik

yapist olusturur [4].
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3. NEREDEYSE KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliimde neredeyse Kenmotsu manifoldlarin temel 6zelliklerine yer

verilecektir.

Tamm 3.1. (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifold (M?"*1, ¢, &, 1, g)

olsun. Eger,

(Vxp)(Y) = g(¢X,Y)§ —n(Y)pX (3.1)
ise, (M?™*1, ¢, &, 1, g) manifolduna Kenmotsu manifold denir [34].

Tanmm 3.2. M hemen hemen degme metrik manifoldu tiim X, Y vektor alanlar i¢in

(Vx@)Y + (Wyp)X = —n(Y)eX — n(X)pY (3.2)

esitligini saglarsa neredeyse Kenmotsu manifold olarak adlandirilir[20]. Burada V

Riemann metrigi tizerindeki Levi-Civita konneksiyonudur.

Teorem 3.1. (M?"*1,¢,&,m,g) neredeyse Kenmotsu manifold olsun. R Riemann

egrilik tensorii, S Ricci tensdrii ve Q Ricci operatorii olmak iizere M2™*! {izerinde
asagidaki ozellikler saglanir [1,20,21].

Vx§ = X — n(X)¢ 3.3)
(VxmY = g(X,Y) — nQOn(Y) (3.4)
R(X,Y)$ = n(X)Y — n(¥Y )X 3.5
S(X,§) = —2nn(X) (3.6)
REX)Y =—-gX, V)¢ +n(Y )X 3.7)
S(pX,pY) =SX,Y) + 2nn(X)n(Y) (3.8)

n(RX,Y)Z) = g(X,Z)n(Y) — g(¥,Z)n(X) 3.9
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VeE =0 (3.10)
Tamm 3.3. (M?"*1,¢,&,1, g), neredeyse Kenmotsu manifold olsun. Herhangi X,Y, Z

vektor alanlari i¢in g Riemann metrigi olmak lizere, projektif egrilik tensorii P ve

conharmonic egrilik tensorii N sirasiyla,

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z — % [S(Y,Z2)X — S(X,Z)Y] (3.11)

N(X,Y)Z =R(X,Y)Z — [S(Y,Z2)X —S(X,Z2)Y

2n—1
+9(¥, 2)r(X) — g(X, Z)r(Y)] (3.12)

seklinde tanimlanir.



20

4. GENELLESTIRILMIiS TANAKA WEBSTER KONNEKSIYONUNA SAHIP
NEREDEYSE KENMOTSU MANIFOLDLARI UZERINDE BAZI EGRILIK
KOSULLARI

Bu boliimde, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Ricci yari
simetrik neredeyse Kenmotsu manifoldlar karakterize edilerek Q.R =0 ve Q.R =0
egrilik kosullar1 incelenmistir.

Elde edilmis olan sonuglar tezin orjinal kismini teskil etmektedir.

Tamm 4.1. (M?"*1 ¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold
olsun. Degme metrik manifoldlar i¢in genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonu V,

VX,Y € y(M?™*1) icin

VxY = Vy¥ + (V) (V)§ = n(V)Vx§ — (V)Y (4.1)
seklinde tanimlanir. Burada V , Levi-Civita konneksiyonudur[38].

Onerme 4.1. (M?"*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold
olsun. VX,Y € y(M?"*1) i¢cin M iizerinde genellestirilmis Tanaka-Webster
konneksiyonu,

VeV = Vy¥ + g(X,Y)¢ — n(¥ )X — n(X)eY (4.2)

seklindedir.

Ispat: (4.1) ifadesinde (3.5) ve (3.6) kullanilarak,

ViV = Vx¥ —n(Y)Vxé + (V) (V)¢ —n(X)pY

VxY = (V)X —n()¢] + [Vxn(Y) + n(VxY)]$ —n(X)pY

=VxY — n(NX + n(XIn¥)§ +n(VxY)§ + g(X,Y)§ —n(Xn(Y)E
—n(VxY) = n(X)pY

= VxY + gX,Y )¢ — n(¥Y )X — n(X)eY
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elde edilir.

Onerme 4.2. (M*™*1,¢,&,1,g), genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. V genellestirilmis Tanaka-

Webster konneksiyonu olmak iizere VX € y(M?"*1) icin,

7eé =0 (4.3)

esitligi saglanir.

Ispat: (4.2) esitliginde Y = & alimir ve (3.1) kullamilirsa,

Vx§ = Vx¥ + g(X,Y)§ —n(Y )X — n(X)eY

Vx§ +9(X, 5 —n()X — nX) ¢¢
0
= VXE"‘U(X)f_?@X
1
= V& + n(X)¢- X
elde edilir. Bu son ifade de (3.3) kullanilarak,
Vxé = Vxé + n(X)¢- X

= X—nX)$ + n(X)§- X
=0

bulunur.

Onerme 4.3. (M*™*1,¢,&,1,g), genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. V genellestirilmis Tanaka-

Webster konneksiyonu olmak iizere VX,Y € y(M?"*1) i¢in,
(Vxm)Y =0

esitligi saglanir.
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Ispat:

xmY = Uxn(¥) — n(VxY) (4.4)
oldugu bilinmektedir. Bu ifade de (4.2) kullanilarak,
(VxmY = Vyn(Y) — g(X,Y) + n(Y )n(X) (4.5)

elde edilir. (4.5)’de (3.4) kullanilirsa,

xmY = Uxn(Y) — g(X,Y) + n(¥ n(X)
= gX,Y)— nX)n¥)-gXY)+ n InX)
=0

bulunur.

Onerme 4.4. (M*™*1,¢,&,1,g), genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. V genellestirilmis Tanaka-

Webster konneksiyonu ve g Riemann metrigi olmak iizere VX,Y,Z € y(M?™*1) icin,

(Vxg)(¥,Z) = 0

esitligi saglanir.

Ispat:
(WXg)(Y1 Z) = 7Xg(Y’ Z) o g(vav Z) o g(Y’ ‘7XZ) (46)

olup, (4.6)’da (4.2) kullanilarak,

(Vxg@)(Y,Z) = Vxg(Y,Z) — g(VxY + g(X,Y)§ —=n(Y )X —n(X) Y ,Z) — g(Y,VxZ
+9X,2)§ —n(Z2)X —n(X) pZ)
=g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) — g(VxY,Z) — g(X,Y)n(Z) + n(Y)g(X,Z)
—nXg(eY,Z) —g(Y,VxZ) — g(X,Z)n(Y) + g(X,Y)n(Z)
+nX)g(Y, 9Z)
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elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

(Vxg)(Y,Z) = 0 (4.7)

sonucuna ulagilir.

Onerme 4.2-4.4 dikkate alindiginda asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug¢ 4.1. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda ¢&,n, g genellestirilmis Tanaka-Webster

konneksiyonuna gore paraleldir.

Sonu¢ 4.2. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda genellestirilmis Tanaka-Webster

konneksiyonu bir metrik konneksiyondur.

Sonu¢ 4.3. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda & vektdr alaninin integral egrileri

genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna gore jeodeziktir.

Teorem 4.1. Neredeyse Kenmotsu manifoldu tizerinde tanimli genellestirilmis Tanaka-

Webster konneksiyonu ¥,

TX,Y) = nX)Y — n(¥Y)X — n(X)eY + n(¥ )X

torsiyonuna sahip bir afin konneksiyondur ve tektir.

Ispat: V’nin torsiyon tensorii T,
TX,Y)= VyY — X —[X,Y]

ile verilir. Bu ifade de (4.2) kullanilarak,
T(X,Y)= VyY — VX —[X,Y]

=VxV + gX, V)¢ — n(Y )X —n(X)pY —VyX — g(X,¥) + n(X)Y
+ (V)X — VY 4+ Vo X
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elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak,
TX,Y) = n(X)Y — n(¥)X — n(X)eY + n(¥ )pX (4.8)

bulunur. Ote yandan, herhangi bir metrik konneksiyon asagidaki sekilde T torsiyonu

yardimiyla

_ 1 _ _ _
gWx¥,2) = g(VxY¥,2) + 5 [g(TX.Y),2) — g(T(X,2),Y) — g(T(Y,2),X)]
seklinde ifade edilebildiginden, bu denklemde (4.8) kullanilarak,

g(VXYJZ) = g(VXYIZ)
1
t7 [gmX)Y —n(¥)X —n(X)eY + n(Y)eX,Z)

—9mX)Z —nZ2)X —nX)eZ + n(Z)X,Y)

—9gmM(Z —n(2)Y —n(V)eZ +n(Z)pY,X)]

9(UxY, Z) + Z[2n(Z)g(X,Y) = 2n(V)g(X, Z) — 2n(X) g (¢, Z)]
9(VxY,Z2) +n(Z)g(X,Y) —n(Y)g(X,Z) —n(X)g(¢Y,Z)

elde edilir ve buradan

VyY = Vx¥ + g(X,Y)§ —n(N)X —n(X)pY

bulunur.

Onerme 4.5. (M?™*1,¢,&,1,g), genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold olsun. g Riemann metrigi
olmak iizere, VX, Y,Z € y(M?™*1) icin R Riemann egrilik tensorii,

RX,Y)Z = RX,V)Z + g(Y,2)X — g(Z,X)Y

esitligi ile verilir.

Ispat: Riemann egrilik tensérii tanimindan

E(X, Y)Z = vayz _Vyvxz - W[X,y]Z (49)
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dir. (4.9) da (4.2) kullanilarak

VxWZ = Vx[VyZ —n(Z)Y + g(Y,Z)¢ — n(Y)pZ]
= VxVyZ — Vx[n(Z)Y] + Vxg(Y, Z2)¢ = Vx[n(Y)pZ]
= VxVyZ —=n(Vy2)X + g(X, VyZ2)§ —n(X)pVyZ-Vxn(Z)Y + n(Z)n(Y)X
—g9X,YIn(Z)§ + nQOn(Z2)eY + Vxg(Y,2)§ — g(¥, Z2n()X
+9(,2)g(X,§)¢ — g(¥, 2DnX)pE—Vxn(Y)eZ + n(Y)n(pZ)X
—9(¥, 02 (V)¢ +nXn(YV)p*Z

= VxVyZ = n(Vy2)X + g(X,VyZ)§ — n(X)pVyZ —n(VxZ)Y — g(X,2)Y
+nXNZ)Y —n(Z2) VxY +n(2)n(¥Y)X — g(X,YIn(Z)$
+nOn(2)eY + g(VxY, 2)§ + g(Y,VxZ)§ + g(¥, 2)X
9, 2)g(X,8)§ —g(¥,Z)X + g(¥,Z)g(X,$)§ —n(VxY)pZ
—9gX.VZ +nXn¥)eZ + g(X, pZ)n(Y)$ +n(YIn(Z)pX
—n(¥V)eVxZ — g(¥,pZ)n(X)¢ —nXIMY)Z +n(X)n(Y)n(Z)¢

VyVxZ = VyVxZ = (VxZ)Y + g(Y,VxZ)é — n(Y)pVxZ —n(VyZ)X — g(Y,2)X
+ 12X —n(2) VyX + n(Z)nX)Y — g(¥, X)n(Z)¢
+n(n2)eX + g(VyX, Z)S + g(X, VyZ)§ + g(X, 2)Y
—9X,2)g(Y,$)§ —g(X, 2)Y + g(X,Z)g(Y,$)§ —n(VyX)pZ
=gV, X)pZ +n(Y)n(X)eZ + g(Y, 9Z)n(X)§ + n(X)n(Z)eY
—nX)eVyZ — g(X, 9Z)n(Y)§ —n(VInX)Z + n(V)n(X)n(Z)¢

VixyiZ =VixyZ + g(VxY,2)¢ — g(VyX,Z)§ —n(Z2)VxY + n(Z2)VyX —n(VxY)@Z
+n(VyX)pZ

olup buradan , R Riemann egrilik tensorii gerekli sadelestirmeler yapilarak

RX,Y)Z = RX,Y)Z + g(¥,2)X — g(Z, X)Y (4.10)
seklinde elde edilir.

Onerme 4.6. (M?>™*1,¢,&,1,g), genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold olsun. R, Riemann egrilik

tensorii olmak iizere VX,Y € y(M?"*1) i¢in,
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R(X,Y) =0 ,R(X, &)Y =0 ,R(,Y)Z=0
esitlikleri saglanir.

Ispat: (4.10) da Z = & alinr ve (3.7) kullanilirsa,

=nX)Y —n(MX + (VX —n)Y
=0

elde edilir. Diger iki ifade de benzer sekilde gosterilebilir.

Onerme 4.7. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold
olsun. Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu

manifoldunun S Ricci tensorii, VY, Z € y(M?™*1) icin,
S(,2) = S(Y,2)+ 2ng(¥,2)

esitligi ile verilir.

Ispat: (4.10) ifadesinden VW € y(M?™*1) igin

gR&K,YIZW) = gRX,YIZ,W) + g(Y,2)gX, W) — g(Z, X)g(Y,W) (4.11)

yazilabilir. {e;,e,,e3,..., €241} M manifoldunun bir noktasindaki teget uzayin lokal
ortonormal bazi olsun. (4.11) ifadesinde, X =W =e¢; i¢in ve 1 <i < 2n + 1 olmak

tizere i lizerinden toplam alinirsa

2n+1 2n+1

Z E(eil Y,Z, ei) = Z g(ﬁ(ei,Y)Z, ei)
i=1 i=1

2n+1 2n+1 2n+1

= ) ReY.Ze)+ ) g(t.Dglene) — ). g(Zedg(t,e)
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yazilabilir. Buradan

S, 2)=S,2)+ 2n+ Dg(Y,2) — g(¥,2)
=S(Y,2) + 2ng(Y,2) + g(¥,Z) — g(Y, 2)
= S,Z2)+ 2ng(Y,Z2) (4.12)

sonucuna ulagilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.8. (M>™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold
ve M?"*1 {izerinde S Ricci tensorii tanimli olsun. 7 ve r sirasiyla genellestirilmis
Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu manifoldunun ve Levi-
Civita konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu manifoldunun skalar egrilikleri

olmak tizere,

r=r+2n(2n+1)

esitligi saglanir.

M?™*1 manifoldunun bir noktasindaki teget uzaym lokal

Ispat: {e;,e5,e3,...,€2041}
ortonormal bazi olsun. (4.12) ifadesinde Y =Z =¢e; i¢in 1 < i < 2n + 1 olmak tizere i

tizerinden toplam alinirsa

2n+1 2n+1 2n+1

Z S_'(ei, el’) = Z S(ei, ei) + 2n z g(ei,ei)

i=1 i=1 i=1 1

r=r+2n(2n+1) (4.13)
elde edilir.

Onerme 4.9. Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse
Kenmotsu manifold i¢in,

i. RX,Y)Z=-RY, X)Z

i. RX,YVZ+RY,2DX+RZX)Y=0

iii. S Ricci tensorii simetriktir.
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Ispat: (4.11) ve (4.12) den ispat agiktir.

Teorem 4.2. M?"*1 manifoldunun genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
gore Riemann egrilik tensorliniin  sifir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M?n+1 g2nt+l(—1) hiperbolik uzayina gore lokal olarak izometrik olmasidir.

Ispat: (4.10) ifadesinden,
RX,Y)Z =—-[g(Y,2)X — g(X,Z2)Y]

dir. Bu ise manifoldun sabit kesit egriliginin —1 oldugunu gostermektedir.

Tamm 4.2. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip

neredeyse Kenmotsu manifold olsun.

(RX,Y).S)(U,V) = =S(R(X,Y)U,V) — S(U,R(X,Y)V) (4.14)

kosulunu saglayan M2"+1

manifolduna Ricci yar1 simetriktir denir.

Teorem 4.3. (M?"*1,¢,&,7, g), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip
neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M?"*1 manifoldunun V ve V konneksiyonlarina
gore Ricci yar1 simetrilerinin denk olmasi icin gerek ve yeter kosul M?7*1

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein manifold olmasidir.

Ispat: (4.14) de (4.10) kullanilirsa

(RX,V).5)(U,V) = =S(RX,Y)U + g(Y, U)X — g(U, X)Y,V)
—S(U,R(X,Y) + g(Y, X — g(V,X)Y)

=-SRX, VU, V)—gl¥,)SKX,V)+gX,U)S(Y,V)
-S(U,RX,V)V) =g, V)S(U,X)+ g(X,V)S(U,Y)

=RXY).HWUV)+gX,U)SY,V)+gX,V)SU,Y)
—g(Y,0)SX, V) —g(Y,V)S(U,X)

=RX,Y).HWUV)+gX,U)SY,V)+gX,V)SU,Y)
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—gY,U)S(X,V) —g(Y,V)S(U,X) (4.15)

elde edilir. Oncelikle (R(X,Y).S)(U,V) = (R(X,Y).S)(U,V) oldugunu varsayalim.
Yukaridaki denklemden,

(RX,Y).9(U,V) = (RX,Y).WU,V)+ gX,U)SY,V)+ gX,V)SU,Y)

gX,u)SY,Vv)+ gx,v)s(u,Yy) — gy, H)sx,v) —g¥,v)s(u,x) =0

elde edilir.

Son buldugumuz denklemde, X = U =¢; ve 1 < i < 2n + 1 i¢in toplam alinirsa

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
> aCenedSVI+ Y glenIS(en) = ) g(¥,edS(enV) = g(t.V) ) S(eqer)
i=1 i=1 i=1 i=1

P —
T

Cn+1DSY,V)+g,V)—g,V)—rgy,V)=0
SY,v)y=2g9(,V)

elde edilir. Bu ise M?™*1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna gére Einstein
manifold oldugunu gosterir. Tersine, M2™*1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna
gore Einstein manifold ise S(Y,V) = 1g(Y,V), (4.15) de kullanilirsa,

(RX, V.U, V) =RX,Y).HWU,VYRX,Y).HWU,V)
+9(X,U)Ag(Y,V) + g(X,V)Ag(U,Y)
= (RX,V).WU, V) + gX,0)Ag(Y,V)
+9(X,V)AgU,Y) — g(¥,)Ag(X,V) — g(¥,V)Ag(U,X)

gerekli sadelestirmeler yapildiginda,

(R(X,Y).9(U,V) = (R(X,Y).S)(U,V)

elde edilir. Dolayisi ile M?™*! manifoldunun V ve V konneksiyonlaria gore Ricci yari

simetrileri denktir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Tamm 4.3. (M*"*1 ¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold
olsun. Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu
manifoldunun, Riemann egrilik tensérii R ve Ricci operatdrii Q olmak iizere VX,Y,Z €
x(M?"*1) icin, Q. R = 0 ifadesi

(Q.RAX,Y)Z=Q(RX,Y)Z) —R(QX,Y)Z — R(X,QY)Z — R(X,Y)QZ (4.16)
seklinde tanimlidir.

Teorem 4.4. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip
neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M?"*1 manifoldu iizerinde Q.R =0 ve Q.R=
0 olmasi igin gerek ve yeter kosul M2™"*1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna

gore Einstein manifold olmasidir.

Ispat: Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu

manifoldunun Ricci operatdrii Q olmak iizere, VX € y(M?™*1) igin, (4.12) den,
0X = QX + 2nX (4.17)
elde edilir. (4.16)’ da, (4.10) ve (4.17) kullanilirsa,

(Q.RAX,V)Z=QREXYZ+ g(Y,2)X— g(Z,X)Y) —R(QX,Y)Z — g(Y,2)QX
+g(Z,QX)Y —R(X,QY)Z — g(QY,Z)X + g(Z,X)QY —R(X,Y)QZ
—9(Y,Q2)X + g(QZ, X)Y
=QRX,Y)Z) +Q(g(Y,2)X) — Q(g(Z,X)Y) —R(QX,Y)Z
—9(Y,2)QX + g(Z,QX)Y — R(X,QY)Z — g(QY,2)X + g(Z, X)QY
— RX,Y)QZ —g(Y,Q2)X + g(QZ,X)Y
= (Q-RXYZ+g(Y,2)QX — g(Z,X)QY — g(Y,2)QX + g(Z,QX)Y
— 9(QY, )X + g(Z,X)QY — g(Y, QD)X + g(QZ,X)Y
= (Q.RAX,Y)Z+ g(Z, QX + 2nX)Y — g(QY + 2nY, 2)X
—g(Y,QZ +2nZ)X + g(QZ + 2nZ,X)Y
= (Q.RAXYVZ+ g(Z,0X)Y + 2ng(Z, X)Y — g(QY, 2)X
—2ng(Y,2)X —g(Y,Q2)X —2ng(Y,Z2)X + g(QZ,X)Y + 2ng(Z,X)Y
= (Q.RX,YV)Z + 25(X, Z)Y — 2S(Y, Z)X — 2n[g(Y, 2)X — g(X,Z)Y] (4.18)
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elde edilir. Oncelikle Q.R = 0 ve Q.R = 0’ 1n bir neredeyse Kenmotsu manifoldunda

esdeger oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.18)’ den,

2S(X, Z)Y — 2S(Y, )X — 2n[g(Y, 2)X — g(X,2)Y] = 0
S(X,2)Y — S(Y,Z)X — n[g(Y, 2)X — g(X,Z)Y] = 0

elde edilir.

Yukaridaki denklemin Y tizerinden izi alimirsa S(X,Z) = ng(X,Z) elde edilir. Yani
M?2™+1 manifoldu bir Einstein manifoldtur. Tersine, M?™*1 bir Einstein manifold
olsun. Bu durumda (4.18)’den Q.R =0 ve Q.R = 0 oldugu agiktir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Tamm 4.4. (M?"*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun.
M?"*1 izerinde Z concircular egrilik tensorii, r ve R swrasiyla Levi-Civita
konneksiyonuna sahip skaler egrilik ve Riemann egrilik tensérii olmak iizere,
genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip bir M?"*1 neredeyse Kenmotsu
manifoldu vV X,Y, W € y(M?"*1) i¢in,

Z(X, Y)W = R(X,Y )W — [g(Y, W)X — g(X, W)Y]

r
2n(2n+1)

seklinde tanimlidir.

Tamm 4.5. (M?"*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun.
M?"*1 {izerinde genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna gére concircular
egrilik tensorii Z, 7 ve R sirasiyla genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip skaler egrilik ve Riemann egrilik tensorii olmak iizere V X,Y,W € y(M?*"*1)
i¢in,

T

ZXYIW = ROYIW = 5o

[g(Y,W)X — g(X,W)Y] (4.19)

seklinde tanimlidir.
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Teorem 4.5. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun.
M?"*1 {izerinde genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna gére ve Levi-Civita

konneksiyonuna goére concircular egrilik tensorleri esittir.

ispat: (4.19)’ da (4.10) ve (4.13) kullanilirsa,

r+2n(2n+1)

20X Y W = RCNW + gV, WX = g(W, )Y = — 2o g (1, W)X
r+2n(2n+1)
anntn & WY
— R, VW + g(¥,W)X — g(W,X)Y — mg(lf, W)X

r
r
=Z(X,Y )W

elde edilir.

Teorem 4.6. (M?"*1,¢,&,7,g), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip
neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M?"*1 {izerinde Z (X,Y).S =0 kosulunu
saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul Levi-Civita konneksiyonuna gore manifoldun

Einstein olmasidir.

Ispat: Z(X,Y).§ =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda V X,Y,U,V € y(M?*"1)

1¢in,

SEWX, YU, V)+SU,Z2(X,Y)V)=0dr.

Yukaridaki denklemde X = & alinirsa,

SEE Y, V)+SWU,Z(E, Y)V)=0 (4.20)
elde edilir. (4.20) de, (4.10), (4.13), (4.19) ve (4.21) kullanilirsa,

— (S, V) —n(V)S(U,Y) =0 (4.21)
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elde edilir. (4.21) ‘de U = & alinirsa, S(Y,V) = 0 bulunur. Son olarak (4.12) ¢ den
S(Y,V) = —2ng(Y,V) elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Neredeyse Kenmotsu manifoldlar iizerine hazirlanan bu tez ¢alismasinda
asagidaki sonuglara ulasilmistir. Bu yapilar neredeyse Sasakian ve neredeyse

kosimplektik manifoldlarda da incelenebilir.

Teorem. Neredeyse Kenmotsu manifoldu tizerinde tanimli genellestirilmis Tanaka-

Webster konneksiyonu 7,

TX,Y)=nX)Y — n(¥)X — n(X)eY + n¥ )X

torsiyonuna sahip bir afin konneksiyondur ve tektir.

Teorem. M?"™*1 manifoldunun genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna gore
sifir olmast igin gerek ve yeter kosul M2"*1 H2"*1(—1) hiperbolik uzaymna gore lokal

olarak izometrik olmasidir.

Teorem. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip
neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M?™*1 manifoldunun V ve V konneksiyonlarina
gore Ricci yari simetrilerinin denk olmasi igin gerek ve yeter kosul M?2"+1

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein manifold olmasidir.

Teorem. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip
neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M?"*1 manifoldu iizerinde Q.R =0 ve Q.R=
0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M2™"*1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna

gore Einstein manifold olmasidir.

Teorem. (M?™"*1, ¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun.
M?"*1 {izerinde genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna gore ve Levi-Civita

konneksiyonuna gore Concircular egrilik tensorleri esittir.

Teorem. (M?™*1,¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. M2?"*! {izerinde Z (X,Y).S =0 kosulunu
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saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul Levi-Civita konneksiyonuna gore manifoldun

Einstein olmasidir.
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