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1. GİRİŞ 

Değme geometri iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin geometrik 

optikler üzerinde çalışmalarıyla doğmuştur. Sophus Lie, Elie Carton, Darboux gibi 

önemli matematikçilerin bu alanda çalışmaları olmuştur. Değme geometrinin köklerine 

1872’de rastlamak mümkündür. Lie’nin değme transformasyonu diferensiyel denklem 

sistemleri çalışmalarında geometrik bir araç olarak kullanmıştır. Değme geometride 

optik, termodinamik, mekanik uygulamalarına rastlanmaktadır [23].  

1940’larda, Ehresmann ve Hopf neredeyse değme manifoldları ortaya 

koymuştur; bunlar her bir tanjant uzaydaki düzgün lineer kompleks yapılar ile 

donanımlı çift boyutlu manifoldlardır [14]. 

Değme Riemann manifoldlar farklı bilim alanlarında da uygulamaları olan geniş 

bir kitle tarafından çalışılan bir konudur. Konu hakkındaki en önemli kaynak, Blair’ in 

“Riemannian Geometry of contact and symplectic manifolds” adlı kitabıdır. Konu, 

simplektik geometri ve karmaşık geometri ile de yakından ilgilidir. Değme formun sıfır 

olduğu yatay alt demet üzerinde, değme formun diferansiyeli simplektik form verir. 

Değme Riemann yapıdaki tensör, yine yatay alt demet üzerinde hemen hemen karmaşık 

yapı verir. Değme manifold tanımladıktan sonra, genel yaklaşım hemen hemen değme 

yapıları çalışmaktır [3]. 

Neredeyse değme manifoldlar, simplektik manifoldlar ve birçok matematik ve 

fizik uygulaması ile yakından ilişkilidir [4]. Diğer taraftan, tek boyutlularda, neredeyse 

değme manifoldlar Boothby ve Wang tarafından 1950’lerde ortaya konmuştur [6]. 

1969 yılında S. Tanno [38], otomorfizm grupları maksimum boyuta sahip olan, 

bağlantılı, neredeyse değme metrik manifoldları üç sınıfa ayırmıştır. Bu durumda 𝑐 sabit 

𝜑 −kesitsel eğriliği olmak üzere; 

• Eğer 𝑐 > 0 ise; Riemann manifoldunun sabit 𝜑 −kesitsel eğriliğine sahip 

bir  homojen Sasakian manifoldu olduğunu, 

• 𝑐 =  0 ise ; Riemann manifoldunun sabit 𝜑 −kesitsel eğriliğe sahip 

Kaehler            manifoldu ile bir çemberin yada bir doğrunun çarpım manifoldu 

olduğunu, 
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• 𝑐 < 0 ise ; Riemann manifoldunun reel eksen ile kompleks düzlemin katlı 

çarpımından oluştuğunu göstermiştir.  

Kenmotsu [20], çalışmalarında Tanno’nun bu ayrımlarını tüm yönleriyle 

inceleyerek, günümüzde Kenmotsu manifold olarak adlandırılan , hemen hemen 

değme metrik manifoldlarının yeni bir sınıfını tanımlamıştır. 

(2𝑛 + 1) boyutlu (𝑀,𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik manifoldu, 

 

(∇𝑋𝜑)𝑌 + (∇𝑌𝜑)𝑋 = −𝜂(𝑌)𝜑𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

 

koşulunu sağlıyorsa bu manifolda neredeyse Kenmotsu manifold denir [20]. Buradaki 

∇, Levi-Civita konneksiyonudur. Açıkça görülür ki her Kenmotsu manifold bir 

neredeyse Kenmotsu manifoldtur, ancak tersi doğru değildir. Eğer neredeyse 

Kenmotsu manifold bir Kenmotsu manifold değil ise buna strict neredeyse Kenmotsu 

manifoldu denir [26]. 

Kenmotsu manifoldlar ve neredeyse Kenmotsu manifoldlar üzerinde 

günümüze kadar birçok çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalardan bazıları ([12], [18], 

[24], [26], [30], [32]) dır. 

Tanaka-Webster konneksiyonu ilk kez Tanno[38] tarafından ortaya atılmıştır. 

Tanaka-Webster konneksiyonu, 1970'lerin sonunda Tanaka[37] tarafından ve 

Tanaka’dan bağımsız olarak da Webster[41] tarafından tanımlanmış olan ve iyi bilinen 

konneksiyonun bir genelleştirilmişidir. Bu konneksiyon, 𝐶𝑅-yapısının 

integrallenebilmesi koşuluyla Tanaka–Webster konneksiyonu ile çakışmaktadır. 

Tanaka-Webster konneksiyonu, dejenere olmayan, pseudo-Harmitian CR-manifoldunda 

kanonik(doğal) afin konneksiyon olarak tanımlanır.  

 

Cho [9, 10] Tanno'nun g-Tanaka–Webster konneksiyonunu sıfırdan farklı 𝑘 reel 

sayısı için, Kaehler manifoldununun, (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme yapısına sahip 

reel hiperyüzeylerinde inceledi. Yapılan çeşitli çalışmalarda, g-Tanaka-Webster 

konneksiyonu kullanılarak, kompleks uzay formlarında reel hiperyüzeylerin bazı 

karakterizasyonları incelenmiştir[36]. Son zamanlarda Bilal[29] ve arkadaşları, 

Kenmotsu manifoldlarında g-Tanaka–Webster konneksiyonunu ele aldılar. 
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Riemann manifoldu üzerinde 𝑅 Riemann eğrilik tensörü,  

 

𝑅(𝑋, 𝑌 )  ·  𝑅 =  0         (1.1) 

 

koşulunu sağlıyorsa yarı simetrik Riemann manifoldu  olarak adlandırılır. Lokal 

simetrik manifoldlar (∇𝑅 = 0) yarı simetrik manifoldların bir alt  sınıfıdır. Yarı 

simetrik Riemann manifoldları ilk olarak Cartan[8], Lichnerowicz[25], Couty[11] ve 

Sinjukov[33] tarafından incelenmiştir.  Bir Riemann manifoldu,  

 

𝑅(𝑋, 𝑌 )  ·  𝑆 =  0                                   (1.2) 

 

koşulunu sağlıyorsa Ricci yarı simetri olarak adlandırılır. Burada 𝑆, (0, 2) tipinde Ricci 

tensörüdür. Ricci simetrik manifoldlar  (𝛥𝑆 = 0),  Ricci yarı simetrik manifoldların bir 

alt sınıfıdır. Her yarı simetrik manifold Ricci yarı simetriktir. Fakat bunun tersi doğru 

değildir. Ancak bazı ek koşullar altında (1.1) ve (1.2) denktir. Yarı simetrik manifoldlar 

Szabó tarafından lokal olarak sınıflandırılmıştır [35]. Riemann yarı simetrik manifoldlar 

üzerinde Szabó [35], Boeckx ve Kowalski [22] tarafından temel bir çalışma yapılmıştır.  

 

Bu tez çalışmasında yukarıda sözü edilen çalışmalar dikkate alınarak  

genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu 

manifoldlar ele alınmıştır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılarak genel bir literatür 

bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde, gerekli temel kavramlardan söz edilmiştir. Üçüncü 

bölümde, neredeyse Kenmotsu manifoldlar ile ilgili özellikler verilmiştir. Dördüncü 

bölümde, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonu tanıtıldıktan sonra sözü edilen 

bu konneksiyona sahip neredeyse Kenmotsu manifoldlar incelenmiştir. Ayrıca bu 

manifold üzerinde tanımlı Riemann eğrilik tensörü, Ricci tensörü, skalar eğrilik, 

concircular eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, conharmonic eğrilik tensörü gibi 

geometrik yapılara yer verilip bu eğrilik tensörlerine sahip neredeyse Kenmotsu 

manifoldların geometrisi incelenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

  

Bu bölümde, diğer bölümlerde çalışmamız için gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel 

kavramlar verilmiştir. 

 

2.1. Riemann Manifoldlar 

 

Tanım 2.1.1.  boyutlu bir  manifold olsun.  üzerinde vektör alanlarının 

uzayı 𝜒(𝑀𝑛) ve reel değerli  fonksiyonlarının halkası  olmak üzere, 

 

 

 

simetrik, lineer ve pozitif tanımlı bir  dönüşümüne  üzerinde bir Riemann 

metrik tensörü ve  ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu 

denir[17].  manifoldunun herhangi iki  ve  noktası için  üzerinde bu 

noktalar birleştiren bir eğri bulunabiliyorsa,  e bağlantılı manifold adı verilir[28]. 

 

Tanım 2.1.2.  bir  manifold olsun.  üzerinde vektör alanlarının uzayı 

𝜒(𝑀𝑛) olmak üzere, 

 

 

dönüşümü,   için, 

i. ∇𝑋( 𝑌 + 𝑍) = ∇𝑋𝑌 + ∇𝑋𝑍, 

ii. ∇𝑓𝑋+𝑔𝑌𝑍 = 𝑓∇𝑋𝑍 + 𝑔∇𝑌𝑍, 

iii. ∇𝑋(𝑓𝑌) = 𝑓∇𝑋𝑌 + 𝑋(𝑓)𝑌 

özellikleri sağlanıyorsa ya  üzerinde bir afin konneksiyon denir [28]. 

 

Tanım 2.1.3.  bir Riemann manifoldu ve   da  üzerinde bir afin 

konneksiyon olsun. O zaman,  dönüşümü;  için, 

nM n − C nM

C
( , )nC M 

: ( ) ( ) ( , )n n ng M M C M   → 

2− g nM

( ),
n

M g

nM p q nM

nM

nM C nM

2-lineer

: ( ) ( ) ( )

                                  ( , ) ( , )

n n n

X

M M M

X Y X Y Y

    →

→ =

 , ( , ),nf g C M   , , ( )nX Y Z M

 nM

( ),
n

M g  nM

  , , ( )nX Y Z M
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 (Konneksiyonun sıfır torsiyon özeliği), 

  (Konneksiyonun metrikle bağdaşma özeliği), 

şartlarını sağlıyorsa  ya  üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya 

 nin Levi-Civita konneksiyonu denir [28]. 

 

Tanım 2.1.4.  bir Riemann manifoldu ve  da  üzerinde bir Levi-Civita 

konneksiyonu olsun. O zaman, 

 

 

 

ile tanımlanan tipli tensör alanı  ye  nin Riemann eğrilik tensörü denir. 

Ayrıca,   olmak üzere,  Riemann eğrilik tensörü 

i. 𝑅 (𝑋, 𝑌)𝑍 =  − 𝑅 (𝑌, 𝑋)𝑍, 

ii. 𝑔(𝑅 (𝑋, 𝑌)𝑉,𝑊)  =  − 𝑔(𝑅 (𝑋, 𝑌)𝑊, 𝑉), 

iii. 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 +  𝑅(𝑌, 𝑍)𝑋 +  𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 =  0, 

iv. 𝑔(𝑅 (𝑋, 𝑌)𝑉,𝑊)  =  𝑔(𝑅 (𝑉,𝑊)𝑋, 𝑌) 

özelliklerini sağlar [28]. 

 

Önerme 2.1.1.  bir Riemann manifoldu,   da  üzerinde bir Levi-Civita 

konneksiyonu ve , tipli bir tensör alanı olsun. O zaman, 

 

 

 

dır [28]. 

 

Önerme 2.1.2.  bir Riemann manifoldu olsun.  simetrik bir tensör alan 

olmak üzere, her  vektör alanları için, 

 

( )1 [ , ]X YY X X Y − =

( )2 ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z=  + 

 nM

nM

( ),
n

M g  nM

[ , ]

: ( ) ( ) ( ) ( )

        ( , )

n n n n

X Y Y X X Y

R M M M M

R X Y Z Z Z Z

     →

=  −  −

( )1,3 − R nM

 , , , , ( )nX Y Z V W M R

( ),
n

M g  nM

E ( )1,1 −

( )( )X X XE Y EY E Y = − 

( ),
n

M g F

  , ,X Y Z
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eşitliği geçerlidir [28]. 

 

Önerme 2.1.3.  bir Riemann manifoldu olsun. 𝐺 ters simetrik bir tensör alanı 

olmak üzere, her 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için, 

 

 

 

dır [28]. 

 

Tanım 2.1.5.  bir Riemann manifoldu olsun.  tanjant uzayının iki boyutlu 

alt uzayı ve  vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı 

 

 

 

olsun. O zaman, 

 

 

 

eşitliğine  nin kesit eğriliği denir ve  ile gösterilir [28]. 

 

Tanım 2.1.6.   bir Riemann manifoldu ve  lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere, 

 

 

 

şeklinde tanımlı tipindeki  tensör alanına   üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. Ayrıca, tipli  Ricci operatörü 

 

(( ) , ) ( , ( ) )X Xg F Y Z g Y F Z = 

( ),
n

M g

(( ) , ) ( , ( ) )X Xg G Y Z g Y G Z = − 

( ),
n

M g
PT M

 ,V W 

2( , ) ( , ) ( , ) 0g V V g W W g V W− 

2

( ( , ) , )
( , )

( , ) ( , ) ( , )

g R V W W V
K V W

g V V g W W g V W
=

−

 ( )K 

( ),
n

M g  1 2, ,..., ,ne e e

1

: ( ) ( )

                ( , ) ( , ) ( ( , ) , )

n n

n

i i
i

S M M

X Y S X Y g R e X Y e

 

=

 →

→ = 

( )0,2 − S nM

( )0,2 − Q
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eşitliği ile tanımlıdır [40]. 

 

Tanım 2.1.7.   bir Riemann manifoldu ve   lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere, 

 

 

 

değerine  nin skaler eğriliği denir [40]. 

 

Tanım 2.1.8.  bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀𝑛) için;  

 

𝑆(𝑋, 𝑌)  =  𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) 

 

olacak biçimde 𝑀𝑛 üzerinde bir 𝜆 fonksiyonu var ise yani 𝑀𝑛 nin Ricci tensörü S, 

metrik tensör 𝑔 nin bir katı ise 𝑀𝑛 e Einstein manifoldu adı verilir [40]. 

 

Tanım 2.1.9.  bir Riemann manifoldu ve   üzerinde bir pozitif fonksiyon 

olsun. Bu durumda,  eşitliği  üzerinde metrik değişimini tanımlar. 

Burada her bir noktadaki iki vektör arasındaki açı değişmezdir. Bu nedenle, bu şekilde 

tanımlanan metrik değişimine metriğin bir konformal değişimi denir. Eğer  

fonksiyonu sabit ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer  

fonksiyonu özdeş olarak 'e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır. Ayrıca, 

eğer bir  Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir  Riemann metriği ile 

konformal olarak ilişkili ise o zaman,  Riemann manifolduna konformal düzlemsel 

denir [40]. 

Teorem 2.1.1.  bir Riemann manifoldu olsun.  nin konformal düzlemsel 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑛 ≥ 3 için 𝑐 = 0 olmasıdır [40]. 

 

( , ) ( , )S X Y g QX Y=

( ),
n

M g  1 2, ,..., ,ne e e

1

( , )
n

i i

i

r S e e
=

=

nM

( ),
n

M g

( ),
n

M g nM

 2g g = nM





1

g g 

nM

( ),
n

M g nM
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Teorem 2.1.2.  bir sabit  eğriliğine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun. 

Bu durumda,  üzerindeki herhangi  vektör alanlar için, 

 

 

dır [40]. 

 

Tanım 2.1.10.  sabit eğrilikli, tam ve bağlantılı manifoldlara uzay form denir.

boyutlu bir  uzay formu  ile gösterilir [40]. 

 

Sonuç 2.1.1.   bir sabit  eğrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda,  

için, 

 

 

 

dır [28]. 

 

Tanım 2.1.11.  bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀𝑛) için 𝑀𝑛 nin 

concircular eğrilik tensörü, 

 

Ƶ(𝑋, 𝑌)𝑊 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑊 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
[𝑔(𝑌,𝑊)𝑋 − 𝑔(𝑋,𝑊)𝑌] 

 

ile tanımlanır[40]. 

 

2.2. Hemen Hemen Değme Manifoldlar 

 

Tanım 2.2.1. 𝑀2𝑛+1, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir manifold, 𝜙, 𝜉, 𝜂 da  𝑀2𝑛+1 üzerinde, 

sırasıyla, (1,1) tipinde bir tensör alanı, bir vektör alan ve 1-form olsunlar. Eğer 𝜙, 𝜉, 𝜂 

( ),
n

M g k

nM   , ,X Y Z

 ( , ) ( , ) ( , )R X Y Z k g Y Z X g X Z Y= −

k n −

nM ( )nM k

( ),
n

M g k 2n 

2

2

0 ise ( )  Öklid uzayı,

1
( ) ise ( ) ( ) küresi,

1
ise ( ) ( ) Hiperbolik uzay,

n n

n n n

n n

k M k E

M k k M k S r
r

k M k H r
r


 = =



= = =



= − =

( ),
n

M g
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için, ∀𝑋 ∈ 𝜒( 𝑀2𝑛+1) 

için,  

 

𝜂(𝜉) = 1  

 

𝜙2𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉           (2.2.1) 

 

eşitlikleri sağlanıyorsa o zaman, (𝜙, 𝜉, 𝜂) üçlüsüne  𝑀2𝑛+1 üzerinde bir hemen hemen 

değme yapı ve bu yapı ile birlikte  𝑀2𝑛+1 ye bir hemen hemen değme manifold denir 

[40]. 

 

Tanım 2.2.2. 𝑀2𝑛+1,, (2𝑛 + 1)-boyutlu bir manifold, (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme 

yapısı ile verilsin. 𝑀2𝑛+1, üzerinde bir 𝑔 Riemann metriği, 

 

𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜉) 

 

ve 

 

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                  (2.2.2) 

 

şartlarını sağlıyorsa 𝑔 metriğine 𝑀2𝑛+1 üzerinde hemen hemen değme metrik, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔  

yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı ile 𝑀2𝑛+1 ye de hemen 

hemen değme metrik manifold denir [40]. 

 

Tanım 2.2.3. 𝑀2𝑛+1, (2𝑛 + 1)-boyutlu manifold üzerinde bir hemen hemen değme 

metrik yapısı (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) olmak üzere, 

 

𝜙(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝜙𝑌) 

 

şeklinde tanımlı 𝜙 dönüşümüne, hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu 

denir [40].  

 

Tanım 2.2.4. (𝑀2𝑛+1, 𝑔) Riemann manifold ve (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑀
2𝑛+1 nin lokal 
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koordinatları olsun. 𝑤 = √|𝑔|𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ …∧ 𝑑𝑥𝑛 ve 𝑔(𝑥) > 0 ise 𝑤 ye 𝑀2𝑛+1 

üzerindeki bir hacim form denir. Burada 𝑑𝑥𝑖 , 𝑀
2𝑛+1 üzerindeki kotanjant uzayda 1-

formlar ve |𝑔|, 𝑀2𝑛+1 üzerinde metrik tensörün determinantıdır [34]. 

 

Tanım 2.2.5. (𝑀2𝑛+1, 𝑔) Riemann manifoldu olsun. 𝑀2𝑛+1 üzerinde bir hacim form 

mevcut ise 𝑀2𝑛+1 ye yönlendirilebilirdir denir [15]. 

 

Tanım 2.2.6. 𝑀2𝑛+1 diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Eğer 𝑤, 1-form ise, 

∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

2𝑑𝑤(𝑋, 𝑌) = 𝑋(𝑤(𝑌)) − 𝑌(𝑤(𝑋)) − 𝑤[𝑋, 𝑌] 

 

dır. Eğer 𝑤, 2-form ise, 

 

3𝑑𝑤(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑋(𝑤(𝑌, 𝑍)) + 𝑌(𝑤(𝑍, 𝑌)) + 𝑍(𝑤(𝑋, 𝑌)) 

 

  −𝑤([𝑋, 𝑌], 𝑍) − 𝑤([𝑌, 𝑍], 𝑋) − 𝑤([𝑍, 𝑋], 𝑌) 

dır [40]. 

 

Önerme 2.2.1. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik 

manifold ve ∇, Riemann konneksiyonu olsun. ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

(𝑖) (∇𝑋𝜙)(𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝑌, (∇𝑋𝜙)𝑍) 

 

(𝑖𝑖) (∇𝑋𝜙)(𝑌, 𝑍) + (∇𝑋𝜙)(𝜙𝑌, 𝜙𝑍) = 𝜂(𝑍)(∇𝑋𝜂)𝜙𝑌 − 𝜂(𝑌)(∇𝑋𝜂)𝜙𝑍 

 

(𝑖𝑖𝑖) (∇𝑋𝜂)𝑌 = 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜉) = (∇𝑋𝜙)(𝜉, 𝜙𝑌) 

 

(𝑖𝑣) 2𝑑𝜂(𝑋, 𝑌) = (∇𝑋𝜂)𝑌 − (∇𝑌𝜂)𝑋 

 

(𝑣) 3𝑑𝜙(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ⊕
𝑋,𝑌,𝑍

(∇𝑋𝜙)(𝑌, 𝑍) 
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eşitlikleri geçerlidir. Burada 
⊕
𝑋,𝑌,𝑍

, 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları üzerinden alınan devirli 

toplamı göstermektedir. 

Ayrıca {𝑋𝑖, 𝜙𝑋𝑖, 𝜉}, 𝑖 = 1,2, … 2𝑛 + 1 olmak üzere, 𝑀2𝑛+1 nin açık bir alt 

cümlesi üzerinde tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman 𝛿 operatörü, 

 

𝛿𝜂 = − ∑ {(∇𝑋𝑖𝜂)𝑋𝑖 + (∇𝜙𝑋𝑖𝜂)𝜙𝑋𝑖}

2𝑛+1

𝑖=1

 

şeklinde elde edilir [17]. 

 

Tanım 2.2.7. 𝑀2𝑛+1 bir reel diferansiyellenebilir manifold olsun. Eğer 𝑀2𝑛+1 nin her 𝑝 

noktası için 𝐽2 = −𝐼 olacak şekilde 𝑇𝑝𝑀 tanjant uzayının bir 𝐽 endomorfizması mevcut 

ise, o zaman 𝑀2𝑛+1 üzerindeki 𝐽 tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapı adı 

verilir. Bir 𝐽 hemen hemen kompleks yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen 

kompleks manifold denir [40]. 

𝑀2𝑛+1 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapsı (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) ile verilsin. O 

zaman, 𝑀2𝑛+1 × 𝑅 üzerinde herhangi bir vektör alanı, 

 

(𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑋, 𝑀2𝑛+1 manifolduna teğet bir vektör alan; 𝑡, 𝑅 nin bir 

koordinatı ve 𝑓, 𝑀2𝑛+1 × 𝑅 üzerinde bir 𝐶∞ fonksiyondur. 

 

𝑀2𝑛+1 üzerinde (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece 

𝑀2𝑛+1 × 𝑅 üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı, 

 

𝐽 (𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
) = (𝜙𝑋 − 𝑓. 𝜉, 𝜂(𝑋)

𝑑

𝑑𝑡
) 

 

biçiminde tanımlanır. Kolayca 𝐽2 = −𝐼 elde edilir [40]. 
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Tanım 2.2.8. 𝑀2𝑛+1 bir diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere, 𝑀2𝑛+1 üzerinde 

(1,1)-tipli bir tensör alanı 𝐹 olsun. ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

𝑁𝐹(𝑋, 𝑌) = 𝐹
2[𝑋, 𝑌] + [𝐹𝑋, 𝐹𝑌] − 𝐹[𝐹𝑋, 𝑌] − 𝐹[𝑋, 𝐹𝑌] 

 

şeklinde tanımlı 𝑁𝐹 tensör alana 𝐹 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü denir 

[13]. 

𝐽, 𝑀2𝑛+1 üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olsun. Tanım 2.2.8. 

yardımıyla 𝑀2𝑛+1 üzerinde 𝐽 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü, 

 

𝑁𝐽(𝑋, 𝑌) = 𝐽
2[𝑋, 𝑌] + [𝐽𝑋, 𝐽𝑌] − 𝐽[𝐽𝑋, 𝑌] − 𝐽[𝑋, 𝐽𝑌] 

 

     = −[𝑋, 𝑌] + [𝐽𝑋, 𝐽𝑌] − 𝐽[𝐽𝑋, 𝑌] − 𝐽[𝑋, 𝐽𝑌] 

 

şeklindedir [40]. 

 

Tanım 2.2.9. (𝑀2𝑛+1, 𝐽) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, 𝑁𝐽 = 0 ise 

𝐽 dönüşümüne integrallenebilirdir denir [40]. 

 

Tanım 2.2.10. Eğer 𝑀2𝑛+1 × 𝑅 üzerindeki bir 𝐽 hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme yapısına normaldir denir [40]. 

 

Önerme 2.2.2. (2𝑛 + 1)-boyutlu bir 𝑀2𝑛+1 Riemann manifoldu üzerinde (𝜙, 𝜉, 𝜂) 

hemen hemen değme yapısının normal olması için gerek ve yeter koşul, 

 

𝑁𝜙 + 2𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 = 0 

 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada 𝑁𝜙, 𝜙 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon 

tensörüdür [40]. 

 

Tanım 2.2.11. 2𝑛-boyutlu bir (𝑀2𝑛, 𝐽) hemen hemen kompleks manifold olsun. 

∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛) için, 
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𝑔(𝐽𝑋, 𝐽𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) 

 

şeklinde verilen 𝑔 Riemann metriğine Hermit metriği denir. Hermit metriği ile verilen 

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. 

Hermit metriği ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [4]. 

 

Tanım 2.2.12. 2𝑛-boyutlu bir (𝑀2𝑛, 𝐽, 𝑔) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. 

∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛) için, 

Ω(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝐽𝑌) 

 

eşitliği ile tanımlanan Ω 2-formuna, hemen hemen Hermit yapısının temel 2-formu 

denir. Eğer 𝑑Ω = 0 ise (𝐽, 𝑔) yapısına hemen hemen Kaehler yapı denir. Bu yapı ile 

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapı ile 

verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir 

Kaehler manifold olması için gerek ve yeter koşul ∇𝐽 = 0 eşitliğinin sağlanmasıdır [4]. 

 

Tanım 2.2.13. (2𝑛 + 1)-boyutlu bir (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), bir hemen hemen değme 

metrik manifold olsun. O zaman, verilen bu yapı, 

 

𝑑𝜙 = 0 (𝜙, kapalıdır), 𝑑𝜂 = 0 (𝜂, kapalıdır) 

 

şartlarını sağlıyorsa 𝑀2𝑛+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir. 

Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik 

manifold denir [19], [27].  

 

Teorem 2.2.1. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), hemen hemen değme metrik manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 

manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul ∇𝜙 ve ∇𝜂 

kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır [27]. 

 

Önerme 2.2.3. Bir hemen hemen kosimplektik manifold üzerinde, 

 

(∇𝜙𝑋𝜙)(𝜙𝑌) + (∇𝑋𝜙)(𝑌) − 𝜂(𝑌)∇𝜙𝑋𝜉 = 0 
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eşitliği geçerlidir [27]. 

 

Örnek 2.2.2. 𝐸4 Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperküresi 𝑆3 olsun. 𝐸4 de 

𝑆3 bir birim normali 𝐶 olmak üzere 𝐸4 ün hemen hemen kompleks tensör alanı 𝐽, 

𝐽: 𝐸4 → 𝐸4 

 

𝐽𝐶 = −𝜉 

 

biçiminde tanımlansın. O zaman 𝜉, 𝑆3 üzerinde bir birim vektör alanı olur. Yani 𝜉 ∈

𝜒(𝑆3) dir. 𝑆3 e teğet her bir 𝑋 vektör alanı için 𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜉) olmak üzere 𝜂 1-formu 

iyi tanımlıdır. Üstelik 𝜂(𝜉) = 1 dir. Diğer yandan, 

 

𝐽𝑋 = 𝜙𝑋 + 𝜂(𝑋)𝐶 

 

eşitliği ile 𝜙 lineer dönüşümünü tanımlayalım. Buna göre ∀𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4) ∈ 𝑆
3 

için, 

 

𝐽 = [
0     − 𝐼2
𝐼2          0

] =

[
 
 
 
 
 
 
0     0   − 1    0

0     0      0   − 1

1      0     0        0

0       1      0       0 

 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

yapısı yardımı ile, 

 

𝐽(𝐶(𝑝)) = 𝐽(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4) = (−𝑝3, −𝑝4, 𝑝1, 𝑝2) = −𝜉 

 

elde edilir. Burada, 

 

𝜉 = [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] 
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dir. Şimdi 𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 için, 

 

𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 =< [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

] , [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] > [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] 

 

olduğundan, 

 

𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 = (𝑥1𝑝3 + 𝑥2𝑝4 − 𝑥3𝑝1 − 𝑥4𝑝2) [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] 

 

elde edilir. Böylece, 

 

𝜆 = (𝑥1𝑝3 + 𝑥2𝑝4 − 𝑥3𝑝1 − 𝑥4𝑝2) 

 

olmak üzere, 

 

𝑔(𝑋, 𝜉) = 𝜆𝜉 

 

eşitliği elde edilir. Ayrıca, 

 

𝜙(𝜙𝑋) = 𝐽(𝜙𝑋) − 𝜂(𝜙𝑋)𝐶 

 

               = 𝐽(𝐽𝑋 − 𝜂(𝑋)𝐶) − 𝜂(𝐽𝑋 − 𝜂(𝑋)𝐶)𝐶 

 

               = 𝐽 ([

−𝑥3
−𝑥4
𝑥1
𝑥2

] − 𝜆 [

𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4

]) − 𝑔(𝐽𝑋 − 𝜂(𝑋)𝐶, 𝜉)𝐶 

 

 = [

−𝑥1 + 𝜆𝑝3
−𝑥2 + 𝜆𝑝4
−𝑥3 − 𝜆𝑝1
−𝑥4 − 𝜆𝑝2

]−< [

−𝑥3 − 𝜆𝑝1
−𝑥4 − 𝜆𝑝2
−𝑥1 − 𝜆𝑝3
−𝑥2 − 𝜆𝑝4

] , [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] > [

𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4

] 
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  = [

−𝑥1
−𝑥2
−𝑥3
−𝑥4

] 

 

              −

[
 
 
 
−𝜆𝑝3 − [(𝑥3 − 𝜆𝑝1)𝑝3 + (𝑥4 − 𝜆𝑝2)𝑝4 + (𝑥1 + 𝜆𝑝3)𝑝1 + (𝑥2 + 𝜆𝑝4)𝑝2]𝑝1
−𝜆𝑝4 − [(𝑥3 − 𝜆𝑝1)𝑝3 + (𝑥4 − 𝜆𝑝2)𝑝4 + (𝑥1 + 𝜆𝑝3)𝑝1 + (𝑥2 + 𝜆𝑝4)𝑝2]𝑝2
−𝜆𝑝1 − [(𝑥3 − 𝜆𝑝1)𝑝3 + (𝑥4 − 𝜆𝑝2)𝑝4 + (𝑥1 + 𝜆𝑝3)𝑝1 + (𝑥2 + 𝜆𝑝4)𝑝2]𝑝3
−𝜆𝑝2 − [(𝑥3 − 𝜆𝑝1)𝑝3 + (𝑥4 − 𝜆𝑝2)𝑝4 + (𝑥1 + 𝜆𝑝3)𝑝1 + (𝑥2 + 𝜆𝑝4)𝑝2]𝑝4]

 
 
 

 

 

dir. O zaman, 

 

𝜙(𝜙𝑋) = −[

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

] + 𝜆 [

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] 

 

olduğundan, 

 

𝜙2𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉 

 

elde edilir. Bununla birlikte, 

 

𝜙𝜉 = 𝐽𝜉 − 𝜂(𝜉)𝐶 

 

olduğundan, 

 

𝜙𝜉 =

[
 
 
 
 
 
 
0     0   − 1    0

0     0      0   − 1

1      0     0        0

0       1      0       0 

 

]
 
 
 
 
 
 

[

𝑝3
𝑝4
−𝑝1
−𝑝2

] − [

𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4

] = [

𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4

] − [

𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4

] = 0 

bulunur. Böylece; 

 

𝜂(𝜙𝑋) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝜉) 

              = 𝑔(𝐽𝑋 − 𝜂(𝑋)𝐶, 𝜉) 
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              = 0 

olduğu da açıkça görülür. 

 

Sonuç olarak (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), yapısı 𝑆3 üzerinde bir hemen hemen değme metrik 

yapısı oluşturur [4]. 
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3. NEREDEYSE KENMOTSU MANİFOLDLAR 

 

Bu bölümde neredeyse Kenmotsu manifoldların temel özelliklerine yer 

verilecektir. 

Tanım 3.1.  (2𝑛 + 1)-boyutlu hemen hemen değme metrik manifold (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

olsun. Eğer, 

(∇𝑋𝜙)(𝑌) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜙𝑋             (3.1) 

ise, (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) manifolduna Kenmotsu manifold denir [34].  

Tanım 3.2. 𝑀 hemen hemen değme metrik manifoldu tüm 𝑋, 𝑌 vektör alanları için  

 

(𝛻𝑋𝜑)𝑌 + (𝛻𝑌𝜑)𝑋 = −𝜂(𝑌)𝜑𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌                                (3.2) 

 

eşitliğini sağlarsa neredeyse Kenmotsu manifold olarak adlandırılır[20]. Burada ∇ 

Riemann metriği üzerindeki Levi-Civita konneksiyonudur.  

 

Teorem 3.1. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑅 Riemann 

eğrilik tensörü, 𝑆 Ricci tensörü ve 𝑄 Ricci operatörü olmak üzere 𝑀2𝑛+1 üzerinde 

aşağıdaki özellikler sağlanır [1,20,21]. 

 

∇𝑋𝜉 =  𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜉                                 (3.3) 

 

(∇𝑋𝜂)𝑌 =  𝑔(𝑋, 𝑌 )  −  𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 )             (3.4) 

 

𝑅(𝑋, 𝑌 )𝜉 =  𝜂(𝑋)𝑌 −  𝜂(𝑌 )𝑋                               (3.5) 

 

𝑆(𝑋, 𝜉)  =  −2𝑛𝜂(𝑋)                            (3.6) 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝑌 = − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑌 )𝑋             (3.7) 

 

𝑆(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑆(𝑋, 𝑌) + 2𝑛𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)            (3.8) 

 

𝜂(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍) = 𝑔(𝑋, 𝑍)𝜂(𝑌) − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜂(𝑋)           (3.9) 
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 ∇𝜉𝜉 = 0                (3.10) 

 

Tanım 3.3. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), neredeyse Kenmotsu manifold olsun. Herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍 

vektör alanları için 𝑔 Riemann metriği olmak üzere, projektif eğrilik tensörü 𝑃 ve 

conharmonic eğrilik tensörü 𝑁 sırasıyla, 

 

𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 −
1

2𝑛
[𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌]                      (3.11) 

𝑁(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 −
1

2𝑛 − 1
[𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌 

+𝑔(𝑌, 𝑍)𝑟(𝑋) − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑟(𝑌)]             (3.12) 

 

şeklinde tanımlanır. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ TANAKA WEBSTER KONNEKSİYONUNA SAHİP 

NEREDEYSE KENMOTSU MANİFOLDLARI ÜZERİNDE BAZI EĞRİLİK 

KOŞULLARI 

 

Bu bölümde, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Ricci yarı 

simetrik neredeyse Kenmotsu manifoldlar karakterize edilerek 𝑄. 𝑅 = 0 ve 𝑄̅. 𝑅̅ = 0 

eğrilik koşulları incelenmiştir.  

Elde edilmiş olan sonuçlar tezin orjinal kısmını teşkil etmektedir.  

 

Tanım 4.1. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold 

olsun. Değme metrik manifoldlar için genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonu ∇̅, 

∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için  

 

∇̅𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + (∇𝑋𝜂)(𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜑𝑌        (4.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada ∇ , Levi-Civita konneksiyonudur[38]. 

 

Önerme 4.1.  (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold 

olsun. ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için 𝑀 üzerinde genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonu, 

 

∇̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 +  𝑔(𝑋, 𝑌 )𝜉 −  𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌     (4.2) 

 

şeklindedir. 

 

İspat: (4.1) ifadesinde (3.5) ve (3.6) kullanılarak, 

 

 

     ∇̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 − 𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉 + (∇𝑋𝜂)(𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

               =  ∇𝑋𝑌 − 𝜂(𝑌)[𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉] + [∇𝑋𝜂(𝑌) + 𝜂(∇𝑋𝑌)]𝜉 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

               = ∇𝑋𝑌 −  𝜂(𝑌)𝑋 +  𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜉 + 𝜂(∇𝑋𝑌)𝜉 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜉

− 𝜂(∇𝑋𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

               =  ∇𝑋𝑌 +  𝑔(𝑋, 𝑌 )𝜉 −  𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌 
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elde edilir. 

 

Önerme 4.2. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. ∇̅ genelleştirilmiş Tanaka-

Webster konneksiyonu olmak üzere ∀𝑋 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

𝛻̅𝑋𝜉 =  0          (4.3) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: (4.2) eşitliğinde 𝑌 = 𝜉 alınır ve (3.1) kullanılırsa, 

 

𝛻̅𝑋𝜉 =  ∇𝑋𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

 

        =  ∇𝑋𝜉 + 𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(𝜉 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝜉⏟
0

 

        =  ∇𝑋𝜉 + 𝜂(𝑋)𝜉 − 𝜂(𝜉 )⏟
1

𝑋 

        =  ∇𝑋𝜉 +  𝜂(𝑋)𝜉 –  𝑋 

 

elde edilir. Bu son ifade de (3.3) kullanılarak, 

 

𝛻̅𝑋𝜉 =  ∇𝑋𝜉 +  𝜂(𝑋)𝜉 –  𝑋 

         =  𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉 +  𝜂(𝑋)𝜉 –  𝑋 

         = 0 

 

bulunur. 

 

Önerme 4.3. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. ∇̅ genelleştirilmiş Tanaka-

Webster konneksiyonu olmak üzere ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

 (𝛻̅𝑋𝜂)𝑌 = 0  

 

eşitliği sağlanır.  
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İspat:  

 

(𝛻̅𝑋𝜂)𝑌 =  𝛻̅𝑋𝜂(𝑌 )  −  𝜂(𝛻̅𝑋𝑌 )       (4.4) 

 

olduğu bilinmektedir. Bu ifade de (4.2) kullanılarak, 

 

(𝛻̅𝑋𝜂)𝑌 =  𝛻𝑋𝜂(𝑌 )  −  𝑔(𝑋, 𝑌 )  +  𝜂(𝑌 )𝜂(𝑋)     (4.5) 

 

elde edilir. (4.5)’de (3.4) kullanılırsa, 

 

(𝛻̅𝑋𝜂)𝑌 =  𝛻𝑋𝜂(𝑌 )  −  𝑔(𝑋, 𝑌 )  +  𝜂(𝑌 )𝜂(𝑋) 

               =  𝑔(𝑋, 𝑌 ) −    𝜂(𝑋 )𝜂(𝑌) − 𝑔(𝑋, 𝑌) +  𝜂(𝑌 )𝜂(𝑋) 

  = 0 

 

bulunur. 

 

Önerme 4.4. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. ∇̅ genelleştirilmiş Tanaka-

Webster konneksiyonu ve 𝑔 Riemann metriği olmak üzere ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

(𝛻̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍)  =  0  

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat:  

 

(𝛻̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝛻̅𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝛻̅𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, 𝛻̅𝑋𝑍)     (4.6) 

 

olup, (4.6)’da (4.2) kullanılarak, 

 

( 𝛻̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝛻̅𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌 )𝑋 − 𝜂(𝑋) 𝜑𝑌 , 𝑍) − 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍

+ 𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)𝑋 − 𝜂(𝑋) 𝜑𝑍)  

                        = 𝑔(𝛻̅𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, 𝛻̅𝑋𝑍) − 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜂(𝑍) + 𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍)      

− 𝜂(𝑋)𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍) − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝜂(𝑌) + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜂(𝑍)

+ 𝜂(𝑋)𝑔(𝑌, 𝜑𝑍) 
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elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa,  

 

(𝛻̅𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍)  =  0          (4.7) 

 

sonucuna ulaşılır. 

 

Önerme 4.2-4.4 dikkate alındığında aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

   

Sonuç 4.1. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda 𝜉, 𝜂, 𝑔 genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonuna göre paraleldir. 

 

Sonuç 4.2. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonu bir metrik konneksiyondur. 

 

Sonuç 4.3. Neredeyse Kenmotsu manifoldunda 𝜉 vektör alanının integral eğrileri 

genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna göre jeodeziktir. 

 

Teorem 4.1. Neredeyse Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı genelleştirilmiş Tanaka-

Webster konneksiyonu  𝛻̅,  

 

𝑇̅(𝑋, 𝑌 ) =  𝜂(𝑋)𝑌 −  𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌 +  𝜂(𝑌 )𝜑𝑋  

 

torsiyonuna sahip  bir afin konneksiyondur ve tektir.  

 

İspat: ∇̅’nın torsiyon tensörü 𝑇,̅  

 

𝑇̅(𝑋, 𝑌 ) =  𝛻̅𝑋𝑌 − 𝛻̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

 

ile verilir. Bu ifade de (4.2) kullanılarak,  

 

𝑇̅(𝑋, 𝑌 ) =  𝛻̅𝑋𝑌 − 𝛻̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

                = ∇𝑋𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 −  𝜂(𝑌 )𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 − ∇𝑌𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑋 )𝑌

+ 𝜂(𝑌)𝜑𝑋 − ∇𝑋𝑌 + ∇𝑌𝑋 
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elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılarak, 

 

𝑇̅(𝑋, 𝑌 )  =  𝜂(𝑋)𝑌 −  𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌 +  𝜂(𝑌 )𝜑𝑋      (4.8) 

 

bulunur. Öte yandan, herhangi bir metrik konneksiyon aşağıdaki şekilde 𝑇̅ torsiyonu 

yardımıyla 

𝑔(𝛻̅𝑋𝑌, 𝑍)  =  𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍)  + 
1

2
 [𝑔( 𝑇̅(𝑋, 𝑌 ), 𝑍)  −  𝑔(𝑇̅(𝑋, 𝑍), 𝑌 )  −  𝑔(𝑇̅(𝑌, 𝑍), 𝑋)] 

 

şeklinde ifade edilebildiğinden,  bu denklemde (4.8) kullanılarak,  

 

𝑔(𝛻̅𝑋𝑌, 𝑍)  =  𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍)

+ 
1

2
 [𝑔(𝜂(𝑋)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜑𝑋, 𝑍)

− 𝑔(𝜂(𝑋)𝑍 − 𝜂(𝑍)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑍 + 𝜂(𝑍)𝜑𝑋, 𝑌)

− 𝑔(𝜂(𝑌)𝑍 − 𝜂(𝑍)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜑𝑍 + 𝜂(𝑍)𝜑𝑌, 𝑋)]  

                    =  𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 
1

2
[2𝜂(𝑍)𝑔(𝑋, 𝑌) − 2𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍) − 2𝜂(𝑋)𝑔(𝜑𝑌, 𝑍)] 

                    =  𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝜂(𝑍)𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑋)𝑔(𝜑𝑌, 𝑍) 

 

elde edilir ve buradan  

 

𝛻̅𝑋𝑌 =  ∇𝑋𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜑𝑌 

 

bulunur. 

 

Önerme 4.5. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑔 Riemann metriği 

olmak üzere, ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için 𝑅̅ Riemann eğrilik tensörü,  

 

𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝑍 =  𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 +  𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 −  𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌  

 

eşitliği ile verilir. 

 

İspat: Riemann eğrilik tensörü tanımından  

 

R̅(𝑋, 𝑌)𝑍 =  𝛻̅𝑋𝛻̅𝑌𝑍 − 𝛻̅𝑌𝛻̅𝑋𝑍 − 𝛻̅[𝑋,𝑌]𝑍             (4.9) 
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dır. (4.9) da (4.2) kullanılarak  

 

𝛻̅𝑋𝛻̅𝑌𝑍 = 𝛻̅𝑋[∇𝑌𝑍 − 𝜂(𝑍)𝑌 + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜑𝑍] 

             = 𝛻̅𝑋∇𝑌𝑍 − 𝛻̅𝑋[𝜂(𝑍)𝑌] + 𝛻̅𝑋𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉 − 𝛻̅𝑋[𝜂(𝑌)𝜑𝑍] 

             = ∇𝑋∇𝑌𝑍 − 𝜂(∇𝑌𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑋)𝜑∇𝑌𝑍−∇𝑋𝜂(𝑍)𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋

− 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜂(𝑍)𝜉 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝜑𝑌 + ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍)𝜉 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜂(𝜉)𝑋

+ 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝜂(𝑋)𝜑𝜉−∇𝑋𝜂(𝑌)𝜑𝑍 + 𝜂(𝑌)𝜂(𝜑𝑍)𝑋

− 𝑔(𝑌, 𝜑𝑍)𝜂(𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜑2𝑍 

 

      = ∇𝑋∇𝑌𝑍 − 𝜂(∇𝑌𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍)𝜉 −  𝜂(𝑋)𝜑∇𝑌𝑍 − 𝜂(∇𝑋𝑍)𝑌 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌

+ 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝑌 − 𝜂(𝑍) ∇𝑋𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜂(𝑍)𝜉

+ 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝜑𝑌 + 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍)𝜉 + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍)𝜉 + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋

− 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(∇𝑋𝑌)𝜑𝑍

− 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜑𝑍 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜑𝑍 + 𝑔(𝑋, 𝜑𝑍)𝜂(𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝜑𝑋

− 𝜂(𝑌)𝜑∇𝑋𝑍 − 𝑔(𝑌, 𝜑𝑍)𝜂(𝑋)𝜉 − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝑍 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝜉 

 

𝛻̅𝑌𝛻̅𝑋𝑍 = ∇𝑌∇𝑋𝑍 − 𝜂(∇𝑋𝑍)𝑌 + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍)𝜉 −  𝜂(𝑌)𝜑∇𝑋𝑍 − 𝜂(∇𝑌𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋

+ 𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝑋 − 𝜂(𝑍) ∇𝑌𝑋 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑋)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑋)𝜂(𝑍)𝜉

+ 𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝜑𝑋 + 𝑔(∇𝑌𝑋, 𝑍)𝜉 + 𝑔(𝑋, ∇𝑌𝑍)𝜉 + 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌

− 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑔(𝑌, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑔(𝑌, 𝜉)𝜉 − 𝜂(∇𝑌𝑋)𝜑𝑍

− 𝑔(𝑌, 𝑋)𝜑𝑍 + 𝜂(𝑌)𝜂(𝑋)𝜑𝑍 + 𝑔(𝑌, 𝜑𝑍)𝜂(𝑋)𝜉 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝜑𝑌

− 𝜂(𝑋)𝜑∇𝑌𝑍 − 𝑔(𝑋, 𝜑𝑍)𝜂(𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜂(𝑋)𝑍 + 𝜂(𝑌)𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝜉 

 

∇̅[𝑋,𝑌]𝑍 = ∇[𝑋,𝑌]𝑍 + 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍)𝜉 − 𝑔(∇𝑌𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)∇𝑋𝑌 + 𝜂(𝑍)∇𝑌𝑋 − 𝜂(∇𝑋𝑌)𝜑𝑍

+ 𝜂(∇𝑌𝑋)𝜑𝑍 

 

olup buradan , 𝑅̅ Riemann eğrilik tensörü  gerekli sadeleştirmeler yapılarak 

 

𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝑍 =  𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 +  𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 −  𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌                  (4.10) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

Önerme 4.6. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑅̅, Riemann eğrilik 

tensörü olmak üzere  ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 
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𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝜉 = 0  , 𝑅̅(𝑋, 𝜉)𝑌 = 0  , 𝑅̅(𝜉, 𝑌)𝑍 = 0 

 

eşitlikleri sağlanır. 

 

İspat: (4.10) da 𝑍 = 𝜉 alınır ve (3.7) kullanılırsa, 

 

𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝜉 =  𝑅(𝑋, 𝑌 )𝜉 +  𝑔(𝑌, 𝜉)𝑋 −  𝑔(𝜉, 𝑋)𝑌 

                    = 𝜂(𝑋)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝑋 + 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌 

                    = 0   

  

elde edilir. Diğer iki ifade de benzer şekilde gösterilebilir.  

  

Önerme 4.7. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold 

olsun. Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu 

manifoldunun 𝑆̅ Ricci tensörü, ∀𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

𝑆̅(𝑌, 𝑍) =  𝑆(𝑌, 𝑍) +  2𝑛𝑔(𝑌, 𝑍)  

 

eşitliği ile verilir. 

 

İspat: (4.10) ifadesinden ∀𝑊 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için 

 

𝑔(𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝑍,𝑊)  =  𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍,𝑊)  +  𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋,𝑊) −  𝑔(𝑍, 𝑋)𝑔(𝑌,𝑊)       (4.11) 

 

yazılabilir. {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒2𝑛+1} 𝑀 manifoldunun bir noktasındaki teğet uzayın lokal 

ortonormal bazı olsun. (4.11) ifadesinde,  𝑋 = 𝑊 = 𝑒𝑖 için ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1 olmak 

üzere 𝑖 üzerinden toplam alınırsa  

 

 

∑ 𝑅̅(𝑒𝑖, 𝑌, 𝑍, 𝑒𝑖)

2𝑛+1

𝑖=1

= ∑ 𝑔(𝑅̅(𝑒𝑖, 𝑌)𝑍, 𝑒𝑖)

2𝑛+1

𝑖=1

 

                                   = ∑ 𝑅(𝑒𝑖, 𝑌, 𝑍, 𝑒𝑖)

2𝑛+1

𝑖=1

+ ∑ 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

2𝑛+1

𝑖=1

− ∑ 𝑔(𝑍, 𝑒𝑖)𝑔(𝑌, 𝑒𝑖)

2𝑛+1

𝑖=1
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yazılabilir. Buradan 

 

𝑆̅(𝑌, 𝑍) = 𝑆(𝑌, 𝑍) + (2𝑛 + 1)𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, 𝑍)  

               = 𝑆(𝑌, 𝑍) + 2𝑛𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, 𝑍) 

               =  𝑆(𝑌, 𝑍) +  2𝑛𝑔(𝑌, 𝑍)          (4.12) 

 

sonucuna ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Önerme 4.8. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔),  (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold 

ve 𝑀2𝑛+1 üzerinde 𝑆̅ Ricci tensörü tanımlı olsun. 𝑟̅ ve 𝑟 sırasıyla genelleştirilmiş 

Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu manifoldunun ve Levi-

Civita konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu manifoldunun skalar eğrilikleri 

olmak üzere, 

 

𝑟̅ = 𝑟 + 2𝑛(2𝑛 + 1)  

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒2𝑛+1} 𝑀
2𝑛+1 manifoldunun bir noktasındaki teğet uzayın lokal 

ortonormal bazı olsun. (4.12) ifadesinde  𝑌 = 𝑍 = 𝑒𝑖 için 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1 olmak üzere 𝑖 

üzerinden toplam alınırsa 

 

∑ 𝑆̅(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) = ∑ 𝑆(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) + 2𝑛 ∑ 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)⏟    
1

2𝑛+1

𝑖=1

2𝑛+1

𝑖=1

2𝑛+1

𝑖=1

 

 

𝑟̅ = 𝑟 + 2𝑛(2𝑛 + 1)              (4.13) 

 

elde edilir. 

 

Önerme 4.9. Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse 

Kenmotsu manifold için, 

i. R̅(𝑋, 𝑌)𝑍 = −R̅(𝑌, 𝑋)𝑍 

ii. R̅(𝑋, 𝑌)𝑍 + R̅(𝑌, 𝑍)𝑋 + R̅(𝑍, 𝑋)𝑌 = 0 

iii. S̅ Ricci tensörü simetriktir. 
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İspat: (4.11) ve (4.12) den ispat açıktır. 

 

Teorem 4.2. 𝑀2𝑛+1 manifoldunun genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

göre Riemann eğrilik tensörünün sıfır olması için gerek ve yeter koşul 

𝑀2𝑛+1, 𝐻2𝑛+1(−1) hiperbolik uzayına göre lokal olarak izometrik olmasıdır. 

 

İspat: (4.10) ifadesinden, 

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = −[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌] 

 

dır. Bu ise manifoldun sabit kesit eğriliğinin −1 olduğunu göstermektedir.   

 

Tanım 4.2. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun.   

 

(𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = −𝑆̅(𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑈, 𝑉) − 𝑆̅(𝑈, 𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑉)       (4.14) 

 

koşulunu sağlayan 𝑀2𝑛+1 manifolduna Ricci yarı simetriktir denir. 

  

Teorem 4.3. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 manifoldunun   ∇̅ ve ∇ konneksiyonlarına  

göre Ricci yarı simetrilerinin denk olması için gerek ve yeter koşul 𝑀2𝑛+1 

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein manifold olmasıdır. 

 

İspat: (4.14) de (4.10) kullanılırsa 

 

(𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = −𝑆(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑈 + 𝑔(𝑌, 𝑈)𝑋 − 𝑔(𝑈, 𝑋)𝑌, 𝑉)                               

            −𝑆(𝑈, 𝑅(𝑋, 𝑌) + 𝑔(𝑌, 𝑉)𝑋 − 𝑔(𝑉, 𝑋)𝑌)                     

  

  = −𝑆(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑈, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑈)𝑆(𝑋, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝑆(𝑌, 𝑉)                          

       −𝑆(𝑈, 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑋) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑌) 

  = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝑆(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑌)                  

      −𝑔(𝑌, 𝑈)𝑆(𝑋, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑋)       

  = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝑆(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑌)                 
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                               −𝑔(𝑌, 𝑈)𝑆(𝑋, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑋)                                                     (4.15)

                   

elde edilir. Öncelikle  (𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉) olduğunu varsayalım. 

Yukarıdaki denklemden, 

 

(𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝑆(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑌)   

                             

         𝑔(𝑋, 𝑈)𝑆(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑌) − 𝑔(𝑌, 𝑈)𝑆(𝑋, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉)𝑆(𝑈, 𝑋) = 0  

 

elde edilir. 

 

Son bulduğumuz denklemde, 𝑋 = 𝑈 = 𝑒𝑖  ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1 için toplam alınırsa  

 

∑ 𝑔(

2𝑛+1

𝑖=1

𝑒𝑖, 𝑒𝑖)𝑆(𝑌, 𝑉) + ∑ 𝑔(

2𝑛+1

𝑖=1

𝑒𝑖 , 𝑉)𝑆(𝑒𝑖 , 𝑌) − ∑ 𝑔(

2𝑛+1

𝑖=1

𝑌, 𝑒𝑖)𝑆(𝑒𝑖, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉) ∑ 𝑆(

2𝑛+1

𝑖=1

𝑒𝑖, 𝑒𝑖)
⏟        

𝑟

 

(2𝑛 + 1)𝑆(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑌, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉) − 𝑟𝑔(𝑌, 𝑉) = 0 

 

𝑆(𝑌, 𝑉) = 𝜆𝑔(𝑌, 𝑉) 

 

elde edilir. Bu ise 𝑀2𝑛+1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein 

manifold olduğunu gösterir. Tersine, 𝑀2𝑛+1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna 

göre Einstein manifold ise  𝑆(𝑌, 𝑉) = 𝜆𝑔(𝑌, 𝑉), (4.15) de kullanılırsa, 

 

                           (𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = (𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉)(𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉)  

                             +𝑔(𝑋, 𝑈)𝜆𝑔(𝑌, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑉)𝜆𝑔(𝑈, 𝑌) 

                                                          = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉) + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝜆𝑔(𝑌, 𝑉) 

                                                          +𝑔(𝑋, 𝑉)𝜆𝑔(𝑈, 𝑌) − 𝑔(𝑌, 𝑈)𝜆𝑔(𝑋, 𝑉) − 𝑔(𝑌, 𝑉)𝜆𝑔(𝑈, 𝑋) 

 

gerekli sadeleştirmeler yapıldığında, 

 

(𝑅̅(𝑋, 𝑌). 𝑆̅)(𝑈, 𝑉) = (𝑅(𝑋, 𝑌). 𝑆)(𝑈, 𝑉)      

 

elde edilir. Dolayısı ile 𝑀2𝑛+1 manifoldunun   ∇̅ ve ∇ konneksiyonlarına göre Ricci yarı 

simetrileri denktir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Tanım 4.3. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir neredeyse Kenmotsu manifold 

olsun. Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu 

manifoldunun, Riemann eğrilik tensörü 𝑅̅ ve Ricci operatörü 𝑄̅ olmak üzere ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈

𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 𝑄̅. 𝑅̅ = 0 ifadesi 

 

(𝑄̅. 𝑅̅)(X, Y)Z = 𝑄̅(𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑍) − 𝑅̅(𝑄̅𝑋, 𝑌)𝑍 − 𝑅̅(𝑋, 𝑄̅𝑌)𝑍 − 𝑅̅(𝑋, 𝑌)𝑄̅𝑍      (4.16) 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Teorem 4.4. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 manifoldu üzerinde  𝑄̅. 𝑅̅ = 0  ve    𝑄. R =

0 olması için gerek ve yeter koşul 𝑀2𝑛+1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna 

göre Einstein manifold olmasıdır. 

 

İspat: Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip neredeyse Kenmotsu 

manifoldunun Ricci operatörü 𝑄̅ olmak üzere, ∀𝑋 ∈ 𝜒(𝑀2𝑛+1) için, (4.12)’den, 

 

          𝑄̅𝑋 = 𝑄𝑋 + 2𝑛𝑋           (4.17) 

 

elde edilir. (4.16)’ da, (4.10) ve (4.17) kullanılırsa, 

 

(𝑄̅. 𝑅̅)(X, Y)Z = Q(R(X, Y)Z + 𝑔(Y, Z)X − 𝑔(Z, X)Y) − R(QX, Y)Z − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑄𝑋

+ 𝑔(𝑍, 𝑄𝑋)𝑌 − 𝑅(𝑋, 𝑄𝑌)𝑍 − 𝑔(𝑄𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑍, 𝑋)𝑄𝑌 − 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑄𝑍

− 𝑔(𝑌, 𝑄𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑄𝑍, 𝑋)𝑌 

                           = 𝑄(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍) + 𝑄(𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋) − 𝑄(𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌) − 𝑅(𝑄𝑋, 𝑌)𝑍

− 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑄𝑋 + 𝑔(𝑍, 𝑄𝑋)𝑌 − 𝑅(𝑋, 𝑄𝑌)𝑍 −  𝑔(𝑄𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑍, 𝑋)𝑄𝑌

−  𝑅(𝑋, 𝑌)𝑄𝑍 − 𝑔(𝑌, 𝑄𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑄𝑍, 𝑋)𝑌

= (𝑄. 𝑅)(X, Y)Z + g(Y, Z)𝑄𝑋 − 𝑔(𝑍, 𝑋)𝑄𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑄𝑋 + 𝑔(𝑍, 𝑄𝑋)𝑌

− 𝑔(𝑄𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑍, 𝑋)𝑄𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑄𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑄𝑍, 𝑋)𝑌       

= (𝑄. 𝑅)(X, Y)Z + 𝑔(𝑍, 𝑄𝑋 + 2𝑛𝑋)𝑌 − 𝑔(𝑄𝑌 + 2𝑛𝑌, 𝑍)𝑋

− 𝑔(𝑌, 𝑄𝑍 + 2𝑛𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑄𝑍 + 2𝑛𝑍, 𝑋)𝑌

= (𝑄. 𝑅)(X, Y)Z + 𝑔(𝑍, 𝑄𝑋)𝑌 + 2𝑛𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌 − 𝑔(𝑄𝑌, 𝑍)𝑋

− 2𝑛𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑌, 𝑄𝑍)𝑋 − 2𝑛𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑄𝑍, 𝑋)𝑌 + 2𝑛𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌 

                               = (𝑄. 𝑅)(X, Y)Z + 2S(X, Z)Y − 2S(Y, Z)X − 2𝑛[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌]   (4.18) 
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elde edilir. Öncelikle 𝑄̅. 𝑅̅ = 0 ve 𝑄. 𝑅 = 0’ ın bir neredeyse Kenmotsu manifoldunda 

eşdeğer olduğunu varsayalım. Bu durumda (4.18)’ den, 

 

2S(X, Z)Y − 2S(Y, Z)X − 2n[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌] = 0 

       S(X, Z)Y − S(Y, Z)X − n[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌] = 0 

 

elde edilir. 

Yukarıdaki denklemin 𝑌 üzerinden izi alınırsa 𝑆(𝑋, 𝑍) = 𝑛𝑔(𝑋, 𝑍) elde edilir. Yani 

𝑀2𝑛+1 manifoldu bir Einstein manifoldtur.  Tersine,  𝑀2𝑛+1 bir Einstein manifold 

olsun. Bu durumda (4.18)’den 𝑄̅. 𝑅̅ = 0 ve 𝑄. 𝑅 = 0 olduğu açıktır. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.  

 

Tanım 4.4.  (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 

𝑀2𝑛+1 üzerinde Ƶ concircular eğrilik tensörü, 𝑟 ve 𝑅 sırasıyla Levi-Civita 

konneksiyonuna sahip skaler eğrilik ve Riemann eğrilik tensörü olmak üzere, 

genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip bir 𝑀2𝑛+1 neredeyse Kenmotsu 

manifoldu ∀ 𝑋, 𝑌,𝑊 ∈  𝜒(𝑀2𝑛+1) için, 

 

Ƶ(𝑋, 𝑌 )𝑊 =  𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑊 −
𝑟

2𝑛(2𝑛 + 1)
[g(Y,W)X −  g(X,W)Y ] 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Tanım 4.5. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 

𝑀2𝑛+1 üzerinde genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna göre concircular 

eğrilik tensörü Ƶ̅, 𝑟̅ ve 𝑅̅ sırasıyla genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip skaler eğrilik ve Riemann eğrilik tensörü olmak üzere ∀ 𝑋, 𝑌,𝑊 ∈  𝜒(𝑀2𝑛+1) 

için, 

 

Ƶ̅(𝑋, 𝑌 )𝑊 =  𝑅̅(𝑋, 𝑌 )𝑊 −
𝑟̅

2𝑛(2𝑛+1)
[g(Y,W)X −  g(X,W)Y]       (4.19) 

 

şeklinde tanımlıdır. 
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Teorem 4.5. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 

𝑀2𝑛+1 üzerinde genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna göre ve Levi-Civita 

konneksiyonuna göre concircular eğrilik tensörleri eşittir. 

 

İspat: (4.19)’ da (4.10) ve (4.13) kullanılırsa, 

 

Ƶ̅(𝑋, 𝑌 )𝑊 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑊 + 𝑔(𝑌,𝑊)𝑋 − 𝑔(𝑊,𝑋)𝑌 −
𝑟 + 2𝑛(2𝑛 + 1)

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑔(𝑌,𝑊)𝑋

+
𝑟 + 2𝑛(2𝑛 + 1)

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑔(𝑋,𝑊)𝑌 

                    = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑊 + 𝑔(𝑌,𝑊)𝑋 − 𝑔(𝑊, 𝑋)𝑌 −
𝑟

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑔(𝑌,𝑊)𝑋     

− 𝑔(𝑌,𝑊)𝑋 +
𝑟

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑔(𝑋,𝑊)𝑌 + 𝑔(𝑋,𝑊)𝑌 

                    = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑊 −
𝑟

2𝑛(2𝑛 + 1)
[𝑔(𝑌,𝑊)𝑋 − 𝑔(𝑋,𝑊)𝑌] 

                    = Ƶ(𝑋, 𝑌 )𝑊   

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.6. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 üzerinde Ƶ̅ (X, Y). 𝑆̅ = 0 koşulunu 

sağlaması için gerek ve yeter koşul Levi-Civita konneksiyonuna göre manifoldun 

Einstein olmasıdır. 

 

İspat: Ƶ̅(𝑋, 𝑌 ). 𝑆̅ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑈, 𝑉 ∈  𝜒(𝑀2𝑛+1)  

için,  

 

𝑆̅ (Ƶ̅ (𝑋, 𝑌 )𝑈, 𝑉 ) + 𝑆̅ (𝑈, Ƶ̅ (𝑋, 𝑌 )𝑉 ) = 0 dır. 

 

Yukarıdaki denklemde 𝑋 = 𝜉 alınırsa,  

 

𝑆̅ (Ƶ̅ (𝜉, 𝑌 )𝑈, 𝑉 ) + 𝑆̅ (𝑈, Ƶ̅ (𝜉, 𝑌 )𝑉 ) = 0      (4.20) 

 

elde edilir. (4.20) de, (4.10), (4.13), (4.19) ve (4.21) kullanılırsa, 

 

− 𝜂(𝑈)𝑆̅(𝑌, 𝑉) − 𝜂(𝑉)𝑆̅(𝑈, 𝑌) = 0                   (4.21) 
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elde edilir. (4.21) ‘de 𝑈 = 𝜉 alınırsa, 𝑆̅(𝑌, 𝑉) = 0  bulunur. Son olarak (4.12) ‘ den 

𝑆(𝑌, 𝑉) = −2𝑛𝑔(𝑌, 𝑉) elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Neredeyse Kenmotsu manifoldlar üzerine hazırlanan bu tez çalışmasında 

aşağıdaki sonuçlara ulaşılmıştır. Bu yapılar neredeyse Sasakian ve neredeyse 

kosimplektik manifoldlarda da   incelenebilir.  

 

Teorem. Neredeyse Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı genelleştirilmiş Tanaka-

Webster konneksiyonu  𝛻̅,  

 

𝑇̅(𝑋, 𝑌 ) =  𝜂(𝑋)𝑌 −  𝜂(𝑌 )𝑋 −  𝜂(𝑋)𝜑𝑌 +  𝜂(𝑌 )𝜑𝑋  

 

torsiyonuna sahip  bir afin konneksiyondur ve tektir.  

 

Teorem. 𝑀2𝑛+1 manifoldunun genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna göre 

sıfır olması için gerek ve yeter koşul 𝑀2𝑛+1, 𝐻2𝑛+1(−1) hiperbolik uzayına göre lokal 

olarak izometrik olmasıdır. 

 

Teorem. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 manifoldunun   ∇̅ ve ∇ konneksiyonlarına  

göre Ricci yarı simetrilerinin denk olması için gerek ve yeter koşul 𝑀2𝑛+1 

manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna göre Einstein manifold olmasıdır. 

 

Teorem. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 manifoldu üzerinde  𝑄̅. 𝑅̅ = 0  ve    𝑄. R =

0 olması için gerek ve yeter koşul 𝑀2𝑛+1 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonuna 

göre Einstein manifold olmasıdır. 

 

Teorem. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 

𝑀2𝑛+1 üzerinde genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna göre ve Levi-Civita 

konneksiyonuna göre Concircular eğrilik tensörleri eşittir. 

 

Teorem. (𝑀2𝑛+1, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu Tanaka-Webster konneksiyona sahip 

neredeyse Kenmotsu manifold olsun. 𝑀2𝑛+1 üzerinde Ƶ̅ (X, Y). 𝑆̅ = 0 koşulunu 
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sağlaması için gerek ve yeter koşul Levi-Civita konneksiyonuna göre manifoldun 

Einstein olmasıdır. 
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