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Simge Açıklama 

 

ℝ Reel sayılar kümesi 

ℝ𝑁 𝑁 boyutlu Euclid uzayı 

ℂ Kompleks sayılar kümesi 

𝐹 ℝ veya ℂ kümelerinden herhangi birisi 

‖. ‖ ‖. ‖: 𝑉 → ℝ+ , norm 

〈. , . 〉 〈. , . 〉 ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ, iç çarpım 

𝑢𝑛 → 𝑢 Kuvvetli yakınsaklık 

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢 

  

Zayıf yakınsaklık 

 ’nın sınırı 

𝐶 Sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝐶𝑝 𝑝.  mertebeye kadar türevli ve sürekli 

fonksiyonlar uzayı 

𝐶∞ Kendisi ve sonsuz mertebeden türevleri 

sürekli olan fonksiyonlar uzayı 

𝐶0
∞(Ω 

 

Sonlu bir bölge dışında kendisi ve bütün 

mertebeden türevleri sıfır olan fonksiyonlar 

uzayı 

𝐿(𝑈, 𝑉) 𝐿: 𝑈 → 𝑉  tanımlanan lineer dönüşümlerin 

kümesi 

𝐼 Birim dönüşüm 

𝐴̅ 𝐴 nın kapanışı 

𝑉∗ 𝑉 in dual uzayı 

𝑉∗∗ 𝑉 nin ikinci dual uzayı 

(𝑉, ℧,ℳ) Ölçüm uzayı 

ℳ(𝐴) 𝐴 nın ölçümü 

𝐿𝑝 

 

𝑝.  kuvveti Lebsegue integrallenebilir 

fonksiyonlar uzayı 
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𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω) Ω nın kopmpakt alt kümesinde 1.dereceden 

integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

 

𝐿𝑝(.) Değişken Üslü Lebsegue uzayı 

𝐿∞(Ω) 

 

Ω bölgesindeki hhh yerde sınırlı fonksiyonlar 

uzayı 

 

𝐿𝑏
𝑝(Ω) Ağrılık Lebsegue uzayı 

𝜌𝑝(.) Modüler fonksiyon 

𝑊𝑚,𝑝 Sobolev uzayı 

𝑊𝑚,𝑝(.) Değişken Üslü Soboloev uzayı 

𝑊0
𝑚,𝑝(Ω) 𝑊𝑚,𝑝 uzayındaki (𝑚 − 1). mertebeye kadar 

türevleri sıfır olan fonksiyonlar uzayı. 

∇𝑢  
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛
) = (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑥2 , … , 𝑢𝑥𝑛) 

∆𝑢   𝜕2𝑢

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
2 +⋯+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑛2

= 𝑢𝑥1𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑥2 +⋯

+ 𝑢𝑥𝑛𝑥𝑛 
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ÖZET 

 

STANDART OLMAYAN BÜYÜME KOŞULUNU İÇEREN STEKLOV SINIR 

DEĞER PROBLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN İNCELENMESİ 

 

 

Vahup, Murad 

Yüksek Lisans, Matematik Bölümü 

Danışman: Doç. Dr.  Zehra Yücedağ 

Temmuz 2022, 69 sayfa 

 

Bu tezde, varyasyonel yaklaşım kullanılarak standart olmayan büyüme koşulunu 

içeren Steklov sınır değerli bir problemin sıfırdan farklı bir tane zayıf çözümünün 

varlığı değişken üslü Sobolev uzayında incelenmiştir. 

Birinci bölümde, öncelikle problemimizin çözümünün araştırıldığı uzay olan değişken 

üslü Lebesgue uzayı ve değişken üslü Sobolev uzaylarının tarihi gelişimi hakkında 

bilgi verilmiştir. Daha sonra da  son yıllarda varyasyonel yaklaşım kullanılarak bu 

uzaylarda farklı sınır koşuluna sahip bazı çalışmalar incelenmiştir. Sonra da üzerinde 

çalışacağımız standart olmayan büyüme koşulunu içeren Steklov sınır değer problemi 

verilmiştir. 

İkinci bölümde,  diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teorem hakkında 

bilgi verilmiştir. Daha sonra, üzerinde çalıştığımız değişken üslü Lebesgue uzayları ile 

ilgili temel tanım, teoremler ve notasyonlar hakkında bilgi verilmiştir. Ayrıca, 

değişken üslü Sobolev uzayı tanımlandıktan sonra bu uzay ile ilgili gerekli olan tanım, 

teoremler ve notasyonlar hakkında bilgi verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, varyasyonel yaklaşım hakkında bilgi verildikten sonra standart ve 

standart olmayan büyüme koşulunu içeren sınır değer problemlerinin çözümlerinin 

varlığını göstermek için varyasyonel yaklaşım da kullanılan bazı teoremler verilmiştir.  

Çalışmamızın bu kısmında  teoremleri kullanmak için gerekli olan bazı tanımlara yer 

verilmiştir. En son kısmında da bu teoremler ile birlikte bazı özel tanımlar kullanılarak 

varyasyonel yaklaşım altında yapılan bazı çalışmalar hakkında bilgi verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, tez çalışmasının orijinal kısmını oluşturmaktadır. Bu kısımda, 

standart olmayan büyüme koşulunu içeren Steklov sınır değerli problemin varyasyonel 

yaklaşım altında Mountain-Pass teoremi ile birlikte Ambrosetti-Rabinowitz koşulu bir 

arada kullanılarak problemin sıfırdan farklı bir tane zayıf çözümünün varlığı 

gösterilmiştir. Bu çözüm araştırılırken,  probleme karşılık gelen enerji fonksiyoneli bir 

araç olarak kullanılmıştır. Zayıf çözüm değişken üslü uazayda araştırılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Değişken Üslü Lebesgue - Sobolev uzayları, Varyasyonel 

yaklaşım, Mountain-Pass teoremi, Ambrosetti-Rabinowitz koşulu, Zayıf çözüm 
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INVESTIGATION OF SOLUTIONS OF  THE STEKLOV BOUNDARY 

VALUE PROBLEM INVOLVING NONSTANDARD GROWTH CONDITION 

 

Vahup, Murad 

Master of Science in Department of Mathematic 

 Supervisor: Doç. Dr. Zehra Yücedağ 

June 2022, 69 pages 

 

In this thesis, the existence of a weak nontrivial solution solution of a Steklov boundary 

value problem with non-standard growth condition is investigated in variable exponent 

Sobolev space using a variational approach. 

In the first chapter, information is given about the historical development of the 

variable exponent Lebesgue space and the variable exponent Sobolev spaces, which 

are the spaces in which the solution of our problem is investigated. Then, in recent 

years, some studies with different boundary conditions in these spaces have been 

examined by using the variational approach. After that, the Steklov boundary value 

problem, which includes the non-standard growth condition that we will work on, is 

given. 

In the second chapter, information about the basic definition and theorem that will be 

used in other chapters is given. Then, information about the basic definitions, theorems 

and notations about the variable exponent Lebesgue spaces we have studied is given. 

In addition, after defining the variable exponent Sobolev space, information about the 

necessary definitions, theorems and notations about this space is given.  

In the third chapter, after giving information about the variational approach, some 

theorems used in the variational approach are given to show the existence of solutions 

to boundary value problems involving standard and non-standard growth conditions. 

In this part of our study, some definitions necessary to use theorems are given. In the 

last part, information about some studies carried out under the variational approach is 

given by using some special definitions together with these theorems. 

The fourth chapter constitutes the original part of the thesis. In this section, the 

existence of a non-zero weak solution of the Steklov boundary value problem 

involving non-standard growth condition is shown by using the Mountain-Pass 

theorem together with the Ambrosetti-Rabinowitz condition under the variational 

approach. While investigating this solution, the energy functional corresponding to the 

problem was used as a tool. The weak solution is investigated in variable exponent 

space. 

Keywords: Lebesgue-Sobolev spaces with Variable Exponent, Variational approach, 

Mountain-Pass theorem, Ambrosetti-Rabinowitz condition, Weak solution 
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1. GİRİŞ 

1.1 Değişken Üslü Uzayların Tarihi 

Son yıllarda standart olmayan büyüme koşullu varyasyonel problemler, diferansiyel 

denklemler ve kısmi diferansiyel ile ilgili çalışmalar da çok yoğun olarak 

çalışılmaktadır. Bu alanlarda yoğun olarak çalışılmalar yapılmasının altında yatan 

nedenlerden biri uygulama alanları olarak da gösterilmektedir. Bu uygulama alanların 

başında; Bilgisayar Bilimi, Yapay ve Biyolojik ağ sistemleri, Mekanik mühendisliği, 

Kontrol Sistemleri ve Ekonomi gibi alanlardaki lineer olmayan diferansiyel 

denklemlerin matematiksel modelleri olarak sayabiliriz. 

 

Değişken üslü Lebesgue uzayları ile ilgili temel bilgi, ilk kez W. Orlicz tarafında 1931 

yazılan çalışmasında tanımlandı (Orlicz,1931). Bu çalışmada, aşağıdaki soru dikkate 

alınmıştır:  (𝑝𝑖 > 1) için (𝑝𝑖) ve (𝑥𝑖) reel sayı dizileri için ∑ 𝑥𝑖
𝑝𝑖

𝑖  toplamı yakınsak 

olarak alındığı zaman, ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖𝑖  toplamının yakınsak olması için (𝑦𝑖)  üzerindeki 

bırakılması gereken gerekli ve yeterli koşulların ∃𝜆 > 0 ve   𝑝𝑖
′ =

𝑝𝑖

(𝑝𝑖−1)
 için 

∑ (𝜆𝑦𝑖)
𝑝𝑖
′

𝑖  yakınsak olmasıdır. Bu durumun bir sonucu ise  ℓ𝑝(.) uzayındaki Hölder 

eşitsizliğini verir. Aynı zamanda Orlicz, reel eksende üzerinde değişken üslü 

fonksiyonlar uzayını yani değişken üslü Lebesgue uzayını  (𝐿𝑝(.)) inceledi ve aynı 

eksende Hölder eşitsizliğinin ispatını yaptı. Daha sonraki  çalışmalarında da görüldüğü 

gibi Orlicz, değişken üslü uzaylardaki çalışmalarını bırakarak kendi adını taşıyan 

fonksiyon uzayları teorisi alanındaki çalışmalara yoğunluk göstermeye başladı 

(Musielak ve Orlicz, 1959).  

 

Orlicz uzaylar teorisi; 𝑢: Ω → ℝ   tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar, en az bir  𝜆 > 0 için 

𝜑 bazı özel koşulları sağlayan bir fonksiyon ve  

𝜚(𝜆𝑢) = ∫ 𝜑(𝜆|𝑢(𝑥)|)𝑑𝑥 < ∞
Ω

 

şeklindeki fonksiyonların oluşturduğu uzay olup ve bu uzay 𝐿𝜑 ile gösterilir. Ayrıca,  

Nakano (1950; 1951) tarafından ilk defa sistematik olarak;  𝜚 fonksiyonu bazı özel 

koşulları sağlarsa modüler fonksiyon uzayları olarak adlandırılıp ve değişken üslü 

Lebesgue uzayların daha genel uzayları olarak elealınmıştır. Sonra ki yıllarda da, 

modular uzaylar bir çok kişi tarafından ayrıntılı olarak çalışılmıştır. Musielak 
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(1983) tarafından da, Modüler fonksiyon uzaylarına dair ayrıntılı çalışmalar 

yapılmıştır. 

 

 Reel aralık üzerinde, değişken üslü Lebesgue uzayları bağımsız olarak Rus 

araştırmacılar tarafından ve özellikle I. Sharapovdinov tarafından incelenmiştir. Bu 

arştırmacılar, Tesnov (1961) tarafından ortaya konulmuş olan bir çalışmadan 

yararlanmışlar. Daha sonra, bu çalışma Portnov tarafından özetlenip tekrar 

düzenlenmiştir (Portnov, 1966; Portnov, 1967). Aşağıdaki soru: 𝑝(. ): [a, b] → ℝ  

tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar, 𝑢  sabit bir fonksiyon ve  𝑣  , 𝐿 𝑝(.)([𝑎, 𝑏])  sonlu 

boyutlu bir alt uzayında değişmek üzere, 

∫ |𝑢(𝑥) − 𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

integralinin minimize problemi, Tesnov tarafından ortaya konulmuştur ve 

Sharapovdinov tarafından çözülmüştür (Sharapudinov, 1979; Sharapudinov, 1983; 

Sharapudinov, 1989). Ayrıca, Sharapudinov (1979) çalışmasında, Lebsegue uzayında 

Luxemburg normunu  

|𝑢|𝑝(.) = 𝑖𝑛𝑓 {𝜆 > 0:∫ |
𝑢(𝑥)

𝜆
|

𝑝(𝑥)

𝑑𝑥 ≤ 1
Ω

} 

tanımlamıştır ve eğer 𝑝(. )  fonksiyonu 1 < 𝑝− ≤ 𝑝+ < ∞   koşulunu sağlarsa 

Lebsegue uzayının yanısmalı uzay olduğunu göstermiştir.  

 

Zhikov (1987), standart olmayan büyüme koşullu ∫ (1 + |∇𝑢|2)𝑝(.)
Ω

 varyasyonel 

integrallerini göz önüne alarak değişken üslü uzayların çalışmasına yeni bir boyut 

kazandırmıştır. Bu alandaki başka bir eski çalışmada Kovacik  tarafından  yapılmıştır 

fakat bu çalışma sonraki çalışmaların gelişimine çok az katkıda bulunmuştur (Kovacik, 

1995). Ancak, değişken üslü uzaylarla ilgili  önemli bir adım 90’lı yılların başlarında  

Kovacik ve Rakosnik (1991) ‘nın birlikte yaptığı bir çalışmada görülmüştür. Bu 

çalışma, 𝑅𝑛 de Lebsegue ve Sobolev uzayların temel özelliklerinin çoğu inşa etmiştir. 

Sonraki on yılda bu uzayları anlamak için çeşitli ve ciddi çaba harcanmıştır.  

 

2000 yılların başında ise değişken üslü uzayların çalışmalarında sistematik bir şekilde 

çeşitli gelişmeler olmuştur: ilk olarak standart olmayan büyüme koşullu ve coercive 
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koşuluna sahip varyasyonel integraller ile değişken üslü uzaylar arasındaki ilişki 

çalışılmıştır  (Zhikov,1995; Acerbi ve Mingione, 2001). Daha sonra da standart 

olmayan varyasyonel problemlerin, Electrorheological Akışkanlar olarak adlandırılan 

modellenme ile ilgili olduğu ortaya çıkarılmıştır (Rajagopal ve  Růžička, 1996; 

Rajagopal ve  Růžička,2001; Růžička, 2000). Ayrıca, fizik ve mühendislik alanlarında   

son on yılda, bu akışkanların akışkan mekaniğinin özelliklerinin incelenmesi açısından 

önemli bir konu olmuştur (Diening, 2002; Růžička, 2000; Winema ve Rajagopal, 

1995). Daha sonraki dönemler ise diğer uygulamaları olan thermorheological fluids, 

Lineer olmayan esneklik Teorisi ve Görüntü İyileştirme problemleri üzerinde yoğun 

olarak çalışılmıştır ( Antontsev ve Rodrigues, 2006; Antontsev ve  Shmarev, 2005; 

Zhikov, 1987 ). 

 

1.2 Önceki Çalışmalar 

Son yıllarda, değişken üslü fonksiyon uzayları konusundaki çalışmalar görülebilir 

oranda önemi artmıştır. Örneğin; "değişken üslü" başlıklı araştırmaların sayısı 2000 

yılından önce 15 çalışma ile sınırlıyken, bu sayı 2000 ile 2004 yılları arasında 31’e 

çıkarılmış, 2005 ile 2010 yılları arasında bu çalışmaların sayısı 242’e ulaşmıştır ve 

2010 yılından sonra bu sayı ciddi anlamda artış göstermeye başlamıştır.  

 

Kováčik ve Rákosník (1991) tarafından, değişken üslü fonksiyon uzaylarının ana 

özellikleri hakkında temel bir çalışma olmuştur. Bu çalışmadan, on yıl sonra da 

konunun aynı özellikleri X.L. Fan ve D. Zhao (2001) tarafından farklı yöntemler 

kullanarak elde edilmiştir. Daha sonra da, bu konuyla ilgili daha kapsamlı hem 

araştırma makaleleri hem de kitaplar yazılmaya devam edilmiştir (Willem, 1996; 

Diening, Hästö ve Nekvinda, 2004; Samko,  2005; Diening, Harjulehto, Hästö ve 

Růžička, 2011).  

Bu alanda¸ farklı sınır koşullarında yapılan bazı çalışmalar aşağıda verilmiştir. 

 

Yücedağ (2015) çalışmasında, Ω, ℝ𝑁 (𝑁 ≥ 3) ′de düzgün sınırlı bir bölge, her 𝑥 ∈ Ω̅  

için 𝑝 ∈ 𝐶(Ω̅) ,  𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅  Caratheodery koşulunu sağlayan bir fonksiyon ve  

𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢) ise 𝑝(𝑥) -Laplace operatörü olmak üzere;  

{
−𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢)) =  𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ Ω
𝑢 = 0,                                           𝑥 ∈ 𝜕Ω
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şeklindeki Dirichlet sınır değer problemini için Montain-Pass teoremini ve Fountain 

teoremini kullanarak denklemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığı gösterilmiştir. 

 

Avci (2013),  aşağıdaki 𝑝(𝑥)  -Laplace operatörü içeren Dirichlet problemlerini 

incelemiştir; 

{
−Δ𝑝(𝑥)𝑢 + |𝑢|

𝑝(𝑥)−2 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑢),   𝑥 ∈ Ω

𝑢 = 0,                                       𝑥 ∈ 𝜕Ω
 

ve  

{ 
−Δ𝑝(𝑥)𝑢 =  𝑓(𝑥, 𝑢),     𝑥 ∈  Ω

 𝑢 = 0 ,                               𝑥 ∈ 𝜕Ω.
 

Yukarıdaki denklemler de Ω, ℝ𝑁 de düzgün sınırlı bir bölge, 1 < 𝑝(𝑥) <  ∞ olmak 

üzere 𝑝(𝑥), Ω̅′da sürekli fonksiyon ve  𝑓: Ω̅ × 𝑅 → 𝑅 Caratheodory koşulunu sağlayan 

bir fonksiyondur. Bu problemde, Ambrosetti ve Palais-Smale koşullarını kullanmadan, 

Fountain teoremini kulanarak çözümlerin varlığı ve katlılığı elde edilmiştir. 

 

Fan ve Zhang (2003),  aşağıdaki çalışmalarında 𝑝(𝑥) -Laplace operatörünü içeren 

Dirichlet sınır değer probleminin çözümlerinin varlığı için gerek ve yeter koşulları 

sunmuştur. 

{
−𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ Ω
𝑢 = 0,                                                         𝑥 ∈ 𝜕Ω,

 

denklemde Ω, ℝ𝑛 de düzgün sınırlı bir bölge, 1 < 𝑝(𝑥), 𝑝, Ω̅′da sürekli bir fonksiyon 

olarak alınmıştır. 

 

Fan (2005) de; 𝑝(𝑥)  -Laplace operatörünü içeren aşağıdaki Dirichlet sınır değer 

problemlemi için Kritik nokta teoremi kullanılarak çözümlerinin varlığını ve katlılığını 

çalışmıştır; 

{
−𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) = 𝜆𝑎1(𝑥)𝑔1(𝑥, 𝑢) + 𝜇𝑎2(𝑥)𝑔2(𝑥, 𝑢)   Ω′𝑑𝑎,

𝑢 = 0,                                              𝑥 ∈ 𝜕Ω.
 

Yukarıdaki denklemde; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge ve  𝑝 ∈ 𝐶(Ω̅) 

için  1 < 𝑝− ∶= 𝑖𝑛𝑓Ω𝑝(𝑥) ≤ 𝑝
+ ∶= 𝑠𝑢𝑝Ω𝑝(𝑥) < ∞  olarak alınır. Ayrıca,  𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅 

ve 𝑥 ∈ Ω olmak üzere 𝑖 = 1,2 için 𝑎𝑖 > 0 ve 𝑎𝑖 ∈ 𝐿
𝑟𝑖(𝑥)(Ω) .  Her bir (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × 𝑅  

ve 𝑐𝑖 pozitif sabitleri için de 𝑔𝑖: Ω × 𝑅 → 𝑅  Caratheodory koşulu sağlayan 

fonksiyonel  
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|𝑔𝑖(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐1 + 𝑐2|𝑡|
𝑞𝑖(𝑥)−1  

ve  

𝑞𝑖(𝑥) <
𝑟𝑖(𝑥) − 1

𝑟𝑖(𝑥)
 𝑝∗(𝑥),    ∀𝑥 ∈ Ω 

koşullarına sağlasın. Yukarıdaki eşitsizlikte  𝑝∗(𝑥)  ifadesi 

𝑝∗(𝑥) = {

𝑁𝑝(𝑥)

𝑁 − 𝑝(𝑥)
 , 𝑝(𝑥) < 𝑁

∞                 , 𝑝(𝑥) ≥ 𝑁

 

olarak alınmıştır. Araştırmacı,  

(𝐴1): 𝑞1
+ < 𝑝− ve (𝐴2)  :  𝑞2

− > 𝑝+ 

koşulları altında yukarıdaki problemi ele almıştır. 

 

Shi ve Ding (2009) çalışmalarında ise aşağıdaki 𝑝(𝑥) -Laplace operatörünü içeren 

Neumann sınır değer problemini incelemişlerdir; 

{
−𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) + |𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 0,                                                                                 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Problemde; 𝑁 ≥ 3 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de düzgün sınırlı bir bölge,  𝜆 > 0 reel bir sayı 

𝑝, Ω̅′ da sürekli bir fonksiyon, 𝑖𝑛𝑓𝑦∈Ω̅𝑝(𝑦) > 𝑁 𝑣𝑒 𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅  sürekli bir 

fonksiyon. 𝑣, 𝜕Ω 'da dış birim normal vektör olsun. Ayrıca 𝑓(𝑥, 𝑢)  fonksiyonu da 

aşağıdaki koşulları sağlamaktadır; 

 (𝐟𝟏) : 𝛼 ∈ 𝐶(Ω̅) fonksiyonu 𝛼(𝑥) > 1  ve  1 < 𝛼+ = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈Ω̅𝛼(𝑥) < 𝛼− =

𝑚𝑖𝑛𝑥∈Ω̅𝛼(𝑥)  olarak alınırsa, bu durumda her (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × 𝑅  için  𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅 

Carathodory fonksiyon  

|𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶1 + 𝐶2|𝑡|
𝛼(𝑥)−1, 

(𝐟𝟐) : |𝑡| ∈ (0,1)  için  𝑓(𝑥, 𝑡) < 0   ve 𝑡0 > 1olmak üzere  |𝑡| ∈ (𝑡0, ∞) için de 

𝑓(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑀 > 0  . 

Yukarıdaki çalışmada yazarlar,  Ricceri teoremini kullararak problemin en az üç tane 

çözümünün varlığın göstermişlerdir. 

 

Yücedağ, vd. (2012) çalışmalarında ise, aşağıdaki 𝑝(𝑥) -Laplace operatörünü içeren 

Kirchhoff tipinden Neumann sınır değerli eliptik problemini incelemişler; 
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{
  
 

  
 −𝑀1(∫

1

𝑝(𝑥)
|∇𝑢|𝑝(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑣) + ℎ1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

Ω

−𝑀2(∫
1

𝑝(𝑥)
|∇𝑣|𝑝(𝑥)𝑑𝑥) 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑣|𝑝(𝑥)−2∇𝑣) = 𝑓(𝑢, 𝑣) + ℎ2(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

Ω

𝜕𝑢

𝜕𝜂
=
𝜕𝑣

𝜕𝜂
= 0,                                                                                                𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Problemde araştırmacılar; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de düzgün sınırlı bir bölge ve 

1 < 𝑝(𝑥) < 𝑁 olmak üzere 𝑝(𝑥), Ω̅′da sürekli fonksiyon alarak, varyasyonel yöntem 

ve Ekeland varyasyonel prensibini kullanarak denklemin çözümlerinin varlığını ve bir 

tane zayıf çözümün varlığını çalışmışlardır. 

 

Mihailiescu (2007) ise; aşağıdaki çalışmada 𝑝(𝑥)-büyüme koşullu eliptik Neumann 

sınır değerli denklemi ele almıştır.  

{
−𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) + |𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ Ω,

𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 0,                                                                                 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Problemde;  Ω, 𝑅𝑁 de düzgün sınırlı bir bölge, 𝑁 ≥ 3,   𝜆 > 0 reel bir sayı, 𝑝, Ω̅′da 

sürekli bir fonksiyon, 𝑖𝑛𝑓𝑦∈Ω̅𝑝(𝑦) > 𝑁 ve 𝑣, 𝜕Ω'da dış birim normal vektör olarak 

alınmıştır. Ayrıca, 𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅  tanımlı sürekli fonksiyonu da aşağıdaki koşullu 

sağlayacak şekilde seçilmiştir; 

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶+(Ω̅) fonksiyonu,  her 𝑥 ∈ Ω̅ için  2 < 𝑞(𝑥) < 𝑖𝑛𝑓𝑦∈Ω̅𝑝(𝑦) olmak üzere 

𝑓(𝑥, 𝑡) = |𝑡|𝑞(𝑥)−1𝑡 − 𝑡. 

Bu durumda,  çalışmada yazar Ricceri teoremini kullararak problemin en az üç tane 

çözümünün varlığını incelemiştir. 

 

Deng (2008) aşağıdaki çalışmada; 𝑝(𝑥) -Laplace içeren Steklov sınır değer problemini 

incelemiştir. 

{

Δ𝑝(𝑥)𝑢 = |𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢                 Ω′𝑑𝑎

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝛾
= 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢   𝜕Ω′𝑑𝑎

 

Yukarıdaki problemde; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, ,  𝜆 > 0 reel bir 

sayı,  𝑝(𝑥) > 1  için 𝑝 ∈ 𝐶(Ω̅)  ve  𝛾, 𝜕 Ω da dış birim normal vektör olarak 
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alınmıştır. Bu çalışmada; problemin sınırsız çokluktaki öz değerlerinin varlığı 

incelenmiştir.  

 

Allaoui, vd. (2012) çalışmalarında, lineer olmayan Steklov sınır değer problemini 

incelemişler; 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = |𝑢|

𝑝(𝑥)−2𝑢,           𝑥 ∈ Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢),   𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Bu denklemde;  Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, 𝑁 ≥ 2, 𝑣, 𝜕Ω'da dış birim normal türev ,

𝜆 > 0 reel bir sayı, 𝑝  fonksiyonu Ω̅ da sürekli bir fonksiyonu, 𝑖𝑛𝑓𝑥∈Ω̅𝑝(𝑥) > 𝑁 ve 

𝑓: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅  bazı özel koşulları sağlayan Carathéodory fonksiyonudur. Bu 

çalışmada yazarlar;  Ricceri teoremi, Fuontain teoremi ve Mountain-Pass teoremini 

kulanarak problemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığını göstermişlerdir. 

 

Ayoujil (2014) çalışmasında, aşağıdaki 𝑝(𝑥)  -Laplace operatörünü içeren Steklov 

sınır değer problemini çalışmıştır; 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = |𝑢|

𝑝(𝑥)−2𝑢 ,    𝑥 ∈ Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝑓(𝑥, 𝑢),     𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Problemde;  Ω, ℝ𝑁 de düzgün sınırlı bir bölge,  𝑝 ∈ 𝐶+(Ω̅)  ve 𝑓: ∂Ω × R → R 

şeklinde tanımlı bir Caratheodory fonksiyonudur. Bu çalışmada; yukarıdaki 

denklemde Ambrosetti koşulunu kullanmadan, Kritik nokta teoremini ve Cerami 

koşulunu kullanarak peoblemin çözümlerinin varlığı ve katlılığı gösterilmiştir. 

Zerouali, vd. (2015)’de yaptıkları çalışmaların da, Ricceri teoremini kullanarak 

aşağıdaki Steklov sınır değerli eliptik denkleminin en az üç çözümünün varlığını 

göstermişlerdir; 

{
−𝑑𝑖𝑣[𝑎(𝑥, 𝛻𝑢)] + |𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢),        𝑥 ∈  𝛺,

𝑎(𝑥, 𝛻𝑢). 𝑣 = 𝜇𝑔(𝑥, 𝑢),                                          𝑥 ∈ 𝜕𝛺.
 

Bu problemde;  𝜇, 𝜆 ∈ 𝑅+, Ω ∈ 𝑅𝑁(𝑁 ≥ 2) düzgün sınırlı bir bölge, 𝑣, 𝜕Ω'da dış birim 

normal vektor,  𝑝: Ω̅ → ℝ  ve  𝑎: Ω̅ × 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 olsun. Ayrıca, 𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅  ve 

𝑔: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅 bazı özel koşulları sağlayan iki Carathéodory fonksiyonudur. 

 



8 

 

Ben Ali, vd. (2017) çalışmalarında, aşağıdaki 𝑝(𝑥) -Laplace içeren Steklov sınır değer 

problemini incelemişler; 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = 𝑎(𝑥)|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 ,     𝑥 ∈  Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝜆𝑉(𝑥)|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 ,       𝑥 ∈  𝜕Ω.

 

Problemde;  Ω, 𝑅𝑁(𝑁 ≥ 2) de sınırlı bir bölge,  𝜆  pozitif bir parametre, 

   ess infΩ𝑎(𝑥) > 0 olmak üzere 𝑎 ∈ 𝐿∞(Ω),  𝑝  ve  𝑞  fonksiyonları  Ω̅′ sürekli birer 

fonksiyon, her 𝑥 ∈ 𝜕Ω   ve 
𝑁−1

𝑝(𝑥)−1
< 𝑠(𝑥) için 𝑉 ∈ 𝐿𝑠(𝑥)(∂Ω) ve 𝑣, 𝜕Ω  da dış birim 

normal vektör olarak alınmaktadır.  Bu çalışmada min-max metodu ve ekeland 

varyasyonel prensibi kullanarak problemin sıfırdan farklı zayıf çözümünün varlığı elde 

edilmiştir. 

 

Karim, vd. (2018) çalışmalaında; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, 

 𝑣, 𝜕Ω 'da dış birim normal vektör, 𝑓: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅  ve  𝑎: Ω̅ × 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁  belirli 

koşulları sağlasın aşağıdaki 𝑝(𝑥)  -Laplace içeren Steklov sınır değerli eliptik 

denklemi ele almışlar; 

{
−𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢)) = 0, 𝑥 ∈ Ω,

(𝑎(𝑥, ∇𝑢)). 𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑢)    𝑥 ∈ 𝜕Ω.
 

𝐹 ∈ 𝐶1(Ω̅ × 𝑅, 𝑅), 𝐺 ∈ 𝐶1(∂Ω × 𝑅, 𝑅) . Bu çalışmada yazarlar, Mountain-Pass 

teoremi ve Ricceri teoremini kullanılarak problemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığı 

elde edilmiştir. 

 

Ben Ali (2018) çalışmasında ise, aşağıdaki lineer olmayan Steklov sınır değer 

problemini çalışmıştır; 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = 𝑎(𝑥)|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢,       𝑥 ∈ Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢),       𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Bu denklemde; 𝑁 ≥ 2olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, 𝜆 pozitif bir parametre, 

𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓Ω𝑎 > 0 olmak üzere 𝑎(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω),   𝑝(𝑥)  fonksiyonu Ω̅ da sürekli bir 

fonksiyon,   𝑓: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅 bazı özel koşulları sağlayan sürekli bir fonksiyon ve 𝑣, 𝜕Ω 

da dış birim normal vektör olarak alınmıştır. Bu çalışmada;  min-max metodu ve 

Ekeland varyasyonel prensibi kullanılarak problemin sıfırdan farklı zayıf çözümlerinin 

varlılığı incelenmiştir. 
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Hsini, vd. (2020) çalışmasında, aşağıdaki lineer olmayan ağırlıklı Steklov sınır değer 

problemini incelemiştir, 

{
−div(𝜉(𝑥)|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) + 𝑎(𝑥)|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 = 𝜆

𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢),   x ∈ Ω,

𝜉(𝑥)|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝛽

𝜕𝐺

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢),             𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Bu denklemde; 𝑁 ≥ 2  olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge,  𝛽, 𝜆 pozitif birer 

parametre, 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓Ω𝑎 > 0 olmak üzere 𝑎(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω),  𝑝(𝑥)  fonksiyonu Ω̅ da sürekli 

bir fonksiyon ve  𝑛, 𝜕Ω'da dış birim normal vektör. Ayrıca, 𝜉(𝑥) ‘de  𝜉1, 𝜉2𝜖ℝ
+olmak 

üzere 0 < 𝜉1 ≤ 𝜉(𝑥) ≤ 𝜉2  koşulunu sağlayan bir fonksiyon ve 𝐹 ∈ 𝐶1(Ω̅ × 𝑅, 𝑅),

𝐺 ∈ 𝐶1(∂Ω × 𝑅, 𝑅)  olarak tanımlanmıştır. Bu çalışmada, yukarıdaki denklemin 

varyasyonel prensibi ve Ekeland prensibi kullanılarak denklemin sıfırdan farklı bir 

çözümün varlığı gösterilmiştir. 

 

Ourraoui (2021) çalışmasında, aşağıdaki lineer olmayan steklov sınır değerli 

probleminin çözümlerin varlğı ve tekliğinin yanısıra pozitif bir çözümünün varlığını 

da göstermiştir, 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = |𝑢|

𝑝(𝑥)−2𝑢,                x ∈ Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝑓(𝑥, 𝑢), x ∈ 𝜕Ω.

 

Bu denklemde; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω̅) , 𝑓: 𝜕Ω × 𝑅 →

𝑅 bazı özel koşulları sağlayan sürekli bir fonksiyon ve 𝑣, Ω da dış birim normal vektör 

olarak alınmıştır. 

 

1.3 Temel Problem 

Yukarıdaki çalışmalar incelendikten sonra tezimizde aşağıdaki (1.3.1) problem 

çalışılmıştır. 

Bu çalışmada; 𝑁 ≥ 2olmak üzere Ω, ℝ𝑁 de düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölge, λ 

pozitif bir parametre, her 𝑥 ∈ Ω̅  için  Cp ), Rg    R x  : Carathéodory 

koşulu ile birlikte bazı özel koşulları sağlayan bir fonksiyon,   NRxA    R x  :, N
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operatörün  ’a göre türevi   NRxa    R x  :, N sürekli olan bir operatör ve 

𝑣, 𝜕Ω'da dış birim normal vektör olmak üzere; 

  

   















,  ,, , 

,  ,0,  

xuxg
u

uxa

xuxadiv




                                                                      (1.3.1) 

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullunu içeren Steklov sınır değerli problem 

ele alınmıştır. Bu problem de; Varyasyonel yaklaşım altında, Mountain-Pass teoremi 

ile birlikte Ambrosetti- Rabinowitz koşulu kullanılarak sıfırdan farklı bir tane zayıf 

çözümünün varlığı Değişken Üslü Sobolev uzayında 𝐸 = 𝑊0 
1,𝑝(𝑥)  incelenmiştir. 

   ,  uxadiv  de 
       :

2

)( uudivu
xp

xp 


 şeklinde tanımlanan   𝑝(𝑥) -Laplace 

operatöründen daha genel bir operatör. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Temel Tanımlar 

Tanım 2.1.1 𝑉 boş olmayan bir küme ve 𝐹 bir cisim olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ve 𝑎 ∈ 𝐹 için 

𝑉 × 𝑉 den 𝑉 ye tanımlı  

+∶ (𝑢, 𝑣) → 𝑢 + 𝑣 

işlemi ve 𝐹 × 𝑉  den 𝑉 ye tanımlı 

. ∶ (𝑎, 𝑢) → 𝑎. 𝑢 

işlemi aşağıdaki aksiyonları sağlıyorsa, o zaman 𝑉 kümesine 𝐹  üzerinde bir vektör 

uzay veya (lineer uzayı) denir. 

Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 ve her 𝑢, 𝑣, 𝑘 ∈ 𝑉 için 

(i) 𝑣 + 𝑢 = 𝑢 + 𝑣, 

(ii) (𝑢 + 𝑣) + 𝑘 =  𝑢 + (𝑣 + 𝑘), 

(iii) 𝑢 = 𝑢 + 0 olacak şekilde bir tek 0 ∈ 𝑉 vardır, 

(iv) (−𝑢) + 𝑢 = 0 olacak şekilde tek −𝑢 ∈ 𝑉 vardır, 

(v) 1𝑢 = 𝑢, 

(vi) (𝑎𝑏)𝑢 = 𝑎(𝑏𝑢), 

(vii) 𝑎(𝑢 + 𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣, 

(viii) (𝑎 + 𝑏)𝑢 = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑢. 

Tanım 2.1.2 𝐹  reel veya kompleks sayılar cismi ve 𝑉  uzayı 𝐹  cismi üzerinde bir 

vektör uzay olsun. Her 𝑣, 𝑘 ∈ 𝑉 ve ∀𝛽 ∈ 𝐹 için 

(i)  ‖𝑣‖ = 0 ⇔ 𝑣 = 0, 

(ii)  ‖𝛽𝑥‖ = |𝛽|‖𝑥‖, 

(iii)  ‖𝑣 + 𝑘‖ ≤ ‖𝑣‖ + ‖𝑘‖, 

koşullarını sağlayan  

‖. ‖: 𝑉 → ℝ+ 

 𝑣 → ‖𝑣‖ 

dönüşümüne 𝑉 vektör uzay üzerinde bir norm denir. 

Tanım 2.1.3 𝑉 bir normlu uzay ve (𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 bir dizi olsun. Eğer,  (𝑣𝑛) dizisi aşağıdaki 

koşulu sağlarsa, o zaman 𝑛 = 1,2, …,   iken (𝑣𝑛)  dizisine 𝑉  normlu uzayında bir 

Cauchy dizisi denir ve aşağıdaki şekilde yazılır 
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 "∀𝜀 > 0, ∀𝑐 ∈ ℕ ve ∀𝑛 > 𝑛𝜀  için ‖𝑣𝑛+𝑐 − 𝑣𝑛‖ < 𝜀 olacak şekilde ∃𝑛𝜀 ∈ ℕ sayısı 

vardır” 

Tanım 2.1.4  Eğer (𝑉, ‖. ‖𝑉) normlu uzayındaki her Cauchy dizisini yakınsadığı değer 

bu uzayda oluyorsa 𝑉 tam normlu  uzay veya Banach uzayı denir. 

Teorem 2.1.5  𝑉 bir normlu uzay olsun. aşağıdaki önermeler doğru olur 

(i) 𝑉 uzayındaki yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir. 

(ii) 𝑉 uzayındaki her cauchy dizisi sınırlıdır. 

(iii)  (𝑣𝑛),  𝑉  uzayında bir cauchy dizisi olsun. Bu durumda 𝑣 ∈ 𝑉  noktasına 

yakınsak bir (𝑣𝑛𝑗) alt dizisine sahipse (𝑣𝑛) dizisi 𝑣 ‘ya yakınsak olur. 

(iv)  𝑉 uzayında (𝑣𝑛) ve (𝑣𝑚) iki cauchy dizisi olsunlar o zaman (𝑣𝑛 + 𝑣𝑚) dizisi 

bir cauchy dizisi olur  

(Soykan, 2016). 

Tanım 2.1.6 (𝑉, ‖. ‖𝑉)  normlu uzayında tanımlı bütün lineer ve sürekli 

fonksiyonellerden oluşan uzaya 𝑉 vektör uzayının dual uzayı denir ve 𝑉∗ ile gösterilir. 

Bu uzayda bir 𝑣 ∈ 𝑉∗ elemanının normu 

‖𝑣‖𝑉∗ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑉,𝑥≠0
|𝑣(𝑥)|

‖𝑥‖𝑉
 

şeklinde tanımlanır. 𝑉∗ uzayı da  ‖. ‖𝑉∗  normu ile bir Banach uzayı olur. 

Tanım 2.1.7.  Eğer bir  (𝑉, ‖. ‖𝑉)  normlu uzayında 𝐴 ⊂ 𝑉  olacak şekilde yoğun 

sayılabilir bir alt kümesi varsa 𝑉 uzayına ayrılabilir uzay denir.  

Teorem 2.1.8. 𝑉 bir Banach uzayı ve 𝑉 nin duali olan 𝑉∗ uzayı ayrılabilir olsun. O 

zaman 𝑉 uzayı ayrılabilirdir (Brezis, 1992). 

Sonuç 2.1.9. 𝑉 bir Banach uzayı olsun. 𝑉 yanısmalı ve ayrılabilir ise, 𝑉∗ yanısmalı ve 

ayrılabilirdir. 

Tanım 2.1.10.  𝑉∗normlu uzayının duali olan 𝑉∗∗  = (𝑉∗)∗ vektör uzayına 𝑉 uzayının 

ikinci duali uzayı olarak adlandırılır ve 𝑉∗∗ şeklinde gösterilir. 𝑉∗∗ikinci dual uzayı da 

bir Banach uzayı olur.  

Tanım 2.1.11. Aşağıdaki koşulu sağlayan bir Banach uzayına düzgün konveks uzay 

denir.  

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0  ve 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 olmak üzere 

 ‖𝑣‖ < 1, ‖𝑢‖ < 1, ‖𝑣 − 𝑢‖ > 𝜀 

ise 
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‖
𝑣 + 𝑢

2
‖ < 1 − 𝛿 

olur. 

Teorem 2.1.12. Düzgün konveks her Banach uzayı yanısmalıdır (Brezis, 1992). 

Tanım 2.1.13. (𝑉, ‖. ‖𝑉) normlu vektör uzay ve  (𝑣𝑛), 𝑉 normlu vektör uzayının bir 

dizisi olsun. Eğer, 

‖𝑣𝑛 − 𝑣‖ → 0 

olacak şekilde 𝑣 ∈  𝑉  varsa (𝑣𝑛), 𝑣  ‘ya kuvvetli yakınsar denir ve 𝑣𝑛 → 𝑣0  ( güçlü 

yakınsar) şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.1.14.  (𝑣𝑛) , 𝑉 normlu vektör uzayının bir dizisi olsun. Eğer her 𝑔 ∈ 𝑉∗ için  

𝑔(𝑣𝑛) → 𝑔(𝑣0) 

yada 

lim
𝑛→∞

𝑔(𝑣𝑛) = 𝑔(𝑣0)  

sağlıyor ise (𝑣𝑛)  dizisi 𝑣0 ∈ 𝑉 elemanına zayıf yakınsar denir ve 𝑣𝑛 ⇀ 𝑣0  ( zayıf 

yakınsar) şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.1.15.  (𝑣𝑛) , 𝑉  normlu vektör uzayının bir dizisi ve 𝑣0 ∈ 𝑉  olsun. Bu 

durumda 

(i) (𝑣𝑛) dizisi 𝑣0  zayıf yakınsıyorsa 𝑣0  elemanı tektir;  

(ii) (𝑣𝑛) dizisi 𝑣0  zayıf yakınsıyorsa (𝑣𝑛) dizisi 𝑉 uzayında sınırlıdır. 

(iii)  (𝑣𝑛)dizisi 𝑣0   zayıf yakınsıyorsa (𝑣𝑛)  dizisinin her alt dizisi 𝑣0  ‘a zayıf 

yakınsar; 

(iv) (𝑣𝑛)dizisi 𝑣0 güçlü yakınsıyorsa, (𝑣𝑛) dizisi 𝑣0  zayıf yakınsıyorsa olur ( 𝑣𝑛 ⇀

𝑣0) 

(v) Sonlu boyutlu uzayda güçlü yakınsaklık ve zayıf yakınsaklık kavramları çakışır 

(Yücedağ, 2010). 

Teorem 2.1.16.  (𝑣𝑛), (𝑉, ‖. ‖𝑉) yanısmalı bir Banach uzayının sınırlı bir dizisi olsun. 

O zaman (𝑣𝑛), 𝑉 uzayında zayıf yakınsak bir alt diziye sahip olur (Yücedağ, 2010). 

Tanım 2.1.17.  𝐴, (𝑉, ‖. ‖𝑉) normlu uzayının bir alt kümesi olsun. Eğer 𝐴 kümesinin 

kapanışı 𝑉 ye eşit olursa diğer bir değişle 𝐴̅ = 𝑉 ise, 𝐴’ya 𝑉’de yoğundur denir. 

Tanım 2.1.18. Eğer bir  𝑉 normlu lineer vektör uzayında 𝑇𝑉(𝑉) =  𝑉
∗∗ olursa (yani  

𝑇𝑉 örten ise ) 𝑉 uzayına yansımalı uzay (reflexive) denir.  
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Teorem 2.1.19. (𝑉, ‖. ‖𝑉)  yansımalı bir Banach uzay olsun. O zaman  (𝑉, ‖. ‖𝑉) 

uzayının her alt uzayı da yansımalı olur (Soykan, 2016). 

Teorem 2.1.20.  Bir  (𝑉, ‖. ‖𝑉)  normlu uzayının yansımalı olması için gerekli ve 

yeterli şart 𝑉∗ uzayının yanısmalı olmasıdır (Yücedağ, 2010). 

Tanım 2.1.21.  Bir (𝑉, ‖. ‖𝑉)  normlu lineer uzayın üzerindeki 〈. , . 〉 ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlarsa bu dönüşüme iç çarpım denir. 

(i) Her 𝑣 ∈ 𝑉 için 〈𝑣, 𝑣〉 ≥ 0 ve 〈𝑣, 𝑣〉 = 0 ⟺ 𝑣 = 0; 

(ii) Her 𝑣, 𝑘 ∈ 𝑉 için 〈𝑣, 𝑘〉 = 〈𝑘, 𝑣〉; 

(iii) Her 𝑐 ∈ ℝ ve her 𝑣, 𝑘 ∈ 𝑉 için 〈𝑐𝑣, 𝑘〉 = 𝑐〈𝑣, 𝑘〉; 

(iv) Her 𝑣, 𝑘, 𝑢 ∈ 𝑉 için 〈𝑣 + 𝑘, 𝑢〉 = 〈𝑣, 𝑢〉 + 〈𝑘, 𝑢〉. 

İç çarpım tanımlanan lineer uzaya iç çarpım uzayı denir. 

Tanım 2.1.22.  (𝑉, 〈. , . 〉)  bir iç çarpım uzay olsun. (𝑉, 〈. , . 〉)  uzayının indirgediği 

normdan indirgenen metriğe göre tam ise bu uzaya bir Hilbert uzayı adı verilir. 

Tanım 2.1.23. 𝑉  ve 𝑈  birer normlu vektör uzay olsunlar. Eğer aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa 𝑉 uzayı 𝑈 uzayına gömülür denir ve 𝑉 ↪ 𝑈 şeklinde gösterilir.  

(i) 𝑉 ⊂ 𝑈  

(ii) 𝑣 ∈ 𝑉 olmak üzere her 𝐼(𝑣) = 𝑣 birim operatörü olmak üzere 𝑣 ten bağımsız 

bir 𝑐1 sabiti için 

‖𝐼(𝑣)‖𝑈 ≤ 𝑐1‖𝑣‖𝑉. 

Eğer 𝐼(𝑥) birim operatörü kompakt ise 𝑉 uzayı 𝑈 uzayına kompkat gömülür denir ve 

𝑉 ↪↪ 𝑈 şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.1.24. Herhangi bir 𝑉  normlu lineer uzayında, aşağıdaki 𝑇𝑉  dönüşümünü 

tanımlayalım. Eğer,  𝑣 ∈ 𝑉 olmak üzere 𝑇𝑉 ∶ 𝑉 → 𝑉∗∗ için 

𝑇𝑉(𝑣) = 𝐺(𝑣),   

oluyorsa 𝑇𝑉 ‘ye kanonik gömme denir. 

 

2. 2 Süreklilik Kavramı Ve Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

Tanım 2.2.1. 𝑉 ve 𝑈 iki normlu lineer uzay olsunlar ve 𝑣0 ∈ 𝑉 için de  𝑔 ∶ 𝑉 → 𝑈 

opreatör olarak tanımlansın. Eğer aşağıdaki koşul sağlanıyorsa 𝑔, 𝑣0  noktasında 

süreklidir denir  

 “𝑣𝑛 → 𝑣0 iken 𝑔(𝑣𝑛) → 𝑔(𝑣0) oluyorsa, dolayısıyla 

lim
‖𝑣𝑛−𝑣0‖𝑉→0

‖𝑔(𝑣𝑛) − 𝑔(𝑣0)‖𝑈 = 0 .” 
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Tanım 2.2.2. 𝑉  bir lineer uzay, 𝐹  bir cisim olsun. 𝑔: 𝑉 → 𝐹  şeklinde tanımlanan 

fonksiyona fonksiyonel denir. 

Eğer, 𝑔 fonksiyoneli her 𝑣, 𝑘 ∈ 𝑉 ve her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için  

𝑔(𝑎𝑣 + 𝑏𝑘) = 𝑎𝑔(𝑣) + 𝑏𝑔(𝑘) 

Şartının sağlarsa o zaman g fonksiyoneline lineer fonksiyonel denir. 

Tanım 2.2.3.  (𝑉, ‖. ‖𝑉) Banach uzay ve 𝑔: 𝑉 → 𝑅  tanımlı bir fonksiyonel olarak 

verilsin. Eğer, her 𝑣 ∈ 𝑉 elemanı için 

𝑔(𝑣) ≤ 𝑛 

olacak şekilde pozitif bir 𝑛 ∈ R  sayısı varsa 𝑔 fonksiyoneline sınırlıdır veya iyi 

tanımlıdır denir.  

Tanım 2.2.4.  𝑉 ⊂ 𝑅𝑁 açık bir küme ve 𝑔: 𝑉 × 𝑅𝑁 → 𝑅 ∪ {∞} tanımlı bir fonksiyonel 

olmak üzere 

(i) Hemen hemen her yerde  𝑣 ∈ 𝑉  için 𝜉 → 𝑔(𝑣, 𝜉) sürekli, 

(ii) Her  𝜉 ∈ 𝑅𝑁 için 𝑣 → 𝑔(𝑣, 𝜉) ölçülebilir, 

oluyorsa f fonksiyonu Carathéodory koşulunu sağlar denir. 

Tanım 2.2.5. 𝑔 ∶ 𝑉 → ℝ  tanımlı bir fonksiyonel ve 𝑣0 ∈ 𝑉  elemanı için 𝑣𝑛 → 𝑣0 

olacak şekilde (𝑣𝑛) ∈ 𝑉  dizisi verilsin. Eğer, aşağıdaki eşitsizlik sağlanıyorsa, 𝑔 

fonksiyoneline 𝑣0 ∈ 𝑉 noktasında alttan yarı-süreklidir denir. 

𝑔(𝑣0) ≤ lim
𝑛→∞

inf 𝑔(𝑣𝑛) 

Eğer, yukarıdaki eşitsizliği 𝑣𝑛 ⇀ 𝑣0 dizisi için sağlanıyorsa, 𝑔 fonksiyoneline 𝑣0 ∈ 𝑉 

noktasında alttan zayıf yarı-süreklidir denir. 

Tanım 2.2.6. 𝑔 ∶ 𝑉 → ℝ  tanımlı bir fonksiyonel ve 𝑣0 ∈ 𝑉 elemanı için 𝑣𝑛 → 𝑣0  

olacak şekilde (𝑣𝑛) ∈ 𝑉  dizisi verilsin. Eğer, aşağıdaki eşitsizlik sağlanıyorsa, 𝑔 

fonksiyoneline 𝑣0 ∈ 𝑉 noktasında üstten yarı-süreklidir denir. 

𝑔(𝑣0) ≥ lim
𝑛→∞

inf 𝑔(𝑣𝑛) 

Eğer, yukarıdaki eşitsizliği 𝑣𝑛 ⇀ 𝑣0 dizisi için sağlanıyorsa, 𝑔 fonksiyoneline 𝑣0 ∈ 𝑉 

noktasında üstten zayıf yarı-süreklidir denir. 

O halde, bir fonksiyonel alttan yarı-sürekli  ve  üstten yarı-sürekli ise  bu fonksiyonel 

aynı zamanda sürekli olur.  

Tanım 2.2.7. Ω  kümesi üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar kümesine sürekli 

fonksiyonlar uzayı denir ve 𝐶(Ω) ile gösterilir. 
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Tanım 2.2.8. Aşağıdaki notasyonları kullanabiliriz. 

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ ℤ+
𝑛  şeklinde yazılan 𝑎 ya çoklu indis denir ve  

|𝑎| = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 

olarak yazılabilir. 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛  olmak üzere   𝜕𝑗𝑣 =

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
  olur ve 

  𝐷𝑎𝑣 =
𝜕|𝑎|𝑣

𝜕𝑥1𝑎1𝜕𝑥2𝑎2 …𝜕𝑥𝑛𝑎𝑛
= 𝐷𝛼1𝑣𝐷𝛼2𝑣𝐷𝛼3𝑣 …𝐷𝛼𝑛𝑣 

olarak tanımlanır. Ayrıca, 

∇𝑣 = (𝜕1𝑣,… 𝜕𝑛𝑣),   |∇𝑣| = (∑|𝜕𝑗𝑣|
2

𝑛

𝑗=1

)

1
2

 

olarak yazılır. 

Tamın 2.2.9. Ω  kümesi üzerinde tanımlı 𝑚.  mertebeye kadar bütün 𝐷𝑎𝑣  türevleri 

sürekli olan fonksiyonlar 𝐶𝑚(𝛺) ile gösterilir. Bu uzayda tanımlanan norm  

‖𝑣‖ 𝐶𝑚(Ω) = ∑ sup|𝐷𝑎𝑣(𝑥)|

|𝑎|≤𝑚

 

olarak tanımlanır. Eğer 𝑚 = 0  olarak alınırsa, Ω  kümesi üzerinde tanımlı bütün 

sürekli fonksiyonların uzayı olur ve 𝐶0(Ω) = 𝐶(Ω) ile gösterilir.  Ayrıca,𝑚 = ∞ 

alındığı zaman da;  bütün mertebeden türevli ve sürekli fonksiyonlar uzayı olur ve  

C∞(Ω) ile gösterilir. Yani   

𝐶∞(Ω) = ⋂  𝐶𝑚(Ω)

∞

𝑚=0

 

Tanım 2.2.10. 𝑅𝑁 de tanımlı ve sonlu bir bölge dışında kendisi ve bütün mertebeden 

türevleri sıfır olan fonksiyonlar sınıfına kompakt destekli fonksiyonlar denir. Yani  

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑣 = {𝑥: 𝑣(𝑥) ≠ 0}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑛 ⊂⊂ Ω  olduğunda 𝑣  fonksiyonu Ω  da kompakt desteğe sahiptir denir ve 

𝐶0
∞(Ω) ile gösterilir.  

Tanım 2.2.11. (𝑉, ‖. ‖𝑉) bir Banach uzay ve 𝑔 ∈ 𝐶1(V, R) tanımlı bir fonksiyonel 

olmak üzere, eğer 𝑣 ∈ 𝑉 için 

‖𝑣‖𝑉 → ∞ olduğunda 𝑔(𝑣) → ∞ 

ifadesi sağlanıyorsa 𝑔 fonksiyoneli 𝑉 üzerinde Coercive fonksiyonel denir.  
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Tanım 2.2.12. Bir (𝑉, ‖. ‖𝑉)  normlu uzay ve 𝐴 ⊂ 𝑉 alt kümesi verilirsin. Eğer  𝑉 

içindeki her dizinin 𝐴’de bir limit noktası varsa 𝐴 kümesine 𝑉’de bir dizisel kompakt 

küme denir. 

Tanım 2.2.13. (𝑉, ‖. ‖𝑉)    Banach uzayı ve tanım kümesi 𝐴 ⊂ 𝑉  olan 𝑔: 𝐴 → ℂ 

fonksiyoneli verilsin. 𝑔  fonksiyonelinin 𝐴 üzerinde düzgün sürekli olabilmesi için 

gerek ve yeter şart ∀𝜀 > 0 için ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 ∋ ∀𝑣, 𝑘 ∈ 𝐴 için 

‖𝑣 − 𝑘‖𝑉 < 𝛿 ⇒ |𝑔(𝑣) − 𝑔(𝑘)| < 𝜀 

olmasıdır. 

 

2. 3 Operatör Kavramı  

Tanım 2.3.1.  𝑉  ve 𝑈 aynı bir 𝐹  cismi üzerinde iki lineer uzay ve 𝐴 ⊂ 𝑉  olsun. 𝐴 

kümesinin her elemanına 𝑈 kümesinin bir elemanı karşılık getiren bir kurala 𝐴’dan 

𝑈'ya bir dönüşüm veya operatör denir. 

Tanım 2.3.2. 𝑉 ve 𝑈 aynı bir 𝐹 cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. Eğer,  𝐿: 𝑈 → 𝑉 

tanımlı operatör aşağıdaki koşulu sağlıyorsa 𝐿 operatörüne lineer operatör denir.  

“Her 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑈 ve her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹 için 

𝐿(𝑎𝑣 + 𝑏𝑢) = 𝑎𝐿(𝑣) + 𝑏𝐿(𝑢). 

Tanım 2.3.3. 𝑉 ve 𝑈 normlu vektör uzaylar ve 𝑣 ∈ 𝑉 noktası verilsin. Eğer,  𝐿: 𝑈 →

𝑉 operatör aşağıdaki şartı sağlarsa 𝐿 operatörü 𝑣 noktasında süreklidir denir 

 𝑣𝑛 → 𝑣 iken 𝐿(𝑣𝑛) → 𝐿(𝑣) oluyorsa 

lim
‖𝑣𝑛−𝑣‖𝑈→0

‖𝐿(𝑣𝑛) − 𝐿(𝑣)‖𝑌 = 0 

olur. 

Tanım 2.3.4. 𝑉 ve 𝑈 normlu vektör uzaylar  𝐿 ∶ 𝑉 → 𝑈 bir lineer operatör olsun. Eğer 

her 𝑣 ∈ 𝑉 noktası için aşağıdaki koşulu sağlayan bir c pozitif sayısı bulunabiliyorsa 𝐿 

operatörüne sınırlıdır denir ve aşağıdaki şekilde yazılır, 

‖𝐿𝑣‖𝑈 ≤ 𝑐‖𝑣‖𝑉. 

Teorem 2.3.5. 𝑉 ve 𝑈 normlu vektör uzaylar  𝐿 ∶ 𝑉 → 𝑈 bir lineer operatör olsun. Bu 

durumda aşağıdaki koşullar biri diğerlerine denktir 

(i) 𝐿 sınırlıdır. 

(ii) 𝐿  süreklidir. 

(iii) 𝐿, bir  𝑣 ∈ 𝑉 noktasında süreklidir. 
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(iv) Eğer 𝐵 = {𝑣: ‖𝑣‖𝑉 ≤ 1} kümesi 𝑉 de kapalı birim yuvar ise 𝐿(𝐵),  𝑉 'de 

sınırlı bir kümedir  (Bayraktar,2006 ). 

Tanım 2.3.6. 𝑉  ve 𝑈  normlu vektör uzaylar  𝐿 ∶ 𝑉 → 𝑈  bir sınırlı lineer operatör 

olsun. Bu durumda aşağıdaki sayıya  𝐿 operatörün normu denir ve ‖𝐿‖ ile gösterilir. 

𝑠𝑢𝑝{‖𝐿(𝑥)‖𝑌 ∶  𝑥 ∈ 𝐷(𝐿), ‖𝑥‖𝑉 ≤ 1} 

 

2. 4. Lineer Olmayan Operatörlerde Türev Kavramı 

Tanım 2.4.1. 𝑉 ve 𝑈  birer Banach uzay, 𝐿: 𝑉 → 𝑈  sınırlı lineer opertaör, 𝐷 ⊂ 𝑉 

olmak üzere 𝑇:𝐷 → 𝑉 bir operatör ve 𝑣1 ∈ 𝑉 noktası verilsin. Eğer her ℎ ∈ 𝑉 için  

lim
𝑡→0

𝑇(𝑣1+𝑡ℎ)−𝑇(𝑣1)

𝑡
= 𝐿ℎ                                                                                       (2.4.1) 

koşulunu sağlayacak şekilde bir  𝐿: 𝑉 → 𝑈 sınırlı lineer operatörü  𝑇 operatörüne 𝑣1 

noktasında ve ℎ  yönündeki Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. Ayrıca,  𝐿 

operatörüne 𝑇 operatörünün Gateaux türevi denir ve   𝑇′(𝑣1) = 𝐿  ile gösterilir. Eğer 

(2.4.1) ifadesi,  her  𝑣1 ∈ 𝑉   için sağlanıyorsa 𝑇  operatörü Gateaux 

diferansiyellenebilirdir denir. 

Teorem 2.4.2. (Ortalama Değer Teoremi) 𝑉  bir Banach uzay ve 𝑣, ℎ ∈ 𝑉 olmak 

üzere, eğer  𝑇: 𝑉 → 𝑅 fonksiyoneli Gateaux diferansiyellenebilir ise  

𝑇(𝑣 + ℎ) − 𝑇(𝑣) =   𝑇′(𝑣 + 𝑡ℎ)ℎ 

olacak şekilde  0 < 𝑡 < 1 sayısı vardır ( Avci, 2011). 

Tanım 2.4.3. 𝑉 ve 𝑈  birer Banach uzay olsunlar ve 𝐷 ⊂ 𝑈  için 𝑇:𝐷 → 𝑉   lineer 

olmayan operatörü verilsin. Eğer, her 𝑣 ∈ 𝐷 elemanı için 

𝑇(𝑣) = 𝑇(𝑣1) + 𝐿(𝑣 − 𝑣1) + 𝐹(𝑣 − 𝑣1)                                                            (2.4.2) 

koşulunu sağlayacak şekilde bir  𝐿: 𝑉 → 𝑈 sınırlı lineer operatörü ve 

lim
𝑥→𝑥1

‖𝐹(𝑣 − 𝑣1)‖

‖𝑣 − 𝑣1‖
= 0 

şeklinde 𝐹:𝐷 → 𝑌  operatörü varsa, 𝑇  operatörüne 𝑣1 ∈ 𝐷  noktasında  Frechet 

diferansiyellenebilirdir ( 𝑇 − diferansiyellenebilirdir ) denir. Ayrıca, (2.4.1) 

ifadesindeki 𝐿  operatörüne 𝑇(𝑥) operatörünün 𝑥1 noktasındaki Frechet türevi denir. 

Bu durum  𝑇′(𝑣1) = 𝐿  veya 𝐷𝑇(𝑣1) = 𝐿  ifadelerinden biri ile gösterilir. 

Eğer yukarıdaki tanımda 𝑣 − 𝑣1 = ℎ alınırsa aşağıdaki tanımda yazılabilir. 
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Tanım 2.4.4. 𝑉 ve 𝑈 birer Banach uzay olsunlar. Eğer 𝑇:𝐷 ⊂ 𝑈 → 𝑉  lineer olmayan 

operatörü verilsin. Eğer,  

lim
‖ℎ‖𝑈→0

‖𝑇(𝑣1+ℎ)−𝑇(𝑣1)−𝐿ℎ)‖ 𝑉

‖ℎ‖𝑈
= 0                                                                          (2.4.3) 

olacak şekilde 𝐿: 𝑉 → 𝑈  sınırlı lineer operatörü varsa 𝑇  operatörüne 𝑣1 ∈ 𝐷  

noktasında için Frechet diferansiyellenebilirdir denir. Ayrıca, 𝐿  operatörüne 𝑇(𝑣) 

operatörünün 𝑣1 noktasındaki Frechet türevi denir.  Eğer (2.4.3) ifadesi,  her  𝑣 ∈ 𝐷  

için sağlanıyorsa 𝑇 operatörü Frechet diferansiyellenebilirdir denir. 

Tanım 2.4.5. 𝑣 ∈ 𝐷 noktasında 𝑇 − türevlenebilen bir 𝑇(𝑣): 𝑈 → 𝑉 operatörü için 

𝑑𝑇(𝑣1, ℎ) =  𝑇′(𝑣1)ℎ 

eşitliğine  𝑇(𝑣)  operatörüne 𝑣1  noktasında ℎ  artımına uygun Frechet diferensiyeli 

denir ve (𝑇 − diferensiyeli) şeklinde gösterilir. 

Eğer 𝐹(𝑣)  operatörü 𝑣1  noktasında 𝐹 −  türevlenebilirse, 𝐹(𝑣) , 𝑣1  noktasında 

süreklidir. 

Teorem 2.4.6. 𝑉 ve 𝑈  birer Banach uzay olsunlar ve 𝑇:𝑈 → 𝑉   lineer olmayan 

operatörü verilsin. Eğer, 𝑇  operatörü 𝑣1 ∈ 𝑈   noktasında için Frechet 

diferansiyellenebilirse 𝑇 operatörü 𝑣1 ∈ 𝑈  noktasında süreklidir. 

 Teorem 2.4.6,  Gateaux diferansiyellenebilir fonksiyonlar için genelde geçerli değildir 

(Siddiqi 2004).  

Teorem 2.4.7. Bir operatörün bir noktada Frechet türevi varsa o noktada Gateaux  

türevi de vardır ve bu iki türev birbirine eşittir (Siddiqi 2004).  

 

2. 5 Ölçüm Kavramı 

Tanım 2.5.1. Bir 𝑉  kümesinin alt kümelerinin bir ℧  sınıfı aşağıdaki özellikleri 

sağlıyorsa ℧’ya bir 𝜎-cebir (veya 𝜎-cisim) denir. 

𝑉 ∈  ℧ 

𝑆 ∈ ℧ ⇒ 𝑉 𝑆 ∈ ℧⁄  

𝑛 = 1,2, …    olmak üzere   𝑆𝑛 ∈ ℧  ise  ⋃ 𝑆𝑛 ∈ ℧.
∞
𝑛=1  

Ayrıca, bir ℧ ailesine 𝑉 üzerinde ölçülebilirdir denir. 

Tanım 2.5.2. 𝑉 bir küme ve ℧, 𝑉’in alt kümelerinin bir 𝜎-cebiri olsun. Bir ℳ: ℧ →

𝑅+ ∪∞  fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlasın. 

(i) ℳ(𝜙) = 0, 
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(ii) 𝜉 sayılabilir toplamsaldır, yani eğer 𝑆𝑗 ∈ ℧, 𝑗 = 1,2, …, sayılabilir her ailesi 

için ikişer ikişer ayrık kümelerse,  o zaman 

ℳ(⋃ 𝑆𝑗
∞
𝑗=1 ) = ∑ ℳ(𝑆𝑗)

∞
𝑗=1 , 

Bu durumda ℳ fonksiyonuna bir ölçüm denir ve (𝑉, ℧,ℳ) üçlüsüne bir ölçüm uzayı 

denir.  

Teorem 2.5.3. 𝑅𝑁 nin alt kümelerinin ℧ ailesi 𝑅𝑁 üzerinde bir 𝜎-cebir ve ℧ üzerinde 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir ℳ ölçümü vardır  

(i)  𝑅𝑁’de her açık küme ℧ ya aittir, 

(ii) Eğer  𝑋 ⊂ 𝑌, 𝑌 ∈ ℧ ve  ℳ(𝑌) = 0 ise, o zaman 𝑋 ∈ ℧ ve ℳ(𝑌) = 0 olur, 

(iii) 𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ𝑁 ∶  𝑎𝑗 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛} ise o zaman 𝑋 ∈ ℧ ve  

ℳ(𝑋) =∏(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗),

∞

𝑗=1

 

(iv) ℳ ötelemeye göre değişmeyendir. Yani; eğer 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ve 𝑋 ∈ ℧ ise 

𝑥 + 𝑋 = {𝑥 + 𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑋} ∈ ℧  ve  ℳ(𝑥 + 𝑋) = ℳ(𝑋)  

(Adams, 1975). 

Tanım 2.5.4. Yukarıdaki özellikleri sağlayan ℧  ailesinin elemanlarına 𝑅𝑁  ‘nin 

Lebesgue ölçülebilir alt kümeleri adı verilir ve  ℳ fonksiyonuna 𝑅𝑁 ‘nin Lebsegue 

ölçümü ve herhangi bir 𝐴 ∈ ℧ için ℳ(𝐴) ifadesine 𝐴 nın ölçümü denir.  

Tanım 2.5.5. Eğer 𝑋 ⊂ 𝑌 ⊂ ℝ𝑁 ve  ℳ(𝑌) = 0 ise bu durumda 𝑋 − 𝑌 kümesinin her 

noktasında sağlanan bir özellik 𝑋 kümesinde hemen hemen her yerde sağlanan özellik 

adını alır. 

Tanım 2.5.6. 𝑔 fonksiyonu ölçülebilir bir küme üzerinde tanımlasın ve değerleri  ℝ ∪

{±∞}  kümesinden alsın. Eğer her 𝑐 ∈ 𝑅  için aşağıdaki küme ölçülebilir ise, 𝑔 

fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.  

{𝑥 ∶ 𝑔(𝑥) > 𝑐} 

Teorem 2.5.7. (Lebesgue Teoremi ) 𝑔𝑛: Ω → 𝑅+ (𝑛 = 1,2, … )  negatif olmayan 

ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olmak üzere 

∫ ∑ 𝑔𝑛(𝑥)
∝

𝑖=1
𝑑𝑥 =∑ ∫ 𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥

Ω

∝

𝑖=1Ω

 

olur (Brezis, 2010). 
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Teorem 2.5.8. (Monoton Yakınsaklık Teoremi-Levi Teoremi ) 𝑛 = 1,2, …   için 

(𝑔𝑛) , (𝑉, ℧,ℳ )  ölçüm uzayında reel değerli, integrallenebilir ve azalmayan 

fonksiyonların bir dizisi olmak üzere 

lim
𝑛→∞

∫ 𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
Ω

∫ lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 

olur (Pişkin, 2017). 

Teorem 2.5.9. (Fatou lemması): Ω, 𝑅𝑁  ölçülebilir bir alt kümesi ve {𝑔𝑛}  negatif 

olmayan ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olsun. Bu durumda integral olarak  

lim
𝑛→∞

∫ 𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
Ω

∫ lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 

eşitsizliği yazılabilir (Brezis, 2010). 

Teorem 2.5.10. (Lebesgue Baskınlık Yakınsama Teoremi): Ω, 𝑅𝑁 ölçülebilir bir alt 

kümesi ve 𝑛 = 1,2, … için  {𝑔𝑛} reel değerli fonksiyonların bir dizisi olsun. Ayrıca, 

her 𝑥 ∈ Ω  ve her bir 𝑛 için |𝑔𝑛(𝑥)| ≤ 𝑓(𝑥) olacak şekilde bir 𝑓: Ω → 𝑅+fonksiyonu 

vardır. Bu durumda  

lim
𝑛→∞

∫ 𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
Ω

∫ lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 

olur (Pişkin, 2017). 

2. 6 𝑳𝒑(𝛀) Uzayı 

Tanım 2.6.1. Ω, 𝑅𝑁  de bir bölge olsun. 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑣 , Ω  bölgesinde ölçülebilir 

fonksiyon olmak üzere |𝑣(𝑥)|𝑝 Lebsegue anlamında integrallenebilirse, yani 

∫ |𝑣(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 <  ∞
Ω

 

oluyorsa,  bu durumda 𝑣(𝑥) fonksiyonları 𝑝. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar 

sınıfı olarak adını alır ve bu 𝑣(𝑥) fonksiyonların old  𝐿𝑝(Ω) veya 𝐿𝑝 ile gösterilir.  

Diğer bir ifade ile; Ω, 𝑅𝑁 de bir bölge olsun. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere  

𝐿𝑝(Ω) = {𝑣: 𝑣: Ω → 𝑅 ölçülebilir fonksiyon ve ∫ |𝑣(𝑥)|𝑝

Ω

< ∞ } 

şeklinde tanımlanan uzaya Lebesgue uzayı adı verilir. Bu uzaydaki norm 

‖𝑣‖𝐿𝑝(Ω) = ‖𝑣‖𝑝 = (|𝑣(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥)

1

𝑝                                                                      (2.6.1) 
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olarak yazılır. 𝐿𝑝(Ω) uzayı, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  olmak üzere (2.6.1) ifadesinde tanımlanan 

norm altında bir Banach uzayıdır (Brezis, 2010). 

Teorem 2.6.2. 𝐿𝑝(Ω) lineer bir uzaydır (Brezis, 2010). 

Tanım 2.6.3. Ω, 𝑅𝑁  bir bölge ve 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  olmak üzere Ω  bölgesinin her bir 

kompakt alt kümesinde 𝑝.kuvvetten integrallenebilen Ω bölgesindeki bütün ölçülebilir 

fonksiyonların uzayına 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (Ω) uzayı adı verilir. 

Tanım 2.6.4. Ω bölgesinde ölçülebilir bir 𝑣 fonksiyonu için hemen hemen her yerde 

|𝑣(𝑥)| ≤ 𝑛 

olacak şekilde bir 𝑛 sabiti varsa 𝑣(𝑥) fonksiyonuna hemen hemen her yerde sınırlıdır 

denir. Böyle 𝑚 ların en büyük alt sınırına |𝑣(𝑥)| nin Ω bölgesindeki esas (essential) 

supremumu denir ve  

𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝|𝑣(𝑥)|

𝑥 ∈ Ω
 

ile gösterilir. 

Tanım 2.6.5. Ω bölgesi üzerinde tanımlanan hemen hemen sınırlı 𝑣(𝑥) fonksiyonların 

oluşturduğu uzaya 𝐿∞(Ω) denir, yani, 

𝐿∞(Ω) = {
|𝑣(𝑥)| ≤ 𝑚 olacak şekilde bir 𝑚 sabiti vardır

𝑣: Ω → 𝑅 ∶ 𝑣 ölçülebilir
} 

Bu uzayda tanımlanan norm 

‖𝑣‖𝐿∞(Ω) = 𝑒𝑠𝑠 sup|𝑣(𝑥)| 

= inf{𝑛 ∶  |𝑣| ≤ 𝑛} 

olur.  

Tanım 2.6.6. 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  olmak üzere 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  şeklinde yazılan eşitlikteki 𝑞 

sayısına 𝑝’nin eşleneği denir. 

Teorem 2.6.7. (Riesz-Fischer): 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ ise 𝐿𝑝(Ω) uzayı Banach uzayıdır (Brezis, 

2010). 

Teorem 2.6.8. 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑢, 𝑣 ≥ 0 ise 

(𝑢 + 𝑣)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑢𝑝 + 𝑣𝑝) 

olur (Pişkin, 2017). 

Teorem 2.6.9. (Young Eşitsizliği) 𝑢, 𝑣 ≥ 0  ve 𝑝 > 0  için 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  olsun. Bu 

durumda 
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𝑢𝑣 ≤
𝑢𝑝

𝑝
+
𝑣𝑞

𝑞
 

(Çekiş, 2005). 

Teorem 2.6.10. (Hölder Eşitsizliği) 1 < 𝑝 < ∞ olmak üzere 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. Eğer 

𝑣 ∈ 𝐿𝑞(Ω) ve 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ise bu durumda 𝑢𝑣 ∈ 𝐿1(Ω) ve  

‖𝑢𝑣‖1 ≤ ‖𝑢‖𝑝‖𝑣‖𝑞 

olur (Brezis, 1992). 

Teorem 2.6.11. (𝑣𝑛), 𝐿
𝑝 de bir dizi ve ‖𝑣𝑛 − 𝑣‖ → 0 olacak şekilde 𝑣 ∈ 𝐿𝑝 olsun. Bu 

durumda 

(i) 𝑣𝑛𝑘(𝑥) → 𝑣𝑛(𝑥) 

(ii) |𝑣𝑛𝑘(𝑥)| ≤ ℎ(𝑥)  

O zaman bir (𝑣𝑛𝑘) dizisi ve ℎ ∈ 𝐿𝑝 fonksiyonu vardır (Brezis, 1992). 

Teorem 2.6.12. (Minkowski Eşitsizliği): 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ise 

(𝑢 + 𝑣) ∈ 𝐿𝑝(Ω) ve  

‖𝑢 + 𝑣‖𝑝 ≤ ‖𝑢‖𝑝 + ‖𝑣‖𝑞 

olur (Çekiş, 2005). 

Sonuç 2.6.13 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞(Ω) ise 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝐿∞(Ω) ve  

‖𝑢 + 𝑣‖∞ ≤ ‖𝑢‖∞ + ‖𝑣‖∞ 

olur (Pişkin, 2017). 

Teorem 2.6.14. 1 < 𝑝 < ∞  ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  olmak üzere 𝐿𝑝(Ω)  uzayı ayrılabilirdir, 

yanısmalıdır ve duali 𝐿𝑞(Ω) dır . 

Teorem 2.6.15. 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞ , Ω  sınırlı bir bölge ve |Ω| = ∫ 𝑑𝑥
Ω

< 0 olsun. Eğer 

𝑣 ∈ 𝐿𝑞(Ω) ise bu durumda 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω)  ve  

‖𝑣‖𝑝 ≤  |Ω|
1
𝑝
−
1
𝑞‖𝑣‖𝑞 

olur. Yani 

𝐿𝑞(Ω) ↪ 𝐿𝑝(Ω) 

gömülmesi geçerlidir. Eğer Ω bölgesinin ölçümü sonlu ve 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞ ise 

𝐿∞(Ω) ↪ 𝐿𝑞(Ω) ↪ 𝐿𝑝(Ω) ↪ 𝐿1(Ω) 

 Eğer bölge sonlu değilse gömülme geçerli değil ( Adams, 1975 ). 
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2. 7 𝑾𝒎,𝒑(𝛀) Uzayı 

Tanım 2.7.1. 𝑎  bir çoklu indis ve 𝑢 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω) şeklinde olsun. O zaman aşağıdaki 

eşitlik sağlanıyorsa 𝑣 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (Ω)  ye 𝑢  nun Ω  daki zayıf türevi denir ve 𝑣 = 𝐷𝑎𝑢 

şeklinde yazılır 

∫ 𝑣(𝑥)𝜗(𝑥)𝑑𝑥
Ω

= (−1)|𝑎| ∫ 𝑢(𝑥)𝐷𝑎𝜗(𝑥)𝑑𝑥
Ω

,   ∀𝜗 ∈ 𝐶0
∞(Ω). 

Tanım 2.7.2. Ω, 𝑅𝑁  bir bölge, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ ve 𝑚 negatif olmayan herhangi bir tamsayı 

olsun. Bu durumda 

𝑊𝑚,𝑝(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∶  𝐷𝛼𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 0 ≤ |𝑎| ≤ 𝑚} 

şeklinde tanımlanan uzaya Sobolev uzayı denir. 

    1 ≤ 𝑝 < ∞ için bu zayda tanımanan norm, 

‖𝑣‖𝑊𝑚,𝑝(Ω) = ‖𝑣‖𝑚,𝑝 = ( ∑ ‖𝐷𝑎𝑣‖𝐿𝑝(Ω)
𝑝

0≤|𝑎|≤𝑚

)

1
𝑝

 

ve 𝑝 = ∞ için 

‖𝑣‖𝑊𝑚,∞(Ω) = ‖𝑣‖𝑚,∞ = max
0≤|𝑎|≤𝑚

‖𝐷𝑎𝑣‖𝐿∞(Ω) 

şeklinde tanımlanır. Yukarıdaki normlar altında, 𝑊𝑚,𝑝(Ω)  uzayı Banach uzaydır. 

Ayrıca, 𝑚 = 0 ise  𝑊0,𝑝(Ω) = 𝐿𝑝(Ω) olur. 

Tanım 2.7.3. Eğer her açık Ω1 ⊂⊂ Ω  kümesi için 𝑣 ∈ 𝑊𝑚,𝑝(Ω1)  oluyorsa 𝑣 

fonksiyonuna 𝑊𝑙𝑜𝑐
𝑚,𝑝

 uzayının elemanı denir. 

Tanım 2.7.4. Ω  sınırlı bir bölge olsun. 𝑊𝑚,𝑝(Ω)  uzayında bulunan ve (𝑚 − 1). 

mertebeye kadar bütün türevleri Ω nin 𝜕Ω sınırında sıfır olan fonksiyonların kümesi 

𝑊0
𝑚,𝑝(Ω) uzayı adını alır. Buradan 𝑊0

𝑚,𝑝(Ω) ⊂ 𝑊𝑚,𝑝(Ω) olur. 

 

Diğer bir ifade ile; 𝐶0
∞(Ω) uzayının  𝑊𝑚,𝑝(Ω) uzayındaki kapanışı 𝑊0

𝑚,𝑝(Ω) Sobolev 

uzaydır.  

Teorem 2.7.5. Ω, 𝑅𝑁  açık bir bölge olsun. Eğer 𝑚𝑝 < 𝑁,  1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑣 ∈

𝑊0
𝑚,𝑝(Ω) ise,  

|𝑣|𝑝∗ ≤ 𝐶‖𝑣‖𝑚,𝑝 

eşitsizliğini sağlayan bir 𝐶(𝑁,𝑚, 𝑝) sabiti vardır. Burada,    
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𝑝 ∗ (𝑥) = {

𝑁𝑝

𝑁 − 𝑝
,   𝑁 > 𝑝

∞,   𝑁 ≤ 𝑝
 

olur (Çekiş, 2005). 

Tanım 2.7.6. 𝑝 = 2 iken 

𝑊2,𝑝(Ω) = 𝐻𝑚(Ω),      𝑊0
2,𝑝(Ω) = 𝐻0

𝑚(Ω) 

ve 𝐻𝑚(Ω) uzayındaki norm 

‖𝑣‖𝐻𝑚(Ω) = ( ∑ |𝐷𝑎𝑣|2
2

0≤|𝑎|≤𝑚

)

1
2

 

Olarak tanımlanır. 𝐻𝑚(Ω) uzayı 

〈𝑢, 𝑣〉𝐻𝑚(Ω) = ∑ 〈𝐷𝑎𝑢, 𝐷𝑎𝑣〉

0≤|𝑎|≤𝑚

 

iç çarpımı ile bir Hilbert uzayı oluşturur. 

Teorem 2.7.7. Eğer 1 ≤ 𝑝 < ∞  oluyorsa 𝑊𝑚,𝑝(Ω)  ve 𝑊0
𝑚,𝑝(Ω)   uzayları 

ayrılabilirdir. Aynı zaman, 1 < 𝑝 < ∞ ise  𝑊𝑚,𝑝(Ω) ve 𝑊0
𝑚,𝑝(Ω)  uzayları yanısmalı 

ve düzgün konveks olur (Diening ve ark, 2011). 

Tanım 2.7.8. Hemen hemen her 𝑥 ∈ 𝑅𝑁  için 𝑏(𝑥) > 0  olacak şekilde local 

integrallenebilir 𝑏(𝑥) fonksiyonuna ağrılık fonksiyonu denir. 

Tanım 2.7.9. 1 < 𝑝 < ∞ ve 𝑏(𝑥) ağrılık fonksiyonu, Ω ⊂ ℝ𝑁  açık bir bölge olmak 

üzere aşağıdaki şartını sağlayan ölçülebilir 𝑣(𝑥) fonksiyonlarının oluşturduğu sınıfa 

ağrılıklı Lebsgue uzayı denir ve 𝐿𝑏
𝑝(Ω) ile gösterilir 

∫ 𝑏(𝑥)|𝑣(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 < ∞
Ω

. 

Bu uzayda norm aşağıdaki şekilde yazılır; 

‖𝑣‖𝑝,𝑏 = (∫ 𝑏(𝑥)|𝑣(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
Ω

)

1

𝑝
. 

Tanım 2.7.10. Ω ⊂ ℝ𝑁  bir bölge, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  ve 𝑚  negatif olmayan herhangi bir 

tamsayı olmak üzere aşağıdaki şeklinde tanımlanan uzaya ağrılıklı  Sobolev uzayı 

denir. Yani, 

𝑊𝑏
𝑚,𝑝(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑏

𝑝(Ω) ∶  𝐷𝑎𝑣 ∈ 𝐿𝑏
𝑝(Ω) , 0 ≤ |𝑎| ≤ 𝑚 }. 

Sobolev uzayında norm (1 ≤ 𝑝 < ∞) 
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‖𝑣‖𝑊𝑏
𝑚,𝑝 = ‖𝑢‖𝑚,𝑝,𝑏 = ( ∑ ‖𝐷𝑎𝑣‖

𝐿𝑏
𝑝(Ω)

𝑝

0≤|𝑎|≤𝑚

)

1
𝑝

 

olarak tanımlanır. 

 

2. 8 𝑳𝒑(.)(𝜴) Uzayı 

Ω, 𝑅𝑁 de |Ω| > 0 şeklinde bir bölge olmak üzere 

𝐶+(Ω̅) = {𝑝: 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶(Ω̅), inf 𝑝(𝑥) > 1, her 𝑥 ∈ Ω̅} 

olarak tanımlanır ve 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶+(Ω̅) olduğunda 

1 < 𝑝− = inf𝑥∈Ω̅𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ = sup𝑥∈Ω̅𝑝(𝑥) < ∞ 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.8.1. Ω, 𝑅𝑁  de |Ω| > 0  şeklinde bir bölge olsun. Bu durumda aşağıdaki 

koşulu sağlayan ölçülebilir 𝑣(𝑥) fonksiyonlarının oluşturduğu sınıfa değişken üslü 

Lebsegue uzayı denir ve 𝐿𝑝(𝑥)(Ω) veya 𝐿𝑝(.)(Ω)  ile gösterilir. 

𝜌𝑝(𝑥)(𝑣) = ∫ |𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < ∞
Ω

 

Burada 𝜌𝑝(.)(𝑢) modular fonksiyonel olarak adlandırılır. Diğer bir ifade ile ; Ω, 𝑅𝑁 de 

bir bölge olsun. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere  

𝐿𝑝(𝑥)(Ω) = {𝑣: 𝑣: Ω → 𝑅 ölçülebilir fonksiyon ve ∫ |𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)

Ω

< ∞ } 

şeklinde tanımlanan uzaya değişken üslü Lebesgue uzayı adı verilir. Benzer şekilde, 

  )(Cxp  
 olduğunda 

𝐿𝑝(𝑥)(𝜕Ω) = {𝑣: 𝑣: 𝜕Ω → 𝑅 ölçülebilir fonksiyon  ve ∫ |𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)

∂Ω

< ∞ } 

Tanım 2.8.2. 𝑝+ < ∞ olmak üzere değişken üslü Lebsegue uzayında norm  aşağıdaki 

şekilde yazılır, 

|𝑣|𝑝(𝑥) = 𝑖𝑛𝑓 {𝜆 > 0 ∶  𝜌𝑝(.) (
𝑣

𝜆
) ≤ 1} 

ve bu norm Luxemburg normu adını alır.   
)(

)( ,
xp

xp uL   uzayı bu norm altında bir 

Banach uzayı olur. 

Teorem 2.8.3. Eğer 𝑢 ∈ 𝐿𝑃(𝑥)(Ω) ve 1 ≤ 𝑝(𝑥) < ∞ ise bu durumda  
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(i) |𝑣|𝑝(𝑥) < 1(= 1;> 1) gerekli ve yeterli koşul 𝜌𝑝(𝑥)(𝑣) < 1(= 1;> 1) 

(ii) |𝑣|𝑝(𝑥) > 1 ise |𝑣|𝑝(𝑥)
𝑝− ≤ 𝜌𝑝(𝑥)(𝑣) ≤ |𝑣|𝑝(𝑥)

𝑝+
  

(iii)  |𝑣|𝑝(𝑥) < 1 ise |𝑣|𝑝(𝑥)
𝑝− ≥ 𝜌𝑝(𝑥)(𝑣) ≥ |𝑣|𝑝(𝑥)

𝑝+
  

(Fan ve Zhao, 2001). 

Teorem 2.8.4.   )(, xp

n Luu  ( n=1,2,...) ve p olmak üzere  

(i) min 
   

 
   














 p

xp

p

xpxp

p

xp

p

xp
vvvvv  ,max , )( , 

(ii) 
 

     0 
xpnv gerekli ve yeterli koşul        0nxp v  

(iii) 
 

     0 
xpn vv gerekli ve yeterli koşul        0vvnxp . 

yazılır (Fan ve  Zhang, 2003). 

Önerme 2.8.5.  
 

 dvv
xp

xp  )(  ve her bir   )( xpLv  ise o zaman, 

(i)  
 

1)( 
xpL

v ise      



 )()(
)(

xpxp L
p

xpL
p

vvv  , 

(ii) 
 

1)( 
xpL

v ise      



 )()(
)(

xpxp L
p

xpL
p

vvv   

yazılır (Wei ve Chen, 2012;  Yücedag, 2019). 

Teorem 2.8.6.  Ω  üzerinde tanımlı bütün sınırlı ve ölçülebilir fonksiyonlar uzayı

  
)(

)( ,
xp

xp uL    uzayında yogundur ( Diening, Harjulehto, Hästö ve Růžička, 2011; 

Fan ve Zhao, 2001; Kováčik ve Rákosník, 1991 ). 

Teorem 2.8.7.  xp ve  xq  ölçülebilir fonksiyonlar ve her bir  𝑥 ∈ Ω    için 

    Lxp . Ayrıca,  hemen hemen her 𝑥 ∈ Ω  için      xqxp1   ve  𝑢 ∈

𝐿𝑞(𝑥)(Ω) ise bu durumda 

(i) |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≥ 1 ise |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)
𝑝− ≤ ||𝑣|𝑝(𝑥)|

𝑞(𝑥)
≤ |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)

𝑝+
  

(ii)  |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) ≤ 1 ise |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)
𝑝− ≥ ||𝑣|𝑝(𝑥)|

𝑞(𝑥)
≥ |𝑣|𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)

𝑝+
  

(Fan ve Zhao, 2001). 

Teorem 2.8.8. ( Hölder Eşitsizliği )   )(xpL  uzayının dual uzayı  )(xpL  ve

  1/1)(/1  xpxp olarak tanımlansın  Bu durumda, herbir   )(xpLu ve 

 
 )(xpLv  için 

)()(

11
xpxp

vu
pp

uvdx
 








                                                                           (2.8.1) 
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eşitsizliği yazılır. 

 

2. 9 𝑾𝒎,𝒑(.)(𝛀) Uzayı 

Tanım 2.9.1. 𝑚 negatif olmayan herhangi bir tamsayı ve Ω ⊂ 𝑅𝑁  bir bölge olsun. 

|𝑎| ≤ 𝑚  özellikli her 𝑎 −  çoklu indisi için Ω  bölgesinde tanımlı 𝐷𝑎𝑣 ∈ 𝐿𝑃(𝑥)(Ω) 

şeklindeki tüm 𝑢 fonksiyonlarının sınıfına değişken üslü Sobolev uzayı denir ve  

𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω) ∶  𝐷𝑎𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω), |𝑎| ≤ 𝑚} 

olarak yazılır. Bu uzayda norm aşağıdaki şekilde gösterilir. 

‖𝑣‖𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω) = ‖𝑣‖𝑚,𝑝(𝑥) = ∑ ‖𝐷𝑎𝑣‖𝑝(𝑥)
|𝑎|≤𝑚

 

Ayrıca, 𝐶0
∞(Ω)  uzayının  𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω)  uzayındaki kapanışı 𝑊0

𝑚,𝑝(𝑥)(Ω) Sobolev 

uzayıdır. 

Tanım 2.9.2. Ω, 𝑅𝑁  sınırlı bir bölge olsun. Her x  için     )(Cxq,xp    ve 

   xq xp1  ise, o zaman     )(,)(, xpmxqm WW  sürekli gömmesi vardır. 

Tanım 2.9.3. 𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω) uzayında 𝑚 = 1 olarak alınırsa, aşağıdaki uzayı elde ederiz 

𝑊1,𝑝(𝑥)(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω) ∶  |∇𝑣| ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω)}. 

Bu uzaydaki normu 

‖𝑣‖𝑊1,𝑝(𝑥)(Ω) = ‖𝑣‖1,𝑝(𝑥) = |𝑣|𝑝(𝑥) + |∇𝑣|𝑝(𝑥) 

olarak yazılır. Ayrıca, 𝐶0
∞(Ω)  uzayının  𝑊1,𝑝(𝑥)(Ω)  uzayındaki kapanışı 

𝑊0
1,𝑝(𝑥)(Ω) Sobolev uzayıdır. 𝑊0

1,𝑝(𝑥)(Ω) Sobolev uzayının normu ise 

 ‖𝑣‖𝑝(𝑥) = |∇𝑣|𝑝(𝑥) olarak tanımlanır. 

Teorem 2.9.4. 𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω),𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω), 𝑊0
1,𝑝(𝑥)(Ω) ve 𝑊1,𝑝(𝑥)(Ω) uzayları Banach 

uzaylardır ( Edmunds ve Rákosník, 2000; Kováčik ve Rákosník, 1991 ). 

Teorem 2.9.5.   pp1 ise 𝑊𝑚,𝑝(𝑥)(Ω), 𝑊1,𝑝(𝑥)(Ω) ve 𝑊0
1,𝑝(𝑥)(Ω) uzayları 

ayrılabilir, yanısmalı ve düzgün konveks Banach uzaylardır (Fan ve Zhao, 2001; 

Willem, 1996). 

Teorem 2.9.6.  Eğer her x  için   )(Cxq    ve    xp xq1  ise, o zaman 

    )()(,1 xqxp LW  kompakt ve sürekli gömmesi vardır ( Edmunds ve Rákosník, 

2000; Fan ve Zhao, 2001). 
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Teorem 2.9.7.  Her x  için   )(Cxq  
 ve    xp xq1  olsun, o zaman 

    )()(,1 xqxp LW  kompakt ve sürekli gömmesi vardır ve  

 
   

 
 

 















xpN

xpN
xpN

xpN

xp

,

,
1

 

 ( Deng, 2008; Edmunds ve Rákosník, 2000; Fan ve Zhao, 2001). 

Teorem 2.9.8. ( Poincaré Eşitsizliği) Ω, 𝑅𝑁  düzgün sınırlı bir bölge ve her 

 
)(,1

0

xp
Wv  için aşağıdaki eşitsizliği sağlayan bir 𝐶 > 0 eşitsizliği vardır 

 xp
vCv   

( Diening, Harjulehto,  Hästö ve Růžička, 2011). 
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3. VARYASYONEL YAKLAŞIMDA KULLANILAN BAZI TEOREMLER VE 

UYGULAMALARI 

Bu bölümde, standart ve standart olmayan büyüme koşulunu içeren sınır değer 

problemlerinin çözümlerinin varlığını göstermek için kullanılan bazı teoremler 

hakkında bilgi verilmiştir. Genellikle bu teoremler yardımıyla; zayıf çözümün varlığı, 

sıfırdan farklı en az bir tane zayıf çözümünün varlığı, sıfırdan farklı en az bir 

çözümünün varlığı, sonsuz çözümünün varlığını ve çözümlerinin varlığı ve katlılığı 

gösterilmektedir. Varyasyonel analizin çalışma alanlarından biri de bir fonksiyoneli 

maksimize ya da minimize eden fonksiyonu belirlemektir. 

 

3.1 Standart Ve Standard Olmayan Büyüme Koşullu Denklemlerin 

Çözümlerinde Kullanılan Teoremler   

Tanım 3.1.1 𝑉 ve 𝑈 iki Banach uzay ve L: V → U tanımlı bir operatör ve u ∈ V olmak 

üzere  

𝐿𝑢 = 0 

şeklinde bir fonksiyonel denklem olarak ifade ediliyorsa bu probleme varyasyonel 

problem denir. 

Tanım 3.1.2. 𝑉 ve 𝑈 iki Banach uzay ve L: V → U tanımlı bir operatör. Eğer,   

𝐿(. ) = 𝜑′(. ) 

olacak şekilde 𝜑 ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneli varsa bu fonksiyonele probleme karşılık 

gelen enerji fonksiyoneli veya Euler-Lagrange fonksiyoneli adı verilir ve L 

operatörüne de varyasyonel denir. 

Tanım 3.1.3. 𝑉 ve 𝑈 iki Banach uzay, L: V → U  tanımlı bir operatör ve 𝜑 ∈ 𝐶1 (V, R) 

bir fonksiyonel olsun. Eğer, her bir  𝑣 ∈ 𝑉 için 

〈𝜑′(𝑣), 𝑢〉 = 0 

eşitliğini sağlayacak herbir 𝑢 ∈ 𝑉  elemanına 𝜑 fonksiyonelinin kritik noktası adı 

verilir. 

Tanım 3.1.4. 𝑉  bir Banach uzay ve 𝜑: 𝑉 → R tanımlı bir fonksiyonel olsun. Eğer, 

herbir (𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 dizisi için  

lim
𝑛→∞

𝜑(𝑣𝑛) = inf𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) 

oluyorsa, bu durumda (𝑣𝑛) dizisine 𝜑 fonksiyonelinin minimize dizisi adı verilir.  
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Tanım 3.1.5. 𝑉  bir Banach uzay, 𝑁 ≥ 2  olmak üzere 𝛺 ⊂ 𝑉 sınırlı bir bölge, her 

(𝑥, 𝑘) ∈ 𝛺 × R için 𝑔:𝛺 × 𝑅 → 𝑅  sürekli bir fonksiyon ve 𝐺(𝑥, 𝑠) = ∫ 𝑔(𝑥, 𝑘) 𝑑𝑘
𝑠

0
  

tanımlı fonksiyon olmak üzere 

−𝑑𝑖𝑣(|∇𝑣|𝑝(𝑥)−2∇𝑣) = 𝑔(𝑥, 𝑣)                                                                    (3.1.1) 

diferansiyel denklemini inceleyelim.  Bu durumda her 𝑣 ∈ 𝑉 için  (3.1.1) denklemine 

karşılık gelen 𝜑 ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneline  

𝜑(𝑢) = ∫
1

𝑝(𝑥)
|∇𝑣|𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ 𝐺(𝑥, 𝑣) 𝑑𝑥

ΩΩ
                                                            (3.1.2) 

𝜑 ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneline, (3.1.1) denklemine karşılık gelen enerji fonksiyoneli 

veya Euler-Lagrange fonksiyoneli denir. Bu φ ∈ 𝐶1 (V, R)  enerji fonksiyonelinin 

türevi; 𝑢 ∈ 𝑉 olmak üzere 

〈𝜑′(𝑢), 𝑣〉 = ∫ |∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥
Ω

−∫ 𝑔(𝑥, 𝑢)𝑣𝑑𝑥
Ω

 

olarak tanımlanır.  

Ayrıca, her bir 𝑢 ∈ 𝐶0
∞ için de 

∫ |∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝑣 𝑑𝑥
Ω

−∫ 𝑔(𝑥, 𝑢)𝑣𝑑𝑥
Ω

= 0 

eşitliği sağlanırsa, bu durumda her 𝑣 ∈ 𝑉 elemanına (3.1.1) denkleminin zayıf çözümü 

denir. Bir denklemin zayıf çözümleri aynı zamanda denklemin kritik noktalarıdır.  

Aşağıdaki tanım 1.1.6 ‘da tanımlanan, Ambrosetti-Rabinovitz koşulu sınırlı bir dizi 

bulmak için 𝑔 fonksiyonuna bırakılan önemli koşullardan biridir.  

Tanım 3.1.6. 𝑉  bir Banach uzay ve 𝑁 ≥ 2  olmak üzere 𝑔:𝛺 × 𝑅 → 𝑅  sürekli bir 

fonksiyon ve her (𝑥, 𝑘) ∈ 𝛺 × R için 𝐺(𝑥, 𝑠) = ∫ 𝑔(𝑥, 𝑘) 𝑑𝑘
𝑠

0
 tanımlı bir fonksiyon 

olarak kabul edelim. Eğer her 𝑥 ∈ Ω  için ve en az bir tane 𝐾  pozitif sabiti ve 𝑘 ∈ 𝑅 

olmak üzere |𝑘| ≥ 𝐾 için 

0 < 𝜃𝐺(𝑥, 𝑘) ≤ 𝑘𝑔(𝑥, 𝑘)                                                                                    (3.1.3) 

olacak şekilde en az bir tane 𝜃 > 𝑝+  sayısı varsa, bu durumda 𝑔  fonksiyonu 

Ambrosetti - Rabinovitz koşulunu (AR) sağlar denir. Yukarıdaki (3.1.3) 

eşitsizliğindeki , 𝜃 > 𝑝+  eşitsizliğindeki 𝑝+   esnek olan kısımdır ( Ambrosetti ve 

Rabinowitz 1973 ).  

Tanım 3.1.7. (3.1.2) denklemindeki 
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𝜙(𝑢) = ∫
1

𝑝(𝑥)
|∇𝑢|𝑝(𝑥)𝑑𝑥

Ω

 

kısmı ve bu kısmın türevi 

〈𝜙′(𝑢), 𝑣〉 = ∫ |∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝑣𝑑𝑥
Ω

 

için aşağıdaki koşulları sağlar 

(i) 𝜙(𝑢) convex fonksiyoneldir, 

(ii) 𝜙′: 𝑉 → 𝑉∗ fonksiyoneli sınırlı, sürekli ve kesin monotondur,  

(iii) 𝜙′: 𝑉 → 𝑉∗ fonksiyoneli (𝑆+) tipindedir: eğer (𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 dizisi için 𝑉 uzayında 

𝑣𝑛 ⇀ 𝑣 (zayıf yakınsak) iken 

lim
𝑛→∞

sup〈𝜙′(𝑣𝑛) − 𝜙
′(𝑣), 𝑣𝑛 − 𝑣〉 ≤ 0 

oluyorsa,  𝑉 uzayında 

𝑣𝑛 → 𝑣 (güçlü yakınsak) 

olur,  

(iv) 𝜙′: 𝑉 → 𝑉∗ fonksiyoneli aynı zamanda bir homeomorfizmdir.  

Teorem 3.1.8. 𝑉  bir Banach uzayı ve φ ∈ 𝐶1 (V, R)  bir fonksiyonel olarak kabul 

edelim. Eğer 𝜑 fonksiyoneli,  

(i) 𝜑, 𝑉 üzerinde coercive 

(ii) 𝜑, 𝑉 üzerinde alttan zayıf yarı sürekli 

oluyorsa, bu durumda 

𝜑(𝑣) = 𝑖𝑛𝑓𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) 

olacak şekilde bir 𝑣 ∈ 𝑉 minimize fonksiyonu vardır (Willem,1996). 

𝜑 fonksiyoneli coercive ve alttan zayıf yarı sürekli koşulunu sağlaması durumunda bir 

minimum noktaya sahip olur. Eğer, 𝜑 fonksiyoneli alttan zayıf yarı sürekli ve coercive 

koşulunu sağlamadığı zaman yukarıdaki teorem geçerli olmaz.  

Tanım 3.1.9. (Palais-Smale Dizisi) 

 𝑉  bir Banach uzayı ve 𝜑 ∈ 𝐶1 (V, R)  bir fonksiyonel olarak kabul edelim. Eğer, 

herhangi bir (𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 dizisi için aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa, bu durumda (𝑣𝑛) 

dizisine 𝜑 enerji fonksiyoneline bir Palais-Smale dizisi denir 

(i) 𝑐1 ∈ 𝑅 olmak üzere |𝜑(𝑣𝑛)| ≤ 𝑐1, 

(ii) 𝜑′: 𝑉 → 𝑉∗ tanımlı fonksiyonel için 𝑛 → ∞  iken 𝑉∗ uzayında 𝜑′(𝑣𝑛) → 0. 
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Yukarıdaki tanımın bir sonucu olarak, (𝑣𝑛)  Palais-Smale dizisi 𝜑  fonksiyonelini 

minimize eden bir dizidir. Ayrıca,  φ ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneli alttan sınırlı olmadığı 

durumda, 𝜑 fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi ile ilgili kesin bir şey söylenemez 

(Willem,1996). 

Teorem 3.1.10 (Palais-Smale Koşulu)  

𝑉  bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R)  bir fonksiyonel olsun. Eğer, 𝜑  enerji 

fonksiyonelinin her Palais-Smale dizisi güçlü yakınsak bir alt diziye sahip ise bu 

durumda  𝜑  enerji fonksiyoneli Palais-Smale koşuluna sahiptir (PS) denir ( Fan ve 

Zhang, 2003; Willem,1996 ).  

Tanım 3.1.11. 𝑉 bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R) bir fonksiyonel olsun. Eğer,  

(i) 𝑐1 ∈ 𝑅 olmak üzere lim
𝑛→∞

𝜑(𝑣𝑛) = 𝑐1, 

(ii) 𝜑′: 𝑉 → 𝑉∗ tanımlı fonksiyonel için 𝑛 → ∞  iken 𝑉∗ uzayında 𝜑′(𝑣𝑛) → 0 

koşullarını sağlayan bir (𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 dizisi var ve bu (𝑣𝑛) dizisi güçlü yakınsak bir alt 

diziye sahip oluyorsa, bu durumda 𝜑 fonksiyoneline 𝑐1 reel sayısı için 𝑐1 seviyesinde 

(PS)𝑐1 koşulunu sağlar denir.  

  𝜑 fonksiyoneli Palais-Smale koşulunu sağladığını göstermek için aşağıdaki adımlar 

sırasıyla izlenir: 

Öncelikle,(𝑣𝑛) ⊂ 𝑉 dizisinin 𝑉 uzayında sınırlı olduğu gösterilecektir. Bu durumda, 

(𝑣𝑛) dizisinin 𝑉 uzayında 𝑣𝑛 ⇀ 𝑣 (zayıf yakınsak) olduğu gösterilmiş olur. Çünkü 𝑉 

yansımalı Banach uzay olduğu zaman  𝑉 uzayındaki her sınırlı dizi zayıf yakınsak bir 

alt diziye sahip olur. Sonra da, Kompakt gömme teoremlerinden yararlanarak, (𝑣𝑛) 

dizisinin 𝑉 uzayında 𝑣𝑛 → 𝑣 (güçlü yakınsak) olduğu gösterilecektir. 

Teorem 3.1.12. 𝑉  bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R) bir fonksiyonel olarak kabul 

edelim. Eğer, 

(i) φ fonksiyoneli 𝑉 uzayında alttan sınırlı,  

(ii)  φ fonksiyoneli (PS) koşulunu sağlıyor, 

oluyorsa, bu durumda 

𝜑(𝑣) = 𝑖𝑛𝑓𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) 

olacak şekilde bir 𝑣𝜖𝑉 minimize fonksiyonu vardır (Willem,1996). 
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Sonuç olarak;  𝜑  fonksiyoneli  𝑉  uzayında Palais-Smale koşulunu sağlar ve alttan 

sınırlıda oluyorsa bu durumda (𝑣𝑛)  Palais-Smale dizisi 𝑉  uzayında 𝜑  enerji 

fonksiyonelini minimize eder. Bu durumda, (𝑣𝑛) dizinin güçlü yakınsadığı 𝑣 değerine 

de 𝜑 fonksiyonelin bir kritik noktası olup denkleminde çözümü olur.  

Teorem 3.1.13.  𝑉  bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R) bir fonksiyonel olarak kabul 

edelim. Eğer, φ fonksiyoneli 

(i) 𝑉 uzayında alttan sınırlı,  

(ii) 𝑉 uzayında alttan zayıf yarı sürekli,  

(iii) 𝑉 uzayında coercive,  

koşullarını sağlıyorsa, bu durumda 

𝜑(𝑣) = 𝑖𝑛𝑓𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) 

olacak şekilde bir 𝑣𝜖𝑉 minimize fonksiyonu vardır (Willem,1996; Winslow, 1949 ). 

Teorem 3.1.14. 𝑉  bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R) bir fonksiyonel olarak kabul 

edelim. Eğer, φ fonksiyoneli 

(i) 𝑉 uzayında coercive,  

(ii)  𝑉 uzayında alttan zayıf yarı sürekli,  

koşulları sağlanıyorsa, bu durumda φ  fonksiyoneli 𝑉  üzerinde alttan sınırlı ve 

𝜑(𝑣) = inf𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) 

olacak şekilde bir 𝑣𝜖𝑉 minimize fonksiyonu vardır (Willem,1996; Winslow, 1949 ). 

Tanım 3.1.15. (Cerami koşulu)  

𝑉  bir Banach uzay ve φ ∈ 𝐶1 (V, R)  bir fonksiyonel olsun. Eğer φ  fonksiyoneli, 

herhangi bir 𝑣𝑛 ⊂ 𝑉 dizisi aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, bu durumda (𝑣𝑛) dizisine 𝜑 

enerji fonksiyonelinin Cerami dizisi denir 

(i) |𝜑(𝑣𝑛)| ≤ 𝑐 

(ii) 𝜑′: 𝑉 → 𝑉∗ tanımlı fonksiyonel için 

𝑛 → ∞  olduğunda (1 + ‖𝑣𝑛‖𝑉)  |𝜑′(𝑣𝑛)| → ∞ . 

Eğer, (𝑣𝑛)  Cerami dizisi yakınsak bir alt diziye sahip ise bu durumda  𝜑  enerji 

fonksiyoneli Cerami koşuluna sahiptir (C) denir ( Schechter, 2007). Palais-Smale 

koşulunun sağlanmadığı durumda Cerami koşulu kullanılr. 

Teorem 3.1.16. (Ekeland Varyasyonel Prensibi)  

𝑉 bir Banach uzay ve 𝜑 ∶ 𝑉 → (−∞,∞] tanımlı bir fonksiyoneli olarak kabul edelim. 

Eğer  
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(i) 𝜑 fonksiyoneli 𝑉 üzerinde alttan sınırlı,  

(ii) 𝜑 fonksiyoneli 𝑉 üzerinde alttan zayıf yarı sürekli,  

koşullarını sağlarsa o zaman her 𝜀 > 0 için 

𝜑(𝑣𝜀) < inf𝑣∈𝑉𝜑(𝑣) + 𝜀 

𝜑(𝑣𝜀) < 𝜑(𝑣) + 𝜀‖𝑣𝜀 − 𝑣‖𝑉,   𝑣𝜀 ≠ 𝑣 

olacak şekilde bir (𝑣𝜀) ∈ 𝑉 dizisi vardır. 

 Ekeland’s Varyasyonel yaklaşımı kullanarak, 𝜑  fonksiyoneli için Palais-Smale 

dizisini bulmak için kullanılır ( Mihăilescu, 2006; Willem, 1996 ). 

Teorem 3.1.17. (Mountain Pass Geometrisi)  

𝑉 bir Banach uzay olsun. Ayrıca, kabul edelim ki aşağıdaki koşulları sağlansın, 

(i) φ ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sağlasın,  

(ii) φ (0) =  0, 

(iii) Her 𝑣𝜖𝑉 fonksiyonu için ‖𝑣‖𝑉 = 𝜏 olduğunda φ(𝑢) ≥ 𝑟 > 0 

olacak şekilde 𝑟 𝑣𝑒 𝜏  pozitif sayılar vardır,  

(iv) 𝑡 → ∞ iken φ (𝑡𝜔) <  −∞  veya φ (𝑣)  <  0 olacak şekilde ‖𝑣‖𝑉 > 𝜏  

koşulunu sağlayan bir 𝑣 = 𝑡𝜔 ∈ 𝑉 fonksiyonu vardır. 

Bu durumda 𝜑  fonksiyonelinin, 𝑉  uzayında sıfırdan farklı en az bir kritik noktası 

vardır ( Adams, 1975; Chammem, vb., 2020;  Willem, 1996 ). 

Yukarıdaki teoremden, 𝜑 fonksiyonelinin en az bir kritik noktaya sahip olduğu ve bu 

kritik nokta denklemin sıfırdan farklı en az bir çözümünün olduğu sonucuna varılır. 

Teorem 3.1.18. (Genelleştirilmiş Mountain Pass Teoremi) 

 𝑉 bir Banach uzay olsun. Kabul edelim ki pozitif 𝜏 sayısı ve 𝑣 ∈ 𝑉 için 

(i) φ ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sağlasın, 

(ii) φ (0)  =  0 

(iii) ‖𝑣‖𝑉 > 𝜏 olduğunda   𝜑(𝑢) ≤ 𝜑(0), 

(iv) 𝛼 = inf {𝜑(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉, ‖𝑣‖ = 𝜏} > 0 

koşulları sağlansın. Ayrıca 𝐺 ≠ ∅ olacak şekilde 

𝐺 = {𝜓 ∈ 𝐶([0,1], 𝑉) ∶  𝜓(0) = 0, 𝜓(1) = 𝑣} 

ve  

𝛽 = inf{max  𝜑(𝜓[0,1]) ∶  𝜓 ∈ 𝐺} 
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kümeleri tanımlansın. Bu durumda 𝛼 ≤ 𝛽 < +∞ olmak üzere; 𝛽,  φ fonksiyonelinin 

bir kritik noktasıdır ( Adams, 1975; Willem, 1996; )Bu teoremin ile problemin en az 

bir çözümünün varlığını göstermek için kullanılmaktadır. 

Teorem 3.1.19. (Z2-Symmetric Mountain-Pass Teoremi )  

𝑉 sonsuz boyutlu bir Banach uzayı olsun. Farzedelim ki aşağıdaki koşullar sağlansın, 

(i) φ ∈ 𝐶1 (V, R) fonksiyoneli (PS) koşulunu sağlayan çift bir fonksiyonel, 

(ii) 𝜑 (0)  =  0, 

(iii) Her 𝑣 ∈ 𝑉 fonksiyonu için aşağıdaki koşulları sağlayan 𝜏 ve 𝑟 pozitif sayıları 

vardır 

‖𝑣‖𝑉 = 𝜏 iken 𝜑(𝑣) ≥ 𝑟 > 0, 

 

(iv)  𝑉  uzayının her sonlu boyutlu 𝑉1(𝑉1 ⊂ 𝑉) alt uzay için 

{𝑣 ∈ 𝑉1 ∶ 𝜑(𝑣) ≥ 0} 

kümesi 𝑉  uzayında sınırlıdır. 

Bu durumda 𝜑  fonksiyoneli, 𝑉  uzayında sınırsız olan bir kiritik değerler dizisine 

sahiptir (Mashiyev vd., 2012; Toan ve Ngô, 2009; Willem, 1996 ). Bu teoremde, 

problemin sonsuz çözümünün varlığını göstermek için kullanılmaktadır. 

Tanım 3.1.20. 𝑉 yansımalı ve ayrılabilir bir Banach uzay olsun. Ayrıca, ℕ∗ = ℕ ∖ {0} 

olmak üzere her 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ∗ için 

𝑔𝑘(𝑒𝑛) = 𝛿𝑘,𝑛 = {
1  ,     𝑘 = 𝑛
0  ,      𝑘 ≠ 𝑛

 

Ve 

X=𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℕ∗}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ve 𝑋∗ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔𝑘 ∶  𝑘 ∈ ℕ∗}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

olacak şekilde {𝑒𝑘}𝑘∈ℕ∗ ⊆ 𝑉 𝑣𝑒 {𝑔𝑘}𝑘∈ℕ∗ ⊆ 𝑉∗ vardır.  

Bu durumda 𝑚 ∈ ℕ∗ için  

𝑋𝑚 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑚},      𝑌𝑖 =⊕𝑗=1
𝑚 𝑋𝑗,          𝑍𝑖 =⊕𝑗=1

𝑚 𝑋𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

olmak üzere 𝑋 uzayını, 𝑉 = 𝑌𝑚⊕𝑍𝑚 şeklinde iki uzayın toplamı olarak yazılabilir. 

Teorem 3.1.21. (Fountain Teorem)  

𝑉 bir Banach uzay, φ ∈ 𝐶1 (V, R) tanımlı bir çift fonksiyonel ve Tanım 3.1.20. de 

tanımladığımız gibi 𝑋𝑚, 𝑌𝑚 𝑣𝑒 𝑍𝑚 birer uzay olsunlar. Eğer her bir 𝑚 ∈ ℕ∗ için  

(i) 𝑚 → ∞  olduğunda 

inf𝑣∈𝑍𝑚,   ‖𝑣‖=𝛾𝑘  𝜑(𝑣) → +∞, 
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(ii) max𝑢∈𝑌𝑚,   ‖𝑣‖=𝜌𝑚 𝜑(𝑣) ≤ 0 , 

(iii) Herbir 𝑐  pozitif sabiti için 𝜑 fonksiyoneli (𝐏𝐒)𝐂  

koşullarını sağlayacak şekilde  𝜌𝑚  >  𝛾𝑚  >  0  sayıları varsa, φ fonksiyoneli 𝑉 

uzayında sınırsız olan bir kritik değerler dizisine sahiptir ( Willem, 1996; Yücedağ, 

2015 ).  

Fountain ile aşağıda tanımladığımız Dual Fountain teoremleri problemin çözümlerinin 

varlığı ve katlılığı göstermek için kullanılmaktadır. 

Tanım 3.1.22. 𝑉 bir Banach uzay, φ ∈ 𝐶1 (V, R) tanımlı bir çift fonksiyonel, 𝑐 ∈ 𝑅 

ve Tanım 3.1.20. de tanımladığımız gibi 𝑋𝑚, 𝑌𝑚 𝑣𝑒 𝑍𝑚  birer uzay olsunlar. Eğer 

herhangi bir (𝑣𝑛𝑗) ⊂ 𝑉 dizisi için  

(i)  𝑢𝑛𝑗 ∈ 𝑌𝑢𝑛𝑗
 olarak alındığı zaman |𝜑 (𝑣𝑛𝑗)| < 𝑐,     

(ii) 𝑢𝑛𝑗 → ∞ olduğunda (𝜑|𝑌𝑣𝑛𝑗
) ′ (𝑣𝑛𝑗) → 0 

oluyorsa, bu durumda (𝑣𝑛𝑗) dizisine φ enerji fonksiyonelinin bir (𝐏𝐒)𝐜
∗  dizisi denir 

(Willem, 1996). 

Eğer (PS)c
∗ dizisi (güçlü) yakınsak bir alt diziye sahip oluyorsa, o zaman  φ enerji 

fonksiyoneli (PS)c
∗ koşulunu sağlar denir. Bu durumda, (𝐏𝐒)𝐜

∗ dizisi φ  enerji 

fonksiyonelinin bir kritik olur.  

Teorem 3.1.23. (Dual Fountain Teorem) 

 𝑉  bir Banach uzay, φ ∈ 𝐶1 (V, R) tanımlı bir çift fonksiyonel ve tanım 3.1.20. de 

tanımladığımız gibi 𝑋𝑚, 𝑌𝑚 𝑣𝑒 𝑍𝑚  birer uzay olsunlar. Eğer her bir 𝑚 > 𝑚0  olarak 

seçildiği zaman 𝑚0 > 0 olacak şekilde 𝑚0 var ve  

(i) 𝑎𝑚 = inf𝑣∈𝑍𝑚,   ‖𝑣‖=𝛾𝑘  𝜑(𝑣) ≥ 0, 

(ii) 𝑏𝑚 = max𝑢∈𝑌𝑚,   ‖𝑣‖=𝜌𝑚 𝜑(𝑣) < 0, 

(iii) 𝑑𝑚 = inf𝑣∈𝑍𝑚,   ‖𝑣‖=𝜌𝑚 𝜑(𝑣) → 0 ,𝑚 → ∞, 

(iv) Herbir c∈ [𝑑𝑚𝑜
, 0) için 𝜑 fonksiyoneli ((PS)c

∗), 

koşullarını sağlayacak şekilde  𝜌𝑚  >  𝛾𝑚  >  0 sayıları varsa, o halde φ fonksiyoneli 

𝑉 uzayında 0’a yakınsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur ( Fan, 2005; 

Willem, 1996  ). 
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3.2 Teoremlerin Kullanıldığı Bazı Çalışmalar   

Bu kısımda yukarıda tanımladığımız teorem ve tanımların kullanıldığı bazı çalışmalar 

verilmştir. 

 

 Chammem, vd. (2020), aşağıdaki 𝑝(𝑥) -Laplace içeren Neumann sınır değerli Steklov 

problemini ele almışlar, 

{

(−Δ)𝑝(𝑥)𝑢 + 𝑎(𝑥)|𝑢|
𝑝(𝑥)−2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑢),     𝑥 ∈  Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
+ 𝑏(𝑥)|𝑢|𝑞(𝑥)−2𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ,       𝑥 ∈  𝜕Ω.

 

Problemde; 𝑁 ≥ 2olmak üzere  Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, , her 𝑥 ∈ Ω̅  için 𝑝(𝑥) ∈

𝐶(Ω̅) ve 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶(∂Ω), 𝑥 ∈ Ω̅ ve 𝑦 ∈ ∂Ω olmak üzere  𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) > 1  ve 𝑝(𝑥) ≠

𝑞(𝑦) , 𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅 ve 𝑔: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅 Caratheodery oşulunu sağlayan fonksiyonlar, 

𝑎(𝑥) ve 𝑏(𝑥)  ise  𝑎1(𝑥) ≤ 𝑎(𝑥) ≤ 𝑎2(𝑥)  ve 𝑏1(𝑥) ≤ 𝑏(𝑥) ≤ 𝑏2(𝑥)  koşulunu 

sağlayan sürekli fonksiyonla,  (−Δ)𝑝(𝑥)𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) ise 𝑝(𝑥) -Laplace 

operatörü  ve 𝑣, 𝜕Ω da dış birim normal vektör olarak alınmaktadır.  Bu çalışmada 

Mountain Pass Geometrisi kullanarak problemin sıfırdan farklı zayıf çözümünün 

varlığı ve Mountain Pass Geometrisi ile birlikte Ekeland Prensibi kullanılarak sıfırdan 

farklı en az iki tane çözümün varlığı gösterilmiştir. 

 

Chammem ve Sahbani (2021), aşağıdaki 𝑝(𝑥) -Laplace içeren Neumann sınır değerli 

Steklov problemini ele almışlar, 

{

(−Δ)𝑝1(𝑥)𝑢 + (−Δ)𝑝2(𝑥)𝑢 + 𝑎(𝑥)|𝑢|
𝑝1(𝑥)−2𝑢 + 𝑏(𝑥)|𝑢|𝑝2(𝑥)−2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑢),     𝑥 ∈  Ω,

|∇𝑢|𝑝1(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
+ |∇𝑢|𝑝2(𝑥)−2

𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝑔(𝑥, 𝑢) ,       𝑥 ∈  𝜕Ω.

 

Problemde; 𝑁 ≥ 2  olmak üzere  Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, , her 𝑥 ∈ Ω̅  için 𝑝𝑖(𝑥) ∈

𝐶(Ω̅)  ve 𝑖 = 1,2  olmak üzere  𝑝𝑖(𝑥) > 1 , 𝑓: Ω × 𝑅 → 𝑅  ve 𝑔: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅 

Caratheodery oşulunu sağlayan fonksiyonlar, 𝑎(𝑥) ve 𝑏(𝑥)  ise  𝑎1(𝑥) ≤ 𝑎(𝑥) ≤

𝑎2(𝑥)  ve 𝑏1(𝑥) ≤ 𝑏(𝑥) ≤ 𝑏2(𝑥)  koşulunu sağlayan sürekli fonksiyonla,  

(−Δ)𝑝(𝑥)𝑢 = −𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) ise 𝑝(𝑥) -Laplace operatörü  ve 𝑣, 𝜕Ω da dış birim 

normal vektör olarak alınmaktadır.  Bu çalışmada Genelleştirilmiş Mountain Pass 

Teoremi kullanarak problemin en az bir çözümünün varlığı ve Z2-Symmetric 

Mountain-Pass teoremini kullanarak problemin sonsuz çözümünün varlığını 

gösterilmiştir. 
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Mashiyev, vd. (2012) çalışmasın da, 𝑁 ≥ 2  olmak üzere Ω, 𝑅𝑁 düzgün sınırlı bir 

bölge, her 𝑥 ∈ Ω̅   için 𝑝, 𝑠, 𝑟 ∈ 𝐶(Ω̅)  ve 1 < 𝑟(𝑥) < 𝑝(𝑥) < 𝑠(𝑥) < 𝑝(𝑥)∗  

ve 𝑚(𝑥), 𝑛(𝑥) ∈ 𝐶(Ω̅) birer ağırlık fonksiyonları ve  𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢) ise 𝑝(𝑥) -Laplace 

operatörü olmak üzere;  

{
−𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢)) = 𝑚(𝑥)|𝑢|𝑟(𝑥)−2𝑢 + 𝑛(𝑥)|𝑢|𝑠(𝑥)−2𝑢, 𝑥 ∈ Ω

𝑢 = 0,                                           𝑥 ∈ 𝜕Ω
 

şeklindeki Dirichlet sınır değer problemini için Ekeland Varyasyonel Prensibi ile 

birlikte Montain-Pass teoremini ve Z2-Symmetric Mountain-Pass teoremini kullanarak 

denklemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığı gösterilmiştir. 

 

Yücedağ (2015) çalışmasın da, Ω, ℝ𝑁 (𝑁 ≥ 3) ′de düzgün sınırlı bir bölge, her 𝑥 ∈ Ω̅  

için 𝑝 ∈ 𝐶(Ω̅) ,  𝑓: Ω × ℝ → ℝ  Caratheodery koşulunu sağlayan bir fonksiyon ve  

𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢) ise 𝑝(𝑥) -Laplace operatörü olmak üzere;  

{
−𝑑𝑖𝑣(𝑎(𝑥, ∇𝑢)) = 𝑓(𝑥, 𝑢)    𝑥 ∈ Ω
𝑢 = 0,                                           𝑥 ∈ 𝜕Ω

 

şeklindeki Dirichlet sınır değer problemini için Montain-Pass teoremini ve Fountain 

teoremini kullanarak denklemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığı gösterilmiştir. 

 

Allaoui, vd. (2012) çalışmalarında, lineer olmayan Steklov sınır değer problemini 

incelemişler; 

{
Δ𝑝(𝑥)𝑢 = |𝑢|

𝑝(𝑥)−2𝑢,           𝑥 ∈ Ω,

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢),   𝑥 ∈ 𝜕Ω.

 

Bu denklemde;  Ω, 𝑅𝑁 de sınırlı bir bölge, 𝑁 ≥ 2, 𝑣, 𝜕Ω'da dış birim normal türev. ,

𝜆 > 0 reel bir sayı, 𝑝  fonksiyonu Ω̅ da sürekli bir fonksiyonu, 𝑖𝑛𝑓𝑥∈Ω̅𝑝(𝑥) > 𝑁 ve 

𝑓: 𝜕Ω × 𝑅 → 𝑅  bazı özel koşulları sağlayan Carathéodory fonksiyonudur. Bu 

çalışmada yazarlar;  Ricceri teoremi, Fuontain teoremi ve Mountain-Pass teoremini 

kulanarak problemin çözümlerinin varlılığı ve katlılığını göstermişlerdir. 
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4. 𝐩(𝐱)  -LAPLACE OPERATÖRÜNÜ IÇEREN STEKLOV SINIR DEĞER 

PROBLEMİ İÇİN ÇÖZÜM 

4.1 Temel Problem 

Bu bölümde çalışmamızın temelini oluşturan kısımdır. Burada, (4.1.1) şeklinde 

tanımlanan ve  𝑝(𝑥)  -Laplace operatörünü içeren Steklov sınır değer problemi 

çalışılmıştır. Çalışmamızda, Varyasyonel yaklaşım kullanılmıştır. Bu yaklaşım ile 

Mountain-Pass teoremiyle birlikte Ambrosetti- Rabinowitz koşulu kullanılarak,  

(4.1.1) probleminin sıfırdan farklı bir tane zayıf çözümünün varlığı Değişken Üslü 

Sobolev uzayında ( 𝐸 = 𝑊0 
1,𝑝(𝑥) )   çalışılmıştır.  

Çalışmada, Mountain-Pass teoreminin ana koşullarının yanı sıra ön koşulları da 

gösterilmiştir. Bu ön koşullardan biri de fonksiyonelin Palais-Smale koşuluna sahip 

olduğu gösterilir. Bu koşulu göstermek için de, g  fonksiyonuna bırakılan Ambrosetti- 

Rabinowitz koşulundan yararlanılır. Çünkü, bu koşul dizinin sınırlılığını göstermek 

için kullanılan önemli bir koşuldur. Bu yüzden, özellikle g fonksiyonuna bırakılan 

Ambrosetti- Rabinowitz koşulu çoğu çalışmada belirtilir. Ayrıca, bu koşul 

kullanılmadığı çalışmalarda da bu koşulun kullanılmadığı özellikle vurgulanır. 

Bu çalışmamız da; 𝑁 ≥ 2 olmak üzere NR,  de düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölge, 

λ pozitif bir parametre, her 𝑥 ∈ Ω̅ için  Cp ), 𝑣, 𝜕Ω'da dış birim normal vektör,

NN RRg : bazı özel koşulları sağlayan Carathéodory fonksiyonu ve 

  NN RRxA :, operatörün  ’a göre türevi   NN RRxa :, sürekli olan 

bir operatör olup ve bazı özel koşulları sağlasın ve    ,  vxadiv  ’de 

       :
2

)( vvdivv
xp

xp 


 şeklinde tanımlanan   𝑝(𝑥) -Laplace operatöründen daha 

genel bir operatör olmak üzere; 

  

   















,  ,, , 

,  ,0,  

xvxg
u

vxa

xvxadiv




                                                                       (4.1.1) 

problem ele alınmıştır.  
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Çalışmamız da; g fonksiyonu,  A ve  a  operatörleri aşağıdaki koşulları sağlayacak 

şekilde alınmıştır: 

(𝑨𝟏) Her 𝑥 ∈ Ω̅ ve her NR için 

 
  1

1,



xp

cxa  , 

(𝑨𝟐) Her 𝑥 ∈ Ω̅ için   00, xA , 

 (𝑨𝟑) Her x  ve her NR , için  

      0.,,   xaxa . 

 Bu eşitsizliğin, eşitlik durumunda   olur, 

(𝑨𝟒) Her 𝑥 ∈ Ω̅ve her NR için 

 
      ,..,

1
xAxpxa

xp



, 

(𝑨𝟓) A operatörü  xp düzgün convex:  

Her 𝑥 ∈ Ω̅ ve her bir NR , için 

   
 

,,
2

1
,

2

1

2
, 1

xp
kxAxAxA 










 
 

olacak şekilde 01 k sabiti vardır, 

(𝒈𝟏)
NN RRg :  Carathéodory koşulunu sağlayan bir fonksiyon olmak üzere  

   Cxq  için    xpxqqp    ve   

 
  1

10,



xq

sccsxg , 

koşulunu da sağlasın. Burada ki; 0, 10 cc birer sabitlerdir, 

(𝒈𝟐)   Her x ve   qp için 0s  iken 

  ,,
1







p
sosxg   

(𝑨𝑹) Ambrosetti-Rabinowitz's koşulu: 
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Her x  için   

    ,,,0 ssxgsxG    ss , 

olacak şekilde 0s  ve p vardır. Burada    dssxgtxG
t

 0
,, olarak 

tanımlanmaktadır. 

 

4.2  Tanım ve Teoremler 

Tanım 4.2.1. Eğer, her Eu için 

    0 ,  ,   
 vudvxgdxuvxa  

eşitliği sağlanıyorsa, o zaman Ev fonksiyonu (4.1.1) probleminin zayıf çözümü 

olur.   

(4.1.1) problemine karşılık gelen enerji fonksiyoneli REI :  

         vvdvxGdxvxAvI   
 ,,  

Yukarıdaki eşitlikte;  

   dxvxAv   ,  ve      dvxGv ,  

olarak alalım. 

Lemma 4.2.2. NN RRg : fonksiyonu (𝑔1) koşulunu sağlayan Carathéodory 

fonksiyonudur. Her bir Ev için      dvxGv  , olarak tanımlayalım. Bu 

durumda, her Eu için de  REC ,1  ve 

    duvxguv   ,,'

   

Üstelik;    EEu :' operatörü kompaktır ( Karim, Zeroali ve Chakrone, 2018 ). 

Önerme 4.2.3. Herbir   )( xpLv için     RLv xp

xp )(

)( :  fonksiyoneli

 
 

   dvv
xp

xp )(  olarak tanımlansın. Bu durumda  

(i) 
 

1)( 
xpL

v  ise 
 

 
 










p

xp

p

xpLxpL

vvv
)()(

)(  
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(ii) 
 

1)( 
xpL

v  ise 
 

 
 










p

xp

p

xpLxpL

vvv
)()(

)(  

eşitsizlikleri sağlanır ( Wei ve Chen, 2012; Karim, Zeroali ve Chakrone, 2018;  

Yucedag, 2019 ). 

Lemma 4.2.4.  

(i) Her x ve 𝜉 ∈ 𝑅𝑁 için 𝐴(𝑥, 𝜉) dönüşümü, 

|𝐴(𝑥, 𝜉)| ≤ 𝑐2(|𝜉| + |𝜉|
𝑝(𝑥)) 

büyüme koşulunu sağlar. 

(ii)  𝐴(𝑥, 𝜉),  xp - homojendir; yani, her x , 𝜉 ∈ 𝑅𝑁  ve 1z için aşağıdaki 

eşitsizlik sağlanır; 

𝐴(𝑥, 𝑧𝜉) ≤ 𝑧𝑝(𝑥)𝐴(𝑥, 𝜉). 

Ispat: (i) Her x  ve her 𝜉 ∈ 𝑅𝑁için 

𝐴(𝑥, 𝜉) = ∫
𝑑

𝑑𝑠
𝐴(𝑥, 𝜉𝑠)𝑑𝑠

1

0
= ∫ 𝑎(𝑥, 𝜉𝑠)𝜉𝑑𝑠

1

0
                                                     (4.2.1) 

Yukarıdaki (4.2.1) eşitliğinde, (𝐴1) koşulunu kullanırsak,  

|𝐴(𝑥, 𝜉)| ≤ ∫ |𝑎(𝑥, 𝜉𝑠)||𝜉|𝑑𝑠
1

0

≤ c ∫ (1 + |𝑠|𝑝(𝑥)−1|𝜉|𝑝(𝑥)−1)|𝜉|𝑑𝑠
1

0

 

≤ 𝑐∫ (|𝜉| + |𝑠|𝑝(𝑥)−1|𝜉|𝑝(𝑥))𝑑𝑠
1

0

 

≤ 𝑐2(|𝜉| + |𝜉|
𝑝(𝑥)) 

elde edilir. 

 (ii) Her x , NR  ve 1z için h(𝑠) = 𝐴(𝑥, 𝑠𝜉) olarak seçelim. Bu durumda, 

ℎ′(𝑠) =
𝑑

𝑑𝑠
𝐴(𝑥, 𝜉𝑠) = 𝑎(𝑥, 𝜉𝑠)𝜉 =

1

𝑡𝑠
𝑎(𝑥, 𝜉𝑠)𝜉                                                 (4.2.2) 

olur. (4.2.2) eşitliğinde, (𝐴3) koşulunu kullanılırsa, 

ℎ′(𝑠) =
1

𝑠
𝑎(𝑥, 𝜉𝑠)𝜉 ≤

𝑝(𝑥)

𝑠
𝐴(𝑥, 𝜉𝑠) =

𝑝(𝑥)

𝑠
ℎ(𝑠)                                                  (4.2.3) 

elde edilir. (4.2.3) eşitliğini düzenlediğimizde 
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ℎ′(𝑠)

ℎ(𝑠)
≤
𝑝(𝑥)

𝑠
 

olur. Bu son eşitsizliğin her iki tarafının da (1, 𝑧) aralığında integrali alınırsa, 

∫
ℎ′(𝑠)

ℎ(𝑠)
𝑑𝑠

𝑧

1

≤ ∫
𝑝(𝑥)

𝑠
𝑑𝑠

𝑧

1

 

ve  

logℎ(𝑧) − logℎ(1) ≤ 𝑝(𝑥)log𝑧 

olur. Buradan da 

ℎ(𝑧)

ℎ(1)
≤ 𝑧𝑝(𝑥) 

yazabiliriz.  Bu son eşitsizlikte, h(𝑠) = 𝐴(𝑥, 𝑠𝜉) fonksiyonunu kullanırsak 

𝐴(𝑥, 𝑧𝜉) ≤ 𝑧𝑝(𝑥)𝐴(𝑥, 𝜉) 

sonucu elde edilir. 

Lemma 4.2.5.  

(i)  v  fonksiyoneli E ’ de iyi tanımlıdır. 

(ii)  v  fonksiyoneli  REC ,1 sınıfındadır. Yani,    RECv ,1  

ve her Evu ,  için 

    ,   , ,' dxuvxauv    

olur  

(iii)  v  fonksiyoneli E ’ de alttan zayıf yarı süreklidir ( weakly lower semi-

continuos ) 

(iv)  vI  fonksiyoneli E ’ de alttan zayıf yarı süreklidir ( weakly lower semi-

continuos ) 

(v)   vI  fonksiyoneli E ’ de iyi tanımlıdır. 

(vi) Her Evu ,  için 

        ,     ' uvuuv   
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(vii) Herbir Evu ,  ve 00 k sabit sayısı için    

   









 


p
vukvu

vu
0  

2

1
  

2

1

2
   

( Fan, Zhang ve Zhao, 2005; Deng, 2008; Wei ve Chen, 2012; Karim, Zeroali ve 

Chakrone, 2018;  Yucedag, 2019 ). 

Ispat: (i) Lemma 4.2.4 (i) ve Teorem 2.8.3 kullanıldığında, 

    v = ∫ 𝐴(𝑥, ∇𝑣)𝑑𝑥
Ω

≤ 𝑐2∫ |∇𝑣|𝑑𝑥
Ω

+ 𝑐2∫ |∇𝑣|𝑝(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 

≤ 𝑐3|1|𝑝′(𝑥)|∇𝑣|𝑝(𝑥) + 𝑐2‖𝑣‖
𝑝+ 

≤ 𝑐4‖𝑣‖ + 𝑐2‖𝑣‖
𝑝+ < ∞ 

olur. Böylece,  u  fonksiyoneli E ’ de iyi tanımlıdır. 

(ii)  𝑣, 𝜉 ∈  , 𝑥 ∈ Ω  ve 0 < |𝑘| < 1 olarak alınırsa, bu durumda bir 𝑤 ∈ [0,1] için 

Teorem 2.4.2 (ortalama değer teoremi ) kullanılırsa 

|
𝐴 (𝑥, ∇𝑣(𝑥) + 𝑘∇𝜉(𝑥) − 𝐴(𝑥, ∇𝑣(𝑥)))

𝑘
| 

= |∫ 𝑎(𝑥, ∇𝑣(𝑥) + 𝑤𝑘∇𝜉(𝑥)). ∇𝜉(𝑥)𝑑𝑤    
1

0

|      

≤ ∫ 𝑐(1 + |∇𝑣(𝑥) + 𝑤𝑘∇𝜉(𝑥)|𝑝(𝑥)−1)|∇𝜉(𝑥)|𝑑𝑤    
1

0

                                

≤ 𝑐(1 + (|∇𝑣(𝑥)| + |∇𝜉(𝑥)|)𝑝(𝑥)−1)|   ∇𝜉(𝑥)|                                      

 ≤ 𝑐. 1. |∇𝜉(𝑥)| + 𝑐1|∇𝜉(𝑥)|(|∇𝑣(𝑥)| + |∇𝜉(𝑥)|)
𝑝(𝑥)−1               

≤ 𝑐. 1. |∇𝜉(𝑥)| + 𝑐12
𝑝+−1|∇𝜉(𝑥)|(|∇𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)−1 + |∇𝜉(𝑥)|𝑝(𝑥)−1) 

≤ 𝑐. 1. |∇𝜉(𝑥)| + 𝑐12
𝑝+−1|∇𝜉(𝑥)||∇𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)−1 + 𝑐12

𝑝+−1|∇𝜉(𝑥)|𝑝(𝑥) 

elde edilir. Bu son eşitsizlikte, 1. |∇𝜉(𝑥)|, |∇𝜉(𝑥)||∇𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)−1  ve |∇𝜉(𝑥)|𝑝(𝑥). 1 

kısımlarına   Ω  üzerinde integrali alınıp ve Teorem 2.8.8 deki Hölder eşitsizliği 

uygulanırsa integrallenebilir olduğunu görebiliriz.  Dolayısıyla, eşitliğin sağ tarafı Ω 
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da integrallenebilirdir. O halde, Teorem 2.5.10 (Lebesgue baskın yakınsama teoremi ) 

uygulanırsa  

〈Ψ′(𝑢), 𝜉〉 = lim
𝑟→0

∫
𝐴(𝑥, ∇𝑣(𝑥) + 𝑟∇𝜉(𝑥) − 𝐴(𝑥, ∇𝑣(𝑥)))

𝑟
𝑑𝑥

Ω

 

= ∫ 𝑎(𝑥, ∇𝑣(𝑥)). ∇𝜉(𝑥)𝑑𝑥
Ω

 

Şimdi de  v  fonksiyoneli E  uzayında sürekliliğini gösterelim.  𝐸 ’de 𝑣𝑛 → 𝑣 ve 

𝜃(𝑥, 𝑣) = 𝑎(𝑥, ∇𝑣) olsun. Fan ve Zhang (2003) çalışmasında, (𝑨𝟏) ve Teorem 2.8.3. 

kullanarak (𝐿𝑝
′(𝑥)(Ψ))

𝑁

 uzayında 𝛾(𝑥, 𝑣𝑛) → 𝛾(𝑥, 𝑣)  olduğunu göstermiştir. O 

halde, Önerme 2.8.8 kullanılırsa 

|〈Ψ′(𝑣𝑛) − Ψ
′(𝑣), 𝜉〉| ≤ |𝛾(𝑥, 𝑣𝑛) − 𝛾(𝑥, 𝑣)|𝑝′(𝑥)|∇𝜉(𝑥)|𝑝(𝑥) 

elde edilir. Bu son şitsizlikte, 𝑛 → ∞ alınırsa 

‖Ψ′(𝑣𝑛) − Ψ
′(𝑣)‖ ≤ |𝛾(𝑥, 𝑣𝑛) − 𝛾(𝑥, 𝑣)|𝑝′(𝑥) → 0 

olur. 

(iii) Ψ nin alttan yarı süreklidir (Brezis, 1992 ).  𝑣 ∈ Ψ ve 𝜖 > 0 alalım. (𝑨𝟓)  

koşulundan dolayı Ψ konveks olduğundan , 𝑢 ∈ 𝐸 sonucuna varıyoruz. Bu durumda,  

aşağıdaki eşitlik yazılabilir, 

Ψ(𝑢) ≥ Ψ(𝑣) + ∫ 𝑎(𝑥, ∇𝑣(𝑥). (∇𝑢 − ∇𝑣)𝑑𝑥
Ω

. 

Ayrıca, (𝑨𝟏) koşulu,Teorem 2.8.3, Teorem 2.8.7 ve Teorem 2.8.8 kullanılırsa, her 𝑣 ∈

𝐸 için 

Ψ(𝑢) ≥ Ψ(𝑣) − ∫ |𝑎(𝑥, ∇𝑣(𝑥)|. |(∇𝑢 − ∇𝑣)|𝑑𝑥
Ω

 

≥ Ψ(𝑣) − 𝑐∫ 1. |∇(𝑢 − 𝑣)|𝑑𝑥
Ω

− 𝑐∫ |∇(𝑢 − 𝑣)||∇𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥)−1𝑑𝑥
Ω

 

≥ Ψ(𝑣) − 𝑐5|1|𝑝′(𝑥)|∇(𝑢 − 𝑣)|𝑝(𝑥) − 𝑐6|∇(𝑢 − 𝑣)|𝑝(𝑥)||∇𝑣(𝑥)|
𝑝(𝑥)−1|

𝑝′(𝑥)
 

≥ 𝛹(𝑣) − 𝑐7‖𝑢 − 𝑣‖ − 𝑐6‖𝑢 − 𝑣‖‖𝑢‖
𝑝+−1 

≥ Ψ(𝑣) − 𝑐7‖𝑢 − 𝑣‖ − 𝑐8‖𝑢 − 𝑣‖ 
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≥ Ψ(𝑣) − 𝜖 

elde edilir. Burada,  ‖𝑢 − 𝑣‖ < 𝛿 =
𝜖

𝑐7+𝑐8
 olarak seçildi. O halde, Ψ(𝑣) fonksiyoneli 

E  uzayında alttan zayıf yarı sürekli olur. Dolayısıyla, Ψ(𝑣) fonksiyoneli E  uzayında 

sürekli olur. 

(iv) Lemma 4.2.2. ve Lemma 4.2.5 (iii) bir sonucu olarak  vI  fonksiyoneli E ’ de 

alttan zayıf yarı süreklidir. 

(v) Lemma 4.2.2. ve Lemma 4.2.5 (i) den dolayı,  vI  fonksiyoneli E ’ de iyi 

tanımlıdır. 

 (vi)  (𝐴5) koşulundan Ψ(𝑣) fonksiyoneli konveks olduğundan dolayı, aşağıdaki 

eşitliği sağlayan bir 𝑟 ∈ (0,1) vardır ve  

Ψ(𝑢 + 𝑟(𝑣 − 𝑢)) − Ψ(𝑢)

𝑟
=
Ψ((1 − 𝑟)𝑢 + 𝑟𝑣) − Ψ(𝑢)

𝑟

≤
(1 − 𝑟)Ψ(𝑢) + 𝑟Ψ(𝑣) − Ψ(𝑢)

𝑟
= Ψ(𝑣) − Ψ(𝑢) 

elde edilir. O halde,  

lim
𝑡→0

Ψ(𝑢 + 𝑟(𝑣 − 𝑢)) − Ψ(𝑢)

𝑟
= 〈Ψ′(𝑢), 𝑣 − 𝑢〉. 

olur. Yani; 

〈Ψ′(𝑢), 𝑣 − 𝑢〉 ≤ Ψ(𝑣) − Ψ(𝑢). 

elde edelir. 

(vii) (𝑨𝟓) koşulu ve Teorem 2.8.3 birlikte kullanılırsa 

Ψ(
𝑣 + 𝑢

2
) = ∫ 𝐴 (𝑥,

∇𝑢 − ∇𝑣

2
)𝑑𝑥

Ω

 

≤
1

2
∫ 𝐴(𝑥, ∇𝑣)𝑑𝑥
Ω

+
1

2
∫ 𝐴(𝑥, ∇𝑢)𝑑𝑥 − 𝑘0∫ |∇𝑢 − ∇𝑣|𝑝(𝑥)𝑑𝑥

ΩΩ

 

 

≤
1

2
Ψ(𝑣) +

1

2
 Ψ(𝑢) − 𝑘‖𝑣 − 𝑢‖𝑝

−
. 

olur. 



48 

 

4.3 Sonuçlar 

Lemma 4.2.2. Önerme 4.2.3 ve Lemma 4.2.4. bir sonucu olarak    RECvI ,1
 
olur. 

Ayrıca,  vI   fonksiyonelinin kritik noktaları aynı zaman da   (4.1.1) probleminin zayıf 

çözümü olur.  Üstelik,  vI   fonksiyonelinin türevi herhangi  bir Evu , için 

      ,  ,    ,  , '  duvxgdxuvxauvI  
  

olur ( Willem, 1996; Fan, 2005; Wei ve Chen, 2012; Ourraoui, 2021). 

Teorem 4.3.1. Eğer, (𝐴𝑅), (𝐴1)- (𝐴5), (𝑔1) ve (𝑔2) koşulları sağlanırsa, herhangi bir 

  ,0 için (4.1.1) probleminin, E  uzayında sıfırdan farklı bir zayıf çözümü vardır. 

Lemma 4.3.2 Farzedelimki  (𝐴1)- (𝐴5), (𝑔1) ve (𝑔2) koşulları sağlansın. Bu durumda,  

 herbir Xv için   0vI olacak şekilde   ve r pozitif sayıları vardır  ve 

 1,0 rv dır. 

Ispat:   1v olarak seçelim. O halde, (𝑔1 ) ve (𝑔2 ) koşullarınu kullanarak her 

  R, vx için 

 
 xqp

vcvvxG  


   ,                                                                                    (4.3.1) 

eşitsizliğini elde ederiz. (4.3.1.) eşitsizliğini ve (𝐴4) koşulunu birlikte kullandığımız 

da 

     

 
 





 dvcvdxv
xp

dvxGdxvxAuI

xqpxp
   

1

 ,  ,

)(














 



                                                 (4.3.2) 

olur. Ayrıca, Teorem 2.9.6 ve Teorem 2.9.7 yardımıyla  

 
pLE  

ve 

   .
 qq LLE  
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gömmelerini yazabiliriz. Bu gömmelerden, her Ev ve  0,, 11109 ccc  birer sabit 

olmak üzere  

, 9




pp

vcdxv  


 
qq

vcdv  10  

ve 



 
qq

vcdv  11                                                                                             (4.3.3) 

eşitsizlikleri yazılabilir. Üstelik (4.3.1) ve (4.3.3) eşitsizliklerini (4.3.2) eşitsizliğinde 

kullanılırsa, 

  




 





qpp
vccvcv

p

c
vI      119

12
  

Yeterince küçük 0  için 



p

c
c

2
  12

9  olarak seçtiğimiz zaman 

  .   
2

11
12











 



pqp
vcc

p

c
vvI   

elde edilir.  Ayrıca,   R1,0:  olarak tanımlanan  

 



 pqtcc

p

c
t    

2
11

12
  

bir fonksiyon olsun. Yukarıdaki 12c  pozitif bir sabittir. Bu durumda,   qp  olduğu 

için   fonksiyonu sıfırın komşuluğunda pozitiftir. O halde,   0vI olacak 

şekilde   ve r pozitif sayıları vardır. 

Lemma 4.3.3 Farzedelimki (𝐴𝑅), (𝐴1)- (𝐴5), (𝑔1) ve (𝑔2) koşulları sağlansın. Bu 

durum da,  rv 1  için de   01 vI olacak şekilde Xv 1  vardır. 

 Ispat:  0/E ve 1t olsun. Bu durumda, (𝐴𝑅) koşulundan, her   Rtx , ve 

013 c  sabiti için  


tctxG   ,  13  yazabiliriz. Ayrıca, Lemma 4.2.4 (ii)’den 

014 c sabiti için 
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     

  



 dtcdxxA
p

tc

dtxGdxtxAtI

p















   , 
 

 ,   , 

13
14

                                                        (4.3.4) 

elde edilir. Ayrıca, (4.3.4) eşitsizliğin de  p  koşulunu kullanırsak t iken

  0tI  olur. Yani, Xtv  1 olarak seçtiğimizde rv 1  ve   01 vI   

Lemma 4.3.4. Kabul edelimki (𝐴𝑅), (𝐴1)- (𝐴5), (𝑔1) ve (𝑔2) koşulları sağlansın. Bu 

durum da, I fonksiyoneli (PS) koşulunu sağlar. 

Ispat: Kabul edelimki,   Evn    dizisi aşağıdaki koşulları sağlayan bir (PS)-dizisi 

olsun.  

015 c  sabit olmak üzere   15 cvI n   

ve n iken E uzayında    0 
nvI                                                               (4.3.5) 

Burada,    nv dizisnin yakınsak bir alt diziye sahip olduğu kanıtlanacaktır. Bunun için, 

ilk olarak E  uzayında    nv  dizisinin sınırlı olduğu gösterilecektir. Bunu göstermek 

için de çelişki yöntemi kulkanılacaktır.  Yani; n iken    nv olur. 

O halde, (𝐴4) koşulunu kullanarak, 

 
    . ,   , dxvxApdxvvxav nnn

xp

n  




                                         (4.3.6) 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca, (𝐴𝑅), (4.3.5), (4.3.6), Teorem 2.8.4 ve yeterince büyük 

n için 1  nv  kullanırsak; 

   

   

   





























p

n

nnnn

nn

nnn

v
p

dvvxgdxvvxa

dvxGdxvxA

vvIvIc

 
11

  ,    ,  
1

 ,   , 

 ,  
1

 1 15














                                                    (4.3.7)

 

elde edilir. Ayrıca, (4.3.7) eşitsizliğinin her iki tarafını 
p

nv  böldüğümüzde,  p

elde ederiz.  Bu durum da,  (𝐴𝑅) koşulundaki   p koşulunu ile çeliştiği için    nv
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dizisi E  uzayında sınırlı olur. Yani, E  uzayı yansımalı Banach uzay olduğundan 

dolayı E  uzayında vvn  (zayıf yakınsak) olacak şekilde bir Ev  vardır. Şimdi de 

   nv  dizisinin X uzayında vvn   (güçlü yakınsak) olacak şekilde bir Ev  varlığı 

gösterilecektir. 

O halde, (4.3.5) ifadesinden n  iken   0  ,  vvvI nn dir. Yani; 

 

       .0   ,       , 

  ,  '





 
 dvvvxgdxvvvxa

uvvI

nnnn

nn

                          (4.3.8)     

Diğer taraftan, (𝑔1) koşulunu ve Teorem 2.8.8 kullanırsak 

   
   

 

 

   
.         

             ,  

1

1716

1

10

xqn
xq

xq

nxqn

n

xq

nnn

vvvcvvc

dvvvccdvvvxg













  

                         (4.3.10) 

elde ederiz. Burada 16c  ve 17c  birer pozitif  sabittir. Ayrıca,   )(xqLE  kompakt 

gömmeden 

  )(xqL  uzayında vvn   (güçlü yakınsak)                                                       (4.3.11) 

yazılabilir. O halde  (4.3.11) eşitsizliğinde, Teorem 2.8.4 and (4.3.11) kullanılırsa 

    0    ,   dvvvxg nn  as                                                              (4.3.12)         

elde edilir.  

Yukarıdaki  (4.3.12) ifadesini, (4.3.8) de kullanırsak            

n iken    0  ,  dxvvvxa nn   

olur. Yani, 

  0  ,   lim ' 


vvv nn
n

. 

O halde, Lemma 4.2.5 (vi) den 

          n
n

n
n

nn
n

vvvvvvv   lim      lim  ,   lim0 ' 


 

n
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yada 

   vvn
n

  lim 


 

ve  Lemma 4.2.5 (iii) den 

   vvn
n

   lim 


. 

elde edilir. Aksine    nv  dizisi E uzayında vvn   (güçlü yakınsak) olmasın. Bu 

durumda,  0  ve     vv
kn

 olacak şekilde    nv  dizisinin  
knv   alt dizisi 

vardır. O halde,  Lemma 4.3.5 (vii) kullanarak da 

    














 
 p

p

n

n

n kvvk
vv

vv
k

k

k
00   

2
  

2

1

2

1
                                (4.3.13) 

olur.  (4.3.13) eşitsizliğinde de, k alınırsa 

 














 




pn

n
kv

vv
k 0 

2
  suplim                                                                   (4.3.14) 

olur.  

Diğer taraftan da,  Lemma 4.3.5 (iii),  

  











 


 2
  inflim kn

n

vv
v                                                                                (4.3.15) 

olur. Bu durumda, (4.3.14) ve (4.3.15) eşitsizlikleri birlikte kullanılırsa ve E

uzayında 








 

2
 knvv

 dizisi v  elemanına zayıf yakınsak olduğu bilgisi ile çelişir. 

O halde,    nv  dizisi E uzayında vvn   (güçlü yakınsak) yakınsar ve E uzayı 

Banach uzay olduğundan dolayı Ev dir. 

Teorem 4.3.1'in ıspatı: Lemma 4.3.2. Lemma 4.3.3, Lemma 4.3.4  ve  (𝐴2 ) 

koşulundan da   00 I  olduğu için   I fonksiyoneli Mountain-Pass Teoreminin bütün 

koşullarını sağlamış olur. Bu durumda, I  fonksiyonelinin sıfırdan farklı en az bir 

kritik noktası vardır. Bu kritik nokta aynı zamanda,  (4.1.1) probleminin E  uzayındaki 

sıfırdan farklı en az bir zayıf çözümü olur. 
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5.  SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışma da, 

 
  

   















,  ,, , 

,  ,0,  

xvxg
u

vxa

xvxadiv




 

şeklindeki standart olmayan büyüme koşullu ve Steklov sınır değer koşullarına sahip 

lineer olmayan eliptik denklemi ele alınmıştır. Yukarıdaki problem için, Mountain-

Pass teoremiyle birlikte Ambrosetti- Rabinowitz koşulu kullanılarak,  problemin 

sıfırdan farklı bir tane zayıf çözümünün varlığı Değişken Üslü Sobolev uzayında 

incelenmiştir. 

Bu çalışma için; varyasyonel yaklaşımla Z2- Simetrik Mountain Pass teoremini 

kullanılarak, denklemin sonsuz çözümünün varlığı gösterilebilir. Ayrıca, varyasyonel 

yaklaşımla, Ambrosetti-Rabinovitz koşulu altında Fountain ve Dual Fountain 

teoremleri kullanılarak, denklemin çözümlerinin varlığı ve katlılığı Değişken Üslü 

Sobolev uzayında çalışılabilir. 
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