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OZET

STANDART OLMAYAN BUYUME KOSULUNU iCEREN STEKLOV SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMLERININ iNCELENMESI

Vahup, Murad
Yiksek Lisans, Matematik Bolumi
Danisman: Dog. Dr. Zehra Yiicedag
Temmuz 2022, 69 sayfa

Bu tezde, varyasyonel yaklasim kullanilarak standart olmayan biiylime kosulunu
iceren Steklov sinir degerli bir problemin sifirdan farkli bir tane zayif ¢éziimiiniin
varlig1 degisken iislii Sobolev uzayinda incelenmistir.

Birinci boliimde, dncelikle problemimizin ¢ézlimiiniin arastirildigi uzay olan degisken
islii Lebesgue uzay1 ve degisken iislii Sobolev uzaylarinin tarihi gelisimi hakkinda
bilgi verilmistir. Daha sonra da son yillarda varyasyonel yaklasim kullanilarak bu
uzaylarda farkli sinir kosuluna sahip bazi ¢aligmalar incelenmistir. Sonra da iizerinde
calisacagimiz standart olmayan biiyiime kosulunu igeren Steklov sinir deger problemi
verilmistir.

Ikinci béliimde, diger boliimlerde kullamlacak olan temel tanim ve teorem hakkinda
bilgi verilmistir. Daha sonra, lizerinde ¢alistigimiz degisken iislii Lebesgue uzaylari ile
ilgili temel tanim, teoremler ve notasyonlar hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica,
degisken tislii Sobolev uzay: tanimlandiktan sonra bu uzay ile ilgili gerekli olan tanim,
teoremler ve notasyonlar hakkinda bilgi verilmistir.

Ugiincii boliimde, varyasyonel yaklasim hakkinda bilgi verildikten sonra standart ve
standart olmayan biliylime kosulunu igeren sinir deger problemlerinin ¢oziimlerinin
varligin1 gostermek i¢in varyasyonel yaklasim da kullanilan bazi teoremler verilmistir.
Calismamizin bu kisminda teoremleri kullanmak i¢in gerekli olan bazi tanimlara yer
verilmistir. En son kisminda da bu teoremler ile birlikte baz1 6zel tanimlar kullanilarak
varyasyonel yaklagim altinda yapilan bazi1 calismalar hakkinda bilgi verilmistir.
Dordiincii boliimde, tez calismasinin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu kisimda,
standart olmayan biiylime kosulunu igeren Steklov sinir degerli problemin varyasyonel
yaklasim altinda Mountain-Pass teoremi ile birlikte Ambrosetti-Rabinowitz kosulu bir
arada kullanilarak problemin sifirdan farkli bir tane zayif ¢dzlimiiniin varlig
gosterilmistir. Bu ¢6ziim arastirilirken, probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli bir
arag¢ olarak kullanilmistir. Zayif ¢6ziim degisken iislii uazayda arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Degisken Uslii Lebesgue - Sobolev uzaylari, Varyasyonel
yaklasim, Mountain-Pass teoremi, Ambrosetti-Rabinowitz kosulu, Zay1f ¢6ziim



ABSTRACT

INVESTIGATION OF SOLUTIONS OF THE STEKLOV BOUNDARY
VALUE PROBLEM INVOLVING NONSTANDARD GROWTH CONDITION

Vahup, Murad
Master of Science in Department of Mathematic

Supervisor: Dog. Dr. Zehra Yiicedag
June 2022, 69 pages

In this thesis, the existence of a weak nontrivial solution solution of a Steklov boundary
value problem with non-standard growth condition is investigated in variable exponent
Sobolev space using a variational approach.

In the first chapter, information is given about the historical development of the
variable exponent Lebesgue space and the variable exponent Sobolev spaces, which
are the spaces in which the solution of our problem is investigated. Then, in recent
years, some studies with different boundary conditions in these spaces have been
examined by using the variational approach. After that, the Steklov boundary value
problem, which includes the non-standard growth condition that we will work on, is
given.

In the second chapter, information about the basic definition and theorem that will be
used in other chapters is given. Then, information about the basic definitions, theorems
and notations about the variable exponent Lebesgue spaces we have studied is given.
In addition, after defining the variable exponent Sobolev space, information about the
necessary definitions, theorems and notations about this space is given.

In the third chapter, after giving information about the variational approach, some
theorems used in the variational approach are given to show the existence of solutions
to boundary value problems involving standard and non-standard growth conditions.
In this part of our study, some definitions necessary to use theorems are given. In the
last part, information about some studies carried out under the variational approach is
given by using some special definitions together with these theorems.

The fourth chapter constitutes the original part of the thesis. In this section, the
existence of a non-zero weak solution of the Steklov boundary value problem
involving non-standard growth condition is shown by using the Mountain-Pass
theorem together with the Ambrosetti-Rabinowitz condition under the variational
approach. While investigating this solution, the energy functional corresponding to the
problem was used as a tool. The weak solution is investigated in variable exponent
space.

Keywords: Lebesgue-Sobolev spaces with Variable Exponent, Variational approach,
Mountain-Pass theorem, Ambrosetti-Rabinowitz condition, Weak solution
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1. GIRIS

1.1  Degisken Uslii Uzaylarin Tarihi

Son yillarda standart olmayan biiylime kosullu varyasyonel problemler, diferansiyel
denklemler ve kismi diferansiyel ile ilgili ¢alismalar da ¢ok yogun olarak
calisilmaktadir. Bu alanlarda yogun olarak calisilmalar yapilmasinin altinda yatan
nedenlerden biri uygulama alanlar1 olarak da gosterilmektedir. Bu uygulama alanlarin
basinda; Bilgisayar Bilimi, Yapay ve Biyolojik ag sistemleri, Mekanik miihendisligi,
Kontrol Sistemleri ve Ekonomi gibi alanlardaki lineer olmayan diferansiyel

denklemlerin matematiksel modelleri olarak sayabiliriz.

Degisken tislii Lebesgue uzaylari ile ilgili temel bilgi, ilk kez W. Orlicz tarafinda 1931
yazilan ¢alismasinda tanimlandi (Orlicz,1931). Bu ¢alismada, asagidaki soru dikkate
alinmistir:  (p; > 1) igin (p;) ve (x;) reel say1 dizileri igin ); x;Pi toplami yakinsak

olarak alindigr zaman, Y,; x;y; toplamimin yakinsak olmasi i¢in (y;) tizerindeki

Di

(pi—1)

birakilmasi gereken gerekli ve yeterli kosullarm 34 >0 ve p;’ = icin
Zi(lyi)pi’ yakinsak olmasidir. Bu durumun bir sonucu ise #7¢) uzaymdaki Holder
esitsizligini verir. Aynm1 zamanda Orlicz, reel eksende Tlzerinde degisken iislii
fonksiyonlar uzaymi yani degisken {islii Lebesgue uzayim (Lp(')) inceledi ve ayni
eksende Holder esitsizliginin ispatini yapti. Daha sonraki ¢aligmalarinda da gorildigi
gibi Orlicz, degisken islii uzaylardaki ¢aligmalarmi birakarak kendi adini tagiyan

fonksiyon uzaylar1 teorisi alanindaki c¢aligmalara yogunluk gostermeye basladi

(Musielak ve Orlicz, 1959).

Orlicz uzaylar teorisi; u: Q —» R tanimli dlgiilebilir fonksiyonlar, en az bir 4 > 0 igin

¢ bazi1 6zel kosullar1 saglayan bir fonksiyon ve

o(Au) = f pAlulx)|)dx < o
Q

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu uzay olup ve bu uzay L? ile gosterilir. Ayrica,
Nakano (1950; 1951) tarafindan ilk defa sistematik olarak; o fonksiyonu bazi 6zel
kosullar1 saglarsa modiiler fonksiyon uzaylar1 olarak adlandirilip ve degisken {islii
Lebesgue uzaylarin daha genel uzaylar1 olarak elealinmistir. Sonra ki yillarda da,

modular uzaylar bir ¢ok kisi tarafindan ayrintili olarak ¢alisilmigtir. Musielak
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(1983) tarafindan da, Modiiler fonksiyon uzaylarina dair ayrintili caligmalar

yapilmustir.

Reel aralik iizerinde, degisken {islii Lebesgue uzaylar1 bagimsiz olarak Rus
aragtirmacilar tarafindan ve 6zellikle 1. Sharapovdinov tarafindan incelenmistir. Bu
arstirmacilar, Tesnov (1961) tarafindan ortaya konulmus olan bir g¢alismadan
yararlanmiglar. Daha sonra, bu ¢alisma Portnov tarafindan oOzetlenip tekrar
diizenlenmistir (Portnov, 1966; Portnov, 1967). Asagidaki soru: p(.):[a,b] = R
tanimli olgiilebilir fonksiyonlar, u sabit bir fonksiyon ve v , LPY([a, b]) sonlu

boyutlu bir alt uzayinda degismek tizere,

b
f lu(x) — v(x)|P®dx

integralinin - minimize problemi, Tesnov tarafindan ortaya konulmustur ve
Sharapovdinov tarafindan ¢6ziilmistiir (Sharapudinov, 1979; Sharapudinov, 1983;
Sharapudinov, 1989). Ayrica, Sharapudinov (1979) ¢alismasinda, Lebsegue uzayinda

Luxemburg normunu

u(x) p(x)

Q

tammlamistir ve eger p(.) fonksiyonu 1 <p~ <p" <o kosulunu saglarsa

Lebsegue uzaymin yanismali uzay oldugunu gdstermistir.

Zhikov (1987), standart olmayan biiyiime kosullu fQ (1 + |Vu|?)PO varyasyonel
integrallerini g6z oOniine alarak degisken islii uzaylarin galismasina yeni bir boyut
kazandirmistir. Bu alandaki baska bir eski ¢alismada Kovacik tarafindan yapilmistir
fakat bu ¢alisma sonraki ¢alismalarin gelisimine ¢ok az katkida bulunmustur (Kovacik,
1995). Ancak, degisken iislii uzaylarla ilgili 6nemli bir adim 90’11 yillarin baglarinda
Kovacik ve Rakosnik (1991) ‘nin birlikte yaptigi bir calismada goriilmiistiir. Bu
calisma, R™ de Lebsegue ve Sobolev uzaylarin temel 6zelliklerinin ¢ogu insa etmistir.

Sonraki on yilda bu uzaylar1 anlamak igin ¢esitli ve ciddi ¢aba harcanmistir.

2000 yillarin basinda ise degisken iislii uzaylarin ¢caligmalarinda sistematik bir sekilde

cesitli gelismeler olmustur: ilk olarak standart olmayan biiylime kosullu ve coercive
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kosuluna sahip varyasyonel integraller ile degisken iislii uzaylar arasindaki iligki
calistlmistir  (Zhikov,1995; Acerbi ve Mingione, 2001). Daha sonra da standart
olmayan varyasyonel problemlerin, Electrorheological Akiskanlar olarak adlandirilan
modellenme ile ilgili oldugu ortaya c¢ikarilmistir (Rajagopal ve Ruzicka, 1996;
Rajagopal ve Riizicka,2001; Razicka, 2000). Ayrica, fizik ve mithendislik alanlarinda
son on yilda, bu akiskanlarin akigskan mekaniginin 6zelliklerinin incelenmesi agisindan
onemli bir konu olmustur (Diening, 2002; Razicka, 2000; Winema ve Rajagopal,
1995). Daha sonraki donemler ise diger uygulamalar1 olan thermorheological fluids,
Lineer olmayan esneklik Teorisi ve Gériintii Iyilestirme problemleri iizerinde yogun
olarak calisilmistir ( Antontsev ve Rodrigues, 2006; Antontsev ve Shmarev, 2005;
Zhikov, 1987).

1.2 Onceki Calismalar

Son yillarda, degisken iislii fonksiyon uzaylart konusundaki c¢aligsmalar goriilebilir
oranda 6nemi artmistir. Ornegin; "degisken iislii" bashikli arastirmalarin sayis1 2000
yilindan 6nce 15 calisma ile sinirliyken, bu sayr 2000 ile 2004 yillar1 arasinda 31°e
cikarilmig, 2005 ile 2010 yillart arasinda bu ¢aligmalarin sayis1 242’e ulasmistir ve

2010 yilindan sonra bu say1 ciddi anlamda artis gdstermeye baslamistir.

Kovacik ve Rakosnik (1991) tarafindan, degisken islii fonksiyon uzaylarinin ana
ozellikleri hakkinda temel bir calisma olmustur. Bu calismadan, on yil sonra da
konunun ayni 6zellikleri X.L. Fan ve D. Zhao (2001) tarafindan farkli yontemler
kullanarak elde edilmistir. Daha sonra da, bu konuyla ilgili daha kapsamli hem
arastirma makaleleri hem de kitaplar yazilmaya devam edilmistir (Willem, 1996;
Diening, Hastdé ve Nekvinda, 2004; Samko, 2005; Diening, Harjulehto, Hastd ve
Rizicka, 2011).

Bu alanda, farkli sinir kosullarinda yapilan bazi caligmalar asagida verilmistir.

Yiicedag (2015) calismasinda, Q, RY (N > 3) 'de diizgiin smirh bir bdlge, her x € Q
icin p € C(Q1), f:Q X R — R Caratheodery kosulunu saglayan bir fonksiyon ve

div(a(x, Vu) ise p(x) -Laplace operatorii olmak lizere;

{ —div(a(x,Vu)) = f(x,u),x € Q
u=0, X € 0Q



seklindeki Dirichlet sinir deger problemini i¢in Montain-Pass teoremini ve Fountain

teoremini kullanarak denklemin ¢6ziimlerinin varlilig1 ve katlilig1 gosterilmistir.

Avci (2013), asagidaki p(x) -Laplace operatorii igeren Dirichlet problemlerini
incelemistir;
{—Ap(x)u + [ulP®2u = f(x,u), x€Q
u=0, x € 0Q

ve
{ Dyt = f(x,u), x€ Q

u=20, x € 0Q.
Yukaridaki denklemler de Q, RY de diizgiin smirh bir bélge, 1 < p(x) < oo olmak
iizere p(x), O'dasiirekli fonksiyon ve f:Q X R — R Caratheodory kosulunu saglayan
bir fonksiyondur. Bu problemde, Ambrosetti ve Palais-Smale kosullarini kullanmadan,

Fountain teoremini kulanarak ¢6ziimlerin varlig: ve katlilig1 elde edilmistir.

Fan ve Zhang (2003), asagidaki ¢alismalarinda p(x) -Laplace operatoriinii iceren
Dirichlet sinir deger probleminin ¢éziimlerinin varligi i¢in gerek ve yeter kosullar
sunmustur.

{ —div(|Vu[PW=2vu) = f(x,u), x €Q

u=0, x € 0Q,

denklemde Q, R™ de diizgiin sinirh bir bélge, 1 < p(x), p, Q'da siirekli bir fonksiyon

olarak alinmistir.

Fan (2005) de; p(x) -Laplace operatoriinii iceren asagidaki Dirichlet sinir deger
problemlemi i¢in Kritik nokta teoremi kullanilarak ¢oziimlerinin varligini ve katliligini
calismistir;

{—div(quIp(x)‘ZVu) = Aa, (x) g, (x,w) + ua,(x)g,(x,u) Q'da,

u=20, x € 0Q.

Yukaridaki denklemde; N > 2 olmak iizere Q, R de sinirli bir bolge ve p € C(Q)
icin 1 <p™ :=infop(x) < p* :=supgp(x) < oo olarak alinir. Ayrica, A,u € R
ve x € Q olmak tizere i = 1,2 icina; > 0 ve a; € Li®)(Q) . Her bir (x,t) € A X R
ve ¢; pozitif sabitleri i¢in de g;:{Q1 X R - R Caratheodory kosulu saglayan

fonksiyonel



1g:(x, )| < ¢q + cy|t|7OT
ve

r(x)—1
i
kosullarina saglasin. Yukaridaki esitsizlikte p*(x) ifadesi

q;(x) < p*(x), Vx€Q

Np(x)
p*(x) =4 N —p(x)
e ,p(x) =N

,p(x) <N

olarak alinmistir. Aragtirmaci,

(A q." <p~ve(dz) : g~ >p"
kosullar1 altinda yukaridaki problemi ele almistir.

Shi ve Ding (2009) ¢alismalarinda ise asagidaki p(x) -Laplace operatoriinii igeren
Neumann sinir deger problemini incelemislerdir;

—div(|Vu|P®=2vu) + [uP®~2u = Af (x, u), x €Q

n_, €90
v x '

Problemde; N = 3 olmak iizere Q, RN de diizgiin sinirl bir bolge, 1 > 0 reel bir say1
p, Q' da sirekli bir fonksiyon, inf,egp(y) >Nvef:Q xR — R siirekli bir
fonksiyon. v,d0Q'da dig birim normal vektor olsun. Ayrica f(x,u) fonksiyonu da
asagidaki kosullar1 saglamaktadir;

(f) : ae€ec(@) fonksiyonu a(x)>1 ve 1<a'=max,ga(x)<a =
min,cga(x) olarak alimirsa, bu durumda her (x,t) € A XR i¢in f:QXR >R

Carathodory fonksiyon

f ()] < € + Colt]*®,

(fy) : 1t] € (0,1) igin f(x,t) <0 vety, > lolmak iizere |t| € (t,, ) i¢in de
flx,t) =M >0 .

Yukaridaki ¢caligmada yazarlar, Ricceri teoremini kullararak problemin en az ii¢ tane

¢ozlimiiniin varligin géstermislerdir.

Yiicedag, vd. (2012) ¢alismalarinda ise, asagidaki p(x) -Laplace operatdriinii igeren

Kirchhoff tipinden Neumann sinir degerli eliptik problemini incelemisler;



( 1
—M1(.f M |Vu|P® dx) div(quIp(x)_ZVu) = f(u,v) + hy(x), x € Q,
Q

1
\ —Mz(f o) |Vo|P@dx) div(|Vv|P@~2Vv) = f(u,v) + hy(x), x€Q,
Q
du OJdv
_——= 0’
\ dn OJn

Problemde arastirmacilar; N = 2 olmak iizere Q, RN de diizgiin smmirh bir bolge ve

x € Q.

1 < p(x) < N olmak iizere p(x), Q'da siirekli fonksiyon alarak, varyasyonel yontem
ve Ekeland varyasyonel prensibini kullanarak denklemin ¢oziimlerinin varligini ve bir

tane zayif ¢ozlimiin varligin1 ¢alismislardir.

Mihailiescu (2007) ise; asagidaki caligmada p(x)-biiyiime kosullu eliptik Neumann
sinir degerli denklemi ele almistir.

—div(|VulP®=2vu) + [ulP®2u = Af(x,u), x€Q,

ou
— =0, x € 0.

Problemde; Q, RN de diizgiin sinirli bir bdlge, N =3, 1 > 0 reel bir say1, p,Q'da
stirekli bir fonksiyon, inf,eqp(y) > N ve v,0Q'da dis birim normal vektér olarak
alinmistir. Ayrica, f:Q X R — R tanimli siirekli fonksiyonu da asagidaki kosullu
saglayacak sekilde secilmistir;

q(x) € C,(Q) fonksiyonu, her x € Qigin 2 < q(x) < inf,cqp(y) olmak iizere
flx,t) = [t[9- 1 — ¢,

Bu durumda, c¢aligmada yazar Ricceri teoremini kullararak problemin en az ii¢ tane

¢ozlimiiniin varligini incelemistir.

Deng (2008) asagidaki ¢alismada; p(x) -Laplace igeren Steklov sinir deger problemini

incelemistir.
Apytt = |u|P)—2y O'da
ou
|V |[PO)-2 3 AulP@-2y 90'da

Yukaridaki problemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de smirl bir bolge, , 1 > 0 reel bir
say, p(x) > 1 icin p€ C(Q) ve y, dQ da dis birim normal vektdr olarak



alinmistir. Bu caligmada; problemin siirsiz ¢okluktaki 6z degerlerinin varlig

incelenmistir.

Allaoui, vd. (2012) c¢alismalarinda, lineer olmayan Steklov sinir deger problemini

incelemisler;
Apoyu = |ulPO)2y, x € Q,
Ju
|V |P)—2 F Af (x,u), x € 0Q.

Bu denklemde; Q, RN de smirl1 bir bdlge, N > 2,v,0Q'da dis birim normal tiirev,
A > 0 reel bir say1, p fonksiyonu Q da siirekli bir fonksiyonu, inf,cqp(x) > N ve
f:0Q0 X R —> R baz1 6zel kosullar1 saglayan Carathéodory fonksiyonudur. Bu
calismada yazarlar; Ricceri teoremi, Fuontain teoremi ve Mountain-Pass teoremini

kulanarak problemin ¢6ziimlerinin varliligi ve katliligini géstermislerdir.

Ayoujil (2014) ¢alismasinda, asagidaki p(x) -Laplace operatoriinii igeren Steklov
siir deger problemini ¢alismistir;

Ap(x)u = Iulp(")_zu, x €,
ou
|Vu[P®-2 — = f(x,u), x € 0.
ov
Problemde; Q,RY de diizgiin smirli bir bolge, p € C.(Q) ve f:0Q0xR—->R
seklinde tanimli bir Caratheodory fonksiyonudur. Bu c¢alismada; yukaridaki
denklemde Ambrosetti kosulunu kullanmadan, Kritik nokta teoremini ve Cerami

kosulunu kullanarak peoblemin ¢6ziimlerinin varlig: ve katlilig1 gosterilmistir.

Zerouali, vd. (2015)’de yaptiklari ¢alismalarin da, Ricceri teoremini kullanarak

asagidaki Steklov siir degerli eliptik denkleminin en az ii¢ ¢6ziimiiniin varligini

gostermislerdir;
{—div[a(x, VW] + [ulP®2u = Af(x,u), x€ 0,
a(x,Vu).v = ug(x,u), x € 9.

Bu problemde; u,A € R*,Q € RV(N > 2) diizgiin siirh bir bolge, v, 9Q'da dis birim
normal vektor, p:Q >R ve a:Q xRN - RN olsun. Ayrica, f:Q2XR —> R ve

g:9Q X R = R bazi 6zel kosullar1 saglayan iki Carathéodory fonksiyonudur.



Ben Ali, vd. (2017) calismalarinda, asagidaki p(x) -Laplace i¢eren Steklov sinir deger
problemini incelemisler;
Apoyu = a()|ulP®2u, xe Q,
du
|V |P)—2 F W) |uP®2y,  xe aq.

v
Problemde; Q,RV(N >2) de smirli bir bolge, A pozitif bir parametre,

ess infoa(x) > 0 olmak iizere a € L*(Q), p ve q fonksiyonlar1 Q'siirekli birer
N-1

oo < s(x) igin V € L*®)(002) ve v,00 da dis birim

fonksiyon, her x € 0Q ve

normal vektor olarak alinmaktadir. Bu c¢alismada min-max metodu ve ekeland
varyasyonel prensibi kullanarak problemin sifirdan farkli zayif ¢o6ziimiiniin varligi elde

edilmistir.

Karim, vd. (2018) calismalainda; N > 2 olmak iizere Q,R" de smirli bir bolge,
v,0Q 'da dis birim normal vektdér, f:0QXR >R ve a:Q xRN - RN bpelirli
kosullar1 saglasin asagidaki p(x) -Laplace iceren Steklov smir degerli eliptik
denklemi ele almislar;
{—div(a(x, Vu)) =0, x € Q,

(a(x,Vu)).v = f(x,u) x € 0Q.
FECY(QXR,R), GECYIOXR,R). Bu calismada yazarlar, Mountain-Pass
teoremi ve Ricceri teoremini kullanilarak problemin ¢oziimlerinin varliligi ve katliligi

elde edilmistir.

Ben Ali (2018) c¢alismasinda ise, asagidaki lineer olmayan Steklov sinir deger

problemini ¢alismistir;

Ayou = a()|ulP®@2y, xeq,

p(x)
|V |pC)-2 Z—Z = Af(x,u), x € 00O.

Bu denklemde; N > 2olmak iizere Q, RN de sinirli bir bolge, A pozitif bir parametre,
ess infoa > 0 olmak iizere a(x) € L*(Q), p(x) fonksiyonu Q da siirekli bir
fonksiyon, f:9Q X R — R baz1 6zel kosullar1 saglayan siirekli bir fonksiyon ve v, 9Q
da dis birim normal vektor olarak alimmustir. Bu ¢alismada; min-max metodu ve

Ekeland varyasyonel prensibi kullanilarak problemin sifirdan farkli zayif ¢oziimlerinin

varlilig1 incelenmistir.



Hsini, vd. (2020) ¢alismasinda, asagidaki lineer olmayan agirlikli Steklov sinir deger

problemini incelemistir,

oF
—div(E () |Vu[PP72Vu) + a(x) [u|P®~2u = A@ (x,u), XEQ,

E(x)|Vu|P)-2 Ou = Ba—G (x, ), x € 9Q.
on ou

Bu denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de smurli bir bdlge, 5,1 pozitif birer

parametre, ess infga > 0 olmak iizere a(x) € L®(2), p(x) fonksiyonu Q da siirekli

bir fonksiyon ve n,dQ'da dis birim normal vektdr. Ayrica, é(x) ‘de &, &,eRTolmak

lizere 0 < &; < &(x) <&, kosulunu saglayan bir fonksiyon ve F € C1(Q X R,R),

G € C1(0Q X R,R) olarak tanimlanmistir. Bu calismada, yukaridaki denklemin

varyasyonel prensibi ve Ekeland prensibi kullanilarak denklemin sifirdan farkli bir

¢Oziimiin varlig1 gosterilmistir.

Ourraoui (2021) caligmasinda, asagidaki lineer olmayan steklov smir degerli
probleminin ¢oziimlerin varlg1 ve tekliginin yanisira pozitif bir ¢éziimiiniin varligini

da gostermistir,

Apytt = |u|P@)—2y, X EQ,
Jdu
|V |PC)-2 i f(x,u), X € 0Q.

Bu denklemde; N > 2 olmak iizere Q, RN de sinirl bir bolge,p € C(Q) , f:0Q X R —
R bazi 6zel kosullar1 saglayan siirekli bir fonksiyon ve v, Q da dis birim normal vektor

olarak alinmistir.

1.3 Temel Problem
Yukaridaki c¢aligmalar incelendikten sonra tezimizde asagidaki (1.3.1) problem
caligilmistir.

Bu ¢alismada; N > 2olmak iizere Q, R" de diizgiin smira sahip smirl bir bolge, A

pozitif bir parametre, her x € Q igin peC(ﬁ)), g:0Qx R — R Carathéodory

kosulu ile birlikte baz1 6zel kosullar1 saglayan bir fonksiyon, A(X, g) ‘OxRN > R"



operatoriin & ’a gore tlirevi a(x,g)iﬁx RN — R" siirekli olan bir operatér ve
v, dQ'da dis birim normal vektor olmak tizere;

div(a(x,Vu))=0, xe Q,

a(x,Vu)S—u — 2 g(xu), xeoQ, (13.1)
L

seklindeki standart olmayan biliyiime kosullunu igeren Steklov siir degerli problem
ele alinmistir. Bu problem de; Varyasyonel yaklasim altinda, Mountain-Pass teoremi
ile birlikte Ambrosetti- Rabinowitz kosulu kullanilarak sifirdan farkli bir tane zayif
¢oziimiiniin varligi Degisken Uslii Sobolev uzaymnda E = W, ¥?®) incelenmistir.

div(a (X, Vu))de A U =div Q Vu |p(x)_2 Vu ) seklinde tanimlanan p(x) -Laplace

operatoriinden daha genel bir operator.
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2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar
Tanim 2.1.1 V bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Her x,y € V ve a € F igin

V xV denV ye tanimh

+:(u,v) su+v

islemi ve F X V' den V ye tanimli

c(a,u) 2 au

islemi asagidaki aksiyonlar1 sagliyorsa, o zaman V kiimesine F iizerinde bir vektor
uzay veya (lineer uzayr) denir.

Hera,b € F ve heru,v,k € V i¢in

(1) v+u=u+v,

(i) (u+v)+k=u+w+k),

(ili)  u = u + 0 olacak sekilde bir tek 0 € V vardir,

(iv)  (—u) + u = 0 olacak sekilde tek —u € V vardir,

v) lu =u,

(vi)  (ab)u = a(bu),

(vii) a(u+v)=au+av,

(viii) (a+ b)u = au + au.

Tanmm 2.1.2 F reel veya kompleks sayilar cismi ve V uzay1 F cismi lizerinde bir
vektor uzay olsun. Her v,k € V ve V[ € F igin

(i) vl =0 v=0,

(i) lIBxll = 1B1lIxIl,

(i) v +kll < vl + [Ixll,

kosullarin1 saglayan

Il:V > Ry

v - vl

dontigiimiine V vektor uzay lizerinde bir norm denir.

Tanim 2.1.3 V bir normlu uzay ve (v,,) c V bir dizi olsun. Eger, (v,) dizisi asagidaki
kosulu saglarsa, o zaman n = 1,2,.., iken (v,) dizisine V normlu uzayinda bir

Cauchy dizisi denir ve asagidaki sekilde yazilir

11



"Ve > 0,Vc € Nve Vn > n, i¢in ||v,;. — v, || < € olacak sekilde an, € N sayisi

vardir”

Tamm 2.1.4 Eger (V, ||. ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisini yakinsadigi deger
bu uzayda oluyorsa V tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

Teorem 2.1.5 V bir normlu uzay olsun. asagidaki 6énermeler dogru olur

(i) V uzaymdaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

(i)  V uzaymndaki her cauchy dizisi sinirlidir.

(iii)  (v,), V uzaymda bir cauchy dizisi olsun. Bu durumda v € V noktasina
yakinsak bir (an) alt dizisine sahipse (v,,) dizisi v ‘ya yakinsak olur.

(iv)  V uzayinda (v,) ve (v,,) iki cauchy dizisi olsunlar o zaman (v,, + v,,,) dizisi
bir cauchy dizisi olur

(Soykan, 2016).

Tanim 2.1.6 (V,||.|ly) normlu uzayinda tanimli biitin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya V vektor uzaymin dual uzay: denir ve V* ile gosterilir.

Bu uzayda bir v € V* elemaninin normu

lv()l

Vllyx = Su —_—
” ”V prV,x:tO ”x”V

seklinde tanimlanir. V* uzayi da ||. ||, normu ile bir Banach uzay1 olur.

Tamm 2.1.7. Eger bir (V,]|.||ly) normlu uzayinda A c V olacak sekilde yogun
sayilabilir bir alt kiimesi varsa V uzayma ayrilabilir uzay denir.

Teorem 2.1.8. V bir Banach uzay1 ve V nin duali olan V* uzay: ayrilabilir olsun. O
zaman V uzayi ayrilabilirdir (Brezis, 1992).

Sonug 2.1.9. V bir Banach uzay1 olsun. V yanismali ve ayrilabilir ise, V* yanismali ve
ayrilabilirdir.

Tanim 2.1.10. V*normlu uzayinin duali olan V** = (V*)* vektor uzayma V uzaymin
ikinci duali uzay: olarak adlandirilir ve V** seklinde gosterilir. V**ikinci dual uzay1 da
bir Banach uzayi olur.

Tamm 2.1.11. Asagidaki kosulu saglayan bir Banach uzayina diizgiin konveks uzay
denir.

Ve > 0,36 >0 ve v,u € V olmak lizere

lvll < 1, l[ull <1,|lv—ull > ¢
ise

12



v+u
=<1

olur.
Teorem 2.1.12. Diizgiin konveks her Banach uzay1 yanismalidir (Brezis, 1992).
Tamm 2.1.13. (V, ||. ||y) normlu vektor uzay ve (v,,),V normlu vektér uzayinin bir

dizisi olsun. Eger,

lvp — vl =0
olacak sekilde v € V varsa (v,),v ‘ya kuvvetli yakinsar denir ve v, - v, ( gigli
yakinsar) seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.14. (v,,),V normlu vektor uzaymin bir dizisi olsun. Eger her g € V* igin

g(wn) = g(vo)
yada

lim g(v,) = g(vo)
sagliyor ise (v,) dizisi vy € V elemanina zayyf yakinsar denir ve v, = v, ( zayif
yakinsar) seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.15. (v,),V normlu vektér uzaymin bir dizisi ve vy, € V olsun. Bu
durumda

(i) (v,) dizisi vy zayif yakinsiyorsa v, elemani tektir;

(i) (v dizisi vy zayif yakinsiyorsa (v,) dizisi V uzayinda siirhdir.

(iii) (v, dizisi vy zayif yakinsiyorsa (v,,) dizisinin her alt dizisi v, ‘a zayif
yakinsar;

(iv)  (vpdizisi v, gliglii yakinsiyorsa, (v,) dizisi v, zayif yakinsiyorsa olur ( v, —
Vo)

(v) Sonlu boyutlu uzayda giiglii yakinsaklik ve zayif yakinsaklik kavramlari cakisir
(Yiicedag, 2010).

Teorem 2.1.16. (v,,), (V, ||. |ly) yanismali bir Banach uzayinin sinirlt bir dizisi olsun.
O zaman (v,,), V uzayinda zayif yakinsak bir alt diziye sahip olur (Yiicedag, 2010).
Tanmm 2.1.17. A, (V,|l. |ly) normlu uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger A kiimesinin
kapanig1 V ye esit olursa diger bir degisle A = V ise, A’ya V’de yogundur denir.
Tanim 2.1.18. Eger bir V normlu lineer vektor uzayinda Ty, (V) = V** olursa (yani

Ty orten ise ) V uzayina yansimali uzay (reflexive) denir.
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Teorem 2.1.19. (V,|. |ly) yansimali bir Banach uzay olsun. O zaman (V,||.|ly)
uzayinin her alt uzayr da yansimali olur (Soykan, 2016).

Teorem 2.1.20. Bir (V,||.|ly) normlu uzayinin yansimali olmasi ig¢in gerekli ve
yeterli sart V* uzayinin yanismali olmasidir (Yiicedag, 2010).

Tamm 2.1.21. Bir (V,||.||y) normlu lineer uzayin iizerindeki (.,.): VXV = R
doniistimii asagidaki kosullar1 saglarsa bu doniisiime i¢ ¢arpim denir.

(i) HerveVigin(v,v) =2 0ve(v,v) =0 v =0;

(i) Her v,k € V igin (v, k) = (k, v),

(ili) Herc € Rveherv,k € Vigin (cv, k) = c(v, k);

(iv) Herv,k,u€eVigin{(v+k,u) = (v,u)+ (k,u).

I¢ carpim tanimlanan lineer uzaya i¢ carpim uzay: denir.

Tamm 2.1.22. (V,(.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay olsun. (V,(.,.)) uzaymnmn indirgedigi
normdan indirgenen metrige gore tam ise bu uzaya bir Hilbert uzay: ad1 verilir.
Tanmm 2.1.23. V ve U birer normlu vektdr uzay olsunlar. Eger asagidaki sartlar
saglantyorsa V uzay1 U uzayina gdmiiliir denir ve V & U seklinde gosterilir.

(1) VcuU

(i) v € V olmak tizere her I(v) = v birim operatorii olmak tizere v ten bagimsiz
bir ¢, sabiti i¢in

W)y < cllvlly.

Eger I(x) birim operatorii kompakt ise V uzay1 U uzayina kompkat gomiiliir denir ve
V o5 U seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.24. Herhangi bir ¥V normlu lineer uzayinda, asagidaki T}, dontisiimiinii

tanimlayalim. Eger, v € V olmak tlizere T, : V = V™ igin

TV(v) = G(v),
oluyorsa Ty, ‘ye kanonik gémme denir.

2. 2 Siireklilik Kavram Ve Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tamm 2.2.1. V ve U iki normlu lineer uzay olsunlar ve vy € Viginde g:V - U
opreatdr olarak tanimlansin. Eger asagidaki kosul saglaniyorsa g, v, noktasinda
stireklidir denir

13

v, = v, iken g(v,) = g(vy) oluyorsa, dolayisiyla

lg(vn) —g(@olly =0.”

lvn—volly—0
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Tammm 2.2.2. V bir lineer uzay, F bir cisim olsun. g:V — F seklinde tanimlanan
fonksiyona fonksiyonel denir.

Eger, g fonksiyoneli her v,k € V ve her a,b € F igin

g(av + bk) = ag(v) + bg(k)
Sartinin saglarsa o zaman g fonksiyoneline lineer fonksiyonel denir.
Tamm 2.2.3. (V,||.]l) Banach uzay ve g:V — R tanimli bir fonksiyonel olarak

verilsin. Eger, her v € V eleman i¢in

gw)ysn
olacak sekilde pozitif bir n € R sayist varsa g fonksiyoneline sumirlidir veya iyi

tanmimlidr denir.

Tamm 2.2.4. V c RY agik bir kiime ve g: V X RY — R U {0} taniml1 bir fonksiyonel
olmak tizere

(i) Hemen hemen her yerde v € V i¢in & = g(v, &) siirekli,

(i)  Her & € RN icin v » g(v, &) dlgiilebilir,

oluyorsa f fonksiyonu Carathéodory kosulunu saglar denir.

Tanmm 2.2.5. g : V — R tanimhi bir fonksiyonel ve v, € V elemant i¢in v, — v,
olacak sekilde (v,) € V dizisi verilsin. Eger, asagidaki esitsizlik saglaniyorsa, g

fonksiyoneline v, € V noktasinda alttan yari-siireklidir denir.

9(v) < lim inf g(v,)
Eger, yukaridaki esitsizligi v, — v, dizisi i¢in saglaniyorsa, g fonksiyoneline v, € V
noktasinda alttan zayif yari-siireklidir denir.

Tanmm 2.2.6. g : V — R tanimhi bir fonksiyonel ve v, € V elemani icin v, = v,
olacak sekilde (v,) € V dizisi verilsin. Eger, asagidaki esitsizlik saglaniyorsa, g

fonksiyoneline v, € V noktasinda iistten yari-siireklidir denir.

9(w) = lim infg(v,)
Eger, yukaridaki esitsizligi v, — v, dizisi i¢in saglaniyorsa, g fonksiyoneline v, € V
noktasinda tistten zayif yari-siireklidir denir.

O halde, bir fonksiyonel alttan yari-siirekli ve iistten yari-siirekli ise bu fonksiyonel
ayn1 zamanda siirekli olur.

Tamm 2.2.7. () kiimesi {izerinde tanimli siirekli fonksiyonlar kiimesine siirekli

fonksiyonlar uzay: denir ve C(Q) ile gosterilir.
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Tamim 2.2.8. Asagidaki notasyonlari kullanabiliriz.

a = (aq,a,, ...,a,) € Z% seklinde yazilan a ya ¢oklu indis denir ve

la| =a; +a, +-+a,
v

an

olarak yazilabilir. x = (x4, x5, ..., x,) € R" olmak ilizere d;v = olur ve

alaly
D% = = D*1yD%yD%y ...D%yp
0x,%10x,% ... 0x,%n

olarak tanimlanir. Ayrica,

1
n 2
Vv = (0,v,...0,v), |Vv|= Z|6jv|2
=1

olarak yazilir.
Tamin 2.2.9. Q kiimesi lizerinde tanimli m. mertebeye kadar biitiin D%v tiirevleri

stirekli olan fonksiyonlar C™(£2) ile gosterilir. Bu uzayda tanimlanan norm

lollcmy = ) suplDew(0)|

lalsm
olarak tanimlanir. Eger m = 0 olarak almirsa, () kiimesi iizerinde tanimli biitiin
siirekli fonksiyonlarin uzay1 olur ve C°(Q) = C(Q) ile gosterilir. Ayrica,m = o
alindig1 zaman da; biitiin mertebeden tiirevli ve siirekli fonksiyonlar uzay1 olur ve

C*(Q) ile gosterilir. Yani

co@ =[] e
m=0

Tanm 2.2.10. RN de tamimh ve sonlu bir bolge disinda kendisi ve biitiin mertebeden

tiirevleri sifir olan fonksiyonlar sinifina kompakt destekli fonksiyonlar denir. Yani

suppv = {x:v(x) # 0}.

suppn cc Q oldugunda v fonksiyonu Q da kompakt destege sahiptir denir ve
Cy° (Q) ile gosterilir.

Tamm 2.2.11. (V, .||, bir Banach uzay ve g € C*(V,R) tanimhi bir fonksiyonel

olmak iizere, eger v € V i¢in

lvlly, = o oldugunda g(v) - o

ifadesi saglaniyorsa g fonksiyoneli V iizerinde Coercive fonksiyonel denir.
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Tamm 2.2.12. Bir (V, ||.]ly) normlu uzay ve A c V alt kiimesi verilirsin. Eger V
igindeki her dizinin A’de bir limit noktas1 varsa A kiimesine V’de bir dizisel kompakt
kiime denir.

Tamm 2.2.13. (V,||.|ly) Banach uzayi ve tanim kiimesi A < V olan g:A - C
fonksiyoneli verilsin. g fonksiyonelinin A iizerinde diizgiin siirekli olabilmesi igin

gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in 36 = §(e) > 03 Vv, k € A igin

lv—klly <6 =1g(w) —gk)| <e

olmasidir.

2. 3 Operator Kavrami

Tamim 2.3.1. V ve U aym bir F cismi iizerinde iki lineer uzay ve A c V olsun. A
kiimesinin her elemanina U kiimesinin bir eleman1 karsilik getiren bir kurala A’dan
U'ya bir déoniisiim veya operator denir.

Tanim 2.3.2. V ve U ayni bir F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. Eger, L: U =V
taniml1 operator asagidaki kosulu sagliyorsa L operatoriine lineer operator denir,

“Her v,u € U ve her a,b € F igin

L(av + bu) = aL(v) + bL(u).
Tamim 2.3.3. V ve U normlu vektor uzaylar ve v € V noktas1 verilsin. Eger, L:U —
V operator asagidaki sart1 saglarsa L operatorii v noktasinda siireklidir denir
v, — viken L(v,) = L(v) oluyorsa
lim |[L(v,) = L(v)lly =0

lvn—vlly—0

olur.

Tamm 2.3.4. V ve U normlu vektor uzaylar L : V — U bir lineer operator olsun. Eger
her v € V noktasi i¢in asagidaki kosulu saglayan bir ¢ pozitif sayisi bulunabiliyorsa L
operatoriine sinirlidir denir ve agagidaki sekilde yazilir,

ILvlly < cllvlly.

Teorem 2.3.5. V ve U normlu vektor uzaylar L : V — U bir lineer operator olsun. Bu
durumda agagidaki kosullar biri digerlerine denktir

M L smirhdir.

(i) L streklidir.

(iii) L, bir v € V noktasinda stireklidir.
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(iv)  Eger B = {v:||v|ly < 1} kiimesi V de kapali birim yuvar ise L(B), V 'de
siirl bir kiimedir (Bayraktar,2006 ).

Tamm 2.3.6. V ve U normlu vektor uzaylar L :V — U bir smirl lineer operator
olsun. Bu durumda asagidaki sayiya L operatoriin normu denir ve ||L|| ile gosterilir.
sup{llIL()ly : x € D(L), llxlly < 1}

2. 4. Lineer Olmayan Operatorlerde Tiirev Kavram
Tamm 2.4.1. V ve U birer Banach uzay, L:V — U smirh lineer opertaér, D c V

olmak iizere T: D — V bir operatdr ve v; € V noktasi verilsin. Eger her h € V i¢in

. T(wi+th)-T(vq)
lim ————1 —
t—0 t

Lh (2.4.1)

kosulunu saglayacak sekilde bir L:V — U smirli lineer operatorii T operatoriine v,
noktasinda ve h yoniindeki Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. Ayrica, L
operatoriine T operatoriiniin Gateaux tiirevi denir ve T'(vy) = L ile gosterilir. Eger
(2.4.1) ifadesi, her v, EV icin saglaniyorsa T operatorii Gateaux
diferansiyellenebilirdir denir.

Teorem 2.4.2. (Ortalama Deger Teoremi) I/ bir Banach uzay ve v, h € V olmak

tizere, eger T:V — R fonksiyoneli Gateaux diferansiyellenebilir ise

T(w+h)—T(w)= T'(v+th)h
olacak sekilde 0 < t < 1 sayis1 vardir ( Avci, 2011).
Tamm 2.4.3. V ve U birer Banach uzay olsunlar ve D c U i¢in T:D — V lineer

olmayan operatorii verilsin. Eger, her v € D elemant i¢in

Tw)=Tw)+Lw—-—v)+Fw—1) (2.4.2)

kosulunu saglayacak sekilde bir L: V — U sinirh lineer operatorii ve

IF(w — vl

lim =0

xox1 |[v— vl

seklinde F:D — Y operatorii varsa, T operatorine v; € D noktasinda  Frechet
diferansiyellenebilirdir ( T — diferansiyellenebilirdir ) denir. Ayrica, (2.4.1)
ifadesindeki L operatoriine T (x) operatoriiniin x; noktasindaki Frechet tirevi denir.
Bu durum T'(v,) = L veya DT (v,) = L ifadelerinden biri ile gosterilir.

Eger yukaridaki tanimda v — v; = h alinirsa asagidaki tanimda yazilabilir.
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Tanim 2.4.4. V ve U birer Banach uzay olsunlar. Eger T: D < U — V lineer olmayan

operatorii verilsin. Eger,

IT(vi+h)-T(w)-LW)|ly _

Il 0 iy =0 (2.4.3)

olacak sekilde L:V — U smirli lineer operatorii varsa T operatérine v, € D
noktasinda i¢in Frechet diferansiyellenebilirdir denir. Ayrica, L operatoriine T (v)
operatoriiniin v; noktasindaki Frechet tirevi denir. Eger (2.4.3) ifadesi, her v € D
i¢in saglamiyorsa T operatorii Frechet diferansiyellenebilirdir denir.

Tamim 2.4.5. v € D noktasinda T — tiirevlenebilen bir T (v): U — V operatorii igin
dT (v, h) = T'(v)h

esitligine T (v) operatériine v; noktasinda h artimina uygun Frechet diferensiyeli
denir ve (T — diferensiyeli) seklinde gosterilir.

Eger F(v) operatorii v; noktasinda F — tiirevlenebilirse, F(v), v; noktasinda
stireklidir.

Teorem 2.4.6. V ve U birer Banach uzay olsunlar ve T:U - V lineer olmayan
operatorii  verilsin. Eger, T operatori v; € U noktasinda i¢in Frechet
diferansiyellenebilirse T operatorii v; € U noktasinda siireklidir.

Teorem 2.4.6, Gateaux diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in genelde gegerli degildir
(Siddigi 2004).

Teorem 2.4.7. Bir operatoriin bir noktada Frechet tiirevi varsa o noktada Gateaux

tiirevi de vardir ve bu iki tiirev birbirine esittir (Siddiqi 2004).

2. 5 Ol¢iim Kavram
Tammm 2.5.1. Bir V kiimesinin alt kiimelerinin bir U sinifi asagidaki o6zellikleri

sagliyorsa U’ya bir a-cebir (veya a-cisim) denir.

Veo

SeEU=>V/SED

n=12,.. olmakiizere S, €U ise Uy=,S, €.

Ayrica, bir U ailesine V tlizerinde él¢iilebilirdir denir.

Tanmm 2.5.2. V bir kiime ve U, V’in alt kiimelerinin bir o-cebiri olsun. Bir 4 U —

R* U oo fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglasin.

i) u¢)=0,
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(i) ¢ sayilabilir toplamsaldir, yani eger S; € U, j = 1,2, ..., sayilabilir her ailesi

icin ikiser ikiser ayrik kiimelerse, o zaman

AUTZ1 Sp) = By A(S)),

Bu durumda . fonksiyonuna bir ol¢iim denir ve (V, U, #) tgliistine bir l¢iim uzayr
denir.

Teorem 2.5.3. R nin alt kiimelerinin O ailesi R" {izerinde bir o-cebir ve U iizerinde
asagidaki 6zellikleri saglayan bir .4 6l¢timii vardir

(i) RYN’de her agik kiime O ya aittir,

(i) Eger XcY,YEOUve (Y)=0ise,0zaman X € U ve 4 (Y) = 0 olur,

(i) X={xeRV:aq <x;<b;,j=12,..,n}iseozamanX € U ve

MX) = ﬂ(bj — ),

j=1
(iv) 4 btelemeye gore degismeyendir. Yani; eger x € RV ve X € U ise
x+X={x+y:yeEX}€U ve Mx+X)= 4X)
(Adams, 1975).
Tamm 2.5.4. Yukandaki ozellikleri saglayan O ailesinin elemanlarina RY ‘nin
Lebesgue ol¢iilebilir alt kiimeleri ad1 verilir ve . fonksiyonuna RN ‘nin Lebsegue
Ol¢timii ve herhangi bir A € U i¢in #(A) ifadesine A nin 6l¢iimii denir.
Tamm 2.5.5. Eger X c Y ¢ RY ve .#(Y) = 0 ise bu durumda X — Y kiimesinin her
noktasinda saglanan bir 6zellik X kiimesinde hemen hemen her yerde saglanan 6zellik
adin1 alir.
Tamim 2.5.6. g fonksiyonu 6l¢iilebilir bir kiime {izerinde tanimlasin ve degerleri R U
{foo} kiimesinden alsin. Eger her ¢ € R i¢in asagidaki kiime Olgiilebilir ise, g

fonksiyonuna ol¢iilebilir fonksiyon denir.

x:g(x)>c}
Teorem 2.5.7. (Lebesgue Teoremi ) g,:Q — R* (n=1,2,..) negatif olmayan

oOl¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olmak izere

fﬂ Z;gn(x) dx = Z; fﬂ n(x)dx

olur (Brezis, 2010).
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Teorem 2.5.8. (Monoton Yakinsaklik Teoremi-Levi Teoremi ) n =1,2,... igin
(9n) , (V,U, ) O6lgim uzayinda reel degerli, integrallenebilir ve azalmayan

fonksiyonlarin bir dizisi olmak tizere

lim.f In(x)dx =f lim g, (x)dx

olur (Piskin, 2017).
Teorem 2.5.9. (Fatou lemmasi): Q, RY olciilebilir bir alt kiimesi ve {g,,} negatif

olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda integral olarak

limf In(x)dx =f lim g, (x)dx

esitsizligi yazilabilir (Brezis, 2010).

Teorem 2.5.10. (Lebesgue Baskinlik Yakinsama Teoremi): Q, RN 6lciilebilir bir alt
kiimesi ve n = 1,2, ... igin {g,} reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Ayrica,
her x € Q ve her bir n i¢in | g, (x)| < f(x) olacak sekilde bir f: Q — R*fonksiyonu

vardir. Bu durumda

lim f In(x)dx =f lim g, (x)dx
olur (Piskin, 2017).

2.6 LP(Q) Uzayr
Tamm 2.6.1. Q, RN de bir bolge olsun. 1 < p < o ve v, Q bdlgesinde 6lciilebilir

fonksiyon olmak tizere |v(x)|P Lebsegue anlaminda integrallenebilirse, yani

j lv(x)|Pdx < oo
Q

oluyorsa, bu durumda v(x) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar
swnift olarak adini alir ve bu v(x) fonksiyonlar old LP () veya LP ile gosterilir.

Diger bir ifade ile; Q, RN de bir bolge olsun. 1 < p < oo olmak iizere

LP(Q) = {v: v: Q — R olgllebilir fonksiyon ve f lv(x)|P < 00}
Q

seklinde tanimlanan uzaya Lebesgue uzay1 ad1 verilir. Bu uzaydaki norm

Ivllr ) = VI, = (lv(x)|Pdx)r (26.1)
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olarak yazilir. LP () uzayi, 1 < p < oo olmak iizere (2.6.1) ifadesinde tanimlanan
norm altinda bir Banach uzayidir (Brezis, 2010).

Teorem 2.6.2. LP () lineer bir uzaydir (Brezis, 2010).

Tamm 2.6.3. Q,RY bir bolge ve 1 < p < o olmak iizere Q bdlgesinin her bir
kompakt alt kiimesinde p.kuvvetten integrallenebilen Q bolgesindeki biitiin 6l¢iilebilir

p

fonksiyonlarin uzayma L;,.(£) uzay1 ad1 verilir.

Tamm 2.6.4. Q bolgesinde 6l¢iilebilir bir v fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde

lv(x)| <n

olacak sekilde bir n sabiti varsa v(x) fonksiyonuna hemen hemen her yerde sinirlidir
denir. Béyle m larin en biiyiik alt sinirma |v(x)| nin Q boélgesindeki esas (essential)
supremumu denir ve

ess sup|v(x)|
x € ()

ile gosterilir.
Tanim 2.6.5. Q bolgesi iizerinde tanimlanan hemen hemen sinirli v(x) fonksiyonlarin

olusturdugu uzaya L () denir, yani,

L°(Q) = {

|v(x)| < m olacak sekilde bir m sabiti vardir
v: Q = R : v dlgilebilir

Bu uzayda tanimlanan norm

V]l ) = ess sup|v(x)|

=inf{n: |v| < n}

olur.

Tanmm 2.6.6. 1 < p < o olmak iizere %+$ =1 seklinde yazilan esitlikteki g
sayisina p’nin eslenegi denir.

Teorem 2.6.7. (Riesz-Fischer): 1 < p < oo ise LP(Q) uzay1 Banach uzayidir (Brezis,

2010).

Teorem2.68. 1 <p <ooveu,v=0ise

(u+ v)P < 2P~ 1(uP + vP)

olur (Piskin, 2017).
Teorem 2.6.9. (Young Esitsizligi) u,v >0 ve p >0 igin %+$= 1 olsun. Bu

durumda
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uP vl
uv < —+—
q

(Cekis, 2005).

Teorem 2.6.10. (Holder Esitsizligi) 1 < p < oo olmak {izere % +% = 1 olsun. Eger

v € L1(Q) ve u € LP(Q) ise bu durumda uv € L(Q) ve

luvlly < llull,llvilg

olur (Brezis, 1992).

Teorem 2.6.11. (vy,), LP de bir dizi ve ||v,, — v|| = 0 olacak sekilde v € LP olsun. Bu
durumda

) v () = v (x)

(i) [vn, ()| < h(x)

O zaman bir (vnk) dizisi ve h € LP fonksiyonu vardir (Brezis, 1992).

Teorem 2.6.12. (Minkowski Esitsizligi): 1 < p < oo olmak {izere u, v € LP(Q) ise
(u+v) eLP(Q) ve

lu +vll, < lull, + vl

olur (Cekis, 2005).

Sonug¢ 2.6.13 u,v € L(Q) iseu+v € L*(Q) ve

lu +vlleo < llullo + lIVlle

olur (Piskin, 2017).

Teorem 2.6.14. 1 <p < o0 ve %+ $ = 1 olmak tizere LP(Q) uzay1 ayrilabilirdir,
yanismalidir ve duali L1(Q) dir .

Teorem2.6.15. 1 < p < q < o, Q smirli bir bélge ve |Q| = [ dx < 0 olsun. Eger
v € L1(Q) ise bu durumda v € LP(Q)) ve

11
lvll, < 1QlP afvll,

olur. Yani

L1(Q) & LP(Q)

gomillmesi gegerlidir. Eger Q bolgesinin dl¢limii sonluve 1 < p < g < oo ise

L*(Q) o L1(Q)  LP(Q) & L1(Q)
Eger bolge sonlu degilse gomiilme gegerli degil ( Adams, 1975).
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2.7 W™P(Q) Uzay1
Tamm 2.7.1. a bir ¢oklu indis ve u € L},.(Q) seklinde olsun. O zaman asagidaki
esitlik saglaniyorsa v € L},.(Q) ye u nun Q daki zayif tiirevi denir ve v = D%u

seklinde yazilir

Jo v dx = (=D [ u(x)D*9(x)dx, V9 € C5°(Q).

Tamm 2.7.2. Q, RN bir bolge, 1 < p < o ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1
olsun. Bu durumda

wmP(Q) ={velP(Q): D € LP(Q),0 < |a| < m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayi denir.

1 < p < o i¢in bu zayda tanimanan norm,

=

||v||wm,pm>=||v||m,p=< > ||Dav||’zpm)>

o<|alsm
Ve p = oo i¢in

) rF a
lvilwme@) = lIVllmeo = oéﬂz?é‘mllD V|| q)

seklinde tanimlanir. Yukaridaki normlar altinda, W™P () uzayr Banach uzaydir.
Ayrica, m = 0 ise WP (Q) = LP(Q) olur.

Tanmm 2.7.3. Eger her agik Q; cc Q kiimesi i¢in v € W™P(Q,) oluyorsa v
fonksiyonuna W, ¥ uzaymin elemani denir.

Tamim 2.7.4. Q simirli bir bolge olsun. W™P(Q) uzayinda bulunan ve (m — 1).
mertebeye kadar biitiin tiirevleri Q nin dQ) simirinda sifir olan fonksiyonlarin kiimesi

W,"P (Q) uzayi adini alir. Buradan W,""" () € W™P(Q) olur,

Diger bir ifade ile; C5°(Q) uzaymm W™P (Q) uzaymdaki kapanist W, ¥ (1) Sobolev
uzaydir.

Teorem 2.7.5. Q,RY acik bir bolge olsun. Eger mp <N, 1<p <o ve v E
WP (Q) ise,

|v|p* < C”v”m,p

esitsizligini saglayan bir C(N, m, p) sabiti vardir. Burada,
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Np
p*(x)={N-p’
00, N<p

olur (Cekis, 2005).
Tamm 2.7.6. p = 2 iken

N>p

W2P(Q) = H™(Q), WP Q) = HMQ)
ve H™(Q) uzayindaki norm

1

2
||v||Hm<m=< > |Dav|%>

o<lalsm

Olarak tamimlanir. H™(Q) uzay1

(U, vV)gmq) = Z (D%u, D%v)

o<lalsm

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayi olusturur.

Teorem 2.7.7. Eger 1<p <o oluyorsa W™P(Q) ve W,"P(Q) uzaylan
ayrilabilirdir. Ayni zaman, 1 < p < oo ise W™P(Q) ve WP (Q) uzaylari yanismal
ve diizglin konveks olur (Diening ve ark, 2011).

Tammm 2.7.8. Hemen hemen her x € RV icin b(x) > 0 olacak sekilde local
integrallenebilir b(x) fonksiyonuna agrilik fonksiyonu denir.

Tamm 2.7.9. 1 < p < oo ve b(x) agrilik fonksiyonu, Q € R" agik bir bolge olmak
lizere agagidaki sartin1 saglayan oSlgtilebilir v(x) fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa

agrilikly Lebsgue uzay: denir ve LY () ile gosterilir

Jo b v(x)[Pdx < oo,
Bu uzayda norm asagidaki sekilde yazilir;
1
ol = (J, bOOIw(G)IPdx ).
Tanim 2.7.10. Q c R bir bolge, 1 < p < o ve m negatif olmayan herhangi bir
tamsay1 olmak lizere asagidaki seklinde tanimlanan uzaya agrilikli  Sobolev uzayi

denir. Yani,

W) ={velb(@): DveLb(Q),0<|al <m}.

Sobolev uzayinda norm (1 < p < o)
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1
» p
1Wllyno = Nl = 1D%vI

0<|alsm

olarak tanimlanir.

2.8 LPO(2) Uzay
Q, RN de |Q| > 0 seklinde bir bdlge olmak iizere

C.(Q) = {p:p(x) € C(Q),infp(x) > 1,her x € Q}
olarak tanimlanir ve p(x) € C, (Q) oldugunda

1 <p” = infeenp(x) < p* = supyepp(x) < oo
olarak tanimlanir.
Tamm 2.8.1. Q,R" de |Q| > 0 seklinde bir bdlge olsun. Bu durumda asagidaki

kosulu saglayan olciilebilir v(x) fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa degisken iislii

Lebsegue uzay: denir ve LPX)(Q) veya LPO(Q) ile gosterilir.

Pp(o) (V) =f lv(x)|PPdx < o
Q

Burada p,)(u) modular fonksiyonel olarak adlandirilir. Diger bir ifade ile ; €, RY de

bir bolge olsun. 1 < p < oo olmak iizere

LPXM(Q) = {v: v: Q — R olgiilebilir fonksiyon ve f [ () [P®) < 00}
Q

seklinde tanimlanan uzaya degisken iislii Lebesgue uzayr ad1 verilir. Benzer sekilde,

p(x)e C, (6Q) oldugunda

LP™(8Q) = {v: v: 0Q — R olgiilebilir fonksiyon ve f lv(x)|P® < oo}
09

Tamim 2.8.2. p* < o olmak lizere degisken iislii Lebsegue uzayinda norm asagidaki

sekilde yazilir,

_ v
[V]py = inf {/’l >0: ppo) (I) < 1}

ve bu norm Luxemburg normu adini alir. (Lp(") (@)|u], (X)) uzay1 bu norm altinda bir
Banach uzayi olur.

Teorem 2.8.3. Eger u € LP®(Q) ve 1 < p(x) < oo ise bu durumda
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0] [V]pey < 1(= 1;> 1) gerekli ve yeterli kosul pyy(v) < 1(= 1;> 1)
.. . - +

(ii) |v|p(x) > 11ise |U|§(x) = Pp(x)(v) < Ivlg(x)

: - +

(i) |vlpe < Tise [vl} ) = ppoy(@) = vl5

(Fan ve Zhao, 2001).

Teorem 2.8.4. u,u, € L"®(Q) (n=1,2,...) ve p* < ooolmak iizere

@) min (2 A )< a2 max(p2 E .

(ii) |vn|p( —0 (—> o) gerekli ve yeterli kosul p,,(v,) >0 (—>)

(iii) |Vn —V| o) 0 (— o) gerekli ve yeterli kosul Pp(x)(Vn —v)—0 (> o).
yazilir (Fan ve Zhang, 2003).

Onerme 2.8.5. ¢, (V)= J:Q V| "4 ve her bir v e LP® (6€2) ise 0 zaman,

(i) V] oy 21 T5E V" en) < @, (V)< M o),

() Moo <1ise M® o) € 0,00 (V) <M 00y

yazilir (Wei ve Chen, 2012; Yiicedag, 2019).

Teorem 2.8.6. Q iizerinde tanimli biitlin sinirh ve o6lgiilebilir fonksiyonlar uzayi
(Lp"‘) (Q),|ul ; (X)) uzaymnda yogundur ( Diening, Harjulehto, Histd ve Razicka, 2011;
Fan ve Zhao, 2001; Kovacik ve Rakosnik, 1991 ).

Teorem 2.8.7. p(x) ve q(x) Olgiilebilir fonksiyonlar ve her bir x € Q icin
p(X)e L” (Q) . Ayrica, hemen hemen her x € Q igin 1<p(x)g(x)<co ve u€
LI (Q) ise bu durumda

||v|p(x)|

. p*
(I) |v|p(x)q(x) > 1ise Ivlp(x)q(x) q(x) = lvlp(x)Q(x)

- p+
(i) [Vlpeae < Tise [Veqa 2 (VP = 1015000
(Fan ve Zhao, 2001).

Teorem 2.8.8. ( Holder Esitsizligi ) L”*(Q) uzaymm dual uzayi L"®(Q) ve
1/ p(x) +1/ p'(x)=1 olarak tamimlansin ~ Bu durumda, herbir ue LP®(Q) ve
v e L"®(Q) igin

1 1
J.UVd>{ ( p + Fj|u| p(x) |V| p'(x) (281)
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esitsizligi yazilir.

2.9 WP (Q) Uzayr

Tamm 2.9.1. m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve Q c RY bir bélge olsun.
la] < m &zellikli her a — ¢oklu indisi i¢in Q bélgesinde tanimli D%v € LP®)(Q)
seklindeki tiim u fonksiyonlarinin sinifina degisken tislii Sobolev uzayr denir ve
wmre(Q) = {v € PP (Q) : DY € LPX(Q),|al < m}

olarak yazilir. Bu uzayda norm asagidaki sekilde gosterilir.

lellymoiey = Wllmpe = D IDlyc

|lalsm
Ayrica, C°(Q) uzaymm W™P™(Q) uzayindaki kapanist Wom'p(x) (©2) Sobolev
uzayidir.
Tamm 2.9.2. Q,RY smirli bir bolge olsun. Her x e Q icin p(x),q(x)e C+(§_2) ve
1< p(x) < q(x) ise, o zaman W ™ (Q) —W ™P®(Q) siirekli gsmmesi vardir.
Tamm 2.9.3. W™P®(Q) uzaymda m = 1 olarak alinirsa, asagidaki uzayi elde ederiz
WiP®(Q) = {v € LFO(Q) : |Vv| € LPP(Q)}.
Bu uzaydaki normu
IVllyrom ) = 1Vllipe) = 1Vlpe) + 1VVIpe
olarak yazilir. Ayrica, Cy () uzaymin WP (Q) uzayindaki kapanisi
Wol’p(x) (Q2) Sobolev uzayidir. Wol'p(x) (Q2) Sobolev uzaymnin normu ise
lvllpey = [VVIp(x) olarak tammlanir.
Teorem 2.9.4. WmPX(Q), WmPXH)(Q), Wol'p(x) (Q) ve WEPX)(Q) uzaylari Banach
uzaylardir ( Edmunds ve Rakosnik, 2000; Kovacik ve Rékosnik, 1991 ).
Teorem 2.9.5. 1< p~ < p* <ooise WMmPE(Q), WP (Q) ve Wol'p(x)(ﬂ) uzaylari

ayrilabilir, yanismali ve diizgiin konveks Banach uzaylardir (Fan ve Zhao, 2001,
Willem, 1996).

Teorem 2.9.6. Eger herx e Q igin q(x)e C,(Q) ve 1<q(x)< p*(x) ise, 0 zaman

WPt (Q) — L9 (Q) kompakt ve stirekli ggmmesi vardir ( Edmunds ve Rakosnik,

2000; Fan ve Zhao, 2001).
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Teorem 2.9.7. Her x €8Q i¢in q(x)e C, (8Q) ve 1<q(x)< p°(x) olsun, o zaman

WP (Q) — L9 (6Q2) kompakt ve siirekli gommesi vardir ve

( Deng, 2008; Edmunds ve Rakosnik, 2000; Fan ve Zhao, 2001).
Teorem 2.9.8. ( Poincaré Esitsizligi) Q, RN diizgiin simirli bir bélge ve her

Vv eWOl‘p(X) (Q) icin asagidaki esitsizligi saglayan bir C > 0 esitsizligi vardir
M=V,

( Diening, Harjulehto, Hésto ve Ruzicka, 2011).
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3. VARYASYONEL YAKLASIMDA KULLANILAN BAZI TEOREMLER VE
UYGULAMALARI

Bu boliimde, standart ve standart olmayan biiylime kosulunu iceren sinir deger
problemlerinin ¢odziimlerinin varligin1 gostermek icin kullanilan bazi teoremler
hakkinda bilgi verilmistir. Genellikle bu teoremler yardimiyla; zayif ¢6ziimiin varligi,
sifirdan farkli en az bir tane zayif ¢oziimiiniin varhigi, sifirdan farkli en az bir
¢ozlimiiniin varlig, sonsuz ¢dziimiiniin varligin1 ve ¢oziimlerinin varligi ve kathilig
gosterilmektedir. Varyasyonel analizin ¢alisma alanlarindan biri de bir fonksiyoneli

maksimize ya da minimize eden fonksiyonu belirlemektir.

3.1 Standart Ve Standard Olmayan Biiyiime Kosullu Denklemlerin
Coziimlerinde Kullanilan Teoremler

Tamim 3.1.1 V ve U iki Banach uzay ve L: V — U tanimli bir operatdr ve u € V olmak

uzere

Lu=20

seklinde bir fonksiyonel denklem olarak ifade ediliyorsa bu probleme varyasyonel
problem denir.

Tamm 3.1.2. V ve U iki Banach uzay ve L: V — U tanimli bir operator. Eger,
LO)=¢'C)

olacak sekilde ¢ € C! (V,R) fonksiyoneli varsa bu fonksiyonele probleme karsilik
gelen enerji fonksiyoneli veya Euler-Lagrange fonksiyoneli adi verilir ve L
operatoriine de varyasyonel denir.

Tamm 3.1.3. V ve U iki Banach uzay, L: V - U tanimli bir operatdr ve ¢ € C* (V,R)
bir fonksiyonel olsun. Eger, her bir v € V i¢in

(p'(w),u) =0

esitligini saglayacak herbir u € V elemanina ¢ fonksiyonelinin kritik noktas: adi
verilir.

Tammm 3.1.4. V bir Banach uzay ve ¢:V — R tanimli bir fonksiyonel olsun. Eger,

herbir (v,) c V dizisi i¢in

rlll—l;{)lo q)(vn) = infvEV(p(v)

oluyorsa, bu durumda (v,,) dizisine ¢ fonksiyonelinin minimize dizisi ad1 verilir.
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Tamim 3.1.5. V bir Banach uzay, N > 2 olmak iizere 2 c V smurh bir bolge, her
(x,k) €2 xRigin g: 2 X R = R siirekli bir fonksiyon ve G(x,s) = fosg(x, k) dk

taniml1 fonksiyon olmak tizere

—div(|Vv|P®~2vv) = g(x, v) (3.1.1)
diferansiyel denklemini inceleyelim. Bu durumda her v € V i¢in (3.1.1) denklemine

karsilik gelen @ € C* (V,R) fonksiyoneline

o) = [, ﬁwvwm dx — [ G(x,v) dx (3.1.2)

@ € C! (V,R) fonksiyoneline, (3.1.1) denklemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli
veya Euler-Lagrange fonksiyoneli denir. Bu ¢ € C* (V,R) enerji fonksiyonelinin

tirevi; u € V olmak lizere

('@, = |

|Vu|P@-2yy Vv dx —j g(x, w)vdx
Q Q

olarak tanimlanir.

Ayrica, her bir u € C;° i¢in de

j |Vu|P@-2yy Vv dx — j glx, Wvdx =0
Q Q

esitligi saglanirsa, bu durumda her v € V elemanina (3.1.1) denkleminin zayif ¢6zimi
denir. Bir denklemin zayif ¢ozlimleri ayn1 zamanda denklemin kritik noktalaridir.
Asagidaki tanim 1.1.6 ‘da tanimlanan, Ambrosetti-Rabinovitz kosulu siirl bir dizi
bulmak i¢in g fonksiyonuna birakilan dnemli kosullardan biridir.

Tanmm 3.1.6. V bir Banach uzay ve N > 2 olmak fizere g: 2 X R = R siirekli bir
fonksiyon ve her (x,k) € 2 X R igin G(x,s) = fosg(x, k) dk tanimli bir fonksiyon
olarak kabul edelim. Eger her x € Q i¢in ve en az bir tane K pozitif sabiti ve k € R
olmak tizere |k| = K i¢in

0<6G(x, k) <kg(xk) (3.1.3)
olacak sekilde en az bir tane 6 > p™ sayis1 varsa, bu durumda g fonksiyonu
Ambrosetti - Rabinovitz kosulunu (AR) saglar denir. Yukaridaki (3.1.3)
esitsizligindeki, & > p* esitsizligindeki p* esnek olan kisimdir ( Ambrosetti ve

Rabinowitz 1973).
Tamim 3.1.7. (3.1.2) denklemindeki
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dpw) = fﬂ %IVulp(")dx

kismi ve bu kismin tiirevi

(¢p'(w),v) = f |Vu PO -2yuVodx
Q

icin agagidaki kosullari saglar

(1) ¢ (u) convex fonksiyoneldir,

(i)  ¢@':V - V* fonksiyoneli sinirly, siirekli ve kesin monotondur,

(ili)  @":V - V* fonksiyoneli (S,) tipindedir: eger (v,,) € V dizisi i¢in V uzayinda

v, = v (zayif yakinsak) iken

lim sup(¢’ (v) — ¢’ (v), v = v) < 0
oluyorsa, V uzayinda

v, — v (glglii yakinsak)

olur,

(iv) ¢":V - V™ fonksiyoneli ayn1 zamanda bir homeomorfizmdir.

Teorem 3.1.8. V bir Banach uzay1 ve @ € C* (V,R) bir fonksiyonel olarak kabul
edelim. Eger ¢ fonksiyoneli,

(1) @, V lizerinde coercive

(i) ¢, V lizerinde alttan zayif yari siirekli

oluyorsa, bu durumda

p(v) = infyerp(v)

olacak sekilde bir v € V minimize fonksiyonu vardir (Willem,1996).

¢ fonksiyoneli coercive ve alttan zayif yari siirekli kosulunu saglamasi durumunda bir
minimum noktaya sahip olur. Eger, ¢ fonksiyoneli alttan zayif yar1 siirekli ve coercive
kosulunu saglamadig1 zaman yukaridaki teorem gegerli olmaz.

Tamim 3.1.9. (Palais-Smale Dizisi)

V bir Banach uzay1 ve ¢ € C* (V,R) bir fonksiyonel olarak kabul edelim. Eger,
dizisine ¢ enerji fonksiyoneline bir Palais-Smale dizisi denir

(i) ¢, € R olmak tizere |@(v,)| < ¢4,

(i)  ¢@":V - V* tanimli fonksiyonel i¢in n — oo iken V* uzayinda ¢'(v,) — 0.
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Yukaridaki tanimin bir sonucu olarak, (v,) Palais-Smale dizisi ¢ fonksiyonelini
minimize eden bir dizidir. Ayrica, @ € C! (V,R) fonksiyoneli alttan sinirli olmadi§1
durumda, ¢ fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi ile ilgili kesin bir sey sdylenemez
(Willem,1996).

Teorem 3.1.10 (Palais-Smale Kosulu)

V bir Banach uzay ve ¢ € C!(V,R) bir fonksiyonel olsun. Eger, ¢ enerji
fonksiyonelinin her Palais-Smale dizisi giiglii yakinsak bir alt diziye sahip ise bu
durumda ¢ enerji fonksiyoneli Palais-Smale kosuluna sahiptir (PS) denir ( Fan ve
Zhang, 2003; Willem,1996 ).

Tamm 3.1.11. V bir Banach uzay ve ¢ € C! (V,R) bir fonksiyonel olsun. Eger,

(i) ¢, € R olmak iizere lim @(v,) = ¢y,
n—oo

(i)  @":V - V* tamimli fonksiyonel i¢gin n — oo iken V* uzayinda ¢'(v,) - 0
kosullarin1 saglayan bir (v,,) < V dizisi var ve bu (v,,) dizisi gii¢lii yakinsak bir alt
diziye sahip oluyorsa, bu durumda ¢ fonksiyoneline c; reel sayisi igin c; seviyesinde
(PS)., kosulunu saglar denir.

¢ fonksiyoneli Palais-Smale kosulunu sagladigini gostermek i¢in asagidaki adimlar
sirastyla izlenir:
Oncelikle,(v,) < V dizisinin V uzayinda sinirh oldugu gosterilecektir. Bu durumda,
(v,) dizisinin V uzayinda v, — v (zayif yakinsak) oldugu gosterilmis olur. Ciinkii V
yansimali Banach uzay oldugu zaman V uzayindaki her sinirh dizi zayif yakinsak bir
alt diziye sahip olur. Sonra da, Kompakt gomme teoremlerinden yararlanarak, (v,,)
dizisinin V uzaymda v, — v (gii¢lii yakinsak) oldugu gosterilecektir.
Teorem 3.1.12. V bir Banach uzay ve @ € C! (V,R) bir fonksiyonel olarak kabul
edelim. Eger,
(1) ¢ fonksiyoneli VV uzayinda alttan sinirli,

(i) ¢ fonksiyoneli (PS) kosulunu sagliyor,
oluyorsa, bu durumda

() = infyere(v)

olacak sekilde bir veV minimize fonksiyonu vardir (Willem,1996).
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Sonug olarak; ¢ fonksiyoneli V uzayinda Palais-Smale kosulunu saglar ve alttan
smirhda oluyorsa bu durumda (v,) Palais-Smale dizisi V uzayinda ¢ enerji
fonksiyonelini minimize eder. Bu durumda, (v;,) dizinin giiglii yakinsadig1 v degerine
de ¢ fonksiyonelin bir kritik noktasi olup denkleminde ¢6ziimii olur.

Teorem 3.1.13. V bir Banach uzay ve ¢ € C! (V,R) bir fonksiyonel olarak kabul
edelim. Eger, ¢ fonksiyoneli

(i) V uzayinda alttan sinirli,

(i)  V uzayinda alttan zayif yar1 siirekli,

(i)  V uzayimnda coercive,

kosullarini sagliyorsa, bu durumda

p(v) = infyep (V)

olacak sekilde bir veV minimize fonksiyonu vardir (Willem,1996; Winslow, 1949 ).
Teorem 3.1.14. V bir Banach uzay ve ¢ € C* (V,R) bir fonksiyonel olarak kabul
edelim. Eger, ¢ fonksiyoneli

(1) V uzayinda coercive,

(i) V uzayinda alttan zayif yar siirekli,

kosullar1 saglaniyorsa, bu durumda ¢ fonksiyoneli V iizerinde alttan smirli ve
p(v) = infyey@(v)

olacak sekilde bir veV minimize fonksiyonu vardir (Willem,1996; Winslow, 1949 ).
Tanim 3.1.15. (Cerami kosulu)

V bir Banach uzay ve @ € C! (V,R) bir fonksiyonel olsun. Eger ¢ fonksiyoneli,
herhangi bir v, c V dizisi asagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu durumda (v,,) dizisine ¢
enerji fonksiyonelinin Cerami dizisi denir

0 el =c

(i)  ¢@":V - V* tanimh fonksiyonel i¢in

n — oo oldugunda (1 + [[vnlly) le'(v)| > .

Eger, (v,) Cerami dizisi yakinsak bir alt diziye sahip ise bu durumda ¢ enerji
fonksiyoneli Cerami kosuluna sahiptir (C) denir ( Schechter, 2007). Palais-Smale
kosulunun saglanmadigi durumda Cerami kosulu kullanilr.

Teorem 3.1.16. (Ekeland Varyasyonel Prensibi)

V bir Banach uzay ve ¢ : V — (—o0, o] taniml1 bir fonksiyoneli olarak kabul edelim.

Eger
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(i) @ fonksiyoneli V iizerinde alttan sinirli,
(i) ¢ fonksiyoneli V iizerinde alttan zayif yar1 siirekli,

kosullarini saglarsa o zaman her € > 0 i¢in

¢(v;) <infoeyp(v) + ¢
p:) <o) +ellve —vlly, ve#v
olacak sekilde bir (v,) € V dizisi vardir.
Ekeland’s Varyasyonel yaklasimi kullanarak, ¢ fonksiyoneli i¢in Palais-Smale
dizisini bulmak i¢in kullanilir ( Mihailescu, 2006; Willem, 1996 ).
Teorem 3.1.17. (Mountain Pass Geometrisi)
V' bir Banach uzay olsun. Ayrica, kabul edelim ki asagidaki kosullar1 saglansin,
(i) ¢ € C! (V,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu saglasin,
(i) @O =0,
(iii)  Her veV fonksiyonu igin [|v||, = T oldugunda @(u) =r > 0
olacak sekilde r ve T pozitif sayilar vardir,
(iv) t— ocoiken @ (tw) < —oo veya @ (v) < 0 olacak sekilde ||v||y >t
kosulunu saglayan bir v = tw € V fonksiyonu vardir.
Bu durumda ¢ fonksiyonelinin, V uzayinda sifirdan farkli en az bir kritik noktasi
vardir ( Adams, 1975; Chammem, vb., 2020; Willem, 1996 ).
Yukaridaki teoremden, ¢ fonksiyonelinin en az bir kritik noktaya sahip oldugu ve bu
kritik nokta denklemin sifirdan farkli en az bir ¢oziimiiniin oldugu sonucuna varilir.
Teorem 3.1.18. (Genellestirilmis Mountain Pass Teoremi)
V bir Banach uzay olsun. Kabul edelim ki pozitif 7 sayisi ve v € V igin
(i) @ € C! (V,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu saglasin,
(i) @@ =0
(iii)  |lvlly > T oldugunda ¢(u) < ¢(0),
(iv) a=inflew):veV, |lv|l=1}>0
kosullar1 saglansin. Ayrica G # @ olacak sekilde

G ={y e C(0,1],V): ¥(0) =0,9(1) = v}

ve

B = inf{max @([0,1]) : Y € G}
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kiimeleri tanimlansin. Bu durumda a < § < 400 olmak {izere; 5, ¢ fonksiyonelinin
bir kritik noktasidir ( Adams, 1975; Willem, 1996; )Bu teoremin ile problemin en az
bir ¢oziimiiniin varligin1 gostermek i¢in kullanilmaktadir.

Teorem 3.1.19. (Z2-Symmetric Mountain-Pass Teoremi )

V sonsuz boyutlu bir Banach uzayi olsun. Farzedelim ki asagidaki kosullar saglansin,
(i) @ € C* (V,R) fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan gift bir fonksiyonel,

(i) (0 =0,

(ili)  Her v € V fonksiyonu i¢in asagidaki kosullari saglayan T ve r pozitif sayilari

vardir

lvlly = T iken@(v) = r > 0,

(iv)  V uzaymin her sonlu boyutlu V; (V; € V) alt uzay igin

{veV;: o) =0}

kiimesi V' uzayinda sinirlidir.

Bu durumda ¢ fonksiyoneli, V uzayinda sinirsiz olan bir kiritik degerler dizisine
sahiptir (Mashiyev vd., 2012; Toan ve Ngo, 2009; Willem, 1996 ). Bu teoremde,
problemin sonsuz ¢6ziimiiniin varligini gostermek i¢in kullanilmaktadir.

Tanim 3.1.20. V yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olsun. Ayrica, N* = N \ {0}

olmak iizere her k,n € N* i¢in

1, k=n
gk(en):6k,n:{0 k #+n

Ve

X=span{ey : k € N*} ve X* = span{g, : k € N*}
olacak sekilde {e }ren* € V ve {gi}ken S V™ vardir.

Bu durumda m € N* igin

Xm = span{en}, Y =®;'n=1 Xj) Z; 2697;1 %

olmak tizere X uzaymni, V =Y, @ Z,, seklinde iki uzayimn toplami olarak yazilabilir.
Teorem 3.1.21. (Fountain Teorem)

V bir Banach uzay, ¢ € C* (V,R) tanimli bir ¢ift fonksiyonel ve Tanim 3.1.20. de
tanimladigimiz gibi X,,, Y;,, ve Z,, birer uzay olsunlar. Eger her bir m € N* i¢in

(1) m — oo oldugunda

infyez,, Ivli=y, V) =+,
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(i)  maxyey,, |vl=p, ¥(¥) <0,

(iif)  Herbir ¢ pozitif sabiti igin ¢ fonksiyoneli (PS)

kosullarin1 saglayacak sekilde p,, > ¥, > 0 sayilart varsa, ¢ fonksiyoneli V
uzayinda sinirsiz olan bir kritik degerler dizisine sahiptir ( Willem, 1996; Yiicedag,
2015).

Fountain ile agagida tanimladigimiz Dual Fountain teoremleri problemin ¢dziimlerinin
varlig1 ve katlilig1 gdstermek i¢in kullanilmaktadir.

Tamm 3.1.22. V bir Banach uzay, ¢ € C! (V,R) taniml1 bir ¢ift fonksiyonel, ¢ € R

ve Tanim 3.1.20. de tanimladigimiz gibi X,,,Y,, ve Z,, birer uzay olsunlar. Eger
herhangi bir (an) c V dizisi igin

; olarak alindig1 zaman |(p (vnj)| <cgc,

(i) Up; > oldugunda ((plyv >’ (vn]_) -0
nj

() €Yy,

oluyorsa, bu durumda (vy;) dizisine ¢ enerji fonksiyonelinin bir (PS), dizisi denir
(Willem, 1996).

Eger (PS); dizisi (giligli) yakinsak bir alt diziye sahip oluyorsa, o zaman ¢ enerji
fonksiyoneli (PS); kosulunu saglar denir. Bu durumda, (PS); dizisi ¢ enerji
fonksiyonelinin bir kritik olur.

Teorem 3.1.23. (Dual Fountain Teorem)

V bir Banach uzay, ¢ € C* (V,R) tanimli bir ¢ift fonksiyonel ve tamm 3.1.20. de
tanimladigimiz gibi X,,, Y;, ve Z,, birer uzay olsunlar. Eger her bir m > m, olarak
secildigi zaman my > 0 olacak sekilde m, var ve

(i)  am=infuez )=y, ¢(¥) 20,

(i) by = Maxyey,, |vl=p, ?(V) <0,

(i)  dpy =infuez  |wii=pm () > 0,m - oo,

(iv)  Herbir c€ [dy,,, 0) i¢in ¢ fonksiyoneli ((PS)¢),

kosullarini saglayacak sekilde p,, > ¥, > 0 sayilar varsa, o halde ¢ fonksiyoneli

V uzaymda 0’a yakinsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur ( Fan, 2005;
Willem, 1996 ).
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3.2 Teoremlerin Kullanildigi Bazi Calismalar
Bu kisimda yukarida tanimladigimiz teorem ve tanimlarin kullanildig1 bazi ¢alismalar

verilmstir.

Chammem, vd. (2020), asagidaki p(x) -Laplace i¢geren Neumann sinir degerli Steklov

problemini ele almiglar,
(=D)pyu + a()|ulP@=2y = f(x,u), x€ Q,
PulP 20 4 GOl 2 = g(ew),  x€ a0

Problemde; N > 2olmak iizere €, RN de sinirli bir bélge, , her x € Q icin p(x) €
C(Q) ve q(x) € C(3Q), x € Q ve y € 0Q olmak iizere p(x),q(x) >1 ve p(x) #
qW), f: QX R - Rve g:00 X R —» R Caratheodery osulunu saglayan fonksiyonlar,
a(x) ve b(x) ise a;(x) <a(x)<a,(x) ve b;(x) <b(x) < b,(x) kosulunu
saglayan siirekli fonksiyonla, (—A),u = —div(qulp(")_ZVu) ise p(x) -Laplace
operatorii ve v,d() da dis birim normal vektor olarak alinmaktadir. Bu c¢aligmada
Mountain Pass Geometrisi kullanarak problemin sifirdan farkli zayif ¢dziimiiniin

varlig1 ve Mountain Pass Geometrisi ile birlikte Ekeland Prensibi kullanilarak sifirdan

farkli en az iki tane ¢6zlimiin varlig1 gosterilmistir.

Chammem ve Sahbani (2021), asagidaki p(x) -Laplace igeren Neumann sinir degerli

Steklov problemini ele almslar,

(=), ot + (=A)p,c0u + a()|uPr®=2y + b(x) |u[P22y = f(x,u), x € Q,
IVulpl(x)‘ZZ—:j + IVulpz(")‘zg—: =gxu), x€ Q.
Problemde; N > 2 olmak iizere Q, R" de smurli bir bdlge, , her x € Q i¢in p;(x) €
C(Q) ve i =1,2 olmak iizere p;(x)>1, f1QXR->R ve g:0QXR >R
Caratheodery osulunu saglayan fonksiyonlar, a(x) ve b(x) ise a;(x) < a(x) <
a,(x) ve by(x) <b(x)<b,(x) kosulunu saglayan siirekli fonksiyonla,
(—D)pyu = —div(IVulp(x)_ZVu) ise p(x) -Laplace operatorii ve v, 90 da dis birim
normal vektor olarak alinmaktadir. Bu ¢alismada Genellestirilmis Mountain Pass
Teoremi kullanarak problemin en az bir ¢dziimiiniin varligt ve Zz2-Symmetric

Mountain-Pass teoremini kullanarak problemin sonsuz ¢6ziimiiniin varligim

gosterilmigtir.
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Mashiyev, vd. (2012) calismasin da, N > 2 olmak iizere Q, R" diizgiin sl bir
bolge, her x €Q  icin p,s,r€C(Q) ve 1<7r(x)<plk) <skx)<pk)*
ve m(x),n(x) € C(Q) birer agirlik fonksiyonlar1 ve div(a(x, Vu) ise p(x) -Laplace
operatorii olmak tizere;

{—div(a(x, vu)) = m(x) |[u|"® 2y + n(x) |u|$™ -2y, x €Q

u=0, x € 0Q

seklindeki Dirichlet siir deger problemini igin Ekeland Varyasyonel Prensibi ile
birlikte Montain-Pass teoremini ve Z>-Symmetric Mountain-Pass teoremini kullanarak

denklemin ¢ézlimlerinin varlilig1 ve katlilig1 gosterilmistir.

Yiicedag (2015) calismasin da, Q, RN (N = 3) 'de diizgiin smirl bir bélge, her x € Q
icin p € C()), f:Q xR — R Caratheodery kosulunu saglayan bir fonksiyon ve
div(a(x, Vu) ise p(x) -Laplace operatorii olmak lizere;

{ —div(a(x,Vu)) = f(x,u) x€Q

u =20, x € 00}

seklindeki Dirichlet sinir deger problemini igin Montain-Pass teoremini ve Fountain

teoremini kullanarak denklemin ¢6ziimlerinin varlilig1 ve katlilig1 gosterilmistir.

Allaoui, vd. (2012) caligmalarinda, lineer olmayan Steklov sinir deger problemini

incelemisler;
Apytt = |u|P@)-2y, X €N,

|V |PC)-2 Z—Z = Af (x,u), x € 9.
Bu denklemde; ,RY de smirl1 bir bdlge, N > 2,v,9Q'da dis birim normal tiirev. ,
A > 0 reel bir say1, p fonksiyonu Q da siirekli bir fonksiyonu, inf,cgp(x) > N ve
f:0Q0X R —= R baz1 06zel kosullar1 saglayan Carathéodory fonksiyonudur. Bu
calismada yazarlar; Ricceri teoremi, Fuontain teoremi ve Mountain-Pass teoremini

kulanarak problemin ¢dziimlerinin varlilig1 ve katliligin1 gostermislerdir.
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4. p(x) -LAPLACE OPERATORUNU ICEREN STEKLOV SINIR DEGER
PROBLEMI ICIN COZUM

4.1 Temel Problem

Bu boliimde calismamizin temelini olusturan kisimdir. Burada, (4.1.1) seklinde
tanimlanan ve p(x) -Laplace operatoriini igeren Steklov sinir deger problemi
calistlmistir. Calismamizda, Varyasyonel yaklasim kullanilmistir. Bu yaklagim ile
Mountain-Pass teoremiyle birlikte Ambrosetti- Rabinowitz kosulu kullanilarak,
(4.1.1) probleminin sifirdan farkli bir tane zayif ¢dziimiiniin varhigi Degisken Uslii

Sobolev uzayinda (E = W, ™)) caligilmustir.

Calismada, Mountain-Pass teoreminin ana kosullarinin yani sira 6n kosullar1 da
gosterilmistir. Bu 6n kosullardan biri de fonksiyonelin Palais-Smale kosuluna sahip

oldugu gosterilir. Bu kosulu gostermek i¢in de, g fonksiyonuna birakilan Ambrosetti-

Rabinowitz kosulundan yararlanilir. Ciinkii, bu kosul dizinin sirliligini géstermek

icin kullanilan énemli bir kosuldur. Bu yiizden, 6zellikle g fonksiyonuna birakilan

Ambrosetti- Rabinowitz kosulu ¢ogu c¢alismada belirtilir. Ayrica, bu kosul

kullanilmadig: ¢alismalarda da bu kosulun kullanilmadig: 6zellikle vurgulanir.

Bu ¢alismamiz da; N > 2 olmak iizere Q,R" de diizgiin sinira sahip smnirl1 bir bolge,
A pozitif bir parametre, her x € Qigin p e C(Q)), v, 8Q'da dis birim normal vekior,
g:0QxR" - R" bazi &zel kosullari saglayan Carathéodory fonksiyonu ve
A(x,¢): QxRN — RN operatoriin ¢ ’a gore tiirevi a(x,¢): QxR" — R" siirekli olan
bir operator olup ve baz1 06zel kosullar1 saglasin ve div(a (X, VV)) “de
AV =div (] Vv |p(x)72 Vv ) seklinde tanimlanan p(x) -Laplace operatériinden daha
genel bir operatdr olmak iizere;

div(a(x,vv))=0, xeQ,

a(x,Vv)S—u =29(x,v) xeoQ, (4.1.1)
1%

problem ele alinmustir.
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Calismamiz da; g fonksiyonu, A ve a operatorleri asagidaki kosullart saglayacak

sekilde alinmustir:

(A;) Her x € Q ve her ¢ e R"igin
alx.c) < ™)

(Az) Her x € Q igin A(x,0)=0,

(A3) Her x e Q ve her ¢, ;7€ RV icin

(a(x,c)-a(x, 7)) s -7)=0.

Bu esitsizligin, esitlik durumunda & = 7 olur,
(A4) Her x € Qve her ¢ e RV igin

o™ <a(x ¢)e < p(x)AKS),

(Ag) Aoperatorii p(X)— diizgiin convex:

Her x € Q ve her bir ¢,7 € R" igin

1 1 ;
A(x,%j <2 Alx, )+ > A%, 7)— kg ="

olacak sekilde k, > Osabiti vardur,

(g1) 9:0QxR" — RN Carathéodory kosulunu saglayan bir fonksiyon olmak iizere
q(x) e C(6Q) igin p* < q~ < q(x)< p°(x) ve

g(x,s)<c, + c1|s|q(x)_1 ,

kosulunu da saglasin. Burada ki; c,,c, > Obirer sabitlerdir,

(g2) Her xeoQve p* <q igin s — 0 iken

g(x,s)= o(|s| ‘“j,

(AR) Ambrosetti-Rabinowitz's kosulu:
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Her x € Q2 i¢in

0<6G(x,5)<g(x,s)s, |s>

olacak sekilde s* >0 ve p*" <@ vardir. Burada G(x,t)=£g(x,s)ds olarak

tanimlanmaktadir.

4.2 Tanim ve Teoremler

Tamim 4.2.1. Eger, her u € E i¢in

_[ a(x, Vv) Vudx — }tj' (x,v)vudo =0

esitligi saglaniyorsa, o zaman V € E fonksiyonu (4.1.1) probleminin zayif ¢ozimi

olur.

(4.1.1) problemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli | :E — R
1(v)= J;} A(x, Vv )dx — ALQ G(x,vdo = ¥(v)- Ad(v)
Yukaridaki esitlikte;

P(v)= J.Q A(x, Vv)ix ve @(V):IaQG(x,v)da

olarak alalim.

Lemma 4.2.2. g:0QxR" — R" fonksiyonu (g,) kosulunu saglayan Carathéodory

fonksiyonudur. Her bir veE icin d)(v):LQG(X,V)da olarak tamimlayalim. Bu

durumda, her u € E i¢in de ® € C*(E,R) ve

(@' (V)u)=[_g(xv)udo

Ustelik; @ (u): E — E” operatorii kompaktir ( Karim, Zeroali ve Chakrone, 2018 ).
Onerme 4.2.3. Herbir veL"™(0Q) icin ¢, (v): L*®(6Q2) >R fonksiyoneli

p(x)
%(x) _[ |V| do olarak tanimlansin. Bu durumda

(I) |V||_p( )( )>l |Se |V| = ¢p(x) (V |V|

LP() (a0) LP(X) (a02)
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"< Poco (V) <M "

LP(X) (50) LP(X) (a)

iy ooy <1 ise ||

esitsizlikleri saglanir ( Wei ve Chen, 2012; Karim, Zeroali ve Chakrone, 2018;
Yucedag, 2019 ).

Lemma 4.2.4.

(i)  Her xeQve & € RN icin A(x, §) doniisiimii,
|A(x, ©)| < c;(I€] + |€P™)

biiyiime kosulunu saglar.

(i)  A(x &), p(x)- homojendir; yani, her xeQ, & € RN ve z>1igin asagidaki

esitsizlik saglanir;

A(x, z&) < zPX A(x, &).

Ispat: (i) Her x € Q ve her & € R¥igin

A(x, &) = f;%A(x, &s)ds = fola(x, £s)éds (4.2.1)

Yukaridaki (4.2.1) esitliginde, (A;) kosulunu kullanirsak,

1 1
AGx, )] < j laCx, €)]¢]ds < ¢ j (1 + [s[PE-1[[PCO-1) ¢ ds
0 0

1
<c [ (g1 + sPO ) ds
0

< (€] + 1€1PD)
elde edilir.

(i) Herx e Q, ¢ e R" ve z>1i¢in h(s) = A(x, s&) olarak secelim. Bu durumda,

, d
h'(s) = ;A(x, &s) =a(x,és)é = éa(x, &s)é (4.2.2)
olur. (4.2.2) esitliginde, (A3) kosulunu kullanilirsa,
R (s) = 2a(x,£5)E < P2 A(x, &5) = 22 h(s) (4.2.3)

elde edilir. (4.2.3) esitligini diizenledigimizde
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olur. Bu son esitsizligin her iki tarafinin da (1, z) araliginda integrali alinirsa,

Zh'(s) “p(x)
R dSSJ; —ds

ve
logh(z) —logh(1) < p(x)logz

olur. Buradan da

Zg% < 7P

yazabiliriz. Bu son esitsizlikte, h(s) = A(x, s¢) fonksiyonunu kullanirsak
A(x,z&) < zPMA(x, )

sonucu elde edilir.
Lemma 4.2.5.

(i) ‘P(V) fonksiyoneli E’ de iyi tanimlhidir.
(iiy  P(v) fonksiyoneli C*(E,R)smifindadir. Yani, ¥(v)e C*(E,R)

ve her u,v € E igin
<‘P(v) u> = La (x,Vv) Vudx,
olur

(iii) ‘P(V) fonksiyoneli E’ de alttan zayif yar siireklidir ( weakly lower semi-
continuos )

@iv) | (V) fonksiyoneli E’ de alttan zayif yari siireklidir ( weakly lower semi-
continuos )

(V) I(v) fonksiyoneli E’ de iyi tanimlidir.

(vi) Her u,veE igin

W(v)-wu)= (¥ uv-u)
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(vii)  Herbir u,v e E ve k, > 0sabit sayisi i¢in

u+vy) 1 1 -
£ (TJSE‘P (u)+E‘P (V)= Kollu—v|°

( Fan, Zhang ve Zhao, 2005; Deng, 2008; Wei ve Chen, 2012; Karim, Zeroali ve
Chakrone, 2018; Yucedag, 2019).

Ispat: (i) Lemma 4.2.4 (i) ve Teorem 2.8.3 kullanildiginda,

‘P(V) =f A(x,Vv)dx < Czj |Vv|dx+c2J |V |P®dx
Q qQ q
N
= C3|1|P'(x)|vv|p(x) + ¢, |[v]|P
+
< allvll + cllvlP < oo

olur. Boylece, ‘P(u) fonksiyoneli E’ de iyi tanimlidur.

(i) v, € ¥,x € Q ve 0 < |k| < 1 olarak alinirsa, bu durumda bir w € [0,1] igin

Teorem 2.4.2 (ortalama deger teoremi ) kullanilirsa

A (x,70() + kVEG) — A(x, Vo))
k

1
f a(x, Vo(x) + Wka(x)). Vé(x)dw ‘
0

1
< f c(1 + [Vo(x) + whVE () [P1) [VE () dw
0

< c(1+ (IVw@)| + [VE)NPP)] vE)|

< ¢ LIVE@| + ¢1[VE I (Vv ()| + [VE () P

< c. 1. |VE@)| + ;2P L VEG)| (Vo (x) [POL + |VE () [PE-1)

< ¢ LIVEG)] + ¢, 2P THVE|Tw () [P + ¢ 2P 71 VE () [P

elde edilir. Bu son esitsizlikte, 1.|VE(x)|, |VE(x)|[|[Vv(x)[P@-1 ve |VE(x) [P, 1
kisimlarma Q tiizerinde integrali alinip ve Teorem 2.8.8 deki Holder esitsizligi

uygulanirsa integrallenebilir oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla, esitligin sag tarafi
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da integrallenebilirdir. O halde, Teorem 2.5.10 (Lebesgue baskin yakinsama teoremi )
uygulanirsa

Alx,V +7rV —Alx,V
¥ (w,6) =l | (27 + 176 - A V) |
Q

r

= J. a(x, Vv(x)).Vf(x)dx

Q
Simdi de ‘P(v) fonksiyoneli E uzayinda siirekliligini gosterelim. E’de v, —» v ve
0(x,v) = a(x,Vv) olsun. Fan ve Zhang (2003) ¢alismasinda, (4;) ve Teorem 2.8.3.

, N
kullanarak (Lp (")(LP)) uzayinda y(x,v,) = y(x,v) oldugunu gostermistir. O

halde, Onerme 2.8.8 kullanilirsa

(P () = ' (), ) < [y, vn) — ¥ O, )| () IV (O [p
elde edilir. Bu son sitsizlikte, n — oo alinirsa

1" () =P Wl < [y G, v) =y (x5, V)l pry = 0

olur.

(iii) W nin alttan yar siireklidir (Brezis, 1992 ). v € W ve € > 0 alalm. (4s)
kosulundan dolay1 ¥ konveks oldugundan , u € E sonucuna variyoruz. Bu durumda,

asagidaki esitlik yazilabilir,
Y(uw) =2 ¥YW) + [, alx Vv(x). (Vu — Vv)dx.
Ayrica, (Aq) kosulu,Teorem 2.8.3, Teorem 2.8.7 ve Teorem 2.8.8 kullanilirsa, her v €

E icin

Y(u) =>Y¥Y) — f la(x, Vv(x)|.|(Vu — Vv)|dx
Q

>¥Y(w) - cf 1.|V(u —v)|dx — cf IV(u — v)||Vo(x) [P 1dx
Q Q

> W) = 5111100 |V = Dl = 6T = Do |IT0@IPD] |

+_
> Y(W) — crllu — vl — cgllu = villlulP"~*

2 W) —crllu—vll = cgllu — vl

46



>Yw)—¢

elde edilir. Burada, ||[u —v|| <8 = % olarak secildi. O halde, W(v) fonksiyoneli
7 8

E uzayinda alttan zayif yar1 siirekli olur. Dolayisiyla, W(v) fonksiyoneli E uzayinda

surekli olur.

(iv) Lemma 4.2.2. ve Lemma 4.2.5 (iii) bir sonucu olarak I(v) fonksiyoneli E’ de

alttan zayif yan siireklidir.

(v) Lemma 4.2.2. ve Lemma 4.2.5 (i) den dolay1, 1(v) fonksiyoneli E * de iyi

tanimlidir.

(vi) (As) kosulundan W(v) fonksiyoneli konveks oldugundan dolay1, asagidaki
esitligi saglayan bir r € (0,1) vardir ve

lP(u +r(v-— u)) —W¥(u) B L[’((1 —r)u+ rv) —¥Y(u)
r r
Y A-r¥) +r¥w) —¥Yu)
o F

=%Y() —¥Y(u)

elde edilir. O halde,

lim lIJ(u +r(v-— u)) —¥(u)
t—0 r

=(¥Y'(u), v —u).

olur. Yani;

(W' (w),v—u) <¥YWw) —¥).
elde edelir.

(vii) (As) kosulu ve Teorem 2.8.3 birlikte kullanilirsa

‘P(U-I_u)—f A( Vu—Vv)d
2 ) ), AT )

1 1
= _j A(x,Vv)dx + —J A(x, Vu)dx — kOJ |Vu — Vo [P®dx
2)q 2, q

< §Lp(v) +§ W) — k|lv — ul|P".

olur.
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4.3 Sonuclar

Lemma 4.2.2. Onerme 4.2.3 ve Lemma 4.2.4. bir sonucu olarak I (v) e C*(E,R) olur.
Ayrica, I(V) fonksiyonelinin kritik noktalar1 ayni1 zaman da (4.1.1) probleminin zayif

¢oziimii olur. Ustelik, I(v) fonksiyonelinin tiirevi herhangi bir u,v e E igin
(I'(v)u) = La (x, V) Vu dx— 4 LQ g (x,v)udo,
olur ( Willem, 1996; Fan, 2005; Wei ve Chen, 2012; Ourraoui, 2021).

Teorem 4.3.1. Eger, (AR), (A1)- (4s), (g1) Ve (g,) kosullar1 saglanirsa, herhangi bir

Ae (O, oo)i(;in (4.1.1) probleminin, E uzayinda sifirdan farkli bir zayif ¢6ziimii vardir.
Lemma 4.3.2 Farzedelimki (44)- (4s), (g1) Ve (g,) kosullar1 saglansin. Bu durumda,
herbir ve X igin I(V) >7 >0 olacak sekilde 7 ve r pozitif sayilar1 vardir ve
||V|| =re(01)dur.

Ispat: ||V|| <1olarak segelim. O halde, (g,) ve (g,) kosullarinu kullanarak her
(x,v) e 0Q xR igin

1G(x,v)|<ep" +c.v™ (4.3.1)

esitsizligini elde ederiz. (4.3.1.) esitsizligini ve (A,) kosulunu birlikte kullandigimiz
da

I(u)= jQ A(x,Vv)dx -2 LQG(x,v)da

(4.3.2)
Y

1 (%) ( pt Q(X))
> | —|V —
> p(x)| v dx /1'[79 eV +c, do

olur. Ayrica, Teorem 2.9.6 ve Teorem 2.9.7 yardimiyla
E-L (Q)
ve

E—>L(0Q)— L (6Q).
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goémmelerini yazabiliriz. Bu gdmmelerden, her ve E ve cg,c,,C;; >0 birer sabit

olmak iizere

[ M7 dx<c M, [ M do <V

ve

JioM* do<ey M* (4.3.3)

esitsizlikleri yazilabilir. Ustelik (4.3.1) ve (4.3.3) esitsizliklerini (4.3.2) esitsizliginde

kullanilirsa,

C +
)= 2 -2(cyely

v, oM )

C12
+

Yeterince kiigiik £ >0 igin ACy & <

v||qlp+ J

elde edilir. Ayrica, y : [0,1]—) R olarak tanimlanan

olarak sectigimiz zaman

1(v) 2|V "*(2‘3; —Acyc,

c -
‘//(t): 2;; —ACyc, 7P

bir fonksiyon olsun. Yukaridaki c,, pozitif bir sabittir. Bu durumda, p* <q~ oldugu
icin y fonksiyonu sifirm komsulugunda pozitiftir. O halde, I(v)>7 >0 olacak

sekilde 7 ve r pozitif sayilart vardir.
Lemma 4.3.3 Farzedelimki (AR), (A1)- (4s), (g1) ve (g,) kosullar1 saglansin. Bu

durumda, |v,|>r igin de 1(v,) < 0 olacak sekilde v, € X vardir.

Ispat: 9 € E/{0}ve t >1olsun. Budurumda, (AR) kosulundan, her (x,t)e aQx Rve
Cip >0 sabiti igin |G (x,t)|2cp, | yazabiliriz. Ayrica, Lemma 4.2.4 (ii)’den

c,, > O sabiti igin
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1(t9)=[ A(xVt9)dx-4[ G(xt9)do

- (4.3.4)
<2 [ AL V8)dx—2c, t’[ |9'do

=
elde edilir. Ayrica, (4.3.4) esitsizligin de 8 > p~ kosulunu kullanirsak t — oo iken

1(t$) <0 olur. Yani, v, =t$ e X olarak segtigimizde |v,|>r ve 1(v,)<0

Lemma 4.3.4. Kabul edelimki (AR), (A1)- (4s), (g1) Ve (g2) kosullar1 saglansin. Bu

durum da, I fonksiyoneli (PS) kosulunu saglar.
Ispat: Kabul edelimki, {Vn }c E dizisi asagidaki kosullari saglayan bir (PS)-dizisi

olsun.

Cs >0 sabit olmak iizere | (v,)— Cj

ve n — coiken E uzaymda 1'(v,)—0 (4.3.5)
Burada, {v, }dizisnin yakinsak bir alt diziye sahip oldugu kanitlanacaktir. Bunun igin,
ilk olarak E uzayinda {vn } dizisinin smirl oldugu gosterilecektir. Bunu géstermek

icin de geliski yontemi kulkanilacaktir. Yani; n — coiken || A || —> oo o0lur,

O halde, (4,) kosulunu kullanarak,

[L[vv, "™ < [ a(x Vv, )V, dx< p* [ A(x, Vv, )dx (4.3.6)

esitsizligi elde edilir. Ayrica, (AR), (4.3.5), (4.3.6), Teorem 2.8.4 ve yeterince biiyiik

nigin | v, |>1 kullamrsak;

lcg > (v )- %(I'(Vn),vn>

=I A(x, Vv, dx—/lj G(x,v,)do

4.3.7
——I a(x,vv,) Vv, dx+= I g(xv,)v, do (4.3.7)

> :
(-2

elde edilir. Ayrica, (4.3.7) esitsizliginin her iki tarafim ||Vn || 4 boldugiimiizde, 6 < p*

elde ederiz. Bu durum da, (AR) kosulundaki € > p*kosulunu ile gelistigi i¢in {v, }
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dizisi E uzayinda smirlt olur. Yani, E uzayr yansimali Banach uzay oldugundan

dolay1 E uzayinda v, — Vv (zayif yakinsak) olacak sekilde bir v € E vardir. Simdi de
{Vn } dizisinin X uzayinda v, — v (gii¢lii yakinsak) olacak sekilde bir v € E varlig

gosterilecektir.

O halde, (4.3.5) ifadesinden n — oo iken(1'(v, ), v, —v ) — 0dir. Yani;

<I'(vn),vn—u>

(4.3.8)
I a(x, v, )( Vv, —Vvv )dx- ij g (x,v,)(v, -v)do — 0.
Diger taraftan, (g,) kosulunu ve Teorem 2.8.8 kullanirsak
)(v, —v do" H (co+cl|v| )(vn—v)da‘
(4.3.10)
<Cy | V, -V |q(x) +Cy7 | |V, | q'(X)| v, -V |q(x).

elde ederiz. Burada c,, Ve c,, birer pozitif sabittir. Ayrica, E — L9 (6Q) kompakt

gommeden
L (6Q) uzayinda v, — v (giiglii yakinsak) (4.3.11)
yazilabilir. O halde (4.3.11) esitsizliginde, Teorem 2.8.4 and (4.3.11) kullanilirsa
,9(v,) (v, ~v)do -0 as N> (4.3.12)
elde edilir.
Yukaridaki (4.3.12) ifadesini, (4.3.8) de kullanirsak
n— o ikenJ'Qa(x,an)(Vvn —Wv)dx —0
olur. Yani,

Iim<‘P'(vn)v —v>:0.

17N
n—oo

O halde, Lemma 4.2.5 (vi) den

0= Iim<‘P' (v, v, —v>£Iim(‘P(v)—‘P(vn)):‘P(v)—IimT(vn)

n—oo nN—oo n—oo
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yada

lim¥ (v, )< ¥ (v)

ve Lemma 4.2.5 (iii) den

lim¥ (v,) =" (v).

elde edilir. Aksine {Vn } dizisi E uzayinda v, —> v (giigli yakinsak) olmasin. Bu
durumda, £>0 ve ‘ v, —VH2§ olacak sekilde {v, } dizisinin {v, | alt dizisi

vardir. O halde, Lemma 4.3.5 (vii) kullanarak da

V+V,
~ 1=k, Hv—vn
2 k

olur. (4.3.13) esitsizliginde de, kK — coalinirsa

"ok (4.3.13)

%‘I’(v)+%‘l’(vnk )—‘I’(

nN—oo

V+V, .
Iimsup\P[ > kjsw(v)—kogp (4.3.14)
olur.

Diger taraftan da, Lemma 4.3.5 (iii),

o V+V,
¥ (v) < liminf ¥ [ > kJ (4.3.15)
olur. Bu durumda, (4.3.14) ve (4.3.15) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa ve E

V+V

Ny

uzayinda [ J dizisi v elemanina zayif yakinsak oldugu bilgisi ile celisir.

O halde, {Vn } dizisi E uzayinda v, - v (gi¢lii yakinsak) yakinsar ve E uzayi

Banach uzay oldugundan dolay1 v € E dir.

Teorem 4.3.1'in 1spati: Lemma 4.3.2. Lemma 4.3.3, Lemma 434 ve (A4,)
kosulundan da I(O)zO olduguicin | fonksiyoneli Mountain-Pass Teoreminin biitiin

kosullarini saglamis olur. Bu durumda, | fonksiyonelinin sifirdan farkli en az bir
kritik noktas1 vardir. Bu kritik nokta ayn1 zamanda, (4.1.1) probleminin E uzayindaki

sifirdan farkli en az bir zayif ¢oziimii olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alisma da,
div(a(x,vv))=0, xe Q,
a (x,Vv)S—u =29(x,v), xeaQ,
v

seklindeki standart olmayan biiylime kosullu ve Steklov sinir deger kosullarina sahip
lineer olmayan eliptik denklemi ele alinmistir. Yukaridaki problem igin, Mountain-
Pass teoremiyle birlikte Ambrosetti- Rabinowitz kosulu kullanilarak, problemin
sifirdan farkli bir tane zayif ¢dziimiiniin varligi Degisken Uslii Sobolev uzayinda
incelenmistir.

Bu calisma i¢in; varyasyonel yaklagimla Z»- Simetrik Mountain Pass teoremini
kullanilarak, denklemin sonsuz ¢éziimiiniin varlig1 gosterilebilir. Ayrica, varyasyonel
yaklasimla, Ambrosetti-Rabinovitz kosulu altinda Fountain ve Dual Fountain
teoremleri kullamlarak, denklemin ¢dziimlerinin varligi ve katliligi Degisken Uslii

Sobolev uzayinda ¢aligilabilir.
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