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OZET

DEGISTIRILMIS BASKAKOV GAMMA OPERATORLERININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

ERDOGAN, Seda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Ali OLGUN
Agustos 2022, 67 sayfa

Bu tez {i¢ boliimden olugmaktadir. Birinci bolim giris i¢in ayrilmistir ve konu ile
ilgili genel bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde tezde yararlanilacak bazi temel
tanimlar ve teoremler verilmistir. Baskakov ve Gamma operatdriine giris yapilmistir.
Uciincii béliimde ise degistirilmis Baskakov Gamma operatorii ¢alistimistir. Ilk
olarak bu operatoriin bazi 6zelliklerine yer verilmistir. Degistirilmis Baskakov
Gamma operatoriiniin yakinsakligi Korovkin teoremi yardimiyla gosterilmistir ve
yakmsama hizlar1 hesaplanmustir. ikinci olarak operator dizisi igin monotonlugu
incelenmistir. Peetre K-fonksiyoneli, diizgiinlik modiilii ve agirlikli uzaylarda lineer
pozitif operatorler dizisinin  yakinsakligt  kullanilarak  yakinsama  hizlari
hesaplanmistir. Son olarak da Voronovskaya teoremi kullanilarak inceleme
yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Baskakov operatorii, Gamma operatorii, Stireklilik modiilii,
Korovkin teoremi, Monotonluk, Peetre K-fonksiyoneli,
Agirlikli yaklagim, VVoronovskaya tip teorem.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF MODIFIED BASKAKOV GAMMA
OPERATORS

ERDOGAN, Seda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali OLGUN
August 2022, 67 pages

This thesis consists of three chapters. The first chapter is reserved for introduction
and general information on the subject is given. In the second chapter, some
fundamental definitions and theorems to be used in the thesis are given and entry is
made to Baskakov and Gamma operator. In the third chapter, modified Baskakov
Gamma operators is studied. Firstly, some properties of the operator is implied.
Continuity of modified Baskakov Gamma operators is showed by Korovkin’s
theorem and their rate of convergence are calculated. Secondly the monotony of the
sequence of the operators is examined. Rate of convergence are calculated using the
Peetre’s K-functional, modulus of smoothness and convergence of a sequence of
linear positive operators in weighted space is studied. Lastly an examination is
conducted utilizing the VVoronovskaya theorem.

Keywords: Baskakov operator, Gamma operator, Modulus of continuity, Korovkin
theorem, Modulus of smoothness, Peetre’s K-functional, Weighted
approximation, VVoronovskaya type theorem.
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SIMGELER DiZIiNi

(O, oo) aralifinda siirekli fonksiyonlar uzay1

(O, OO) araliginda siirekli ve sinirli fonksiyonlar uzay1
f,f’, f"eC(0,o0) olan fonksiyon uzay:

f,f’, f"eCy(0,o0) olan fonksiyon uzay:
Baskakov operatorii
Gamma operatorii
Baskakov Gamma operatorii

Norm fonksiyonu

C[a,b] uzayinda tanimlanan norm

y mertebeli M katsayili Lipschitz sinifi

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

f fonksiyonunun ikinci mertebeden siireklilik modiilii
Lineer pozitif operator

Gamma foksiyonu

Pochhammer sembolii
Agirlik fonksiyonu

f fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli

Her xeR igin ‘f (X)‘ <M; p(X) kosulunu saglayan fonksiyonlar

uzay1
B, (R) uzayindaki sirekli fonksiyonlar uzay1

[T ()
C, (R f:feC (R), lim—= =Kk kosul
,(R) uzaymm { eC,(R) lim (%) f} osulunu

saglayan alt uzay1
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1. GIRIS

Yaklasim konusu matematigin en eski ¢alisma konularindan birisidir. Ornegin bir
dairenin ¢evresinin ¢apina boliinmesiyle elde edilen 7 =3,14159... (Pi) sayisinin
yaklagik degeri iizerine yapilan caligmalar halen devam etmektedir. Bu sayiy1 ilk
olarak bulan Arsimet bu say1y1 yasadig1 giiniin sartlarinda 3 tam 1/7 ile 3 tam 10/71
arasinda bir say1 olarak hesaplamistir. 7 (Pi) sayisinin degerini Misirlilar 3,1605,
Babilliler 3,1/8 olarak kullanirken son olarak Fabrice Bellard, 2010 yilinda
Chudnovsky algoritmasini kullanarak bu sayinin ilk 2.699.999.990.000 basamagini
elde etmistir. Bu tip sayilardan digeri de e sayisidir. Bu sayr da ekonomik
biiytimeler, niifus ve faiz hesaplamalarinda oldukg¢a biiyiik 6neme sahip olup, ilk
olarak 16001ii yillarin baglarinda Iskog¢ matematikgi John Napier’in iistel biiyiimeyi
iceren ifadelerin hesaplanmasinda ve logaritma tablosunun olusturulmasinda
kullandig1 2,718... sayisinin ¢ok kullanisli oldugunu goérmesiyle baslamis, daha
sonra Jakob Bernoulli bilesik faiz hesaplarinda bu sayiy1 kullanmistir. 1727 yilinda
Leonhard Euler tarafindan diistiniilerek ortaya atilan e=2,718281... sayis1 igin bir

yaklagimi Euler 18 ondalik basamaga kadar hesaplamistir. Bu sebepten dolay1 bu
say1 Euler sabiti olarak da bilinir [1,2].

Fonksiyon uzaylar1 i¢in yaklasim kavrami; en basit sekli ile incelemesi zor olan
karmasik fonksiyonlarin daha basit fonksiyonlara en iyi sekilde yaklastirilabilecegi
ve bu sayede uygulamada ortaya g¢ikan hatalari nicel olarak karakterize etme ile
ilgilenmektedir. Bu teori esas olarak 1854 yilinda Chebyshev’in asagidaki iddiay1

ortaya koymasi ile baglar.
P, ile en fazla n. dereceden polinomlarin uzay: gosterilsin ve f e C[a,b] verilsin. O

zaman bir P e P, polinomu vardir. Oyle ki Vp € P, igin Hf ~-P

n

<|| - p| dir.

Burada ||, [ab] arahg iizerinde diizgiin norm olup geC[ab] igin

|| g || = max olarak tanimlanirsa

a<x<b

g(x)‘ dir. Ayrica E"(f;[a’b])zEn(f)=Hf—Pn*

E, ( f )’e polinomlarla en iyi yaklasimin derecesi adi verilir.



Chebyshev’in bu iddiasin1 1885 yilinda Weierstrass; “Bir sonlu aralik tizerindeki
stirekli fonksiyonlara polinomlarla énceden belirlenmis herhangi bir hatayla diizgiin
olarak yaklagilabilir.” seklindeki teoremi ile ispat etmistir. Teoremin ifadesi

asagidaki gibidir.
[a,b] arahig: iizerinde siirekli f (x) fonksiyonu ve &>0 verilsin. Vxe[a,b] i¢in

H f (X) -p (X)H < & olacak sekilde bir p(x) polinomu vardr.

Weierstrass’in bu teoreminin ispat1 C. Z. Runge, E. Picard, V. Volterra, E Borel gibi
iyi bilinen birgok matematik¢i tarafindan farkli metodlarla verilmistir. Ancak bunlar
icinde en bilinen ve en basit olan1 S. N. Bernstein tarafindan verilmistir. Bernstein,

Borel’in ispat mantigindan yola ¢ikarak;

f €C[0,1] i¢in

B, (f,x)= _n [zj (1-x)"" f(#) xe[0,1], neN

seklindeki polinom dizisini tamimlayarak, verilen bir >0 sayis1 igin x[0,1],

n>n, €N olmak lizere
|Bn(f,x)— f (x)|<g

esitsizliginin saglandigimi gostererek Weierstrass’in teoreminin en basit ispatini

vermistir.

Weierstrass’in teoreminin Bernstein tarafindan verilen basit ispati yaklagimlar
teorisinde yeni bir ¢igir agmis ve daha sonra Bernstein operatorleri baz alinarak yeni
lineer pozitif operator dizileri tanimlanmig ve tanimlanan operatorlerin yakinsaklik
Ozellikleri ve yakinsaklik hizlar1 {izerine birgok makale yapilmistir ve halen de
yapilmaya devam edilmektedir. Ciinkii teknolojik ilerlemeler gostermistir ki lineer
pozitif operatorler kullanilarak c¢esitli sinyalizasyon problemleri, tibbi goriintiileme

sistemleri gibi bir¢cok alanda daha iyi sonuglar alinmaktadir.

Literatiire Baskakov operator dizileri olarak gegcen bu operatorlerden birisi 1957

yilinda f eC [0, oo) olmak uizere V.A. Baskakov tarafindan



o kY n+k-1 xK
=Zf — — x>0,neN
~ \n k 1+ x)

seklinde tanimlanmustir [3]. Baskakov operatorii baz alinarak bu operatorlerin

genellestirilmeleri tizerine birgok ¢aligma yapilmistir [4-12].

Yine tanimlanan bu operator dizilerinden 6nemli olan birisi de 1950 yilinda O. Szész

tarafindan tanimlanan operator olup bu operatdr;

neN, x>0 ve f eC[0,) olmak iizere

seklinde tanimlanmaktadir [13]. Bu operator ve cesitli modifikasyonlar1 {izerine

birgok calisma vardir ve bircok genellestirilmesi yapilmustir.

1998’de V. Mihesan;

w yk k (k
= E a esitligini ve (1+x)" = (_Jx" Binom teoremini kullanarak
k=0 K= izo \ |

o ) k (k (n 1+i) s X
el (1+X) ZZ( j(n 1)|k| (L+ x)¥

0
k=0 i

esitligini ya da buna esit olan

& » Kk (k (ﬂ) Xk
el 1+X”: |ak—|
0 sz @
k (k
ifadesini kullanmistir. Bu ifade de B, (n, a Z( J ' gosterimini kullanarak
i=0
R.(n xK

(1+x)" —e“g; kl (1+x)

esitligini olusturmustur. Bu esitligi kullanarak da

= #p(na) x* (kj
B2 f, — 1+x _K fl— 20, N 1.1
n ( X) kZ(;e k! (1+ X)n+k n X ne ( )



genellestirilmis Baskakov operatoriinii  tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini
incelemistir [14].
Daha sonra Wafi ve Khatoon (1.1) operatoriiniin integral tipli modifikasyonunu

k+1

i

nZe 2 PB(na) x
KU @+ %)™

f(t)dt x>0,neN (1.2)

:\x'——,:‘

seklinde tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir [15].

A. Erengin ve G. Bascanbaz Tunca 2010°da (1.2) operatdriiniin daha genel bir seklini

tamimlay1p, yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir [16].

A. Erencin 2011°de genellestirilmis Baskakov operatoriiniin Durrmeyer tipi

modifikasyonu olan operatdrii

ax

= P(na) x* 1 % K
& f(t)dt x>0 (1.3
L (fx)=e er; kI @+x)™ B(k +1,n)£(1+t)”+k+l (t)dt x (1.3)

seklinde tanimlayip, bazi yaklagim 6zelliklerini incelemistir [17].

Erengin ve Biiyiikdurakoglu 2014°de (1.2) operatoriinii daha iyi sonuglar elde etmek

i¢in dizileri kullanarak

k+d,

e p(na) X" b, 5
K, (fix)=e 3= T [ f(ydt  x>0,neN

k=0 n k+c,

n

seklinde genellestirmisler ve bu operatoriin agirlikli uzaylarda yaklagim 6zelliklerini
incelemislerdir [4].
N. Rao ve A. Wafi 2017°de

ax oo P k
Lol (fx)=e =Y (. X__¢[kta (1.4)
e k' (1+x)n+ n+p

operatoriinii  tanimlayarak (1.2) operatoriiniin  Stancu varyantmnin yaklasim

ozelliklerini incelemislerdir [18].

1967°de A. Lupas ve M. Miiller Gamma operatoriinii

o o n+l
Gn(f;x)=jxn—le‘xyy”f[3de xe(0,20),neN (1.5)
< n!

seklinde tanimlamiglar ve yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir [19].



L. Rempulska ve M. Skorupka 2011’de Gamma operatoriiniin modifiye versiyonunu
Gn,p(f?X)=Tﬁe‘Wy”Fp[x,ﬂ]dy F, €C(0,00)
o N y
seklinde tanimlayarak, agirlikli uzaylarda tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in yaklagim
ozelliklerini incelemislerdir [20]. Bu operatoriin farkli modifikasyonlart ¢esitli
arastirmacilar tarafindan genis olarak incelenmistir [21-24]. 2014°de R. Malejki ve E.

Wachnicki (1.1) esitliginde verilen B® operatoriiniin integral tipli modifikasyonunu

& P((a) XK 1 T ark
Mea(frx)=e 0y . f(s)d
() =e ) k! (@+x)"* F(a+k+1)J.e (ns) (s)ds

k=0 0

seklinde tanimlamis ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir [25].

E. Pandey ve S.P. Mishra bu operatoriin farkli tipinin yaklasim o6zelliklerini

incelemistir [26].

2016’da I. Krech ve R. Malejki M™* operatoriiniin ¢ok degiskenli versiyonunu

tanimlayarak yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir [27].

Biz de bu tezde yukarida verilen (1.1) operatorii ile (1.5) operatoriiniin (1.4)’de
verilen Stancu tipli genellestirmesini tanimlayarak bir lineer kombinasyonunu
olusturup yeni bir genelleme olarak Baskakov Gamma operatoriinii tanimlayip

yakinsaklik 6zelliklerini inceleyecegiz.

1.1. Kaynak Ozetleri

Biz bu tezde ilk olarak V. Mihesan’in 1998 yilinda yapmis oldugu; V. Mihesan,
Uniform approximation with positive linear operators generated by generalized
Baskakov method, Automat Comput. Appl. Math. 7 (1998) 34-37. isimli ¢alismasini
ve 1967°de A. Lupas ve M. Miiller’in yapmis oldugu A. Lupas, and M. Miiller,
Approximations eigenschaften der Gamma operatoren, Math. Zeitschr. 98(1967),
208-226. isimli ¢alismasini temel baz olarak alip bu c¢alismalarda tanimlanan
operatorleri kullanarak operatorlerin bir genellestirmesini olusturup, Wafi, N. Rao
nun; Wafi, N. Rao, Stancu-Variant of Generalized Baskakov Operators, Filomat
31(2015) (9), 2625-2632. isimli ¢alismalari ile A. Erengin’in; A. Erengin, Durrmeyer
type modification of generalized Baskakov operators, Appl. Math. Comput. 218



(2011) 4384-4390. isimli ¢alismalarinda vermis olduklar1 teoremlerde elde ettikleri
sonuclarin benzerlerini tanimladigimiz yeni operator elde ettik. Bu islemleri
yaparken kaynaklar kisminda verilen gesitli ¢alismalar ve tezlerden de ayrica

yararlandik.

1.2. Calismanin Amaci

Biz bu calismada Kaynak 6zetlerinde belirttigimiz calismalarda verilen operatdrleri
kullanarak yeni bir operatér tanimladik. Amacimiz tanimladigimiz bu bileske
operatoriin yakinsaklik 6zelliklerini inceleyerek yaklasim 6zellikleri hakkinda daha

1yi sonuglara ulagmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Lineer Pozitif Operatorler ile Ilgili Kavramlar

Yaklasim teorisine temel teskil eden operatorlerin yaklasim 6zelliklerini ve yaklagim
hizlarinin belirlenmesinde faydalanilan lineer pozitif operatorlerle ilgili bazi tanim ve

teoremler asagidaki gibidir.

Tamm 2.1.1. (Operator) X ve Y iki vektor (lineer) uzay olsun. X deki f
fonksiyonunu Y deki bir g fonksiyonuna esleyen ve L: X —»Y f — L( f ) =g
seklinde  gosterilen  donilistime  operatér denir. Bu  durum L( f ) =0,
L(f(t);ix)=9(x), L(f;x)=0g(x) seklinde de ifade edilir.

X uzayr L operatériiniin tanim bélgesidir ve X = D(L) ile gosterilir. Bu durumda
g(x)=L(f;x), Y uzaymm bir eleman: olur ve bu sekildeki g fonksiyonlar:

kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L) ile gosterilir [28].

Tamm 2.1.2. (Lineer Operator) X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylari olsun.

L:X —>Y operatoriic her f,f,eX ve her «,a,€R olmak iizere
Ly f,+a,f;x)=aL(f;x)+a,L(f,;x) esitligi saglaniyor ise L ye lineer

operator denir [28,29].

Tamm 2.1.3. (Lineer Pozitif Operator) L: X — Y lineer operator ve

X*={feX:f(t)=0},Y ={geX:g(t)=0}

olmak iizere, L lineer operatorii X' kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y*
kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa L operatoriine lineer pozitif operator

denir. L lineer pozitif operator ise L( X +) cY" saglanir. Yani f (t) >0 oldugunda

L(f;x)=>0 olur [28].



Uyart: T <0 iken L( f ;X) <0 esitsizligi de saglanir. Gergekten de bunu gérmek
icin kabul edelim ki f <0 olsun. Bu durumda —f >0 olacaktir. L operatorii

pozitif oldugundan dolay1 L(—f ;X) >0 olur. L operatoriniin lineerlik 6zelligi de
goz oniine alindiginda —L( f;x)>0=L(f;x)<0 elde edilir. Dolayisiyla f <0

iken L(f;x)<0 du.

Tanmm 2.1.4. [a,b] araligl iizerinde tanimli ve siirekli olan tiim reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a,b] fonksiyon uzay1 denir. f eC[a,b] olmak
lizere C[a,b] iizerinde taniml1 norm;

[ lcjaey = e

f(x)

seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.5. (Norm ve Normlu Uzay) X bir lineer uzay olsun. |[|: X —R
fonksiyonunun x € X deki degerini ||x| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin

i) [X|=0<x=0

ii)  Eger x=0 ise |x|>0

i)  VxeX ve AeRise |[Ax]|=|||¥|

iv) WX,y eX igin |[x+ Y| <|x]|+]y]

sartlar1 saglaniyorsa |||| fonksiyonuna X iizerinde norm denir. (X,””) ikilisine de

normlu uzay denir [28].

fonksiyonuna X iizerinde yar1 norm denir. (X ,||||) ikilisine de yar1 normlu uzay

Not: Yukaridaki tanimda (i) kosulu yerine X =O:>||X|| =0 kosulu alinirsa,

denir.



Tanim 2.1.6. (Stmrh Operator) L: X —Y lineer bir operator olsun. D ( L) c X,

L nin tanim kiimesi olmak tizere Vf e D(L) i¢in
JLCE0), <clel,

esitsizligini saglayan C e R" varsa L ye D(L) de smrli operatér denir. L
operatoriniin normu

Ll =inf{C:L(f, <Clf,

XY

seklinde tanimlanir [28].

Lemma2.1.1. L: X —Y smurli lineer operatorii i¢in

- a0

L
L SN ”

XY

esitligi saglanir.

Tamm 2.1.7. (Operatoriin Siirekliligi) X ve Y normlu uzaylar L: X —Y lineer

operator olsun. Her ¢ >0 sayisina karsilik bir 5(5, fo) >0 sayisi, ||f — fO”x <o
oldugunda HL( f )— L( f, )HY <& esitsizligi saglanacak sekilde bulunabilirse L

operatorii f, € X i¢in siireklidir denir [28].

Teorem 2.1.1. X Y normlu uzaylar, L:X —Y lineer operatér olsun. Bu

durumda L operatorii igin sinirlilik ve siireklilik birbirine denktir.

Lemma 2.1.2. L: X —Y lineer pozitif operatér olsun. Bu durumda, f,ge X

olmak tzere

a) f<g=L(f)<L(9)

esitsizligi gergeklenir. Bu 6zellige L lineer pozitif operatorii monotonluk 6zelligi

denir.
b) |f|e X iken ‘L(f)‘SL(|f|)

esitsizligi gergeklenir [30].



Tanim 2.1.8. N € N olmak tizere (Ln ( f ;X)) dizisine operatodr dizisi denir.

Teorem 2.1.2. (Siireklilik ve Smirhik) X ve Y normlu uzaylar, D(L)c< X
olmak tizere L, D(L) den Y uzayina lineer bir operatdr olsun. Bu durumda,

(1) L operatdriiniin siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul L operatdriiniin sinirl
olmasidir.

(if) L operatorii bir tek noktada siirekli ise her noktada stireklidir.

Tamim 2.1.9. (Siireklilik) Ac R ve f:A— R bir fonksiyon ve a € A olsun. f
fonksiyonu a noktasinda siireklidir < V& >0 igin en az bir 6 >0 vardir 6yle ki

x—a|<5=|f(x)-f(a) <& olur [29].

Ornek: f(X)zX2 fonksiyonunun her aeR noktasinda siirekli oldugunu

gosterelim.

£ >0 olsun. |x—a| <1 bagintisin1 saglayanlar X ler i¢in
|f(x)— f(a)|=[x* —a®|=|x—al|x+a| <[x+a] <|x—a+2a]
<|x—al+2a<1+2a

. £ . .
olur. 6 =min (Lﬁj secilirse |X— a| < O bagintisini saglayanlar tim X ler igin
+ Za

‘f (X) —f (a)‘ < & kalir. Buda f nin a noktasinda siirekli oldugunu gosterir [31].

Tamm 2.1.10. (Diizgiin Siireklilik) Ac R ve f:A— R bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir < V& >0 i¢in en az bir 6 >0 vardir

oyle ki |X —t| < O esitsizligini saglayan VX, € A i¢in ‘ f (X) —f (t)‘ <& dir [29].

Tamm 2.1.11. (Noktasal Yaknsaklik) ( f,) dizisi A iizerinde f fonksiyonuna

noktasal yakmsaktir < Ve>0 ve VXeA i¢in 3n, dyle ki Vn=n, i¢in

f,(x)— f(x)|<e dur.
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Tamm 2.1.12. (Diizgiin Yakinsakhk) (f ) dizisi f fonksiyonuna A iizerinde

diizgiin yakinsaktr < Ve&>0 i¢in 3n, oyle ki Yn=n, ve VXeA igin

f,(x)— f(x)| <& dur.

2.2. Holder ve Cauchy-Schwarz Esitsizlikleri

Tamm 2.2.1. (Holder Esitsizligi) p,q >0, %+% =1 olsun. (a)=(a,,a,,a,,...)

ve (b)=(b,b,,b,,...) seklinde diziler olsun. Bu durumda

nc{Ee] (3]

esitsizligine Holder esitsizligi denir [29].

Tammm  2.2.2. (Cauchy-Schwarz  Esitsizligi) (ai ) = (al, a ,ag,...) ve
(bi ) = (bl,bz,b3,...) seklinde diziler olsun. Holder esitsizligi tanimi geregince,
p=2, g=2 alinirsa
1 1
© 0 5 E © ) E
dab<|>all| Db
= =) i1

esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

. 1 1
Tamm 2.2.3. (Integral i¢cin Holder Esitsizligi) p>1, —+—==1 olsun. f ve g,
p

[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar olmak iizere |f|p ve |g|q, [a,b]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise
b b o %) b q %
9 e o || lnorae

esitsizligine integral i¢in Holder esitsizligi denir.

11



Tamm 2.2.4. (Integral icin Cauchy-Schwarz Esitsizligi) f ve g, [a,b] araliginda
tanimli siirekli fonksiyonlar olmak {izere

T\f<x>g<x>\dxs@\f<x>rde ot \dxjy

a

esitsizligine integral i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

2.3. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsakhik Kosullar

Yaklasim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanish olan

diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. BOyle bir gosterim,

fonksiyon hakkinda bilgi elde etmenin daha basit bir yolunu verir. [a, b] araliginda

stirekli her f fonksiyonuna bir polinomla yaklasilabilecegini Weierstrass 1885

yilinda ifade etmistir [30].

Teorem 2.3.1. (Weierstrass Yaklasim Teoremi) f fonksiyonu [a,b] aralig
tizerinde siirekli olmak tizere her £>0 igin ‘f (X)— P (X)‘ < & olacak sekilde n.
dereceden bir {Pn (X)} polinom dizisi vardir. Baska bir ifade ile [a,b] araliginda

siirekli her f fonksiyonu i¢in f(x) e, [a,b] araliginda diizglin yakinsayan bir

{ P (X)} polinomlar dizisi vardir.

Bu teoremin bircok ispati bulunmaktadir. Bu ispatlardan birini de 1912 yilinda
S.N.Bernstein yaparak, lineer pozitif operatorler ile yaklagim teorisinde énemli rol

oynayan Bernstein polinomlarini tanimlamistir.

1952 yilinda H. Bohmann, toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]
arahiginda siirekli f fonksiyonuna yaklagsmasi problemini incelemistir. H. Bohmann

gostermistir ki X € [O,l], 0<a, <lvek<ricgn a, <a,, oldugunda
:Zf (an,k)Pn,k(X) ) Pn’k(X)ZO
k=0

12



lineer pozitif operatorler dizisinin, N —o00 igin [0,1] araliinda siirekli

fonksiyonuna diizglin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ii¢ tanedir.

Bunlar
lim| by (%)~ =0
,I1I_r)2 L, (t; X) B XHC[O,l] =0
rlml—rpo L (tZ; X)_ 2Hc[o,l] B
seklindedir.

Bohmann’in aragtirdigi operatorlerin degeri, f fonksiyonunun [0,1] araliginin

disindaki degerlerinden bagimsizdir. 1953 yilinda P.P. Korovkin, H. Bohmann’in

teoremini daha genel bir halde vermistir [30].

Teorem 2.3.2. (Korovkin Teoremi) L, :C[a,b]—>C[a,b], neN lineer pozitif
operatorler dizisi olsun. an(x), ,Bn(x) ve 7n(x), [a,b] de diizgiin olarak sifira

yakinsayan diziler olmak iizere VX € [a, b] icin

L, (Lx)=1+e,(X) (2.1)
L, (t;x) =x+ 8, (X) (2.2)
L, (t%%) = X" + 7, () (2.3)

kosullar1 saglayan L, (f;Xx), [a,b] araligi tizerinde f(x) e diizgiin yakinsar.

Burada f, [a,b] de siirekli bir fonksiyondur [28,30].

2.4. Siireklilik Modiilii ve K-Fonksiyoneli

Lineer pozitif operatorlerde yaklasim teorisinde, yakinsama hizini belirlemek ve bu
yaklagimin hatasi i¢in bir iist sinir bulmak operatoriin yakinsakligi kadar 6nemlidir.
Bunu yaparken siireklilik modiili ve K-fonksiyonelini kullanmak en yaygin

metodlardan birisidir [32,33].
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Operatoriin yakinsama hizin1 veren bir fonksiyon olan siireklilik modiilii asagidaki

sekilde tammmlanmaktadir.

Tamm 2.4.1. (Siireklilik Modiilii) Kabul edelim ki f, [a,b] araliginda tanimh
siirekli bir fonksiyon olsun. X,y e [a,b] olmak iizere |X— y| <o sartim1 saglayan

0 >0 sayisi igin ‘ f (X) —f (y)‘ ifadesinin en kiigiik tist sinirma f fonksiyonunun

sureklilik modiili denir.

ol(1:0)= 30 ()~ ()
\'xy_y\g's
veya

a)(f;5)=sup‘f(x+h)— f (x)‘

lhj<s
sembolleri ile gosterilir. @, 0 nin bir fonksiyonu durumundadir ve 6 >0 igin
w( f;5) negatif olmayan bir fonksiyondur [29].
Stireklilik modiilii yakinsama hizinin belirlenmesinde 6nemli rol oynayan bazi

ozelliklere sahiptir. Bu 6zelliklerin ispati bircok ¢aligmada var oldugundan burada

ispatlar verilmeyecektir [29].

Lemma 2.4.1.

i) @ fonksiyonu monoton artandir. Yani 0 <o, <6, i¢in
6,26, w(f;6)<w(f;s,)

saglanir.

i) Her me N i¢in
o( f;ms)<mao(f;5)
saglanir.
i) A>0 reel sayisi icin
o(f;20)<(1+2)o(f;9)

saglanir.
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iv) f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

limo(f;5)=0
saglanr.
) f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise
10 (0]< (1)
saglanir.

Vi) f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirl ise her Xt e[a,b] i¢in

(1) f (x)‘s(l+¥jw(f;5)

saglanir.

Tamim 2.4.2. (Peetre K-Fonksiyoneli) [O,oo) araligi iizerinde reel degerli, siirekli

ve smirll f fonksiyonlarinin olusturdugu uzayr C, [0,00) ile gosterelim. Bu

uzaydaki bir f fonksiyonunun normu

[£]]= sup | (x)
<X<o0
seklinde tanimlanir.

feC, [O,oo) ve her 6 >0 olmak iizere

K(f;8)= infgecé[o,oo) {|| f— 9||CB[0,OO) + 5“g”c§[o,w)}

ifadesine Peetre K-fonksiyoneli denir.

Burada Cé [0,00) = {g eC, [0,00) :0',9"eC, [0,00)} ile tanimlanir ve Cé [0,00)
tizerindeki norm

! 14

||g||Cé[0,oo) :||g||CB[0,oo)+ 9 +9

Cal00) Calo0)

ile verilir [32,34].
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Tamm 2.4.3. (ikinci Mertebeden Siireklilik Modiilii) f €C;[0,00) araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0 sayisi i¢in

a)Z(f;5):OS<ff5‘f(X+2h)_2f (x+h)+ f(x)|

0<x<©

ile tanimlanan @, fonksiyonuna f fonksiyonunun ikinci mertebeden siireklilik

modiilil denir. Ayni zamanda f € C, [O, oo) tizerinde alisilmis siireklilik modiili

o(f;5)=sup|f(x+h)—f(x)
0<h<o
0<x<o0

olarak tanimlanir.

Lemma 2.4.2. K(f;5) ve a)z(f;»\fg) icin

K(f;5)<Ca,( ;45

esitsizligi saglanacak sekilde C > 0 vardir [35,36].

2.5. Lipschitz Siifindan Fonksiyonlar ve Ozellikleri
Tamm 2.5.1. (Lipschitz Sart1) a,b € R olmak iizere [a, b] araliginda tanimli bir f
fonksiyonu verilsin. Her x,t e[a,b], M >0 ve 0< y <1 igin

()= (x)| <Mt—x

esitsizligini saglayan f fonksiyonlarinin smifina Lipschitz smifi denir ve Lip,,y ile

gosterilir. M ve y sayilarina sirastyla Lipschitz sabiti ve derecesi denir [30,32,34].

Lemma 25.1. f, [a,b] araliginda tammli bir fonksiyon, 0<y <1 ve M >0

olsun.
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i) felLip,y ise f siireklidir.
i) f tirevlencbilir ve |f'(x)| <M ise f e Lip,1 dir.
i)  felipyy < o(f,6)<MS” seklindedir.
iv) a<fise Lipf c Lipa olup bu ifadeler M sayisindan bagimsizdir.

v) y>1li¢in f elLip,y ise f sabit fonksiyondur.

2.6. Agirhkh Uzaylarda Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin
Yakinsaklik Kosullar:

Korovkin teoremi reel eksenin sinirli ve kapali alt araliklarinda verilmistir. Sinirsiz
araliklar ve bolgelerde Korovkin teoremi yeterli olmamaktadir. Bu sebeple 1976
yilinda Gadjiev, Korovkin teoreminin tim R de gecerli olacag sekildeki uzaylari

agirlikli uzaylar olarak asagidaki sekilde tanimlamustir [4,33].

Tanmm 2.6.1. R reel sayilar kiimesi iizerinde siirekli artan reel degerli,
‘I‘im p(x) =oo ve her XeR igin p(x)=1 &zelliklerini saglayan p fonksiyonuna
agirlik fonksiyonu adi verilir.
(p(X) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak {iizere
p(X) =1+ (02 (X) olsun. Ayrica M, pozitif bir sabit olmak iizere

[ (X)<Mp(x)
esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesini B ( R)

ile gosterelim. Bp(R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin kiimesini de C p(R) ile

i
1, ~sml 2 e

normu ile birer normlu uzaydir. Burada p ya agirhik fonksiyonu, B, ( R) ve C, ( R)

gosterelim. Bu uzaylar

uzaylarina ise agirlikli uzaylar denir.
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Ayrica

kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesini C; (R) ile gosterelim. C/'; ( R) uzay1
C, ( R) uzayinin bir alt uzay olur [4,33,37].

Gadjiev’in bu tanimindan sonra asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.6.1. go(x) reel eksende stirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak tizere
p(X) =1+¢° (X) agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda

(i C p(R) uzayindan Bp(R) uzayina giden {A1} lineer pozitif operatorler dizisi

i¢in

=0 ; v=0,12 (2.4)

n—o0

IimHA1 ((pv;.)—go" i
sartlari saglanmasina ragmen Syle bir f~ e Cp ( R) fonksiyonu bulunabilir ki

>1
P

lim|A, (7.)- £

n—oo

olur.

(i) C, (R) uzayindan B p(R) uzayina giden {Aq} lineer pozitif operatorler dizisi

(2.4) kosullarini sagliyor ise her f € C; (R) icin

im]A, (1:)- 1], -0

N—o0
esitligi saglanir.
{Aj} lineer pozitif operatorler dizisi CP(R) uzaymdan B, (R) uzayina tanimli
olmasi igin gerek ve yeter kosul HA1 (p;.)Hp < I\/Ip olmasidir. Burada M | pozitif bir

sabittir. Bu durum A](p; x)sMpg(x) gerek ve yeter kosulunun basit bir

sonucudur [4,37,38].
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2.7. Taylor Serileri

Tamm 2.7.1. (Taylor Formiilii) f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta
n+1. mertebeden siirekli tiirevlere sahip olsun. Bu aralikta her X i¢in f(X) in

Taylor formiili,

" (x—a)k

=~

=0
seklindedir ve K (x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denirse

X

K, () == [(x=t)" £ (t)dt

olmak tlizere
n f(")(a)
o k!

f(x)=

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formiilii ad1 verilir [29,39].

(x— a)k + K, (x)

Tamm 2.7.2. (Taylor Serisi) f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her
mertebeden tlirevlenebilir olsun.

0 (k) 4 4 m
;fk—@(x—a)k _f (a)+¥(x_a)+#(x_a)z +fT(f‘)(x_a)3 .
serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor Serisi ad1 verilir [39].

2.8. Baskakov Operatorii

Tamm 2.8.1. (Baskakov Operatorii) f € C[O,oo) ve Nne N olmak tizere

R n+k-1 xK k
e 0= e (5)

seklinde tanimlanan operatore Baskakov operatorii denir. Bu operatér 1957 yilinda

V.A. Baskakov tarafindan olusturulmustur [28].
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2.9. Gamma Fonksiyonu

Tanim 2.9.1. (Gamma Fonksiyonu) I'(X) ile gdsterilen Gamma fonksiyonu,
r(x)=[tdetdt ; x>0 (2.5)
0

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir [29,40].

Tamim 2.9.2. (Pochhammer Sembolii) « reel ya da kompleks bir say1, r sifir ya da

pozitif tamsay1 olmak iizere
(@) =a(a+1)(a+2)..(a+r-1) (2.6)

olarak tanimlanan (05)r ifadesine Pochhammer sembolii denir. Pochhammer

sembolii
(«) _T(a+r) 27)
" T(a) |
(a)wl - 0!(& +1)r (28)

ozelliklerine sahiptir. Ozel olarak (2.7) esitliginde r =0 alinirsa (a )o =1 olur [12].
Ayrica (n)o =1, (n)i = n(n +1)(n + 2)...(n +I —l); i >1 olarak tanimlanan
Pochhammer sembolii
(n=1)!In(n+1)(n+2)...(n+i-1)
(n), =
' (n—1)!
_(n+i-1)

(n-1)!

olarak yazilir.

2.10. Voronovskaya Teoremi

Voronovskaya formiilii yaklasim teorileri i¢in 6nemlidir. Lineer pozitif operatorler

dizisinin f fonksiyonuna yakinsama hizi bu formiil kullanilarak da belirlenir.
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f fonksiyonunun n-inci (neN) Bernstein polinomu B, :C[0,1]—C[0,1],

f €C[0,1] ve her x €[0,1] igin

o120 =51 a0

olarak tanimlanir [34].

Voronovskaya 1932 yilinda, Bernstein polinomlar1 ve [O,l] araliginda sinirl,

X e [0,1] noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip f fonksiyonu i¢in

limn[ B, (f;x)—f(x)]= X(1-x)

nN—o0 2

f"(x)

saglandigin1 gostermistir.
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3. DEGISTIRILMIS BASKAKOV GAMMA
OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

V.A. Baskakov 1957 yilinda

il n+k-1 xK
Zf ————— Xx20,neN
g k @+x)

Baskakov operatoriinii  tanimlamistir  [3]. Baskakov operatorii lineer pozitif
operatorler teorisinde en Onemli operatdrlerden birisidir. Baskakov operatoriiniin
modifiye formlari iizerine birgok calisma yapilmistir. Daha sonra birgok yazar bu
operatoriin  ¢esitli yaklasim Ozelliklerini incelemistir ve bu operatorlerin
genellestirilmeleri ilizerine birgok calisma yapilmistir [4-12]. Pozitif yar1 eksen
tizerinde tanimli 6nemli lineer pozitif operatorlerden birisi de Szasz operatoriidiir. Bu

operator

NneN, x>0 ve f eC[O,oo) olmak {izere

s(tee S ()

seklinde tanimlanmaktadir [13]. Yine bir¢ok arastirmaci Szasz operatoriiniin gesitli

genellemeleri iizerine ¢alismalar yapmigtir. Szasz tipi genellestirmesinin yaklagim
Ozelliklerini ele almistir. Burada Once bazi kavramlar1 kullanilarak tanimlanacak

operator icin bir alt yap1 olusturulacaktir.

) k k k
X
=> " ve (1+x)" = Z( _ jx"

k=0 k' i=0 I
oldugu biliniyor. Buradan

1+x _ SN n 1+|) k—i Xk
e (LX) —ZZ() kT @)

k=0 i n-

esitligi Pochammer sembolii de kullanilarak

x (K)o “
em(w)nzzzlij(k?'a o

k=0 i=0

seklinde yazilabilir.



Burada

denirse

olur. Dolayisiyla

_ & o P k
L+X)" =g 4
kZ; m (1+ X)"

seklinde yazilabilir. Bu ifade kullanilarak bazi yazarlar bilinen bazi operatdrlerin
modifiye sekillerini tanimlayarak degisik sonuclar elde etmislerdir. Ornegin

V. Mihesan 1998°de

k

ie“x kl) X f[Ej x>0,neN (3.1)

A+x)™  \n

genellestirilmis Baskakov operatoriinii  tanimlamistir ve yaklasim ozellikleri
incelemistir [14].
Wafi ve Khatoon (3.1) operatoriiniin integral tipli modifikasyonunu

K+

LN

k

x)=n3 e b k) X f(t)dtx=0,neN  (32)
k=0

k! (1+x)™*

j\xt_.g‘

seklinde tanimlamis ve yaklagim oOzelliklerini incelemistir [15]. Erengin ve
Bascanbaz Tunca 2010’da bu operatoriin daha genel versiyonunu tanimlamistir ve
yaklagim ozelliklerini incelemistir [16]. Erengin 2011°de genellestirilmis Baskakov

operatdriiniin Durrmeyer tipi modifikasyonunu

_ & » P (n’a) Xk 1 © tk
=e M) f(t)dt: x>0 (3.3
° kzz;‘ k' (@+x)™* B(k+1,n);[(1+t)n+k+l (t)at; x=0 (33

operatorii seklinde tanimlamistir ve bazi yaklasim 6zelliklerini incelemistir [17].

N. Rao ve A. Wafi 2017’de

X & P XX K+a
“ﬂ Clex k
L (fix)=e z k' (1+x)n+k f(n+ﬂj

k=0

operatoriini  tanimlamigtir.  (3.2) operatoriiniin - Stancu varyantinin  yaklagim

ozelliklerini incelemistir [18].
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Gamma operatorii 1967°de A. Lupas ve M. Miiller tarafindan

© o n+l
Gn(f;x):jxn—'exyy“f (3]dy xe(0,©),neN (3.4)
. n!

seklinde tanimlanmistir [19].
L. Rempulska ve M. Skorupka 2011’de Gamma operatoriiniin modifiye versiyonunu

©  n+l
_ an Yy {x,%}dy F,eC(0,%)

0

seklinde tanimlamistir. Agirlikli uzaylarda tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in bu
operatoriin  yaklasim ozelliklerini incelemistir [20]. Bu operatoriin = farkli
modifikasyonlar1 ¢esitli arastirmacilar tarafindan tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri

incelenmistir [21-24].
2014’de R. Malejki ve E. Wachnicki (3.1) esitliginde verilen B?(f;x)

operatoriiniin integral tipli modifikasyonunu

ax o k
Mnaa(f’x):el+xzp(£,a) X 1

k=0

@L+x)" T(a+k+1) -([e_ns (ns)™" f(s)ds

seklinde tanimlamis ve yaklagim 6zelliklerini incelemistir [25].

Tezin bu kisminda (3.1) ve (3.4) lineer pozitif operatorlerinin modifiye sekillerinin
lineer kombinasyonundan olusan ve yeni bir genellemesi olan Baskakov Gamma
operatdrii tanimlanacak ve siireklilik modiiliine bagli klasik yaklasim o6zellikleri

incelenecektir. Ayrica f fonksiyonunun Lipschitz sinifindan bir fonksiyon olmasi

halinde operatoriin yakinsaklik 6zelligi incelenecektir.

Kabul edelim Ki XE(0,00), neN, O<a</f keyfi parametreler ve

feCq (O,oo) olsun. Bu durumda lineer ve pozitif oldugu asikar olan asagidaki

operator tanimlanabilir.

kn
X o k o n+l o ta
s/ (tx)=e oy B - X [Xoyngn ) Mgy (a5)
o k! @+x)" ¢ n! n+p

k
Burada P, ( Z[ j . a>0 bir sabittir.

i=0

24



Tanimlanan bu S (f;X) operatéril icin ileride verilecek teoremlerin ispatlarmda

kolaylik saglamasi bakimindan sagladigi bazi 6nemli sonuglar asagida verilecektir.

3.1. Yardimc Sonuclar
Sﬁf f ( f ;X) operatorii i¢in asagidaki sonuglar saglanir.

Lemma3.1.1. (3.5) Sy ( ;) operatdrii igin

) S (Lx)=1

I a.p nx+a ax
i) S ( ’ ) n+f (1+X)(n+,8)7
|II) Sa,ﬂ(tz, ): nz(n—l-l) s Zan2(1+x)+a2n X2

(n-D)(n+p) (1) (n+p) (Lex)
[nZ+2an(n—1)}(1+x)+[an+2aa(n—1)] X, o
(n—l)(n+ﬂ)2 1+ x (n+,6’)2

+

esitlikleri saglanir.

Ispat:

© k © N+l
i) ST/ (Lx)=e ¥ XZP (n.a)__ X __[Z—yme~vdy
T ]

Xy =t denirse y:£:>dy=$, y=0=t=0 ve y—o>o=t—>w
X X

olacaklarindan

* &P (na)  x* o xRt dt
&/ (LX) =e ’ — et
kz(; k! (L+x)"™*

n

o X X

3 k

< P(na) x o
=g bx t"e 'dt
kz;* k! (1+x)"* nlI
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T(n+1) = [t"e"'dt = n! oldugundan

= P(na) x*
Sl (Lx) e1X
kz(; k! (@1+x)™*

1
=1+x) ) =1

olarak elde edilir.

kn
ax o © .t —+a
i) S7 (t:x) e’ﬁzp(”’a) X X" g | XY gy
< k! QX" n+f

k n+1l

=P (na) x X 1 7 o [ kn
=e i "8 —+a |d
2 k! (L+x)"™* n! n+,b’£y (xy a} J

n+l

&P (na) X x 1 k _
=g )k e —dy+a|y'e™d
kz_c; k! (L+x)"* n! n+,b’{ Iy Xy y ajy y}

_ & oo P (n’a) Xk Xn+1 0 tn - 1dt o
Sa,ﬁ t, _ 1+x k —_ etz S 1,
na (1X) n+ﬂe kz_;) k! (@+x)" nl -!x” tx n+p (1)

& k —1)!
(I ZPk(n,a) X kn(n 1)«

— 1+x +
n+p ~ kI (@+x)™  nl n+p
1 -*&BRMma) X a
=—7e n+k +
n+p = (k-1)! 1+x) n+p
k—k+1igin
o) k
1 AN 1+ XZ k+1(n’a) X —+ a
n+ﬂl+x = k! (@A+x)"™ n+p
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Eger
Pk

o0
nat 2:

k=0

(3.6)

esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa

n(l—t) 'l "+a(l-t) =i
k=1

Pk

olur. K = k +1 yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

= P,.(n,a)

(1-t)"e" [n(l—t)f1 + a} = kz_(; ket

tk

1L+a eatip )

k=0

(1-t)"

elde edilir. Bu son ifade de t = alinirsa

1+x

n(l+x)+a=e = Xip““ X — (3.7)
=0 ! (1+ X) "

=

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

1 x n(1+x) +a]+

S (bX) = n+ £ 1+Xx

n+ g

574 (t,X) = +a ax

n+ A (1+ x)(n+p)

olur ki bu istenilendir.

2

— #e_ﬁi P.(n,a) X« X" T y'e™ (m_FajZ dy
(n+pB)° = k! @+x)™ ntd Xy
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k n+l

1 el+xiP(na) X X

(n+B) ~ kI @+x)™ n

kznz_fy e dy+2knajy e dy+a2jy”e‘xydy}
x*y? Xy 0

0 k n+1 0 .n
(0= Lo TR0 X el
’ (n+ﬂ = k! (@+x)™ n o X t° X
© k n+1 0 N 0 4n
iy R(na) X — X 2knocft—ne‘t}ﬂJr+ozzjt—ne‘tﬂ
(n+,8 = k! (1+x) n! o X t X 5 X X

XiP(na) x*  k*n’(n-2)!

(n+,b’ =kl @+ n!
(nw 2 ”Z P, (I?!,a) (1+Xxk)n+k 4 (nf;)z

1 =P (na) x* nz(n—z)!k2

— e 1+X

n+ﬂ) ~ kI (@+x)™ n!

—_~

s 2 x
(n+,B) 1+X

n(1+x) +a]+

(n+ﬂ)2

olur. Son ifade de k* =k (k —1) + K yerine yazilir ve diizenlenirse

w2 = P.(n,a K n

s/ (12,%) = (n+ﬂ kz; (k! )(1+Xx)n+kn_1[k(k—1)+k]
+ 20 Ln(l+x +a]+ o .

(n+,8) 1+Xx (n+5)

28



n -2 & P(na) Xt P(na) x
e 1+x +e 1+X
(n 1)(n+/5’ kZZ: k — 2 @+ x)n+k kz_;‘(k 1). @+ x)n+k
k—k+2 icin k—k+1 igin
2a X a
+ —n(1+x)+a |+
(n+,8)21+X[ (1+x) ] (n+,6’)2

k

= n { X’ i k+2(n a) X
(n=1)(n+B)’ (1+x) B

—e 1+x§: k+1(n’a) Xk
~ kL (L x)™E

22 n(l+x)+a]+

0
(n+lﬁ) 1+x

1+x

(n+,B)2

olarak elde edilir.
Ayrica (3.6) esitliginin her iki tarafinin t ye gore iki kere tiirevi alinip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

k

n(n+1)(1+x) +2an(l+x)+a’=e = Xip'“z X (3.8)

k=0 (1+ X)n+k

elde edilir. O halde (3.7) ve (3.8) esitlikleri yerine yazilirsa

2

Sel (t,x) = (n—l)(nn+,3)2 (1+ x)? [n(n +1)(1+x)" +2an(1+ x)+a2]
n X 20 X a
+(n—1)(n+ﬂ)21+X[n(l+x)+a]+(n+,[)’) Tx n(1+x) +a]+(n+,b’)2

n’(n+1) 2Jr2an2(1+ x)+a’n  x?

(n=1)(n+B)’ (n-1)(n+p) (1+x)°

[n +2an(n- 1)](1+x +[an+2aa(n-1)] . a’
(n- 1)(n+,6’) 1+ x (n+ﬂ)z

olur.
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Operatoriin  noktasal yakinsakliginda kullanmak i¢in ihtiyag olunan merkezi

momentleri bulmak i¢in asagidaki Lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.2. (3.5) Sﬁ‘aﬂ( f ;X) opeatorii agsagidaki esitlikleri saglar.
n’(n+1)(n+2) o 3an’(n+1) x°
(n-1)(n-2)(n+8) (n-1)(n-2)(n+ )’ L+x

i) S/ (£, x) =

3a’n® x3 na® X

+(n—1)(n—2)(n+ﬂ)3 (L1+x)° +(n—l)(n—2)(n+ﬂ)3 @+x)°?

3

3n°(n+1) , 6an® X2

TnDm-2)n+ gy (n-1)(n-2)(n+ p) 1+ x

3a’n? NG n’

T(n-D)(n-2)(n+ B @ X (n-1)(n-2)(n+ B)

7 X

2 2
an X_, 3an (n+1) 2

(n—l)(n—2)(n+,[5’)3 1+x (n—l)(n+ﬂ)3

+

6aan? x> 3aza’n X 3an

T+ Ay L x  (n—1)(n+ BY @R (n-1)(n+ )

2 2

X

3

3aan X 3a®n 3aa X a
X +

D)+ By LEx (nep) (n+BY 14X (n+pY

n*(n+1)(n+2)(n+3) o
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,8)4

i) S/ (t4,x) =

. 4an*(n+1)(n+2) x* . 6a’n’(n+1) x*
(n-1)(n-2)(n-3)(n+p)" 1+x ' (1-1)(n-2)(n-3)(n+ )’ A+

. 4a°n* x* N a* o 6n*(n+1)(n+2) ,
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,[5')4 a+x)°* @+x)* (n—l)(n—2)(n—3)(n+,[)’)4
18an*(n+1) x3 18a*n* x*

+(n—1)(n—2)(n—3)(n+ﬂ)4 1+X (n—l)(n—Z)(n—iB)(njtﬂ)4 (d+x)?
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18an*(n+1) x3 18a°n* x3

T D(n-2)(n-3)(n+ A Tex (n-D)(n-2)(n-3)(n+4) €+

) 6% 3 N 7n*(n+1) 2
(n-1)(n-2)(n —3)(n+,6’)4 (1+x)° (n-1)(n-2)(n-3)(n +ﬂ)4
14an* x? 7a’n® X2

T(n-1)(n-2)(n-3)(n+B) L+x  (n-1)(n-2)(n-3)(n+ B)’ L+ X7’

11n* 11an’ X

(n—l)(n—2)(n—3)(n+ﬂ)4 - (n—l)(n—2)(n—3)(n+,6’)4 1+x

+

4an’(n+1)(n+2) 2 12¢an®(n+1) 3
(n-1)(n-2)(n+8)"  (n-1)(n-2)(n+p)" L1+X

+

3 3

12aa’n’ X 4aan? X

+(n_1)(n—2)(”+ﬂ)4 @ (n=1)(n-2)(n+ )" @+x)°

12an°(n+1) 24 24can® X2

ToD)(n-2)(n ) (n)(n-2)(n+p) 1ex

12aa’n? NG 4an® 4aan® X

"n=D(n—2)(n+ ) @xF (n-1)(n-2)(n+ ) (n-1)(n-2)(n+ p)’ L+ x

6a’n*(n+1) ,  120%an* X’ 6ca’n X

-+ p) (n=1)(n+p) 14X (n—1)(n+ p) @+ x)

6a’n® 6a’an X 4a°n - daa’® X a’

)+ p) (=D (n+B) 1+x (n+p)  (n+ ) 1+x (n+p)

Ispat: Lemma 3.1.1 in ispatinda yapilanlara benzer islemler tekrarlanirsa

kn

3

& o P (n a) Xk Xn+100 7y+a
i) S“P (1% x) = Y L e 2| d
) ) ( ) ; k' (1+X)n+k n! !y n+ﬂ y
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__1 iyRna) x “*“fyn k) g
(n+p) = k! @+x)"™ n! Xy

i P (n a) Xk Xn+1

(n+,B = k! (@+x)™ n
F RV -Xy 0 NA—XY ©
SR [ Y2 dy+Bkna [ S~ dy+ y”e-xydy}
.f[ X 0 XY '([ Xy '<[
_ & o« k n+1 © 4n
S:f(ﬁ,X):%e 1+szk(n,a) X |< X k3n3J‘t—6‘£3$
' (n+2) = k! @+x)" n! Ix"T R x
_ @ k n+l ®© .n
+ 1 : e 1+x Pk (n’a) X — X 3k2n2 J‘tn e_tizﬂ
(n+ﬁ) = k! (1+x) n! 7 X X
_ X o k n+1 0 4N
+ 1 ~e Pk(l?;a) ] X _ X 3kn0{2J.tn —t%—ﬂ
(n+23) o kI (1+x) 2 X X
1 71?x o R (n,a) x“ X" (" dt
+ 7€ " 1 - _ne -
(n+ ) = k! (1+x) ) X

30(2 1 a3
ST n(1+x) +a]+ -
(n+,6’) +X (n+5)

elde edilir. Burada k°® = k(k —l)(k — 2) +3k? —2K vyerine yazilirsa

Sl (t3, x) = n

(n=1(n-2)(n+ )

o B(a) X _ ~ 2
xe kz; o (1+X)n+k[k(k 1)(k—2)+3k* - 2k |
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+ T —1:)))(ann+ ,8)3 {(1;_()()2 [n(n +1)(1+ x)2 +2an(1+x)+ az]

3a’ 1 a’
(n+,8)3 m[n(l+ X)+a]+ (n+7)

X
oy n(l+x)+aﬂ+ -

(n=1)(n-2)(n +,b’)3

k

ﬁ
14X

= P(na) X X &P (na)  x —ﬁ‘” P(na) x
+3e Lex
kz;‘ k—3)! (L+x)™* kz;'(k 2)! (1+x)n+k kz k—1)I (L+x)™*

k—k+3 icin k—k+2 icin k—k+1 igin

3an

T(n=1)(n+ )

3 {(14):()2 [n(n +1)(1+x)* +2an(1+x) + az]

W 1
(n IB) 1+X

2 n(1+ x)+aﬂ+

T n(1+x) +a]+

(nJr,B)3

n2

" (n-1)(n-2)(n+p)

k 2 k

X’ N k+3(n’a) X - M(n,a) X
{(1+><) kz(; (@ ey kz(; KT L™

k

+ X e_liipkﬂ(n’a) X j|

1+X ~ kL (L x)™E

+ San { X [n(n+1)(1+ x)2+2an(1+x)+a2]

(n=1)(n+ )’ L @+x)?
X 3062 1 a3
+m n(l+x)+aﬂ+(n+ﬂ)3m[n(l+ X)+a]+(n+,8)3

olur.
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Eger (3.6) esitliginin her iki tarafinin t ye gore li¢ kere tiirevi alinip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

n(n+1)(n+2)(1+x)’ +3an(n+1)(1+x)" +3a’n(1+x)+a’

:e—% = P.s(na) x*
=0 k! (1+ X)n+k

elde edilir. O halde (3.7), (3.8) ve (3.9) esitlikleri yerlerine yazilirlarsa

(3.9)
k

5@/ (1, %) = (n-1)(n-2)(n+B)

{(1;(1)3 [n(n +1)(n+2)(1+ x)3 +3an(n+1)(1+ x)2 +3a’n(1+x)+ aﬂ

2

+3(1J):—X)2[n(n +1)(1+x)" +2an(1+x) + az}rﬁ[n(br X) + a]}

+

San { < [n(n+1)(1+x)2+2an(l+x)+a2}

(n=1)(n+ )’ L@+’

(n+ﬂ)3

3a? 1
+% n(1+ x)+aﬂ+ (nf,[;’)3 m[n(u X)+a ]+

n*(n+1)(n+2 3an*(n+1 X
X3 +

G 2 =20 A 3

3a’n® x3 na’ X

Tn-n)(n-2)(n+ pY @ (n-1)(n-2)(n+ ) @+x)

3n*(n+1) , 6an® X2

TD)(n-2)(n+p)  (n-1)(n-2)(n+ gy L+x

3a’n? x> n®

F(n—1)(n-2)(n+ g @7 (n-1)(n-2)(n+ Y

X

an’ x  3an’(n+l) 6can’ X’
+ X* +

(n—l)(n—2)(n+ﬁ)3 1+ X (n—l)(n+ﬁ)3 (n—l)(n+ﬁ)3 1+ X

+
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3aza’n x> 3an 3aan X

+(n—l)(n+ﬂ)3 L2 (n-1)(n+ )’ * (n-1)(n+p)’ L+x

2

30£2n X+ 3a2a X N a3

(n+8)Y  (n+p)1+x (n+p)

elde edilir.
kn+a 4
11 A P (n,a) Xk Xn+1oo ) X7y
i) S“(th;x)=e )y X e | XY |y
) n,a( ) ; Kl (1+X)n+k nl Oy "y Y

4
= p(na) X X% N

e T 1ix n “xy Al d
n+ﬁ Z(; k! (@+x)"™ n! .[y Xy a | ay

Ve —

ip(n a)  x¢ xm™
(n+ﬂ = k! @+x™ n

+6k2n20[2." y —dy+O[ J'y e xydy
Xy’ Xy

a 0 P(n a) Xk Xn+1 A 4oo tn L 1 dt
St et L
K= (n+,B kz;' k! (L+x)™ n! “!Xne 5

k n+l

%e_ﬁz P(na) X _ X 4k3n3ajt—e‘t£3dt
(n"‘ﬂ) = k! @+x)™ nl ) X

n

_ & o k n+l © 4n
1 _e ZPk(n,a) X _ X 4kna3jt—ne‘t}%
(n+5) kI (@+x)™ nl X"t X
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4

_ & o P (n k n+l © n
+—1 e 1+XZ ((na)  x _ X a4‘|.t_ne—t$
n+/4) o kI @+x)™ nl X X

—~~

:;e‘ﬁxxi P(na) x* k'n*(n—4)
(n +IB)4 = k! @)™ n!

4an?

+(n+ﬂ)4(n—1)(n—2)

{(14):3)()3 [n(n +1)(n+2)(1+ x)3 +3an(n+1)(1+ x)2 +3a’n(1+x)+ a3]

2

+3 (1J)r(x)2 [n(n +1)(1+ x)2 +2an(1+x)+ a2]+ﬁ[n(l+ X)+ aﬂ

6a’n

T+ p) (n-1)

{(1;:2)()2 [n(n +1)(1+x)" +2an(1+ x)+a2}+ﬁ[n(l+ x)+a]}

2

+3 >
@+x)

[n(n +1)(1+x)" +2an(1+x)+ a2}+ﬁ[n(l+ X) + aﬂ

6a’n

T+ ) (n-1)

{(11(1)2 [n(n +1)(1+x)" +2an(1+x) + aﬂ+ﬁ[n(l+ x)+aﬂ

4q® 1
(n+a,b’)4 Trx n(1+ x)+a]+

a
(n+ ,8)4
Bu esitlikte k*= k(k —1)(k — 2)(k —3) +6k®—11k* +6k vyerine yazilir ve
diizenlenirse
3

Sﬁff(“’x):(n_1)(n—2)(“—3)(”+ﬁ)4

& = P(n,a e
xe 1+xz k(kl )(1

= [ k(k=1)(k—2)(k —3)+6k® —11k* + 6k |
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4an?

(e ) (n-D)(n-2)

X{(lfx)s [n(n +1)(n+2)(1+ x)3 +3an(n+1)(1+ x)2 +3a’n(1+x)+ aﬂ

2

+3
@+x)

. [n(n +1)(1+x)" +2an(1+ x)+a2}+ﬁ[n(l+ x)+a]}

6a’n

(n+A) (-1

+

x{ﬁ[n(n +1)(1+ x)2 +2an(1+x)+ 32J+%[n(1+ X)+ aﬂ

4a® 1
+ —
(n ,B) 1+x

n(1+X)+a |+ y

o
(n+5)
55 (t'0%) = L

(n—l)(n—2)(n—3)(n+,6’)4

-2 & P(na) X = P(na) Xt
xe’ Z(|< T Z (k—3)1 L+ x)"™
k=4 3
k—k+4 icin k—k+3 igin

-2 &P (na) X -2 &P (na) XK
7 l+x 11 l+x
e Y e L ) @

k—k+2 icin k—k+1igin

4an?

e ) (n-D)(n-2)

{(1:3)()3 [n(n +1)(n+2)(1+ x)3 +3an(n+1)(1+ x)2 +3a’n(1+x)+ a3]

2

+3

2

) [n(n +1)(1+x)" +2an(1+ x) + az} +ﬁ[n(1+ X)+ aﬂ
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60[42nn _1){(1;:2)()2 [n(n +1)(1+x)" +2an(1+x) + aﬂ +ﬁ[n(l+ X)+ aﬂ

,de’ 1
(n+IB) 1+x

n(1+x) +a]+(nf,6’)4
s (1.)- !

(n— 1)(n—2)(n—3)(n+,8)4

i k+4(n’a) Xk e 1+ xi k+3(n’a) Xk
(1+ x) ~ k! 1+ x)n+k (1+ X)? ~ kI (A+x)™
2 _ X o P k © k
X e 1+x2 k+2(n’a) X Z k+l(n’a) X
(L+ x)? ~ Kkl (l+ x)n+k 1+ X" ~ Kkl A+ )™

4an?

e ) (n-D)(n-2)

x{(lif | n(n+1)(n+2)(2+x)" +3an(n+1)(1+x)’ +3a'n(1+x)+a’ |

2

+3 (1J):X)2 [n(n +1)(1+x)" +2an(L1+x)+ az}rﬁ[n(u X)+ aﬂ

+(n +Z§i (nn —1)|:(1‘:'(X)2 [n(n +1)(1+x)” +2an(1+ x) + a2}+ﬁ[n(l+ X)+ a]}

4a” L[n(1+ X)+a ]+

a4
T+ ) 1o x (n+p)°

olarak bulunur. (3.6) esitliginin her iki tarafinin t ye gore dort kere tiirevi alinip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

n(n+1)(n+2)(n+3)(1+ X)4 +4an(n+1)(n+2)(1+ x)3

axoop( ) Xk
+6a’n(n+1)(1+x)’ +4a’n(1+x)+a* =e = ke 3.10
() sain(in)va =e 3 BB X o

elde edilir.
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O halde (3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) esitlikleri yerine yazilirsa

Sﬁflf (t4,X) = (n_l)(n_z)(n_g)(n+,b’)4

x{ﬁ[n(n+1)(n+2)(n+3)(1+x)4+4an(n+1)(n+2)(1+x)3

+6a’n(n+1)(1+ x)2 +4a’n(1+x)+ a“}

3
+6 X 3
1+ x)

[ n(n+1)(n+2)(2+x)’ +3an(n+1)(1+x)* +3a’n(1+X)+2° |

2
+7 X >
1+ x)

[n(n +1)(1+x)" +2an(L1+x)+ a2]+11ﬁ[n(1+ X) + aﬂ

4an?

F(n+ ) (n-1)(n-2)

X{(lfxf [n(n +1)(n+2)(1+ x)3 +3an(n+1)(1+ x)2 +3a’n(1+x)+ aﬂ

+3(1J):—X)2[n(n +1)(1+x)" +2an(1+x) + az] +ﬁ[n(1+ X) + a]}

6a’n Na ) , y
+(n+,8)4(n—1){(1+x)2[n(n+1)(1+x) +2an(l+x)+a }+m[n(l+x)+aﬂ

4a 1 a
+(n+,b’)4 m[n(ﬂ x)+a]+ (n+,8)4

S“*ﬁ(t“,x)z n“(n+1)(n+2)(n+3) o 4an*(n+1)(n+2) x*
T (-2 (-3 ) (1-D(n-2)(n-3)(n+ p) 14X

6a’n’(n+1) X 4a°n* X'

T (n—1)(n=2)(n=3)(n+ B) A+ X (n=1)(n—2)(n=3)(n+ ) L+ x)

N a’ o 6n*(n+1)(n+2) . 18an*(n+1) x°
@+x)*  (n=-1)(n-2)(n=3)(n+p)"  (n-1)(n-2)(n-3)(n+p)" 1+x
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18a%n* x3 6a’n® x3

T(n-1)(n-2)(n-3)(n+ ) @+ X  (n-1)(n-2)(n-3)(n+ )’ @+ X’

7n*(n+1) 2 14an* x?
(n-1)(n-2)(n=-3)(n+4)"  (n-1)(n-2)(n=-3)(n+ )" L+x

+

7an® x? 11n*

T(n-D)(n-2)(n-3)(n+ ) A+x  (n-1)(n-2)(n-3)(n+ A

X

N 11an’® X_, 4an’(n+1)(n+2) e
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,6’)4l+x (n—l)(n—2)(n+,8)4

12qan’(n+1) x3 12aa’n® x3

"))+ A L (n-D(n-2)(n+ B €0’

4aa’n? x° 12an°(n+1) ,

(n-1)(n-2)(n+ ) @+xF " (n-1)(n-2)(n+ B)’

+

24¢qan’ NG 12aa’n? NG

D AT X (D2 (s B G

4on® 4oran’ x  6a’n*(n+1) 2

(-1 (n-2)(n+ Ay (n-1)(n-2)(n+ ) L+x (n-1)(n+B)’

+

12a%an? NG 6a’a’n NG 6a’n®

T—y)(n+ p) 1ex (n-1)(n+p) @7 (n-1)(n+p)

6a’an X 4an ‘i daa® X al

oD X (nep) () Lex (nep)

olarak bulunur.

Lemma 3.1.1. ve Teorem 2.3.2. g6z Oniine alindiginda asagidaki teorem verilebilir.

40



Teorem 3.1.1. f eC, (0,00), Xe(O,oo), neN, O<a < f olmak iizere (0,00)

araliginin her K kompakt alt araliginda

lim| S/ (f)- fHC(K) =0

n—o0

gerceklenir.

Simdi (3.5) operatdrii igin ikinci merkezi moment ile ilgili olarak asagidaki lemma
verilebilir.

Lemma 3.1.3. (3.5) operatorii

2
« XT+X+1
s/ ((t —x); x) <M -
’ (n+2)

esitsizligini saglar. Burada M,(a,B,a)=M;, M =max(M,), i=12,..
parametrelere bagli bir sabittir.

Ispat: Her x>0, I<s(l,s=12) igin ( )| < X* esitsizligi saglanacagindan

1+x

Lemma 3.1.1. ve (3.5) operatoriiniin lineerligi geregince
Sl ((t=%)" x) = S (%) = 2x8718 (1) + X85 (1,%)

n*(n+1) , 2an’(l1+x)+a’n x?

(n=1)(n+B)’ (n-1)(n+p) (1+x)°

+[n2+2an(n—1)}(1+x)+[an+2aa(n—1)] X, o

(n—l)(nJr,b’)2 1+x (n+ﬂ)2
‘ZX[ v B (e p)(ix x)}xz

_ n“(1+n)  2n e s 2an’ _2a | ¥
(n+,6’)2(n—1) n+p (n+ﬂ)2(n—1) n+p J1+x
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a’n x? n2+2an(n—1) 20

T AP (n-y) @x) (e pF(n-1) nep)

an+2aa(n-1) x a?

D)+ BY 14X (n+ )

o’ +npt - B +2a(n+ﬂ—n/3) X . a’n X’
T A (0D (A () T (ne p) (n0) (L x)

n’ —2apn+2ap +an+2aa(n—1) X o’

(n+ AV (n-1)  (n-1)(n+p) 14X (n+p)

elde edilir. Bu ifade de duizenlenirse

et (o) x) s L[ 2 40S 5 r2a(ne ponp) s
. | _(n+ﬂ)2_ n-1

L1 | n? —2apn+2af+an+2aa(n-1) - a’
(n+,8)2_ n-1 (n+,b’)2
seklinde yazilabilir. Burada M, (a, . )= M., 1=12,.. gosterimi kullanilirsa

yukaridaki ifade

Sr‘f’f((t—x)z,x)g X M, + X M, + L M,

seklinde yazilabilir. M~ = max(Mi ) olarak alinip

2
gas t—xz,x SM*X +X+1
n,a (( ) ) (n+ﬁ)2

seklinde istenilen elde edilir.

Simdi operatdriin yakinsakligi ile ilgili agagidaki teoremi verelim.
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Teorem 3.1.2. Xe(O,oo), neN,O<a<pfve feC, (0,00) olmak tizere

aB(f-x)— < a) X+—X+l
S“P(f;%) f()\ M [f (n+ﬂ)J

esitsizligi saglamr. Burada M~ =1++M " seklindedir.

Ispat: Operatoriin lineerligi geregince

Sad (f3x)=f(x)=87 (%)= f(x)S7 (Lx)
=S2P(£:x) =Sl ((x);x)
_se ()= 1 (%)

0 P Xk Xn+100 l)((;_i_a
Saﬁ f;x —f =g b k eV f| =——|-f(x)|d

esitligi yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinir, gerekli

diizenlemeler yapilir ve siireklilik modiiliiniin tanimi1 kullanilirsa;

Snd' (f1x) = (x)

kn
2 =B (na) XX XM 7y+“
=le 1+x k ne Xy f —f X d
27K e Iy nep | T
kn+a
_ X k n+l «© o,
<e “szk(n’a) S [yre™|f Yt (x)|dy
= k! (1 ) n! 9 n+p
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— x|y

kn
—+a
Xy .
n+p
A& P(n,a) Xk n+1Oo
<e X X e 1+ ——n— f;0)d
Yy (1+x)™ nij t el
kn+a
© P k n+11 T
o f;5)+e k Zo(f:5) f -
e kZ? ! 1+x)n+k n! 50) Iye n+p

ifadesi elde edilir. Burada arka arkaya once integral daha sonra toplam igin Cauchy-

Schwarz esitsizligi uygulanirsa;

Sn (f3x) = (x)

gw(f;5)+%a)(f;5)

44

kn 2 Y

n+p

0

—ta OOXn+1
Xy —x | dy (J.W

%
y”e‘xydyJ




© k n+l 2
f5+la)f531+x Pk X X T XS+ x+1
n+k 2
o e (1+x) n! (n+p)

5 X+ X+1
olur. Eger 6 = |———— alinursa;
(n+5)

2
- (f;x)—f(x)‘SMMw f: X x4l

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Yaklasim teorisinde son yillarda oldukga fazla operatdr ve bu operatorlerin modifiye
sekilleri tanimlanmistir. Bu sebeple farkli operatorlerin yakinsaklik 6zellikleri ve
yakinsaklik hizlarinin belirlenmesi olduk¢a 6nemlidir. Eger herhangi iki operatdriin
yakinsaklik hizlar1 biliniyorsa bunlar arasinda yaklasim hizi  konusunda
karsilagtirmalar yapilabilir. Boyle olmakla birlikte eger operatdrlerden birinin
yakinsaklik ozellikleri biliniyorsa digerinin yakinsaklik 6zellikleri hakkinda bilgi
sahibi olmak i¢in operatorlerin farklarin1 hesaplayip gerekli bilgiler elde edilebilir.
Bunun i¢in bu kisimda yukarida tanimlanan (3.5) operatorii ve onun Gamma kismini
icermeyen seklini gbdz Oniine alarak, yani asagidaki iki operatdriin farkinm

hesaplayarak bir sonug elde etmeye ¢alisalim.

kn
~+a
& P(na)  x FxM™ o y
S (f;x)=e k e f d
a (1) kzz(; k! (1+x)“*k£ nr” n+p y
X K
9 (fix)=e iy A0 X f(““j
’ = k! (1+x) n+p

operatorlerinin yakinsaklik hizlariin oranini belirlemek i¢in operatdrlerin farklarini

inceleyelim. Bunun i¢in siireklilik modiiliinii kullanalim.

Teorem 3.1.3. x e (O,oo), neN ve f eC,(0,0) bir fonksiyon olmak iizere

L (X =L (x| < o £:8) (%)

esitsizligi saglanir.
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Burada

|1t n(n+l)+2an+a2X2+ n+ta
R

ve

\/n(n+1)+2an+azx2+ n+ta
(n-1)(n+B) (n-1)(n+ )

seklindedir.

ispat:
Sud (1:%) =152 (F:x)

kn
X » k © | n+l —ta
_le 1+XZ:P (n,a) X _4 X yhe M f Xy dy
o k! (1+x)"+ nl n+p

k
e 1+XZP(n ,a) X _ f(k+aj
= k! (1+x) n+p

0 Xn+l
olup burada I y "eVdy = It e 'dt =1 esitligi geregince

0

P(na) x*  Tx"™ .l xy
=le 1+X e XYf d
kZ; k! (@+x)"™* ! y d

k o o n+l
i S P(na) x _t K+a _[X yhedy
= k! @+x)™ n+4 )5 nl

yazilabilir.
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kn
X © n+ 7+6¥
Se_ﬁzpk(naa) Xk J‘X lyne—xy f Xy _f K+a q
@ kb @)™ n! n+p | \n+p
g
Se_lixxi P.(n,a) XX Txnﬂyne Yl f Xy 3 kK+a
S k! (X" n "+ g n+p

. -~ PR (n,a) X< x™ 1 _
<w(f;6)+e kZ; kk! B ga)(f,é)

kn
[e'e] —+a
x Iyn —xy | XY _k+a
0 n+8 n+p

Burada arka arkaya once integral daha sonra toplam i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa;

Sed (£3x)=Ld (£:x)

k 2 V2
L
x> k © N+l
S“’(f;5)+1a>(f;§) e1+xzpk(n’a) X _ J‘X ye | XY _k+ta dy
d kb (Lex) T o ! n+4 n+p
OOXn+1 %
5 Nl
kn+ 2 V2
B k © | n+l —_—
=w(f;5)+lw(f;5) elHZPk(n,a) X _ X yle xy  k+a dy
o o k! (1 ) 5 n! n+8 n+p
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kn
& ke a
olur. Simdi S| | — -

n+4 n+p

; X | hesaplayalim.

2 2
mJroz kz[n—lj
ges|| N _k+a _gas Xy o
U nep 0BT (nep)
_ 1 e_l;axxi Pk(n,a) Xk k Xn+1
(n+23 ? o k! (L+x)"™ n!
0 N —Xy n,—Xy 0
x kznzjyze —dy 2k2n_|.y dy+kzjy”e Yoy
0 X y 0 0
A o k n+l 0 4N
= 1 S € 1+XZ k(n’a) X — X kznzj—net_zﬂ
(n+ﬂ) k=0 k! (1+X) nl OX t

_ A o k n+l 04N
2 el+XZPk(n,a) X X" rt! L 1d
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{ﬁ[n(n +1)(1+ X)2 +2an(l+ X)+a1+ﬁ[n(l+ X)+a]}

1 x> ax? ax
= 2{ (n+1)x*+2an——+ 2+nx+—}
(n-1)(n+p) 1+x  (@+X) 1+ X

n(n+1) 2an s a’ W
D(n+B) (n=1)(n+p)(1+x) (n-1)(n+p) 1+x)?

a

{n D(n+p) (n- 1)(n+ﬂ)2(1+x)}(

<n (n+1)+2an+a* , n+a

Ty sy (n-D(n+p)

X

olarak elde edilir. Ayrica gorilmektedir ki

dir. Boylece

WL (%)=L (fix)

col(f5) e Lot n(n+1)+2an+a2X2+ n+a
<o(f;8)+ (f,5)J (n—1)(n+ p) ("1 5)

<aw(f;8)p(x)

elde edilir.
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3.2. Dogrudan Sonuclar

Simdi S aﬁ ( f;X) operatoriiniin yakinsaklik ozellikleri ile ilgili bazi lemmalar ve
teoremler verelim. Bu lemmalarda kullanilmak amaci ile yardimci bir operator olarak

SArff'aﬁ ( f: X) operatorini

Saf £\ cah sy | X+ ax
Syl (f5x)=S7l (%) f(n+,b’+(1+x)(n+ﬁ)j+f(x)

seklinde tanimlayalim.

Lemma3.2.1. g € C;(0,00) olsun.

S22 ()~ ()6, ()

4

g

esitsizligi saglanir. Burada

5,(X) = S,fff((t—x)z;x)+K

seklindedir.

_le+ (a+a)x+a }

n+f (1+x)(n+B)

Ispat: S,fff lineer operatorii i¢in

ijff(t—x;x)=S,fff(t—x;x)—(r::;+(1+X)a(xn+ﬂ)—xJ+(x—x)

= Sod (6X) = xSy (LX) =Sl (6x) + xS, (L x)
=0

olur. Simdi g € Cé (O,oo) ve X e (0,00) olsun. Taylor formiilii geregince
t
g(t)—g(x)=(t—x)g'(x)+f(t—u)g”(u)du ; te[0,)

yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafina SA;Z Lf operatorii uygulanirsa;
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éxf(g<t>—g<x>:x>=é:ff((t—x)g'<x>:x>+ézf[ja—u)g"(u)du:xj

(-l iz

é:ff(g:x)—g(x>=g'(x)é:f((t—x):x)+éﬁf[

=0

X ey —+

-5t e @iz

NX+a ax

ne +(1+x)(n+ﬁ)(

nX + o ax )—ng”(u)du

:s:f@«—u)g"(u)du;x}— n+p (A

X

+'|'(x—u)du

X

X

elde edilir.
t t
I(t—u)g"(u)du s_[|t—u| g”|ldu
esitsizligi saglandigindan
¢ Y
j(t—u)g”(u)du < % g’ < (t—x)2 9"
olur. Bu esitsizlik kullanilarak
nx+a+ ax
n+p - (L+x)(n+4) X+ & ax )
+ —u (g"(u)du
g n+4  (1+x)(n+p)
- 2
nX+«o ax "
< + x| g
n+p  (1+x)(n+p) }

4

nfﬁ‘lj“<(1a++x§<)nx :ZJ

{

elde edilir.
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Buradan da

=5,(x)|9'l

yazilir ve ispat tamamlanir.

14

Teorem 3.2.1. f €C,(0,0) olsun. B>0 bir sabit olmak iizere her X €(0,0)

i¢in

St (F1)- 1 (x) < Bay 1 54*”*”(“(1‘nfﬂj“éfx?()::;)j

esitsizligi saglanir. Burada

5,(x) =S5’ ((t -x)’; x)+((n :ﬁ _1]X+ ((1a++x(;l()r:(:ﬁof)J2

seklindedir.

Ispat:
FO)-fF()=f()-F()-9(t)+a(t)-g(x)+a(x)
esitlizi yazilabileceginden
S/ ve S/ operatorlerin tanimlari gz 6niine alinip, S/ operatorii bu esitligin
her iki tarafina uygulanirsa:
Sel(fix) = F(x)=SeL[f—agix]+(f-9)(x)+S:/[g-g(x);x]  (3.12)

yazilabilir. Simdi

Sef (£:x)=SL (f:x)— (ZX:;{*(lH;(an)j* f(x)

seklinde tanimlanan operator (3.11) de yerine yazilirsa
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Sl (fix)— f[ ~—: +(1+x)(n+,6’)]+ f(x)—f(x)

=Sel (f=gix)+(f —g)(x)+554 (9:%) -9 ()
olur. Buradan da

Sl (f3%) = f (x)|< Se/ (9:%) -9 (%)

S (f=g)|+|(f =g)(x)+

I R

(3.12)

ifadesi yazilabilir. Buradan da

Sed (f1x)]=

Sia (Fi) - (ZX:,BOC+(1+X;(Xn+,B)J+ f(x)

<[sid (fix)+2)f]

<|flsea’ (LX) +2[ ]
=3 f]

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.12) de yazilirsa

52/ (%)~ 1 (x)

<3 f gl +|f -gf+

(355 w10

Sil (9:%) -9 (x)|+

elde edilir. Lemma 3.2.1. den

Syl (fix)—f (x)‘£4||f —g|+3,(x)

g 14

o s e

oot

elde edilir. Son esitligin sag tarafinda her g € Cé (0,00) tizerinden infimum alinir ve

£4{”f _g||+5n(x)

g”

Lemma 2.4.2. dikkate alinirsa
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Sz (f:)- 1 (X)\S4K(f?5n(x))+”(f{l_ n:ﬂJx+((li+x‘;‘()::;‘)J

<4Caw, (f; 5n(x))+a{ f ;(1— nZﬂJ“ ((1a++X§c():++;)J

oo ) i g e )

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2. 0<y<1lve f €C,(0,0) olsun. Eger f e Lip,, (7) ise

‘f(t)—f(x)‘§M|t—x|y x,t €(0,0)
ve X e (0,00) icin

s¢7 (f1%)—  (x)| <M672 ()

esitsizlikleri saglanir. Burada 5n(x) =S/ i ((t—x)z;x) ve M >0 olmak iizere

sabittir.

Ispat: f eC, (O,w)ﬂ Lip,, (7) olsun. S,f‘yf operatdriiniin  lineerligi  ve
monotonlugundan

S (F3%) = £ (x)[ < 83 (

£(t)=f(x)]:x)

<MSZ/ (|t -x["; x)

kn 4
ax o e —+a
—Me_mz P(na) x* X" Xy X dy
k! (1 )mko n! n+p

2
esitligi yazilabilir. p=— ve (= alinarak arka arkaya once toplam daha sonra

/4 2-y

integral i¢cin Holder esitsizligi uygulanirsa;
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axX o k n+1
S“P(f:x)— f(x) =Me ((na)  x X e
( ) ( )‘ kz;) k' (1+ >n+k : n!
| kn . T4
& » P(n,a) XK VA ) 7y+a
<M|e ) X e ~x| d
kzz(; k' (1+x)™ n! '!y n+p y
=
) P(n,a) Xk Xn+100 B 2
x| @ x k ne9(
2k @ Y
kg |
=M elixxi Pk(n’a) X - X" e~ Xy — x| dy
k! (1+x)"™ nl n+f
L =A alalim. i
elde edilir. Simdi A olarak alinan
kn q
Aze_ﬁii P(na) x* _ i Ty”e_xy Xy
o kI (1+x) ntg n+p

operatoriine integral i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa;

A:e—ﬁxxipk(n,a) X
o k! (l+X)n+k
R
@+a ; A
o o n+l oy Xy o o n+l ; _Xyd 2
. !J. n! y n+p x| !Wye y

olur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa
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S/ (fix)—f(x)|<M|e

ax oo

Pk (n’ a) Xk © Xn+1
k! (1

i +x)”*ko n! n+p

<MSZ7 ((t —x); x)%

—M3,% ()

olarak elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.3. Agirhikh Uzaylarda Yaklasim Ozellikleri

Sinirsiz aralikta lineer pozitif operator dizilerinin yakinsaklik 6zelliklerini incelemek
icin Korovkin teoreminin yetersiz kaldigi bilinmektedir. Bu sebeple 1974 yilinda
A.D. Gadjiev tarafindan sinirsiz araliklar lizerinde tanimli lineer pozitif operator
dizilerinin yakinsaklik 6zelliklerini incelemek icin gerekli tanim ve teoremler
verilmigtir. Bundan sonraki islemlerimizde agirlikli uzaylar i¢in tanimlar kisminda

verdigimiz ifadeler géz oniine alinacaktir.

Simdi {S: :,f } operator dizisi igin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. f eC/‘j(O,oo) olsun. Bu durumda {Sr’f"f} lineer pozitif operatorler
dizisi igin

nm\

n—oo

vl (f:)-f| =0

gerceklenir.

Ispat: {Sr’f i } operator dizisi i¢in

up S;’ff(p,x)‘: N S,‘i;”(l+t2,x)‘

0<x<oo l+ X2 0<x<o 1+ X2
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Sil(Lx)+Ss! (tz, x)‘
= sup .
0<x<o 1+ X

n’(n+1) , 2an*(l1+x)+a’n x?

L (DO (-y(n+p) @rx)

0<x<o0 1+ X2

1+

[n*+2an(n-1) [(1+x)+[an+2ca(n-1)] x L

(n—l)(nJrﬂ)2 1+x (n+ﬂ)2
" 1+ X2
<1l n(a+2n+o¢2 +2an+n2)+a(n—1)(2a+2n+a)

(n +,B)2 (n-1)

yazilabilir. Her n ve «, @, f <% igin yakinsak her dizi smirli oldugundan

n(a+2n+a2+2an+n2)+a(n—1)(2a+2n+a)

(n+,6’)2(n—1)

<D

olacak sekilde D > 0 sabiti mevcuttur. Dolayisiyla

e (p.X)|
ossl;|<poo 1+ x? B

ifadesi yazilabilir. O halde {S: f }, C p(O,oo) uzaymdan B ., (O,oo) uzayina tanimli

lineer pozitif operatérler dizisidir. Ispati tamamlamak i¢in Teorem 2.6.1. in sartlarin

gosteren

=0 ; v=012

P

lim

nN—oo

S (tv;.) —x"

ifadesini ispatlamak gerekmektedir.

vV =0 i¢in acgiktir ki

lim

N—o0

Syl (Lx)-1 =0
olur.
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V=1 i¢in

S*F (t;x)—x
2 (60, 0

(I+x)(nx+a)+ax 1 X |

= sup S — >

osx<e| (14 X)(N+B)  1+x 1+x‘
< A
n+ g

elde edilir. Boylece

lim

N—o0

Saf(tx)— pr =0

olur.

Benzer sekilde V=2 i¢in

S&F (% x)—x?
()], e

n*(n+1) , 2an’(l+x)+a’n x?

g (VDA (nD)(n+p) (LX)

0<x<o0 1+ X2

XZ

[n*+2an(n-1)|(1+x)+[ an+2ca(n-1)] x e
(n—l)(n+ﬂ)2 1+ x (n+ﬂ)z

1+ x?

<

n(a+2n+a’+2an+n’)+a(n-1)(2a+2n+a) .
(n+p)° (n-1)
elde edilir. Boylece

lim

n—o0

Sl (tz; x)— x2H =0

p

olur. Sonug olarak

lim

n—o0

=0 ; v=0,12

P

S (t“;.) —x"

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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3.4. Degistirilmis Baskakov Gamma Operatorii icin VVoronovskaya

Tipli Teorem

Bu kisimda degistirilmis Baskakov Gamma operatorii i¢cin Voronovskaya tipli
teoremi ispatlayacagiz. Oncelikle ispatta kullanilmak {izere operatdriin merkez
momentleri ile ilgili olan asagidaki Lemmay1 verelim. Burada Lemmay1 ispatsiz
olarak verecegiz c¢ilinkii operatoriin lineerligi ve yukarida yapilan islemlerin benzeri

islemler yapilarak ispatlar kolayca yapilabilir.

Lemma 3.4.1. (3.5) esitliginde tamml1 S f ( f; X) operatorii i¢in
a-— ,Bx ax
n+p (1+x)(n+ﬁ)
_ 2
Széﬁ((t_x)z’x) 2n° +np° - B +2a(n+f3 nB) x
(A (1) (n+p) (n-1) 1+x
a’n X' N -2apn+2ap +an+2aa(n—1) X o’

(e A) (D) (L x) (e BF(n-1)  (n-D(n+p) 1+x (n+p)

i) Syl (t—xx)=

i)

ii) sil ((t-%)":x)

_{ n‘(n+1)(n+2)(n+3) __ 4n’(n+)(n+2) 60’ (n+1)
(n-1)(n-2)(n-3)(n+4)" (n-1)(n-2)(n+4)" (n-1)(n+p)’
_ 4n +l}x4+{ 4an*(n+1)(n+2) _ Lzan’(n+l

n+p (n-1)(n-2)(n=3)(n+4)" (n-1)(n-2)(n+p)

. 12an* 4a } x* J{ 6a’n’(n+1)

(n-1)(n+p)° n+p|l+x | (n-1)(n-2)(n-3)(n+p)"

B 12a°n® N 6a’n } x*

(n=1)(n-2)(n+A)° (n-1)(n+p)° |@+x)?

+4a3n4—4n2a3(n—3)(n+ﬁ) X gt x*
(n-1)(n-2)(n-3)(n+ ) @+x° ~ @+’
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{6n4(n+1)(n+2)+4om3(n+1)(n+2)(n—3)
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,b’)4

_120°(n+1)+120n* (n+1)(n-2) _4a  60° +12an(n-1)| ,
(n-)(n-2)(n+p)  n+B  (n-1)(n+p)

{18an4(n +1)+12¢an’(n+1)(n-3) ~ 24an’ + 24aan®(n-2)
(n—l)(n—2)(n—3)(n+ﬂ)4 (n—l)(n—2)(n+,6’)3

+6an+12aa(n—l)} x° j{ 18a’n* +12¢a’n’(n-3)
(n—2)(n+ ) (n-2)(n—2)(n-2)(n )

1+ X 4

_12a2n2 +12aa2n(n2)} x3 6a’n’ +4aa’n’(n-3) X3

(n-D(n-2)(n+A) | @07 (n-1)(n-2)(n-3)(n+ ) €+

J{?n“(n+1)+12an3(n+1)(n—3)_4n3+12an2(n—2)+12a2n(n—1)(n—2)
(n-1)(n-2)(n-3)(n+p)* (n—l)(n—2)(n+ﬂ)3

.\ 60’ 2 14an* + 24aan’(n-3)+12a”an’*(n-2)(n-3)

(n+ﬂ)2} { (n-1)(n-2)(n-3)(n+p)’

4an® +12qan(n-2) } X, 7a’n’ +12qa’n’(n-3)+6a’a’n X2

(n=1)(n=2)(n+p)’" |1+x  (n-1)(n-2)(n-3)(n+)" @+x)’

{11n4+4an3(n3)+6a2n2(n2)(n3)+4a3n(n1)(n2)(n3)
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,b’)4

4a° }(j{llaﬁ +4¢an’(n-3)+6a’an(n-2)(n-3)
(n—l)(n—2)(n—3)(n+,6’)4

4aa’(n-1)(n-2)(n-3)  122°a | x L a

(n—l)(n—2)(n—3)(n+ﬂ)4 (n+ﬁ)3 1+x (n+ﬁ)4

_|_

esitlikleri saglanir.
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Teorem 3.41. a>0, 0<a<f ve neN olsun. feCZ(O,oo) simirlt ve K,

(O, oo) araliginin kompakt bir alt aralig1 olmak tizere, X € K noktasinda

Lm(n+ﬂ)[sgéﬁ(f;x)— f (x)}:(a—ﬁx+%J f(x)+ 2x22+x £(x)

gergeklenir.

Ispat: xeK ve te(0,%), feCZ(O,oo) olsun. f nin kalan terimli Taylor

formuli

f(t)=f(x)+(t—x)f'(x)+ (t;:()z fr(x)+(t —x)2¢(t;x) (3.13)

seklindedir. Burada ¢(t; X) eC (0,00) sinirli olup Iim¢(t; X) =0 saglanir.
t—Xx
(3.13) esitliginin her iki yanmina S, lf operatOrii uygulanirsa,

Sl (t)=f(X)SeZ(Lx)+ f'(x)S/ (t—x;x)

AW (cxpix) sz (00 o000 (.19

elde edilir. Lemma 3.4.1.e gore (3.14) esitligi

(n+ B[S (fix)—f(x)] :(n+ﬂ){“‘ﬂ" e XJ £(x)

n+4 (n+p)(
+(n+) 2n2+n2ﬂ2—ﬂ2 X2+2a(n+2ﬂ—nﬂ) X N a22n X :
(n+4) (n-1) (n+4) (n-1)1+x (n+B) (n-1)(1+x)
+n2—2aﬂn+2aﬂx+an+2aa(n—1) X_, o | f"(x)
(n+ﬂ)2(n—1) (n—l)(n+ﬂ)2 1+X (n+,b’)2 2!

+(n+B)Ss7 ((t — x)2 é(t;%); x)
seklinde yazilabilir.
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Burada
Shed ((t —x)’ $(t;x); x)

ko)

P(na) x*  Tx"™ ol xy
=e g "oVl L —_—x t:x)d
kz_:; k! (1+x)”*k-c[ n!y n+p #(6x)dy

seklindedir. Burada arka arkaya Once integral daha sonra toplam i¢in Cauchy-

Schwarz esitsizligi uygulanirsa;

(n+ﬂ)8§ff((t—x)2¢(t;x);x)s\/(n+,8)28,ff (t x) )\/S tx) (3.15)

elde edilir. Lemma 3.4.1.den S/ ((t —~ x)4 ; x) = O(nfz) oldugu goriiliir. Boylece

lim(n Jrﬂ)2 S ((t — x)4 . x) =12x* +12x° + 3% (3.16)

n—oo

elde edilir. Diger taraftan ¢(t;X) e C(0,00) ve limg(t;x)=0 oldugundan

t—X

lim Srfff(gbz (t;x);x) =¢* (X X) (3.17)

n—o0

yazilir. (3.15), (3.16) ve (3.17) den

lim(n+ B)Ss? ((t —~ x)2 #(t;x); x) =0

n—o0o

elde edilir. Boylece

fim(n+ B)[ S22 (:%)- £ (x)] :(a_ﬂ“ﬂJ £+ 2 o ()

n—>oo 1+x 2

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde Modifiye Baskakov operatérii ile Gamma operatoriiniin  bir
kombinasyonundan olusan ve degistirilmis Baskakov Gamma operatorii olarak
tanimlanan yeni bir operator tanimlandi ve operatdriin yakinsaklik 6zellikleri
incelendi. Operatoriin iginde verilen bazi parametrelere bagli olarak operatoriin
bilinen yakinsaklik 6zelliklerini sagladig1 goriildii. Bu tezde tanimlanan ve 6zellikleri

verilen operator kullanilarak ¢aligma bir makale haline getirildi ve

S. Arpagus, A. Olgun, Approximation Properties of Modified Baskakov Gamma
Operators, Facta Universitatis Ser. Math. Inform. Vol. 36, No 1 (2021), 125-141.

isimli indeksli dergide yayinlandi.
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